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Introduccion

En esta memoria se presenta un estudio de algunas propiedades relativas a los productos
tensoriales de espacios localmente convexos y a los espacios de polinomios homogéneos
continuos definidos sobre un espacio localmente convexo, generalmente de Fréchet. Se
van a demostrar resultados originales, que van a permitir profundizar en determinadas
cuestiones relacionadas con el Analisis Funcional. Como consecuencia de los resultados

que se obtienen vamos a poder proporcionar algunos nuevos ejemplos en este ambito.

El estudio de los Productos Tensoriales Topoldgicos de espacios localmente convexos
fue iniciado por Grothendieck en 1955, con el objeto de obtener un predual para los
espacios de formas bilineales. Por otro lado, Nachbin sistematiza a finales de los 60 el
estudio de las Aplicaciones Holomorfas en Dimensién Infinita. En principio, se podria
pensar que no existe relacién alguna entre ambos objetos; sin embargo, ambas teorias
estan relacionadas a través de los espacios de polinomios.

Un problema clasico en Holomorfia en Dimensién Infinita planteado pOI‘. Nachbin
en 1967 es el estudio de la coincidencia de las topologias compacto-abierta (7o) y
portada de Nachbin (7,) en los espacios de funciones holomorfas definidas sobre abiertos
equilibrados de un espacio localmente convexo. Es bien conocido que, para espacios
de Fréchet F, una condicidn necesaria para la coincidencia de estas dos topologias es
que £ sea un espacio de Montel. Este problema fue estudiado por Barroso, Barroso-
Nachbin, Boland-Dineen, Meise y Mujica a lo largo de los afios 70 y principios de los 80
para determinadas clases de espacios de Fréchet-Montel, trabajando directamente con
los espacios de funciones holomorfas. En 1988 Ansemil-Ponte relacionaron la igualdad
de esas dos topologias en los espacios de funciones holomorfas con la coincidencia de
esas dos topologias en los espacios de polinomios n-homogéneos, P(*£), para cada
n € N y dieron ademas condiciones equivalentes a la coincidencia de 75 y 7, sobre
P("E), cuando E es un espacio de Fréchet-Montel; pero no se conocia ningin ejemplo

1x



x INTRODUCCION

de espacio de Fréchet-Montel E para el que ocurriera que 7o # 7, en P(" £). De hecha,

ese problema estuvo abierto algun tiempo maés.

Mientras por un lado se desarrollaba la teoria de Holomorfia en Dimensién Infinita,
por otro lado se continuaban estudiando cuestiones relativas a Productos Tensoriales
Topoldgicos. En la Tesis Doctoral de Ryan, de 1980, se estudia, entre otras cosas,
la relacién existente entre los polinomios n-homogéneos y los n-productos tensoriales
simétricos que se consideran en ese trabajo. De hecho, el n-producto tensorial simétrico
de un espacio localmente convexo (dotado de la topologia proyectiva) es un predual
para. el espacio P("E). Del mismo modo como en Holomorfia un problema importante
era el estudio de la coincidencia de 7y y 7., en la teoria de Productos Tensoriales
estaba presente el “Problema de las Topologias” de Grothendieck: dados dos espacios
localmente convexos £ y F, y dado un acotado B de EQF, jexistiran acotados Bg de
E vy Br de F tales que B esté contenido en la envo]ttjlrra, absolutamente convexa de
Br @ Br? En el caso en el que se consideraban E y F dentro de la clase de los espacios
de Montel, el Problema de las Topologias resultaba ser equivalente al de saber si EQF
era un espacio de Montel. Este problema se mantuvo abierto hasta que ’l‘abskinen?r lo
resolvié en 1986, vy junto con la resolucidon de este problema introdujo una nueva clase
de espacios: para Taskinen un par de espacios localmente convexos (E, F) verifica la
propiedad (BB) si para cada acotado B de EQF existen acotados Bg de £ y Bp de
F tales que B C I'(Bg ® Br); esto es, (E, F)erriﬁca, la propiedad (BB) si y sélo si
para ese par de espacios el Problema de las Topologias de Grothendieck tiene respuesta
afirmativa. Lo que hace Taskinen es construir un espacio de Fréchet-Montel £ para
el que (£, 4;) no verifica (BB). Por otra parte, Taskinen da ejemplos de determinadas
clases de espacios F para los que el par (£, F) verifica la propiedad (BB) cuando £
es un espacio de Banach. Entre esta clase de espacios se encuentran, por ejempio, los
espacios escalonados de Kothe, Taskinen continué proporcionando ejemplos de pares
de espacios sin verificar la propiedad (BB). En particular, construyé un espacio de
Fréchet-Montel F tal que (£, E'} no verificaba (BB} (y, por tanto, E(?E no podia ser

un espacio de Montel).

Tras los trabajos de Taskinen se volvié a relacionar la Teoria de Productos Ten-
soriales Topoldgicos con la Teoria de Holomorfia, ya que Ansemil-Taskinen en 1990
ofrecieron, utilizando tensores, el primer ejemplo de un espacio de Fréchet-Montel £
para el que 1y # 7, sobre P(*E). Dineen también relaciona los resultados de Tas-

kinen con la Holomorfia, mostrando nuevos ejemplos de espacios de Frechet-Montel
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E para los que 75 = 7, en P(*E); de hecho, esto le motiva a Dineen a definir la
propiedad (BB), s, que es una versién, vilida para n-productos tensoriales simétricos,
de la propiedad ( BB). Dineen prueba que si ¥ es un espacio de Fréchet-Montel, 7o = 7,
en P("E) sl y s6lo si E verifica la propiedad ( BB),, s, con lo que finalmente, el i)roblema
de la coincidencia de 179 y 7, se convierte en un problema relativo a productos tenso-
riales. Mas resultados en esta direccién fueron obtenidos por Galindo-Garcia-Maestre

y por Defant-Maestre.

Lo que hemos expuesto hasta ahora nos lleva a la conclusién de que estd es-
trechamente relacionado el estudio de los productos tensoriales topolégicos y el estudio
de ciertos problemas de la holomorfia en dimensién infinita. En esta memoria se van
a estudiar propiédades sobre productos tensoriales que abundan en lo conocjdo hasta
el momento. Por otra parte, los resultados que se van a exponer aqui nos van a per-
mitir construir nuevos ejemplos para determinadas situaciones concretas (que se van a

mencionar mas adelante), contribuyendo asi al desarrollo de esta teorfa. :

La memoria consta de cinco capitulos. En el primero se introducen las notaciones
que se van a utilizar en ella, as{ como las definiciones de los conceptos que se van a mane-
jar posteriormente. Nos centramos en mostrar cuestiones directamente relacionadas con
productos tensoriales, productos tensoriales simétricos y polinomios. También se in-
troducen en este capitulo las definiciones basicas de Holomorfia en Dimensién infinita

que se utilizan mds tarde. E

El segundo capitulo constituye una parte basica en la memoria y en él se reali-
za un estudio sobre complementacion en productos tensoriales y productos tensoriales
simétricos. Los resultados que se prueban en el capitulo estan bastante cercanos al
enfoque actual de la teoria de holomorfia que se mencionaba anteriormente. Era cono-
cido que (P("E), 1) es un subespacio complementado de (P(*"1E), 75), y también que
(P(*E), ) es un subespacio complementado de (P(*t'E), ) cuando E es un espacio
de Banach. Uno de los problemas que se podian plantear de modo natural a la vista
de esas relaciones era el estudio de la complementacién de (P("E), ) en (P(**' E), 7)
cuando E es un espacio localmente convexo arbitrario y 7 es cualquiera de las topologias
naturales habitualmente consideradas en esos espacios: 7,, 8 o 7, (7 es la topologia
de la convergencia uniforme en los acotados, 3 es la topologia fuerte, considerando a
P(*E) como el espacio dual de H@WE y 7. €s la topologia portada de Nacﬁbin). En

lugar de abordar directamente este problema, abordamos el problema predual, el de
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estudiar la complementacién en productos tensoriales simétricos, y a partir de él nos
ocupamos de la complementacién en los espacios de polinomios n-homogéneos. Con-
secuencias derivadas de lo que se obtiene en el segundo capitulo se utilizan en los tres
siguientes. La primera seccién del capitulo muestra una amplia coleccion de casos en los
que existe complementacién en productos tensoriales de espacios localmente convexos,
principalmente en productos tensoriales ordinarios (no simétricos). Estos resultados de
complementacion en productos tensoriales no son resultados muy complicados de pro-
bar, es de destacar que en la prueba de esos resultados aparece siempre la propiedad
asociativa del producto tensorial, propiedad que no se verifica para el producto tenso-
rial simétrico, con lo que se han de desarrollar nuevas técnicas que nos permitan probar

la relacién de complementacién. En la segunda seccion es donde se prueba que @ £

n,8,T

es un subespacio complementado de & F, utilizando para la prueba de ese resulta-
nt1,s,m

do algunos Lemas previos que nos van a permitir elegir “buenas” representaciones de
los tensores simétricos que utilicemos. En la tercera, y dltima, seccién del capitulo se
transportan los resultados sobre complementacién en productos tensoriales a resultados
sobre complementacion en espacios de polinomios homogéneos. Esta forma de obten-
er resultados sobre polinomios a partir de otros analogos sobre productos tensoriales
simétricos es una relacién retroalimentada, ya que se puede probar que la propiedad
(BB)n+1,s implica la propiedad (B B), , utilizando la comparacién de dos topologias en
los espacios de polinomios homogéneos asociados, y parece que la verificacién directa

de esa propiedad seria bastante complicada.

En el tercer capitulo de la memoria se expone un ejemplo de espacio localmente con-
vexo £ para el que P("F) es casinormable, para cada n € N, dotado de las topologias
antes consideradas, siendo estas topologias distintas entre si. La introduccion de los es-
pacios casinormables se debe a Grothendieck (1954). Gran parte de los espacios usuales
del Analisis Funcional son casinormables; por ejemplo, se encuentran dentro de esta
clase los espacios de Banach, de Schwartz, los espacios (DF) y los que son un limite
inductivo numerable de espacios de Banach. La casinormabilidad de los espacios de
polinomios n-homogéneos definidos sobre un espacio de Fréchet £ ha sido estudiada en
profundidad, por causa de la importancia que tiene en el estudio de la casinormabilidad
de los espacios de funciones holomorfas, y, en este contexto, la casinormabilidad de espa-
cios de polinomios y funciones holomorfas ha sido estudiada por Ansemil-Ponte, Isidro,
Bonet-Peris, Dineen y Ansemil. 51 E es un espacio de Fréchet, los espacios (P("E), 7o),
(P("E)},B)y (P("E), 7.,) son espacios casinormables, puesto que se trata de espacios de
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Schwartz, (DF) y limite inductivo numerable de espacios de Banach, respectivamente.
El estudio de la casinormabilidad de (P("E), 1) se habfa abordado hasta ahora para
espacios E para los que era conocida la coincidencia de la topologia 7, con otra de las
topologias para las que se conocia la casinormabilidad del correspondiente espacio de
polinomios. El ejemplo que presentamos en este capitulo es el primer ejemplo en el que
se muestra un espacio de Fréchet E para el que el espacio de polinomios n-ho'mogéneos
P("E), dotado de las cuatro topologias usuales, es un espacio casinormable, y todas es-
tas topologias son distintas entre si paran > 2y 7 <7 = f < 7, sobre 'P(iE) =

ya que, sobre este espacio siempre coinciden 7, y 3, por la propia definicion de estas
topologias. En la primera seccidn del capitulo se recuerda la definicion de los espacios
escalonados de Kothe, y se enuncian también conocidas caracterizaciones de algunas
de las propiedades que pueden tener estos espacios; concretamente, nosotros: vamos a
utilizar en nuestro ejemplo un espacio escalonado de Koéthe de orden 1 que no sea dis-
tinguido. El espacio E que presentamos como ejemplo es el producto tensorial de ese
espacio escalonado de Kéthe Ay y uno de los espacios de Fréchet-Montel F' que Task-
inen proporciona como contraejemplo al problema de las topologias de Grothendieck.
En la segunda, seccion del capitulo estudiamos una descripcién, distinta de la habitual
del espacio ® E (para ese E en particular) asi como de su dual. Esto va a ser posi-

ble hacerlo deb1d0 a las “buenas propiedades” que posee el espacio Ay con respecto al
producto tensorial por si mismo. En la tercera seccidén se prueba la casmormab1hda.d
del espacio de formas n-lineales (L("FE), n) utilizando métodos directos, lo que pro-
duce como consecuencia la casinormabilidad de (P(*E), 7). Al final de la seccién se
prueba que las cuatro topologias usuales en espacios de polinomios n-homogéneos son
distintas entre si, y para ello se utilizan propiedades de los espacios A, y F'i(el espa-
cio de Taskinen) que se consideran para producir el ejemplo, como también algunas de
las propiedades de complementacion en espacios de polinomios que se prueban en el
capitulo segundo. ;

Otro de los problemas clasicos sobre coincidencia de topologias en espacios de poli-
nomios n-homogéneos es el que dio origen al cuarto capitulo de esta memoria. Es
conocido que cuando E es de Fréchet 7, es la topologia tonelada asociada a 7y en
P("E). Asl, se dara la coincidencia de 8 y 7, sobre P("E) cuando 3 sea una éopo]ogfa
tonelada y la de 7, 8 v 7., cuando sea tonelada 7,. Existen ejemplos conocidos de espa-
cios E para los que se da la coincidencia de 7, y 7, en P(*E), y casos importanties dentro

de estos son los espacios de Banach y los espacios de Fréchet-Montel que cumplen la
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propiedad (B8B8),,. Lo que estudiaremos en este capitulo es el caso intermedio: jqué
ocurre con los espacios que no son de Banach ni de Montel?. Encontramos ejemplos
de Fréchet en esta situacidn dentro de los espacios escalonados de Kothe. Lo que se
probard es que, si A, es un espacio escalonado que no verifica la condicién de den-
sidad de Heinrich, entonces si n > p, (P(®A,;),7) no es un espacio tonelado, por lo
que (P("Ap), ) # (P(™A,), 7). De hecho, se van a caracterizar los espacios A, para
los que (P{(*X,),7) = (P("Ap),7.,) pata cada n € N precisamente como los espacios
A, para los que se verifica la condicién de densidad de Heinrich. En la primera sec-
cién del capitulo, por completitud, se indica cémo se pueden caracterizar por medio
de su matriz de Kothe los espacios escalonados que son de Montel, tal como hacen
Bierstedt, Meise y Summers, ya que esta propiedad se va a utilizar en secciones si-
guientes. En la segunda seccién obtenemos condiciones suficientes para la reflexividad
de los n-productos tensoriales de espacios escalonados de Kothe, en funcién del orden
p del espacio y el grado n del producto tensorial, independientemente de la matriz de
Kothe A. Consecuentemente, se obtendrin condiciones suficientes para la reflexividad
de los espacios de polinomios n-homogéneos. En la tercera seccion del capitulo vuelve
a aparecer la complementacién en productos tensoriales. Se probard que cuando n > p,
se puede considerar un espacio A;(B} complementado en ﬂ(?ﬂ)\j,,(A), habiendo una es-
trecha relacidon entre las matrices A y B. De este modo, con elecciones adecuadas de
la matriz A vamos a determinar nuevas propiedades sobre los productos tensoriales de
esta clase de espacios. Se prueba, en particular, que cuando A,(A) no verifica la condi-
cién de densidad de Heinrich, el espacio A1(8) no es un espacio distinguido, con lo

que tampoco puede serlo ® A,(A), y asi (P("A\,(A)), 8) no serd tonelado. La misma

técnica de complementacién sirve para probar que para un espacio £ = A,(A) que no
es de Montel, (P(*E), ) es reflexivo si y sélo si n < p.

En el ultimo capitulo de la memoria se continda estudiando la reflexividad y
tonelacion de ciertos espacios de polinomios, con el objeto de proporcionar nuevos
ejemplos en la teoria de polinomios en dimensidn infinita. Todo el capitulo esta dedi-
cado a los espacios X-Kothe de sucesiones. Esta clase de espacios engloba a la de los
espacios A, y ha sido ya utilizada en diversas ocasiones en el contexto de la holomor-
fia en dimension infinita. Por ejemplo, Taskinen y Dineen los muestran como espacios
que verifican las propiedades (BB) y (BB),s, respectivamente. En la primera sec-
cion del capitulo probamos que estos espacios verifican propiedades parecidas a las que

verificaban los espacios A,. En particular, se prueba que un espacio Ax(A) verifica la
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condicién de densidad de Heinrich si y sélo si su matriz de Kothe A verifica la condi-
cién (D) y que dicho espacio es de Montel si y sélo si su matriz de Kothe verifica
(M). Ambos resultados son extensién de los ya conocidos para espacios A,(A). En la
cuarta seccién del capitulo se prueba que cuando un espacio de Banach X verifica que
(P("X), 1) es reflexivo, entonces el espacio de polinomios n-homogéneos continuos so-
bre el espacio Ax(A) que se puede construir a partir de X va a ser también reflexivo,
independientemente de la matriz de Kothe A que se considere. Aprovecharemos estos
resultados, utilizando un espacio X-Kothe, que tiene como espacio de Banach asociado
al espacio original de Tsirelson. El espacio de Tsirelson 7" tiene la propiedad de que
(P(*T"), 73} es un espacio reflexivo para cada n € N, con lo que el espacio X-Kéthe de
sucesiones Ar/(A) va a verificar que (P("Ax(A)), ) es un espacio reflexivo para cada
n € N. Eligiendo la matriz de Kothe A sin verificar la condicién (D) vamos a tener
que (P("Ax(A)), 7) es un espacio reflexivo para el que Ax(A) no verifica la condicién
de densidad. Este hecho introduce una novedad en esta teoria, ya que hasta ahora
los 1inicos ejemplos conocidos de espacios E para los que P(*F) es reflexivo para ca-
da n € N eran espacios que verificaban la condicién de densidad: por una parte se
encuentran los espacios de Banach similares al espacio de Tsirelson, por otra parte se
encuentran los espacios de Montel, y el inico ejemplo que era conocido hasta ahora,
ofrecido por Boyd, para el que se daba la reflexividad de (P("E), ) sin ser E un es-
pacio de Banach o de Montel, era el de la clase de los espacios de la forma £ = F x T,
donde F' en este caso es un espacio de Fréchet-Schwartz, pero estos espacios verifican
también la condicién de densidad.
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CAPITULO 1

Preliminares

El estudio de las aplicaciones multilineales y los polinomios homogéneos se aborda
en la literatura desde diferentes puntos de vista. Uno de ellos, ya contemplado por
Grothendieck en 1955, es considerar las aplicaciones multilineales como elementos del
dual de un producto tensorial. Asi, resultados que se conocen para espacios duales se
pueden obtener para los espacios de aplicaciones multilineales, y desde alli se pasan a
resultados relativos a polinomios homogéneos. Un poco mis tarde (1980) Ryail abordé
el problema de buscar un predual para el espacio de los polinomios homogénieos, uti-
lizando para ello los tensores simétricos. Actualmente se estudian propiedades acerca
de los productos tensoriales simétricos para obtener resultados relacionados con diferen-
tes topologias en espacios de polinomios y, consecuentemente, de funciones hol_lomorfas.
Se comentara también en este capitulo introductorio el problema de las topoiogfas de
Grothendieck, asi como el contraejemplo que construyé Taskinen al mismo, y ciue se us-
ara en el Capitulo 3, para continuar la exposicién comentando la version, véul;ida para
productos tensoriales simétricos, de este mismo problema, establecida recientemente
por Dineen. l
También se expondran en este capitulo la mayoria de las definiciones y re;'sulta,dos
de Andlisis Funcional que se utilizaran repetidamente en la presente memoria. Se va
a trabajar principalmente con productos tensoriales simétricos de espacios lotalmente
convexos, polinomios y aplicaciones holomorfas. La notacién que se va a utilizar en lo
relacionado con los espacios localmente convexos y productos tensoriales es la que se
utiliza en los libros de Jarchow ([Jar]) y Kéthe ([K6t1, Kot2]); en algunas ojcasiones,
también nos referiremos al nuevo libro de Dineen [Din6], en preparacién, que da un
enfoque al tratamiento de estos temas que es distinto al usual. Para cuestiones rela-

cionadas con holomorfia de dimensién infinita se utilizara preferentemente [Dinl], que
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ademds puede consultarse para estudiar el enfoque al tratamiento de las aplicaciones
multilineales y los polinomios dado antes de generalizarse la utilizacion de tensores. En
este capitulo solo se expondran las pruebas de algunos resultados que sean fundamen-
tales en lo que se va a hacer después. Entre estos resultados se encuentran algunos que
van a permitirnos manejar con mayor comodidad productos tensoriales y productos

tensoriales simétricos.
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1. Cuestiones generales de Analisis Funcional
|

En esta seccién mencionaremos algunas definiciones clasicas de Analisis Funcional
que vamos a utilizar mas tarde. También expondremos algunas notaciones que se van
a repetir a lo largo de esta memoria, asi como referencias donde se pueden lconsultar
propiedades generales sobre las herramientas que vamos a utilizar. En todo lo relativo
a cuestiones generales sobre espacios localmente convexos se pueden consultar como
referencias principales los libros de Jarchow [Jar] y Kothe [Kotl, Kot2].

E,F y (G representaran espacios localmente convexos reales o complejos, frecuente-
mente espacios de Fréchet, esto es, espacios metrizables completos. Si 5 es un subcon-
junto de F, escribiremos [S] para designar al subespacio vectorial generado por S.

Utilizaremos la notacidén sc(E) para representar el conjunto de las se%ninormus
continuas en .

Si a € s¢(E), utilizaremos la notacién E, para referirnos al espacio{normado
E/a™1(0).

I'(A) representaré la envoltura convexa y equilibrada del subconjunto A 'de E.

51 E es un espacio normado, Bg denotara la bola unidad cerrada de dicho espacio,
estoes: Bp={z € E:|jz|| <1}

También utilizaremos con frecuencia limites proyectivos e inductivos de espacios
localmente convexos, ya que muchos espacios con los que vamos a trabajar en esta
memoria van a estar definidos en estos términos. Las definiciones y propiedades basicas

de estos limites pueden consultarse en [Jar]. i

|

Si F es un espacio localmente convexo, se llama dual fuerte de E al esp!a,cio dual
de E dotado de la topologia de la convergencia uniforme sobre los acota.dosi de E. Se
representara generalmente por Ej. ;

El simbolo E] se utilizara para representar al espacio dual de E dotado de la
topologia de la convergencia uniforme sobre los compactos de E, esto es, la.; topologia
compacto-abierta.

Relacionado con el espacio Ej estd un concepto que vamos a considerar mas tarde:

el de espacio distinguido. T

DEFINICION 1.1. Sea E un espacio localmente convexo. Se dice qué E es un
espacio distinguido si su dual fuerte £ es tonelado.
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2. Polinomios y aplicaciones multilineales

Las notaciones utilizadas para representar los conjuntos de aplicaciones multilinea-
les vy polinomios son las mismas que se utilizan habitualmente, véanse por ejemplo

[Din1] y [Din6]. Las principales quedan resumidas en las siguientes definiciones:

DEFINICION 1.2. Dados Ey,...,E.,E y G espacios localmente convexos, se

representara por

(1) Lo(Ei, ..., Ep; @) al espacio vectorial de todas las aplicaciones m-lineales de
iy x - x E, en

(2} L{F1,..., En; G) al espacio vectorial de todas las aplicaciones m-lineales con-
tinuas de F, x --+ x E,, en G

(3) L.(™E; G) al espacio vectorial de todas las aplicaciones m-lineales de £™ en G

(4) L(™E; G) al espacio vectorial de todas las aplicaciones m-lineales continuas de
E™ en G.

Cuando ( es el cuerpo base K (R o C), se adoptaran las siguientes notaciones:
(5) La("E;K) = La("E) y
(6) L(™MFE;K) = L(™E).

DEFINICION 1.3. Se dice que una aplicacién m-lineal L de £™ en G es simétrica
sl
L(z1,. . . 2m) = L{zg@ys - o s To(m))
para cada (z1,...,%,) € £™ y cada permutacién o de los primeros m niameros natu-

rales.

El espacio vectorial de todas las aplicaciones m-lineales simétricas de F en G se
4 sfm .
representara por L£5(™E; ().
El espacio vectorial de las aplicaciones m-lineales simétricas continuas de £ en ¢

se representara por L5(™E; ).

Cuando G = K, representaremos a estos dos espacios por L:(™E) y L°(™E), re-

spectivamente.
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OBSERVACION 1.4. Se puede definir de un modo natural una proyeccién s :
L("E;G) — L:(™E; J) por ’
\

1 |
s(L)(a:l,. . .,.’Em) = E Z L(:Ea(l),.. .,.’ca(m)),
T g€Pm

para cada L € L,(™E;G) v cada (#1,...,2,) € E™, donde P, representa el grupo
de las permutaciones de los primeros m mimeros naturales. Obviamente la inclusién
canénica de L3 (™E; G) en L,(™E; G) es una aplicacién inyectiva. Asi L3(™FE;G) es un

subespacio algebraicamente complementado de L£,(™E; G) ([Dinl)).

DEFINICION 1.5. Se dice que P : E — G es un polinomio m-homogéneo de E
en G si existe una aplicacién m-lineal A : E™ — G tal que P(z) = A(z, -+, z), para

cada x € E. P es continuo si y $6lo si A es una aplicacién continua.

Al espacio vectorial de todos los polinomios m-homogéneos de E en G lo repre-
sentaremos por P,(™E; G).

P(™E; 3) representaré el espacio de todos los polinomios m-homogéneos continuos
de Een (.

Cuando G = K, utilizaremos las notaciones P,(™E) y P(™E), para désigna.r al
espacio vectorial de los polinomios m-homogéneos de £ en K y al de los polinomios
m-homogéneos continuos de F en K, respectivamente.

Un resultado de relevante importancia en lo concerniente a la relacién que existe
entre polinomios y aplicaciones multilineales es la identidad de polarizacidn, que es clave
para poder establecer un isomorfismo entre el espacio de las aplicaciones multilineales

simeétricas y el de los polinomios homogéneos.

PrOPOSICION 1.6 (Identidad de Polarizacién. [Dinl], Teorema 1.5). Sean E y
G espacios vectoriales sobre K, entonces dado P € P,(™E;G), existe una dnica L €

L:(™E; G) tal que P(z) = L(z,-+-,z) para cada z € E. Ademds, L viene dada por

1 il '
L{z1, ... zm) = S > er...emP()_gjxj).
! = ,

e;=%1
1j<m

Con este resultado podemos justificar el siguiente convenio de notacion: -
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DEFINICION 1.7. (a) Dado P € P.(™E; ), se denotara por P a la tnica apli-
cacién m-lineal simétrica P € £L3(™E; Q) tal que P(x) = P(z,-7+, z) para todo z € .

(b) Dada L € £,(™E;G), se denotara por L al polinomio L € P,(™E;G) definido
por L(z) = L(x,-~-,z) para todo z € E.

También es importante, cuando se trabaja con polinomios y aplicaciones multilin-
eales, la formula de Newton, que permite evaluar un polinomio sobre la suma de varios

vectores utilizando la forma multilineal simétrica asociada.

PROPOSICION 1.8 (Férmula de Newton). Sea P € Po(™E;G). Entonces, para
cada k € N yzq, -,z € F se tiene

! 71 Tk
P($]++$k): Z _ﬁT):L—P(wla"'axh'“7'1")'6"'73;;:)-

El siguiente resultado que ofrecemos, debido a Nachbin, nos indica en un cierto
sentido, cémo es el espacio de los polinomios m-homogéneos definidos sobre un espacio

localmente convexo arbitrario con valores en un espacio normado.

LEMA 1.9 (Factorizacién. [Dinl], Lema 1.16). Sean £ un espacio localmente
convero y (G un espacio normado. FEntonces, para cada P € P(™E;G) existen a €
sc(E) y Py € P(MEy; G) de tal modo que P = P, o7, (donde 7, es la proyeccidn
canonica de E sobre el espacio normado E, ).

3. Aplicaciones holomorfas

Algunos de los problemas relativos a polinomios tienen su origen en la holomorfia
de dimensién infinita, como se comentara un poco mdas adelante. La definicidén usual
de funcion holomorfa entre espacios localmente convexos complejos se da, utilizando

polinomios, como una extensién natural del concepto de funcidn analitica en un abierto

de C.
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DEFINICION 1.10. (1) Sean E y G espacios localmente convexos com};)lejos y U
un subconjunto abierto de F. Se dice que una aplicacion f : U — G es holdmorfa en
U si para cada punto zy € U, existe una sucesién {Pp }men, con P, € P(™E;G) para
cada m € N tal que, dada 7 € sc(G) se puede encontrar un entorno V de o en U

verificindose que

limfy(f(:c)—iPk(m—xo)) =0 ;

n—00
k=0

uniformemente para z € V.

(2} Al conjunto de las aplicaciones holomorfas f: U — G lo representa,riemos por
H(U; G). Cuando G = C, lo representaremos simplemente por H(U).
|
|

OBSERVACION 1.11. (1) La sucesién de polinomios { P, }men que apafece en la
definicién anterior, correspondiente al punto xp, es unica. Asi, se puede adoptar la

siguiente notacién ‘
d™ f(zo) = m! P,
d" f(z¢) = m!P,,

que recuerda la notacion empleada para denotar la diferencial m-ésima de f en z,.
4
|
(2) H(U; G) tiene estructura de espacio vectorial con las operaciones habituales en

espacios de funciones. H(U) tiene estructura de algebra.

|
Damos a continuacién la definicién de otro espacio de funciones holomorfas, que se

va a utilizar mas adelante: el de las funciones holomorfas de tipo acotado.

!
DEFINICION 1.12. (1) Sean E un espacio localmente convexo, {/ un abierto de

E y B un subconjunto acotado de U. Se dice que B es U-acotado si existe un entorno
abierto V de 0 en K tal que B+ V C U. !

(2) Se dice que f : U — C es una funcién holomorfa de tipo acotado si f € H(U) y
estd acotada sobre los subconjuntos U-acotados de U. I

(3) Al espacio vectorial de las funciones holomorfas de tipo acotado lo representare-

mos por Hy(U). |

'
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4. Productos Tensoriales

Otira aproximacién al estudio de los polinomios se obtiene por dualidad de los
productos tensoriales simétricos. Grothendieck introduce en su tesis [Gro2] el producto
tensorial de dos espacios localmente convexos £ y G como un espacio predual para las
aplicaciones bilineales en £ x (. Veinticinco anos después Ryan dedica su tesis doctoral
[Rya] al estudio de los productos tensoriales topolégicos y su relacién con la holomorfia
en dimensién infinita; su trabajo es una referencia obligada para este nuevo enfoque
dado al tratamiento de polinomios, ya que se pueden definir éstos y obtener bastantes
de las propiedades que poseen como espacio vectorial topoldgico utilizando teorfa de
dualidad. Recientemente Dineen en [Dind] da un nuevo impulso al estudio de los
polinomios considerandolos como elementos de un espacio dual y definiendo en los

espacios de polinomios una nueva topologia.

DEFINICION 1.13. (a) Sean £ y (i espacios localmente convexos. Por cada
(z,y) € E x G denotemos por 2 ® y a la aplicacién lineal de £L(F£,G;K) en K definida
por

z@y(B) = B(z,y) paracada B € L(E,G;K).
En esas condiciones se llama producto tensorial de los espacios vectoriales £ v G al
subespacio vectorial del dual algebraico (L(F, G;K))* de £(E, G;K) generado por la
familia de formas lineales

@y, conz € Eey e,
Al producto tensorial de £ y G lo representaremos por E ® G.

(b) Sean E\, ..., £, espacios localmente convexos. Para z; € £y, z, € Eayy...iz, €
E, denotaremos por z; @ --- ® z, al elemento de (L(F,,..., E,;K))* definido del
siguiente modo: 21 @ - ® z,(L) = Lz, - .,Z,) para cada L € L(F;,..., Ey; K).
Entonces se llama producto tensorial de los espacios E,, ..., E,, y se representa por
By ® - @ E,, el subespacio vectorial de (C(Ey, ..., Ey; K))* generado por

{$1®"‘®$n2$1eEl,...,ZUnEEn}.

DEFINICION 1.14. (a) Se dice que § € E® -+ ® E es un tensor simétrico si

admite una representacion
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donde N es un nimero natural y mgﬂ, ...,z € E para cada i € {1,..., N}|

(b) Se ltama n-producto tensorial simétrico del espacio localmente convexo £ al
subespacio de £ ® = ® F generado por los tensores simétricos. A este espacio lo
representaremos por F @ g @ E o por 53; E. |

1 ., . N .
(c) Utilizaremos la expresion 1 @ £, ® - -+ ® &, para designar al tensor 51p1étr1co
s ] s ‘

To(1) @ To(2) @ - @ To(n)- .

geP, |
I

n!

(d) La aplicacidon s que se puede definir sobre los tensores de la forma z,®z,®- - -Qz,,
como |

s @F — E !

n,s
T QT2 @ BT > T QT2Q QT |
5 8
. . . . ., . Ao,
y extender por linealidad al resto de ®F, se denomina aplicacidn de simetrizacion.
n .

k T '

(e} Si k+r =mn, @[:c(k), y(")] designard a2 Q@ - Rz QYR - Dy. |

s

OBSERVACION 1.15. Cuando z; = --- = z,, = z se tiene que

IR - Qr=21Q - Q2.

En este caso utilizaremos la notacién ®x para representar a ¢ ® - -+ ® .
n .
{
!

En lo sucesivo utilizaremos frecuentemente el tipo particular de conjuntos que vamos
a describir a continuacidn. :
. {

DEFINICION 1.16. Sea A un subconjunto del espacio vectorial E. |

(a) Se denota por ®A al conjunto

n

@A: {21 @ @zn:21,...,2, € A}
(b) Se denota por ® A al conjunto |

QA={z® - -Qz:x€ A}.
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OBSERVACION 1.17. Dineen en [Din6], (1.16), prueba la siguiente relacién, que
va a ser frecuentemente utilizada, entre los conjuntos @Ay QA :

Ti,8

s(94) e (aGmen) = or (24),

Para nosotros va a tener un especial interés la siguiente version tensorial de la

formula de polarizacion:

PROPOSICION 1.18 (Polarizacién). See E un espacio localmente convezo y sean

Ty,...,Tn € E. Entonces
1 ki1
"81@"'@3:“:271,1! Z 51...6,1(% ZSJI?J .
e;==%1 =1
1<i<n

DEMOSTRACION. Utilizaremos la férmula de polarizacién para aplicaciones mul-
tilineales (Proposicidén 1.6) y la relacién de dualidad existente entre ® F y L{"E). De

este modo sera suficiente probar que

1 n
m@...@mn([,):?nnr > 51...571@(283'33;‘) (L)
. J:1

ej=x+1

para cada L € L("E).
Ahora bien, dado L € L(™E) se tiene que

1

nl

$1®®$n(15) = ( Z ma(1)®$a(2)®”'®$a(n)) (L)

c€EP,

1
= E Z L("Ea(l):wa@),‘ ‘e ,:I,‘U(n))

agelP,
= s(L){z1, -+, 2n)
1 n : n
= S Z E1...€a8(L) (Zejmj,---,ZEj:cj)
tej=£1 i=1 7=1
1 n E, i
- 9np| Z €1 Enl (Zejwjv"'=26jwj)
tej=Z1 =1 1=1
1 n
= Inpl Z €1 En @ (Z ijj) (L),
Tej=41 i=1

lo que da el resultado. O
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OBSERVACION 1.19. Utilizando la anterior férmula de polarizacién, cada tensor

simétrico n-dimensional se puede escribir como una suma de la forma

M
E®$J";

=1 "

con M e Ny z; € E paracada j€{l,...,M} en el caso K=C y como
M
26 @,
=t "

con M € N, z; € Eye; =11 paracada j € {1,..., M}, cuando el cuerpo base que

se considera es K = R. :

|
OBSERVACION 1.20. El espacio P,("E; G) se puede identificar con £,(® E; G)

en el siguiente sentido: dado P € P,("E; (), existe una tinica P € £,(® E; Gj definida

de modo natural a partir de la relacion

|

. . g . ’ i . .-
Una consecuencia sencilla, pero util, que deducimos de la férmula de polarizacion
i

(®z, P) = P(z), para cada z € E.

es el sigulente resultado:

LEMA 1.21. Sea P € P,(*E) y sean z,y € E. Entonces

k n—=k

@[x(k):y(n-k}.]vp) :P(‘?’v ‘T“,.ﬁ,y, ",y) ‘

5

o~~~

DEMOSTRACION.
n—k

@M,y P = (20 @0y oy, )

1 | ‘
=(n'2” 61-.-€n§(£1$+-..+5k1’—|—5k+1y+..._|_€ny)’p)
- €j=:|':1 :
1 | .
— on 51"'5”<®(61$+"'+5k$+6k+1y+"‘+€ny),P)
n. e_,-::j:l n 1
L I
= 2 g P(ar+ ot e ey + o Feny)
n!2 =i
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También podemos obtener la siguiente versién tensorial del Lema de Newton,

LEMA 1.22. Para cualesquiera z,y € E y todo n € N se tiene

@(:{; + y) = i (z) @ [a:(k),y(nfk)].

k=0

DEMOSTRACION. Hagamos = Y 7, (:) ® (™, y{"=F)], Entonces, por la dua-
lidad algebraica existente entre polinomios y productos tensoriales simétricos ([Hor],

pg. 184} se tiene que ®(z +y) = § si y sdlo si
(®(z +7y),P)=1{0,P), paracada P € P,("E) = Ea(%E).

Pero por la Proposicién 1.18,

0.7) =3 (} )@, )

Por la férmula de Newton para polinomios (Proposicién 1.8), esta dltima suma es

precisamente Pz + y), luego
(0, Py = P(z +y) = (8(z +y), P).
O

En el siguiente Lema se obtiene una propiedad que es natural en este contexto, de-
bido a la estrecha relacidn existente entre polinomios y productos tensoriales. Esta
propiedad se utilizar con posterioridad en esta memoria; es una propiedad de exten-
sidén, que permitira definir una aplicacion relacionando los n-tensores simétricos con los

(n + h)-tensores simétricos.
LEMA 1.23. Sean z1,...,Zn,Y1,..-Ym,e € E. St dado k € N,

'ZJ:%@‘T"@:E{: Zyj®:"®yj,

entonces

8
&
(=
© @
&
u (X
v}
(@)
e X
g
i
=
®
(=
ey
&=
© @&
Iy}
@ ()
(=
“ @
u@
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(0, con otra notacion:

i3

Z@ (k) (h)]__.z:@ (k) (h)])
1=1

i=1

para cada h € N.

DEMOSTRACION. Sea P € P,(**"E) y consideremos Qp € P,(*E), definido por
. E

h
Qp(z) = P(z,-7- z,e,- -, e). Entonces, por el Lema 1.21,

Z@[xfk) (h) EP(:B,,. , T, € h.,e)

=1

H
I
—

H
[

=@
=
O
X

=

I}
NER
&

av]
@

o,
||
.t

h

. k
Ply;, 7., y;,e,.7.,€)

1l
NE

Wl

[y, ™), By

l
'ﬁs i

«Q

s
1l
-

5. Topologia Proyectiva en Productos Tensoriales

Para aprovechar al maximo las posibilidades del tratamiento de los polinomios como
duales de productos tensoriales, consideraremos la topologia proyectivaen E,Q- - Q@ £,,.
De este modo podremos considerar los polinomios continuos como elementos del dual

topoldgico del producto tensorial proyectivo simétrico.

DEFINICION 1.24. (a) Sean FEy, Es,..., E, espacios localmente convexos. Se
define la topologia proyectiva m en £y ® Fy @ -+ ® F, como la topologia loicalmente
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convexa mas fina que hace continua a la aplicacién
® : El XEQX XEn — E1®E2®®En
($1,...,$n) = 1 Q- Rz,
Al espacio £y @ E; ® --- ® E,, dotado de la topologia proyectiva 7 lo denotaremos
habitualmente por £, @ B2 ® ... ® F,. Sin =1 se sobreentiende que 1®E = F.

(b) Representaremos por
EQE®...0F,

a la complecién del producto

(¢) Representaremos por ® £ al espacio ® £ dotado de la topologia inducida por

7,8,7 7,5

la topologia proyectiva del espacio @ F = E®---®FE.

(d} ® £ se define como la complecion del espacio localmente convexo @ £.
7,8,T 7,8,

En esta memoria se utilizaran algunos resultados sobre complementacién en pro-
ductos tensoriales topoldgicos. El resultado que se enuncia a continuacién fue utilizado
por Ryan en la prueba de la Proposicion 2.3 de [Rya]. La prueba de este resultado es
sencilla, considerando como aplicaciones que proporcionan la complementacion entre

estos espacios la inclusién canonica de @ E en ® E y la aplicacidén de simetrizacion.
n,x

n,s, T

PROPOSICION 1.25. Sean E un espacio localmente convezo yn € N. Entonces
@ £ es un subespacio complementado de & E.

n,s, W n,m

OBSERVACION 1.26. (1) De la Definicién 1.24 se sigue que un sistema funda-

mental de seminormas para la topologia proyectivaen £, @ F2 ® ... ® F, es
™ T ks

{1 ® - ®an: o €sc(By),...,a, €sc(Ey)},

donde a4 ® - -- @ a, viene dada por

M ) _ Mo .
@ ®an(f) = inf{zal(wg%))..-an(xfﬂ) (0= ngt) KRR a:,(:)}
. =1

i=1

(véase [Jar], Proposicién 15.1.1).
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Enel casoenel que £y = -+ = B, = Fy o = -+ = o, = «, escribiremos (§>a

para designar a la seminorma a @ -+ - ® a.

{2) Un sistema fundamental de seminormas para la topologia proyectiva wen QF

estd dado por {®a: « € sc(E)}, donde ,
v v |
(@a)(0) = inf {Za(:nj)” 10 = ZEJ' ® xz;, con €; € {—1,1} para cada i = 1|,,j} \

™ i=1 7=1

?

cuando F es un espacio localmente convexo real, y

N N
(®a)(9):inf{Za(:cj)":9=Z®wj}, ‘
7,8 . : n |
=1 =1
en el caso en el que F es un espacio localmente convexo complejo. |
En principio, parece que estas seminormas podrian no ser suficientes para definir
la topologia proyectiva en este espacio. Sin embargo, la familia de seminormas que

]
aparecen en (1) inducen sobre ® £ la misma topologia que la familia que acabamos de

n,s

mencionar, tal como prueba Ryan en la Proposicién 2.2 de [Rya]. |

(3) Gelbaum y Gil de Lamadrid ([GeGi]) probaron que si Ey y E; son espacios de
Banach con bases de Schauder {e1n}72, v {€2 )52, respectivamente, entonces

{ €1,n ® €2m } (n,m)ech
i

es una base de Schauder de £; ® E;, donde utilizamos ID para representar el producto
N x N dotado del “orden del cuadrade” {[GeGi]). Ryan generaliza este resultado para
productos tensoriales de un niimero arbitrario de espacios y también prueba que los
simetrizados de los elementos de la base del producto tensorial, ordenados dé acuerdo
con el orden inducido por el del cuadrado, forman una base del producto tensorial
simétrico ([Rya], Capitulo 5). |

En algunas ocasiones va a ser util recordar que el producto tensorial de! espacios
localmente convexos verifica la propiedad asociativa. Este hecho se enuncia en la si-

guiente |

PROPOSICION 1.27 (Propiedad asociativa. [K6t2), pégina 179). Sean|E, FyG

espacios localrmente convexos. Entonces

(EQF)®G es isomorfo topoldgicamente a EQ(FRG). 1
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OBSERVACION 1.28. Del mismo modo como antes enuncidbamos la dualidad
algebraica entre los productos tensoriales - aplicaciones multilineales y productos ten-
soriales simétricos - polinomios algebraicos, ahora vamos a poder tener una dualidad
topolégica entre los productos tensoriales proyectivos - aplicaciones multilineales (tanto
en el caso algebraico como en el continuo) y polinomios continuos - productos tenso-

riales proyectivos simétricos.

Podemos identificar al espacio P("E;G) con £( & E;G) de modo analogo a como

7,8,

lo hacfamos en el caso algebraico: P € P(*E;G), se identifica con P € L& EG)
definida por la identidad (®z, P) = P(z).

A continuacién damos una consecuencia de la propia definicidon de la topologia

proyectiva que vamos a emplear posteriormente.

LEMA 1.29. Sea £ un espacio localmente convezo y sea o € sc(E). Fntonces se
verifica que

(@a)(z1 ® - Q@ z,) < alz1) -+ alz,)-

n § 5

DEMOSTRACION.

(@e)(or @ @) =

|
= (32) (— > Ty ®- - ® wa(n))

n! oyl
1
< o1 2 almew) - o) =
ageP,
= a(a:,,(l)) e Of(:ﬂ,,(n)) =

= o) - afz,).

6. Topologias en espacios de Polinomios y de Aplicaciones Holomorfas

Tradicionalmente se consideran en los espacios de polinomios sobre espacios local-
mente convexos las siguientes topologias: la topologia compacto -abierta 7, la topologia
de la convergencia uniforme sobre los acotados 7, y la topologia portada de Nachbin 7,

cuyas definiciones se van a recordar en lo que sigue. Recientemente Dineen considera
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también en P(*E; G} la topologia fuerte 3, la topologia en P(*F; G) de la convergencia
uniforme sobre los acotados de g E, considerando en este caso el isomorfismo existente
entre P("E;G) y ﬁ(n@wE; G). t’opologfas Hasta hace poco tiempo se venfa utilizando
la notacion 8 para hacer mencién a la topologia que aqui representaremos como 7.
Puesto que no todo acotado B de Tﬁ E puede considerarse contenido en T'( T(LS;S q ), donde
C es un acotado de K, estas dos t,opologia,s son en general distintas. Va a interesar
por multiples razones el estudio de la coincidencia de esas dos topologias, problema
parecido al “problema de las topologias” planteado por Grothendieck; por ejemplo,
(P("E), B) va a ser siempre un espacio (DF) si £ es un espacio de Fréchet, con lo que
(P("E), ) ha de serlo en los casos de coincidencia de estas dos topologias. Al final de
esta seccion discutiremos algunas consecuencias derivadas de la igualdad de 'Jij y 3.

DEFINICION 1.30. (a) La topologia compacto-abierta 1o sobre P(*E; G) se de-
fine como la topologia en P{*E; () de la convergencia uniforme sobre los subconjuntos

compactos de £.

(b) La topologfa 7, sobre P("E;G) se define como la topologia en P("E;G) de la

convergencia uniforme sobre los subconjuntos acotados de E. J

(c) La topologia fuerte 8 sobre P("E) se define como la topologia en P(*E;G) ~
L£({ ® E; @) de la convergencia uniforme sobre los subconjuntos acotados de’ @ E. Si

1,8,
n = 1, la topologia fuerte se define como la topologia de la convergencia uniforme sobre

los acotados de F.

La topologia portada 7, en P{"E; () se define del modo siguiente: '

DEFINICION 1.31. (1) Sean E un espacio localmente convexo y G un espacio
normado. Definimos la topologia portada 7, por

(’P(nE;G)aTW): 1}}4“ (P(nEa;G)aTb)

eacsc(E)

(recuérdese el Lema de Factorizacion 1.9).
Obsérvese que 7, esta generada por las seminormas p que estan portadas por el
origen, es decir, para cada entorno V de 0 en F, existe ¢(V) > 0 tal que

P(P) < c(V)sup|[ P(=)] |
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para cada P € P("E; G).
(2) Para espacios localmente convexos arbitrarios G, 7, esta definida por

(P("E;G)y 1) = h&“ (P("E; Gy), 1)

YEse(G)

OBSERVACION 1.32. (1) Se tiene que 70 < 7 < f < 7,. En efecto, todo com-
pacto es acotado, y asi la topologia en P("E; () de la convergencia uniforme sobre los
acotados de E (7,) es mas fina que la de la convergencia uniforme sobre los compactos
de E (). Por otra parte, es claro que, si B es un acotado de E| se tiene que @ B es

2,8,

un acotado de ® F, con lo que, recordando las definiciones que hemos dado para las
0,5

topologias 7, y # en P("E; G), se tiene que 7, < f. Finalmente, si G es un espacio nor-
mado y p € sc(P("FE;G),3) podemos suponer que existe un acotado A de @ £ tal

que
p(P) = gggll_f?(ﬂ){l;

ademas podemos suponer, recordando la definicién de acotado en un espacio localmente
convexo, que A C | ['(@rvV), donde V denota un sistema fundamental de entornos
Vev n,s

de 0 convexos y equilibrados en E y ry > 0 para cada V € V. Asi, si U es un entorno
de 0, existe Uy € V tal que Uy C U. Para este entorno se tiene que

p(P) = 32§||P(9)i|

< sup PO

ge N T(@rvV)
VEVY n,s

< sup  |IP(O)]
€T @ ru, Un)

1
< — sup ||P(z)||
Ty, wel
< —sup | P()]
-— su z
S s :
lo que prueba que p es una seminorma portada por el origen, y por tanto, que 8 < 7,,.
El caso general, en el que (G es un espacio localmente convexo arbitrario se deduce a
partir de lo que acabamos de probar, teniendo en cuenta la definicién de la topologia

portada en este caso (Definicién 1.31 (2)).
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¥

(2) Se tiene que para espacios de Fréchet E, 75 = 7 sabre P("E; G)siy %610 si B
es un espacio de Montel. En efecto, es claro que si E es de Montel, esas dos topologias
coinciden. Por otra parte, si £ es un espacio de Fréchet que no es de Montel éxiste un
acotado B C E que no es relativamente compacto. Pero, si suponemos que'ro = T,

entonces para cada v € sc{(G), se tiene que la seminorma || - (g, definida por

i
|
1P = sup(P(z) |

para P € P("E;G), es una seminorma 7y-continua, luego existen un compactof K CE,

que se puede suponer convexo y equilibrado, y una constante C' > 0 tales que
|P|ley < C[|P|x, para cada P € P("E;G). |

De este modo para cada ¢ € E', ¢ # 0y b € G con v(b) # 0, se tiene q1:ie b &
P("E;G) y i
n n /
16”8l < Cll¢"0| (5,
o equivalentemente

¥(0)|8E < Cy(b)|4|%, g

por lo que, tomando raices n-ésimas se llega a

145 < C=|¢|x '

Esto, por el Teorema de Hahn-Banach, es una contradiccién con lo supuesto. En efecto,

si B es un acotado que no es relativamente compacto, el conjunte C -+ B tampoco lo
es, por lo que debe existir zp € C~= B tal que 2o ¢ K, utilizando el Teorema de

Hahn-Banach se concluye que existe una cierta ¥» € E' tal que

[$(@0)l > ¥l f
hecho que contradice lo anterior. j
|

l

(3) Si E es un espacio de Banach, 7, = 7, sobre P("E; &), para cualquier espacio
localmente convexo (. En efecto, basta tener en cuenta que la topologia deie E viene

definida por una sola norma, teniendo en este caso, que si G es normado

(P("E;G), 1) = im(P("E; G), 7) = (P("E; G), 1),

—

{1l

lo que nos proporciona que 7, = 3 = 7, puesto que siempre se tenia 7, < g < 7. Para

(G arbitrario el resultado es inmediato a partir de lo anterior.
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Al considerar el caso en el que G = C, se puede obtener algo mas de informacién
sobre la coincidencia de las topologias 7o v 7,. Por ejemplo, Dineen indica que 7, es
la topologia tonelada asociada a 7y sobre P("E} cuando £ es un espacio metrizable
{[Dinl1], Proposicién 3.41). La coincidencia de estas dos topologias cuando £ es un
espacio de Fréchet Montel se ha estudiado recientemente en profundidad (veanse entre
otros [AnPo2, GGM, Din2, DeMa, Din4|} a causa de su incidencia, apuntada
por Ansemil-Ponte [AnPo2], en el cldsico problema sobre la coincidencia de 75 y 7,
en espacios de funciones holomorfas. Recordemos, entonces, las definiciones de estas

topologias.

DEFINICION 1.33. Sean E un espacio de Fréchet, G un espacio localmente con-
vexo y U un abierto de E. Se define 7y en H(U; &) como la topologia generada por la

siguiente familia de seminormas:
f =1 [ lky= supy(f(=)),
zeK

donde v € s¢(G) v K recorre los compactos de E. A la topologia 7y se le denomina

topologia compacto-abierta.

DEFINICION 1.34. (a) Sean E un espacio localmente convexo, G un espacio
normado y U C E abierto. Se dice que una seminorma p : H(U;G) — [0,00) estd
portada por un compacto K C U/ si para cada abierto V, V O K, existe ¢(V) > 0 tal
que

p(f) < V) lv
para cada f € H(U;G).

(b) Se llama topologia portada de Nachbin 7, en H(U;G) a la topologia generada

por la familia de seminormas portadas por los compactos de U.

(c) Para G un espacio localmente convexo arbitrario, definimos:

(RU;G), ) = lim (H(U;Gy), 7o)
FyEsc(GF)

La igualdad entre las topologias 7y y 7, en H(U) ha sido estudiada inicialmente por
Barroso, Nachbin, Boland-Dineen, Meise y Mujica en numerosos trabajos utilizando
métodos directos sobre determinados tipos de espacios F. Fn 1988 Ansemil y Ponte

establecieron las siguientes proposiciones, que informan sobre la coincidencia de las
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topologias 1o ¥ 7., en espacios de funciones holomorfas con valores en el cuerpo C. En
estos resultados se pone de manifiesto la importancia que tiene estudiar la coincidencia
de topologias en los espacios de polinomios para poder determinar esta coirjlcidencia
en los espacios de funciones holomorfas. Para funciones holomorfas con valores en un
espacio de Banach también se va a tener un resultado parecido, debido a Boyc} y Peris,

que se enunciard un poco mas adelante.

|
PRrRoOPOSICION 1.35 ([AnPo2], Teorema 2). Sea E un espacio de Fréchet-Montel
y sea U un abierto equilibrado de E. Entonces las siguientes propiedades son equiva-
lentes: '
(a) 7o =7, en H(U).
(b) 70 = 7, en P("E) para cada n € N.

PROPOSICION 1.36 ([AnPo2], Proposicién 3). Sea £ un espacio de? Fréechet-
Montel y sea n € N. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:
(a) 70 = 7, en P("E). |
(b} (P("E), 7
(c) (P("E), 7
(d)
)

) es bornoldgico.
) es tonelado.

d} (P("E), ) es un espacio de Montel.
(e) (P(™

(obsérvese que T, = 1o puesto que E es un espacio de Montel).

("E), ) es el dual fuerte de un espacio de Fréchet-Montel

|

Con la proposicidén que acabamos de enunciar se consiguié traspasar el broblema
de la coincidencia de las topologias 1o ¥ 7., en espacios de funciones holomorfas al de la
tonelacién del espacio (P("E), ), cuando se toma E dentro de la clase de los espacios
de Fréchet-Montel. 1‘

Al buscar condiciones sobre el espacio E para que (P("F), 1) fuese un espacio
tonelado se relaciond este problema, clasico en holomorfia, con otro célebre problema
propuesto por Grothendieck: el conocido como “Probléme des topologies.” Es conocido
que si 1y E; son espacios de Fréchet y K es un compacto de El@Eg, existen c;ompactos
Ky de By y Ky de E, tales que K C T(K; ® K2) ([K6t2], §41.4 (5)). Grothendieck
cuestionaba si un resultado analogo es cierto cuando se trabaja con conjuntos acotados
en lugar de trabajar con conjuntos compactos, esto es, se preguntaba para cada par de
espacios de Fréchet F, v F3 y cada acotado B de Eﬁ%EQ existian acota,dos}Bl de £
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y By de F, tales que B C I‘(&—®1925, ya que en todos los casos conocidos era posible
encontrar esos acotados. Este problema estuvo abierto hasta 1986, cuando Taskinen
en [Tasl] construyé el primer ejemplo que resuelve este problema de modo negativo.

Los pares (F1, F») para los que el enunciado anterior es valido son los que Taskinen
dice que verifican la propiedad (B8). Es sencillo observar que cuando E; y E, son
espacios de Fréchet-Montel, se tiene que E;®F; es de Montel si y sélo si (£, £,)
verifica la propiedad (BB). i

DEFINICION 1.37. Se dice que el par de espacios localmente convexos (£, F')
posee la propiedad (BB) si para cada acotado B de E1R E, existen acotados B de Fy

y Bz de E; tales que B C I'(B; @ Bs).

Ahora estamos en condiciones de enunciar el resultado que Boyd y Peris establecieron
sobre la coincidencia de las topologias portada y compacto-abierta en espacios de fun-

ciones holomorfas con valores en un espacio de Banach.

PROPOSICION 1.38 ([BoyP], Teorema 8). Sea E un espacio de Fréchet-Montel.
Fntonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(i) (E, X) tiene la propiedad (BB) para cada espacio de Banach X
(ii) 1o = 7, sobre P("E, X") para cada espacio de Banach X
(113) 10 = 7., sobre H(U, X') para cada abierto equilibrado U de E y cada espacio
de Banach X.

La propiedad (B B), ; fue introducida por Dineen ([Dind]) como una versién vélida
para n-productos tensoriales simétricos de la propiedad (BB) definida por Taskinen
([Tasl1]). Estas propiedades estan siendo estudiadas en profundidad actualmente, da-
da la importancia que tiene que un espacio verifique esta propiedad al estudiar las
relaciones existentes entre las distintas topologias que se definen sobre los espacios de
polinomios homogéneos.

DEFINICION 1.39. (a) Se dice que un espacio localmente convexo £ tiene la
propiedad (BB), para n =2,3,... si para cada acotado B de ® F existe un acotado

C de F tal que B esta contenido en la envoltura convexa cerrada de

§C={m1®-v-®wn:$1,...,mn60}.
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(b} Un espacio localmente convexo £ tiene la propiedad (BB), , paran =2,3,. ..

si para cada acotado B de @ E existe un acotado C de E tal que B estd contenido
,8,%

en la envoltura convexa cerrada de ®C = {Qz : 2 € C}.
7,8 P 1

!

En [Din2] se prueba que los espacios que tienen una base de un determit:iado tipo
verifican la propiedad (BB), ,, para cada entero positivo n. Entre estos espacios se
encuentran los espacios escalonados de Kothe, y se utilizard esta propiedad de esos
espacios mas adelante. Otra importante clase de espacios que verifican esta propiedad
son los espacios de Banach: si £ es un espacio de Banach, entonces £ verifica (BB),

para cada n € N.

OBSERVACION 1.40. (1) Las topologias 7 y 8 coinciden sobre P(*E) si y solo si
F tiene la propiedad {BB), ,. En efecto, si tomamos p € sc¢(P("E; G), 8), recordando
cémo son las seminormas que definen la topologia fuerte en P(™ F; G), podemo? suponer

que existe un acotado A de @ F tal que

p(P) = zlelgllf’(ﬁ’)ll-

Suponiendo que el espacio E verifica la propiedad (BB), s, se llega a que existe un

acotado C de E tal que A C T(®C). De este modo, si P € P("E), se tiene
i

p(P) = 3:§||P(9)||

< sup |IPO)
6ecl{ @ C)
<||Plle, |

t
lo que indica que la topologia 7, es més fina que la topologia 3 sobre P(* E). Recordando
ahora la Observacién 1.32 (1), se concluye la igualdad de 7, y f, ya que siempre se
tenia que 7, < A. Ahora bien, si E no verifica (BB), ,, existe un acotado B de ® F

n,s"

de forma que para cada acotado B, de £, B ¢ F(®Bl) lo que va a proporqonar una
seminorma que es J-continua, mientras que no es 7,-continua. !

Ya hemos indicado que para varias clases de espacios de Fréchet, entre los que se
incluyen los espacios escalonados de Kéthe y los espacios de Banach, se conoce que se
verifica esta propiedad para cada n € N, con lo que se produce también la coincidencia
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de las respectivas topologias sobre espacios de funciones holomorfas ([Din2, GGM,
Din4)). '

(2} Para un espacio de Fréchet-Montel F, 75 = 7, sobre P("E) si y sélo si F
tiene la propiedad (BB),,. Por una parte, si 79 = 7, se verifica que 7, = 3, lo
que implica que se verifique la propiedad (BB), . Si se supone ahora que £ es un
espacio de Fréchet-Montel que verifica la propiedad (BB), s, resulta que el espacio

& E también es un espacio de Montel, condicién que implica, en particular, que su

n,s,T

dual fuerte (P("E), ) = (P("E), ;) es un espacio tonelado. De este modo, utilizando

la Proposicién 1.36, se concluye que 75 = 7, sobre P("F).

(3) Ansemil y Taskinen ([AnTa]) dieron un ejemplo de espacio de Fréchet-Montel £
para el que 79 # 7, en P(*E). Lo que hacen es observar que el espacio E que Taskinen
construye como contraejemplo al “Problema de las topologias” tiene la propiedad de

que EQFE contiene una copia del espacio de Banach #; y por ello EQFE no es de

1

Montel, con lo que necesariamente 75 # 7, en P(*E) (si 79 = 7., en P(*E) entonces

E tiene (BB),, y al ser £ de Montel, esto equivale a que EQ E sea de Montel).
8,7

Como consecuencia de esto resulta que 79 # 7, para todo abierto U de E. Nétese que

cualquiera que sea el abierto U de ¥, (P("E), 1) es un subespacio complementado de
(H(U),7) con T = 79, 7, ([Dinl], Proposiciones 2.40 y 2.41).



CAPITULO 2

Complementacién en productos tensoriales y espacios de

|

polinomios

La mayor parte de las propiedades de un espacio localmente convexo son heredadas
por subespacios complementados, de ahi la importancia que tiene estudiar cuando
un espacio localmente convexo es un subespacio complementado de otro. Dentro de
la teoria de productos tensoriales topolégicos se conocian algunos casos concretos de
complementacién, y también se habia estudiado esta propiedad para algunos espacios
de polinomios. Comenzaremos el capitulo mostrando algunos resultados sobre comple-
mentacion en productos tensoriales ordinarios, para exponer seguidamente las dificul-
tades que aparecen al intentar utilizar una técnica similar para probar resultados de
complementacién en productos tensoriales simétricos de espacios localmente COnVexos.
Se mostrarda también la relacién que tiene esto con la propiedad (BB) de Taskinen.
También aprovecharemos la primera seccién del capitulo para comentar algunos otros
resultados conocidos sobre complementacién en productos tensoriales, como el resul-
tado debido a Bonet y Peris ({[BonP]) que permite considerar un producto tensorial

como un subespacio complementado de un producto tensorial simétrico. ;

En la segunda seccién desarrollaremos fundamentalmente un estudio sobre comple-
mentacion en productos tensoriales simétricos, lo que, utilizando después resultados
sobre dualidad, nos dara también aplicaciones al estudio de la complementacién en
espacios de polinomios para las diferentes topologias utilizadas en holomorfia en di-
mension infinita, que hemos introducido en el Capitulo 1. En particular, generalizare-
mos a todas esas topologias usuales y a espacios localmente convexos arbitrarios el
resultado de Aron y Schottenloher en [ArSc] sobre complementacién entré espacios

de polinomios de distinto grado, definidos sobre espacios de Banach, dotados de la

|
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topologia de la norma. Se probard, por ejemplo, que P(™FE) es un subespacio com-
plementado de P(*E) cuando m < n, para 7, y f, obteniendo a partir de ello que si
E verifica (BB),,s entonces también verifica (B B),, 5. En otra linea de resultados, se
estudiard la complementacién de P(*F) en P("E} cuando F' es un subespacio com-
plementado de E. Los resultados que se daran en este Capitulo van a ser utilizados
en los tres capitulos siguientes, donde se van a exponer ejemplos originales relativos a

algunas cuestiones sobre espacios de polinomios y holomorfia en dimensién infinita.
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1. Complementacién y propiedades (BB)y (BB),

En [Tasl] Taskinen estudia, entre otras cosas, la estabilidad de la propiedad (BB)
con respecto a las operaciones estandar en Analisis Funcional de tomar productos y
subespacios; y demuestra que esta propiedad es estable al tomar productos y también al
pasar a subespacios complementados, mientras que no lo es para el paso a subespacios.
Esto ultimo se pone claramente de manifiesto si se considera el espacio E que Taskinen
construye en [Tasl] y que tiene la propiedad de que (£,£;) no tiene la propiedad
(BB), mientras que (£, L'[0,1]) tiene la propiedad (BB) y £; es un subespacio {no
complementado) de L]0, 1]. !

En la primera seccién de este capitulo probamos la estabilidad de las prolpiedades
(BB)y, y (BB)}a,s, que como se ha indicado en el Capitulo 1, son una generalizacién de la
propiedad (B B) al caso de n-productos tensoriales y n-productos tensoriales s:imétricos
de un mismo espacio £. A partir de ello se deduce una interesante relacién entre estas
propiedades.

Para el caso de productos tensoriales arbitrarios (no simétricos) los resultados sobre
complementacion que obtenemos se deducen generalizando la prueba de Taskinen al ca-
so de n-productos tensoriales, utilizando que el producto tensorial verifica la propiedad
asociativa. Los resultados relativos al caso simétrico requieren una prueba original en
la que, claro esta, no tiene sentido el concepto usual de propiedad asociativa al vernos
forzados, por la propia naturaleza de los tensores simétricos, a multiplicar sélo espacios
idénticos.

Comenzaremos con los detalles de la demostracion en el caso no simétrico:

PROPOSICION 2.1 (Propiedad distributiva, [K6t2], §41.6 (5)). Sean £y, E; y F

espactos localmente convezos arbitrarios. Entonces :
(Ey x E2)§>F = (B1&F) x (Ez(?F). |

OBSERVACION 2.2. De esta propiedad se derivan varias consecuencias impor-

tantes, por ejemplo, que @ E* es isomorfo a (& E)*". Este caso concreto se va'a utilizar

miés adelante, y por ello insistimos en la naturaleza de las aplicaciones que producen
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el isomorfismo. Para fijar ideas comenzaremos suponiendo que n = 3 y £ = 2. Una

aplicacién ¢ que da un isomorfismo entre @3{ E?y ( ?(’EAZ?}T E)® puede ser la aplicacién

$: QF - (BE),
3,m 3,m
que se define sobre los tensores de la forma
6 = (11, Z12) @ (T21, T22) @ (231, T32)

CoImo

HO)= (11 @ T2 @ Ta1, 11 ® T2 B Tz, 211 @ T2 ® T3, T11 Q Taz @ Tag,
T @ T @ a1, T12® Tor @ Taz, Ty2 @ T2 ® T, T12 ® T22 @ Ta2),

lo que representaremos por

(T10(1) @ ZT2a(2) ® T35(3) )os
donde o recorre las variaciones con repeticiéon de los 2 primeros numeros naturales,

tomados de 3 en 3. (La aplicacién se extiende por linealidad a todo g@E? y por

continuidad a @Ez)
3,r

En el caso general, la notacion se complica pero se mantienen las ideas. Definiremos

una aplicacién ¢ sobre los n-tensores elementales, cuya extensién a todo ® E* nos dard
n,x

un isomorfismo (topolégico) entre & EF y (@ E)*". Esta aplicacién queda determinada
n,m T

del modo siguiente: para x; = (z;,...,z;) definiremos

‘;b(:ﬂl Q- &® xﬂ.) = (xlo(l) -1 -’Ena(n))aa
donde o € V Ry ,,, las variaciones con repeticién de los & primeros nimeros naturales,

tomados de n en n.

También vamos a necesitar la

ProprosicioN 2.3 ([Kot2], §41.5.(5)). Sean E; y E» espacios localmente con-
vezxos arbitrarios y Fy y F, subespacios complementados de E; y F, respectivamente.

I'ntonces se tiene que

FI®F, es un subespacio complementado de E1®FE,.
ki m

Habiendo enunciado ya esta propiedad, pasamos a exponer algunos resultados que
se obtienen a partir de ella.
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PROPOSICION 2.4, Sean FE y F espacios localmente convezos, con F # {0}.
Entonces E es un subespacio complementado de EQF.

DEMOSTRACION. Como F' # {0}, podemos tomar ¢ € F' \ {0}. Entonces [e], el

subespacio de F' generado por e, es un subespacio de dimension finita, y, por tanto,

estd complementado en F. Por este motivo, y la Proposicién 2.3, se tiene que EQ|[e] es
T

un subespacio complementado de EQF. La aplicacién
ki

j: E — E®|e
T — TRe

y la aplicacién 7 : E®[e] — E, que se define como
T

m: E®le] — E
T ®Ae — Az |

|
sobre los tensores de la forma z & Ae y se extiende por linealidad y continuidad a iodo

E(%[e], dan lugar a un isomorfismo entre E y E@[e], lo que concluye la prueba.
No obstante, podemos determinar una inclusién j, definida por
j: E - EQF
T — (;) e
¥ una proyecciéon @, que es [a extensiéon por linealidad y continuidad de
7 EQF — E
x@()\ﬂe-i—z) — Az,
a todo E‘@F , donde z varia en el complementario de [e]. Las aplicaciones j y -:Tr nos dan

la complementacién entre £ y EQF que estdbamos buscando. i O
kg .

COROLARIO 2.5. Sean E, F y G espacios localmente converos, siendo G no triv-
ial (es decir, G # {0}). Entonces EQF es un subespacio complementado de EQFQG.

Como consecuencia, @ F es un subespacio complementado de ® FE, para cada entero
i, T n+1,x :

positivo n. :
DEMOSTRACION. Recordando que el producto tensorial proyectivo cumple la

propiedad asociativa, y teniendo en cuenta la Proposicidn anterior, resulta que FQF,
| kis
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que es isomorfo a (E@F) ®le] para algin e € G, e # 0, es un subespacio complementado
de (E®F)®G ~ E@F@G.

La iltima parte de la afirmacién resulta de lo que ya se ha probado, utilizando

induccion. ]

Al estudiar la complementacién en productos tensoriales, es natural preguntarnos
sobre la relacion existente entre el n-producto tensorial de un subespacio complementa-
do en otro y el n-producto tensorial de ese segundo espacio. Los resultados que vamos
a presentar se orientan en esa direccidn. Partiendo de que el producto tensorial verifica
la propiedad distributiva, Taskinen en [Tasl] prueba que si (£, F') y (E», F') poseen la
propiedad (B B), entonces también la posee (£; X Fq, F'}. A nosotros nos interesa dar
versiones de los teoremas que establecia Taskinen que sean validas para n-productos
tensoriales, y estén relacionadas con las propiedades (B B),. Con ese objeto obtenemos

el siguiente bloque de resultados.

LEMA 2.6. Sea E un espacio localmente convezo y sea F' un subespacio comple-

mentado de E. Entonces @ F' es un subespacio complementado de ®E y, consecuente-
n,T

mente, @ F es un subespacio complementado de @ E.

n,T n,m

DEMOSTRACION. Por la Proposicién 2.3, ®F es un subespacio complementado
de ® ¥, y usando repetidas veces la propleda,d a.socw,twa del producto tensorial, se
2,7

obtiene que ®F es un subespacio complementado de ® E. Mas ain, st ¢ : F —

Eyp: E — F son las aplicaciones que dan la complementacnon de F en F, las

aplicaciones ®z y ®p dan la complementacion de ® £ en ® E. La extension natural

n,T T,

de estas aphcamones a las compleciones de los productos tensoriales de £y F' dan el
resultado. 0O

COROLARIO 2.7. Sea E un espacio localmente convero y sea F' un subespacio

complementado de E. Supongamos que E verifica (BB),, entonces I también verifica

(BB),.

DEMOSTRACION. Sea B un acotado de @ F' y sean 7 y p como en el Lema 2.6.

n,7

Entonces, (®:)(B) es un acotado de & E, y, por tanto, existe un acotado B; de E tal
n n,T
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que (@z)(B) C f‘(@Bl), luego
B = (@p) o (@i)(B) C (8)(F(®B)) = F(@p)(®B))) = [(@(p(5).

Como p(By) es un acotado de F), se tiene que F' verifica la propiedad (BB)ny. 0

PROPOSICION 2.8. Sea E un espacio localmente convezo y sean k yn:€ N, con
n > 2. Entonces E verifica la propiedad (BB),, si y sdlo si E* verifica (BB)s.

|
DEMOSTRACION. Probemos la suficiencia de la condicién. En efecto, como E

es un subespacio complementado de E*, siempre que E* verifique (BB),, témbién lo
hard F. ! '

Para probar la necesidad de la condicién debemos tener en cuenta la Observacién
2.2, en la que se establecia el isomorfismo existente entre @ E¥ y (® E)*". La técnica
n, T T,

que se va a utilizar es similar a la que Taskinen usa en [Tasl], Proposicién 3.5.

Comencemos tomando un acotado B de ® E*. Por el isomorfismo ¢ mencionado

n,T

anteriormente, podemos suponer que existe un acotado B, de @ F tal que
n,m

B C ¢ (B).

Como estamos suponiendo que E verifica la propiedad {BB),, se deduce la existencia
de un acotado absolutamente convexo B, de E tal que

b

Bl C f(%-BZ)y ‘

asi, se tiene que l‘
B ¢ (T(@B)" |
Sea entonces z € (I(®B;))¥". Como ¢ es una aplicacién suprayectiva, podemos

suponer que z es de la forma

z = (Z; )\i'bi,a(l) &R bi,a(n)) 3
J:

a

donde 72, |M| < 1y by € By, variando o € VRen y 1€ {1,...,n}.

3=1
Hagamos

Zi = (0!"'7011){,0(1)®-”®bih7(“)’0"“’0)’

esto es, 27 es el elemento de (® E)*"

n,’

)*" que es imagen por ¢ del tensor
(xl,l, PPN ,xl’k) ® FEPE ® (xﬂ,l‘,l e ,In,k) E ?Ek,
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donde
Tyl = bz’a(,')(sa(i),h
siendo 8, , la delta de Kronecker, a saber, §,, = 1sip=¢qy by, = 0sip+# ¢q. Como
7 € By paracadai € {1,...,n} ycada! € {1,...,k}, se tiene que
(.7',2'}1, ey .’17.5’[5) e Bg
para cada ¢ € {1,...,n}. Esta eleccién de 2! se realiza para que resulte
z=3.> M2,
g 4=1
SiA=3,30, M # 0. se puede escribir
AT YA
z = Z Z Tla.
g j=1
Como para cada o, 352, [M| < 1, se tiene que ¥, 372, [M] < ™ (st A = 0 esta
desigualdad es obvia), con lo que finalmente obtenemos

: € JOT(®BY) C $("T(®BE) = 4(T(SkBS)),

donde kB% es un acotado de E*. Esta relacién se ha obtenido para z € (D(®B2))",
pero una relacién andloga permanece siendo cierta cuando se considera la adherencia
de (@ B2))*", esto es, si tomamos y € ([(®B:))*", se llega a que

y € (L@ B;)) C ¢(A"T(®By)) = ¢(T(®kBy)),
con lo que se obtiene que
B C T(®kB5),

tal como queriamos probar. d

OBSERVACION 2.9. La propiedad asociativa del producto tensorial es funda-
mental para la prueba de los resultados anteriores. El producto tensorial simétrico no
verifica esta propiedad; de hecho, no tiene sentido definirla, al menos del modo como
cabria esperar que se hiciera; de partida, es complicado dar sentido a la expresion

(E@E)QE,

§,T

puesto que no es el mismo espacio el que se encuentra a ambos lados del simbolo .

8,
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Una posible interpretacién para la propiedad asociativa en productos ténsoria]es
simétricos podria ser la que se obtiene mediante la definicién z @ Yy = %(m RYy+yQz),
pero tampoco es una buena eleccién, puesto que no verifica propiedades que deberfan

q

ser “deseables”, ni siquiera en el caso que mostramos a continuacion: i
(®E)®(®E)# @ .

aunque F sea un espacio de dimensién finita d. Puede comprobarse que el primero de

los espacios tiene dimensién C R(C R(d,n),2), mientras que la dimensién del segundo

es CR(d,2n), donde C'R(, j) denota el nimero de combinaciones con repeticién de i

elementos tomados de j en j. Ambos numeros son distintos si, por ejemplo, d = 1y

n=2.

Otro tipo de resultados sobre complementacién en productos tensoriales de espacios
localmente convexos se obtiene por medio de la relacidon que existe entre los productos

tensoriales y los productos tensoriales simétricos. Ya se ha mencionado que ® F es

n,s,m

un subespacio complementado de ® E (Proposicién 1.25). Bonet y Peris prueban que
n,a

el producto tensorial (usual) de dos espacios localmente convexos es un subespacio
complementado del 2-producto tensorial simétrico de un cierto espacio:

PRrROPOSICION 2.10 ([BonP], Lema 8). Sean F y Z espacios localmente conve-
zos y definamos £ = Fx Z. Entonces FRZ es isomorfo a un subespacio complementado

de E ® E, y consecuentemente F(%Z es isomorfo a un subespacio complementado de
EQE.
Pyt
Vamos a dar una generalizacién de este resultado para el producto tensorial de mas
de dos espacios. La prueba no se puede hacer de modo inmediato por lo observado

anteriormente: el producto tensorial simétrico no verifica la propiedad asociativa. La

demostracién que vamos a hacer sigue las pautas de la prueba del resultado ioriginal.

PROPOSICION 2.11. Sean F1,..., E, espacios localmente convezos, y definamos

E=]]E.
1=1
Fntonces 1 ® --- ® E, es isomorfo a un subespacio complementado de ® E. Como

consecuencia, se obtiene que K1Q ... ®FE, es isomorfo a un subespacio complementado
kin ks H

de @ E. !

71,5,7
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DEMOSTRACION. Consideremos, para cada 7 = 1,...,n, las aplicaciones

ji: E; — E L M E — E{
i y
z; +— (0,...,:(1;3,...,0) (Z1yennyn) P

y denotemos por s a la aplicacién de simetrizacién en @E. Entonces la aplicacion
ki1
1 E®..QFE, - QF
x T n,8
definida como
j=nlso(ji®: - ®Jjn)

es una aplicacién lineal y continua. Por otra parte, m: @ F — E; @ -+ ® £, definida

n,s I b
como

ﬂz(“l@"'@"n”@‘g

es también una aplicacién lineal y continua y se verifica que

70 (0 ® @) = Wl ji(21) © @ julen))

agePy

= (Z Jo)(Zo(1) @ - - ®J'o(n)(%fn)))

= > T1(Go)(Ze()) ® -+ ® Tn(Jo(n)(To(n)))

gEP,
= 7r1(.3'.1(-1'1)) & B ﬂ’n(.}n(xn))
=T ® e @ Tpy
yaque m,0j, =0sir#symwm o0j = Idg para cada r,s € {l,...,n}. Como las

aplicaciones definidas son lineales y continuas y woj(z,@- - -®z,) = 18- - - @y, se tlene
que w o 3 = ldg,g..gE,, l0 que concluye la prueba de la primera parte del enunciado.
Extendiendo por continuidad las aplicaciones j y o se obtienen aplicaciones J y 7 que
dan la complementacion buscada entre El@ e @En y n@ﬂE . O

La importancia que tiene la Proposicién 2.11 radica en que las técnicas que se de-
sarrollaran para el estudio de los productos tensoriales simétricos van a poder aplicarse
posteriormente, en algunos casos, al estudio de los productos tensoriales (no simétricos).
Ademads, este resultado nos proporciona un pequefio avance en el estudio de la relacion
entre las propiedades (BB), y (BB). s, tal como se mostrara en la Proposicién 2.13.

Previamente vamos a establecer un Lema, que generaliza la Proposicién 1.30 de [Diné|:
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LEMA 2.12. Sea E un espacio localmente convezo, tal que E verifica (BB),.
Entonces E wverifica (BB)ns.

DEMOSTRACION. Sea B un acotado de ® E. Como por la Proposmlon 1.25,

n,s,nw

® E es un subespacio complementado de ®E resulta que B es un acotado de REF,

T,5,T T

por lo que existe un acotado a,bsolutamente convexo C C E tal que B C [(®C).
Ademas se tiene que |

B =s(B) C s(IN(@C)) =T(s(@C)) C r (@ W%EO) ,

7,8

siendo esta tiltima inclusién consecuencia de la Observacién 1.17. Como (nﬁ)"',—n—C' es un
acotado de E, se concluye que E verifica (BB),, .

PROPOSICION 2.13. Sea E un espacio localmente convezo. Entonces E tiene
(BB), sty sdlo si E™ tiene (BB),.

DEMOSTRACION. Sabemos que st F tiene la propiedad (B B),, entonces también
la va a tener E™ (Proposicidn 2.8), de ahi que, por el Lema 2.12, E™ verifique la
propiedad (BB}, ,.

Por otra parte, supongamos que E™ verifica (BB), ;. Como consecuencia de la

Proposicién 2.11, se tiene que ®E es un subespacio complementado de ® E™. Sean

7 la inyeccion y  la proyecmon deﬁmdas en la demostracién de la Proposmon 2.11.

Recordemos que, si § = ®z, con z = (z1,...,z,) € E™ se tiene que
k3

(@) =mi(e) @ - Q@m(z) =218 - Q Ty
Asi, si B es un acotado de @ E, j(B) es un acotado de ® E™, por lo que existe
un acotado B, de E* tal que j(B) C [(® B;). Ademds, podemos suponer que B es

de la forma By = B, donde B; es un acotado de E. De este modo,
B=moj(B)Cx (F(E%Bl)) — (f(;glgg)) _

=T (=(88D) (@B
puesto que

7 B)C@Bz

1,8

Con esto se ha concluido la prueba. | O
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2. Complementacién en Productos Tensoriales Simétricos

El resultado que se hace a continuacién es el que nos va a permitir considerar todo
n-tensor simétrico como un {n + 1)-tensor simétrico. Esta relacién se utilizara en este
capftulo y en capitulos posteriores, al estudiar diversos resultados relacionados con

espacios de polinomios. Lo que haremos sera probar que para cadan € N, @ F es un

7,8,
subespacio complementado de & F.
n+1,s,7
Las técnicas utilizadas para el estudio de la complementacién en productos tenso-
riales no simétricos no son validas para los productos tenso riales simétricos, por lo que

se deben desarrollar nuevas técnicas.

Para poder estudiar la complementacion entre espacios localmente convexos debe-
mos, en primer lugar, estudiar la complementacion algebraica, y pasar posteriormente
al estudio de la continuidad de las aplicaciones que producen esa complementacidn;
por ello debemos establecer previamente algunos resultados de tipo algebraico, que

probamos a continuacién.

LEMA 2.14. Sea E un espacio localmente convezo sobre el cuerpo K (K= R o
C) y sean z,y € E vectores linealmente independientes. Entonces, dadon = 1,2,. ..,

existen Ai,..., Any1 € K tales que
n+1l
t%):z:: Z/\k®(x+ky).
k=1 m

DEMOSTRACION. Sea F' = [z,y] el espacio vectorial de dimensién 2 generado
por z e y. Utilizando el Lema 5.1 de [Rya), se puede comprobar que {®[z*), y(»=*)]

k=0,...,n} es una base de @ F. En efecto, gracias al Lema 1.22, llegamos a que

Tl

®(:c + ky) = Z (i)kt @ [m(‘),y(”")]

" =0

para cada k = 1,...,n+1; de este modo, para probar que {@(z+ky) : k=1,...,n+1}

es una base de F, basta comprobar que el determinante A que aparece a continuacién
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es A #0.
) G D) (IP
to2() 2@ e (L) 270)
A= : : : : L=
Loa() o) e () ()
1 e+ 1)(1) m+D() - (1) (n—}-l)”(:)l‘
11 1 1 1 {
12 22 ... onol on |
DE-CF 2 e
1 (n+1) (n+1D? - (n+1)>1 (n+1)"

puesto que este determinante es un determinante de tipo Vandermonde. En consecuen-
cia {®(a: +ky):k=1...,n+1} son n+1 vectores independientes en F y, por tanto,
una base de F. Asl existen Aq,..., App1 € K tales que

n+1
®$—ZAk® (z + ky).
k=1

O

La importancia de elegir una buena representacién para un tensor nos simplificara

en muchas ocasiones el tratamiento de estos objetos. Para ello utilizaremos el'siguiente

LEMA 2.15. Sean E un espacio localmente convezo, 6 € ®E’ ypE E’ w 7 0.

Entonces existe una representacion Y | &, @ z; de 8 con @(z;) 76 0 ye € {— 1 ,1} para
cadai € {1,...,N}.

DEMOSTRACION. Para la prueba en el caso en el que se considera un espacio lo-

calmente convexo sobre C, tomemos una representacion cualquiera de 8, 8 = 2;11 ®;
n

y hagamos J = {7 € {1,..., R} : ¢(z;) = 0}; elijamos también e € E tal que p(e) = 1.

Tenemos que
n+1

Ti = Aei® (z; + ke), ;
resultando de este modo

0= 0+ X ®OL(w + ke),

JEJ i€ k=1,..n+1
Ak ;70
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con pl{z;) #0sij€Jy lp()\f,j(.'l'j + ke)) # 0, con lo que podemos expresar § del modo
deseado.

Si F es un espacio localmente convexo sobre el cuerpo R, la prueba anterior se debe
modificar ligeramente: tomemos 6 = "R &; ® z; y hagamos J = {j € {1,..., R} :
w(z;) = 0}. Elijamos, como antes, e € E tal que w(e) = 1. Resulta entonces

Ak,j 1
b=>e;®z+d, D &7 ®(Megl7 (e + ke)),

JeJ jed k=1...n+1 |’\k,J'|
A 70

concluyendo asi la demostracién. O

TEOREMA 2.16. Sean E un espacio localmente convezo y n € N. Entonces

® E es un subespacio complementado de ® FE, para cada entere positivo n.
7,8, n-t1l,s,7

DEMOSTRACION. Fijemos e € E'y ¢ € E' tales que ¢(e) = 1. Definiremos una
aplicacidn j sobre los tensores de la forma ®z, z € £, por la férmula

: & (n+1 k+1 k-1 (k) . (n—k+1)
i) = 5 (") (e @ [, otk
k=1
Utilizando el Lema 1.22 podemos conseguir la siguiente relacion, que se utilizara mas
tarde:
H(@n)e(e) = B2 - @ (z = pla)e).
En efecto,
RQzr— @ (x (x)e)= ® Til n+l (nt1-k) (k)1 _
n+1 n+1 viEIe) = n+1$ - k=0 k @ [(—L‘O(.’E)e) o F ] o
n+1 n +1 _
] (i e !
k=1
N
Para cada # = ZE,‘ Rz; € QF, donde ; = 1 0 g; = —1 en el caso real y

i=1
podemos tomar £; = 1 cuando E es un espacio localmente convexo complejo, se puede

N
extender la aplicacién j por linealidad del siguiente modo: j(8) = D e;j(®x;). En
=1 "
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N,

efecto, st consideramos dos representaciones distintas del mismo tensor § = Ze, @:z:l

M
>4 ® yi y tomamos P € P("*'E), se tiene

i=1
N n+1

i=1

ZE; ® 3: Z Z 6'90 k 1 )k+1(@[e(k)a l_l(n—k+l)], P) =

i=1 i=1 k=1

N ntl k n—k+1
_ZZ( 1 k+] '(P )k 113( € Ti, T :3:1')‘
i=1 k=1
Si definimos ahora @ € P(*F) por
n+1
1 & k n—k+1
Qz) = Y (-1)"*'p() ' Ple,. 7 6,2, 2,
k=1
como f = Ze, ® T; = 26 ® y; se tiene
=1 =1
M M

Za@m Z&@:CHQ Z&®y1, Z&@y:

i=1 =1

Lo que implica, gracias al Teorema de Hahn-Banach, que 7 Ze, ® ;)
=1

son el mismo elemento de +(§) E y 3 estd bien definida.
n+1,s,m

A continuacién definimos una proyeccidn w de ® F sobre ® FE por
n+1,s,7 T8,

N
T (Zei ® mi) Ze Lp ®mt
=1 rtl

i=1

Zrﬁ ® v:)

‘t-_l

M
7 esta bien definida y woj = Id®E En efecto, s1 Za, ® T; Z&; (?1 Y ¥
i=1 n

i=1
tomamos P € P(*E), tenemos

N

26190 371 ® 3:1’ ZE;(P

i=1

pero para P tenemos asociado otro Q € P(**1 E), definido por J(z) = ¢(z)P(z), para

cada z € F. Por tanto,
M

Z&‘P @31: 252 ® an Z‘S: ® y;, Za‘?(?h

i=1 f=1 i=1

®y“P)
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y obviamente & es una aplicacién lineal.

Como habiamos observado, tenemos la formula

@2 @ (z — p(z)e) = 9(2)i(®2),

n+41 n—+1
entonces
w8z - 8 (z—¢(z)e)) = (z)m(5(§2)),
es decir

o(z) @z ~ p(z — p(z)e) @ (z — p(2)e) = p(z)(m 0 j)(®z).
Como ¢(z — ¢(x)e) = 0, para cada = € E, tenemos
7o 3((§$) =Qz
para z & ker p y woj es la aplicacién identidad sobre los tensores que se pueden escribir

como ®z, con z € ker. Usando el Lema 2.15 podemos escribir cada tensor § € Q@ F

N
como una suma # = Y ® ;, con ¢(z;} # 0 para cada ¢ € {1,..., N}, y entonces

i=1

wroj=Idgg.

Necesitamos probar la continuidad de j y .

Elijamos a € se(E) y € @ E. Si Z‘Ei ® &; es una representacion de , entonces

i=1

(82600 = (g (Sa (X (") 0w g 0o ) <

nf1 nt1 k=1

(Z ( . 1) |so(wi)|k"l[a(e)}ka(xi)ﬂ*kﬂ) <

k=1

<y (Z ( . 1) [a(e)]’“) (sup{as lpl}(z))" =

i=1 \k=1
N

=C ;r(%)",

n+1 1
donde 7 = sup{a, |¢|} € sc(E)y C = > (n—kl_ )[a(e)]k. Como esto ocurre para cada
k=1

representacion de @, tenemos
(8,0)((8)) < C(87)(6)

y, consecuentemente, la continuidad de j.
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i

N
Para probar la continuidad de = elegimos a € sc(E). Para 6 = ) ¢; ®l z;,
- n+

(®a)(x(6)) =

Il
5®
2
Z ~
()=
0
B3}
2
@
=
~ -

N
< 2 le(@lla(=)]”

i=1

N
< D [r(@)]™, ‘
1=1
con r = sup{a, |¢|} € sc{E). Tomando infimos sobre todas las representaciénes de 0
tenemos

(@a)(=(0)) < ( & r)(6),

n

y entonces 7 es continua. : ]
|
La extensién del teorema anterior al producto tensorial completado se obtiene del

modo usual, y va a ser la que utilizaremos mas frecuentemente en lo sucesivo. La

expresamos en el siguiente

COROLARIO 2.17. Sea E un espacio localmente convezo. Entonces & E es un

n,5,%
subespacio complementado de @ FE.
n+1,s,7
L)
i
A partir de la complementacién de ® EF en '® F, podemos conseguir los si-
n,s,m n+l,s,m
guientes resultados:

COROLARIO 2.18. Sea F un espacio localmente convero, entonces para n =
2.3,... ykeN, 1 <k<n tenemos que ® E es un subespacio complementado de

ks,
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DEMOSTRACION. Cada uno de los espacios de la siguiente cadena
k8, k+1l,s,7m n-1,8m 0,8,
es un subespacio complementado del siguiente. Por tanto, considerando la composicion
de todas las inclusiones, por una parte, y la composicién de todas las proyecciones por

la otra, se tiene una inclusién y una proyeccidn, respectivamente, de @ Fen ® £,
ks, n,8,T

que son aplicaciones que nos dan la complementacién buscada. O

Como en el caso de los productos tensoriales sin simetria, también se verifica el
siguiente Lema que, para el caso en el que E y F son espacios de Banach, ha sido

establecido por Gonzalez y Gutiérrez en [GoGu).

LEMA 2.19. Sea E un espacio localmente convezo y sea ' un subespacio com-

plementado de E. Entonces ® I es un subespacio complementado de & E y, conse-

7,8, 8,

cuentemente, ® F es un subespacio complementado de @ F.
n,8,m n,s,mT

DEMOSTRACION. Por el Lema 2.6 , ® F' es un subespacio complementado de

® E. Como @ F es un subespacio complen:gnta.do de ® E, si denotamos por fg y sg
’;ﬂla,s aplicac?g;;res que dan esta complementacion para ﬂg, y por Ir y sp las andlogas
para F' (donde s representa a la aplicacidn de simetrizacién), e ¢ y p son como en el
Lema citado, podemos definir entonces j : @ F' — ® £ como j = sgo®tolpy
. @ - ® Fcomomw=spo@polg, q;,éﬂ;lan la Z,Q}Bplementacién buscg,da, entre

n,5,7 ,8,7 I

® F'y ® FE. La prueba se concluye considerando la extension natural de 3 y 7 a las

n,5,7 8,

compleciones. ([

Utilizando propiedades sobre la complementacion en los espacios de polinomios para
las diferentes topologias usuales en holomorfia, vamos a poder profundizar un poco mas

en la naturaleza de la propiedad (BB}, ,, tal como presentamos en la préxima seccién.

3. Complementacién en espacios de Polinomios

En esta secciéon aprovecharemos las relaciones de complementacién que se han
obtenido en el marco de los productos tensoriales simétricos para obtener relaciones de
complementacién en espacios de polinomios, recordando que P*{E; &) es algebraica-

mente isomorfo a £( ® F;G). Se probard en primer lugar un Lema técnico que nos

n,5,m
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permite pasar de la complementacion entre dos espacios localmente convexos a}‘ la com-
plementacién entre espacios de aplicaciones lineales definidas sobre esos espacios, cuan-
do a estos espacios de aplicaciones lineales los dotamos de la topologia fuerte. Este re-
sultado es una extension del resultado andlogo para el caso particular de los espacios

i

duales, que se deduce de [Jar], §8.3.

LEMA 2.20. Sean E,F y G espacios localmente convexos, y supongamos que F'
es un subespacio complementado de E. Entonces (L(F; G), Br) es un subespacio comple-
mentado de (L(E; G), Bg), siendo Br la topologia generada por las seminormas i| - ||g,,
donde B es un acotado de F' y v una seminorma continua en G y , andlogamente, (g
es la topologia generada por las seminormas || - ||g,y, donde B es un acotado de E y v

es una seminorma continuva en (G, quedando definidas por L

1flly = sup{y(f(z)) : = € B}.
DEMOSTRACION. Dadas j : ' — E y w: £ — F lineales, continuas y verifican-
do w o j = Idp, podemos definir |
J: LI G) — L(E;G) <
f —  fom

M: L(E;G) — L(F;G) 1

g = goj 5

Es inmediato que J y II son lineales. Ademas, si f € L{F;G),

MoJ(fy=l(fom)=(fom)oj=
Jo(moy)y=foldp=Ff

y por tanto IloJ = Id;(r,q), resultando que II es suprayectivay J es inyectiva. Veamos

|

ahora que estas dos aplicaciones son continuas: sea B un acotado de £ y v € s¢(G),
entonces
TNy = [If o 7wy = sup{(f o w(z)) : z € B} =
sup{7(f(¥)) : y € w(B)} = || flla(5)-

Tomemos ahora B como un acotado de F' y v € sc((), como antes. Se tiene:

ITg)llzq = lg 0 5llay = sup{r(g 0 j(z)) : = € B} = llglljiz)

De este modo hemos llegado a que esas dos aplicaciones son continuas, y asi tenemos

i

que se da la complementacion del enunciado.

t
|
1
i
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La complementacién de los espacios de polinomios de distintos grados dotados de

la topologia fuerte f es ahora inmediata:

COROLARIO 2.21. Si E y G son espacios localmente converos y n,m € N, con
n > m, entonces (P(™E;G),3) es un subespacio complementado de (P("E; ), B).

DEMOSTRACION. Teniendo en cuenta que & £ es un subespacio complemen-

m, 8,7

tado de @ E y que para cada entero positivo k, (P(*E; (), B) es topoldgicamente

T4, 8,7
isomorfo a (£( ® E;G),3), para concluir la demostracién dnicamente basta tener
k,s,m
en cuenta que (L{ ® E;G),PB) estd complementado en (L{ ®ﬂE; G), ), por lo que
(P(™E;G), ) lo va a estar en (P("E; G), 8). O

El Corolario anterior generaliza un conocido resultado que Aron y Schottenloher
obtuvieron en [ArSc], utilizando una técnica diferente, para el caso en el que £ es un
espacio de Banach y G = C. Nétese que la topologia fuerte en P(*E), cuando E es un

espacio de Banach, es la topologia de la norma.

COROLARIO 2.22 {[ArSc], Proposicién 5.3). Sean m,n € N, n > m y sea E

un espacio de Banach. Entonces P(™E) es isomorfo a un subespacio complementado

de P("E).

Como consecuencia del trabajo que hemos realizado para productos tensoriales si-
métricos podemos obtener también informacidén sobre complementacién en espacios
de polinomios dotados de las otras topologias usuales en holomorfia {79, 7, ¥ 7.), lo
que nos va a proporcionar también resultados relacionados con la propiedad (BB), s y

mejorar, de paso, algunos resultados conocidos. Véase, por ejemplo, el Ejercicio 1.94
de [Din1].

PROPOSICION 2.23. Sean E y G espacios localmente convezos y sea m € N.
Entonces (P(™E;G),T) es un subespacio complementado de (P("E; (), 7) para 7 =

Tos Ty, B 0 Tw Y0 2 M.

DEMOSTRACION. Por los mismos motivos expuestos anteriormente es suficiente

suponer n = 1n + 1.
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Fijemos entonces e € E'y p € E’ tal que p(e) = 1, consideremos las a.p]ic.aciones ]

y 7 como en el Teorema 2.16, y definamos

Ji L(® BG)=P(MEG) — L( & E;G)~P(EG) |

m,s,m m+1,s,7

P - Pom l

+
1
!
]
i
'

I: £ & E,G ~P(MPEG) — L(® E,G ~P(™E;G)

m+1,s,m T, 8,70

Q = Qoj.

+
[loJ = Idpmg,q), por tanto sélo tenemos que probar que J y Il son continuas para
las diferentes topologias que estamos considerando. Comenzaremos con la topologia
compacto-abierta 1o. La topologia inducida sobre £L{ ® E;G) (m € N) por la topologia
compacto-abierta 7y sobre P(™E;G) por el isomorfismo algebraico £( ® E;G) =~

P(™E; () esta generada por las seminormas

Pel( ® EG) v ||Plloky = sup ¥(P(@e),

m,s,7T m

donde v € s¢(G), K es un subconjunto compactode £y @K = {Qz:z € K}
Asi

) g xo =

=||Pox|l o ks !
m+1

|
|
|

= sup 7(P o w( ® 1))
zeK m+1

= sup 7(P(p(z) ® z))

rEK m

= sup 7(p(z) P(®z))

< lelyxsup 7(P(@z))
zeK m

= lelvxllPllexy

para cada P € P(™E;G), lo que nos da la continuidad de J para .
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Por otra parte,

(e )H@Kﬂ‘_”
= ”Q Ojngh’,v
= sup ¥(Q(i(®2)))
TsEK m
m+1

=sup o (05 (] 1) (e e, on ) )

meEK k=1

mtl m—l—l k m—k+41
=sup 7 (3 (" DM@ e Fen, )

seX k=1

m+1
( ( )l(P'fy,K) |Q|(KU{€ ymtl
(m"'l (m + 1) ) (m + 1)m+

(rn + 1)!
=C IRl & kv,
m+1

I
?f“+

|Q@(xute}) v

o

donde

(S (m LY, ) (e 4 ) .
O_(g( L )|@K,7)——-—(m+l)! y K'= KU {e},

con lo que Il resulta ser continua para 7 (se puede utilizar la identidad de polarizacién

para obtener la ultima desigualdad).

L.a misma idea, pero trabajando con conjuntos acotados en lugar de trabajar con
conjuntos compactos, prueba que estas dos aplicaciones son también continuas para

las correspondientes topologias .

Finalmente, para probar la continuidad de J y II para la topologia 7., no hay

pérdida de generalidad si suponemos que (G es normado y entonces

(P("E;G)y ) = 1_1.3.].,,] (P(™Ea; G), 7).

acsc(E)

Para o € sc(E), a > |¢|, las aplicaciones J, : P(™E,;G) — P E,;G) y
f, : P(ME,; G) — P(™E.; G), definidas como las J y Il de antes, nos dan la
complementacién de (P(™Ey; G}, ) en (P{™H B, G, 1)
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Entonces la continuidad de J y Il es una consecuencia directa de la conmut:atividad

de los siguientes diagramas:

P("By;G) —— P("E;G) P E;G) —— P(™ME;G)
| | fa | n f
P("MEy; G) — P("TE;G) P("Ea;G) — P("EB;G).

! O

OBSERVACION 2.24. La Proposicién anterior nos permite dar una demc!)stracién
més simple que la que se da habitualmente, de que 75 = 7, sobre P(™E} si y sélo si
E es un espacio de Montel (Observacién 1.32). En efecto, es conocido que E! = I}
si y s6lo si £ es de Montel: asi, si es 79 = 7, sobre P(™E), se tiene que 7o = 7, sobre
P('E) = E', lo que implica que E es de Montel, pues Ej = (P('E), 7). Por otra parte,
si E es de Montel, se tiene de forma trivial la coincidencia de estas dos toplogias.

|
COROLARIO 2.25. 5i pare algin n € N dado, 7, = § en P("E; G),‘entonces

7, = 3 sobre P(™E;G) para cada m con 1 < m < n.

DEMOSTRACION. Denotemos por 7,4 a la topologia 7, sobre P(*E; G),y por S
a la topologia f# sobre el mismo espacio. Nuestra hipdtesis es que n, = 4, v enton-
ces Tonlp(mEe) = Balp(mEe). Pero (P(™E;G),T) es un subespacio compleméntado de
(P("E;G),7) paraT =1, y T = 3, entonces Ty |p(mE:q) = Tom ¥ BrlpimE:6) = Pm, por

tanto 75, = B, es decir, 7, = 3 sobre P(™E; G). w g
: \

|
consiste
T
COROLARIO 2.26. Sidadon € N, n > 2, el espacio localmente convezo F tiene
la propiedad ( BB)y.s, entonces E tiene la propiedad (BB),, ; para cada entero positivo

m, 2<m<n.

DEMOSTRACION. Es suficiente recordar que para k € N, &£ > 2, E tiene la
propiedad (BB); si y sélo si 7, = 8 en P(*E) ([Din4}). d
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OBSERVACION 2.27. Este Corolario simplifica las hipétesis en algunos proble-
mas comunes en holomorfia de dimensidn infinita vy en la teoria de productos tensoria-
les. Por ejemplo, tal como Dineen expone en [Din6] adaptando al caso del producto
tensorial simétrico la Proposicién 7 que él mismo establece en [Din2], cuando I es
un espacio localmente convexo que verifica la condicién de densidad y la propiedad

(BB); , para cada k < n, entonces & E también tiene la condicién de densidad, para

ks,

cada k£ < n. El Corolario 2.26 nos permite suponer simplemente que F verifica (BB),

y la condicién de densidad.

El siguiente resultado, sobre complementacion entre los espacios de polinomios
definidos sobre un espacio localmente convexo que estd complementado en otro es-
pacio, debia ser esperado desde que se establecié el resultado dual para productos

tensoriales simétricos:

PROPOSICION 2.28. Sean E, F y G espacios localmente convezos, y supongamos
que F' es un subespacio complementado de E. Entonces (P("F;G), ) es un subespacio
complementado de (P("E; G),7), para cadan € N y7 € {75, 7,5, 70}

DEMOSTRACION. Sean 7 y p la inclusién y la proyeccién relacionadas con la

complementaciéon de F en F y sean J y II las relacionadas con la complementacién de

(P("F;G),7) en (P("E;G), ), definidas por
J(P)(z) = P(p(z)), P € P("F;G); 1(Q)(z) = Q(i(z)), @ € P("E; G).

Entonces P("F; () es, algebraicamente, un subespacio complementado de P(™£; G).

Por el Lema 2.19 tenemos que

L( & F; () es un subespacio complementado de £{ ® E; G)g,

y como (P("F;G),B8) ~ L( & F; G, y (P(PE; G), ) =~ (L( ® E; ()5, se tiene que
estos espacios de polinomios son también topolégicamente com’p’lementados para f3.
Un sistema fundamental de seminormas para (P("£;G), 7o) es
- Ukp v € se(@), K compacto de E}

y andlogamente para (P("F;G), 10). Tenemos que

I (PYlkcy = suply(J(P)(=))] = sup)h(P(y))l = |1Pllp(x)

yEp(K
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”H(Q)“K,’Y = ”Q“j(K)m

lo que da el resultado para 7g. El mismo argumento se puede aplicar para 7,

Para probar el resultado para 7, podemos suponer que F' es un espacio pormado,
v, recordando la definicién de 7, sélo tenemos que probar que (P("F,; G),m) es un
subespacio complementado de (P(" Eqop; G), 7} para cada o € se(F) y esto es cierto,
ya que £, es un subespacio complementado de E,qp. | ]

A partir de la Proposicién anterior se pueden obtener varias consecuencias intere-

santes: [

|
COROLARIO 2.29. Sea E un espacio localmente convezo que verifica la propiedad
(BB)ns y sea F un subespacio complementado de E. Entonces F' también verifica la
propiedad (BB),, ;.

DEMOSTRACION. De la proposicién anterior resulta que (P("F), 7,) es iin subes-
pacio complementado de (P("E), ) y que (P{nF), 8) es un subespacio complementa-
do de (P{"E), ). La hip6tesis que estamos considerando, que E verifica la ﬁropiedad
(BB), s, es equivalente a decir que las topologias 1, y # coinciden sobre P("E) (ver la
Observacion 1.40). Por ser F' un subespacio complementado de E, se va a tener que
las topologias 7, y § coinciden sobre P("F), lo que es equivalente a decir que F verifica
la propiedad (BB), s, segin acabamos de indicar. : O

, |

COROLARIO 2.30. Sidadon € N, n > 2, el espacio localmente convero E liene

la propiedad (BB),, entonces E tiene la propiedad (BB),, para cada entero positivo

m, 2 <m < n.

DEMOSTRACION. Supongamos que F verifica (BB),. Por la Proposicién 2.13,
se tiene que £* verifica ( BB),, ;. Como consecuencia, por el Corolario 2.26, E™ verifica
(BB)m,s v como E™ es un subespacio complementado de E® cuando m < :n, por el
Corolario anterior se tiene que E™ ha de verificar también (BB}, ; y la Pré)posicién

2.13 implica que E verifica (B8),,, resultado que queriamos probar. i}

Finalmente, expondremos cémo se pueden relacionar las aplicaciones n-lineales
definidas sobre F con los polinomios n-homogéneos definidos sobre E™. Este resul-

tado lo utilizan Defant y Maestre, de forma implicita, en la prueba de la Proposicién 1
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de [DeMa] y Dineen lo formula en [Din6], demostrandolo por métodos directos. Aqui
se puede obtener como un corolario de la Proposicién 2.11, utilizando resultados sobre

dualidad similares a los que hemos empleado al probar la Proposicion 2.28.

COROLARIO 2.31. Sea E un espacio localmente convezo sobre C. Entonces,
para cada entero positivo n, (L("E),7) es isomorfo a un subespacio complementado
de (P{("E™),7) para T =Ty 0 T.

DEMOSTRACION. La Proposicién 2.11 nos indica que ® £ es isomorfo a un su-
n,T

bespacio complementado de ® E™. Consideremos las aplicaciones Jy & que se indican
en dicha Proposicién y que :(;snt respectivamente, una inyeccion y una proyeccion que
producen la complementacién entre esos espacios. Definamos entonces J : L{("E) —
P("E™) por

J(LD)(z1,. .., 2,) = Lo @(z @@mn),

para z,,...,%, € E™. A continuacién, definamos I1 : P(*E") — L("E) por

I(P) (g1, ) = P oIy ® - @ ya),

para y1,...,yn € E. Resulta que las aplicaciones J y Il son lineales, y que Il o J =
Ideingy.

Probaremos ahora que I1 y J son aplicaciones continuas, cuando se considera, tanto
en L("E) como en P(*E"} la topologia compacto-abierta. Ello se deduce de que si K
es un compacto de E™, existe un compacto Ko de £ tal que K C K3,y

I (D)l < NI (D)llig S Lo 7l @ rp = Lo xp) = ILllig

con lo que J es continua. Por otra parte, si M es un compacto de £,
II(P)llas = I1P oJller = I Pllsers < | Pll@sm = || Pllarn,

con lo que [I es una aplicacidon continua, lo que concluye la prueba para el caso en el
que se considera 7q.

La prueba para el caso en el que se considera la topologia 7, es totalmente analoga.

O



CAPITULO 3

Casinormabilidad en espacios de polinomios

+

Los espacios casinormables fueron introducidos por Grothendieck en [Grol] con el
objetivo de responder a una pregunta de Dieudonné-Schwartz en relacién con la coinci-
dencia entre la convergencia fuerte y la convergencia uniforme en un entorno del origen
para una sucesion de funciones en el dual de un espacio localmente convexo E. Co-
mo el propio Grothendieck indica en el trabajo antes citado, la mayoria de los espacios
usuales de funciones son casinormables. |

Por lo que respecta a la casinormabilidad de los espacios de polinomios hormogéneos
ha habido recientemente una buena cantidad de resultados, motivados princii)a,lmente
por su conexion con la casinormabilidad de espacios de funciones holomorfas. En
concreto, la casinormabilidad de (P("E),7,) para todo n € N equivale ([Din3]) a
la casinormabilidad del espacio de las funciones holomorfas de tipo acotadd Ho(U),
cuando U es un abierto equilibrado de un espacio de Fréchet complejo E, y se dota a
Hy(U) de su topologia natural de convergencia uniforme en los U-acotados de U (véase
la Definicién 1.12). '

Como se vera a lo largo de este capitulo, la casinormabilidad de (P("E), ), con
T = 10,8 ¥ 7T, €s consecuencia inmediata -de resultados conocidos, pero no ;e puede
decir lo mismo acerca de la casinormabilidad de (P("E),7,). Hay varios ejemplos de
espacios de Fréchet E para los que (P("E), 7;) es casinormable ([Din3, Ans]) pero
existen también espacios de Fréchet E para los que (P("E),7) no es casinormable
([Per], Ejemplo 1.3.3(3)). En todos los ejemplos conocidos de espacios de Fréchet para
los que se sabe que (P(™E),T) es casinormable se procede de la siguiente manera:
se comprueba que para el tipo particular de espacio dado 7, coincide en P("E) con
alguna de las topologias 7 = 7o, 8 0 7., para la que, como ya se ha indicado, se tiene la
casinormabilidad de (P(®E), ) y, por tanto, la casinormabilidad de (P("E), 7).

51
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En este capitulo construiremos un ejemplo de un espacio de Fréchet E tal que
(P("E), ™) es casinormable para cada n € N, con la propiedad de que 7, # 7 para
T = 79,3 y 7.. Nétese que entonces, para este espacio £ que vamos a construir, la
casinormabilidad de (P{™E), 7,) no se puede obtener con la técnica usada hasta ahora.
El ejemplo que obtendremos hace uso de un espacio escalonado de Kothe A(A) no
distinguido y del espacio de Fréchet-Montel F' que Taskinen construyé en [Tas2] para
responder en sentido negativo al clasico problema de las topologias de Grothendieck.
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1. Un inciso: espacios escalonados de Kothe
|

Los espacios escalonados de Kéthe A, se pueden describir de una forma ;relativa-
mente simple: como limite proyectivo de espacios de Banach £, y esta caractérizacion
de los mismos permite que se utilicen frecuentemente para proporcionar ejémplos y
contraejemplos en el marco de los espacios de Fréchet. Kothe obtuvo, considerando
espacios de este tipo, entre otros, un ejemplo de espacio de Fréchet que go"za, de la
propiedad de no ser distinguido, esto es, un espacio cuyo dual fuerte no es tonelado. La
descripcidn de los espacios escalonados que mencionabamos al principio, como limite
proyectivo, se debe a Bierstedt, Meise y Summers, quienes dedican un importfante tra-
bajo ([BMS]) al estudio de estos espacios, consiguiendo profundizar en cierto tipo de
propiedades de los mismos y ofreciendo caracterizaciones de éstas en funcién (ie la ma-
triz de Kothe A asociada al espacio escalonado. Por ejemplo, consiguen condiciones
necesarias y suficientes sobre esa matriz para determinar cuando un espacio escalonado
A1(A) es un espacio de Montel. Aquf nos interesara principalmente la caracterizacién
de los espacios escalonados distinguidos, debida a Bastin y Bonet ([BaBo]}, y se va a
enunciar un poco mas adelante. La caracterizacién de los espacios escalonados como
limites proyectivos es util también para poder establecer otros tipos de proi)iedades,
y bastantes ejemplos nuevos en la teoria de espacios de Fréchet se han prod;ucido en
la dltima década utilizando espacios escalonados, tal como veremos mas tarde. En
este capitulo sélo trabajaremos con espacios escalonados de orden 1, pero , puesto que
los espacios escalonados de orden p se utilizaran en el siguiente capitulo, aprovechare-
mos para dar en este punto su definicién. Comencemos entonces proporcionando las

definiciones principales con las que vamos a trabajar. |

!
DEFINICION 3.1 ([BMS], Definicién 1.2)). Sea I un conjunto de indices arbi-

trario. Se llama matriz de Kéthe sobre I a una matriz de funciones A =.(em)men,
am : I — RY verificando que ap; < ap41 paracadaz € I y cadam € N. .
Fijados una matriz de Kéthe A y un nidmero real p, 1 < p < oo, se define el espacio
M1, A) = {(zi)ier € K - Zam";|x,~|p < oo para cada m € N}, .
13 '
donde K = R o C. Resulta que A,(1, A) dotado de la topologia definida por; las semi-
normas || - ||m con

-

@it = (z m||)

ief



54 CAPITULO 3. CASINORMABILIDAD EN ESPACIOS DE POLINOMIOS

es un espacio de Fréchet, al que se llamard espacio escalonado de Kdothe de orden p.
Cuando no haya posibilidad de confusién representaremos estos espacios por A,(A)

o0, simplemente, por A,.
Se define A, (1, A) como
Aoo(T, AY = {(2:)ier € K' : sup ami|z:| < oo para cada m € N},
=t

y las seminormas que determinan la topologia de este espacio se definen de modo

analogo a como se hacia antes, siendo ahora

[(z:)ict|lm = SUp @m |zl
ied

OBSERVACION 3.2. Si a = (a;)ier es una funcién definida sobre I, se tiene que

el conjunto

b1, a) = {(zi)ier € K' 2 ) aiziff < oo}
i€l
es un espacic de Banach, cuando lo dotamos de la norma que se define a continuacion:

ol = (Lt 4

ie]

Ademds, este espacio es canénicamente isomorfo a £,([).

La definicién que se ha dado de espacio escalonado de Kothe y la Observacién que

le sigue tienen como consecuencia inmediata la siguiente

PROPOSICION 3.3 ([BMS], § 2). Sea A una matriz de Kothe. FEntonces para
l <p<oo
A1, A) = lim £,(1, an)

y 5t 1 < p < oo este limite proyectivo es un limite reducido.

OBSERVACION 3.4. Los espacios escalonados de Kothe han sido utilizados como
ejemplos de espacios que verifican propiedades del tipo {BB). Del Teorema 3.3 que
Taskinen establece en [Tasl] se deduce que si { y J son conjuntos numerables, el
par (A,(1, A), A, (J, B)) verifica la propiedad (BB) para 1 < p,¢ < oo. Dineen da
otra version de este resultado, valida para n-productos tensoriales en la Proposicion 6

de[Din2], probando que si / es un conjunto numerable, el espacio & A,(f, A) verifica la
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propiedad (B B),, y por tanto (Lema 2.12) la propiedad ( BB),, ;. Es necesario ;mponer
que [ sea un conjunto numerable, puesto que la demostracién de estos resultados
pasa por utilizar que poseen una base de Schauder que verifica unas determinadas
condiciones. :

Al trabajar con espacios escalonados de Kothe suele ser de bastante utilidelud traba-
jar con un tipo particular de subespacios, los subespacios seccionales, cuya d'eﬁnici(')n

reproducimos a continuacién:

|
DEFINICION 3.5. Sean A, un espacio escalonado de Kothe y J un subconjunto

de /. Al subespacio de A, '
/\;={(wi)¢516)\p::ﬂ,‘=03ii¢¢]} |

se le llama subespacio seccional de A,.

Al tener una descripcion c6moda de los espacios escalonados de Kéthe, se va a tener
también una descripcién bastante cémoda del dual topolégico de estos espacios. Una.
posibilidad para representar este espacio dual es considerando un limite inductivo, pero
Bierstedt, Meise y Summers en [BMS] dan una til descripcién proyectiva del dual
topolégico de estos espacios utilizando los conceptos que aparecen en las siguientes
definiciones. :

f
DEFINICION 3.6 ([BMS], Definiciones 1.2 y 1.4). Sea A = (am,) una matriz de
Kothe sobre /. Asociados a la matriz A se pueden definir los conjuntos

V = {v,, : m € N}, f

1

Tm,i

y :

V={v= (0i)ier : U; 2 0 para cada i € I,sup ap;U; < oo para cada m € N}.

siendo vy, = (Up,i)ier cON Uy ; =

Los espacios co-escalonados se definen para conseguir la ya anunciada descripcién
proyectiva del dual topolégico de un espacio escalonado. ‘
i

DEFINICION 3.7. Sea A,(A) un espacio de Kéthe y sean V y V como anterior-

mente; entonces se pueden considerar los espacios co-escalonados &, y K,, definidos del

modo siguiente

a) kp(1,V) = lim €p(1, vm), siendo éste un limite inductivo regular.

m
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M@Hﬁ%ﬁg%@m-

OBSERVACION 3.8. Aunque pueda parecer extrafio a primera vista, estos dos
espacios k, y K, son iguales algebraicamente, para_1 < p < oo e incluso isomorfos
topologicamente cuando se considera el caso 1 < p < oo, tal como se prueba en
[BMS], Lema 2.1 y Teorema 2.3. Una demostracién utilizando una técnica similar a
la que se usa en [BMS]| para conseguir un resultado un poco mds general que el que
aqui nos ocupa se va a hacer en la Proposicion 5.14 cuando estudiemos los espacios
escalonados X-Kaéthe.

Bierstedt, Meise y Summers ofrecen en [BMS] una caracterizacién de los acotados
de un espacio de Kothe A,, que es de utilidad para poder llegar a probar que los espacios

co-escalonados K, son los duales topologicos de los espacios escalonados A,.

PROPOSICION 3.9 ([BMS], Proposicién 2.5). Sea B un subconjunto de \ ([, A),

con 1 < p < co. Entonces B estd acotado si y sélo si existe D € V tal que
B C 9By, = {(y:)ier € K :
existe z € £,(1), ||2|| £ 1 tal que yi = 0;z; para cadai € I}.

Utilizando esta Proposicién se puede obtener, como indicdbamos, el siguiente

CororLario 3.10 ((BMS], Corolario 2.8). a) Paral < p < 0o y ':; + % =1 se
tiene (Ap)h > ky ~ Ky
b) Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(i) M)y = Foo,
(1) Koo = koo,
(i1) Ko, es tonelado y/o bornoldgico,
(iti) Ay es distinguido.

En lo que afecta mas directamente a la utilizacién de los espacios escalonados de
Kothe en este capitulo, ya hemos comentado que vamos a estar particularmente intere-
sados en un espacio A;(A) que no sea distinguido. Kéthe ([K6t1] §31.7) proporciona
un ejemplo de espacio A;(N x N, A) que no es distinguido, considerando la matriz A,
definida por

j 1<m

A, (i,5) —
SN P> mt
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para m,t,3 € N, |
Posteriormente Bierstedt v Meise establecieron una condicién suficiente sobre la
maftriz de Kéthe A para conseguir que el espacio A;(A) fuera distinguido. Lo que se
hace es determinar, en términos de la matriz A, cudndo A;{A) verifica la denominada
condicion de densidad de Heinrich, que implica la distincién del espacio. Mzis tarde
Bierstedt y Bonet (([BB1]) probaron que, para A;(A) es equivalente ser distinguido a
verificar esa condicidén de densidad; ademas prueban en ese mismo trabajo qﬁe A(A)
verifica la condicién de densidad si y sélo si la verifica A,(A) para cada p con 1 §| p < 00,
Posteriormente Bastin y Bonet ({[BaBo]) dan una nueva condicién que caracteriza los
espacios de Kothe que no son distinguidos, viendo que poseen subespacios sefcciona,les
muy parecidos al ejemplo original de Kothe de un espacio de Fréchet no diétinguido

que acabamos de mencionar. Todos estos resultados se enuncian a continuacidn.

DEFINICION 3.11 ([Hei], Definicién 1.1). Sea E un espacio localmenté convexo
separado y denotemos por U(F) a una base de entornos de 0 en F y por B(E) a
un sistema fundamental de acotados de F. Se dice que £ satisface la condicion de
densidad si, dada cualquier funcién A : U(E) — Ry y cualquier V € U(E), existen un
subconjunto finito U de U(E) y B € B(E) tales que :

|

| MU)UCB+V. i
Uey !
1

. . . !

OBSERVACION 3.12 ([BB1], Teorema 1.4). Si £ es un espacio localmente con-
vexo metrizable, F satisface la condicién de densidad si y sélo si cada acotado del dual

fuerte Eb de F es metrizable.

!
PROPOSICION 3.13 ([BB2], Teorema 1.3). Un espacio escalonado de Kathe ),
= M (I,A) de orden p, 1 < p < oo o p=~0 satisface la condicion de densidad st y solo
st su matriz de Kothe A = (@ )men satisface la siguiente condicién (D) (independien-
temente de p): |
Eziste una sucesion creciente J = (Ig)ken de subconjuntos I, de I tales que
(N,J): para cada k € N, existe mi € N con Eé]jaa—am;ﬁi >0, param > my,
Y :
(M,J): para cada m € N y cada Ig C I con IoN(I\ 1) # 0 para cada k € N, existe

m’ = m'(m, Iy) > m con inf 2=t =0,
il Byt i

|
|
!

1
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PROPOSICION 3.14 ([BB1], Teorema 1.4). Para un espacio Ay = M ([, A), las
siquientes afirmaciones son equivalentes:
(1) A es distinguido,
(2) M satisface la condicion de densidad,
(3) cada acotado de Ko = (A1) es metrizable.

PROPOSICION 3.15 ([BaBo], Proposicién 3). Sea A una matriz de Kithe sobre
un conjunto de tndices I. Las siguientes condiciones son equivalentes:
(a) \(I,A) no es distinguido.
(b) Existe un subespacio seccional de A(I, A) isomorfo a un espacio escalonado de

Kothe M(N x N, B) donde la matriz B = (b, )men satisface
(1) bmkg) = brrg) param <k y

(2) lim D) _ 0.
370 Omg1,{m,j)
También va a ser conveniente mencionar el concepto de espacio escalonado con
valores vectoriales, ya que el ejemplo que se va a construir es precisamente uno de esos

espacios.

DEeFINICION 3.16 ([BB1], §2). Sean [ un conjunto arbitrario de indices, A =
(@m)meN una matriz de Kothe sobre [ y £ un espacio de Fréchet para el que (pi)ien

es una sucesion creciente de seminormas que define la topologia de . Se define
M(E)Y =M1, A E)

= {z = (z;}icr € ET: para cada m € N, gm(z) = Zam,épm(:c,-) < oo}
ted
y se considera siempre dotado de la topologia generada por la familia de seminormas

(qm)mEN-

OBSERVACION 3.17. 1.- ([K6t2], §41, 7a) En las condiciones en las que se daba
la definicién anterior, se tiene que A;(E) es topolégicamente isomorfo a ;@ £. Ademds,
ki3
si 1 representa este isomorfismo, se tiene que

-1 ZN 0) @ 2 = ZN (1) ()
¢ ( ! @z )_ li T 3
=¥

j:l j:]
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donde N e N, V) e \; yz\9) € E, paracada j € {1,...,N}.

A partir de aqui se puede obtener que dado un acotado B de /\1§E’ existe un
acotado B; de A, y un acotado By de E tales que B C T'(B, ® B;) v, por elllo, el par
(M, E) verifica (BB).

- ([BB1], pg. 171) El producto tensorial proyectivo de dos espacios de Kothe
A1y, A1) y M(L2, A2) es isomorfo a un espacio de la forma A;(/; x I, A), siendo este
ultimo espacio distinguido si y sélo si lo son los dos anteriores. :

De manera analoga a como se describia el dual del espacio A; en el caso de espacios
escalonados de Kéthe de sucesiones escalares, se pueden definir los espacios Koo £3),

que desempenaran un importante papel en la representacidn del espacio dual c}e AM(E).

DEFINICION 3.18. ([BB1], pg. 163) Dados una matriz de Kéthe A (y| sus con-
juntos asociados V y V) y un espacio de Fréchet E, se define el espacio

Keo(Ep) = Koo(1,V; Ep) =
{¢ (1:)i € (E"Y : paracadad € V, {514 € I} estd acotado en E;}

|
t

La topologia habitual en el espacio Keo(E}) es la definida por las seminormas
%15, = sup &:[(¥:)|s, i
el

donde 7 € V' y B es un acotado de Ej.

PROPOSICION 3.19 ([BB1], Proposicién 2.2). Con las notaciones anteriores, se
tiene (algebraica y topoldgicamente)

(B = (BB,
~ Kool Ep)-

i
|
|
Por conveniencia para los métodos y técnicas que vamos a aplicar después nos

conviene definir una nueva topologia en K, (E}), topologia que vamos a denotar por

* |

T !

DEFINICION 3.20. Sea E un espacio de Fréchet. Se define la topologia 7* en
Koo Ep) como la topologia generada por las seminormas

o, = sup{|tihs(z)| i€ Ty z € L}
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para ¢ = (¢;) € Koo ) y donde & € V y L recorre los compactos de E.

2. Sobre el espacio ®n,5'7r(/\1®7|-F)

Como se indicé en la introduccién al capitulo, se va a construir un ejemplo de un
espacio de Fréchet E tal que (P("E)},7) es casinormable para cada n € N, siendo
75 # 70,8 ¥ 7w El espacio F que consideraremos seré el producto tensorial proyectivo
de un espacio de tipo A; por un espacio particular de Fréchet-Montel F. En esta seccion
damos algunas propiedades de los espacios del tipo F = )\ﬁ%F . Basicamente vamos a

dar una descripcién del dual de ® E y de una topologia que se va a definir en ese
7,

espacio.

Comenzamos observando que si Ay es un espacio escalonado de Kothe de orden 1, F'

es un espacio localmente convexo arbitrario y £ = \®F, entonces @ £ es algebraica-
Fe n,x
mente isomorfo al espacio (® )\1)®( & F) y, teniendo en cuenta que (® A1) es isomorfo
7,7 T ON,T n,m
a A; (Observacién 3.17, 2), resulta que @ E es algebraicamente isomorfo a M ®(® F')
n,T T on,T

y, por tanto, a A (® F).

utilizamos

LEMA 3.21. Sea E = M\ (I, A)QF, siendo F es un espacio de Fréchet- Montel.
Entonces el espacio (L("E), ) es isomorfo topolégicamente al espacio Koo (I, V'; ® F),

para un cierto conjunto de indices I', dotado de la topologia 7" introducida en la Defini-
cion 3.20).

DEMOSTRACION. En efecto, paran = 1 el resultado es conocido (ver Proposicién
3.19), puesto que (L('E), 1) = (L(1E), B). Veamos que es cierto en el caso general.

Como L("E) es algebraicamente isomorfo al espacio dual (® (/\I®F))’ se tiene que

(L(™F),n) es topolégicamente isomorfo a ( @ (A @ F)) dotado de la topologia generada

por la familia de seminormas

lelisig a8, =sup{le(z1 @ - @ z.)| 121 € Br,..., 20 € By}
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- A f
para ¢ € (Eb(z\l@F))' v donde By,..., B, recorren la familia de todos los acotados

de A\i®F. Denotaremos a la topologia definida sobre { @ (M ®F))" por esa familia de
T T T ‘
seminormas también por 7.

Segin se expresaba en la Observacién 3.17, para cada acotado B de 3, @F existen

acotados C de Ay y D de F tales que B C f’(C’ ® D) donde C es de la forma 95, para
algtin © € V y siendo B, la bola unidad cerrada del espacio de Banach ¢, (confrontar
con la Proposicién 3.9). De este modo, se puede suponer que B; = C; ® D, para
cada : € {1,...,n}, siendo Ci,...,C, acotados de Ay y Dh,..., D, acotadbs de F.
Podemos tomar el acotado de A; definido por C = Ui ,C;. Como F' es un es:pacio de
Montel, los acotados son relativamente compactos y podemos tomar el compacto K =
[(U, D;) para llegar a suponer finalmente que la topologia que estameos considerando

en (@ (M®F)) estd generada por las seminormas
™

T,

llelllez = sup{le(e1 @ 91 @ -+ ® 20 @ ya)| : 71, 80 € Cii, oy €K7,

para ¢ € (@ (M ®F))Y, cuando C recorre la familia de todos los acotados de )%1 y K la

, T
de los compactos de F. :
!
Teniendo en cuenta lo indicado antes de establecer el Lema 3.21 se tiene que €l espa-
~ - - . ' L
cio @ A({, A) es isomorfo a un espacio escalonado de Kéthe {1, A’), consiguiéndose
7o, '
finalmente que

LOB) = Kul(§ F))),

lo que unido a los comentarios que se han hecho sobre las seminormas que definen la
topologia 7 en ( ® (M &F)) y recordando que por ser metrizable F, para cada compacto
n T 1

, T

K de ® F existe un compacto K de F tal que K € T(®K) se concluye que

(L(B),m) & (Kol (@ F)p), 7).

3. Casinormabilidad de P(*(\&®,F))

l
El trabajo realizado en la seccidn anterior nos va a ayudar en la produccién de un
ejemplo de un espacio localmente convexo F verificando:
1.- (P(™£),7) es casinormable para T = 79,7, 7 0 T,
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2-mo<Tm<B<T,en P("E)paran =2y 1o <7 =8 <1, en P(*F) (obsérvese
que sobre P(1E) ~ E' se tiene siempre que f§ = 7).

Para comenzar a estudiar la casinormabilidad del espacio P(*(A\®@F)) dotado de
kis
las diferentes topologias que se consideran habitualmente, es necesario recordar qué se

entiende por espacio casinormable.

DEFINICION 3.22 ([Grol]). Se dice que un espacio localmente convexo E es
casinormable si para cada entorno U/ de 0 existe otro entorno V de 0 de modo que para
todo A > () existe un acotado B, de E verificando que V C By + AU.

(OBSERVACION 3.23. La definicién de los espacios casinormables, y el estudio
de los mismos, se debe a Grothendieck [Grol], quien los introdujo como una clase
de espacios localmente convexos que posee buenas propiedades de estabilidad y a la
gue pertenecen muchos de los espacios que habitualmente se consideran en Analisis
Funcional. Por ejemplo, los espacios de Banach son espacios casinormables, tal como
se¢ deduce de modo inmediato a partir de la definicién de estos espacios. También son
casinormables los espacios (DF) ([Kat]) y los espacios de Fréchet-Schwartz; de hecho,
se tiene que un espacio localmente convexo separado es de Schwartz si y sélo si es
casinormable y sus acotados son precompactos ([Jar], Corolario 10.7.3). Sin embargo,
no todo espacio de Montel es casinormable, ya que un espacio de Fréchet-Montel es
casinormable si y s6lo si es de Schwartz ([Jar], Corolario 11.5.3).

Los espacios casinormables han sido ampliamente estudiados desde que se establecié
su definicién. Su relacion con la holomorfia de dimension infinita ha sido puesta de
manifiesto en [Muj2], [BonP],[BoLi],[Din3| y [Ans], entre otros, v en esas referencias
se puede encontrar una interesante introduccién a este tema. Se tiene que para abiertos
equilibrados U/ de un espacio de Fréchet E, los espacios (H(U),7,) y (H(U),7s) son
casinormables (citelsi?2 para el caso de espacios de Banach y[Din3], Teorema 3.3,
para el caso general). También se sabe que (H(U),7) es un espacio casinormable
(incluso es un espacio de Schwartz), cuando £ es un espacio localmente convexo al
que se le exige que verifique alguna condicidn mas débil que la metrizabilidad ([Nel,
Din3]). También se ha estudiado en profundidad el problema de la casinormabilidad
del espacio (Hy(U), ) ([AnPol, Isil] para espacios de Banach y [Din3] para espacios
metrizables). Dineen en [Din3] establecié el siguiente resultado:
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ProprosICION 3.24 ([Din3], Proposicién 3.6). Sea U un abierto equilibrado de
un espacio de Fréchet E. Entonces (Hy(U), ) es casinormable si y sélo si (P("E), )

es casinormable para cada entero positivo n.

Hasta ahora la casinormabilidad de (P("E), ) se ha estudiado para espacios de
Fréchet £ para los que se tiene la coincidencia de la topologia 7, sobre P{"E£) con otra
de las topologias utilizadas habitualmente (19, 7 0 7,,), como es el caso en el que E es
un espacio de Montel (7, = 73), espacios con una descomposicién 7' — Schavlzder y la
condicién de densidad (7, = 7,) [Dind] o espacios con la propiedad (BB)ns!(7 = §)
[Ans|, ya que se conoce la casinormabilidad del espacio (P("E),7) cuando 7 = 7o, 3
0 T., tal como se expresa en el resultado que presentamos a continuacion, que posee

caracter general, siendo valido para cualquier espacio de Fréchet E.

PROPOSICION 3.25. Para espacios de Fréchet E, (P(*E),T) es casinormable,

cuando T es Tg, 8 0 T,.

DEMOSTRACION. {(P(*E), o) es un espacio de Schwartz ([Nel, D1n3]) ¥, por
tanto, casinormable ([Jar], Corolario 10.7.3).
Como (P("E), 8) ~ ( ® E)ﬁ, es el dual fuerte del espacio de Fréchet ® E, es un

espacio (DF), por lo que tamblen es casinormable ([Kat]). :

(P{"E), 7,) un limite inductivo numerable de espacios de Banach (Deﬁmclon 1.31),
por lo que es un espacio casinormable tonelado, segin indica Grothendiieck en [Grol].
O

{

Dineen en [Din3] muestra que no siempre el espacio (P("E),7,) es un espacio
casinormable, ([Din3), Ejemplo 4.22) construyendo un contraejemplo a partir de un
espacio LB. Peris, en su Tesis Doctoral, proporciona también ejemplos de este tipo
([Per], Ejemplo 1.3.3(3)), siendo en este caso £ un espacio de Fréchet. Ademads no hay
resultados generales para estudiar la casinormabilidad de (P("E), 1), y por tanto este
estudio ha de efectuarse bien determinando la coincidencia de la topologia 73 con otra
topologia o bien estudiando la casinormabilidad del espacio (P("£), 7,) por métodos
directos. En [ABP] abordamos el estudio de ese problema, proporcionando un ejemplo
de espacio de Fréchet F verificando que (P("£), 7) es casinormable para 7 = To, T, B 0
.y parael que o < 1, < 3 < 7, en P("E) si n > 2. El ejemplo que mostraremos aqui

se diferencia de aquél en que también son diferentes entre si las topologias 7,7 = 3
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y 7., sobre P('E). Necesitaremos para ello el resultado preliminar que obtenemos a

continuacion:

LEMA 3.26. Sea A una matriz de Kothe, para la que tenemos definido el espacio
escalonado M (1, A) y su dual Koo(I,V), al que denotaremos simplemente por Koo. Sea

G un espacio de Fréchet, entonces el espacio (Koo(Gj),7") es casinormable.

DEMOSTRACION. Para probar la casinormabilidad de (Ko (G}),7) se debe co-
menzar tomando un entorno U de 0 en (K (G5}, 7"}, que podemos suponer, sin pérdida

de generalidad, de la forma
U = {(pi)i € Ko(G) : supliitlili < 1},

siendo @ = (%i)ie; € V y K un compacto de G.

Asociados a este conjunto U se pueden considerar

Uy = {(z:) € Koo : sup|ziits| < 1}
i€l

Us={p e G |olx <1},

/

que son entornos del origen en Ko, y G7,

respectivamente.
Como K, es un espacio (DF), es casinormable y, por tanto, dado o > 0 existen un
entorno de 0, W, y un acotado B; de K, de modo tal que
«
W, C B+ §Uz-

Ademas, teniendo en cuenta cdmo se definen las seminormas que determinan la topologia

de K, podemos suponer que existe 7 € V, & > 4 tal que
Wi = {(y:) € Kuo :S.u?}y,@l <1}
1€

También podemos suponer que el acotado B; contiene al origen. Por ser B; un conjunto
acotado, se puede encontrar M > 0 de modo que

suplbiui] < M,
icl
para cada (b;);c; € Bi.

Por otra parte, (7 es un espacio de Schwartz (se puede deducir, por ejemplo,

de la Proposicidon 3.25), con lo que, para los mismos valores @ > 0 y M > 0 que



3. CASINORMABILIDAD DE P("(M&,F)) : 65

considerabamos antes, existen un entorno del origen Wy en G y un subconjunto finito
By de G tales que '

o ;
W, C B+ —U, !
4 C d+2M ds |

ademas, podemos suponer que
Wd = {?,[) < G |'|.b|K' < 1}:

donde K’ es un compacto de G, K' D K.

Con el objeto de probar la casinormabilidad de (Ko (G7%), 7*) vamos a deﬁnir, aso-

ciados al conjunto I/ que considerabamos al principio de la prueba (y que era un entorno

de 0 en (Ko (Gj),7*)), otro entorno del origen W y un acotado B del siguiente modo:

W = {(:); € }COO(GE-) i < 1}

B={(v) € lcoo(G;a) v =ry-b, cony € By, (b); € Bi}.

Se tiene que W es un entorno de 0 en (Ko (Gj),7") v que B es un acotado de
(Ko(GY%), "), pues si L es un compacto de G, (vi)ier € By w € V, entonces
sup|yitwi| = |vy|r sup|@ibi| < oo. !
i€l i€l :
Para (1;); € W, hagamos
yi = il
En estas condiciones, si y; # 0, se tiene que

Wi
i

=1,

K!

con lo que 3;% € Wy, v se sigue la existencia de v; € By y ; € Uy tales que
( & ;

" it yyaal

Por otra parte, como (w;)icr € W, se tiene que suply:;] < 1, por lo que.podemos
il .

asegurar que existen (§;)ic; € Br y (zi)ier € Uy verificando

[0 4

(y:)i = (bi)i + E(mi)ia
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para obtener finalmente que

b Lt Eﬁwz

¥i 2

« a
=b |yt ooe ] 5w
(7 +2M(P>+ 2y,>w

— by i i
—bz7t+a(b12M+2yi$:)-

Definamos por 1ltimo

0 siy; =0,
ni = _
bivi siy #£0

ﬂ Siy,'=0,

¢i = _
b, 2 2";;1 :1:1 s y; #£ 0.

Con estas definiciones resulta de modo inmediato que para cada : € I, es
Vi =+ ad;
y también que (7:)icr € Koo(Gp), puesto que si H es un acotado de G y @ € v,
igm@m=ﬁ@mwmm<m.

Por la propia definicién de #; se tiene que (1:); € B. Como (g;); € Koo(Gp) y ()i €
K (Gp), ha de ser (¢;)i € Koo(Gj). Veamos que (¢;); € U.
En efecto, debemos comprobar que |¢;t;|xr < 1 para cada 7 € I. Si 1 es tal que
y; = 0, se tiene que ~ B
_ Uy Uj
|itii|x = —|bilk < —|h|xr =0 < 1.
o Qo =
S1y; # 0, queda

iy

oM

llnb:lh

1

| |K + | 1ﬁi|

tal como se queria comprobar. 0l
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OBSERVACION 3.27. En vez de trabajar con ); se puede trabajar con el espacio
1, de la forma como se hace en [ABP]. Bajo esos supuestos, la prueba de la cé,sinorma-
bilidad del espacio £.,(G}) se simplifica en gran medida, ya que sélo se ha de tener
en cuenta que G es un espacio de Schwartz, puesto que ¢; se puede considerar como
A1(A), donde la matriz A = (a.. ;) verifica que @, ; = 1, para cada par (m,z) e NxI
¥ no es necesario buscar un cierto control sobre los inversos de los pesos © € V. De he-
cho, pretendiamos conseguir el Lema 3.26 utilizando una demostracién que extendiera
la que habiamos utilizado al probar la casinormabilidad del espacio £oo{G7}), pero era
necesario imponer que, fijado un peso ¥ € V estrictamente positivo, para cada peso
w € V, la funcién 2 definida por (22} verifica 2 € o,. Eso que querfamos imponer
resultaba imposible en el caso que nos interesaba, que es el caso en el que ‘A es una
matriz de Kothe que no verifica la condicién (D). |
|
En lo que sigue, F representard al espacio que Taskinen construye en [Tas2], F' es
un espacio de Fréchet-Montel que verifica que £; es isomorfo a un subespacio comple-

mentado de F' @ F, proporcionando asi el primer contraejemplo a la version simétrica
8,7

del problema de las topologfas de Grothendieck. También, desde aqui hasta el final del
capitulo, A; serd un espacio escalonado de Kéthe que no verifica la condicién de densi-
dad (Definicién 3.11). En los razonamientos que se van a dar a continuacién se utilizan
constantemente los resultados sobre complementacion en espacios de polinomios que

hemos desarrollado con anterioridad en esta memoria.

TEOREMA 3.28. Sea A\ un espacio escalonado de Kothe de orden 1 que no
verifica la condicion de densidad y sea F' el espacio de Taskinen que se ha mencionado
anteriormente. Fl espacio de Fréchet E = \\®F wverifica que (P("E), ) es un espacio
casinormable, para T € {79, 7, 5, 7L} Ademdsﬂveriﬁca que o < T < B < 7, en P("E)
parccadan €N, n 22 yro<m=8<71, en PLE)=E'. i

DEMOSTRACION. La casinormabilidad del espacio P(*E) dotado de las diferen-
tes topologias del enunciado es consecuencia inmediata de la Proposicién 3.25 y el Lema
3.26. Para la prueba de lo referente a la otra parte de esta Proposicién consideraremos
los tres apartados siguientes. :

(a) Probaremos en primer lugar que 7, > 8 : Teniendo en cuenta que A, es un
subespacio complementado de E, al haber elegido la matriz de Kéthe A de modo que
A no sea distinguido, tampoco puede serlo E ni tampoco & E, por lo que vamos

7,87
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a tener que ( ® E)j =~ (P(*E),f) no es tonelado. Como (P("E),7,) es tonelado y

Tw 2 B ([Din1'], pg. 24), ha de ser 7, > 3.

(b) Como E contiene a A; como subespacio complementado, no puede ser de Montel,
pues se supone que A\; no es distinguido, con lo que 7, > 79 en £’ (Observacién 1.32),
y por tanto en P("E), ya que P(*E) contiene a £’ como subespacio complementado

para 7y y To (Proposicién 2.23).

(c) Es inmediato que sobre P('E) las topologias 7 y § coinciden. Supongamos
entonces que n > 2. Si fuera 8 = 7 en P("£) se tendria en particular que § = 7, en
P(™F') (Proposicién 2.28), y esto es equivalente a que F' verifique (BB),, ; (Observacién
1.40). Come F' es un espacio de Montel, si verificase (B B), ;, se tendria que H@WF seria

un espacio de Montel y eso es imposible, ya que cuando n > 2 el espacio £, que no es de
Montel, est4 contenido de modo complementado en & F. Asi resulta que # > 7. 0O

n,8,T

OBSERVACION 3.29. El espacio £ = A\ ®F proporciona un ejemplo de espacio
de Fréchet para el que (P("E),7) es casinormwable sin ser (DF), cuando n > 2, no
quedando encuadrado dentro de los espacios que satisfacen alguna de las condiciones
habituales que son suficientes para la casinormabilidad. En efecto, en [AnTa] Corolario
3, se prueba que (P(*F), ;) no es un espacio numerablemente casitonelado, esto es, que

existe un conjunto B C F®F acotado y numerable que no esta contenido en ningin

8,

equicontinuo de P(*F) y, por tanto, tampoco puede ser (DF). Como F es un subespacio
complementado de E se tiene que (P(?*F),7,) es un subespacio complementado de
(P(*E), ) (Proposicién 2.28) y éste a su vez lo es de (P("E), 1) con lo que se concluye
que (P(*F),7) es un subespacio complementado de (P("FE),7,) y, por tanto, este
iltimo espacio tampoco puede ser (DF).

La Proposicion 3.24 y el Teorema 3.28 nos dan el siguiente

CoROLARIO 3.30. Sea U un abierto equilibrado del espacio de Fréchet £ =
M@F. Entonces (Hy(U),7) es casinormable.



CAPITULO 4

Espacios de polinomios definidos sobre espacios escalonados
de Kothe

Se ha puesto de manifiesto en el capitulo anterior la utilidad de considerar espacios
escalonados de Kothe para obtener ejemplos relativos a algunas cuestiones que aparecen
en Analisis Funcional y en Holomorfia de dimensién infinita. En este capitulo vamos a
estudiar cuando el espacio localmente convexo de los polinomios homogéneos de grado
n definidos sobre un espacio escalonado de Kothe A,, dotado de la topologia 73, es un
espacio localmente convexo reflexivo o tonelado. Se obtendra una condicion suficiente
para determinar la reflexividad del espacio (P("A,),7), en funcion del grado n de los
polinomios homogéneos y del orden p del espacio escalonado. De este modo se dara una
generalizacién natural a espacios ), de algunos resultados que ya eran conocidos para
los espacios de Banach £,. Holub comenzo a estudiar estas cuestiones probax_!ldo que el
espacio Epg)fq es reflexivo si y solo s1 p > q_ET’ consiguiendo de este modo caracterizar
cuando son reflexivos los espacios de formas bilineales definidas sobre productos de
espacios de Banach de la forma £,. Posteriormente Lépez Molina ([Lop]) extendié los
resultados de Holub para el caso en el que se consideran espacios escalonados de Kothe.
Dimant y Zalduendo observan una generalizacidn del resultado de Holub en un sentido
distinto al de Lépez Molina: enuncian una caracterizacion de los espacios reflexivos de
formas multilineales definidas sobre espacios de tipo £,, x --- x {,,. Aprovecharemos
estos resultados sobre aplicaciones multilineales definidas sobre espacios de Banach ¢,
para obtener condiciones suficientes para la reflexividad de los espacios de aplicaciones

multilineales definidas sobre productos de espacios escalonados de Kothe.

Como consecuencia de los resultados que se obtienen para aplicaciones multilinea-

les mostraremos condiciones suficientes para determinar la reflexividad de (P("A,), 7);
I

69
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ademas proporcionaremos condiciones necesarias sobre p para determinar cuando el es-
pacio de polinomios n-homogéneos definidos sobre A, es un espacio reflexivo para cada
n € N, llegando mediante la aplicacién de una técnica distinta a un resultado obtenido
recientemente por Dineen y Lindstrom. En [DiLi] se demuestra que si £ = A,(A) es
un espacio escalonado de Kothe se tiene que (P("E), 7,) es reflexivo para cada n € N
si y s6lo si £ es un espacio de Montel. La técnica que se ha utilizado en nuestra
demostracién de este resultado pasa por considerar condiciones necesarias para la re-
flexividad del n-producto tensorial simétrico de A, y pasar posteriormente al dual de
esos productos tensoriales simétricos, que es el espacio de los polinomios n-homogéneos.
Nuestra técnica permite también determinar cuindo n@w)‘.p es un espacio distinguido
para cada n € N, que es una condicién mas débil que el cardcter de Montel, obteniendo
que n@ﬂ)\p es distinguido para cada n € N si y sélo si A, verifica la condicién de densi-
dad. La técnica que se desarrolla también utiliza resultados sobre complementacién en
productos tensoriales que obtuvimos en el Capitulo 2 y puede ser aplicada para obtener
otro tipo de propiedades sobre espacios escalonados. De este modo obtendremos ejem-
plos de espacios £ = A, para los que se tiene que {P("£}, 1) es un espacio tonelado si

y s0lo sin < p.
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1. Mas resultados sobre espacios escalonados de Kothe

En el capitulo anterior mencionabamos las condiciones necesarias y suficientes que
Bierstedt y Bonet establecieron para que un espacio escalonado de Kothe A,(A) ve-
rificase la condicién de densidad de Heinrich. En este capitulo vamos a necesitar de
nuevo esos resultados, pero va a ser también interesante conocer cuindo un espacio
escalonado de Kothe es un espacio de Montel. El estudio de las condiciones que ha
de cumplir la matriz de Kothe de un espacio escalonado para que éste sea (?e Montel
es anterior al estudio que se exponia en el capitulo anterior, encaminado a detectar
cuando un espacio escalonado cumple la condicidn de densidad. Valdivia ofrece en [Val]
condiciones suficientes sobre A para que )\,(A) sea un espacio de Montel. Mis tarde
Bierstedt, Meise y Summers en [BMS] expresaron condiciones necesarias y suficientes
para obtener el cardcter de Montel en un espacio A,{A). Las pruebas de estos resultados
no se incluiran en este apartado, pero en el siguiente capitulo de esta memoria se van a
realizar algunas pruebas que siguen las mismas ideas que las que se utlhzan en [BMS]

para demostrar los resultados que se enuncian a continuacion. ‘
|

DEFINICION 4.1 ([BMS], Definicién 4.1). Se dice que la matriz de Kothe A (o
el conjunto V' asociado a ella) satisface la condicién () si no existe ningin conjunto

infinito {o C I tal que, para algin mg € N, se tenga que

|
. Ym,i . o Om |
inf = inf /2= >0 param = mg+ 1,mg + 2,. |
i€lo Umyi 16D Qg |
|
|

: .
PROPOSICION 4.2 ([BMS], Teorema 4.7). Sean A une matriz de Kothe, p € R
verificando 1 < p < oo y V el conjunto de Kéthe asociado e la matriz :A, que se
utiliza al describir el dual de los espacios escalonados. Las siguientes afirmaciones son

equivalentes:

(1) A satisface la propiedad (M).
(2) A (A) es de Montel.
(3) Ko(V) es de Montel.

OBSERVACION 4.3. (1) A partir de esta caracterizacién se obtiene que si A,(A)
no es un espacio de Montel, contiene un subespacio seccional isomorfo a ¢,. Esto ha sido
probado por Valdivia ({Val], 2.2.1.8, 2.3.2.5, 2.4.2.7). La prueba se basa en ver que,



72 CAPITULO 4. POLINOMIOS DEFINIDOS SOBRE ESPACIOS ESCALONADOS

efectivamente, el subespacio A,{fo, B) es isomorfo a £,, donde Iy y mg son obtenidos al
negar la condicién (M) de la Definicién 4.1 y B es la matriz de Kothe
B = (am.j)m>mn )
i€l
Posteriormente vamos a tener que utilizar esta propiedad de los espacios escalonados

de Kothe.

{2) También se obtiene de lo anterior que A1(A) es un espacio reflexivo si y sélo si
es de Montel, como indica también Valdivia en [Val|, 2.2.2.1. La prueba, a partir de lo
que se indica en (1) puede hacerse asi: todo espacio de Montel es reflexivo y si A (A)
no es de Montel, entonces contiene a £, como subespacio complementado, con lo que

no puede ser reflexivo al no serlo ¢;.

(3) Cuando la matriz de Kdthe A, definida sobre un conjunto de indices I, verifica

la condicién (M), ese conjunto ha de ser finito o numerable, tal como se indica en la
Observacién 4.2 de [BMS].

La distincién de productos tensoriales de espacios de Fréchet en los que al menos
uno de los espacios que intervienen es un espacio escalonado de Kéthe ha sido estudiada
por diversos autores. Bonet y Defant ({BoDel} establecen la siguiente

PROPOSICION 4.4. Para un espacio de Kithe \(A) son equivalentes:
(1) M(A)RDF es distinguido para cada espacio de Fréchet distinguido F.
(2) M(A) es reflexivo.

Teniendo en cuenta la Observacién 4.3, la condicién (2) de la Proposicién anterior
es también equivalente a indicar que el espacio A;(A) es de Montel. Todo espacio de
Montel verifica la condicién de densidad de Heinrich, como indican Bierstedt y Bonet
tras la Definicién 1 de [BB1]. Por tanto, si una matriz de Kéthe verifica la condicion
(M} también ha de verificar la condicién (D) dada en el Capitulo 3. Existen sin
embargo ejemplos, propuestos incluso por Grothendieck, de espacios escalonados que

verifican la condicién de densidad pero no son de Montel:

EjEMPLO 4.5 ((BMS], Ejemplo 4.11.1). Consideremos la matriz de Kothe A,
Jormada por una cantidad numerable de funciones positivas en N x N, definida como
sigue:

7t 1< m

a ’(‘7“)2 . .
TEm iz mt
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para m,1,j € N. Se puede comprobar que A no satisface la condicion (M), pero si
satisface la condicion (D), consiguiéndose asi ejemplos de espacios escalonados que

verifican la condicién de densidad pero no son de Montel.

En otra linea de resultados esta lo referente a los productos cartesianos de espacios
de Kothe. A continuacién se establece un resultado, cuya prueba esta inspirada en la
que Valdivia hace en [Valj, 3.1.1.5, que nos proporciona que el producto de d0$ espacios
A, de Kéthe vuelve a ser un espacio escalonado de la forma A;, aunque no se llega a

probar que estos espacios son estables por productos.

t

LEMA 4.6. Sean I un conjunto de indices, A = (@ )men, B = (by)men matrices
de Kothe sobre I y1 < p < oo. Entonces se tiene que

A(T,A) x A (I, B) es isomorfo a M, (1 x {0,1}),C),

donde la matriz C = (¢ )men se define por ¢y (io) = Gmyi, Cmy(in) = bmi, paraz € [ y
cada m € N, '

DEMOSTRACION. Supongamos en primer lugar que 1 < p < oo. Consideremos la
aplicacién i : Ap(1, A) x Ap(I, B) —= Ap(C) definida por w((2:)ies, (¥i)ier) = (#15) 1)
je{0,1}
con 2o = i, 21 = Y. Para estos vectores se tiene que

> emailziglt =D emaolziol + Y emylzialf =

iel el €]
1€{0,1}
2 il zil” + 3 bmsbyil” = Nlzllf, + i, L
el el

1
para cada m € N, siendo = = (2;)ies, ¥ = (¥i)ier- La tltima igualdad muestra que

la aplicacién ¢ estd bien definida. Es inmediato comprobar que ¢ es lineal y que es

inyectiva. La cadena anterior de igualdades muestra por anadidura que @ es continua.

Por otra parte, si u = (u; ;) denota un elemento cualquiera de A,(C), podemos

iel
je{0,1} .
considerar sus “componentes” (uig)ier ¥ (wi1)icr. Se comprueba de modo mmediato
que (ui,U)iEI € )\p(Ia A) ¥ que (ui,l)iEI c )\p(I,B) Ademas tp((’ui,o),‘ej, (ui’l)ief) = u,
con lo cual se tiene que ¢ es biyectiva y las igualdades anteriores muestran también

que es un isomorfismo topoldgico.

La prueba en el caso p = oo sigue las mismas ideas que se han indicado en la parte

ya probada. ]
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OBSERVACION 4.7. a) En el caso en el que J = N, se puede probar que A, (N, A)x
X (N, B) es isomorfo a A,(N, C), tomando la matriz C' definida como

Cm,2k—1 = Gmk; Cm,2k = Dm k-

b) §i I = N x N, se puede probar que A, (N x N, A) x A,(N x N, B) es isomorfo a
M (N x N, C), tomando ¢p (2k-15) = Gm,(kj)s Cm(2k,5) = Om,(k.f)-

2. Reflexividad de productos tensoriales y polinomios sobre espacios
escalonados

Lépez Molina estudié los productos tensoriales de espacios escalonados de Kaéthe,
ofreciendo una caracterizacién de la reflexividad del producto tensorial de dos espacios
escalonados de Kéthe ([L6p], Teorema 4). En su prueba utiliza un resultado de Holub
sobre reflexividad de productos tensoriales de espacios £,. Estos resultados se enuncian

a continuacion:

PROPOSICION 4.8 ([Hol], Proposicién 3.6). Sea 1 < p,¢ < co. Entonces £4,Q4,

es reflezivo si y sdlo sip > Ao

PrOPOSICION 4.9 ([Lép|, Teorema 4). Sean A,(N, A) y A, (N, B) espacios esca-
lonados, conp > 1 yq > 1. Entonces:

1) M(N, AY@A (N, B) es reflezivo si y sélo si A (A) y M (B) son reflexivos.

2) Sig>1, M(N, A)®A,(N, B) es reflezivo si y sélo si (N, A) es reflezivo.
3)Sip>1,g>1yp> 1, AN, A)@/\Q(N,B) es siempre reflexivo.
4)Sip>1,9>1yp< A, AN, AYRA, (N, B) es reflexivo si y sélo si A, (N, A)

es un espacio de Montel o Aj(N, B) es un espacio de Montel.

Esta completa caracterizacién de la reflexividad de los productos tensoriales con-
duce a condiciones, en principio, suficientes para la reflexividad de productos tensoriales
simétricos y, por consiguiente, para los espacios de polinomios homogéneos de grado
2, dotados de la topologia fuerte 5. Como la reflexividad implica la tonelacion, y 7, es
la topologia tonelada asociada a 15 cuando E es metrizable, el que P(*E) sea reflexi-

vo para un espacio metrizable E implica la coincidencia de § y 7, sobre P{*E). Con
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y
los resultados expuestos por Lépez Molina se pueden obtener resultados de'este tipo
para el caso de los polinomios homogéneos de grado 2 definidos sobre espa,:cios esca-
lonados de Kéthe. El problema que nos habiamos planteado era la extensién de esos
resultados a polinomios homogéneos de grado arbitrario, y en el caso de los espacios
escalonados de Kothe esa generalizacion es posible gracias a la siguiente geneﬁfalizacién

de los resultados originales de Holub. ‘L

e " 1 .
PrOPOSICION 4.10 ([DiZa]). Sean 1 < p1,...,pn < 0o. Entonces seitiene que
L™y, ..., ¢, ) es un espacio reflexivo si y sdlo si pl—l +- 4 me <1l “
!
|
Si F es un espacio de Fréchet se tiene que F es reflexivo si y sélo si su cliual E es

reflexivo ([K6t1], §23.5 (7)), con lo que del resultado anterior tiene el siguiente

|
COROLARIO 4.11. Sean 1 < pi,...,pm < 00. Entonces €,p1®---®1]fpm €s un
kis o

espacio reflexivo si y solo st le +- 4 pi < 1. !
m 1

Una vez establecido el resultado sobre reflexividad de productos tensoria:,les de es-
pacios £, podemos dar el siguiente resultado andlogo, véalido para productos tensoriales
de productos escalonados de Kothe, pero que sélo proporciona condiciones suficientes
de reflexividad. En todo lo que sigue, supondremos que el conjunto de indices I es un

conjunto numerable.

PROPOSICION 4.12. Sean 1 < py,...,pn < o0 y A; = (a')men, ..., An =

|

i

(a Yneny matrices de Kothe. Entonces si ;—1 e pi < 1, se tiene que i
R . " l

Am (A1)§’ e @APR(A'R) |

1

es un espacto reflexivo.

DEMOSTRACION. Basta observar que A, = lim{; (af,), siendo este jlfmite un
meN |

limite proyectivo reducido para cada j € {1,...,n}, puesto que 1 < p; < oco. Utilizando
!

el Teorema 15.4.2 de [Jar|, que indica que el producto tensorial de espacios que se
obtienen como un limite proyectivo reducido de espacios de Hausdorff se puedc:a expresar
como otro limite proyectivo reducido se obtiene que |

Aiﬂl

35>

o @’\pn = l(g_n em(a:nl)(%’ e (?epn(a?nn)-

1
i
l
ml,...,mneN i
i
ios de Ba-

Ast Ay, Q- ®X,, se puede expresar como un limite proyectivo de espac
T T H

nach reflexivos, por lo que es reflexivo ([Jar], 11.4.3 y 11.4.5). | 1
|
I
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Para nosotros va a tener un interés particular trabajar con productos tensoriales
simétricos y polinomios homogéneos, por lo que daremos una versién de este resultado

mas restrictiva, pero mas acorde con lo que pretendermos mostrar:

COROLARIO 4.13. Sean A, un espacio escalonado de Kéthe yn € N, n < p.
FEntonces:
1) T(%)\p es reflexivo.
2) (b(”)\,,),ﬂ) es reflexivo.
3) © X, es reflexivo.

Ty 8,7

4) (P("X,), B) es reflexivo.

DEMOSTRACION. 1) Es un caso particular de la proposicién anterior, puesto que
s1 n < p se tiene que ;7+-?-+§<1.
2) Lo que aparece aqui es el dual fuerte del espacio de Fréchet reflexivo que aparecia
en 1), y por ello es un espacio reflexivo.
3) Es consecuencia inmediata de 1), puesto que es un subespacio complementado
de un espacio reflexivo.
4) Se obtiene de 3) del mismo modo como obtuvimos 2) de 1). O

OBSERVACION 4.14. Del Corolario anterior también se deduce que si n < p
resulta que (P(™A,), ) es un espacio reflexivo. En efecto, segin se indica en [Din4],
cuando [ es un conjunto numerable, los espacios escalonados de Kothe verifican la
propiedad (BB), (y consecuentemente la (BB}, ). Por tanto, se tiene que 7, = 3
sobre P(™A,).

3. Caracterizacién de productos tenscriales distinguidos y reflexivos

En esta ultima seccion del capitule vamos a desarrollar nuevos resultados sobre
complementacion en productos tensoriales. Kn esta seccién se probara que, si n > p, se
puede encontrar un espacio escalonado de orden 1 de la forma A;(B) que es isomorfo

a un subespacio complementado de & A,(A), donde B es una matriz que verifica (D)

T,3,T
(respectivamente (M}) si y sélo si A verifica esa propiedad. De ese modo obtendremos
condiciones necesarias para que (P("A,(A)), s} sea reflexivo, para n > p, completando

en cierto modo lo que se hacia en el Corolario 4.13 de la seccion anterior, en el que
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vimos que {P("A,(A)), ) siempre es reflexivo para n < p. En particular, I:;Odremos
obtener una generalizacién de un resultado debido a Dineen y Lindstrém, quienes han
probado recientemente que (P(*A,(A)), ) es un espacio reflexivo para cada n € N si
y sblo si A,(A) es un espacio de Montel. Con la técnica que emplearemos nosotros
va a ser posible obtener un resultado anélogo a ése, relacionando la tonelacién de los
espacios de polinomios n-homogéneos sobre A,(A) para cualquier n € N con que A,{A)
verifique la condicién de densidad. 1

En lo relacionado con el estudio de la distincion de productos tensorialesi de espa-
cios de Kothe, trabajos preliminares son los de Bonet-Diaz ([BoDi{]) y Diaz-Midarro
((DiMi]), donde aparece la siguiente

PROPOSICION 4.15 ([DiMi], Teorema 1.15). a) Sip=¢ =1, M(A)®X(B) es
distinguido st y sélo si ambos espacios lo son. '
b) Sip=1y1<q< oo, M(A)RA,(B) es distinguido si y sélo si M|
"

Montel o ambos espacios verifican la condicion de densidad.

1

A) es de
¢) 8il < p,g < o0, A{A)YDA(B) es distinguido si y sélo si i) alguno de los espacios

es de Montel o ii) ambos espacios tienen la condicion de densidad o iii) p > q—z—l

La técnica que vamos a utilizar necesita establecer la siguiente

DEFINICION 4.16. Sea A = (@m)men una matriz de Kothe sobre 7, éntonces,
(),

para r > 0, definiremos A{") como la matriz de Kdthe (al))men, siendo s = Gy ;

para cadam € Ny cada: € [. {

De modo inmediato se tiene que lo definido es una matriz de Kothe ya qué ag? >0
para cada i € I y (a{)),.en es una sucesién creciente de funciones. Ademads, va a
existir una fuerte relacién entre las matrices A v AU}, ya que una de estas matrices
verifica la condicién (D) si y sdlo si también lo hace la otra y ocurre algog analogo
sobre la propiedad (M), tal como se indica en la siguiente Observacién, cuya irinportan-
cia se va a poner de manifiesto después de haber establecido nuevos resultados sobre

complementacién en productos tensoriales de espacios escalonados de Kéthe.'

OBSERVACION 4.17. Si A es una matriz que no verifica (D), segin hemos ex-
puesto, existe una sucesién creciente J = (I )men de subconjuntos I, C I tales que
verifica las condiciones (N,J)} y {(M,J} de la Proposicién 3.13. Como :

-
a’m.i

|
o Omyg e
inf > 0 siysolosiinf—=>0

1€l ap 1&ln ak,i t
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¥
Ui m
. m,i - , .o ,
inf —= = 0 si y sélo si inf " =0,
i€ ly G 1€lo G’k,i

para cada eleccidén de enteros positivos n,m y k£ y cada r > 0 se tiene, en virtud de lo

expuesto antes, que A verifica (D) si y sélo si lo hace A,

Teniendo en cuenta cuando una matriz de Kothe verifica la propiedad (M), se tiene,
observando la Definicidén 4.1 y aplicando los mismos razonamientos que antes, que A
verifica (M) si y sélo si AU") verifica (M).

El resultado fundamental de esta seccidén nos indica como un espacio de Kothe de
orden 1 se puede considerar como subespacio complementado en un producto tensorial
de n espacios escalonados de Kothe de orden p < n. Dicho resultado se obtendra a
partir del

LEMA 4.18. Sea 1 < p < g < o0, entonces existe una inclusidn continua

7 M(A) o A(AB)
(zidier —  (Ti)ier-

DEMOSTRACION. El resultado que se presenta tiene un anédlogo para los espacios
de Banach ¢,, que se puede deducir de lo que aqui se presenta.

Sea (z;)ier € Ap(A), entonces, para cada m € N se tiene que ¥ |2;|Pam: < o0 o,
=4

1
equivalentemente, que (z;a}, ;)ier € ¢,. Procediendo ahora como en [K6t1], §14.8 (9),

se tlene que
1
(zia}, )ier € 4,

Y que

1 1
|(zicm dietlly < (ziel, )ierllps

L 1
lo que prueba que la inclusién canénica de £,(ak) en £,(ak) es continua.

1 P
El hecho de que (z:a}, ;)icr € £, para cada m € N implica que 3 |z:|%}; < o0
ie] '
para cada m € N, o, lo que es lo mismo, que {(z;)icr € /\q(A(%)). La continuidad de
la aplicacién se deriva de la continuidad de las inclusiones para los espacios £, y ¢,

asociados a cada peso. g
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!
TEOREMA 4.19. Sea 1 < p < o0 y consideremos un espacio de Kithe A, (A).
Entonces, para cada n € N fal que p < n se tiene que '

i

M (APY) es un subespacio complementado de & A, (A).

n,8,T

DEMOSTRACION. Denotaremos por e; al i-ésimo elemento de la base candnica
de A,(A), esto es, e; = (&i;)jer, donde §; ; es la delta de Kronecker.
Definamos entonces la aplicacion

i MAFY o & A 4)

(zikier +— Yzi®ei
ielron
Probaremos que la aplicacién j esta bien definida. Si (z;)ier € Al(A(g)) se tiene

que para cada m € N es Y |zi|al ; < oco. Para simplificar la notacién, denotaremos
134 '

por || - |ley(am) & la seminorma asociada a la m-ésima funcién de la matriz de Kéthe de
Ap(A) y utilizaremos una notacion analoga para designar las seminormas asociadas a
)\I(A(F)). Asi, si J es un subconjunto finito de /, se tiene que

8l I (S50 ) < el =

ieJ ed

n
4

= lzilah; < Ml(2ierlly, s
i€J
De este modo llegamos a que esta aplicacion j esta bien definida y que se trata de

una aplicacién continua.

Definamos ahora

It : /\‘p(A) — ’\I(A(%))

71,8 1

(e})ier® - @ (e})ier = (zb---a2lier’

extendiendo la aplicacién por linealidad a cualquier elemento de & Ap(A). De este

modo, si
T

b= Z(wf'l)iel @ e ® (mf'n)ieh

j=1 g

entonces



80 CAPITULO 4. POLINOMIOS DEFINIDOS SOBRE ESPACIOS ESCALONADOS

Para que la aplicacién esté correctamente definida debemos ver en primer lugar qué
ocurre con representaciones distintas de un mismo tensor. Consideremos, para cada
v € I, la aplicacién L; : A,(A)" — K, deﬁnida, por

a 1
Lz‘((ﬂ?})jeh R :( gel , Z (. )

s gEFy
Se tiene que L; € L;("A,(A)) v, sl
S @Mier @ @ (@ ier = Y@ )ier @ ® (a7 Yies
= 5 5 =1 5 s
resulta,
J, K . k,1 . . ’F)n
E iEf ® ‘@ ("’El )161' = (LL‘z )1E! @ @ (:L‘, )zGl
i=1 k=1
es decir,

T ) ) 3 k
E 21 In Z 1
T; - T = m,
i=1 k=1

para cada z € I, tal como deseabamos.

Para concluir que la aplicacién estd correctamente definida debemos tener en cuen-
ta finalmente que la imagen de un producto tensorial simétrico de elementos de A,(A)
" sea un elemento de )xl(A(%)), pero ese hecho es consecuencia inmediata de la desigual-
dad de Holder genera.lizada, ((KaAk], pg. 93), que indica que si py, ..., p, son nimeros
verificando pl—l +t s L =1,y (2Dier € £pyy-- -, (2M)icr € £, se tiene que la suce-

1

sién generalizada (31 I no es contable} producto (z} - -

;- 2zM)ier es un elemento de 4.

Al particularizar la desigualdad de Holder al caso que estamos considerando aplicare-
mos un razonamiento similar al utilizado en el Lema previo, para ello se consideraran

(2Mier, -, (2%)ier € Ay, con lo que fijado m € N se tiene que

1 L
(fu".}a;,s)ieh oo {ziag dier € & C by,

Utilizando la desigualdad de Hélder resulta

EETS

1
. 1
(z;a 'x?a;,i)éel €,

i

y ademas

1 L L 1
coaetal Nierlh < W wial dietlln - (2 el Dietll

L L
< ||(~"’3z1 ;,1)161”13 --||($?‘1£z,i)i61||p-
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Por tanto se tiene que ) *

(o} atad der € b,
para cada m € N, por lo que (a}---2P)er € J\I(A(ﬁ)), proporcionando las anteriores
desigualdades que

I(z} - - 2Pl garrey < Bl llptamy ((#1)ier ® - @ (@ Yier) -
Considerando ahora tensores arbitrarios en ® A,(A), por aplicacién de la desigualdad

triangular y tomando infimos en las representacones de los tensores, se concluye la

continuidad de la aplicacién I1, que se puede extender por continuidad a todo & A,(A).

Con todo esto tenemos una inclusion y una proyeccién continuas que ademads veri-
fican 1o j((z;)ier) = (2:)ies para cada (2;)ier € Al(A( )), dando esta ultima identidad
la complementacién buscada. ' O

Para el caso particular de los espacios de Banach £, se puede establecer una primera
aplicacion del resultado que se acaba de probar, obteniéndose los siguientes corolarios,
conocidos y utilizados cuando se trabaja con polinomios definidos sobre espamos de

Banach y que Dineen proporciona en [Din5], Corolario 4.

COROLARIO 4.20. Sean 1 < p< oo yn > p. Entonces

£, es un subespacio complementado de & £, }
70,8, 1

DEMOSTRACION. Sélo se debe tener en cuenta que 4, se puede considerar como
un espacio A,(A), donde la matriz A = (ap,;) verifica a,,; = 1 para cada eleccién de
meNeze [ d

COROLARIO 4.21. Sean 1 < p < o0 yn > p. Entonces

e €s un subespacio (complementado) de P("L,).

DEMOSTRACION. Se obtiene del corolario anterior pasando al espacioidual. [

OBSERVACION 4.22. 1) Obsérvese aqui que para determinar la continuidad de
la proyeccion Il es fundamental que sea n > p, para poder aplicar la demgualdad de
Hdélder generalizada.

2) Utilizando la misma técnica que se ha empleado en la prueba del Teorema 4.19,

se puede probar que A {A‘*’)} es un subespacio complementado de & A,(A) cuando
Tn 2 p. >
'
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Ahora estamos en condiciones de ofrecer ejemplos de espacios A, para los que el
producto tensorial simétrico n@ﬂ)\p es distinguido (resp. reflexivo) para algunos n € N
y no lo es para otros valores de n € N. Como aplicacién de los resultados validos para
productos tensoriales simétricos se estableceran resultados analogos para espacios de

polinomios homogéneos.

TEOREMA 4.23. Sea A una matriz de Kothe que no verifica la condicién (D) y
sea 1 < p < co. Entonces @ M, (A) es un espacio distinguido si y solo st n < p.

8,7

DEMOSTRACION. Sabemos que, independientemente de la matriz de Kothe A,
sin < pel espacio ® A,(A) es reflexivo, en virtud de lo afirmado en el Corolario 4.13.
T

Supongamos ahora que A no verifica (D). Entonces la matriz A% tampoco verifica

(D), como se indicé en su momento, pero acabamos de probar que, si n > p,

Al(A(%}) es un subespacio complementado de & A,(A).

,5,T

Como A'?) no verifica (D), el espacio A (A5 no es distinguido, con lo que @ A, (A)

n,8,T

tampoco puede serlo, por contener a )\1(14(%)) de modo complementado. O

COROLARIO 4.24. Sea A una matriz de Kothe que no verifica la condicién (D)
y sea 1 < p < co. Entonces @ A,(A) es un espacio distinguido si y sélo si n < p.
n,w

DEMOSTRACION. Por el Corolario 4.13 se tiene que si n < p, @ A,(A) es distin-
n,T

guido. Por otra parte, si n > p, se ha probado en el Teorema anterior que & A,(A4)

Sy

no es distinguido. Como ese espacio es un subespacio complementado de ® A, (A}, este

espacio no puede ser distinguido. O

Con estos resultados se pueden elaborar ejemplos de espacios de Fréchet para los
que se da la coincidencia de las topologias 7, y 7., sobre los polinomios homogéneos de
ciertos grados; dado que 7, es la topologia tonelada asociada a 7, cuando £ es metri-
zable, estas dos topologias coincidirdn sobre P(*FE) cuando (P("E), ) sea tonelado.
Mujica, en 1978 formula la pregunta de buscar condiciones sobre los espacios £ para
que (P("E), ) = (P("E), 7,) ([Mujl], Problema 15.6). Con el resultado que daremos
a continuacion vamos a conseguir ejemplos de espacios de Fréchet para los que se da
la coincidencia de esas topologias sobre los polinomios de cierto grado. Un poco mas

adelante determinaremos una clase de espacios para los que (P(*E),n) = (P("E), 7.)
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para cada n € N. Obsérvese que, gracias a los resultados sobre complementacién que se
han obtenido en el segundo capitulo de esta memoria, si 7, = 7, sobre P("E ) para un
cierto espacio localmente convexo F, entonces también va a ser 7, = 7, sobre P("FE)
para cada entero positivo m < n (y ocurre algo andlogo con la coincidencia de las otras
topologias utilizadas). Por tanto, si no es cierto que 7, = 7, sobre P("£) para cada
n € N, ha de existir m € N tal que 7, = 7, en P("E) para cadan < my 7 # 7, en
P("E) para cada n > m. Recordamos que las matrices de Kothe A que consideramos
estan definidas sobre un conjunto numerable I de indices, aunque no se especifique,

dado que vamos a necesitar que los espacios A, {A) que se consideran verifiquen las

propiedades (BB), y (BB), ;.

COROLARIO 4.25. Sea A una matriz de Kothe definida sobre un conjunto nu-
merable I y supongamos que A no verifica la condicion (D) y 1 < p < co. Entonces

a) (P("A,(A)), ) es tonelado si y sélo sin < p.
b) (L("A,(A)), ) es tonelado si y sélo sin < p.

DEMOSTRACION. a) Es suficiente recordar que A,(A) posee la propiedad (B B),, ,
para cada n € N, puesto que / es numerable ([Din2], Proposicién 6), por jlo que se
da la coincidencia de las topologias 7, y 8 sobre P("A,(A}). Asi, (P("A,(A)),7s) es
tonelado si y sdlo si n@w'\j"(A) es distinguido.

b} Se prueba de modo andlogo al apartado anterior, definiendo la topologf‘la B sobre

L{"),(A)) como la que tiene como dual fuerte de @ A,(A) y la topologia 7, como la de

la convergencia uniforme sobre los acotados de A,(A)™. , O

COROLARIO 4.26. Sea M ,(A) un espacio escalonado de Kothe, con 1 < p < oo.
Entonces I

a) (P("A,(A)), 1) es tonelado para cada n € N si y sélo si A verifica la lcondicién

(D).

b) (L{"A,(A)), ) es tonelado para cada n € N s1 y sélo si A verifica la condicidn
(D). '

DEMOSTRACION. a) Si A verifica (D), entonces A,(A) tiene la condicién de den-
sidad de Heinrich (Proposicién 3.13) y como verifica la propiedad (BB),, se tiene que
® Ap(A) verifica la condicién de densidad para cada n € N ([Din2], Proposicién 7),

n,8,7

1
luego este producto tensorial es distinguido y, por tanto, (P(*A,(A)), ) tonelado.

1
i
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Si A no verifica (D), se ha probado antes que tomando n > p resulta que el espacio
(P(*Ap(A)), ) no es tonelado.

b) Se obtiene de modo anédlogo a como se ha obtenido a). a

Es bien conocido que la reflexividad implica la tonelacién, por lo que en ocasiones
es itil estudiar la reflexividad de los espacios de polinomios para determinar la coinci-
dencia de las topologias fuerte y portada de Nachbin. En el caso que nos ocupa, que
es el de los espacios escalonados de Kothe, hemos podido obtener el siguiente

TEOREMA 4.27. Sea A una mairiz de Kéthe (definida sobre un conjunto nu-
merable [) que no verifica la condicion (M) y sea 1 < p < co. Entonces las siguientes

afirmaciones son equivalentes:

1)n <p.

2) ®/\p es reflexzivo.

3) ?E(n)‘p):ﬁ) es reflezivo.
4) @ )\, es reflexivo.

3) T(ng(rn/\p),ﬁ) es reflexivo.

DEMOSTRACION. El Corolario 4.13 nos prueba

M=), \)=06), )= 1), 1)=(5)

Por otra parte, es claro que
(2) & (3), (4) & (5) y que (2) = (4),

con lo que habremos terminado si probamos, por ejemplo, que {4) implica (1) y esto
es asl.

En efecto, si n > p se tiene que A;(A'7)) es un subespacio complementado de
® A,(A), pero si A era una matriz que no verificaba (M), tampoco verifica esa condi-

1,8,7

cién A{?), por lo que AI(A(%)) contiene un subespacio complementado isomorfo al
espacio de Banach ¢; (véase la Observacién 4.3). De todo esto resulta que #; se puede
considerar como un subespacio complementado de @ A,(A), por lo que este espacio

TL,8,M
no puede ser reflexive. 0

Utilizando dualidad se puede llegar a probar un resultado obtenido por Dineen
y Lindstrém utilizando técnicas diferentes. Fste serd nuestro Corolario 4.28, que se
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va a deducir de otros resultados sobre reflexividad de productos tensoriales de espa-
|
cios escalonados de Kothe, que se obtienen del mismo modo que los resultados sobre

tonelacién, utilizando en este caso el caracter de Montel en lugar de la condicién de
|

densidad.

COROLARIO 4.28. Sea A,(A) un espacio escalonado de Kothe, con 1 <p< oo.
Entonces (P("A,(A)), 1) es reflezivo para cadan € N st y sdlo si A verifica la condicion

(M). 4

DEMOSTRACION. Es claro que si A verifica (M) se tiene que (P("A,(A)), 7s)
es un espacio reflexivo para cada n € N, puesto que sobre P("A,(4)) coinciden las
topologias By 7 y (P("A;(A)), B) es el dual fuerte de un espacio de Fréchet Montel
([AnPo2, Din2]}. ;

Por otra parte, si A no verifica (M) y se elige n > p, se acaba de ver que el espacio
(P{"X,(A)), 75) no es reflexivo. | C






CAPITULO 5

Espacios escalonados Ax(A)

Los espacios de sucesiones X-Kothe son una clase de espacios de Fréchet que generaliza
ala clase de los espacios escalonados de Kéthe A,(A) con los que hemos trabajado en los
capitulos anteriores. Estos espacios de sucesiones X-Kothe ya han sido utilizados para
generar ejemplos y contraejemplos en la teoria de productos tensoriales topoldgicos y
en holomorfia de dimension infinita. Ello es debido a que esta clase de espacios heredan
algunas buenas propiedades de los espacios de Banach X que se utilizan en la definicién
de los mismos, y también mantienen otras buenas propiedades, que son dependientes
unicamente de la matriz de Kothe A asociada al espacio, de modo simila:r a como
ocurria con los espacios A,. Bellenot define los espacios X-Kéthe, obteniendo algunas
de sus propiedades en [Bell]. Aqui se expondra en las primeras secciones del capitulo
un estudio parecido, en cierto modo, al realizado por Bellenot, ya que se deter!minaré.n,
por ejemplo, ciertas nuevas propiedades que verifican los espacios X-Kdthe que son de
Montel; pero abordaremos este estudio desde un punto de vista similar al que Bierstedt
Meise y Summers sugieren en [BMS]| para el tratamiento de los espacios )«p y que se

ha indicado en el capitulo anterior. :

Merece la pena destacar dos referencias importantes donde se utilizan los espacios
escalonados de Kothe como fuente de ejemplos dentro de la teoria de productos ten-
soriales y holomorfia. Taskinen prueba en [Tasl| que si E es un espacio de Fréchet
perteneciente a la clase de los espacios escalonados X-Kothe, entonces el par (E, F)
verifica la propiedad (B B) para cada espacio de Banach F. Dineen generaliza el trabajo
de Taskinen en [Din2] y, a partir de las propiedades de los productos tensoriales de
los espacios que él considera, consigue ejemplos de espacios de Fréchet que verifican la

propiedad (BB), para cada entero positivo n, entre los que se encuentran los espacios

87
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X-Kothe, obteniendo asi nuevos ejemplos de espacios de Fréchet £ que no son de
Schwartz y para los que coinciden las topologias 7o y 7, sobre H({/}, siendo U un
abierto equilibrado de £, con lo que se di6 un paso mas en el estudio de la coincidencia

de estas dos topologias.

Dado que la definicién de los espacios X-Kothe recuerda bastante a la de los espa-
cios escalonados de Kothe usuales y que ambas clases de espacios verifican propiedades
comunes, como por ejemplo la Propiedad (BB),, se va a realizar un estudio mas pro-
fundo de estos espacios para generalizar cuestiones ya conocidas para los espacios Ay,
tales como la caracterizacion de los espacios de este tipo que son de Montel, o que
cumplen la condicién de densidad, en funcién de su matriz de Kéthe A, tal como se
hacia para los espacios A,. Hemos abordado ese estudio, con el objeto de utilizar es-
tos resultados conseguidos para poner de manifiesto diferencias y analogias de estos
espacios con los espacios escalonados de Kdthe usuales, proporcionando ademas algan
ejemplo interesante en la teoria de espacios de Fréchet, relacionado con algunos resul-
tados que se han expuesto con anterioridad en esta memoria. Daremos el ejemplo de
un espacio E, que no verifica la condicién de densidad (y, por tanto, no es de Banach
ni de Montel), para el que se tiene que el espacio (P("E), ) es un espacio reflexivo
para cada n. Este ejemplo utilizara el espacio original de Tsirelson TV, para el que es
conocido que P("T") es un espacio reflexivo para cada n € N ([AAD)]). Hasta el mo-
mento, los inicos ejemplos conocidos de espacio E para los que (P("E), 1) es reflexivo
para cada entero positivo n vy £ no es de Banach ni de Montel son la clase de ejemplos
que se pueden construir a partir de resultados de Boyd {[Boy]), pero los ejemplos que
Boyd considera verifican la condicidn de densidad, con lo que nuestro ejemplo aporta

nueva informacion acerca de la reflexividad en espacios de polinomios.
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1. Propiedades bésicas de los espacios Ax(A)

Comenzaremos proporcionando las definiciones y notaciones basicas que Ise van a
utilizar repetidamente en lo que sigue. Los espacios que se van a definir van a estar
fuertemente relacionados con los espacios escalonados de Kothe que aparecian en los
capitulos anteriores de esta memoria. En todo lo que sigue, || - || representara la norma

del espacio de Banach X que se esté considerando en cada momento.
|

DEFINICION 5.1. Sea X un espacio de Banach con una base {e,}%2, y sea a =
(@n)nen una sucesién de escalares. Definamos entonces el espacio normado

a = {(a:n)nem eCV: Z GpZyn€n € X} ,

|
|
i

n=1
donde la norma que se considera en él, || - ||,, viene definida del siguiente modo:
(27)nen € X,, entonces _
oC '
1
I(zn)nenlla = | 3 Gnnen |
n=1

OBSERVACION 5.2. Cuando @ = (@, )nen €5 una sucesién de nimeros positivos,
X es isométricamente isomorfo a X, (éste es un resultado andlogo al que se obtiene en

[BMS], tras la Definicién 1.1). .

En efecto, la aplicacién
Ja: Xa —* X
o0
(-Tn)nEN s Zanxnen

es una isometria entre X, y X. |
Siguiendo a Bellenot, y utilizando estos espacios de Banach X,, se puede dar la
definicion de un espacio de sucesiones X-Kothe, corno un limite proyectlvo de los

espacios de Banach X,, tal como se recoge en la siguiente

DEFINICION 5.3 ([Bell], Seccién 1). Sean X un espacio de Banach, {en}n_1 una
base de X y A una matriz de Kothe sobre N. Se dice que

Ax(A) = {3; = (Zp)nen € CcN. Z UmnZnen € X para cada m € N}

n=1

es un espacio de sucesiones X —Kdthe (con X como espacio base}.
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A Ax(A) se le proporciona una estructura de espacio de Fréchet cuando se le dola

de la topologia definida por el sistema de seminormas {|| - lla,. }men, donde

o0
||($R)REN”am = Z Iy nTntn
n=1

OBSERVACION 5.4. Los espacios A, que se estudiaban en los capitulos anteriores
se pueden considerar como un caso particular de esta teoria, ya que si A es una matriz
de Kéthe, el espacio de tipo X-Kothe Ay (A) es precisamente el espacio A,(AP), siendo
la matriz A} del modo descrito en la Definicién 4.16. De hecho, Valdivia en [Val],
2.3.1.1, define los espacios escalonados A,(A) como Ay, (A).

Los espacios de sucesiones £, poseen una base 1-incondicional, que es un tipo de base
de Schauder que goza de buenas propiedades. Va a ser interesante para lo que haremos
después considerar espacios de Banach X que posean una base 1-incondicional. Por
ello, a partir de aqui los espacios de Banach X que consideremos para definir espacios
X-Kothe seran espacios de Banach con una base 1-incondicional. Recordemos entonces
lo que debe verificar una base de un espacio de Banach X para que sea una base 1-

incondicional.

DEFINICION 5.5. Una base incondicional {e,}.en de un espacio de Banach X
sobre € se dice que es una base I-incondicional si para cada z = 3 00, xz4en € X y

cada sucesién de niimeros complejos (8,)52, con |#,] <1 para cada n € N, se tiene

o] o0
Y bntae, > Znen
n=1

n=]

<

OBSERVACION 5.6. Cuando X es un espacio de Banach con base 1-incondicional,
la base candnica de Ax(A) es una base incondicional que ademas verifica otras buenas
propiedades. Bajo estas condiciones, los resultados que se enunciaban en la Obser-
vacion 3.4, validos para espacios A, son también vélidos para espacios escalonados
X-Kothe. Aqui sélo mencionaremos que A x (A) verifica la propiedad (BB), s para ca-
da n € N, independientemente de la matriz de Kéthe A que se considere, puesto que

se va a utllizar mas adelante.

Se pueden establecer algunas definiciones paralelas en el caso de los espacios de
sucesiones de Kothe usuales y los espacios X-Kothe. Por ejemplo, se puede extender

la definicién de subespacio seccional {3.5) a este contexto:
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DEFINICION 5.7. Sea Ax(A) un espacio X-Kothe y J un subconjunto de N. Al

subespacio de Ax(A) !

M (AL = {(2n)neN € Ax(A) 1z, =0sin g J}

se le llama subespacio seccional.

Como ocurria en el caso de los espacios A,, todo subespacio seccional deI Ax esta
complementado en Ax(A). Ademads, si {e,}nen €s una base 1-incondicional de X y se
considera una subsucesién suya {e, }nes, entonces Y = [{e, : n € J}] es un subespacio
complementado de X tal que Ay(B) es trivialmente isomorfo al subespacio seccional

X% (A), donde B es la matriz de Kéthe B = (@m ), - .

neJ
También de modo analogo a como ocurria con los espacios Ay, se puede considerar
Ax(A) como un limite proyectivo reducido de espacios de Banach, tal como se expresa
en la siguiente .
i
PROPOSICION 5.8. Sean A = (am)meN una matriz de Kéthe sobre N y X un
espacio de Banach con una base I-incondicional {e,}5%,. Entonces 1

Ax(A) = limX,,,

m

y este limite proyectivo es un limite reducido.
DEMOSTRACION. Comprobar que Ax(A) = limX,,, es inmediato, por la propia
m
definicién de Ax(A) y de su topologia. Para probar que el limite es reducido, consi-

n) |
deraremos para cada n € N el vector u, = (0,0,...,1,0,...) € Ax(A), esto es, la
sucesién cuyos términos son todos 0 excepto el n-ésimo, que es 1.

Considerando la inclusién

ax(4) = X

am

(Zn)neN = (Zn)nen

ta

m

n}

se tiene que u, = (0,0,...,1,0,...) € X,,, para cadan € Ny cada m € N, de donde
tam(Ax(A)) D [{un : m € N}],

¥, por tanto, que

tam(Ax(A)) D [{un :n € N}] = Xo, |
con lo que ¢4, (Ax(A)) es denso en X, y eso indica precisamente que el limite proyec-
O

tivo utilizado es un limite reducido.
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La prueba que se acaba de realizar es vilida para cualquier espacio de Banach X con
base l-incondicional. Sin embargo, cuando X es un espacio reflexivo se puede obtener
el mismo resultado de un modo mas simple. En efecto, si X es reflexivo, se tiene de
forma trivial que X,,, también lo es ya que ambos espacios son isomorfos. A partir de
este hecho se puede llegar a que el limite proyectivo que se utiliza en la definicion de
Ax es un limite reducido utilizande la siguiente Propesicion, que se obtiene a partir
de resultados que Komatsu obtiene sobre limites proyectivos e inductivos localmente

compactos:

PrOPOSICION 5.9 ([Kom], Lema 1 y Teorema 1). Sea (X;);en una sucesion de

espacios de Banach reflexivos. Entonces imX; es un espacio de Fréchet reflexivo.
b

A continuacién haremos un estudic un poco mas detallado de los espacios Ax(A),
que sigue las mismas lineas marcadas en [BMS] del conocido para los espacios A,(A}).
Estudiaremos un poco mas adelante cuando Ax(A) verifica la condicién de densidad o
Ax (A) es un espacio de Montel, viendo que estas propiedades dependen tinicamente de
la matriz de Kothe A. Para ello es necesario dar una descripcion suficientemente céomoda
del dual de Ax(A)} de un modo parecido a como Bierstedt, Meise y Summers tratan,
en [BMS], la dualidad entre los espacios A,{A} de Kéthe. Aqui vamos a desarrollar
un estudio sobre la dualidad existente entre los espacios Ax(A) y Ax+(A), en un marco
que abarca el caso conocido para los espacios A, con 1 < p < oo.

Los espacios coescalonados se definen para describir el dual de un espacio escalo-
nado. Por ello, definiremos otro tipo de espacios coescalonados que desempenaran en
la teoria de dualidad de espacios X-Kothe un papel parecido al que desemperiaban los

espacios K, en la teoria usual sobre espacios escalonados de Kothe.

DEFINICION 5.10. Sea Ax(A) un espacio X-Kathe y consideremos V y V como
habitualmente (Definicién 3.6). Entonces definiremos los espacios coescalonados kx (V)
y Kx(V), del modo siguiente

a.) kx(V) = ﬁ_I)I‘lXUm.
b) Kx (V) = imX5.

U

OBSERVACION 5.11. Para lo que vamos a hacer después, es interesante estable-
cer algunas propiedades que verifican los conjuntos V y V. Recordemos que

V = {v,, : m € N},
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1 |

Tmn

s51endo U, = (Umn)neN CON Upp =
V = {9 = (Un)nen : Un > 0 para cada n € N,sup @, .0, < co para cada m € N}.
neEN
Con esta definicién, cada v € V resulta ser una sucesién de nidmeros estrictamente
positivos, aunque esto no ocurre con los o € V. En efecto, cada sucesion p = (py )nen
con un numero finito de términos no nulos verifica g € V, puesto que
SUD @y pfbn = MAX G pfly, < 00 para cada m € N, |
neN ' na<N ’ |

donde N € N se elige de modo que g, =0sin > N.

Cuando se considera una matriz de Kothe definida sobre un conjunto arbitrario
de indices I (el caso que se consideraba en los capitulos anteriores), no siempre existe
un ¥ € V que es estrictamente positivo. Pero en el caso que nos ocupa; cuando
consideramos la matriz de Kéthe definida sobre N, siempre existen elementos positivos
en ¥. Ademas, en lo que sigue va a ser necesario utilizar algunos ¥ € V estrictamente
positivos construidos de acuerdo con el siguiente procedimiento:

Fijemos una sucesién (Rg)gen de nimeros positivos y definamos

Up = min{Rpvp, : 1 <k < n}

|

. e, _ . S . |

Se tiene que la sucesidn ¥ = (U, )nen verifica © € V. En efecto, si m,n € N, m < n es
am,nﬁn S am,anvm,n = R'mg

con lo que

SUP GmnTn < max{ Bm, Max{@mnty : 1 <n <m}} < oo,
neN

resultando finalmente que 7 € V.

Es conocido que cuando 1 € p < 00, el limite inductivo que se utiliza en la definicion
de %,(V) es regular ((BMS]). A nosotros nos interesard que el limite inductivo que
aparece en la definicién del espacio kx (V) sea también un limite inductivo regular, y
cuando X es un espacio de Banach reflexivo eso se consigue utilizando la teoria de
Komatsu.

PROPOSICION 5.12 ([Kom)], Lema 1 y Teorema 6). Sea (X;);en una sucesion
de espacios de Banach reflexivos. Entonces limX; es un espacio (DF) completo y

i .
reflexivo. Ademds, para cada acotedo B de limX; eziste un indice k tal que B estd

1
acotado en Ky, por lo que se trata de un limite inductivo regular.
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Volviendo de nuevo a utilizar razonamientos similares a los que usan Bierstedt,
Meise y Summers en [BMS], vamos a probar que los espacios kx(V) y Kx(V) son
coincidentes. Este hecho va a ser ttil en la descripcién del espacio dual de Ax(A).
Necesitaremos para ello trabajar con una base acotadamente completa; dado que este
concepto estd relacionado con el de base reductora, que se va a utihizar mas adelante,

recordamos aqui ambas definiciones:

DEFINICION 5.13. a) Se dice que una base {e,}52, de un espacio de Banach X
es una base reductora si lim ||z’|, = 0 para cada z’ € X', siendo ||z||, la norma de 2’
n—0od

cuando se considera restringida a [ex : & > n].

b) Se dice que una base {e,}3, de un espacio de Banach X es una base acotada-

mente completa si para cada sucesién de escalares (a,).en para la que

{3 e nen]

kel

es un conjunto acotado, entonces existe el limite

n
Iim aQrer.

PROPOSICION 5.14. Sea X un espacio de Banach con una base I-incondicional
acotadamente completa. Fntonces los espacios kxy y Ky son iguales algebraicamente e

isomorfos topolégicamente, y, por tanto, se trata del mismo espacio.

DEMOSTRACION. Supongamos que {e, 22, es la base a la que se hace referencia
en el enunciado. Sea z € Kx. Queremos probar que para algin m € Nes z € X,
con lo que se tendra que Ky C ky como conjuntos. Supongamos que esto no es asi,
es decir, que no existe ningin m € N tal que z € X,,,. Como la base es acotadamente

completa, lo que se acaba de indicar es equivalente a decir que para cada m € N el

N
Z Um,ndntq
n=1

no esté acotado. Por esta razén, y por ser {€,}2%, una base l-incondicional, existe una

conjunto

:NEN}

sucesién creciente (N )ren de nimeros naturales, para la que se verifica

N
Z VmnTnta| = M.
n=1
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Ademads podemos suponer que la sucesién (Ni)zen €s una sucesién estrictamente cre-
ciente puesto que {e, }nen €s una base l-incondicional.

Fijada la sucesién (Ng)ien en esas condiciones, se define la sucesién de nimeros
reales positivos ¥ = (U, )aen por

|
i
. i
Un = Uk, 81 Npo1 < n < N ‘

Se tiene que la sucesién ¢ que acabamos de definir verifica v € V. En efecto, fijemos
m € N; entonces, para n € N es
am,nﬁn = m,nlkn

para un cierto & € N verificando que Ny_y < n < Ny. Por ser (v;);en una sucesién de

funciones en N decreciente, se tiene que si k¥ > m queda
CmnUkn < Grmalma = 1.
Por otra parte, el conjunto
{@mnvin  k <my Ny <n < N} J

. . , . !
es un conjunto finito, por lo que esta acotado superiormente, con lo que obtenemos

finalmente que
Uy < max {1, max{a, vk, k <my Ny <n < Ni}}

para cada m € Ny cada n € N, con lo que se concluye que v € V. |

al definir la matriz de Kothe, se tiene que

Up 2 U

Por esta razdn, y porque {e,}52, es una base 1l-incondicional, resulta

N Nm
Z UnZntn Z U n&n€n
n=1 n=1

lo que contradice la suposicién z € Ky que habiamos establecido al principio. Conse-

> > m,

cuentemente debe existir un m € N para el que se tenga = € X,,,. Como kx = lim X,

se tiene que z € ky y con ello llegamos a probar finalmente que

Kx C kx. |
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Para probar ahora que kx C Kx y asi terminar de probar la igualdad de estos dos

conjuntos, tomemos m € N, z € X,,, y # € V. Se verifica

o0
E Tplptn

rn=1

[s ] f)n
E Lp—Umntn
=1 'U'm.,n

o0

§ : ZpVUmmntn

< {sup am,nﬁn)
neN n=1

= (SUP am,nﬁn) ||$|onm < 00,
nEN

lo que indica que X, C X;. Ademas, las desigualdades anteriores prueban que la

inclusién canénica de X, en X3 es una aplicacidén continua.

Como para cada z € kx(V), existe un m € N tal que 2 € X, ,, en virtud de lo
probado, se tiene que kx{(V) C X; para cada o € V y, por ello, que kx (V) C Kx(V).
Recordando la definicién de Ky (V) como un limite proyectivo y la de kx (V) como un
limite inductivo, asf como que para cada m € Ny cada © € V la inclusién canénica de
X,.. en X5 es una aplicacién continua, se tiene que la inclusién canénica de kx (V') en

Kx(V) es también una aplicacién continua.

Ahora se probara que estos espacios son ademas isomorfos topolégicamente.
La continuidad de la inclusion de kx en K x es consecuencia de la continuidad de
las aplicaciones de inclusién candnicas definidas entre X, y Xz, para cada m € Ny

cada 7 € V, que ya habia sido probada con anterioridad.

Para probar la continuidad de la aplicacién inversa de ésta, consideraremos un
entorno U de 0 en ky, que, por ser kx un limite inductivo de espacios de Banach,
podemos pensar que es de la forma

U = f‘( U meXu,-.—.)?

meN

donde (pm)men s una sucesién de nimeros reales positivos. Definamos, para cada
m €N

m

2m
oy, = max {max{am,n :1 <n <m}, V} .
Una vez definida la sucesion (o, )men podemos considerar, para cada n € N,

Up = min{apvmy, : 1 <m < n},
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lo que define una sucesién ¥ = (¥, )nen. Para cada n € N elijamos cualquiera de los
valores m, con 1 < m < n, donde se alcanza el minimo anterior y llamémosle j,, con

lo que queda definida una sucesién (jn )nen con la propiedad de que !

ISjnSn :

Up = O, Vjum = mm{amvmm : 1 < m < n},

para cadam € Ncon 1 <m < n.
Gracias a la definicién de ¥ y a la Observacién 5.11, se tiene que 5 € V.
Fijemos entonces z = (,)qen tal que z, = 0si n > N, para algin N € N y tal que
llz|lz < 1. Teniendo en cuenta lo expuesto antes, se obtiene ‘

N .
Z Vi, nTalnll = Z TnZnen|| = ||z, - :
n=1 neN

i

Con el objeto de concluir la prueba definimos, para cada m € N, la sucesién (de

sucesiones) (gm)men C Xz, donde g = (gm . )nen viene dada por I

Cm Py sljn=m

mn = ..

0, si jn # ™

(obsérvese que cada sucesion g, = 0 si n > N, con lo que tiene sélo un nimero finito
de términos no nulos).

Entonces,

o0
”gm”um = Z Umnldm,ntn

nw=1

N
= Z U, nGmntn
n=1

= Z vjn,ngjn,nen

In=m

n<iN

= Z Vi n¥mPmTntn |
jn:m

n<N
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N
< Pm Z Um,namwnen)l
n=1
= Pm H:B“ﬁ
< P
Ademas, si n > N se tiene que
N
1
Z gm,n =g = 0
m=1 Qo

y, 81 n < N, se tiene que gp,n, = 0 si m # j,, con lo que

Yo 1
Z Gnn = —— Q4umn = Tn

m=1 ampm ajnpjn

con lo que es claro que

Como

se tiene que

De este modo, si ¥ = (y,)nen € Kx N By, se tiene que y € kx, puesto que hablamos
probado que kx y Kx, como conjuntos, eran iguales. Como y € ky, tiene que existir
m € N tal que y € X,,, entonces, definiendo y" = (yV),en por

N Yn sin S Na
Yp = ,
0 sin>N
se tiene que
Ily - yN”‘Um = Z YnVm nbn| »
n=N+41
con lo que
lim " =y

N—oo
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en X, y, por lo tanto, en kx(V). Ademas, por lo expuesto anteriormente, y¥ € U

para cada N € N. Como U es un conjunto cerrado en kx, se tiene que {
. N
V=Y €Y !
con lo que resulta finalmente que
{zeKx:|lz|, <1} C U,

siendo asi la topologia candnica en ky (la topologia inductiva) mas fina que la candnica

en Kx (la topologia proyectiva), lo cual nos permite concluir la prueba del resultado.
|

Ya se ha comentado que trabajaremos principalmente con espacios de Banach re-
flexivos, aunque en algunos casos no es necesario imponer esa condicién sino alguna
un poco mas débil. Es un hecho conocido (véase ([Die], Capitulo V) que un espacio
de Banach con base es reflexivo si y sélo si ésta es reductora y acotadamente comple-
ta. Cuando una base incondicional no es reductora, el espacio X contiene una copia de
£, y cuando no es acotadamente completa, X contiene una copia de ¢y. De este modo,
si X es un espacio de Banach con base incondicional, es reflexivo si y sdlo si no con-
tiene copias de ¢y o ¢;. Espacios del tipo de los espacios kx (V) y Kx(V) que acabamos
de definir, nos van a servir para poder dar una descripcion algebraica sencilla del dual
topologico de Ay donde X es un espacio de Banach con una base 1-incondicional a la

que ademas vamos a imponer la condicién de ser reductora.

En lo sucesivo, siempre que se hable del dual X’ del espacio de Banach X, se
supondra que X' esta dotado de la topologia inducida por la norma candnica.en él. Es
conocido que si {e,}nen €s una base reductora incondicional de X, entonces {e’ }nen
es una base incondicional de X', pero para poder obtener los resultados en nuestro
contexto es necesario establecer un lema previo sobre la constante de incondicionalidad
I
de esta base. '

LEMA 5.15. Sea X un espacio de Banach, supongamos que {e,}>, es una base
reductora 1-incondicional de X y denotemos por {e)}$2 | a la sucesién de funcionales
asoctados. Entonces {€,}52, es una base I-incondicional de X', el dual del espacio de

Banach X para la topologia inducida por la norma en X'.

DEMOSTRACION. Bajo estas hipdtesis, que {e’ }°2, es una base incondicional de
X', el dual topolégico de X, es un hecho bien conocido ([Jam], Teorema 3). Lo tinico
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que mostraremos aqui es que la constante de incondicionalidad de esa base es también
1. Para ello tomemos sucesiones de nimeros complejos {y, bnen ¥ {fn }nen con |6,] <1

para cada n € N, y elijamos también N € N, entonces

N N s3]
(X_; Ynne,,)(x) (Z_:l ynﬁne;)(z Tntn)

n=1

N N N oo
= Zyngnmn = Zyn(f}nﬂ?n) = (Z yne;)(z gnmnen) S
n=1 n=1 n=1 n=1
N o0 N
SIS ynell 13 Onznenl| <UD ynel| Izl
n=1 n=1 n=1
e
para cada z = Zmnen € X, luego
n=1
N N
Z ynane; < E ynefn
n=1 n=1
y asf {e/ }2°, es una base incondicional de X’ cuya constante de incondicionalidad es
1. O

PROPOSICION 5.16. Sean X un espacio de Banach, {e, }nen una base reductora

I-incondicional de X y a = (an)neN una sucesion de nimeros positivos. Entonces
(Xa)’ = (Xf)éa

donde % represente a la sucesion cuyo término n-ésimo viene dado por (%)n = —.

DEMOSTRACION. Sabemos que los espacios de Banach X y X, son isomorfos

(Observacién 5.2) por medio del isomorfismo j, : X, — X. Entonces la aplicacién

transpuesta 7, : X' — (X,) es un isomorfismo entre esos espacios. Ademds nos
(=]

muestra que y € (X, ) siy sélo si existe y° = D> _yhe, € X’ tal que y = j’(y°). Asi, si
=1

z = (Zy)neny € X, se tiene que
(o]
y(z) = ¥°(Jul2)) = D_Yn2ntn,
n=1

luego el dual de X, puede identificarse con las sucesiones de la forma (ylan, nen que

o0
. 7 . . .
verifican E yoel € X', y estas sucesiones son precisamente las sucesiones (i )nen €
n=1

(X")a. .

@
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COROLARIO 5.17. Sean X un espacio de Banach y {e,}5L, una base reductora
[-incondicional de X. Entonces se tiene la siguiente identidad entre espacios vectoria-
1

les.' I

(Ax(4)) = kx:(V),

independientemente de la matriz de Kdthe A (y del conjunto asociado V).

i

DEMOSTRACION. Basta tener en cuenta la Proposicién 5.16, la propia definicién
de Ay y kx y la Proposicién 8.8.7 de [Jar|, que describe el dual de un limite proyectivo
en términos de un limite inductivo. Asi conseguimos

() = (fmXe, )’ = liny(Xa,)' = hm(X'),..
T T m
Ademés, la dualidad existente entre estos dos espacios viene dada de 1ai siguiente

manera: si & = (Zn)neN € Ax(A) e ¥y = (Yn)nen € kx:(V), se tiene que !

(2,9) = D Taln '

n=1 :

O

La iltima identidad que hemos establecido entre espacios vectoriales es una iden-
tidad puramente algebraica, ya que no se ha especificado ninguna topologia para esos
espacios duales, pero la identidad topologica andloga permanece siendo vélida cuando
dotamos a {Ax)" de la topologia fuerte y consideramos en X' la topologia de la nor-
ma. Estos resultados los vamos a establecer a continuacion, pero primero debemos

caracterizar los acotados de Ax. !

PROPOSICION 5.18. Sea X un espacio de Banach y sea {e,}nen una base I-
incondicional de X que ademds es acoladamente completa. Entonces B C Ay es un
conjunto acotado si y sélo si existe b € V estrictamente positivo tal que B C Bx -

DEMOSTRACION. Probemos, en primer lugar, la necesidad de la condicién. Si B
es un acotado de Ax, se puede suponer que existe una sucesién (M, )men dé nimeros

positivos tales que

B={y € Ax:|yll,, <M, paracada m € N}.
Con el propésito de conseguir & € V tal que B C Bx,,,, definamos la suc:esién v =

i
(Tn)nen por

9, = min{2™"' M,,vmn 1 1 <m < n}.
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Segiin la Observacién 5.11, se tiene que b € V y los factores M, y 2™} que aparecen

en la definicion de @, se introducen con el abjeto de llegar a que B es un subconjunto

de By, ‘
A continuacidn, elijamos para cada n € N un 3, € N, verificando que 1 < j, <ny
Qj"Jrlenv_,:mn < QmHvamm para cadam € Ncon 1 <m < n.
(para esa eleccién de j, se tiene que
Uy = 2j“+1Mjan-mn).
Asi se tiene que

. B =g, oiatlpar o gintlag
Qjpnn = G5 a2 M 5, 0 = 2" M,

con lo que
a’jnin — i
PntIM,,
y siy € B, para cada N € N por ser {e,},en una base 1-incondicional,
N
1 aJn:
?;y”z‘;n = Ey"m M,

pero, como para cada n € N con n < N existe un tinico m € N, m < N para el que

Jn = m, se tiene que

N a
Jna Jn, Tt
= - c
Z  In i p I Dy T
m=1 Jn=m J
n<iN
N

m=1 Fn=m
n<N
Moo
= om+1 pf Y. Ynlmnln
m=1 Jn=m
n<N
N 1
= om+1 f D Ynllmpen
m=1 Jn=m
n<N
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—

m

3
il
—

|
)=
=

—

3
il
)

|
NE

T

Tz

S

N
—

NE

<

A
B

2m+1

—

1 i
|
A partir de aqui, utilizando que la base {e, }nen €s acotadamente completa, resulta que

siy € B, se tiene que ||y||1/§§1 y B C Bx,,,- ‘
t

La prueba de la suficiencia de la condicién es més sencilla: si fijamos's € V y

m € N, haciendo M,, = sup Unanm,, resulta para y € BXl/a

neN
Zam,nynen = Zam,nﬁnyn__en '
n=1 n=1 Un !
o0 1 |
S ZMm"‘-—)nyn,_en
n=1 Un
5 Mm: i
con lo que me es un conjunto acotado de Ay. : [m|

|
1
Ya podemos establecer la igualdad topoldgica entre (Ax )’ y Kx+, cuandd dotamos
al espacio dual de la topologia fuerte, tal como se refleja en el siguiente

COROLARIO 5.19. Sea X un espacio de Banach reflexivo con base I-incondi-
cional. Entonces:
1) () = Kxe(V), g
2) (Kx(V))g = Ax:(A), |

donde se consideran las topologias usuales para espacios escalonados y coescalonados.

DEMOSTRACION. Por ser X un espacio reflexivo con base 1-incondicional, ésta
ha de ser reductora y acotadamente completa ([Die]), con lo que se pueden aplicar los
resultados anteriores. !

1) Por la Proposicién 5.18, {Bx,, : ¥ € V, © es estrictamente positi\}ro} es un

sistema fundamental de acotados en Ay, y, por ello el sistema formado por las polares

o

de estos conjuntos, {Bx,,, : ¥ € V, v estrictamente positivo} es una base de entornos

|
|
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de 0 en (Ax)},. Recordando que

Z YnZn

n=1

Z TR

se consigue llegar al resultado buscado.

BX”, {yEK,)(r ‘_/

< 1 para cada z € BX,,,,}

<

2) Recordemos que Kx(V) = kx(V) = lim X,,,, siendo este limite un limite induc-

{yEICXr I_/

m
tivo regular. Entonces se tiene que { Bx, }men €s un sistema fundamental de acotados

Af=r}

se tiene que la topologia usual en Ax/{A} y la topologia fuerte B(Ax(A), kx(V)) coin-
ciden. (]

para este espacio. Como

BX.,m = {y = (yn)nEN c /\X’

OBSERVACION 5.20. a) Se puede realizar una prueba distinta del Corolario 5.19
utilizando resultados debidos a Komatsu. De hecho, ese resultado se sigue directamente
de los Teoremas 11 y 12 de [Kom)], aunque aqui se ha preferido realizar una prueba
que recuerda a la que Bierstedt, Meise y Summers realizan en {BMS] y que estd mas

cercana al contexto en el que nos encontramos.

b) Del Corolario 5.19 se sigue que si X es un espacio reflexivo, entonces Ax(A) es
un espacio reflexivo para cualquier matriz de Kothe A, ya que

(Ox(Aa)p)), = Kx (V) = Axn(A) = Ax(4).

No obstante, aunque X no sea un espacio reflexivo, Ax(A) puede serlo para clertas
elecciones de la matriz A. Por ejemplo, se vio en el Capitulo 4 que eligiendo A de
forma que verifique la condicién (M), el espacio A(A) = g (A) resultaba ser un
espacio de Montel (y por tanto reflexivo) aunque el espacio de Banch ¢; no sea un
espacio reflexivo.

Anilogamente se puede probar que, bajo estas hipétesis, también Kx (V) es un

espacio reflexivo.
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2. Espacios X-Kothe que verifican la condicién de densidad,
|

Es interesante conocer cuando un espacio Ay es un espacio de Montel o ciump]e la
condicién de densidad. Ya se ha expuesto cémo Bierstedt y Bonet lo desarrollan para
espacios A, en [BB2], y se han obtenido algunos nuevos ejemplos sobre polinomios
en espacios localmente convexos utilizando esa teoria. Aqui adaptaremos sus pruebas
para poder obtener algunos resultados sobre espacios Ax. Debemos prestar atencién a
la teoria de dualidad que se ha establecido en la secciéon anterior. Probaremos que las
propiedades “Ax(A) es de Moniel” o “Ax(A) verifica la condicidn de densidad” son
propiedades que sélo dependen de la matriz de Kéthe A. '

El trabajo que vamos a desarrollar en esta seccidn esta destinado a ver que un
espacio Ax(A) verifica la condicién de densidad si y sélo si la matriz de Kothe A
verifica la condicién (1)) de la Proposicién 3.13, tal como cabia esperar. Para ello
debemos estudiar de un modo més profundo algunas otras propiedades de los espacios
Ax(A), utilizando la descripcién de los acotados que se ha obtenido antes. Es necesario
establecer otras propiedades sobre los acotados del espacio dual. Antes de continuar con
las pruebas originales, debemos indicar un Lema, debido a Grothendieck, que nos va a

servir para comparar diferentes topologias sobre un conjunto absolutamente convexo.

LEMA 5.21 ([Grol], Lema 3.5). Sean 7 y 7, dos topologias localmente converas
sobre un espacio vectorial E. Sea A una parte conveza y equilibrada de E y suﬁ)ongamos

que para cada Ti-entorno Vi de cero existe un mo-entorno de cero tal que ANV, C .

Entonces 2|4 es mds fina que 11|4. E

1

PROPOSICION 5.22. Sea J = (I;)i2, una sucesidn creciente de conjuntos de
indices I, Iy C N para cada k. Las siguientes afirmaciones son equimlentesl:

(1) Para cade m € N y para cada Iy C N tal que Iy N (N\ I},) # 0 para cada k € N

entonces existe m' = mn'(m, Iy) con |
i
inf 2 _
nelo s, :
(2) En cada acotado de Kx(V), la topologia inducida viene dada por el sistema de
seminormas {|| - ||s.k}sev, definidas por
keN

E UpTneéy

nel

lzllsn = ;
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para cade z € Kx.

DEMOSTRACION. Denotemos por B, a la bola unidad del espacio X,,,, esto es:

[e2a]
Z TnVUmnbn| & 1} .

n=1
Por la Proposicién 5.18, sabemos que (B, }Jmen €s un sistema fundamental de acotados
de /Cx(v)
(1) = (2) : Fijemos mm € Ny ¥ € V, entonces existe k¥ € N tal que 0,amn < 3 s

n € I;. En efecto, si esto no es cierto, para cada & € N se puede encontrar un cierto

B = {(xn)nEN € X’um :

nie & I tal que Oy tp p, > % De este modo, llamando fp = {n; : £ € N}, se tiene que
Iy (N\ 1) # 0 para cada k& € N, con lo que deberia existir m’ € N con inf 2% = (),

nelp *m'n
pero esto no es cierto, puesto que para cada m’ € N y cada n € I se tiene que

G om, A m _ 1 1
> ——ly 2 ——— >,
Uty SUP Gmr;U; 2 SUP @, U;
JEN JEN

lo que es una contradiccién con la suposicién (1).

Tomemos entonces el entorno U de 0 en Kx(V) definido por

=]
> zabnea| < 1} .

b

U= { € Kx (V) flals =

y definamos

B[ e

= {x € Kx(V) llzllox <

Claramente, U C 20U, con lo que U N B,, C 2U N Bm.
Por otra parte, si € U N B,,, se tiene que

o0
D Bntnen| <D0 Banen| + || Y Tnznen
n=1 nel nEI,f
1 _
< ‘2' + Z UnCGmnVUmmnLntn
nEI‘:
1 1
S "2' + 5 Z VUm,nLnCn
nely
<1

Con lo que
UNBnCU,
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y utilizando el Lema 5.21 se llega a que la topologia inducida sobre B, por la familia

de seminormas {|| - |5, }se7, coincide con la topologia que induce Kx sobre eise mismo
keN

conjunto.

(2) = (1) : De modo anédlogo a como se indicaba en la parte anterior de esta prueba,
1
si no se satisface la condicién (1), han de existir mo € Ne Iy C N (tal que Iy n I{ # 0

para cada k € N) de modo que para cada m € N se verifique '

inf > 0.

nele G i

Como para cada j € N es Ip N I # 0, podemos construir una sucesion (z;);en

verificando que 1; € I$N Iy para cada 3 € N. Una vez definida esa sucesién de niimeros

. . _ . . ' J _

naturales, se puede tomar una sucesién de escalares, 27 = (] )nen, definida por 27 =
Gmgi, ¥ T3, = 0 siempre que n # 2; se tiene que |

o -
E v,xle

n“qa-n
n=1

sup

J€EN

= SUD Uy lpyi; S SUP Unlmy,n < 00,
JEN neN

para cada © € V, con lo que (27);en es una sucesién acotada en Kx (V) que ademas
verifica que para cada o € V y cada k € N, \
!
|
27|56 = Z UnZhen| =0 ‘
nely }
para cada j € N, lo que quiere decir que (27);eN es una sucesién nula para la'topologia
generada por la familia {|| - ||54 }sev v si se verifica (2), al ser una sucesién acotada, ha
EEN i
r s 3 s I |
de ser también una sucesion nula para la topologia candnica de Kx(V), pero esto no

es asi. En efecto, definamos 0 = (1,)nen € RN por 1

Umpn sinclg

!
0 siné I I
1

Wy, =

Se tiene que @ € V, puesto que observemos que fijado m € N,

-1
_ . Crmg,n
Uy 2 W, < SUP Vg nlmon m;f = < 00
nely 7€l (mn
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y para este w € V se tiene que

HwJ“ff = Z W&y Cn| = Umpy,i; Gmo,i; — L,
neN
con lo que se llega a una contradiccién con lo que se estaba suponiendo en (2). O

Cuando en el Capitulo 3 se definia la condicién de densidad para espacios local-
mente convexos, se establecia también la Observacion 3.12, que nos permitié dar una
descripcion de los espacios que verifican dicha condicién en funcién de la metrizabilidad
de los acotados del dual fuerte, para luego obtener la caracterizacion de los espacios de
Kothe que verifican esa condicidn. La siguiente Proposicion demuestra que Ax verifica

la condicién de densidad si y sélo si A satisface la condicién (D).

PROPOSICION 5.23. Sea X un espacio de Banach reflezivo con base I1-incondi-
cional. Las siguientes afirmaciones son equivalenles:
(1) A satisface la condicion (D).
(2) Cada acotado de (Ax(A))y ~ Kx:(V) es metrizable, cuando se le dota de la
topologia inducida por Kx:(V).
(3) Ax{(A) verifica la condicion de densidad de Heinrich.

DEMOSTRACION. La equivalencia de (2) y (3) es consecuencia de lo indicado en
la Observacién 3.12, ya que Ax(A) es un espacio metrizable. Por tanto, nos limitaremos
a probar la equivalencia entre (1) y (2).

Supongamos en primer lugar que A satisface la condicién (D), esto es, existe una
sucesion creciente J = (fi)ren de subconjuntos [, de I tales que se verifican las dos
condiciones siguientes:

(N,J): para cada k € N, existe m; € N con T:éllfk%_‘i—,_f > 0, para m > my

Y

(M,J}: para cadam € Ny cada Iy C [ con foN({\f) # @ para cada k € N, existe
m' = m/(m, Iy} > m con inf =2 = (),

nE[D am',)"‘

Por verificarse la condicién (M, J), y gracias a la Proposicién 5.22, la topologia
inducida por Ky sobre cada uno de sus acotados coincide con la topologia inducida
sobre el mismo acotado por el sistema de seminormas ({z|[z . Para cada £ € N se puede

definir una sucesién v del modo siguiente

Umpn  SITE I
0 sindgl,

13lc,ﬂ =
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donde se elige m; de tal modo que 121’ —k— > 0 para m > my. Se comprueba que

7 = (vi)ren € V, utilizando la condicién (N,J). |
Ademas para cada 7 € V existe py tal que ‘

|- Mo < pili - llowrs |

ya que para todo z € Kx/(V),

z |5 = Z 5n$ne:«.

n€ly

— !
> Unlmy mVUmy m el
nely

’
Z Umg,nlnty

nel;

< P

= Pkuxnﬁk,ks ]
siendo py = sup Uplm,n < 00. Asi la topologia en cada acotado de K x- v1ene deﬁmda

por una fa,mlha contable de seminormas, y por tanto cada acotado de K x: es metrlzable
|
Para probar la otra implicacién, definamos, para cada m € N, :

— {z € Kx(V) : allu, <1). |

Fijado, por un momento, m € N, como B,, es metrizable cuando se le dota de la
topologia inducida por Kx/(V), existe una cantidad numerable de seminormas de las
que definen la topologia de Kx/(V), de forma que la topologia inducida po'lr Kx(V)
sobre By, es la misma que la topologia inducida sobre ese conjunto por la familia
numerable de seminormas que se ha indicado. Por tanto, existe una sucesién (@ )ren C

V de modo que para cada © € V existe k € N con i
{y € Kx(V) : |lzllop €2} N B € {z € Kxs(V) : [lzlls €1} N By

Definiendo para cada k € N
U = max{w! : 1,7 € N, 1,7 < k}

se tiene que (1) ken €8 una sucesién creciente de elementos de V' (puesto que el méximo
de una cantidad finita de elementos de V es un elemento de V) y la familia de seminor-

mas {|| - || x,, }ren define sobre By, la misma topologia que Kx/(V), para caf:ia m €N

|
|
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ya que dados m € Ny # € V, se tenifa la existencia de un k € N tal que
{z € B ||z|lap <1} C {2z € Bn: |z||s £ 1},
con lo que, eligiendo k = max{z, m} se tiene que

{z € By :|lz|ls, 1} C {z € By : |lzls < 1}

Definamos ahora, para cada k € N, el conjunto

IkZ{HEN:'%ﬂZ].}.

Vin

Nétese que 1 C Iy En efecto, la sucesién (9;);en es una sucesion creciente y la

sucesion (vj);en es decreciente, con lo que, si n € I es

Vkn
k,21

Vin

bl

pero
o _
Lhln > Vk.n > 1

Vk41 7 - Vin

)

con lo que n € Ir4,. Por otra parte, se puede conseguir que los conjuntos de indices
I, no sean conjuntos vacios, habiendo tenido la precaucion de tomar vy > ¥p, donde

Vo = V1,10n,1, esto es: Uy = (v11,0,0,...).

La familia de conjuntos de indices que se acaba de definir verifica la condicién (N, J},
puesto que , para cada k € N, tomando m; = k (ver definicidn de esta condicion), se
tiene que si n € I, entonces ¥y, n > Uy, . Por otro lado, como ¥} € V, para cada
m € N existe una constante My ., tal que @ o0k, < My para cadan € N. Reuniendo

estos dos hechos se tiene que para cada n € [ es

r g +r- 1
Qmn - Mk,m = Mk,m. hn Mk,mak,n.}
de donde
inf ot ipf Zmen > 0
"€l Uy n n€ly Uy p Em

para cada m € N.

Esta sucesién de conjuntos también verifica (M, J) y para probarlo vamos a utilizar
la Proposicién anterior. Veremos que la topologia inducida sobre cada acotado de K x:

viene dada por las seminormas {|| - ||sx: 2 € V, k € N},
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Sean m € N, z € By y k € N, k > m, verificando ademas que ||z||s, 1 <! 1 Como

Yen < 1 para cada n & Iy, resulta

Yk, n

— I
Z Dy L€y

ngl

— '
E VknTn€y,

n€ElL

v
Sl‘l‘ E —k Uk'n.m'n.e
v
ngly kn

<1+ Z Vg nTrCoy
ng I

o0
S 1 ‘I‘ Z ‘Um,nxne:q,

n=1

Asi se tiene que ,
|
{y e Kx:(V) i ||zllog s 1} 0B C {y € Kxo(V) : [Izlls, < 2} N B

con lo que la topologia inducida en By, por (|| - |ls, )ken €s menos fina o igu‘a.l que la
inducida por (|| - ||s, £ )xen ¥ ésta es menos fina o igual que la inducida por (|| |z4}ren,
que a su vez es menos fina que la generada por (|| - ||z)sey ¥ ésta coincide sobre los

i
acotados con la generada por (|| - ||5, Jken- | O

3. Espacios X-Kothe que son de Montel |

Después de haber determinado cudndo un espacio Ax(A) verifica la condicién de
densidad, vamos a estudiar ahora qué se debe pedir a la matriz A para que el espacio
Ax{A) sea de Montel. En esta seccién también nos restringiremos al caso en el que
X es un espacio de Banach con base acotadamente completa. Bierstedt, Meise y
Summers ([BMS]) dan estos resultados también para A; y Ag, trabajando con algunas
propiedades particulares de los mismos.

A continuacién vamos a probar un resultado que es fundamental para lo (iue quere-
mos hacer mas tarde: probaremos que, del mismo modo como ocurre con los espacios
escalonados de Kéthe A,(A), un espacio escalonado Ax(A) es un espacio de Montel si y
s6lo si su matriz de Kéthe A verifica la condicién (M) que se menciona en la Definicién
4.1.
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LEMA 5.24. Sea X un espacio de Banach con base I-incondicional acotadamen-
te completa. Si A es una matriz de Kdthe que no verifica la condicion (M), entonces
existe un espacio de Banach de dimension infinite Y verificando que Y es un subespa-
cio complementado de X y a la vez es isomorfo a un subespacio seccional de Ax(A). (se
recuerda que A verifica la condicion (M) si no eziste ningin conjunto infinito Iy C N
tal que, para algin mg € N, ocurre gue
Gmgm

. Vi .
inf = Inf
'R.EID 'Umﬂ,n HGIQ a,m’n

>0, param > mg).

DEMOSTRACION. Supongamos que Ax (A) no verifica la condicién (M). Entonces
existen un conjunto infinito de indices I C N, un my € N y una sucesién de nimeros

positivos (€, )men tales que

inf =&y > 0 para cada m € N
TLGID am,'n

(si m < my, por ser (a;);en una sucesion creciente, se tiene que inf,ey, % > 1).
Definamos entonces
Y =T{e,:n € Iy,
que es un subespacio complementado de X, puesto que la base {e,},en €s una base
l-incondicional de X. Por otra parte, A%2(A4) es un subespacio seccional de Ay(A)
(Definicién 5.7) que es isomorfo a Y. En efecto,

P AR(A) - Y
(Zn)nen 2onely QmynTnbn
es una aplicacién que estd bien definida, puesto que por ser (z,)nen € A2(A4) se tiene
que (Zy)nen € Xu,mn y, consecuentemente, @((zn)nen) € Y.
Ademas, de forma trivial se obtiene que esa aplicacién es lineal y ese hecho, junto

con que

le@lly =1l 32 mon@nal] = 12l xam, »

nely
da como resultado la continuidad de .

La aplicacién

(VR Y — M4
E’ﬂelo Tpntn (yn)nENs
con
—fn sin €l
Ampg,n

Yn — .
0 singly



3. ESPACIOS X-KOTHE QUE SON DE MONTEL | 113

es una aplicacién que estd bien definida, puesto que (yn)nen € Mo (A). En efecto, si

m € N, se tiene que !I

Hlp (Z xnen) = Z GEmnlnbn
nely

nely

— Z LSS Tney,

TIEID me,n

1

> Loen
nelp Em

1 |
= el |

am

La aplicacion i es una aplicacion lineal, y las desigualdades que se han conseguido
al probar que estaba bien definida, nos muestran que es una aplicacién continia. Como
1 o ¢ es la aplicacion identidad sobre )\ﬂ?(/—l) ¥y ¢ o es la aplicacién identidad sobre

Y, se concluye que estos dos espacios son isomorfos. a

|

PROPOSICION 5.25. Sea X un espacio de Banach con base 1-incondicional aco-
tadamente completa. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes: 1
(1) Ax(A) es de Montel. |
(2) A satisface la propiedad (M). !

DEMOSTRACION. Supongamos que se verifica (1) y no se verifica (2). Por el
Lema anterior, si no se verifica (2), Ax(A) posee un subespacio seccional A} (A) que es
isomorfo a un espacio de Banach de dimensién infinita. Recordando que los sulbespacios
seccionales de un espacio escalonado X-Kothe son subespacios complementados de
dicho espacio escalonado, se concluye que Ax(A) contiene de modo compleméntado un
espacio de Banach de dimensién infinita (que no es de Montel), con lo que Ax(A) no

puede ser un espacio de Montel, lo que es una contradiccién con (1).
{

Para probar la veracidad de la otra implicacién, tomemos ¥ € V, estrictamente
positivo y veamos que By, . es un conjunto relativamente compacto en A X(A) Ob-
servemos en primer lugar que se tiene que para cada m € N es ﬂ11_{1;10 Um0y = 0. En
efecto, si esto no fuera asi, existirfa algin my € N, algun £ > 0 y algun subconjunto

infinito Iy de N tales que i

UmonUn > € para cada n € Io. ;
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Entonces, si m > my, se tendria que

dmom o inf

T n€ly Qpy Uy

inf
n€ly Ay g

-1
> | sup am,nﬁn) > (),
nelpy

por lo que A no verificaria (M), que es una contradiccién con la hipétesis.
Por ser ,}irgoam,nﬁn = 0, se tiene que existe un subconjunto finito (que va a ser
dependiente de m) I, de N tal que

am,'nﬁn <

sin Q,Il

b2 O

Probaremos que sobre By, , la topologia de la convergencia coordenada a coorde-
nada es mas fina que la topologfa inducida por Ax(A) sobre ese conjunto By, . Pero
este conjunto es compacto para la topologia de la convergencia coordenada a coorde-
nada, esto es, la topologia usual de CN, que es un espacio de Montel. Por ello By, /o
sera compacto para la otra topologia, que es menos fina, y asi Ax(A) serd un espacio
de Montel, lo que concluira la prueba.,

Para la comparacién de esas dos topologias sobre By, , utilizaremos nuevamente el
Lema 5.21. Definamos el siguiente entorno de 0 para la topologia de la convergencia

coordenada a coordenada en CN :

-1

Ze_.,- para cada n € [,
Jeh

Um =Ny = (yn)nEN € )‘X(A) . lyn| <

T 2apmp
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Tomando y € Bx,,, N U, tenemos que |

o '
”y”am = Z Cmnlntn ‘
n=1 :L
= Z CmnYnn T Z A n¥ntn !
nEl ngh '
<D0 ampmynea| + | D G Tn e |
neh n€h Un :
£ Un 5
S Z am,nynen + 5 Z —€n
nely ngl, U
£
S Z am,nynen + =
2
nelh
1 € €
S Z Gmn €n + 5 .
nehe | Omn 2 |Tie e |
_ [ 4 [ . )
“27g7 ¢ |

Asi
Um N Bx,,y C{y € Bxy)p ¢ |¥lla < €}, ;

b

prueba que X,,, induce en By, , una topologia menos fina que la de la convergencia

coordenada a coordenada. La arbitrariedad de m da el resultado. | |

OBSERVACION 5.26. 1) Se habia comentado en la Observacién 4.3 que los es-
pacios escalonados A, de Kéthe que no son de Montel contienen a £, como subespacio
complementado. Bellenot prueba en la Proposicién 3.7 de [Bell] que si Ax no es un
espacio de Montel, entonces existe una subsucesion de la base canodnica de Ax que gen-
era un espacio de Banach de dimensién infinita, utilizando una técnica disFinta ala
que nosotros hemos utilizado en la prueba del Lema 5.24, en el que concluiamos la ex-
istencia de un espacio de Banach Y de dimensién infinita que es a la vez un subespacio
complementado de X y de Ax. Este Lema generaliza el resultado que era conocido para
los espacios A,, ya que si Y es un subespacio (de dimensién infinita} complementado
en {,, entonces Y es isomorfo a £, ([Sin}, Lema 18.6).
2) La técnica que se ha utilizado en la prueba de la Proposicién anterior recuerda

la que utilizan Bierstedt, Meise y Summers para probar el resultado analogo relativo
b

!

|
'
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a espacios A,. No obstante, la caracterizacién de los espacios escalonados que son
de Montel en funcién de su matriz de Kothe se puede obtener también a partir de
resultados de Diaz y Lépez Molina {[DiLo]).

4. Polinomios en espacios X-Kothe. Ejemplos

Como final de esta memoria queremos mostrar algun ejemplo que se puede obtener
utilizando las propiedades de los espacios escalonados X-Kothe que se han estudiado en
las secciones anteriores. De esta forma queremos enfatizar las propiedades que tienen
estos espacios para elaborar ejemplos a distintas cuestiones. Estudiaremos qué ocurre,
para el caso de los espacios X-Kothe, con la condicién de densidad y el caracter de
Montel, las dos propiedades con las que se hemos trabajado en los capitulos anteriores,
en el marco de los espacios A,. Concretamente, si tomamos como X el espacio original
de Tsirelson, resulta que X es un espacio reflexivo con base 1-incondicional y se puede
considerar entonces el espacio Ax{A) para cualquier matriz de Kéthe A. Se obtendra
que P("Ax(A)) es un espacio reflexivo, para cada n € N, independientemente de la
matriz de Kothe A que se considere, resultado que contrasta con lo que se tenia para
los espacios A, (ver Teorema 4.27).

Se ha descrito ¢cémo representar Ax(A) como un limite proyectivo de espacios de
Banach, de modo andlogo a lo que se podia hacer con A,(A) como limite proyectivo
de espacios £,. Para estudiar la reflexividad de los espacios de polinomios homogéneos
definidos sobre A, utilizdbamos los resultados de Holub y de Dimant-Zalduendo. Ahora
no pueden aplicarse resultados de ese tipo, puesto que no se tiene mucha informacién
sobre el espacio de Banach X; lo dnico que se puede intentar es estudiar la reflexividad
del espacio P("Ax(A)} a partir de la reflexividad de P{"X). Para ello comenzaremos
probando que el n-producto tensorial simétrico de un espacio X-Kothe se puede ex-

presar come limite proyectivo reducido de espacios isomorfos a & X.

7,8,

PROPOSICION 5.27. Sea X un espacio de Banach con base I-incondicional y
sea A una matriz de Kothe sobre N. Entonces

® AX(A) = li_l’ll?’b@ﬂ_Xam

,8,7T

y este limile proyectivo es reducido.
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DEMOSTRACION. En £ = ® Ax(A) la topologia proyectiva 7 es la gene}ada por

n,s

las seminormas { ® a}ese(y), siendo :
n,s

i

a(6) = inf {g}[a(aci)]" 0= ggmé}

0, lo que es lo mismo, la generada por la familia de seminormas {7, }men, donde

n,s

N o n N
Wm(g) = inf {Z Z Qi rTirCr 10 = Z ®$:} = |
=1 |ir=1 =1 " !

N

N
—int { S lleilz, 0 = 3 gaih = 10] o x..
i=1 =1 e

con lo que podemos concluir que @ Ax(A) = lim ® Xap-
n,8,7 . T

Probaremos ahora que ese limite es reducido o, equivalentemente, que !

(®22,.)(®Ax(A)) es densoen & X,,,, I

8,
donde ¢,,, es la inclusién canénica de Ax(A) en X, .. Pero dicho aserto es cierto, ya
A

que para cada (rq,...,7;) € D (D es el conjunto N x -+ x N dotado del “orden del
cuadrado” que aparece en [Rya|, Capitulo V) se tiene que u,, ® -+ ® uy, E' ®Ax(A)

(donde u; representa a la sucesién u; = (0,...,1,0,...)). 1

De este modo se llega a que

() @ Ax(4) D [{ur, ® -+ @+ (ri-,7a) €D)]
y, con ello a que {®7,,.)( ® Ax(A)) es denso en @ X, para cada m € N, puesto que

contiene un subespacio vectorial en el que estin todos los elementos de una base de

Schauder de & X, . o O

",8,T {
!

TEOREMA 5.28. a) Si @ X es reflezivo, entonces & Ax(A) es reflezivo para

Tby5,T 7,8,

cualquier matriz de Kothe A. i
b) Si (P(*X),n) es reflevivo, entonces (P("Ax(A)), ) es reflexivo, para cualquier

matriz de Kothe A. }
DEMOSTRACION. a) Como, por hipétesis, @ X es reflexivo, se tiene que ® X,,,

8,7 ,5,%

es reflexivo para cada m € N puesto que X y X, son espacios 1somorfos. Asi,
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® Ax(A) es un limite proyectivo de espacios reflexivos, y, por la Proposicién 5.9

gggbién es reflexivo.

b) Segin se indicaba en la Observacién 5.6, se tiene que Ax (A) verifica la propiedad
(BB),,s para cada n € N y cada matriz de Kéthe A. Por tanto, se da la coincidencia
de las topologias 7, y [ sobre P(*Ax(A)) (vease la Observacion 1.40). De este modo
(P("X),m) = (P("X),) es reflexivo si y sélo si lo es su predual n@ﬂX, segun lo
expuesto en [Kot1], §23.5 (7). Por lo que hemos probado en (a), se tiene ciue n@wAX(A)

es reflexivo, con lo que aplicando nuevamente el resultado anterior, (P("Ax(A)), ) =

(P("Ax(A)), ) es reflexivo. O

A continuacion vamos a considerar como espacio de Banach X el espacio original
de Tsirelson 7”. Este espacio fue construido por Tsirelson ([Tsi]) como un espacio de
sucesiones sin copias de ¢g 0 £, y ha tenido gran trascendencia en la teoria de espacios
de Banach, como prueban numerosos trabajos donde este espacio ha sido utilizado
para obtener ejemplos a distintas cuestiones (ver [CaSh]). Alencar, Aron y Dineen
utilizan este espacio 7’ en [AAD] para proporcionar el primer ejemplo de un espacio
de Banach E de dimensién infinita para el que (H(FE),7.) es reflexivo. No vamos a
entrar en la definicion del espacio T pero vamos a enunciar algunas de sus propiedades

que utilizaremos.

PROPOSICION 5.29 ([Tsi, CaSh]). FEziste un espacio de Banach de sucesiones
T’ con las siguientes propiedades:
i) T' es reflezivo.

it} La sucesion {e, }nen €5 una base I-incondicional de 1", donde e, representa a la

T
sucesion e, = (0,...,1,0,...).

1) I no contiene copias de cq ni de ningin £,,.

PRrROPOSICION 5.30 ([AAD)). (P("T"),n) es un espacio reflezivo, para cada
n € N.

Se ha probado que los espacios escalonados de Kothe A,(A) y los espacios X-
Kothe Ay (A) verificaban bastantes propiedades andlogas. No obstante, para elecciones
adecuadas del espacio de Banach X, esta situacion cambia, obteniéndose diferencias

importantes en la estructura de estos espacios. Un ejemplo que muestra esta situacién



!
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es el siguiente: para los espacios escalonados clasicos A,(A) se tenia que P("),(A)), 7s)
era un espacio reflexivo para cada n € N si y sélo si A verificaba la condicion (M) (ver
Capitulo 4).

El Teorema 5.28 nos indica que si (P(*X),n) es un espacio reﬂexivo,‘ entonces
(P("Ax(A), ) es también un espacio reflexivo, independientemente de la matriz de
Kaéthe A que se considere. Este hecho, junto con la Proposicién 5.30 nos dan el siguiente

COROLARIO 5.31. Consideremos el espacio escalonado Ari(A), donde T’ es el
espacio original de Tsirelson y A es una matriz de Kothe arbitraria. Entonces

(PC*Ar(A)), ) |

1
|

es un espacio reflexivo para cada n € N.

Los resultados sobre reflexividad que se han obtenido proporcionan un nuevo ejem-
plo al problema, planteado explicitamente por Mujica en [Mujl], de buscar espacios
E para los que se da la coincidencia de las topologias 7, y 7, sobre P("£), ta,} como se

expresa en el siguiente :

COROLARIO 5.32. (P("Ar(A)),n) = (P("Ar(A)), 7,), para cadan €N y cada
matriz de Kothe A. ‘

DEMOSTRACION. Se tiene que (P("Ar:(A)), 1) es un espacio reflexivo para cada
n € N y cada matriz de Kéthe A, lo que implica que (P(*Ar/(A)), ) es tonelado.
Como Ari(A) es metrizable, 7, es la topologia tonelada asociada a g, por lo que ha de

S€r Tp, = Tw- . O

El primer ejemplo de un espacio de Banach F para el que se daba la coi%ncidencia
de las topologias 7, y 7, sobre P(*E) para cada entero positivo n fue el obténido por
Alencar, Aron y Dineen al que nos hemos referido antes. Para los espacios (ie Montel
que cumplen la propiedad (BB), s para cada n € N, es conocido que 75 = 7, en P("E)
y, por tanto, se tiene 1, = 7, en P(*E). Hasta ahora, los iinicos ejemplos conocidos de
espacios de Fréchet E, que no son de Banach ni de Montel, para los que se :tiene que
(P(*E), B) es reflexivo para cada n € N es la clase de espacios que se puede obtener a
partir del siguiente resultado de Boyd: [

1
|

PROPOSICION 5.33 ([Boy}, Proposicién 5). Sea £ un espacio de Fréchet, de
cualquiera de los tipos siguientes: "
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(a) un espacio (FG) descomponible que es de Montel,
(b) un espacio de Fréhet Schwartz con la propiedad de aprozimacidn acoteda,
(c) un espacio de Fréchet nuclear
y sea F' un espacio de Fréchet tal que ’gE es de Montel (resp. reflexivo, tiene la

condicion de densidad). Entonces se verifica que QR (E&QF) y ®(E x F) son espacios

de Montel (resp. son reflezivos, verifican la condcicidn de densidad).

Asi, tomando un espacio de Fréchet-Schwartz F, se tiene que el espacio £ = 1" x F
verifica que (P("E), B) es reflexivo para cada n € N y, obviamente, £ no es de Montel,
pero ese mismo resultado nos indica que £ es un espacio que verifica la condicidu de
densidad de Heinrich, puesto que T’ la verifica (por ser un espacio de Banach), /' la
verifica {por ser un espacio de Fréchet-Schwartz y, por tanto, de Fréchet-Montel).

Los resultados que hemos desarrollado nos han permitido probar que el espacio
(P("Ar(A)), ) = (P(™Ar:(A)), B) es un espacio reflexivo, para cada n € N y cualquier
matriz de Kothe A. Asi, eligiendo una matriz Ay que no verifique la condicién (D) se
obtiene que (P("Ar:(Ao)), 7} es reflexivo para cada n € N y Ar(Ag) no verifica la
condicién de densidad, obteniéndose de este modo ejemplos que aportan novedad a

esta teoria. Lo establecemos en la siguiente

PROPOSICION 5.34. Sea T' el espacio original de Tsirelson y sea Ay una matriz
de Kéthe gue no verifica la condicidn (D). Entonces el espacio (P("Ar(Ao)), ) es
reflexivo para cada n € N, y Ap/(Ag) no vertfica la condicion de densidad.

Finalmente, queremos contrastar este resultado con lo que obteniamos en el Capitulo
anterior para los espacios de polinomios sobre A, {A4) = A,(A®) dotados de la topologia
7p. Estos eran reflexivos para cada n € N si y sélo si AP verifica (M). Ademds, este
resultado ayuda a buscar nuevos ejemplos de espacios de Fréchet para los que ocurren
cosas parecidas. Por ejemplo, utilizando diferentes técnicas usuales en el estudio de
los espacios de Banach, se pueden encontrar ejemplos de espacios de Banach X con
base 1-incondicional conteniendo una copia complementada de £, (véase, por ejemp-
lo, [Gon], 1.2.16). S1 X es un espacio en estas condiciones, cuando n > p se tendra,

gracias a resultados de complementacién que se han obtenido en esta memoria, que

M(AM) C @ M(AP) = & M (A) C & Ax(A),

n,8,m n,8,T 7,8,
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i
siendo todos estos contenidos en el sentido de subespacios complementados. Esta
cadena proporciona condiciones suficientes para la no distincién y la no reflexivi-

dad de ® Ax(A) y, consecuentemente, para la no tonelacién y la no reflexividad de

(P("Ax(A)), 7).
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