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• acertá con ellos o con ellos me equivoque’, es cosa que deberá decir el quee
leyere.
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e Introducción
e
e
e
• Enestamemoriasepresentaun estudiodealgunaspropiedadesrelativasalos productose
e tensorialesde espacioslocalmenteconvexosy a los espaciosdepolinomios homogéneos

continuosdefinidos sobreun espaciolocalmenteconvexo,generalmentede Fréchet. Se
e van ademostrarresultadosoriginales, quevan a permitir profundizaren determinadas
• cuestionesrelacionadascon el Análisis Funcional. Comoconsecuenciadelos resultados
• quese obtienenvamosa poder proporcionaralgunosnuevosejemplosen esteámbito.
e
e El estudiode los ProductosTensorialesTopológicosde espacioslocalmenteconvexos
e fue iniciado por Grothendiecken 1955, con el objeto de obtenerun predualparalos

espaciosde formasbilineales. Por otro lado, Nachbinsistematizaa finales de los 60 ele estudio en se
de las AplicacionesHolomorfas Dimensión Infinita. En principio, podría

• pensarqueno existerelaciónalgunaentreambosobjetos;sin embargo,ambasteorías

• estánrelacionadasa través de los espaciosdepolinomios.

e
Un problemaclásico en Holomorfia en DimensiónInfinita planteadopor Nachbin

e en 1967 es el estudio de la coincidenciade las topologías compacto-abierta(ro) y
e portadadeNachbin(r~) en los espaciosdefuncionesholomorfasdefinidassobreabiertos
• equilibrados de un espaciolocalmenteconvexo. Es bien conocido que,para espacios

• de FréchetE, unacondición necesariaparala coincidenciade estasdos topologíasese
e queE seaun espaciode Montel. Esteproblemafue estudiadopor Barroso,Barroso-
• Nachbin,Boland-Dineen,Meisey Mujica a lo largo de los años70 y principios de los 80
e paradeterminadasclasesde espaciosde Fréchet-Montel,trabajandodirectamentecon
• los espaciosde funcionesholomorfas. En 1988 Ansemil-Ponterelacionaronla igualdad

• de esasdos topologíasen los espaciosde funcionesholomorfascon la coincidenciadee esasdos topologíasen los espaciosde polinomios n-homogéneos,P(~E), para cada
e además
e n E N y dieron condicionesequivalentesa la coincidenciade ro y ~ sobre
e P(~E), cuandoE es un espaciode Fréchet-Montel;pero no seconocianingúñ ejemplo
e
e lx
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de espaciodeFréchet-MontelE parael queocurrieraque ro re,, en P(~E). De hecho,

eseproblemaestuvoabiertoalgún tiempo más.

Mientras por un lado sedesarrollabala teoríade Holomorfíaen DimensiónInfinita,

por otro lado se continuabanestudiandocuestionesrelativas a ProductosTensoHales
‘e

Topológicos. En la Tesis Doctoral de Ryan, de 1980, se estudia,entre otras cosas,

la relación existenteentre los polinomios n-homogéneosy los n-productostensoriales ‘e

simétricosqueseconsideranen esetrabajo. De hecho,el n-iiroducto tensorialsimétrico ‘e
de un espaciolocalmenteconvexo (dotado de la topología proyectiva) es un predual ‘e

‘e
parael espacioP(~E). Del mismomodo como en Holomorfíaun problemaimportante
era el estudiode la coincidenciade 10 y r~,, en la teoría de ProductosTensoriales ‘e

estabapresenteel “Problemade las Topologías” de Crothendieck:dadosdos espacios ‘e

localmenteconvexosE y F, y dado un acotadoB deEÓF, ¿existiránacotadosBE de ‘e
Ir

E y B~ de F tales que B esté contenidoen la envolturaabsolutamenteconvexade ‘e

BE O BF? En el casoenel quese considerabanE y F dentrode la clasede los espacios ‘eede Montel, el Problemade las Topologíasresultabaserequivalenteal desabersi E¿F
Ir

era un espaciode Montel. Esteproblemase mantuvoabiertohasta queTaskinen lo ‘e

resolvió en 1986, y junto con la resolucióndeesteproblemaintrodujo unanueva clase ‘e

de espacios:para Taskinenun par de espacioslocalmenteconvexos(E, F) verifica la ‘e

propiedad(BR) si para cadaacotadoB de EÓF existenacotadosBE de E y B~ de ‘e
Ir e

F tales que B G lYBs ® BF); estoes, (E, F) verifica la propiedad(BR) si y sólo si e
paraesepar de espaciosel Problemade las TopologíasdeGrothendiecktienerespuesta e
afirmativa. Lo que hace Taskinenes construir un espaciode Fréchet-MontelE para ‘e

el que (E,Ó) no verifica (BR). Por otra parte, Taskinendaejemplosde determinadas ‘e

clasesde espaciosE para los queel par (E, F) verifica la propiedad(BR) cuandoE ‘e

es un espaciode Banach. Entre estaclasede espaciosse encuentran,por ejemplo, los ‘e
‘e

espaci¿sescalonadosde K6the. Taskinencontinuó proporcionandoejemplosde pares ‘e

de espaciossin verificar la propiedad(BR). En particular, construyóun espaciode ‘e

Fréchet-MontelE tal que (E, E) no verificaba(BB) (y, por tanto, EÓE no podíaser ‘e
Ir

un espaciode Montel). ‘e
‘e

Tras los trabajosde Taskinense volvió a relacionarla Teoría de ProductosTen- ‘e

soriales Topológicoscon la Teoríade Holomorfía, ya que Ansemil-Taskinenen 1990 e
ofrecieron,utilizando tensores,el primer ejemplo de un espaciode Fréchet-MontelE ‘eepara el que ~o Tw sobre PQE). Dineen también relaciona los resultadosde Tas-

kinen con la Holomorfia, mostrandonuevos ejemplosde espaciosde Fréchet-Montel ‘e

‘e
e
e
‘e
‘e
‘e
‘e
‘e
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e
e E para los que lo = r,, en P(~E); de hecho, esto le motiva a Dineen a definir la
e
• propiedad(RB)~3,quees unaversión,válidaparan-productostensorialessimétricos,
e de la propiedad(BR). Dineenpruebaquesi E esun espaciode Fréchet-Montel,l~ =

e enP(~E) si y sólo si E verifica lapropiedad(BB)~,~,conlo quefinalmente,el problema

• de la coincidenciade lo y r~, se convierteen un problemarelativo a productostenso-e riales. Más en
resultados estadirecciónfueronobtenidospor Galindo-García-Maestre

e y por Defant-Maestre.
e

Lo que hemosexpuestohasta ahora nos lleva a la conclusión de que~ está es-
• trechamenterelacionadoel estudiode los productostensorialestopológicosy M estudio

• de ciertos problemasde la holomorfíaen dimensióninfinita. En estamemoriase van

• a estudiarpropiedadessobreproductostensorialesqueabundanen lo conocido basta

• el momento. Por otra parte, los resultadosque se van a exponeraquí nos van a per-e
e mitir construir nuevosejemplosparadeterminadassituacionesconcretas(que sevan a

mencionarmásadelante),contribuyendoasíal desarrollode estateoría. ¡
e

La memoria constade cinco capítulos. En el primero se introducenlas notaciones
• quesevanautilizar en ella, asícomolas definicionesdelos conceptosquesevanamane-

• jar posteriormente.Noscentramosenmostrarcuestionesdirectamenterelacionadascon

• productos tensoriales,productos tensorialessimétricosy polinomios. Tambiénse in-
e troducenen estecapitulo las definicionesbásicasde 1-lolomorfiaen Dimensión infinita
e

quese utilizan más tarde.

El segundocapítulo constituyeuna parte básicaen la memoriay en él se reaL-e
• za un estudiosobrecomplementaciónen productostensorialesy productostensoriales

• símetricos. Los resultadosque se pruebanen el capítulo estánbastantecercanosal

e enfoqueactual dela teoríade holomorfíaquesemencionabaanteriormente.Era cono-
• cido que (PQE), 7o) esun subespaciocomplementadode (P(~~

1E),To), y tai1~biénque

e (PQ’E), rb) es un subespaciocomplementadode (P(~~1E),rb) cuandoE es ún espacioe de Banach. Uno de los problemasque se podíanplantearde modo natural a la vista

e de esasrelacioneserael estudiode la complementaciónde (P(~E), r) en (p(n+iE), ‘r)
e cuandoE es un espaciolocalmenteconvexoarbitrarioy r es cualquierade las topologías
• naturaleshabitualmenteconsideradasen esosespacios:Tb, ~ o it (rb es la topología

de la convergenciauniformeen los acotados,~ es la topologíafuerte, considerandoa
e P(~E) como el espaciodual de 6 E y r~ es la topologíaportadade NacÉbin). Ene fl,S~Ir

• lugar de abordardirectamenteeste problema,abordamosel problemapredual,el de

e
e
e
e
e
e
e
e
e
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estudiar la complementaciónen productostensorialessimétricos,y a partir deél nos

ocupamosde la complementaciónen los espaciosde polinomios n-homogéneos.Con-

secuenciasderivadasde lo quese obtieneen el segundocapítulo se utilizan en los tres

siguientes.La primerasecciondel capítulomuestraunaampliacoleccióndecasosen los

queexistecomplementaciónenproductostensorialesde espacioslocalmenteconvexos,

principalmenteenproductostensorialesordinarios(no simétricos).Estosresultadosde

complementaciónen productostensorialesno son resultadosmuy complicadosde pro-

bar, es de destacarqueen la pruebade esosresultadosaparecesiemprela propiedad

asociativadel producto tensorial,propiedadque no se verifica parael producto tenso-

rial simétrico,con lo quesehan dedesarrollarnuevastécnicasquenospermitanprobar

la relación de complementación.En la segundasecciones dondese pruebaque 6 E
71,3,7!•

es un subespaciocomplementadode 6 E, utilizando parala pruebade eseresulta-
n+i Sir

do algunosLemaspreviosquenos van a permitir elegir “buenas” representacionesde

los tensoressimétricosque utilicemos. En la tercera,y última, seccióndel capítulo se

transportanlos resultadossobrecomplementaciónenproductostensorialesa resultados

sobrecomplementaciónen espaciosde polinomios homogéneos.Estaforma de obten-

er resultadossobrepolinomios a partir de otros análogossobreproductos tensoriales
simétricos es una relación retroalimentada,ya quese puedeprobar que la propiedad

(BB)~+15 implica la propiedad(BB)~,5 utilizando la comparaciónde dostopologíasen

los espaciosde polinomioshomogéneosasociados,y pareceque la verificación directa

de esapropiedadseríabastantecomplicada.

En el tercercapítulode la memoriase exponeun ejemplodeespaciolocalmentecon-

vexo E parael queP(~E) es casinormable,paracadau E N, dotadode las topologías

antesconsideradas,siendoestastopologíasdistintasentresí. La introducciónde los es-

pacioscasínormablessedebea Grothendieck(1954). Granpartede los espaciosusuales

del Análisis Funcional son casinormables;por ejemplo, se encuentrandentro de esta

claselos espaciosde Banach,de Schwartz,los espacios(DF) y los que son un límite

inductivo numerablede espaciosde Banach. La casinormabilidadde los espaciosde

polinomios u-homogéneosdefinidossobreun espaciodeFréchetE ha sido estudiadaen

profundidad,por causade la importanciaquetieneen el estudiode la casinormabilidad
delos espaciosdefuncionesbolomorfas,y, enestecontexto,la casinormabilidadde espa-

ciosde polinomios y funcionesholomorfasha sido estudiadapor Ansemil-Ponte,Isidro,

Bonet-Peris,Dineeny Ansemil. Si E es un espaciodeFrécbet,los espacios(P(~E),10),

(P(~E), /3) y (P(~E), w~) son espacioscasinormables,puestoquesetratade espaciosde
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• Schwartz,(DF) y límite inductivo numerablede espaciosde Banach,respectivamente.
• El estudiode la casinormabilidadde (P(~E), rb) se habíaabordadohastaahorapara

• espaciosE paralos queera conocidala coincidenciade la topologíaTb con otra de las

• topologíaspara las quese conocíala casinormabilidaddel correspondienteespaciode

• polinomios. El ejemploquepresentamosen estecapítuloesel primer ejemploenel que
e

semuestraun espaciode FréchetE parael queel espaciodepolinomiosu-homogéneos
• P(~E), dotadode las cuatro topologíasusuales,es un espaciocasínormable,y: todases-

• tas topologíasson distintasentresí parau =2 y To <lb = ~ < it, sobreP(’E) = E’,

e ya que, sobreeste espaciosiemprecoincidenTb y ¡3, por la propia definición de estas
• topologías.En la primeraseccióndel capítulo serecuerdala definición de los espacios

• escalonadosde K6the, y se enunciantambién conocidascaracterizacionesde algunas

de las propiedadesquepuedentenerestosespacios;concretamente,nosotrosvamosa

utilizar en nuestroejemplo un espacioescalonadode Kóthe de orden 1 queno seadis-e
e tinguido. El espacioE quepresentamoscomoejemplo es el producto tensorialde ese
• espacioescalonadode Kdthe A

1 y uno de los espaciosde Fréchet-MontelF queTask-

• inenproporcionacomo contraejemploal problemade las topologíasde Grothendieck.

• En la segundaseccióndel capítuloestudiamosunadescripción,distintade la habitual,

del espacio® E (paraeseE en particular) así como de su dual. Esto va a ser posi-•
e ble hacerlodebido a las “buenaspropiedades”queposeeel espacioA1 con respectoal
e producto tensorialpor si mismo. En la tercerasecciónse pruebala casinor+abilidad

• del espaciode formas u-lineales (C(~E),rb) utilizando métodosdirectos, loque pro-

• duce como consecuenciala casinormabilidadde (P(~E),rb). Al final de la secciónsee pruebaquelas cuatro topologíasusualesen espaciosde polinomios u-homogéneosson

e distintasentre sí, y para ello se utilizan propiedadesde los espaciosA1 y F~(el espa-
e cio de Taskinen)quese consideranparaproducir el ejemplo,comotambiénalgunasde
e las propiedadesde complementacionen espaciosde polinomios que se pruebanen el
• capítulo segundo.
e
e
e Otro de los problemasclásicossobrecoincidenciade topologíasen espaciosdepoli-
• nomios u-homogéneoses el que dio origen al cuarto capitulo de esta memoria. Es
• conocido que cuando E es de Fréchetre,, es la topología toneladaasociadaa

To en

• P(~E). Así, se darála coincidenciade ¡3 y i-<, sobrep(nE) cuando¡3 seaunatopología

e toneladay la de Tb, ¡3 y it cuandoseatoneladaTb• Existen ejemplosconocidosdeespa-e
e cios E paralos queseda la coincidenciade Tb y it enP(~E), y casosimportantesdentro
• de estos son los espaciosde Banachy los espaciosde Fréchet-Montelquecumplenla
e
e
e
e
e
e
e
e
e
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propiedad (BB)~,5. Lo queestudiaremosen este capítulo es el caso intermedio: ¿qué

ocurre con los espaciosqueno son de Banachni de Montel?. Encontramosejemplos

de Frécheten estasituación dentro de los espaciosescalonadosde Kóthe. Lo que se

probará es que, si A~ es un espacioescalonadoqueno verifica la condición de den-

sidad de lleinrich, entoncessi u =j, (P(~A~), Ib) nO es un espaciotonelado,por lo

que (PijA~), Ib) # (P(~A~), í~). De hecho, se van a caracterizarlos espaciosA~ para

los que (P(~A~),Ib) = (P(~A~),í~) para cada u E N precisamentecomo los espacios

A~ paralos que se verifica la condición de densidadde Heinrich. En la primera sec-

ción del capitulo, por completitud, se indica cómo se puedencaracterizarpor medio

de su matriz de K¿ithe los espaciosescalonadosque son de Montel, tal como hacen

Bierstedt, Meise y Summers,ya queesta propiedadse va a utilizar en seccionessi-

guientes. En la segundasecciónobtenemoscondicionessuficientesparala reflexividad

de los u-productostensorialesde espaciosescalonadosde K6the, en función del orden

p del espacioy el grado u del producto tensorial, independientementede la matriz de

K¿3theA. Consecuentemente,se obtendráncondicionessuficientespara la reflexividad

de los espaciosde polinomiosu-homogéneos.En la terceraseccióndel capítulo vuelve

a aparecerla complementaciónen productostensoriales.Se probaráquecuandou =p,

se puedeconsiderarun espacioA1(B) complementadoen O Ap(A), habiendounaes-
fl,S,Ir

trecharelaciónentre las matricesA y B. De estemodo, con eleccionesadecuadasde

la matriz A vamosadeterminarnuevaspropiedadessobrelos productostensorialesde

estaclasede espacios.Se prueba,en particular,quecuandoAp(A) no verifica la condi-

ción de densidadde Heinrich, el espacioA1(B) no es un espaciodistinguido, con lo

que tampocopuedeserlo Ó Ap(A), y así (P(~A~(A)), /3) no serátonelado. La misma
71,307

técnicade complementaciónsirveparaprobarqueparaun espacioE = Ap(A) querio

es de Montel, (P(
71E),Ib) es reflexivo si y sólo si u < p.

En el último capítulo de la memoria se continúa estudiandola reflexividad y

tonelación de ciertos espaciosde polinomios, con el objeto de proporcionar nuevos

ejemplosen la teoría de polinomios en dimensióninfinita. Todo el capítulo estádedi-

cadoa los espaciosX-Kbthe de sucesiones.Estaclasede espaciosenglobaa la de los

espaciosA~ y hasido ya utilizadaen diversasocasionesen el contextode la bolomor-

fía en dimensióninfinita. Por ejemplo,Taskineny Dineenlos muestrancomoespacios
que verifican las propiedades(BR) y (BR)

71,, respectivamente.En la primerasec-

ción del capítuloprobamosqueestosespaciosverifican propiedadesparecidasa las que

verificaban los espaciosA~. En particular,se pruebaque un espacioAx(A) verifica la
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condiciónde densidaddeHeinrich si y sólo si su matriz de Kdthe A verifica la condi-e

• cion (D) y que dicho espacioes de Montel si y sólo si su matriz de K¿the verifica

• (M). Ambos resultadosson extensiónde los ya conocidosparaespaciosAp(A). En la

• cuartaseccióndel capitulo sepruebaquecuandoun espaciode BanachX verificaque

• (P(~X), Ib) es reflexivo, entoncesel espaciode polinomios u-homogéneoscontinuosso-

e bre el espacioAx(A) quese puedeconstruir a partir de X va a ser tambiénreflexivo,e independientementede la matriz de K6the A quese considere.Aprovecharemosestos

• resultados,utilizando un espacioX-K&the, quetienecomoespaciode Banachasociado

• al espaciooriginal de Tsirelson. El espaciode TsirelsonT’ tiene la propiedadde que

• (P{~T’), Ib) es un espacioreflexivo paracadau C N, con lo queel espacioX-Kóthe de

• sucesionesAr(A) va a verificar que(P(~Ax(A)), íb) es un espacioreflexivo paracada

u E Pl. Eligiendo la matriz de K.Bthe A sin verificar la condición (D) vamos a tenere• que (‘P(~Ax(A)),í&) es un espacioreflexivo parael que Ax(A) no verifica la condición

• de densidad. Este hecho introduceuna novedaden estateoría, ya que hastaahora

• los únicosejemplosconocidosde espaciosE paralos queP(~E) es reflexivo paraca-

• da u E N eran espaciosque verificaban la condición de densidad: por unaparte se

• encuentranlos espaciosde Banachsimilaresal espaciode Tsirelson,por otra partese

encuentranlos espaciosde Montel, y el único ejemploqueera conocidohastaahora,

ofrecido por Boyd, parael que se dabala reflexividad de (P(71E),Ib) sin serE un es-e
• paciodeBanacho de Montel, erael de la clasede los espaciosde la forma E = F x

• dondeF en estecasoes un espaciode Fréchet-Schwartz,pero estosespaciosverifican
• tambiénla condición dedensidad.
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
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e
e
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• CAPÍTULOl
e
• Preliminares
e
e
e
e
e
• El estudiode las aplicacionesmultilineales y los polinomios homogéneosse abordae

en la literatura desdediferentespuntos de vista. Uno de ellos, ya contempladopor
Grothendiecken 1955, es considerarlas aplicacionesmultilineales como elementosdel

• dual de un producto tensorial. Así, resultadosquese conocenparaespaciosdualesse

• puedenobtenerparalos espaciosde aplicacionesmultilineales,y desdeallí se pasana

• resultadosrelativos apolinomioshomogéneos.Un poco mástarde(1980) Ryanabordó

• el problemade buscarun predualparael espaciode los polinomios homogér{eos,uti-e
lizando paraello los tensoressimétricos.Actualmenteseestudianpropiedadesacerca
de los productostensorialessimétricosparaobtenerresultadosrelacionadoscondiferen-

• tes topologíasenespaciosde polinomiosy, consecuentemente,de funcionesholomorfas.

• Se comentarátambiénen estecapítulointroductorio el problemade las topologíasde

• Grothendieck,asi comoel contraejemploqueconstruyóTaskinenalmismo,y queseus-
• ará en el Capítulo 3, paracontinuarla exposicióncomentandola versión,válida parae productostensorialessimétricos,de este mismo problema,establecidarecientemente

• por Dineen.

• Tambiénse expondránen estecapítulo la mayoríade las definicionesy résultados

• de Análisis Funcionalque se utilizarán repetidamenteen la presentememoria. Se va

• a trabajarprincipalmentecon productostensorialessimétricosde espacioslocalmentee convexos,polinomios y aplicacionesholomorfas.La notaciónqueseva autilizar en lo

relacionadocon los espacioslocalmenteconvexosy productostensorialeses la quese

• utiliza en los libros de Jarchow([Jar]) y Kéthe ([Kótl, K5t2]); en algunasocasiones,

• tambiénnos referiremosal nuevolibro de Dineen [Dm6], en preparacion,que daun

• enfoqueal tratamientode estos temasquees distinto al usual. Paracuestionesreía-

e cionadascon holomorfíadedimensióninfinita se utilizará preferentemente[Dm1], quee
e 1e
e
e
e
e
e
e
e



2 CAPÍTULO i. PRELIMINARES

ademáspuedeconsultarseparaestudiarel enfoqueal tratamientode las aplicaciones

multilinealesy los polinomios dadoantesde generalizarsela utilización de tensores.En

estecapitulo solo se expondránlas pruebasde algunosresultadosqueseanfundamen-

tales en lo quese va ahacerdespués.Entreestosresultadosseencuentranalgunosque
van a permitirnos manejarcon mayor comodidadproductos tensorialesy productos

tensorialessimétricos.
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e 1. CUESTIONES GENERALES DE ANÁLISIS FUNCIONAL 3e
e 1. Cuestionesgeneralesde Análisis Funcionale
e
• En esta seccionmencionaremosalgunasdefinicionesclásicasde Análisis Funcional
• quevamosautilizar mástarde. Tambiénexpondremosalgunasnotacionesquese van

• a repetir a lo largo de estamemoria,así como referenciasdondese puedenconsultar
e

propiedadesgeneralessobrelas herramientasquevamosautilizar. En todo lo relativo
a cuestionesgeneralessobreespacioslocalmenteconvexosse puedenconsultar como

referenciasprincipaleslos libros deJarchow[Jar] y K5the [K6tl, Kót2].
• E, F y O representaránespacioslocalmenteconvexosrealeso complejos,frecuente-

• menteespaciosde Eréchet,estoes,espaciosmetrizablescompletos.Si 9 es un subron-
• junto de E, escribiremos[S] para designaral subespaciovectorialgeneradopor S.

Utilizaremos la notaciónsc(E) para representarel conjunto de las setiiuormas
continuasen E.

Si a E .sc(E), utilizaremos la notación Ea para referirnos al espacionormado
• E/cv~’(0).
• E(A) representarála envolturaconvexay equilibradadel subconjuntoA de E.

• Si E es un espacionormado,BE denotarála bola unidad cerradade dicho espacio,

estoes: BE = Qi, E E: kr¡~ =1}.
También utilizaremos con frecuencialímites proyectivose inductivos de espaciosee localmenteconvexos,ya que muchosespacioscon los que vamosa trabaja~ren esta

• memoriavanaestardefinidosen estostérminos. Lasdefinicionesy propiedadesbásicas

• de estoslímites puedenconsultarseen [Jar].
e
• Si E es un espaciolocalmenteconvexo,se llama dual fuerte de E al espaciodual
• de E dotadode la topología de la convergenciauniforme sobrelos acotadosde E. Se

• representarágeneralmentepor Ek.
El símbolo E’ se utilizará para representaral espaciodual de E dothdo de la• ro

• topología de la convergenciauniforme sobre los compactosde E, estoes, la topología
e compacto-abierta.

• Relacionadocon el espacioE$ estáun conceptoquevamosaconsiderarmás tarde:

• el de espaciodistinguido.
e
• DEFINICIÓN 1.1. SeaE un espaciolocalmenteconvexo. Se dice qu~ E es un

• espaciodistinguido si su dual fuerte Ej~ es tonelado.e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e



CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

2. Polinomios y aplicacionesmultilineales

‘e
Las notacionesutilizadaspararepresentarlos conjuntosde aplicacionesmultilinca-

les y polinomios son las mismas que se utilizan habitualmente,véansepor ejemplo

[fmi] y [Dm6]. Las principalesquedanresumidasen las siguientesdefiniciones:

DEFINICIÓN 1.2. Dados E~<... ,Em,E y O espacioslocalmenteconvexos se

representarápor

(1) £a(Ei,. . . , E,,.; U) al espaciovectorial de todas las aplicacionesni-linealesde

(2) £(Ei,. . . , E,,,; O) al espaciovectorial de todas las aplicacionesni-linealescon-

tinuas de E1 x x Em en O;

(3) £a(mE; O) al espaciovectorialde todaslas aplicacionesni-linealesde E
tm en O;

(4) £(mE; El) al espaciovectorialde todaslas aplicacionesni-linealescontinuasde

Em en O.

EixxE~ en O;

CuandoO es el cuerpobaseK (R o C), se adoptaránlas siguientesnotaciones:

(5) CatE; 1K) = CatE) y

(6) gtmE; 1K) =

DEFINICIÓN 1.3. Se dice queunaaplicaciónni-lineal L de Etm en Oessimétrica

L(xí,. . . , x,,,) = LQT
0}i>,... ,

paracada (x1, . . . , x,,,) e E”~ y cadapermutacióna de los primerosni numerosnatu-

rales.

El espaciovectorial de todas las aplicacionesni-linealessimétricasde E en O se

representarápor £~(
mE; O).

El espaciovectorial de las aplicacionesni-linealessimétricascontinuasde E en O

se representarápor £s(mE;O).

Cuando O = 1K, representaremosa estos dos espaciospor £~(mE) y /¿~(mE),re-

e
‘e
‘e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
‘e
e
e

51
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e
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• 2. POLINOMIOS Y APLICACIONES MIJLTILINEALES 5

e
OBSERVACIÓN 1.4. Se puede definir de un modo natural una proyeccíonsee Ca(‘“E; 0) —* £~Q”E; 0) pore 1

s(L)(xí,. . . , £,,.) = j >3 L(Zo}l),.. . X«(m)), ¡

aEPme
• para cada L E 4(’”E; O) y cada (zí,. . . , z~) E E’”, dondeIP,,, representael grupo
• de las permutacionesde los primeros ni numerosnaturales. Obviamentela inclusión

e canónicade £~(‘“E; O) en Ca(’”E; O) es unaaplicacióninyectiva. Así £~(‘“E; O) es un

• subespacioalgebraicamentecomplementadode £a(’”E; O) ([Dm1]).
e
e
• DEFINICIÓN 1.5. Se dice que P E —* O es un polinomioni-homogéneode E
e

en O si existeunaaplicacion ni-lineal A E’” —* 0 tal queP(x) = A(x,. ., x), para
cadax C E. P es continuo si y sólo si A es unaaplicacióncontinua.

• Al espaciovectorial de todos los polinomios m-homogéneosde E en O lo repre-e sentaremospor Pa(’”E; O).

• P(’”E; O) representaráel espaciode todos los polinomios ni-homogéneoscontinuos

• deEenO.e
• Cuando O = 1K, utilizaremos las notacionesP~(’”E) y P(’”E), para désignaral

• espaciovectorial de los polinomios ni-homogéneosde E en 1K y al de los polinomios

• ni-homogéneoscontinuosdeE en 1K, respectivamente.e
e

Un resultadode relevanteimportanciaen lo concernientea la relaciónque existee entrepolinomiosy aplicacionesmultilinealeses la identidadde polarización,queesclave

• parapoder establecerun isomorfismoentreel espaciode las aplicacionesmultilineales

• simétricasy el de los polinomios homogéneos.
e
• PRoPOSICIÓN 1.6 (Identidad de Polarización.[fmi], Teorema1.5). SeanE ye O espaciosvectorialessobre 1K, entoncesdado P E PaQ”E; O), existeuna única L E

• £~Q’2E; O) tal que P(x) = L(x<. -, x) para cada x E E. Además,L viene dada por

e 1 nL
• L(xi,. . . ,xm) = 2’”m! >3 ~

e
• 1=1=171

Con esteresultadopodemosjustificar el siguienteconveniodenotacion:e
e
e
e
e
e
e
e
e
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DEFINICIÓN 1.7. (a) DadoP E Pa(’”E; O), se denotarápor E’ a la únicaapli-

caciónni-lineal simétricaÉ E .C~(mE;O) tal queF(re) = P(re,. . ., re) paratodo re E E.

(b) DadaL E 4(’”E; O), se denotarápor 1 al polinomio A e P~(’”E; O) definido

por L(re) = L(x,. . , re) para todo re E E.

Tambiénes importante, cuandose trabaja con polinomios y aplicacionesmultilin-

eales,la fórmula de Newton,quepermiteevaluarun polinomio sobrela sumade varios

vectoresutilizando la forma multilineal simétricaasociada.

PROPOSICIÓN 1.8 (Fórmulade Newton). SeaP E Pa(’”E; O). Entonces,para

cadakcNyrei,• ,rekEEse tiene

ni! . .. ,rek ~,rek).

7n,+±mk-~m mi!• . . ~k!P(x1~

El siguienteresultado que ofrecemos,debido a Nachbin, nos indica en un cierto

sentido,cómo es el espaciode los polinomios ni-homogéneosdefinidossobreun espacio

localmenteconvexoarbitrario con valoresen un espacionormado.

LEMA 1.9 (Factorización. [Dm1], Lema 1.16). Sean E un espacio localmente
convexoy O un espacionormado. Entonces,para cada P E P(’”E; O) existena E

sc(E) y 1%. E P(’”Ea; O) de tal modo que P = Pa o ir~ (dondeIra es la proyección

canónicade E sobre el espacionormadoEa).

3. Aplicaciones holomorfas

Algunos de los problemasrelativos a polinomios tienensu origen en la holomorfía

de dimensióninfinita, como se comentaráun poco mas adelante. La definición usual

de función holomorfaentre espacioslocalmenteconvexoscomplejosse da, utilizando

polinomios, comounaextensiónnaturaldelconceptode función analíticaen un abierto

deC.



e
e
e
e
e
e
e 3. APLICACIONES HOLOMORFAS 7

e
• DEFINICIÓN 1.10. (1) SeanE y O espacioslocalmenteconvexoscomplejosy Uee un subconjuntoabiertode E. Se dice queunaaplicaciónf : U —* & es holcimorfa en

• U si para cadapunto re0 E U, existe unasucesión{Pm}meN, con P,,. E PQ”E; O) para

• cada ni c Pl tal que, dada-y c sc(O) se puedeencontrar un entorno V de~ re0 en U
• verificándoseque

• ¡ ni

• (¡(re) — ZFk(re— reo)) =0
e

uniformementeparare E V.
• (2) Al conjuntode las aplicacionesholomorfasf : U —~ O lo representar~mospor

7-«U; 0). CuandoO = C, lo representaremossimplementepor lt(U).e
e
e

OBSERvACIÓN 1.11. (1) La sucesióndepolinomios {Pm}meN queapareceen la
• definición anterior, correspondienteal punto re0, es unica. Así, se puede adoptarla

• siguientenotacion

e ¿‘“1(x) = ni!P~e
• d’”f(xo) = ni!P~,

e
e querecuerdala notaciónempleadaparadenotarla diferencial ni-ésimade f en re0.
e

(2) lt(U; O) tieneestructurade espaciovectorial conlas operacioneshabitualesen

• espaciosde funciones. 7i(U) tieneestructurade álgebra.

e
e Damosa continuación la definición deotro espaciode funcionesholomorfas,quesee va autilizar másadelante:el de las funcionesholomorfas de tipo acotado.

e
• DEFINICIÓN 1.12. (1) SeanE un espaciolocalmenteconvexo, U un abierto de

• E y B un subconjuntoacotadode U. Se dice queB es U-acotado si existe un entorno

• abierto V de Gen E tal queB+V C U.
e
• (2) Se dice quef: U —~ C esunafunción holomorfa de tipo acotado si f E fl(U)y
• estáacotadasobrelos subconjuntosU-acotadosde U.
e
• (3) Al espaciovectorial de las funcionesholomorfasde tipo acotadolo repr~sentare-
• mos por 7tb(U).

e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
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4. Productos Tensoriales

Otra aproximaciónal estudio de los polinomios se obtiene por dualidad de los

productostensorialessimétricos.Grothendieckintroduceen sutesis[Gro2] el producto

tensorialde dos espacioslocalmenteconvexosE y O como un espaciopredualparalas

aplicacionesbilinealesen E x O. Veinticinco añosdespuésRyan dedicasu tesisdoctoral

[Rya] al estudiode los productostensorialestopológicosy surelaciónconla holomorfía

en dimensió’n infinita; su trabajo es una referenciaobligadapara estenuevoenfoque

dadoal tratamientodepolinomios, ya quese puedendefinir éstosy obtenerbastantes

de las propiedadesqueposeencomo espaciovectorial topológico utilizando teoría de

dualidad. RecientementeDineen en [Dm4] da un nuevo impulso al estudiode los

polinomios considerándoloscomo elementosde un espaciodual y definiendo en los

espaciosde polinomiosunanuevatopología.

DEFINICIÓN 1.13. (a) Sean E y O espacioslocalmenteconvexos. Por cada

(re, y) E E x O denotemospor re Oy a la aplicaciónlineal de C(E,0; 1K) en 1K definida

por

re ® y(B) = B(re, y) paracada E E £(E, 0; 1K).

En esascondicionesse llama producto tensorial de los espaciosvectorialesE y O al

subespaciovectorial del dual algebraico(C(E, O; 1K))* de .C(E,O; E) generadopor la

familia de formas lineales

re0y, conreefleyeG.

Al producto tensorialde E y O lo representaremospor E O O.

(b) SeanEl,..., E,, espacioslocalmenteconvexos.Parare1E E1, re2 E E2,..., re,. E

E,. denotaremospor re1 0 0 re,, al elementode (E(E1,..., E,.; 1K))* definido del

siguientemodo: re1 ®~~‘ o re,.(L) = L(reí,...,re,.) para cada L e .C(E1,...,E,,;E).

Entoncesse llama producto tensorial de los espaciosE1,. . . , E,., y se representapor

E~ ® .. O E,., el subespaciovectorial de QC(Eí, . . . , E,.; IK))* generadopor

{xi® . o re,. : re1E E11. .. ,re,. E E,.}.

DEFINICIÓN 1.14. (a) Se dice que O E E ® ... O E es un tensorsimétrico si

admiteunarepresentacion
N 1 (i)

—i >3 re~(l)0re,(2>0...Orea(,.>,
ur=1 oEP~
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dondeN es un numeronatural y ~ . ,re$) C E paracada E {1,. . . ,

(b) Se llama u-producto tensorial simétrico del espaciolocalmenteconvexo E al

subespaciode E 0 0 E generadopor los tensoressimétricos. A este e~pacio lo

representaremospor E Q .Y. Q E o por QE.
5 5 n,s

(c) Utilizaremosla expresiónre1 O re2 Q Q re,, paradesignaral tensorsimétrico
3 A 3

1
—i >3 rea(l>0re«(2)Q•~~®rea(,fl.

aEP~

(d) La aplicacións quesepuededefinir sobrelostensoresdelaformaxi®re2Q~ . ~®re,,

como
QE

x1Qre2Q~- Ore,,

—1

‘—4 re10re2Q•••Qre,.
3 8 5

y extenderpor linealidad al restode QE, se denominaaplicación de simetrización.

A’

(e) Si k+r = u, 0[re(k),y&)] designaráareo••~0reQyQ~~ Qy.
5 5 5 3 5 5

OBsERVACIÓN 1.15. Cuandore1 = ~ = re,. = re se tiene que
71 n

reO Ore = reQ ... Ore.
3 5

En estecasoutilizaremos la notación Ore pararepresentara re -. O re.

En lo sucesivoutilizaremosfrecuentementeel tipo particularde conjuntos4uevamos

adescribira continuación.

DEFINICIÓN 1.16. SeaA un subconjuntodel espaciovectorial E.

(a) Sedenotapor QA al conjunto

QA = {reí Q... Q re,, : Li,
n

...,re,,EA}.

(b) Se denotapor OA al conjunto
“‘8

OA= {re 0.. O re : re e A}.

e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e n’S
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OBSERVACIÓN 1.17. Dineenen [Dm6], (1.16), pruebala siguienterelación,que

va a ser frecuentementeutilizada, entrelos conjuntosQA y ®A
,, n,5

5 Gr ($~(n?)kA)) = ~

Para nosotros va a tener un especial interés la siguiente versión tensorial de la

fórmula de polarización:

PROPoSICIÓN 1.18 (Polarización). SeaE un espaciolocalmenteconvexoy sean

re1,...,re,, E E. Entonces

1
reíO’~~Ore,,.— >3 si.

s s

1=j=n

DEMOSTRACIÓN. Utilizaremosla fórmulade polarizaciónparaaplicacionesmuí-

tilineales(Proposición 1.6) y la relación de dualidadexistenteentre QE y C(~E). De
u

estemodo serásuficienteprobarque

re1O...®re4L)=~~ii— >3 ¿i...e,t®
5 5 ?“n! 71

e> =±1

(f¿.¡re>) (L)

paracadaL E £(‘A’E).

Ahora bien, dadoL E .CQ’E) se tiene que

reí ®..~®re,,(L)
5 5

O Lott)) (L)

— (41aeP,. re~(l) O re0}21 O>3
— 41 >3 L(re«~i1,re~p>,.. . ,re%q)

— s(L)(rei . . . ,re,,)

1
— ~ >3 6k... e,,s(L)

1

— 2”u! >3 c1...c,.L

.>3c re)

~$Qrei)

(Éearea) (L),

lo queda el resultado. U



4. PRODUCTOSTENSORIALES

OBSERVACIÓN 1.19. Utilizando la anteriorfórmulade polarización,cadatensor

simetricou-dimensionalse puedeescribir comounasumade la forma

Lores,

5=i

conMeNyre,EEparacadaje{1,...,M}enelcasolk=Cycomo

M

re5,
5=1

conM E FN, re5 E E y ¿5 = +1 paracada] c {1,.. . , M}, cuandoel cuerpotaseque

se consideraes 1K = IR.

OBSERVACIÓN 1.20. El espacioP4”E; O) se puedeidentificar con 4i(®E; O)
“‘5

en el siguientesentido:dadoP E PaQ’E; 0), existeunaúnica1’ E 4(0 E; Oj definida
ns

de modo natural apartir de la relación

<Ore,1» = P(re), para cadare E E.

Una consecuenciasencilla, pero útil, quededucimosde la fórmulade

es el siguienteresultado:

polarización

LEMA 1.21. Sea F E Pa(”E) y sean re,y E E. Entonces

A’ n—k

<O[re(k), ~(n—k>j >~> = P(z, ~ re, y, St,y).
5

DEMOSTRACIÓN.
A’

5 5 5 5<®[re(kí, ~(n—k)] , — <reQ.’.Qre®yO

u!

n—k

5

>3 ¿i...c,.O(¿ire+

1

A’ n—k
— F(x,.. ~,re, y,.. ., y)

+ ¿kre + ¿k+LY +

+ ¿/cL + ¿k-j-iY +..

¿,,P(¿ire + + CkL + ¿k+IY + +c,~y)

E

e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e

e
e

e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
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También podemosobtenerla siguienteversióntensorialdel Lema de Newton,

LEMA 1.22. Para cualesquiera re,y E E y todo u E Pl se tiene

/uN
®(re + y) = >1 1» 0 [re(k),y(flk>].

k=O \/

DEMOSTRACIÓN. HagamosO ~ (~) o [re0~>,y(n~k)]~ Entonces,por la dna-
5

lidad algebraicaexistenteentre polinomios y productostensorialessimétricos ([Hor],

pg. 184) se tiene que®(re + y) = O si y sólo si

<®(re + y), i5> = <O, ‘a>, paracadaE’ E ‘Pa(”E) = 4(0 E).
41$

Pero por la Proposición1.18,

~> = ~ (~) <®[re(~, y(fl~k)] J2J>

= t0 (~)É(re,.1.,re,Y,7t,Y).

Por la fórmula de Newton para polinomios (Proposición 1.8),

precisamenteP(re + y), luego

<O, P> = P(re + y) = <0(re+ y), P>.

En el siguienteLemase obtieneunapropiedadquees naturalen estecontexto,de-

bido a la estrecharelación existenteentre polinomios y productos tensoriales. Esta

propiedadse utilizará con posterioridaden estamemoria; es una propiedaddeexten-

sion, quepermitirá definir unaaplicaciónrelacionandolos u-tensoressimétricoscon los

(u + h)-tensoressimétricos.

LEMA 1.23. Sean re1,...,re,.,yi,.. .y~,e E E. Si dado k E FN,

U A’ TU A’

>3 re~®...ore¿=>3yg®...oyg,
t=1 5=1

entonces

esta última suma es

U A’ h m k U

>3re~o~ o re~® e® . •Oe= >3ys Q ~ Oys ®e0”® e,
i=í 5 5 5 5 s=í
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7,.

>3 ®[(k) e<h>])

5=’

para cada h E N.

DEMOSTRACIÓN. SeaP E Pa(k+ h
12) y consideremosQp E Pa(kE), definido por

k U

Qp(re) = É(re, ~ re, e, ti, e). Entonces,por el Lema 1.21,

71

<>3®[re~k), _

$
t=1

A’ U

e(h)1 Í~> — >3 P(re¿, X., re1, e, st., e)
¿=1

71

— >3Qp(reí)
1=1

21

— <>3®re~4p>
1=1
TU

— <>3®ys,Qp>
5=’

— >3Qp(ys)
TU

U
yg, e, .tt, e)

5=’
TU

5=1
e(h)] E’>

u

5. Topología Proyectiva en Productos Tensoriales

Paraaprovecharal máximo las posibilidadesdel tratamientode los polinomios como

dualesdeproductostensoriales,consideraremosla topologíaproyectivaenE~0 .

De estemodo podremosconsiderarlos polinomios continuoscomo elementosdel dual

topológico del producto tensorialproyectivosimétrico.

DEFINICIÓN 1.24. (a) Sean E1, E2,..., E,, espacioslocalmenteconvexos. Se

define la topologíaproyectiva Ir en E1 0 122 ... ® E,. como la topologíalocalmente

n

e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e

(o, con otra notación:

>3®[re$kí,e(h>] =
1=1

e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e

e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
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convexamasfina quehacecontinuaa la aplicación ‘e
‘e

Q: E1xE2x~xE,. —+ E1OE2O~~OE,. ‘e
(reí,...,re,.) re10-0re,, ‘e

Al espacioE1 O E2 Q ... ® E,, dotadode la topologíaproyectiva Ir lo denotaremos

habitualmentepor E1 QE2Q . .. QE,,. Si u = 1 sesobreentiendeque QE = E.
Ir Ir Ir

(b) Representaremospor ‘e

E,ÓE2ó...ÓE,. ji

a la complecióndel producto Ir ir ee
E10E20...OE,.. ‘e

ir ir ir ‘e

(c) Representaremospor O E al espacioQE dotadode la topologíainducida por

la topología proyectivadel espacioQE = EQ~ . ~OE.
n,ir Ir ir

(d) 1 E se define como la complecióndel espaciolocalmenteconvexo O E. ‘e
I1,S,Ir fl,5,ir té

e
En estamemoria se utilizarán algunosresultadossobrecomplementaciónen pro- ‘e

ductostensorialestopológicos. El resultadoqueseenunciaacontinuaciónfue utilizado ‘e

por Ryan en la pruebade la Proposición2.3 de [Rya]. La pruebade esteresultadoes ‘e

sencilla, considerandocomo aplicacionesque proporcionanla complementaciónentre ‘e

estosespaciosla inclusión canónicade ó E en é E y la aplicaciónde simetrízacion. ‘e
,.,5,Ir “,ir ‘e

‘ePROPOSICIÓN 1.25. Sean E un espacio localmente convexo y u E Pl. Entonces
ó E es un subespacio complementado de QE. ‘e

n,S,lr nlr

e
‘e

OBSERvACIÓN 1.26. (1) De la Definición 1.24 se sigue queun sistemafunda- e
mentalde seminormasparala topologíaproyectivaen E1 O E2 O ... Q E,. es ‘e

ir Ir Ir

‘e
{aí ® . ..o a,.: a1 c sc(Eí),. . . , a,. C sc(E,.)}, ‘e

donde&í ~ O a,. vienedadapor ‘e

mf {Laí(reh...a~i(reQ) :O=EreU)®...ore$2}

(véase[Jar], Proposición15.1.1).
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e
EnelcasoenelqueEi=~=E,.=Eya1=~=a,.=a,escribiitemosQae

e paradesignara la seminormaa Q ... Q a.

e (2) Un sistemafundamentalde seminormasparala topologíaproyectiva‘Ir en QE
• “‘5

• estádadopor {®a : a e sc(E)}, donde
“‘5e

• (NN

e (,~a)(O)=mnf1ta(re3)”:O=L¿s~xs,conc5E{—1,l}paracadaz=1 1)’

cuandoE es un espaciolocalmenteconvexoreal, ye
• N

e (®a)(6)= infjZa(resY¼O=Z®resj,
e
• en el casoen el queE esun espaciolocalmenteconvexocomplejo.

e En principio, parecequeestassemínormaspodrían no ser suficientespafa definir
e la topología proyectivaen este espacio. Sin embargo, la familia de seminoimasque
e aparecenen (1) inducensobre ®E la mismatopologíaquelafamilia queacabamosdee “‘5

e mencionar,tal como pruebaRyan en la Proposición2.2 de [Rya].
e
e (3) Oelbaumy Gil de Lamadrid ([GeGi]) probaronquesi E1 y E2 son espaciosde

Banachcon basesde Schauder{ei,,.}~í y {e2,nLtí respectivamente,entonces

e
• es unabasede Schauderde E1 o E2, dondeutilizamosID pararepresentarel producto
e FN x N dotadodel “orden del cuadrado” ([GeGi]). ltyan generalizaesteresultadopara
e productostensorialesde un número arbitrario de espaciosy también pruebaque los
e
e simetrizadosde los elementosde la basedel producto tensorial,ordenadosdeacuerdo
e con el orden inducido por el del cuadrado, forman una basedel producto tensorial
e simétrico ([Ryaj, Capítulo5).
e
• En algunasocasionesva a ser útil recordarqueel producto tensorial del espacios

localmenteconvexosverifica la propiedad asociativa. Este hechose enuncíaen la si-e
e guiente

• PROPOSICIÓN 1.27 (Propiedadasociativa. [Kót2], página179). SeanE,F yOe
e espacios localmente convexos. Entonces

e
e (EÓF)óO es isomorfotopológicamentea EÓ(FÓO).
e
e
e
e
e
e
e
e
e
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OBsERVACIÓN 1.28. Del mismo modo como antesenuncíabamosla dualidad

algebráicaentrelos productostensoriales- aplicacionesmultilinealesy productosten-

sorialessimétricos - polinomios algebraicos,ahora vamosa poder teneruna dualidad

topológicaentrelos productostensorialesproyectivos- aplicacionesmultilineales(tanto

en el casoalgebraicocomo en el continuo) y polinomios continuos - productos tenso-

riales proyectivossimétricos.

Podemosidentificar al espacioP(”E; O) con £( é E; O) de modo análogoacomo
,.,S,ir

lo hacíamosen el caso algebraico: P E P(”E; O), se identifica con 1’ E 4 Ó E~ O)
,.,5,ir

definida por la identidad <Qre, E’> = P(x).
‘4

A continuaciondamos una consecuenciade la propia definición de la topología

proyectivaquevamosa emplearposteriormente.

LEMA 1.29. Sea E un espaciolocalmenteconvereoy seaa E sc(E). Entoncesse
ver jica que

(Qa)(rei Q ... Q re,,) =a(re1).. . a(re,.).
‘2 5 5

DEMOSTRACION.

(®a)(reí ® ... Ore,.) =

= (Qa) (1 >3 Lc(i)Q~®La(nÁ
,. 1,01 1\“~~ acPn 1

1
—i >3 a(re~q,~) . . . a(re0~,.>)=

aE Fn

= a(x0(l>) ... a(re0(,.))=

E

6. Topologías en espaciosde Polinomios y de Aplicaciones Holomorfas

Tradicionalmentese consideranen los espaciosde polinomiossobreespacioslocal-

menteconvexoslas siguientestopologías:la topologíacompacto-abierta
To, la topología

de la convergenciauniformesobrelos acotados1b y la topologíaportadadeNachbinr~,

cuyas definicionesse van a recordaren lo quesigue. RecientementeDineen considera
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ee tambiénen P(’2E; O) la topologíafuerte /3, la topologíaen P(’4E; O) de la convergencia
• uniformesobrelos acotadosde QE,considerandoen estecasoel isomorfismoexistente

‘2,5e entreP(’2E; O) y C( ~ E; O). topologíasHastahacepoco tiempo se veníautilizando
e ‘2,5,Ir

e la notación /3 parahacermencióna la topología queaquí representaremoscomo Tb•
Puestoqueno todo acotadoB de QE puedeconsiderarsecontenidoen T}QC», donde

‘4,3 ‘2,5e o es un acotadode E, estasdos topologíasson en generaldistintas. Va a interesar

• por múltiples razonesel estudiode la coincidenciade esas dos topologías,úroblema

parecidoal “problema de las topologías” planteadopor Crothendieck;por ejemplo,e
• (P(”E), /3) va a sersiempreun espacio(DF) si E es un espaciode Fréchet,con lo que

• (P(’2E), Ib) ha de serlo en los casosdecoincidenciade estasdos topologías.Al final de
• estaseccióndiscutiremosalgunasconsecuenciasderivadasde la igualdadde 4b y ¡3.

e
• DEFINICIÓN 1.30. (a) La topologíacompacto-abiertaTo sobreP(’2E; O) se de-

fine comola topologíaen P(’2E; O) de laconvergenciauniformesobrelos subconjuntosee compactosde E.

• (b) La topología1b sobreP(”E; O) se define como la topologíaen P(’2E;O) de la

convergenciauniformesobrelos subconjuntosacotadosde E.e
• (c) La topología fuerte ¡3 sobreP(’2E) se define como la topologíaen PQ’E; O) ~

ó E; O) de la convergenciauniformesobrelos subconjuntosacotadosde ¡ ó E. Si
‘4,5,Ir ‘2,5 Ire u = 1, la topologíafuertese definecomola topologíade la convergenciauniformesobre

• los acotadosde E.
e
e
e La topologíaportadar~ enP(”E; O) se define del modo siguiente:
e
• DEFINICIÓN 1.31. (1) SeanE un espaciolocalmenteconvexo y 0 un espacio
• normado.Definimos la topología portada it por
e
• (P(”E; O), w~) = ljp~ (P(”Ea; O), Ib)

• acsc(E)

• (recuérdeseel Lema de Factorización1.9).

• Obsérveseque it estágeneradapor las seminormasp que están portadas por ele origen,es decir,para cadaentorno V de O en E, existec(l/) > O tal que

e p(P) = c(V)sup~jP(re)jj
e r~V

e
e
e
e
e
e
e
e
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paracadaP E PQ’E; O).

(2) Paraespacioslocalmenteconvexosarbitrarios O, it estádefinida por

QP(’2E; O), í~) = Hm (P(’2E 0<, it).

YESC(O)

OBSERVACIÓN 1.32. (1) Se tiene que ro =1b = ¡3 = re». En efecto, todo com-

pactoes acotado,y así la topologíaen P(’2E; O) de la convergenciauniforme sobrelos
acotadosdeE (Ib) es másfina quela de la convergenciauniformesobrelos compactos

de E (lo). Por otra parte,es claro que,si B es un acotadode E, se tiene que ® B es
fl5ir

un acotadode QE, con lo que, recordandolas definicionesquehemosdado paralas
‘4,5

topologías~b y ¡3 en P(’4E; O), se tieneque1b = ¡3. Finalmente,si O es un espacionor-

madoy p E .sc(P(”E; 0), ¡3) podemossuponerqueexisteun acotadoA de 0 E tal
,.,5,Ir

que

p(P) = sup~P(6)~¡;
OEA -

ademáspodemossuponer,recordandola definición de acotadoenun espaciolocalmente

convexo,que A G fl F(QrvV), donde 1) denotaun sistemafundamentalde entornos
VCl> ns

de O convexosy equilibradosen E y rv > O paracada1/ E V. Así, si U es un entorno

de 0, existeU
0 E V tal que

11o c U. Paraesteentornose tiene que

p(P) = supHP(6)¡~
OEA

sup
dE Ii P(®rvV)

VEV ns

sup IP(O)H

OeF(® r~
0Uo)

ns

sup

— Tu0 xEUo

1
=—sup HP(re)H,

xEU

lo quepruebaquep es unaseminormaportadapor el origen, y por tanto, que ¡3 = it.

El casogeneral,en el que O es un espaciolocalmenteconvexo arbitrario se deducea

partir de lo que acabamosde probar, teniendoen cuentala definición de la topología

portadaen estecaso (Definición 1.31 (2)).
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(2) Se tiene quepara espaciosdeFréchetE, ‘o = ít sobreP(”E; O) si y ~ólo si E

es un espaciode Montel. En efecto,es claro quesi E es de Montel, esasdos to~pologias

coinciden. Por otra parte,si E es un espaciodeFréchetqueno es deMontel éxisteun

acotadoB G E queno es relativamentecompacto. Pero, si suponemosquelío =

entoncesparacada~ye sc(O),se tiene que la seminorma Iln, definida por

l)PJ)B,y = supy(P(re))

paraE E P(”E; O), esunaseminormaí0-continua,luegoexistenun compactdK C E,
quese puedesuponerconvexoy equilibrado,y unaconstanteO>

[F¡[n<~ =O[P[x, paracadaP E P(’4E; 0).

De este modo para cada ~$e E’, 4 ~ O y b e & con ~y(b)# 0, se

P(’2E; O) y

O tales qu~

tiene qúe 4’2b e

o equivalentemente

ú’(b)kbI~ =Cy(b)kb~~j<,

por lo que, tomandoraícesu-ésimasse llega a

YIB =C~I4IK.

Esto,por el TeoremadeHahn-Banach,es unacontradiccióncon lo supuesto.

si B es un acotadoqueno es relativamentecompacto,el conjunto

es, por lo que debe existir re0 E 0
4B tal que re

0 g
Hahn-Banachse concluyequeexisteunacierta< E E’ tal que

En efecto,
O~B tampocolo

K, utilizando el Teoremade

hechoquecontradicelo anterior.

(3) Si E es un espaciode Banach,
1b = it sobreP(’4E; O), paracualquierespacio

localmenteconvexo O. En efecto, bastateneren cuentaquela topologíade E viene

definida por unasolanorma, teniendoen este caso,quesi O es normado

(P(”E; O), it) = ~jp~QP(’4E;O), Ib) = (P(’4E; O), Ib),

II.’’

lo quenos proporcionaque1b = = it, puestoquesiemprese tenía1b =¡3 =it- Para

O arbitrario el resultadoes inmediatoapartir de lo anterior.

e
e
e
e
e
e

e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
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Al considerarel casoen el que O = se puedeobteneralgo másde informacion

sobrela coincidenciade las topologías~oy it Por ejemplo,Dineen indica queit es

la topología toneladaasociadaa ~o sobre P(”E) cuandoE es un espaciometrizable

([Dm1], Proposición 3.41). La coincidenciade estasdos topologíascuando E es un

espaciodeFréchetMontel se haestudiadorecientementeenprofundidad(veanseentre

otros [AnPo2, GGM, Dm2, DeMa, Dm4]) a causade su incidencia, apuntada

por Ansemil-Ponte[AnPo2], en el clásicoproblemasobrela coincidenciade ~o y it

en espaciosde funcionesholomorfas. Recordemos,entonces,las definicionesde estas

topologías.

DEFINICIÓN 1.33. SeanE un espaciode Fréchet,O un espaciolocalmentecon-

vexo y U un abierto de E. Se define ‘o en H(U; O) como la topologíageneradapor la

siguientefamilia de seminormas:
1 —*~ 1 supy(f(re)),

xEK

donde -y E sc(O) y K recorre los compactosde E. A la topología ~ose le denomina

topología compacto-abierta.

DEFINICIÓN 1.34. (a) Sean E un espaciolocalmenteconvexo, O un espacio

normado y II c E abierto. Se dice que una semínormap : 7#U; 0) —* [0, oc) está

portada por un compactoK c U si paracada abierto V, V D 1=1,existec(V) > O tal

que

p(f) =c(V)j~f~v

paracada 1 E lt(U; O).

(b) Se llama topologíaportada de Nachbin í~ en 7t(U; O) a la topologíagenerada

por la familia de seminormasportadaspor los compactosde U.

(c) ParaO un espaciolocalmenteconvexoarbitrario, definimos:

(7t(U;O),r~) = ~rn(7t(U;Oj,r~)
Esc(O)

La igualdadentrelas topologíasw~ y í~ en 71(U) hasido estudiadainicialmentepor

Barroso, Nachbin, Boland-Dineen,Meisey Mujica en numerosostrabajosutilizando

métodosdirectos sobredeterminadostipos de espaciosE. En 1988 Ansemil y Ponte

establecieronlas siguientesproposiciones,que informan sobre la coincidenciade las
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e topologías‘o y it en espaciosde funcionesholomorfascon valoresen el cuerpo~C.Ene
• estosresultadosseponede manifiestola importanciaquetieneestudiarla coincidencia

e de topologíasen los espaciosde polinomios parapoder determinarestacoincidencia
e en los espaciosde funcionesholomorfas. Parafuncionesholomorfas con valoresen un
e espaciode Banachtambiénseva a tenerun resultadoparecido,debidoaBoyd y Peris,
e
e quese enunciaráun poco másadelante.
e

PROPOSICIÓN 1.35 ([AnPo2], Teorema2). Sea E un espacio de Fréchet-Montel
• y sea U un abierto equilibrado de E. Entonces las siguientes propiedades sot¿ equiva-

e lentes:

(a) í~=r~ en 71(U).e
e (b) ío = it en ‘P(’4E) para cada u E N.
e

PROPOSICIÓN 1.36 ([AnPo2], Proposición3). Sea E un espacio de Fréchet-e
Montel y seau e Pl. Entonceslas siguientescondicionesson equivalentes:

e (a) íg = it en P(’2E).
• (b) (P(’2E), ‘6) es bornológico.

(e) (P(”E), Ib) es tonelado.e
(d) (V(’2E), rb) es un espaciode Montel.

• (e) (P(”E), ‘6) es el dual fuerte de un espaciode Fréchet-Montel

• (obsérveseque ~b = To puestoque E es un espaciode Montel).
e

Con la proposiciónque acabamosde enunciarse consiguiótraspasarel problemae de la coincidenciade las topologías~oy it en espaciosde funcionesholomorfas al de la
e

tonelacióndel espacio(PQ’E), Ib), cuandose tomaE dentro de la clasede lo~ espacios
e de Fréchet-Montel.
• Al buscarcondicionessobreel espacioE para que (P(’4E), Ib) fuese un espacio

• toneladose relacionóesteproblema,clásico en holomorfía,con otro célebreproblema
e propuestopor Grothendieck:el conocidocomo “Probl~medes Es conocidoe topologies.”

quesi E
1 y E2 son espaciosde Fréchety 1< es un compactode E,óE2,existencompactose ___ ir ¡

e 1<~ de E1 y 1<2 de 122 tales queK c F(K1 ® 1<2) ([Kót2], §41.4 (5)). Grothendieck
• cuestionabasi un resultadoanálogoes cierto cuandose trabajacon conjunto~acotados

• en lugarde trabajarcon conjuntoscompactos,estoes,sepreguntabaparacadapar dee espaciosde FréchetE, y E2 y cadaacotadoB de E1óE2 existíanacotadosB1 de E~e Ir

e
e
e
e
e
e
e
e
e
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e
e

y B2 de E2 tales queB c P(B1 Q B2), ya queen todoslos casosconocidosera posible
encontraresosacotados. Esteproblemaestuvoabiertohasta 1986, cuandoTaskinen ‘e

en [Tasi} construyóel primer ejemploque resuelveesteproblemade modo negativo. ‘e

Los pares(E,,E2) paralos queel enunciadoanterioresválido son los queTaskinen e
dice que verifican la propiedad (BR). Es sencillo observarquecuando E1 y E2 son ‘e

eespaciosde Fréchet-Montel, se tiene que E,6E2 es de Montel si y sólo si (E1, £2)
Ir

verifica la propiedad(BR).

e
e

DEFINICIÓN 1.37. Se dice que el par de espacioslocalmenteconvexos(E, F) ‘e

poseela propiedad(BR) si paracadaacotadoB de E1ÓE2existenacotadosB1 de E~ ‘e
21

y B2 de E2 talesqueB G F(B1 OB2). ‘e
e
e

Ahoraestamosencondicionesdeenunciarel resultadoqueBoyd y Perisestablecieron e
sobrela coincidenciade las topologíasportaday compacto-abiertaen espaciosde fun- ‘e

ciones holomorfascon valoresen un espaciodeBanach. ‘e
‘e

PRoPOSICIÓN 1.38 ([BoyP], Teorema8). SeaE un espaciode Fréchet-Montel. ‘e

Entonceslas siguientesafirmacionesson equivalentes: ‘e

(i) (E, X) tiene la propiedad(BR) para cada espaciode BanachX ‘e
(u) íú = 1w sobreP(’A’E, X’) para cada espaciode BanachX ‘ee
(iii,) ío = it sobre71(U,X’) para cada abierto equilibrado U de E y cada espacío ‘e

de BanachX. e
e

La propiedad(BR),.. fue introducidapor Dineen ([Dm4]) comounaversiónválida ‘e

para u-productostensorialessimétricosde la propiedad(BR) definida por Taskinen ‘ee
([Tasi]). Estaspropiedadesestánsiendoestudiadasen profundidadactualmente,da- ‘e

da la importanciaque tiene que un espacioverifique esta propiedadal estudiarlas ‘e

relacionesexistentesentrelas distintas topologíasquese definen sobrelos espaciosde ‘e

polinomios homogéneos. ‘e
‘e

DEFINICIÓN 1.39. (a) Se dice que un espaciolocalmenteconvexo E tiene la ‘e

propiedad(BR),, parau = 2,3, . . - si paracada acotadoB de ¿i E existeun acotado e
‘2~21 ‘e

O de E tal queB estácontenidoen la envolturaconvexacerradade ‘e

QC={rei®...Qre,.:reí,...,re,.EO}. ‘e
‘4 e

‘e
‘e
e
‘e
e
‘e
e
‘e
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e

(b) Un espaciolocalmenteconvexoE tienela propiedad(BR),,,. parau = 2,3,
si paracada acotadoB de é E existeun acotadoO de E tal queB está contenido

‘4 5 Ir

• en la envolturaconvexacerradade ®C= {Qre re 6 0>.
e ‘4,5 ‘4

e
• En [Dm2] se prúebaque los espaciosquetienenunabasede un determiiiadotipo
• verifican la propiedad (BR),,,3, para cada entero positivo u. Entre estos espaciosse

• encuentranlos espaciosescalonadosde Kóthe, y se utilizará estapropiedadde esos
ee espaciosmásadelante.Otra importanteclasede espaciosqueverifican estapropiedad

son los espaciosde Banach: si E es un espaciode Banach,entoncesE verific4 (BR),,5
• paracada u E Pl.

e
e
• OBSERVACIÓN 1.40. (1) Las topologías

1b y ¡3 coincidensobre‘P(’4E) si y sólo si
• E tienela propiedad(BR),.,

5. En efecto,si tomamosp E sc(P(~E;0), /3), recordando

• cómoson las seminormasquedefinenla topologíafuerteen P(’2E; O), podemossuponer

e queexisteun acotadoA de ó E tal que

p(P) = snpIIP(9)¡I.e OCA

e Suponiendoque el espacioE verifica la propiedad (BR),.,S, se llega a queexisteune
• acotadoO de E tal queA C F(QO). De estemodo,si P E P(”E), se tiene ¡

‘4,5e
e p(P) = sup~~P(9)H

OeA

e < sup IIP(O)II
OcP(®C)e 71,5

e =~¡¡0,

e
• lo queindicaquela topología

1b esmásfina quela topología¡3 sobreP(~E). Récordando
e ahora la Observación1.32 (1), se concluyela igualdad de Tb y ¡3, ya quesiemprese
e teníaque~b = ¡3~ Ahora bien, si E no verifica (BR),.,

3, existeun acotadoB de Ó E
e ‘2,5,Ir

• de forma queparacadaacotadoB, de E, B ~ F(®B1), lo queva a proporcionaruna
e seminormaquees /3-continua,mientrasqueno es Ib-continua.
• Ya hemosindicadoquepara varias clasesde espaciosde Fréchet,entrelos quese
e

incluyen los espaciosescalonadosde K¿ithe y los espaciosde Banach,se conocequese

verifica estapropiedadparacadau E Pl, conlo queseproducetambiénla coincidencia

e
e
e
e
e
e
e
e
e
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de las respectivastopologíassobreespaciosde funcionesholomorfas ([Dm2, GGM,

Dm4]).

(2) Para un espaciode Fréchet-MontelE, ro = it sobreP(’2E) si y sólo si E
tiene la propiedad(BR),.,,. Por una parte, si ~o = it, se verifica que Tb = /3, lo

que implica que se verifique la propiedad (BB),.
5. Si se suponeahora que E es un

espaciode Fréchet-Montelque verifica la propiedad(BR),.5, resulta queel espacio

ó E tambiénes un espaciode Montel, condición que implica, en particular, quesu
‘25Ir

dual fuerte (P(’4E), ¡3) = (P(’2E), Ib) es un espaciotonelado. De estemodo,utilizando

la Proposición 1.36, se concluyeque~o= it sobreP(’4E).

(3) Ansemily Taskinen([AnTa]) dieronun ejemplodeespaciode Fréchet-MontelE
parael queTo it enPQE). Lo quehacenes observarqueel espacioE queTaskirien

construyecomo contraejemploal “Problema de las topologías” tiene la propiedadde

que EÓE contieneuna copia del espaciode BanachLi y por ello EÓE no es de
5,21 5,21

Montel, con lo quenecesariamenteíg it en P(
2E) (si ~o = ~ en 7’(2E) entonces

E tiene (BR)
2,5 y al ser E de Montel, esto equivale a que EÓE sea de Montel).

5,Ir

Como consecuenciade estoresultaque
1o it para todoabiertoU de E. Nóteseque

cualquieraqueseael abierto LI de E, (‘P(~E), í) es un subespaciocomplementadode

(71(U),í) con í = ~ ([Dm1], Proposiciones2.40 y 2.41).
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e
e
e CAPÍTULO 2e
• Complementación en productos tensorialesy espaciosde

polinomiose
e
e
e
e
e
• La mayor parte de las propiedadesde un espaciolocalmenteconvexo son heredadas
• por subespacioscomplementados,de ahí la importanciaque tiene estudiaf~ cuándo

• un espaciolocalmenteconvexo es un subespaciocomplementadode otro. Dentro de

e la teoría deproductos tensorialestopológicosse conocianalgunoscasosconcretosdeee complementación,y tambiénse habíaestudiadoestapropiedadparaalgunosespacios

• depolinomios. Comenzaremosel capítujomostrandoalgunosresultadossobréconiple-

• mentaciónen productostensorialesordinarios,paraexponerseguidamentelas dificul-

• tadesqueaparecenal intentar utilizar una técnicasimilar paraprobarresultadosde

• complementaciónenproductostensorialessimétricosde espacioslocalmenteconvexos.

Se mostrarátambiénla relación que tiene esto con la propiedad (BR) de Taskinen.e Tambiénaprovecharemosla primeraseccióndel capítuloparacomentaralgunosotros

• resultadosconocidossobrecomplementaciónen productostensoriales,como el resul-

• tado debidoa Bonet y Peris ([BonP]) quepermite considerarun producto tensorial

• comoun subespaciocomplementadode un producto tensorialsimétrico. ¡
e
e En la segundaseccióndesarrollaremosfundamentalmenteun estudiosobrécomple-ee mentaciónen productostensorialessimétricos, lo que, utilizando despuésresultados

e sobre dualidad, nos dará tambiénaplicacionesal estudio de la complementaciónen

• espaciosde polinomiospara las diferentestopologíasutilizadas en holomorfíaen di-

• mensióninfinita, quehemosintroducidoen el Capítulo 1. En particular,generalizare-

mos a todas esas topologíasusualesy a espacioslocalmenteconvexosarbjtrarios ele
e resultado de Aron y Schottenloheren [ArSc] sobre complementaciónentré espacios

de polinomios de distinto grado, definidos sobre espaciosde Banach,dotatios de la

e 25e
e
e
e
e
e
e
e
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topología de la norma. Se probará,por ejemplo, quePQ’2E) es un subespaciocoin-

plementadode ‘P(’2E) cuandoni < u paraTb y ¡3, obteniendoa partir de ello quesi

E verifica (BR),,
5 entoncestambiénverifica (BB)~5. En otra línea de resultados,se

estudiarála complementaciónde P(’2F) en P(’4E) cuandoF es un subespaciocom-

plementadode E. Los resultadosquese darán en este Capítulo van a ser utilizados

en los trescapítulossiguientes,dondese van aexponerejemplosoriginalesrelativos a

algunascuestionessobreespaciosde polinomios y holomorfíaen dimensióninfiuiita.
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e
• 1. Complementación y propiedades (BR) y (BR),,
e
e En [Tasi] Taskinenestudia,entreotrascosas,la estabilidadde la propiedad(BR)e con respectoa las operacionesestándaren Análisis Funcional de tomar productosy

• subespacios;y demuestraqueestapropiedades estableal tomarproductosy tambiénal
e pasarasubespacioscomplementados,mientrasqueno lo es parael pasoasubespacios.

• Esto último seponeclaramentedemanifiestosi seconsideraelespacioE queTaskinen

• construyeen [Tasi] y que tiene la propiedadde que (E,4) no tiene la propiedad

(BR), mientrasque (E, Lí[0, 1]) tiene la propiedad(BR) y £2 es un subespacio(no

complementado)de L’[O, 1].e
ee En la primera secciónde estecapitulo probamosla estabilidadde las pr¿piedadese (BR),. y (BR),.,S,quecomose ha indicadoen el Capitulo 1, son unageneralizaciónde la

• propiedad(BR) al casodeu-productostensorialesy u-productostensorialessimétricos

• de un mismoespacioE. A partir de ello se deduceunainteresanterelaciónentreestas

• propiedades.
e
• Parael casodeproductostensorialesarbitrarios (no simétricos)los resultadossobre

e complementaciónqueobtenemossededucengeneralizandola pruebade Taskinenal ca-e so de u-productostensoriales,utilizando queel productotensorialverifica la propiedad

e asociativa.Los resultadosrelativos al casosimétricorequierenunapruebaoriginal en

e la que,claro está,no tiene sentidoel conceptousual depropiedadasociativaal vernos
• forzados,por la propia naturalezade los tensoressimétricos,amultiplicar sól¿espacios
e idénticos.
e
e Comenzaremoscon los detallesde la demostraciónen el caso no simétrico:
e
• PROPOSICIÓN 2.1 (Propiedaddistributiva, [K5t2], §41.6 (5)). SeanE1,E2yFe

espacioslocalmenteconvexosarbitrarios. Entonces
e
e (E, >< E2)ÓF = (E1ÓF) x (E2ÓF).
e
e

OBSERVACIÓN 2.2. De estapropiedadse derivan varías consecuenciasimpor-e
tantes,por ejemplo,que ÓEk es isomorfo a (ÓE)k”. Estecasoconcretose vaautilizar

fl,Ir fl,Ir

• masadelante,y por ello insistimosen la naturalezade las aplicacionesqueproducen
e
e
e
e
e
e
e
e
e
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el isomorfismo. Parafijar ideascomenzaremossuponiendoqueu = 3 y k = 2. Una

aplicación 4 queda un isomorfismoentre ¿E2 y (¿E)8 puedeser la aplicación
SIr Sr

4: ¿E2 —> (¿E)8,
3,ir Sir

quese define sobrelos tensoresde la forma

O = (reí
1,reí2) 0 (re21,re22) o (resí,re32)

como

«O) = (relí Q re21 Oresí, re11 O re21 Ores2, reíí Ore22 O re31, re11 Q re22 Q re32,

Li2 Qre21 Oresi, rei20re21Ore32, re12 Ore22 Ore31, re12 ®re22 Ore32),

lo querepresentaremospor

(rel~(í) O re2~,}2~ O reS6(S))~,

donde a recorre las variacionescon repeticiónde los 2 primeros numerosnaturales,

tomados de 3 en 3. (La aplicación se extiendepor linealidad a todo QE
2 y por

Sir

continuidada ¿E2).
3,Ir

En el casogeneral,la notaciónsecomplicaperosemantienenlas ideas. Definiremos
unaaplicación4 sobrelos u-tensoreselementales,cuyaextensióna todo ¿ Ek nos dará

“‘Ir

un isomorfismo(topológico) entre ¿Ek y (¿E)k”. Estaaplicaciónquedadeterminada
‘4,Ir ‘2,ir

del modo siguiente:parare~ = (re~í,... , rea~) definiremos

«reí Q . . . Ore,.) = (reí~(l) O O re,.
0(,.9«,

dondea C VRk,,., las variacionescon repeticiónde los k primerosnúmerosnaturales,

tomadosdeu en u.

También vamosanecesitarla

PROPOSICIÓN 2.3 ([K5t2], §41.5.(5)). SeanE~ y E2 espacioslocalmentecon-

vexos arbitrarios y I’í y F2 subespacioscomplementadosde E~ y E2, respectivamente.
Entoncesse tiene que

es un subespaciocomplementadode Ei¿E2.
Ir ir

Habiendoenunciadoya estapropiedad,pasamosa exponeralgunosresultadosque

se obtienena partir de ella.



e
e
e
e
e
e
e 1. COMPLEMENTACIÓN Y PROPIEDADES(liB) Y (BB),. 29e
ee PRoPOSICIÓN2.4. Sean E y F espacios localmente convexos, con F ~ {0}.e EntoncesE es un subespacio complementado de E¿F.

ire
e DEMOSTRACIÓN. ComoE ~ {O}, podemostomar e E F \ {O}. Entonces [e],el
e subespaciode E generadopor e, es un subespaciode dimensiónfinita, y, por tanto,
• estácomplementadoen E. Por estemotivo,y la Proposición2.3, se tieneque.EÓ[e] es

ir

un subespaciocomplementadode EÓF. La aplicacióne
e j: E —* E¿[e]e ‘7

• re v-* reQe

e y la aplicaciónir : E¿[e] —* E, quesedefine comoe ir

ir: EÓ[e] -* Ee ir

e reQAe —> Are
e sobrelos tensoresde la forma re O \c y seextiendepor linealidad y continuidada todo

dan lugar a un isomorfismoentre E y E¿[e], lo que concluyela prueba.
• EÓ[e],

e No obstante,podemosdeterminarunainclusión3, definida por

j:E—*EÓFe
• re ~—* reQe

y unaproyecciónñ, quees la extensiónpor linealidad y continuidaddee
• ir: E¿F —* Ee ir

reQ(Ae+z) F—* Are,

e a todo E¿F, dondez variaen el complementariode [e].Las aplicaciones.5 y * nos dan
ir

la complemeritaciónentreE y EÓF queestábamosbuscando. J 12e ir

e
e

COROLARIO 2.5. SeanE,F yO espacios localmente convexos, siendo O no trív-
e ial (es decir, O# {0}). Entonces E~F es un subespacio complementado de EÓFÓO.
e Comoconsecuencia,QE es un subespaciocomplementadode ¿ E, para cada entero

n,ir ,,+1 ,ir

posztívou.e
e DEMOSTRACIÓN. Recordandoque el producto tensorial proyectivo cumple la

propiedadasociativa,y teniendoen cuentala Proposícionanterior, resultaque EéF,e ¡
e
e
e
e
e
e
e
e
e
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quees isomorfoa (EÓF)Ó[e] paraalgúne e O, e ~ 0, esun subespaciocomplementado

de (EéF)éO st E¿F¿O.
ir ir

La última parte de la afirmación resulta de lo que ya se ha probado, utilizando

inducción. U

Al estudiarla complementaciónen productostensoriales,es natural preguntarnos

sobrela relaciónexistenteentreel u-productotensorialde un subespaciocomplementa-

do en otro y el u-productotensorialde esesegundoespacio.Los resultadosquevamos

apresentarse orientanen esadirección. Partiendodequeel producto tensorialverifica

la propiedaddistributiva, Tasldnenen [Tasi] pruebaquesi (E1, F) y (E2, F) poseen la

propiedad(BR), entoncestambiénla posee(E1 x E2, E). A nosotrosnos interesadar

versionesde los teoremasque establecíaTaskinenque seanválidas para u-productos

tensoriales,y esténrelacionadascon las propiedades(BR),,. Con eseobjetoobtenemos

el siguientebloque de resultados.

LEMA 2.6. Sea E un espacio localmente convexo y sea F un subespacio comple-

mentado de E. Entonces 0 F es un subespacio complementado de QE y, consecuente-
‘2,ir ‘2,21

mente, ¿ E es un subespaciocomplementadode ¿ E.
,.,ir ‘2,ir

DEMOSTRACIÓN. Por la Proposición2.3, QE es un subespaciocomplementado

de oE, y usandorepetidasvecesla propiedadasociativadel producto tensorial, se

obtiene que OF es un subespaciocomplementadode QE. Más aún, si i : E —>

fl,ir ‘2,21

E y p : E —* E son las aplicacionesque dan la complementaciónde E en E, Las

aplicacionesQi y Op dan la complementaciónde OF en QE. La extensiónnatural
,. ‘4 n~ir ‘2,21

de estasaplicacionesa las complecionesde los productostensorialesde E y E dan el

resultado. E

COROLARIO 2.7. Sea E un espaciolocalmenteconvexoy seaF un subespacio

complementadode E. Supongamosque E verifica (BR),., entoncesF tambiénverijica
(BR),..

DEMOSTRACIÓN. SeaB un acotadode ¿F y sean i y p como en el Lema 2.6.
“‘ir

Entonces,(Oi)(B) es un acotado de ¿E, y, por tanto, existe un acotado B1 de E tal
‘4 ‘2,21
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e
e F(®R,)C luego• que (Qi)(B)

e B = (Q,) o (Qi)(B) c (®p)(F(®B,)) = t((®p)(®Bí)) =

e
e Comop(Rí) es un acotadode E, se tiene que F verifica la propiedad(RB),.. U
e
ee PROPOsICIÓN 2.8. SeaE un espaciolocalmente convexoyseank y 46 FN, con

• u > 2. EntoncesE verijica la propiedad(BR),. si y sólo si Ek verifica (BB)Á.
ee DEMOSTRACIÓN. Probemos la suficienciade la condición. En efecto, como E
• es un subespaciocomplementado de Ek, siempreque Ek verifique (BB),., tambiénlo

• haráE.

Paraprobar la necesidadde la condicióndebemosteneren cuentala Observacióne 2.2, en la quese establecíael isomorfismoexistenteentre ¿E” y (ÓE)kn. La técnica
‘2,ir ‘4,ir

e quese va a utilizar es similar a la queTaskinenusaen [Tasi], Proposición3.5.
• Comencemostomandoun acotadoR de 6 Ek. Por el isomorfismo4 mencionadoe ‘4,ir

e anteriormente,podemossuponerqueexisteun acotadoB1 de ÓE tal que

B ce
• Como estamossuponiendoqueE verifica la propiedad(BR),., se deducela existencia
e de un acotadoabsolutamenteconvexoB2 de E tal que
e
• B, c F(oB2),

así, se tiene que

B ce
e Seaentoncesz E (F(0B2))k”. Como 4 es una aplicación suprayectiva,podemos

‘2e suponerquez es de la forma
e
e
e
e dondez;;~ 141 =1y E B2, variandoa E VRk,,,y lE {1,. . .,n}
• Hagamos

• 4=(O,... ,0, bia(l>Q”~Qb~.a(,.)~0,...,0),
e

estoes,z
5 es el elementode (6 E)k” quees imagenpor 4 del tensor

“‘ir

e (re
1,1,...,.2kk) O... O(re,.1,... , Xn,k) E ®12k

• ‘4

e
e
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donde

re~1=b’ 3

siendo
tp,q la delta de Kronecker, a saber,3pq= 1 si ~ =qyb =0sip~q Como

re¿¡cB
2paracadaic{1,...,n}ycadalc{l,...,k},setieneque

(re~,1,..., ~ e

para cada i E {l, . . . , n}. Estaelecciónde z~ se realizapara que resulte

z =>3>3A4.
U

Si A = Z« z;~1 4 # 0. se puedeescribir

r« A’
z=A>3>3t4.

Como para cada a, 2~% ¡A’¡ < 1 se tiene que Z«Z;~ Afl = k’2 (si A = O esta

desigualdades obvia), con lo quefinalmenteobtenemos

z e «AF(®B~)) c 44k’4f(®Rfl) =
‘2

donde kB~ es un acotado de E”. Esta relación se ha obtenidoparaz e
‘4

pero una relación análogapermanecesiendocierta cuandose considerala adherencia

de (F(0B2))”
TI, estoes,si tomamosy e (F(®B

2))”
TI, se llega aque

‘2

y e qS(AF(®R~)) c 4(k’4F(®B~)) =
‘2

con lo quese obtieneque

B c
n

tal como queríamosprobar. U

OBsERVACIÓN 2.9. La propiedadasociativadel producto tensorial es funda-

mental para la pruebade los resultadosanteriores.El producto tensorialsimétrico no

verifica estapropiedad; de hecho, no tiene sentido definirla, al menos del modo como

cabríaesperarque se hiciera; de partida, es complicadodar sentido a la expresíon

(E¿E)¿E,
5,ir 5,ir

puestoqueno es el mismo espacioel quese encuentraa ambosladosdel símbolo é.
3,21
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e Una posible interpretaciónpara la propiedadasociativaen productos ténsoriales

simétricospodría serla queseobtienemediantela definición reOy = ~(reO y + y O re),e
• pero tampocoes unabuenaelección,puestoque no verifica propiedadesquedeberían

ser “deseables”,ni siquieraenel casoquemostramosacontinuacion:
e
e (®E)®(®E)# 2n,s,ir

aunqueE seaun espaciode dimensiónfinita d. Puedecomprobarsequeel primero deee los espaciostiene dimensiónOR(CR(d, u), 2), mientrasque la dimensióndel segundo

e es OR(d,2u), dondeCR(i,j) denotael númerode combinacionescon repeticióndei

e elementostomadosde 3 en 3. Ambosnúmerosson distintos si, por ejemplo, d = 1 y
e n=2.

e
e Otro tipo de resultadossobrecomplementaciónenproductostensorialesde espacios

• localmenteconvexosseobtienepor medio de la relaciónqueexisteentrelos productos

tensorialesy los productosténsorialessimétricos.Ya se ha mencionadoque ¿ E es
‘2,S,ire un subespaciocomplementadode ¿E (Proposición1.25). Bonet y Perispruebanque

‘2,ir

el producto tensorial (usual) de dos espacioslocalmenteconvexoses un subespacio

complementadodel 2-producto tensorialsimétrico de un cierto espacio:e
• PRoPOSICIÓN 2.10 ([BonP], Lema 8). Sean F y Z espacios localmente conve-

reos y definamosE = Ex Z. Entonces FQZ es isomorfo a un subespacio complementadoe
• dc E o E, y consecuentementeF¿Z es isomorfo a un subespaciocomplementadode

5,ir ir

• E¿E.e
• Vamosadar unageneralizaciónde esteresultadoparael producto tensorialde más

• de dos espacios. La pruebano se puedehacerde modo inmediatopor lo Qbservado
• anteriormente:el producto tensorialsimétrico no verifica la propiedadasociativa. Lae
e demostraciónquevamosa hacersigue las pautasde la pruebadel resultadooriginal.
e

PROPOSICIÓN 2.11. Sean E1,..., E,. espacios localmente convexos, y definamos
e E=flE~.
•

EntoncesE~ ®... O E,, es isomorfo a un subespaciocomplementadode O E. Comoe ,~ ir ‘4,5,Ir

• consecuencia,se obtieneque E1Q...QE,. es isomorfoa un subespaciocomplementado
ir ire de¿E.e

e
e
e
e
e
e
e
e
e



34 CAPÍTULO 2. COMPLEMENTACIÓN EN PRODUCTOSTENSORIALES Y POLINOMIOS

DEMOSTRACIÓN. Consideremos,paracada i — 1 . ,n, las aplicaciones

yj: E~ —> E ir
1: E —>

re~ (o,...,t...,o) y (reí,...,re,,) -4 re~

y denotemospor s a la aplicación de simetrización en oE. Entoncesla aplicacion
‘4

j:EiO...®E,.—*0E
ir ir n,5

definida como

j=nhso(jiO...Oj,,)

es unaaplicación lineal y continua. Por otra parte, ir : QE —* Eí Q... O E,. definida
n,5 ir 21

como

ir = (ir, Q ...O

es tambiénunaaplicaciónlineal y continuay se verifica que

roj(re, ~ Ore,,) = ir(n! j,(re1) O...Oj,.(re,.))
5 5

= ~ (zJ~i(re«~ ®... OiUe~)(reO}’2)))

aE En

= ir,Q¡i (re,)) Q ... o ir,.(j,.(re,.))

= LíO ~“O re,,,

yaqueirro.j. = 0sir~syirrojr = Ider paracadar,s e {l,...,n}. Comolas

aplicacionesdefinidassonlinealesy continuasy iroj(reio.. .Ore,.) = reí®~ . Ore,,,setiene

que ir o] = IdE1®...®s,,, lo que concluye la pruebade la primera partedel enunciado.

Extendiendopor continuidad las aplicacionesj y ir seobtienenaplicacionesj y * que

dan la complementaciónbuscadaentre ..... . 012,. y ¿ E. U
ir ir ‘2,S,ir

La importanciaquetiene la Proposición2.11 radicaen quelas técnicasquese de-

sarrollaránparael estudiode los productostensorialessimétricosvanapoder aplicarse

posteriormente,enalgunoscasos,alestudiodelos productostensoriales(no simétricos).

Además,esteresultadonos proporcionaun pequenoavanceenel estudiode la relación

entrelas propiedades(BR),. y (BR),,5, tal como se mostraráen la Proposición2.13.

Previamentevamosa establecerun Lema,quegeneralizala Proposición1.30 de [Dm6]:
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e
e

LEMA 2.12. SeaE un espaciolocalmente convexo, tal que E verificá (BR),..
EntoncesE verifica (BB),.,5.

e DEMOSTRACIÓN. SeaB un acotado de 6 E. Como por la Proposición 1.25,
‘2,5,ir

• ¿ E es un subespaciocomplementadode QE, resulta que B es un acotadode ¿E,
fl,S,ir ‘2,ir fl,ir

por lo que existe un acotadoabsolutamenteconvexo CG E tal que Be [‘(00).e
Además se tiene que

e
R=s(R)Gs(F(OO))=F

siendo estaúltima inclusión consecuenciade la Observación1.17. Como ~ es une acotado de E, se concluyeque E verifica (BR),,,,. U
e
e
e PRoPOSICIÓN 2.13. Sea E un espacio localmente convexo. EntoncesE tienee• (RB),, sí y sólo sí E” tiene (BR),.,5.

DEMOSTRACIÓN. Sabemosquesi E tiene la propiedad (BB),., entonces tambiéne la va a tener E” (Proposición 2.8), de ahí que, por el Lema 2.12, E” verifique la

• propiedad (BR),,,5.

• Por otra parte, supongamosque E’2 verifica (BR),.,,. Como consecuencia de la

Proposición 2.11, se tiene que 612 es un subespacio complementado de 6 E’4. Sean

e j la inyección y ir la proyección definidas en la demostración de la Proposición 2.11.

e Recordemos que, si O = Ore, con re = (reí,... ,x,,) e E’2 se tiene que
e
e ir(O) =iri(re)O...oir,.(x) =re1Q•••Qre,..

e Así, si R es un acotadode ¿E, j(R) es un acotado de ¿ E”, por lo que existee ‘2,ir

• un acotado 13~ de E’2 tal que1(B) G [‘(0 B1). Además,podemossuponerque R1 es

• de la forma B1 = B’, donde B2 es un acotadode E. De estemodo,
ee B=iroi(B)cir(f(oBi)) =ir(F(OBfl) =

e
e
e = r (r(®Rn) c P(®B2),
• puestoque
e r(®BflGQR2.
e ‘2,5 fi

Con estose ha concluido la prueba. ¡ U

e
e
e
e
e
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2. Complementación en Productos Tensoriales Simétricos

El resultadoquese hacea continuaciónes el que nos va apermitir considerartodo

u-tensorsimétrico como un (u + 1)-tensor simétrico. Esta relación se utilizará en este

capítulo y en capítulos posteriores,al estudiar diversosresultadosrelacionadoscon

espaciosdepolinomios. Lo queharemosseráprobarqueparacadau C FN, ¿ E es un
n,5,ir

subespaciocomplementadode ¿ E.
n+i,s,ir

Las técnicasutilizadasparael estudiode la complementaciónen productostenso-
ríalesno simétricosno son válidasparalos productostensorialessimétricos,por lo que

se debendesarrollarnuevastécnicas.

Para poder estudiar la complementación entre espacios localmente convexos debe-

mos, en primer lugar, estudiarla complementaciónalgebraica,y pasarposteriormente

al estudio de la continuidad de las aplicaciones que producen esa complementación;

por ello debemosestablecerpreviamentealgunosresultadosde tipo algebraico,que

probamos a continuacion.

LEMA 2.14. Sea E un espaciolocalmente convexosobre el cuerpo 1K (1K= R o

C) y seanre, y e E vectoreslinealmenteindependientes.Entonces,dado u = 1,2,...,

existenA1, . . . , A,~1 e 1K tales que

‘2+i

ore = >3 A~ O (re + ky).
‘4

k=1

DEMOSTRACIÓN. Sea F = [re,y] el espaciovectorial de dimensión2 generado

por re e y. Utilizando el Lema 5.1 de [Rya], se puedecomprobarque{Q[re~”), ~(‘2—k)]
5

k = O,... ,n} es una basede OF. En efecto,graciasal Lema 1.22, llegarnosa que
‘4,5

0(re + ky) = >z (y) i¿ O [re(
0,y(’4~O]

paracadak = .... . , u+1; deestemodo,paraprobarque{0(re+ky) : k 1,..., n+1}

es una basede E, bastacomprobarqueel determinanteA que aparece a continuación
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1 (~)
1 2(?)

1 nQ~)

1 (n+1)(~)

22 (~)

u2 (it)

(u+ l)2(~)

1 1

1 2

1 u

1 (n+l)

1

22

u2

(u + 1)2

(nt)

(n+1)’2i(,,Zi)

1

2’2i

u’2
1

(u + 1)~>1

2fl¿)

n’2

(u + í)’2Q)
1

2’2

(u + 1)”

puestoqueestedeterminanteesun determinantedetipo Vandermonde.En consecuen-

cia {®(re + ky) : k = 1..., u + 11 son u + 1 vectoresindependientesen F, y, por tanto,

unabasede 1’. Así existen .1...., A,,+
1 e 1K tales que

~+1

®re = >3 A~ ® (re + ley).
k=i

LI

La importanciade elegir unabuenarepresentaciónparaun tensornos simplificará

en muchasocasionesel tratamientodeestosobjetos.Paraello utilizaremoselsiguiente

LEMA 2.15. Sean E un espacio localmente convexo, O e QE y p e ~‘,
‘2,8

Entoncesexiste una representaciónZ~t c~ O re~ de O con <reí) # O y ej e {—1,
‘2

cadaie {1,...,N}.

DEMOSTRACIÓN.

calmenteconvexosobre

y hagamosJ = {j 6 {1,

Tenemos que

resultandodeestemodo

o=>3
5~J

Parala pruebaenel casoen el quese consideraun espaciolo-

C, tomemosunarepresentacióncualquierade O, O = >4L, ores
fi

R} : ~(re5) = O}; elijamostambiéne E E tal queso(e) = 1.

‘t+1

Ore5 >3 4~ O (re3 + lee),
‘4 k=1 ‘4

<~ire, +>3 >3 0(A~5(re5+ lee)),
,EJ k=1 ,...,n-f-1

e
e
e
e
e
e
e
e

es 0.
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e

37

= (~?) (n) (u)

e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e

1} para
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con y(reg) # O si] «J y ~(A2s(reg+ lee)) # O, con lo quepodemosexpresarO del modo

deseado.

Si E es un espaciolocalmenteconvexosobreel cuerpoR, la pruebaanterior se debe

modificar ligeramente: tomemosO = Z~L~ cg ®reg y bagamosJ = {j 6 {1,.

~(re5)= 0]> Elijamos, comoantes,e e E tal que so(e) = 1. Resultaentonces

O =

50
Qre~ +>3 >3 cgj’~ ®UA~,g~*(res+ke)),

jEJk=1 ..,r.-f-1

concluyendoasí la demostración. U

TEOREMA 2.16. Sean E un espacio localmente convexo y u 6 FN. Entonces

O E es un subespaciocomplementadode O
‘2,S,ir fl+i ,S,ir

E, para cada entero positivo u.

DEMOSTRACIÓN. Fijemos e 6 E y p 6 E’ talesquey(e) = 1. Definiremosuna
aplicaciónj sobrelos tensoresde la forma Ore, re E E, por la fórmula

n

~+1 (u
j(®re)=>3

k=1

+ l’~ (~l)k+%(re)ki ® [e
lej 5

(k) re(flk+1>].
‘e
‘e
‘e

Utilizando el Lema 1.22 podemosconseguirla siguienterelación,quese utihzaramas

tarde:

j(Ore)p(re)
‘2

— Ore— O(re—~(re)e).
n+1 n±1

‘e
‘e
‘e
‘e

En efecto, ‘e

O re — O (re — p(re)e)
‘4+i n+1

fl+’(n

1) [(~~(re)e)(’4+1k>, re(k)] =

=?~re~~ fl+1(n+

+
O [e(”~,re(’2k+1)].
5

Para cada 0=
N

>3e~ O re~ C QE, donde e~ = 1 o C~ = —l en el caso real y
‘2,5

podemostomarc~ = 1 cuandoE es un espaciolocalmenteconvexocomplejo,se puede
N

extenderla aplicación j por linealidad del siguientemodo: j(0) = >3¿ú(®re~). En
‘2

‘e
‘e
‘e
‘e

‘e
‘e
‘e
‘e
e
‘e
‘e
‘e
‘e
‘e
‘e
‘e
‘e
‘e

‘e
‘e
‘e
‘e
‘e

i=1
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efecto,si consideramosdos representacionesdistintas del mismo tensor O =

M

t=1

zcÍoreÍ
1=1 ‘2

O y~ y tomamosP E p(n+l E), se tiene
‘2

N

<5(Zc~O res),
‘4

t=i

N,.+1

= >3>3 ct~(reí)kí(~l)k+1<O[e(kí,rehk+1>],P>
,=1 k=1 5

N n+i

= >3 >3(~l)k+ící~(reí)klÉ(e, .4., e, x~, 741’, reí).
.=i k=1

Si definimos ahora9 e P(~E) por

n+1

9(x) = >3(—i
A’ n—k+1

)k+l<p(re)k~1É(e e, re, .v. ,re),
k=1

N M

como O = >3c~o re1 = >3&~ o yI se tiene
‘2 ‘4

t=i

N

<i(>3c~ O reí), P>
1=1 ‘4

= N ~ red, 9>

i=i ‘4

M

t=1

Al

t
5jOy~,Q> = <i(>3bjo

‘4 1=1 ‘4

N
Lo queimplica, graciasal Teoremade Hahn-Banach,quej(>3cí ®

son el mismoelementode O E y j estábien definida.
,.+1 Sir

i=1

M

red) = i(>33~ o y~)
‘4i&i

A continuacióndefinimos unaproyecciónir de O E sobre O E por
‘2+1 S,ir n~s,ir

N

O
n+1

= >3c
1~(re1)O re1.

1=1 ‘4

ir está bien definida y ir oj = Id®E. En efecto,
ni

tomamos P E P(’2E), tenemos

N

si >3¿~ o
i=i ,,+1

re1 = >34 0 Y~ y
‘4+’1=1 ¡

N N
<>3s1~(re~) O red, P> = >3 c1~(re~)P(re~),
i=1 ‘2 i=1

peroparaP tenemosasociadootro 9 6
cadare 6 E. Por tanto,

N M

= <>3~í o re1,~> = <>3
i=1

P(’4~
1E), definido por 9(x) = ~(re)P(re), para

e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e

e
e
e
e
e
e
e
e

N M

y~,Q> = <>36iy(y~Oy¿,É>n+1 ‘41=1 ‘4 1=1
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y obviamenteir es unaaplicaciónlineal.

Como habíamosobservado,tenemosla fórmula
Ore — O (re — so(re)e)= ~(re)j(Ore),

‘2+i ‘2+i ‘4

entonces

ir( O re — 0 (re — ~(re)e)) = ~(re)ir(j(®re)),
‘4+1 ~+1

es decir

~(re) ®re — ~(re — ~o(re)e)O (re — ~(re)e)= ~(re)(r oj)(Ore).
‘2 ‘2

Como yKre — cp(re)e) = O, para cada re 6 E, tenemos

iroj(ore) =ore
‘4 ‘4

parare ~ ker cp y iro) es la aplicaciónidentidadsobrelos tensoresquesepuedenescribir

como Ore, con re «ker~. Usandoel Lema 2.15 podemosescribir cadatensor9 6 QE
‘2 ‘4 5

N
comounasuma9= >3o reí, con <red) # O paracada i 6 {1,. . . , y entonces

i=1

iroj = Id®n.

Necesitamosprobar la continuidad de j y ir.

Elijamosae sc(E)yOe QE.
‘2,5,ir

N

Si >3c~O re~ es una representaciónde 0, entonces
‘2

(í)k+1()k—1 O [e
5

k—i [a(e)]ka

[a(e)]”) (sup{a, ¡p~}(rej))’2 =

N

= O>3r(re~)’2,
1=1

donde r = sup{a, [p¡} e sc(E) y O

representaciónde 9, tenemos

1) [a(e)]”. Como estoocurreparacada

(O a)(j(0)) =C(Or)(0)n+i ‘2,5

‘e
‘e
‘e
4
‘e
‘e
‘e
‘e
‘e
e
‘e
‘e
‘e
‘e
‘e
‘e
e
‘e
‘e
‘e

CV)
N(’2+l(n

cp(re¿)

(k) (‘2—k+1
re. 111<

J/,,,—

(n+1 (ns.l)

‘e
‘e
e
‘e
e

5=1

‘e
‘e

‘e
‘e
‘ey consecuentemente,la continuidadde j.
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Paraprobar la continuidadde ir elegimosa E sc(E). ParaO = O é~,
i=1

(®a) (ir(O)) =

=(Oa) (~cip(rei) O xi”)
‘2 ‘ó=i ‘2 1

IV

=>3(®a)(c~~(re~)O reí)

IV

=>3 ¡~(re~)j[a(re1)]’2
i=1

IV

con r = sup{a, ~<}e sc(E). Tomandoínfimos sobretodas las representaci’5nesde O

tenemos

(Oa)(ir(O)) =( O r)(O),
n+1,s

y entoncesir es continua.

La extensióndel teoremaanterior al producto tensorialcompletadose obtiene del

modo usual, y va a ser la que utilizaremos más frecuentementeen lo sucesivo. La

expresamosen el siguiente

COROLARIO 2.17. Sea E un espacio localmente convexo. Entonces ¿ E es un
,.,5,ir

subespaciocomplementadode ó E.
n±1,3,ir

A partir de la complementaciónde ¿ E en
‘2,S,ir

guientesresultados:

é E, podemos conseguirlos si-
,,+1,5

COROLARIO 2.18. Sea E un espacio localmente convexo, entonces para u =

2,3,... y le eN 1< le <u tenemosque ¿ E es un subespaciocomplementadode

¿E.
n,s,ir

e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e

4i

e
e
e
e
e
e
e
e
e

e
e

e
e
e

e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
e
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DEMOSTRACIÓN. Cadauno de los espaciosde la siguientecadena

óE’—* ~ ®E’—+®E
k,s,ir k+i,s,ir n—1,s,r ‘4,s,ir

es un subespaciocomplementadodel siguiente.Portanto, considerandola composición

de todaslas inclusiones,por unaparte,y la composiciónde todaslas proyeccionespor

la otra, se tiene una inclusión y unaproyección,respectivamente,de é E en Ó E,
k,s,21

queson aplicacionesquenos dan la complementaciónbuscada. U

Como en el casode los productos tensorialessin simetría, también se verifica el

siguiente Lema que, parael caso en el que E y F son espaciosde Banach,ha sido

establecido por González y Gutiérrez en [GoGu].

LEMA 2.19. Sea E un espacio localmente convexo y sea F un subespaczo com-

plementado de E. Entonces O F es un subespacio complementado de O E y, conse-
n,5,ir ‘4,5,21

cuentemente, 6 F es un subespaciocomplementadode 6 E.
‘2,5,21 ‘2,S,ir

DEMOSTRACIÓN. Por el Lema 2.6 , oF es un subespaciocomplementadode
“‘ir

QE. Como O E es un subespaciocomplementadode QE, si denotamospor ‘E y 5E
nr ‘4,S,ir fl,ir
a las aplicacionesque dan esta complementaciónpara E, y por Ip’ y sp’ las análogas

para E (donde s representaa la aplicación de simetrización),e i y p son como en el

Lema citado, podemosdefinir entoncesj : O F —* O E como j = .s~ o Oi o Ip y
‘4,5,ir fl,S,ir ‘2

ir : O E —* O E como ir = SEO Op ~ Iz, quedan la complementaciónbuscadaentre
‘2,S,ir ‘4,5,ir ‘4

O E y O E. La pruebase concluyeconsiderandola extensiónnatural de j y ir a las
‘4,5,ir ‘4,5,ir

compleciones. U

Utilizando propiedadessobrela complementaciónen los espaciosdepolinomiospara

las diferentestopologíasusualesenholomorfía,vamosapoderprofundizarun poco más

en la naturalezade la propiedad(BB)U,S, tal comopresentamosen la próximaseccion.

3. Complementaciónen espaciasde Polinomios

En esta sección aprovecharemoslas relaciones de complementación que se han

obtenidoenel marcode los productostensorialessimétricosparaobtenerrelacionesde

complementaciónen espaciosde polinomios, recordandoqueP~(E;O) es algebraica-

menteisomorfo a £( 6 E;O). Se probará en primer lugar un Lema técnico que nos
‘2,5,ir
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e
• permite pasarde la complementaciónentredosespacioslocalmenteconvexosá la com-
• plementaciónentreespaciosde aplicacioneslinealesdefinidassobreesosespacios,cuan-

• do a estosespaciosde aplicacioneslinealeslos dotamosde la topología fuerte. Estere-

• sultadoes unaextensióndel resultadoanálogoparael casoparticular de los espacios

• duales,que se deducede [Jar], §8.8.e
LEMA 2.20. Sean E,F yO espacios localmente convexos, y supongamos que Ee

• es un subespaciocomplementadode E. Entonces(C(F; O), /S~’) es un subespaciocomple-

• mentadode (¡¿(E; O), ¡3m), siendo¡3~ la topologíageneradapor las seminormaá ‘

• dondeB es un acotadode E y -r una seminorrna continua en 0; y, anólogani ente, ¡3~
• es la topologíagenerada por las seminormas ¡¡. ¡¡~, donde R es un acotado de E y -y

es una sem¿norma continua en O, quedandodefinidaspore
• IIHB= = sup{-y(f (re)) re E B}.
e
• DEMOSTRACIÓN. Dadas j : F —> E y ir : E — F lineales,continuasy verifican-
• do ir o] = hl~, podemosdefinir

J: C(F;O) —* C(E;O)

f H-* foire
• y
• U: £(E;O) —* £(F;O)
• y ~— goy.

• Es inmediato que J y II son lineales. Además,si f 6 £(F; O),e
• lloJ(f) =H(for) = (for)oj =

e
fo (ir o]) = fo 1d~~ = f

• y por tanto llo~J = Idc(F;G), resultandoqueHessuprayectivay J es inyectiva. Veamos

• ahora queestasdos aplicacionesson continuas: sea B un acotado de E y ~¡ E sc(O),

• entoncese ¡IJ(f)fts,-y = ~fo irHB<~ = sup{y(f o <re)) re 6 B} =

• sup{j’(f(y)) y E ir(B)} = lIfIkúrn,.

• TomemosahoraB como un acotado de E y ~yE sc(O), como antes. Se tiene:e• ~ll(g)¡~~ = Ig oj¡[~<,, = sup{-y(g oj(re)) : re 6 Bf = LgH~csí,-y.
e

Deestemodohemosllegadoaqueesasdos aplicacionessoncontinuas,y asítenemos

• quese da la complementacióndel enunciado. U

e
e
e
e
e
e
e
e
e
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La complementaciónde los espaciosde polinomios de distintos gradosdotadosde ‘e

la topología fuerte ¡3 es ahorainmediata: ‘eté
‘e

COROLARIO 2.21. Si E yO son espacioslocalmenteconvexosy n,m 6 N, con

n _ ni entonces(‘P(mE; 0), ¡3) es un subespaciocomplementadode (PQ’E; 0), ¡3). ‘e

DEMOSTRACIÓN. Teniendo en cuenta que ó E es un subespaciocomplemen-
ITt, 8,ir

tado de ó E y que para cadaenteropositivo le, (~P(kE; 0), /3) es topológicamente
‘2,$,ir

isomorfo a (.C( Ó E; 0), ¡3), para concluir la demostraciónúnicamentebasta tener
k,s,r

en cuentaque (4 Ó E;O),¡3) está complementadoen (.C( ó E;O),j3), por lo que
m,s,n ‘2,S,ir

(P(”2E; 0), ¡3) lo va a estaren (P(’4E; 0), ¡3). El

e
El Corolario anterior generalizaun conocido resultado que Aron y Schottenloher

obtuvieron en [ArSe], utilizando una técnicadiferente, para el casoen el que E es un

espaciode Banachy O = C. Nóteseque la topologíafuerteen ‘P(”E), cuandoE es un

espaciode Banach,es la topología de la norma.

‘e
CORoLARIO 2.22 ([ArSc], Proposición5.3). Sean m,n E FN u _ ni y sea E té

un espaciode Ranach. EntoncesP(mE) es isomorfo a un subespaciocomplementado ‘e

de P(’2E). ‘ee
‘e

Como consecuenciadel trabajoque hemosrealizadoparaproductostensorialessi-
métricos podemos obtener también información sobre complementaciónen espacios

de polinomios dotadosde las otras topologíasusualesen holomorfía (lo, 1b y it), lo

quenosva aproporcionartambiénresultadosrelacionadosconla propiedad(BB)~, y

mejorar, de paso,algunosresultadosconocidos. Véase,por ejemplo,el Ejercicio 1.94

de [Dm1]. ‘e
‘e
‘e

PRoPOSICIÓN 2.23. Sean E y O espacioslocalmenteconvexosy seani 6 FN. ‘e

Entonces(PQ’4.E; O), r) es un subespaciocomplementadode (‘P(’4E; O), w) para í = ‘e

IO,Ib,¡3 o it y u ni.
‘e
‘e

DEMOSTRACION. Por los mismos motivos expuestosanteriormentees suficiente

suponern=~in+1.
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Fijemosentoncese 6 E y ~ 6 E’ tal que p(e) = 1, consideremoslas aplicacionesj
y ir como en el Teorema 2.16, y definamos

J: .C( ó E;O)stP(mE;O) — £( é E;O)stPQ”~1E;O)
m,s,ir m+1,s,ir

É Poir

y

H: 4 ¿ E;O)stp(m+lE;O) -~ 4 Ó E;O)st79(mE;O)
m±1,s,ir mS,,’

~oj.

Ho j = Idp(mE;G),por tanto sólo tenemosqueprobarqueJ y U soncontii uaspara

las diferentestopologíasque estamosconsiderando. Comenzaremoscon la Lopología

compacto—abierta lo. La topologíainducidasobre£( 6 E; O) (ni E N) porla topología
msir

compacto—abierta1o sobre~Q”E~ O) por el isomorfismo algebraico /4 6 E; O) stni Sir

p(mE.O) estágeneradapor las semínormas

PeE( O E;O)¡—<IP~I®ic.>.=supm,s,r vn xEK

donde‘y e sc(O), 1< es un subconjuntocompactode E y OK = {Ore : re 6
m 7,.

Así

HJCP)H ® ¡«y =
.11±1

= HÉorh ® Ny
‘71+1

= sup ‘y(P o ir( o re))
rEK m+i

= sup -y(P(~(re)Ore))
rEN nl

= sup -y(~(re)P(®re))

=~¡.~ysup y(P(®re))
xEK

= 4y,KIIPIL®x<y

para cada P 6 PtE; O) lo quenos da la continuidadde J paralo.
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Por otra parte,

IIl1(Q)W®g<y =

— líQ oj¡I®¡<~
— sup ~y(Q(j(Ore)))

rER

—sup-y ((~(rn + 1>~ ( l)k+1~(re)kI o [e~”~,re(mk+1)],

— sup (~V (ni si) (~1)k+í~(x)kíQ(e, yn-A’~1 re)).7., e, re, .7.

_ (rn+1 (mt 1)í¡j ¡QI(Ku{ey)m+~<y

< C~’ (ms 1) ¡47K!) $$2
— 0.11911 ® í-’<~

vn+1

donde

y 1<’ = ~< u {e},

con lo que H resulta ser continuapara lo (sepuedeutilizar la identidaddepolarización

para obtener la última desigualdad).

La misma idea, pero trabajando con conjuntos acotados en lugar de trabajar con

conjuntoscompactos,pruebaqueestasdos aplicacionesson también continuaspara

las correspondientestopologías Tb~

Finalmente,para probar la continuidad de J y FI para la topología it, no hay

pérdidade generalidadsi suponemosqueO esnormado y entonces

(P(mE;O),it) = ~jp~ (73(”2Ec<O),rb).
~Gsc<E)

Para a 6 sc(E), a = ¡~o¡, las aplicaciones J
0 : ‘P(”2E0; O) > p(m+lEa; O) ~¡

Fía : P(
m~’E

0;O) — ‘P(
mE~; O), definidas como las J y II de antes, nos dan la

complementaciónde (P{mE
0;O), Ib) en (P(m+íEa; O), Ib).
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Entoncesla continuidadde J y II esuna consecuenciadirectade la conmutatividad

• de los siguientesdiagramas:

e
P(mE;O) — P(

mEO) P(nl+lEcl(O) — P(m41E;O)
• núj

• P(m+lEa;O) ~(fl1+l~QJ) P(mEcy;O) — P(mE;O).

• U
e
e
• OBSERVACIÓN 2.24. La Proposiciónanteriornospermitedar unademóstración
• mas simple que la quese da habitualmente,de que ro = Tb sobre ‘PQ”E) si .y sólo si

• E es un espacio de Montel (Observación1.32). En efecto,es conocido queEt =

si y sólo si E es de Montel: así, si es 1o = rb sobrePQ’4E), se tiene que r
0 =

Tb sobre

• PQE) = E’, lo queimplica queE es de Montel, pues E~ = (P(1E), Ib). Por otra parte,

• si E es de Montel, se tiene de forma trivial la coincidenciade estasdos toplogías.

e
• COROLARIO 2.25. Si para algún n 6 FN dado, i~ = ¡3 en P(’2E; O), <entonces

• Tb=¡3sobrep(mE;O) para cada ni conl <rn<u.
e
• DEMOSTRACIÓN. Denotemospor Tb,k a la topologíarb sobrePQE; O)y por ¡3~
• a la topología¡3 sobreel mismoespacio. Nuestrahipótesises quera,,, = ¡3,. y enton-

ces rb,,.lp(mn;o) = I%ip(vns;a). Pero (P(mE; O), ‘r) es un subespacio complem¿ntado dee• (P(’2E; O), r) para r = Tb y r = ¡3, entonces rb,’2¡p(tnE;a) = Tbm y ¡3,.¡p(vnn;c> = ¡3m, por

• tanto 1~b,m = /3,,., es decir, Tb = ¡3 sobrePQ”E; O). U

e
• consiste

e
COROLARIO 2.26. Si dado u 6 N, u > 2 el espacio localmente convexo E tiene

• la propiedad (BB),,,
5, entonces E tiene la propiedad (BB)~,. para cada entero positivo

• m,2<m<n.

• DEMOSTRACIÓN. Es suficiente recordar que para le e FN, le > 2 E tiene la

• propiedad si y sólo si
Tb = fi en ([Dm4]). Ue (BB)~,

5 ‘P(”E)

e
e
e
e
e
e

e
e
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OBSERVACIÓN 2.27. Este Corolario simplifica las hipótesisen algunosproble-

mascomunesen holomorfíade dimensióninfinita y en la teoríade productostensoria-
les. Por ejemplo, tal como Dineen exponeen [Dm6] adaptandéal casodel producto

tensorial simétrico la Proposición7 queél mismo estableceen [Dm2], cuandoE es

un espaciolocalmente convexoque verifica la condición de densidad y la propiedad

(RB)~~ para cada le < u entonces ¿ E también tiene la condición de densidad,para
k,s,r

cada le < u. El Corolario 2.26 nos permite suponersimplementequeE verifica (BR),.

y la condición de densidad.

El siguiente resultado, sobre complementaciónentre los espaciosde polinomios

definidos sobre un espacio localmente convexo que está complementadoen otro es-

pacio, debía ser esperadodesdeque se establecióel resultado dual para productos

tensorialessimétricos:

PROPOSICIÓN 2.28. SeanE, E yO espacioslocalmenteconvexos,ysupongamos

queF es un subespaciocomplementadodc E. Entonces(P(’2F; O), r) es un subespacio

complementadode (‘P(”E;O),r), para cada nC N y r E {ro,Tb,¡3,it}.

DEMOSTRACIÓN. Sean i y p la inclusión y la proyección relacionadascon la

complementaciónde E en E y seanJ y U las relacionadas con la complementación de

(P(’2F;O),r) en (P(’4E;O),i-), definidaspor

J(P)(re) = P(p(re)), P e P(’4F; O); H(Q)(re) = 9(i(re)), 9 e P(”E; O).

EntoncesP(”F; O) es, algebraicamente,un subespaciocomplementadode P(’4E; O).

Por el Lema 2.19 tenemos que

ó F; O)$ es un subespaciocomplementadode £( 6 E; O)~,
‘2,5,ir ‘2,5,ir

y como (P(’2F; 0), ¡3) st /4 6 F; O)~, y (PCE; 0), ¡3) st (/4 6 E; O)~, se tiene que
‘2,S,ir ‘2,5,ir

estosespaciosde polinomios son tambiéntopológicamentecomplementadospara ¡3.

Un sistemafundamentaldeseminormaspara (P(’4E; O), lo) es

{¡j . ¡¡~-~ : -y e sc(O),J< compactode EJ

y análogamentepara (P(’4F; O), lo). Tenemosque

= sup y(J(P)(re))¡ = sup ¡y(P(y))¡ =
rFK vep(K)
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• y

• ¡¡11(9) ¡ ~ = ¡¡Ql Ij(K),y,
• lo quedael resultadoparan~» El mismo argumentose puedeaplicarparaTb~

e
• Para probarel resultadoparait podemossuponerqueF es un espacionormado,
• y, recordandola definición de it, sólo tenemosque probar que (P(~F

0;O),Árb) es un

• subespaciocomplementadode (P(’4Eaop; O), rb) para cadaa 6 .sc(F) y estoes cierto,

ya queE,, es un subespaciocomplementadode E,,,op. LI

• A partir de la Proposiciónanterior se puedenobtenervarias consecuenciasintere-

santes:

• COROLARIo 2.29. SeaE un espaciolocalmenteconvexoqueverzficala propiedad
e (BB)~5 y seaF un subespaciocomplementadode E. EntoncesE también verifica la

• propiedad(BR),.,,.

• DEMOSTRACIÓN. De la proposiciónanterior resultaque (P(”F), rb) es Un subes-
O paciocomplementadode (‘P(”E), Ib) y que (P(uF), /3) es un subespaciocomplementa-

• do de (P(’4E), ¡3). La hipótesisque estamosconsiderando,que E verifica la {opiedad

• (PB),.,, es equivalentea decirque las topologías
Tb y ¡3 coincidensobreP(’2E) (ver la

• Observación1.40). Por serF un subespaciocomplementadode E, se va a tener que

• las topologíasrb y ¡3 coincidensobrePQ’F), lo queesequivalenteadecirqueE verifica

la propiedad (BR),,,,, según acabamosde indicar. U

O

e CoROLARIo 2.30. Si dado u E FN, u > 2 el espaciolocalmenteconvexoE tiene

la propiedad (BR),., entoncesE tiene la propiedad(BR),,, para cada entero positivo

• m,2<m<u

DEMOSTRACIÓN. Supongamosque E verifica (BR),.. Por la Proposición2.13,

• se tiene que E~ verifica (RR)~,
5. Como consecuencia,por el Corolario 2.26, E’2 verifica

• (BR),,.,5 y como E~ es un subespaciocomplementadode E” cuandoni < u por el

• Corolario anterior se tiene que E’” ha de verificar también (BR»,., y la Proposicion

• 2.13 implica queE verifica (BR»,., resultadoquequeríamosprobar. LI

Finalmente, expondremoscomo se puedenrelacionar las aplicacionesii-lineales

definidas sobre E con los polinomios u-homogéneosdefinidos sobre E’2. E~te resul-

• tado lo utilizan Defanty Maestre,de formaimplícita, en la pruebade la Proposición1

O
e
e
e
O

O
e
e



50 CAPITULO 2. COMPLEMENTACIÓNEN PRODUCTOSTENSORIALES Y POLINOMIOS

de [DeMa] y Dineenlo formulaen [Dm6], demostrándolopor métodosdirectos. Aquí

sepuedeobtenercomo un corolario de la Proposición2.11, utilizando resultadossobre

dualidadsimilaresa los quehemosempleadoal probar la Proposición2.28.

CoROLARIO 2.31. Sea E un espacio localmente convexo sobre «. Entonces,
para cada entero positivo u, (¡¿(“E), r) es isomorfo a un subespacio complementado

de (P(’2E’2)«r) parar =
To o Tb•

DEMOSTRACIÓN. La Proposición 2.11 nos indica que ¿E es isomorfo a un su-
“‘ir

bespaciocomplementadode ¿ E”. Consideremoslas aplicaciones~y * queseindican
n’5’ir

en dichaProposicióny queson, respectivamente,una inyeccióny unaproyecciónque

producenla complementaciónentreesosespacios. DefinamosentoncesJ ¡¿(“E)

P(’2E”) por
J(L)(rei,...,re~) = Lo*(rei 0... 0re,~),

para reí,..., re~ ~ E”. A continuación,definamos11 : P(’4E’4) — ¡¿(“E) por

ll(P)(yi, . . .,y,.) = P oj¡y
1 ®V.. O t’~»

para yI,... , y,. 6 E. Resulta que las aplicacionesJ y H son lineales, y queH o J =

Idr(nE).

Probaremosahoraque11 y J son aplicacionescontinuas,cuandoseconsidera,tanto

en ¡¿(“E) comoen P(”E”) la topologíacompacto-abierta.Ello sededucede quesi 1<

es un compactode E”, existe un compactoK0 de E tal que 1< G Js[¿, y

¡¡J(L)¡f¡< =¡¡J(L)¡¡K~ =¡¡L 0*11 ®K~ = ¡¡L~(®K~) =
71,5 n.a

con lo queJ es continua. Por otra parte, si M es un compactode E,

JIH(P)IIM = ¡jP 0jII®M = IIÉ¡II®M =¡~¡¡ ®M~ =
a 71,8

con lo queFI es una aplicacióncontinua,lo queconcluyela pruebaparael casoen el

quese considera~o•

La pruebaparael casoen el quese considerala topología
Tb es totalmenteanáloga.

U
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• Casinormahilidad en espaciosde polinomios
O
O
O
O

• Los espacioscasinormablesfueron introducidos por Crothendiecken [Grol] con el

objetivo de responderaunapreguntadeDieudonné-Schwartzen relaciónconla coincí-
• denciaentrela convergenciafuertey la convergenciauniformeen un entornodel origen

• para una sucesión de funciones en el dual de un espaciolocalmenteconvexoE. Co-

O mo el propio Grothendieckindicaenel trabajoantescitado,la mayoríade los, espacios

• usualesde funcionesson casínormables.

• Por lo querespectaa la casinormabilidadde los espaciosde polinomioshomogéneos
O hahabidorecientementeunabuenacantidadde resultados,motivadosprincijrnlmente

• por su conexión con la casinormabilidadde espaciosde funciones holomorfas. En

O concreto, la casinormabilidadde (P(”E),rb) para todo u e N equivale ([Dm3]) a
O la casinormabilidaddel espaciode las funcionesholomorfas de tipo acotad¿7-4(U),
• cuandoU es un abiertoequilibrado de un espaciode Fréchetcomplejo E, y sedota a

7-4(U) natural de uniformeen los de, (véasede sutopología convergencia U-acotados U
la Definición 1.12).

• Como se veráa lo largo de este capítulo, la casinormabilidadde (P(”E), y), con
• = 10, ¡3 y it es consecuenciainmediata de resultadosconocidos,pero no se puede

O decir lo mismo acercade la casinormabilidadde (P(”E), Ib). Hay varios ejemplosde
O

espaciosde FréchetE para los que (PQ’E), rb) es casinormable([Dm3, Ans]) pero
existen también espaciosde FréchetE para los que (P(’2E), íb) no es casinormable

• ([Per], Ejemplo 1.3.3(3)). En todoslos ejemplosconocidosde espaciosdeFréchetpara
• los que se sabeque (P(’2E),rb) es casinormablese procedede la siguientemanera:

O se compruebaque para el tipo particular de espaciodado Tb coincide en P(”E) con

• algunade las topologíasr = ro, ¡3 o w~, parala que,comoya se ha indicado,sé tienela

casinormabilidad de (P(’2E),r) y, por tanto, la casinormabilidadde (P(’2E),rb).
O
O
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‘e

En este capítulo construiremosun ejemplo de un espaciode FréchetE tal que

(P(’2E), Ib) es casinormablepara cadau E N, con la propiedadde que Tb r para

= m, ¡3 y it~ Nótese queentonces,paraeste espacioE que vamos a construir, la

casinormabilidadde (P(’2E), Ib) no sepuedeobtenercon la técnicausadahastaahora.

El ejemploque obtendremoshaceuso de un espacioescalonadode Kdthe A
1(A) no

distinguido y del espaciode Fréchet-Montel F que Taskinenconstruyó en [Tas2j para

responderen sentidonegativoal clásicoproblemade las topologíasde Crothendieck.
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O

1. Un inciso: espaciosescalonadosde Kóthe
O
O

Los espaciosescalonadosde Kdthe A~ se puedendescribir de unaforma relativa-
• mentesimple: comolímite proyectivode espaciosde Banach4,, y estacaracterizacion

O de los mismos permite que se utilicen frecuentementepara proporcionar ejémplosy

• contraejemplosen el marco de los espaciosde Fréchet. K6the obtuvo, considerando

0 espaciosde estetipo, entre otros, un ejemplo de espaciode Fréchetque goza de la
O propiedadde no ser distinguido, estoes,un espaciocuyo dual fuerteno es tonelado. La

• descripciónde los espaciosescalonadosquemencionábamosal principio, comolímite

• proyectivo, se debea Bierstedt, Meisey Summers,quienesdedican un importante tra-

• bajo ([BMS]) al estudiode estosespacios,consiguiendoprofundizar en ciertó tipode

• propiedades de los mismos y ofreciendo caracterizaciones de éstas en función de la ma-
O triz de K¿the A asociadaal espacioescalonado.Por ejemplo, consiguencondiciones
O

necesariasy suficientessobreesamatriz para determinarcuándoun espacioescalonado
• AdA) es un espaciode Montel. Aquí nos interesaráprincipalmentela caract~rización
• de los espaciosescalonadosdistinguidos,debidaa Bastin y Bonet ([BaBo]), y se va a

• enunciar un poco más adelante. La caracterizaciónde los espaciosescalonadoscomo

• límites proyectivoses útil tambiénpara poder establecerotros tipos de projÁedades,

y bastantesejemplos nuevos en la teoría de espaciosde Fréchet se han producido en

la última décadautilizando espaciosescalonados,tal como veremos más Urde. En

o estecapítulo sólo trabajaremoscon espaciosescalonadosde orden 1, pero , puestoque

• los espaciosescalonadosde orden p se utilizarán en el siguientecapítulo,aprovechare-

• mos para dar en estepunto su definición. Comencemosentoncesproporcionandolas

definicionesprincipalescon las quevamosa trabajar.

O
o DEFINICIÓN 3.1 ([BMS], Definición 1.2)). Sea 1 un conjunto de indices arbi-

• trario. Se llama matriz de Kóthe sobre 1 a una matriz de funciones A =

• a,,, : 1 —~ R+ verificando que a~,1 =a~+i,¿ paracada i E 1 y cadam E N.

• Fijadosunamatriz de Kóthe A y un númeroreal p, 1 =p < ~, se define~l espacio
O
• A~(I,A) = {(re~)~ei e 1K’ : >3a~,~¡re¿¡~< ~ paracada me FNJ,
• lEÍ

• donde 1K = R o C. Resultaque 4(1, A) dotadode la topologíadefinidapor: las semí-

• normas ¡¡ ¡¡nl con

O ¡ 4
O ¡i(reÍ)ÍGi¡lnl = ~ZamilreiIP)
O
O
O
O
O
O
O
O
O
O
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es un espaciode F’réchet, al quese llamará espacioescalonadode Kóthe de ordenp.

Cuandono hayaposibilidad deconfusiónrepresentaremosestosespaciospor Á~(A)
o, simplemente,por >~,,.

Se define >~~(i, A) como

A~<I,A) = {(reÍ)ÍEI 6 1K’ : supa~4¡re1¡< r paracadani ~ FN]>

y las seminormasque determinanla topología de este espaciose definen de modo

análogoa comose haciaantes,siendoahora

¡ ¡(re~)~6j¡¡~ = supa~,¿¡re~I.
¿6!

OBSERVACIÓN 3.2. Si a = (a~)~6,es una función definida sobre 1, se tiene que

el conjunto

4(1, a) = {(re¿)161 6 1K’ : >3 a1¡re1¡~ < oo}
te’

es un espaciode Banacli, cuandolo dotamosde la norma quesedefinea continuación:

= (zaíírew~) ~

Además,esteespacioes canonicamenteisomorfo a 4(1).

La definición queseha dadodeespacioescalonadode K5they la Observaciónque

le sigue tienencomo consecuenciainmediatala siguiente

PROPoSICIÓN 3.3 ([BMS], § 2). Sea A una matriz de Kdthe. Entonces para

l=p<oo

= l4rn £p(I,am)
nl

y sil < p sc oc este límite proyectivo es un límite reducido.

OBSERVACIÓN 3.4. Los espaciosescalonadosde K6thehansido utilizadoscomo

ejemplos de espaciosque verifican propiedadesdel tipo (RB). Del Teorema3.3 que

Taskinenestableceen [Tasi] se deduceque si ¡ y J son conjuntos numerables,el

par (A~(1,A), >q(J, B)) verifica la propiedad(BR) para 1 =p, q < oc. Dineen da

otra versionde esteresultado,válidapara u-productostensorialesen la Proposición6

de{Din2], probandoquesi 1 es un conjuntonumerable,el espacio®A~(I, A) verifica la
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• propiedad(BR),,, y por tanto (Lema2.12) la propiedad(BR),,,5. Es necesarioimponer

• que 1 sea un conjunto numerable,puesto que la demostraciónde estos résultados

• pasapor utilizar que poseenuna base de Schauderque verifica unas determinadas

• condiciones.

• Al trabajarcon espaciosescalonadosdeKóthe sueleserde bastanteutilidad traba-
O
• jar con un tipo particular de subespacios,los subespaciosseccionales,cuya definícion

• reproducimosa continuacion:

• DEFINICIÓN 3.5. SeanA~ un espacioescalonadode Kéthe y J un subconjunto

• de 1. Al subespaciode Á~
O
• = {(re~»e¡ 6 A~ : re1 =0 si i g ~fl

se le llama subespacio seccional de ¾~
O

Al teneruna descripcióncómodade los espaciosescalonadosde K¿the, seva a tener

• tambiénunadescripciónbastantecómodadel dual topológico de estosespacios.Una

• posibilidadpararepresentaresteespaciodual esconsiderandoun límite inductivo, pero

• Bierstedt, Meise y Summersen [BMS] dan unaútil descripciónproyectivadel dual

• topológico de estos espaciosutilizando los conceptosque aparecenen las ~iguientes

definiciones.
O
• DEFINICIÓN 3.6 ([BMS], Definiciones 1.2 y 1.4). SeaA = (a~,1) una~natriz de

• K6the sobre 1. Asociadosa la matriz A sepuedendefinir los conjuntos
O
O V = {V~ : mE N},

siendov~ = (V~~)~6i con = ~ y

• V = = (~O¿E¡ : V1 =0paracada i 6 I,sup a~1i3¿sc oc para cadame NJ.
O
O

Los espaciosco-escalonadosse definenparaconseguirla ya anunciadadescripción

• proyectiva del dual topológico de un espacioescalonado.

DEFINICIÓN 3.7. SeaAp(A) un espaciode K¿ithe y seanV y 1/ como anterior-

• mente;entoncessepuedenconsiderarlos espaciosco-escalonados/c~ y £~,, definidosdel

O modo siguiente
• a) le~(1, V) = 4~ 4,(l, vn), siendoésteun límite inductivo regular.
• nl

O
O
o
O

O
O
O
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b) K~(I, U’) =
14rn e~(I,q.

IT

OBSERVACIÓN 3.8. Aunquepuedaparecerextraño a primera vista, estos dos

espacios le~ y 4 son iguales algebraicamente,para 1 = p =:~- e incluso isomorfos

topológicamentecuando se considerael caso 1 =p sc oc, tal como se pruebaen

[BMS], Lema 2.1 y Teorema2.3. Una demostraciónutilizando una técnicasimilar a

la quese usaen [BMS] paraconseguirun resultadoun poco másgeneralqueel que

aqu¡ nos ocupa se va a haceren la Proposición 5.14 cuandoestudiemoslos espacios

escalonadosX-Kóthe.

l3ierstedt,Meise y Summersofrecenen [BMS} una caracterizaciónde los acotados

de un espaciodeK5the A~, quees deutilidad parapoderllegar aprobarquelos espacios

co-escalonados)Cq son los duales topológicos de los espaciosescalonadosA~.

PROPOsICIÓN 3.9 ([BMS], Proposición2.5). SeaB un subconjuntode A~(I,A),

con 1 =p = oc. EntoncesB estáacotado si y sólo si existe ‘E3 6 V tal que

R G ~5R
4(Í)= {(~Ú~~’ e E’

existe z 6 4(1), ¡¡z¡j =1 tal que y¿ = V1z1 para cada i 6 [}.

Utilizando estaProposiciónse puedeobtener,comoindicábamos,el siguiente

iCORoLARIO 3.10 ([BMS], Corolario 2.8). a) Para 1 sc p sc oc y ~ + ~ = 1 se
q

tiene (A~)$ st leq st ¡Qq.
4) Las siguientesafirmacionesson equivalentes:

(i) (Aí»3 st le~,

(i’) ~ st

(u) K~ es tonelado y/o bornológico,

(iii) A1 es distinguido.

En lo que afectamás directamentea la utilización de los espaciosescalonadosde

Kéthe enestecapítulo,ya hemoscomentadoquevamosaestarparticularmenteintere-

sadosen un espacioA1(A) queno seadistinguido. Kóthe ([K5ti] §31.7) proporciona

un ejemplo de espacioA1(FN x N,A) queno es distinguido, considerandola matriz A,

definida por

= {; :~;+~
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o
param, i,j E FN.

PosteriormenteBierstedt y Meise establecieronuna condición suficientesobrela

• matriz de K6the A para conseguirqueel espacioAi(A) fuera distinguido. Lo quese

• hacees determinar,en términosde la matriz A, cuándoA1(A) verifica la denominada

O condición de densidad de Heinrich, que implica la distinción del espacio. Más tarde

Bierstedt y Bonet ([BB1]) probaron que,para A1(A) es equivalenteser distinguido a

O verificar esacondición de densidad;ademáspruebanen esemismo trabajo que A1(A)

0 verifica la condiciónde densidadsi y sólo si la verifica Ap(A) paracadap con 1 < p sc oc.o
• PosteriormenteBastin y Bonet ([BaBo]) danunanuevacondiciónquecaracterizalos

• espaciosde Kóthe queno son distinguidos,viendoqueposeensubespaciosseccionales

• muy parecidosal ejemplo original de K¿ithe de un espaciode Fréchetno dNtinguido
O

que acabamosde mencionar. Todos estosresultadosseenuncian a continuación.

O
DEFINICIÓN 3.11 ([Heil, Definición 1.1). SeaE un espaciolocalmentéconvexo

• separadoy denotemospor 1,1(E) a una basede entornosde O en E y por B(E) a

• un sistemafundamentalde acotadosde E. Se dice que E satisfacela condición de

• densidad si, dadacualquier función A : tl(E) — R~ y cualquierV E 11(E), existenun

• subconjuntofinito U de 11(E) y E e R(E) tales que
O
• fl A(U)UGB+V.

• UEU

O
o

OBSERVACIÓN 3.12 ([BB1], Teorema1.4). Si E es un espaciolocalmentecon-
• vexo metrizable, E satisfacela condiciónde densidadsi y sólo si cadaacotadqdel dual

• fuerte E~ de E es metrizable.

O
O
• PROPOSICIÓN 3.13 ([BB2], Teorema1.3). Un espacio escalonadode Kóthe ,N~,
• =A~(I, A) de orden p, 1 =p sc oc o p = O satisfacela condición de densidadsi y sólo

• si su matriz de Kóthe A = (a~)~eN satisface la siguiente condición (D) (independien-

• tementede p):

Existe una sucesióncrecienteJ = (IÑ)keN de subeonjuntos‘k de 1 tales que
cada . inf~~’ >0• <iv,j/. para le 6 N, existe mk E N con , para ni > mk,

¿CIA’

• y
• (M,J): para cada m e FN y cada

1o c 1 con 1
0fl (1 \ Jk) # 0 para cada k E N, existe

• ni’ = m’(m,Io) > ni con inf~
32Iú~ = 0.

• ~ekam~i

O
O
O
o
O
o
O
o
O
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e
PRoPOSICIÓN 3.14 ([BB1], Teorema1.4). Para un espacio A1 = A1(I,A), las e

siguientes afirmaciones son equivalentes: ‘e
‘e

(1) A1 es distinguido,
(2) A1 satisface la condición de densidad,

(3) cada acotado de Kk st (A1)$ es metrizable. ‘e

e
e

PROPoSICIÓN 3.15 ([BaBo], Proposición 3). Sea A una matriz de K6the sobre e
un conjunto de índices 1. Las siguientes condiciones son equivalentes: e

(a) A1(I,A) no es distinguido. ‘e
(b) Existe un subespacioseccionalde A1(f, A) isomorfo a un espacioescalonadode ‘e

Kóthe .¾(N x FN, R) dondela matriz R = (b~)~EN satisface ‘ee
(1) b~,(k,J) = bl,(k,I) para ni sc le y ‘e

e
(2) hm bmjrn,j> ‘e_____ =0.

bni+l,(nt,j) ‘e
e

También va a ser convenientemencionarel conceptode espacio escalonadocon ‘e

valoresvectoriales,ya que el ejemploquese va a construir es precisamenteuno de esos e
espacios. e

‘e
DEFINICIÓN 3.16 ([BB1], §2). Sean 1 un conjunto arbitrario de índices, A = ‘e

(am)meNuna matriz de K6the sobre1 y E un espaciode Fréchetpara el que (Pk)kEN ‘e

es unasucesióncrecientede seminormasquedefine la topología de E. Se define ‘ee
A1(E) = Ai(1,A;E) ‘e

‘e
= {re = (re1)161 6 E : para cada rn 6 FN, qnl(re) := >3a~ipm(rei) sc ocj e

161

y se considerasiempredotadode la topologíageneradapor la familia de seminormas e
(q,-,,)mEN ‘e

e
‘e

OBSERVACIÓN 3.17. 1.- ([K5t2], §41, 7a) En las condicionesen las quesedaba ‘e
la definición anterior,se tienequeA1(E) es topológicamenteisomorfoa A1¿E. Además, ‘e

sí ~‘ representaesteisomorfismo,se tiene que ir ‘e
‘e

~$l(Z í~’> ore(<~ = ‘e
J=i (~ 42)re(’í) tEZ ‘e

e
e
‘e
‘e
e
e
e
‘e
‘e
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o

dondeN EN, l<ií EA1 y re
01 CE, paracadaj E {1,...,N}.

• A partir de aquí se puedeobtenerque dado un acotadoR de >xi¿E existeun
ir

• acotadoB
1 de A1 y un acotadoR2 de E talesque B c F(B1 o E2) y, por ello, el par

(A1, E) verifica (BR).o
• 2.- ([BB1], pg. 171) El producto tensorial proyectivo de dos espaciosde K5the

O A1(11,A1) y A1(12, A2) es isomorfo a un espaciode la forma )‘í(1~ >< 12,A),siendoeste

O último espaciodistinguido si y sólo si lo son los dos anteriores.
O

De maneraanálogaacomosedescribíael dual del espacioA1 en el casode espacios

0 escalonadosde K¿the de sucesionesescalares,se puedendefinir los espaciosK~(E,),o
• quedesempeñaránun importantepapelen la representacióndel espaciodualde A1(E).

o
• DEFINICIÓN 3.18. ([BB1], pg. 163) Dados unamatriz de K5the A (y sus con-

O juntos asociadosV y 1/) y un espaciode FréchetE, se define el espacio
o
• K00(E~) = )Q(I, y; 4) —

O {t,b = (
0v)• 6 (E’)’: paracadai3 eV, {v4’

1 : i 6 J} estáacotadoen 4}.
o
• La topologíahabitual en el espacioK~(E~) es la definida por las seminormas

o ¡k’lk;n := supV1[(4’l) IB,
• 16!

• donde~ E 1/ y R es un acotadode
O
o
O PRoPOSICIÓN 3.19 ([BB1], Proposición2.2). Con las notacionesanteriores> se

• tiene (algebraicay topológicameute)
O
o (A1(E))~ st (A1óE)~
o
• stA2co(E~).

O
• Por convenienciapara los métodosy técnicasque vamos a aplicar despuésnos
• convienedefinir unanuevatopologíaen K~(E~), topología quevamosa dehotarporo *

o
*

O DEFINICIÓN 3.20. SeaE un espaciode Fréchet. Se define la topología r en
• K~(E~) como la topologíageneradapor las seminormas
O
• II1P¡Ñ,L = sup{Iv~~’~(re)¡ : i E 1 y re E L}
o
O
o
o
o
o
o
o
O
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para = (~b~) e Kc,o(E$) y donde ~ e y y L recorrelos compactosde E. ‘e

e
e
e
‘e

2. Sobre el espacioO,.,6,~(A1®~F) e
‘e

Como se indicó en la introducción al capítulo,se va a construir un ejemplode un ‘e

espaciode FréchetE tal que (‘P(~E), Ib) es casinormablepara cada n E FN, siendo

Tb To, ¡3 y ~ El espacioE que consideraremosseráel producto tensorialproyectivo

deun espaciode tipo A1 por un espacioparticular de Fréchet-MontelE. En estasección

damos algunaspropiedadesde los espaciosdel tipo E = Aí¿F. Básicamentevamos a
ir

dar una descripcióndel dual de ¿E y de una topología que se va a definir en ese
espacio. n,ir e

‘e
Comenzamosobservandoquesi A1 es un espacioescalonadode Kóthe de orden 1, E

es un espaciolocalmenteconvexoarbitrario y E = A1¿F, entonces¿E es algebraica-
ir ,.,ir

menteisomorfoal espacio(¿A~)¿(¿F)y, teniendoen cuentaque (¿Ai) es isomorfo
n,ir ir n,ir “,ir

a A1 (Observación3.17, 2), resultaque ¿E es algebraicamenteisomorfo a A1Ó(ÓE)
n,ir ir n,ir

y, por tanto, a A1(¿F). ‘e
n ,ir e

utilizamos ‘e

‘e

LEMA 3.21. Sea E = A1(I,A)¿F, siendoF es un espacio de Fréchet- Montel.
ir

Entonces el espacio (¡¿(“E), Ib) es isomorfo topológicamenteal espacioK~=(1’,V’~ ¿E),
“‘ir

para un cierto conjunto de índices 1’, dotado de la topología r~ introducida en la Defini-
ción 3.20. ‘e

e
DEMOSTRACIÓN. En efecto,paran = 1 el resultadoes conocido(ver Proposición ‘e

‘e
3.19), puesto que (¡¿(iE)íb) = (¡¿(

1E),¡3). Veamosque es cierto en el caso general.

Corno ¡¿(“E) es algebraicamenteisomorfo al espaciodual (6 (A
1¿F))’ se tiene que ‘e

,.,ir ir ‘e
(¡¿(“E), ‘b) es topológicamenteisomorfoa(6 (A1ÓF))’ dotadode la topologíagenerada e

n,ir ir

por la familia de seminormas ‘e

¡¡cpl¡R,O.®B~=sup{¡So(relO.” O reQ¡ re1 E Bí,..., re~ 6 B~J
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para s~ 6 (¿(A1¿F))’ y donde B1,. . . ,13,, recorrenla familia de todos los ácotadoso “,ir ir

• de A1OF. Denotaremosa la topología definida sobre (¿(A1éF))’ por esafamilia de
ir “Ir ir

O seminormastambiénpor
Tb•

o Segúnse expresabaen la Observacion3.17, paracadaacotadoB de )vj¿F existeno It’

• acotadosO de A~ y D de F talesqueB c F(C O D) dondeO es de la forma iiB
1, para

• algún ~YE 1/ y siendoB~, la bola unidad cerradadel espaciode BanachLí (confrontar

O con la Proposición3.9). De este modo, se puedesuponerque B1 = C~ O P~, para

O cada i e {l,. . . , u}, siendo 01,..., 0,. acotadosde A1 y D1,. . . , 19,, acotadosde F.

o Podemostomar el acotadode A1 definido por O = uL1C1. Como F es un edpacio de

O Montel, los acotadosson relativamentecompactosy podemostomar el compacto1< =o
• F(uyD1) parallegar asuponerfinalmentequela topologíaqueestamosconsiderando

O en (¿(A1¿F))’ estágeneradapor las seminormas
n,ir Ir

• ~

O
• para~pE (¿(A1 ¿E))’, cuandoO recorrela familia de todoslos acotadosde A1 y 1< la

n,ir ir

O de los compactosde E.
oo Teniendoencuentalo indicadoantesdeestablecerel Lema3.21 setienequeel espa-
O cío ¿A1(1, A) es isomorfo aun espacioescalonadodeK6the A1(I’,A’), consiguiéndose

“‘ir

O finalmenteque
o ¡¿CE) sto
O lo queunido a los comentariosquese hanhechosobrelas seminormasque definenla

0 topología
Tb en (¿(A

1óF))’ y recordandoquepor sermetrizableE, paracadacompactoO n,ir ir

• J~de¿F existeun compactoKdeFtalquek c P(®K) se concluyequeo “‘ir

o (C(E),rb)

o
• U
o
O
o 3. Casinormabilidad de P(”(A1Ó~F))
O

El trabajo realizadoen la secciónanterior nos va a ayudaren la producciónde uno
ejemplode un espaciolocalmenteconvexoE verificando:

1.- (P(”E),r) es casinormableparar = ro,rb,¡3 o re,,.

o
O
o
o
o
o
o
o
O
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‘e
e

2.-rÚscrbsc¡3scr~enP(”E)paran=2yro<rb=¡3scr~enP(’E)(obsérvese
quesobre‘PQE) st E’ se tiene siempreque ¡3= Ib).

Para comenzara estudiarla casinormabilidaddel espacioPC(A1ÓF))dotado de ‘ee
las diferentestopologíasquese consideranhabitualmente,es necesariorecordarqué se ‘e

entiendepor espaciocasinormable. ‘e

e
DEFINICIÓN 3.22 ([Grol]). Se dice que un espaciolocalmente convexo E es

casinormable si paracadaentornoU de O existeotro entornoV de O de modo quepara e
todo A > O existeun acotadoRs de E verificando que V G B5 + AU. ‘e

e
e

OBSERVACIÓN 3.23. La definición de los espacioscasinormables,y el estudio ‘e
‘e

de los mismos,se debe a Grothendieck[Grol], quien los introdujo como una clase

de espacioslocalmenteconvexosque poseebuenaspropiedadesde estabilidady a la ‘e

que pertenecenmuchos de los espaciosque habitualmentese consideran en Análisis e
Funcional. Por ejemplo, los espaciosde l3anach son espacioscasíiíormables,tal como ‘e

se deducede modo inmediato a partir de la definición de estosespacios.Tambiénson ‘e

casinormableslos espacios(DF) ([Kat]) y los espaciosde Fréchet-Schwartz;de hecho, ‘e
‘e

se tiene que un espaciolocalmenteconvexo separadoes de Schwartz si y sólo si es e
casinormabley sus acotadosson precompactos([Jar], Corolario 10.7.3). Sin embargo, e
no todo espaciode Montel es casinormable,ya que un espaciode Fréchet-Montel es ‘e

casinormablesi y sólo si es deSchwartz([Jar], Corolario 11.5.3). ‘e
‘e
‘e

Los espacioscasinormableshansido ampliamenteestudiadosdesdequese estableció ‘e

su definición. Su relación con la holomorfía de dimensióninfinita ha sido puestade ‘e

manifiestoen [Muj2], [BonP],[BoLI],[Uin3] y [Ans], entreotros,y en esasreferencias ‘e

sepuedeencontrarunainteresanteintroducciónaestetema. Se tienequeparaabiertos ‘e
‘eequilibrados U de un espaciode FréchetE, los espacios(7f(U),r~) y (71(U),rs) son e

casinormables(citelsi?2 para el caso de espaciosde Banacb y[Din3], Teorema3.3, ‘e

para el caso general). También se sabe que (7-t(U), ‘o) es un espacio casinormable ‘e

(incluso es un espaciode Schwartz), cuandoE es un espaciolocalmenteconvexo al ‘e

quese le exige que verifique algunacondiciónmás débil que la metrizabilidad([Nel, ‘e

Dm3]). Tambiénse ha estudiadoenprofundidadel problemade la casinormabilidad ‘e
‘e

del espacio(7-4(U), íb) ([AnPol, Isil] paraespaciosde Banachy [Dm3] paraespacios

metrizables). Dineenen [Dm3] establecióel siguienteresultado: ‘e

‘e
e
e
‘e
‘e
‘e
‘e
e
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o
o PRoPOSICIÓN 3.24 ([Dm3], Proposición 3.6). Sea U un abierto equilibrado deo
• un espacio de Fre’chet E. Entonces (7-4(U), rb) es casinormable si y sólo si (P(”E), Ib)

O es casinormable para cada entero positivo u.

O
O
• Hasta ahora la casinormabilidadde (P(”E), Ib) se ha estudiadopara espaciosde
• FréchetE paralos quese tienela coincidenciade la topologíaTb sobreP(”E) con otra

O de las topologíasutilizadashabitualmente(lo, ¡3 o ru), como es el casoen el queE es

O un espacio de Montel (Ib = ro), espacioscon una descomposiciónT — Schaudery la

o condición de densidad(Ib = í~) [Dm3]o espacioscon la propiedad(BR),.,
5 (Ib = ¡3)o

• [Ans], ya que se conoce la casinormabilidaddel espacio (P(”E),í) cuando r =

• o í~,, tal como se expresaen el resultadoque presentamosa continuación,que posee

O caractergeneral,siendoválido paracualquierespaciode FréchetE. ¡

o
• PROPOSICIÓN 3.25. Para espaciosde Fréchet E, (‘PQ’E), r) es casinormable,
O cuando r es ío,¡3 o í~,,.

o
• DEMOSTRACIÓN. (P(”E),ro) es un espaciode Schwartz ([Nel, Dm3]), y, por

• tanto,casinormable([Jar], Corolario 10.7.3).

• Como (PCE),¡3) st ( ¿ E)$, esel dual fuerte del espaciode Fréchet ¿ E, es uno “,s,ir n,s,ir,
• espacio(DF), por lo quetambiénes casinormable([Kat]).

• (PQE), r~) un límite inductivo numerablede espaciosde Banach(Definición 1.31),

• por lo quees un espaciocasinormabletonelado, segúnindica Crothendiiecken [Grol].

• Uo
O
• Dineen en [Dina] muestra que no siempreel espacio (P(”E), Ib) es un espacio

• casinormable,([Dm3], Ejemplo 4.22) construyendoun contraejemploa partir de un
o

espacio LB. Peris, en su Tesis Doctoral, proporciona también ejemplos de éste tipo
([Per], Ejemplo1.3.3(3)),siendoenestecasoE un espaciodeFréchet.Ademásno hay

• resultadosgeneralesparaestudiarla casinormabilidadde (P(”E), Ib), y por tanto este

• estudioha deefectuarsebien determinandola coincidenciade la topología
Tb con otra

O topologíao bien estudiandola casinormabilidaddel espacio(‘P(”E), Ib) por métodos

• directos.En [ABP] abordamoselestudiode eseproblema,proporcionandoun ejemplo

de espaciode FréchetE verificando que (P(”E), í) es casinormableparar = 1o, 1b, ¡3 oo
• í~ y parael que íO sc Ib sc ¡3 sc ~ en P(”E) si n =2. El ejemploquemostraremosaquí

• se diferenciade aquél en quetambiénson diferentesentresi las topologíasíb, Tb = ¡3
o
o
o
o
o
o
o
o
O
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y í<~, sobreIT-’(’E). Necesitaremospara ello el resultadopreliminar que obtenemosa

continuación:

LEMA 3.26. SeaA unamatriz de Kóthe, parala que tenemosdefinido el espacio

escalonado A1 (1, A) y su dual K~(I, U’), al que denotaremos simplemente por K~. Sea

O un espacio de Fréchet, entonces el espacio (K~(O~), í) es casinormable.

DEMOSTRACIÓN. Paraprobar la casinormabilidadde (K~(O~), r*) se debeco-

menzartomandoun entornoU de O en (1C,~(O$),r*), quepodemossuponer,sin pérdida

de generalidad,de la forma
U = {(sc¿)¿ E K~(O$) : 5UP¡~PiUi¡K =11,

tel

siendoñ = (ñ1)16 E V y K un compactode O.

Asociadosa esteconjunto U se puedenconsiderar

U1 = {(re¿) E Kc,, sup¡reiñi¡ =1}
leí

y

Ud = ½6 0’: ¡sc¡K =1},

queson entornosdel origen en K~ y 0%, respectivamente.

Como K~ es un espacio(DF), es casinormabley, por tanto, dadoa > O existenun

entornode 0, VV1 y un acotadoB1 deK~ de modo tal que

&
WcB1+—U1.2

Además,teniendoen cuentacómosedefinenlas seminormasquedeterminanla topología

de K~, podemossuponerqueexiste i3 E 1!, ti =fi tal que

= {(y¿» 6 Koo suplyJVI = ‘1.
leí

TambiénpodemossuponerqueelacotadoR, contieneal origen. Por ser B1 un conjunto

acotado,se puedeencontrarM > O de modo que

sup¡b¿ú1¡ =M,
leí

paracada(bi)íe¡ E B,.

Por otra parte, 0% es un espaciode Schwartz (se puede deducir, por ejemplo,

de la Proposición 3.25), con lo que, para los mismos valoresa > O y M > O que
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o
o

considerábamosantes,existenun entornodelorigen Wd en 0% y un subconjuhtofinito
o ~ de O’ tales queo a

WdGBd+—U¿,
• 2M

además,podemossuponerque

o
o Wd = {4’ 60’: ¡1P¡KS = lb
o

dondeK’ es un compactode O, K’ D E.

O Con el objeto de probar la casinormabilidadde (L~(O~), í*) vamosa definir, aso-
o ciadosal conjuntoUqueconsiderábamosal principio de laprueba(y queerauñ entornoo
• de O en (4c,(09,íi), otro entornodel origen VV y un acotadoR del siguientemodo:

o
o VV = {(4’l)l 6 ACoo(O$) : l4%t¼IK’=11

y

• B = {Qr¿» 6 ¡4<,(G~) : = ‘y. b1, con ‘y Ed, (bl)¿ E 133.

O Se tiene que VV es un entorno de O en (AC~(Oh),r*) y que R es un acotadode

• (K~(O~),í*), puessi Les un compactode O, (yúiei E 13 y tfl E V, entonces

O 511P¡YIWIIL = VIL sup¡ú’1b¿¡ sc oc.
O tel leí

O
O Para(4%)~ 6 W, hagamoso
O
O = 4’jk’.En estascondiciones,si y¿ ~ 0, se tienequeo
o 4%_ =1,
O
O
• con lo que ~ 6 ~ y se sigue la existenciade ‘y~ E Bd y S~i 6 Ud tales que

vio vii ao —=1’1o yi +~j7sci.
O Por otra parte, como (4’~)~~i 6 W se tiene quesup¡y¿ii¿¡=1, por lo quepodemos
O Id

• asegurarqueexisten (b1)1e1 E R, y (rel)leÍ E Uí verificando

(yÚ~ = (&» +

o
O
o
o
o
o
o
o
O
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e
‘eparaobtenerfinalmenteque
e
‘e

=

~/>1+ a
= b1— —-—reí

YI

=4 (jI + + re,
\ 2M/ 2 yí

‘e
= b~’y~ + a k

4~2ií + ~—rey. e
‘e

Definamospor último ‘e
‘e
‘e{O siy¿=0,

~ siyj~0 ‘e
y e

si y~ =0, ‘e
‘e

{bi~+jéLre, siy~#0. e
‘eCon estasdefinicionesresultade modo inmediatoqueparacada i 6 1, es

4% = + a~b
1 ‘e

‘e
y también que (i~¿»6i E 1Q~~(O$),puestoquesi H es un acotadode O y ñ3 6 V, ‘e

supImwl¡H = sup¡ti)¿blII’yhIH sc oc. e
¿el ¿Cl e

Por la propia definición de i~1 se tiene que (m)¿ e 13. Como (sc¿)¿ E ¡Q~(O~) y (m)¿ e

ha de ser (~¼)lE K~(O~). Veamosque(q$í)í E U.

En efecto, debemoscomprobarque I#cU¿IK = t para cada i 6 1. Si i es tal que

=0, se tiene que e
u1 u¿

= —kb¿IK =—j%&¡K’ = o sc 1. ‘e
a a ‘e

Si y¿ ~ 0, queda

___ ___ IscI¡K+ 2y¿ ¡re,u1¡( L1vI~yi/~

sc -±-= 1,
2 ‘e

‘e
Utal comose queríacomprobar. e
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O
o OBSERVACIÓN 3.27. En vezde trabajar con A1 sepuedetrabajarcon el espaciooO Li, de la forma comosehaceen [ABP]. Bajo esossupuestos,lapruebade la casinorma-

• bilidad del espacio4c,(O$) se simplifica en gran medida, ya que sólo se há de tener

O en cuentaque0% es un espaciode Schwartz,puestoque4 se puedeconsiderarcomo

O Al(A), dondela matriz A = (a~,~) verifica que a~,1 = 1, para cadapar (m,i) E FN x 1
o

y no es necesariobuscarun cierto control sobrelos inversosde los pesosti E V. De he-
• cho, pretendíamosconseguirel Lema3.26 utilizando unademostraciónqueextendiera

o la quehabíamosutilizado al probar la casinormabilidaddel espacio&c,(O~), pero era

• necesarioimponerque, fijado un peso ti E 1/ estrictamentepositivo, para cada peso

~ efinida por (~) verifica ~ 6 &~. Eso quequeríamosimponerO ztiEV,lafunción#~d
O resultabaimposible en el casoquenos interesaba,que es el caso en el que ‘A es unao

matriz de K¿ithe que no verifica la condición (D).
O
• En lo quesigue,F representaráal espacioqueTaskinenconstruyeen [Tas2], E es

O un espaciode Fréchet-Montelqueverifica queLi es isomorfo a un subespaciocomple-

O mentadode F¿E, proporcionandoasí el primer contraejemploa la versión simétrica
• 5,ir

del problemade las topologíasde Grothendieck.También,desdeaquíhastael final del

• capítulo, A1 seráun espacioescalonadode K6the queno verifica la condiciónde densi-

• dad (Definición 3.11). En los razonamientosquese vanadar acontinuacionse utilizan

O constantementelos resultadossobrecomplementaciónen espaciosde polinomios que
• hemosdesarrolladocon anterioridad en estamemoria.

o
TEOREMA 3.28. Sea A1 un espacio escalonado de I=l6the de orden 1 que noo

• verifica la condición de densidady seaE el espacio de Tasleinen que se ha mencionado
O anteriormente. El espacio de Fréchet E = A1¿F verifica que(Pc$E), r) es un espacio

Ir

O casinormable, parar E {ro,rb,¡3,í~}. Además verifica que lo sc
1b sc ¡3 sc r~ en P(”E)

o
para cadaucN u>2,yroscr~=¡3.cí~enP(’E)=E’.

O DEMOSTRACIÓN. La casinormabilidaddel espacio‘P(”E) dotado de las diferen-
testopologíasdel enunciadoesconsecuenciainmediatadela Proposición3.25y el Lema

e
3.26. Parala pruebade lo referentea la otra partede estaProposiciónconsideraremoso los tresapartadossiguientes.

• (a) Probaremosen primer lugar que ~ > ¡3 : Teniendoen cuentaque Ai es un
O subespaciocomplementadode E, al haberelegido la matriz de Kbthe A de modo que

A
1 no sea distinguido, tampocopuede serlo E ni tampoco ¿ E, por lo que vamos

O n,s,ir

o
o
e
o
O
o
O
O
O
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a tener que ( ¿ E)h st (P(”E),¡3) no es tonelado. Como (P(”E),r~) es toneladoy
“‘sIr

re,, =¡3 ([Dm1], pg. 24), ha de ser r<4, > ¡3.

(b) ComoE contienea A1 como subespaciocomplementado,no puedeserde Montel,

puesse suponeque A1 no es distinguido, con lo que r5 >
1o en E’ (Observación1.32),

y por tanto en PQ’E), ya que P(”E) contienea E’ como subespaciocomplementado

para r~ y lo (Proposición2.23).

(c) Es inmediato que sobre PQE) las topologíasTb y ¡3 coinciden. Supongamos

entoncesqueu > 2. Si fuera ¡3 = r~ en ‘PQ’E) se tendría en particular que ¡3 = r~ en

P(”F) (Proposición2.28), y estoes equivalenteaqueE verifique (BR),,,S(Observación

1.40). ComoF es un espaciode Montel, si verificase(BB),.
5,setendríaque ¿ E sería

5’ 7t

un espaciode Montel y esoes imposible,yaquecuandon > 2 el espacio4, queno esde

Montel, estácontenidode modo complementadoen ¿ F. Así resultaque ¡3 > r,,. U
n’5’ir

OBSERVACIÓN 3.29. El espacioE = Aí¿F proporcionaun ejemplo de espacio
ir

de Fréchetpara el que (P(”E), rl,) es casinormablesin ser (DF), cuando n > 2 no
quedandoencuadradodentro de los espaciosquesatisfacenalguna de las condiciones

habitualesquesonsuficientespara la casinormabilidad. En efecto,en [AnTa] Corolario

3, sepruebaque (PQF), Ib) no esun espacionumerablementecasitonelado,estoes,que

existe un conjunto 13 G F¿F acotadoy numerablequeno estácontenidoen ningún
5’ir

equicontinnodeP(
2F) y, por tanto, tampocopuedeser (DF). ComoE esun subespacio

complementadode E se tiene que (‘P(2F),rl,) es un subespaciocomplementadode

(PQE), rl,) (Proposición2.28) y ésteasuvez lo es de (P(”E), ‘n) con lo queseconcluye

que (PQF), rl,) es un subespaciocomplementadode (P(”E), Ib) y, por tanto, este

último espaciotampoco puedeser (DF).

La Proposición3.24y el Teorema3.28 nos dan el siguiente

COROLARIO 3.30. Sea U un abierto equilibrado del espacio de Eréchet E =

A
1¿F. Entonces (7-tb(U), ‘rl,) es casinormable.

ir
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• Espacios de polinomios definidos sobre espaciosescalonados

O de Kóthe
O
O
O
e
O
O
• Se ha puesto de manifiesto en el capítulo anterior la utilidad de considerarespacios
O escalonados de Kéthe para obtener ejemplos relativos a algunas cuestiones que aparecen

• en Análisis Funcionaly en 1-lolomorfíadedimensióninfinita. En estecapítulovamosa

O estudiarcuándoel espaciolocalmenteconvexode los polinomios homogéneosde gradoo
u definidossobreun espacioescalonadode Kóthe A~, dotadode la topología í~, es un

o espaciolocalmenteconvexoreflexivo o tonelado. Se obtendráunacondición suficiente
• paradeterminarla reflexividad del espacio(P(”A~),rb), en función del grado u de los

O polinomioshomogéneosy del ordenp delespacioescalonado.De estemodosedaráuna

O generalizaciónnatural aespaciosA~ de algunosresultadosqueya eran cono¿idospara

los espaciosde Banach4. Holub comenzóaestudiarestascuestionesprobandoqueel
O LpOLq es reflexivo si y sólo si p > ~ consi

espacio q~1’ guiendode estemodo caracterizar
• cuando son reflexivos los espaciosde formas bilineales definidas sobre productosde

• espaciosde Banachde la forma L~. PosteriormenteLópez Molina ([Lóp]) extendiólos

O resultadosde Holub para el casoen el queseconsideranespaciosescalonadosde Kéthe.

O Dimant y Zalduendoobservanunageneralizacióndel resultadode Holub en ún sentidoo distinto al de López Molina: enuncianunacaracterizaciónde los espaciosreflexivosde

o formasmultilineales definidas sobreespaciosde tipo L~ x >< L,,. Aprovecharemos

• estosresultadossobreaplicacionesmultilineales definidas sobreespaciosde Banach4,

O paraobtenercondicionessuficientesparala reflexividad de los espaciosde aplicaciones

O multilinealesdefinidassobreproductosde espaciosescalonadosde K5the.
o
o
o Como consecuenciade los resultadosquese obtienenparaaplicacionesmultilinea-

les mostraremoscondicionessuficientesparadeterminarla reflexividadde (‘P(”A~), rl,);

0 69o
o
o
o
o
o
O
O
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‘e

ademásproporcionaremoscondicionesnecesariassobrep paradeterminarcuándoel es- ‘e
epaciodepolinomiosu-homogéneosdefinidos sobreA~ es un espacioreflexivo paracada ‘e

e FN, llegandomediantela aplicaciónde unatécnicadistintaaun resultadoobtenido ‘e

recientementepor Dineeny Lindstr6m. En [DiLI] se demuestraquesi E = Ap(A) es ‘e

un espacioescalonadode Kéthe se tiene que (P(”E), ‘rl,) es reflexivo paracada u 6 N ‘e

si y sólo si E es un espaciode Montel. La técnica que se ha utilizado en nuestra ‘e
‘edemostraciónde esteresultadopasapor considerarcondicionesnecesariasparala re-

fiexividad del u-producto tensorialsimétricode A~ y pasarposteriormenteal dual de

esosproductostensorialessimétricos,queesel espaciode los polinomios u-homogéneos. ‘e

Nuestra técnica permite también determinarcuándo ¿ A~ es un espaciodistinguido ‘e
n’5’ir

paracadau e N, queesunacondiciónmásdébil queel carácterdeMontel, obteniendo e
que ¿ A~ es distinguido para cadau e FN si y sólo si A~ verifica la condición de densi ‘e

n,5,ir ‘e
dad. La técnicaquesedesarrollatambiénutiliza resultadossobrecomplementaciónen ‘e

productostensorialesqueobtuvimosenel Capítulo2 y puedeseraplicadaparaobtener ‘e

otro tipo depropiedadessobreespaciosescalonados.De estemodo obtendremosejem- ‘e

píos deespaciosE = A~ paralos quese tieneque (P(”E), ‘rl,) es un espaciotoneladosi ‘e
‘e

y sólo sin sc p.

‘e
‘e
e
‘e
‘e
‘e
‘e
‘e
‘e
‘e
‘e
‘e
‘e
e
e
‘e
‘e
‘e
‘e
‘e
‘e
‘e
e
‘e
‘e
‘e
e
‘e
e
‘e
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o

1. Más resultados sobre espaciosescalonadosde K5the
o
• En el capítulo anterior mencionábamoslas condicionesnecesariasy suficientesque
• Bierstedt y Bonet establecieronpara que un espacioescalonadode Kóthe Ap(A) ve-

O rificase la condición de densidadde Heinrich. En este capítulo vamos a necesitarde

O nuevo esos resultados, pero va a ser también interesante conocer cuándo un espacio

O escalonado de Kóthe es un espacio de Montel. El estudio de las condicion& que ha

de cumplir la matriz de Kóthe de un espacioescalonadopara queéste seade Montelo
• es anterior al estudio que se exponíaen el capítulo anterior, encaminadoa detectar

• cuandoun espacioescalonadocumplela condición dedensidad.Va]divia ofreceen [Val]

O condiciones suficientes sobre A paraque Ap(A) seaun espaciode Montel. Más tarde

Bierstedt, Meise y Summersen [BMS] expresaron condiciones necesarias y suficienteso• paraobtenerel carácterde Montel en un espacioAp(A). Las pruebasde estosresultados

• no se incluirán en esteapartado,peroen el siguientecapítulodeestamemoriasevana

• realizaralgunaspruebasquesiguenlas mismasideasquelas queseutilizan én [BMS]

O parademostrarlos resultadosquese enunciana continuación.

o
• DEFINICIÓN 4.1 ([BMS], Definición 4.1). Se dice quela matriz de Kóthe A (o
• el conjunto V asociadoa ella) satisfacela condición (M) si no existeningún conjunto

O mfinito 1o G 1 tal que,paraalgún ni
0 E N, se tenga queo

O mf =inf amai>O, param=mo+l,mo+2,...

0 4
O

PRoPOSICIÓN 4.2 ([BMS], Teorema4.7). Sean A una matriz de Kóthe, p 6 1k
o verificando 1 =p =oc y V el conjunto de Kjthe asociado a la matriz 2i, que se
• utiliza al describir el dual de los espaciosescalonados.Lassiguientesafirma¿ionesson
O equivalentes:

o
o (1) A satisface la propiedad (M).
• (2) Ap(A) es de Montel.

o (9) 4(V) es de Montel.
o
o
o OBsERVACIÓN 4.3. (1) A partir de estacaracterizaciónse obtienequesi Ap(A)o no es un espacio de Montel, contiene un subespacio seccionalisomorfoa L~. Estohasido

o probadopor Valdivia ([Val], 2.2.1.8, 2.3.2.5, 2.4.2.7). La pruebase basaen ver que,
O
O
e
O
O
O
o
e
O
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efectivamente, el subespacio A~(10,B) es isomorfo a L~, donde Jo y m0 son obtenidosal

negar la condición (M) de la Definición 4.1 y B es la matriz de Kñthe

R = (amj)m>m.

de
1o

Posteriormente vamos a tener que utilizar estapropiedadde los espaciosescalonados

de Ki3the.

(2) Tambiénse obtienede lo anterior queA
1(A) es un espacioreflexivo si y sólo si

es de Montel, como indica también Valdivia en [Val], 2.2.2.1. La prueba,apartir de lo

que se indica en (1) puede hacerse así: todo espacio de Montel es reflexivo y si A1(A)

no es de Montel, entoncescontienea L1 como subespacio complementado, con lo que

no puede ser reflexivo al no serlo L1.

(3) Cuando la matriz de Kóthe A, definida sobre un conjunto de índices 1, verifica

la condición (M), ese conjunto ha de ser finito o numerable, tal como se indica en la

Observación 4.2 de [BMS].

La distinción de productos tensoriales de espaciosde Frécheten los queal menos

uno de los espaciosqueintervienenes un espacioescalonadodeKdthehasido estudiada

por diversosautores. Bonet y Defant ([Bofle)) establecenJa siguiente

PROPOSICIÓN 4.4. Para un espacio de K6the A1(A) son equivalentes:

(1) A1 (A)¿F es distinguido para cada espaciode Fre’chet distinguido F.
Ir

(2) A1(A) es reflexivo.

Teniendoen cuentala Observación4.3, la condición(2) de la Proposiciónanterior

es también equivalentea indicar queel espacioA1(A) es de Montel. Todo espaciode

Montel verifica la condición de densidadde Heinrich, como indican Bierstedty Bonet

tras la Definición 1 de [BB1]. Por tanto, si unamatriz de Kóthe verifica la condición

(Al) también ha de verificar la condición (D) dadaen el Capitulo 3. Existen sin

embargoejemplos,propuestosinclusopor Grothendieck,de espaciosescalonadosque

verifican la condición de densidadpero no son de Montel:

EJEMPLO 4.5 ([BMS], Ejeníplo 4.11.1). Consideremos la matriz de Kóthe A.

formada por una cantidad numerable de funcionespositivas en N x N, definida como

sigue:

= {f, ~<rn + ~,
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o
• para m,i,j 6 N. Se puede comprobarque A no satisfacela condición (M), pero sí
• satisfacela condición (D), consiguiéndoseasí ejemplos de espaciosescalonadosque

O verifican la condición de densidadpero no son de Montel.
e
O En otra línea de resultadosestálo referentea los productoscartesianosde espacios
O

de K6the. A continuaciónse estableceun resultado,cuyapruebaestáinspiradaen la
o queValdivia haceen [Val], 3.1.1.5,quenosproporcionaqueel producto dedos espacios
• A~ de K¿ithe vuelve a ser un espacioescalonado de la forma A~, aunque no se llega a
O probar que estos espaciosson establespor productos.
O
O LEMA 4.6. Sean 1 un conjunto de índices, A = (am)meN,13 = (bm)meN matrices

de Kóthe sobre 1 y 1 =p sc oc. Entonces se tiene queo
O A~(I, A) x A~(I, 13) es isomorfo a A~(I x {0, 1)),C),
o

dondela matriz O = (cm)meN se define por Cm,(l,o> = amI, cmí(líi) = bm,i, para i 6 1 y

• cadameN.

o
DEMOSTRACIÓN. Supongamosenprimer lugarque 1 =p sc oc. Consideremosla

• aplicaciónsc : A~(I, A) >< A~(I,E) —~ A~(C) definida por sc((re~te¡,(YI)ie’) = (z~15) ~
JC{0íL}

0 con zIo = xl, z11 = y~. Paraestosvectoresse tiene queo
• E Cm,(.,,)IZl,jI~ = E cm1(i10)Izi0¡~ + >3 ~m~(l,i)¡Zl,1¡~ =
• tel leí le!

ae<0,1>

O >3amílIreiI~ + >3b~,j¡y~¡P = ¡¡x¡¡~,. + ¡IyII~ ¡
• tCI

• paracada m E N, siendo re = (re~)le¡, y = (yl)leí. La última igualdad muestraque

• la aplicación~ estábien definida. Es inmediatocomprobarque p es lineal y quees

O ínyectiva. La cadenaanteriorde igualdadesmuestrapor añadiduraquey escontinua.
oo Por otra parte,si u = (u15) ~¡ denotaun elemento cualquiera de A~(C),podemos
• JC{01>

considerar sus “componentes” (ulo)leí y (ui,i)íe¡. Se comprueba de modo inmediato

• que (uÍo)lel e A~(I, A) y que (ul,1)leí E A41,B). Ademássc((ui,o)íeI, (uti)ieí) = u,
• con lo cual se tiene que y es biyectiva y las igualdades anterioresmuestrantambién

• quees un isomorfismotopológico.

o
La pruebaen el casop = oc sigue las mismas ideas que se han indicado en la parte

• ya probada. U
o
e
O
o
o
o
o
o
O



74 CAPITULO 4. POLINOMIOS DEFINIDOS SOBRE ESPACIOS ESCALONADOS

OBSERVACIÓN 4.7. a) En el casoenelque1 = N, se puede probar que A~(N, A) x

A~(N, 13) es isomorfo a A~(N, C), tomando la matriz O definida como

cm,2k...1 = amk, cm,2k = bm,k.

b) Si 1 = FN x FN, sepuedeprobarque A~(N >< FN, A) x A~(N x N, E) es isomorfo a

A~(N x N, O), tomandoCm(2k..i,á)= am(k,j), cm(2kj> = bm,(k,j>.

2. Refiexividad de productos tensoriales y polinomios sobre espacios
escalonados

López Molina estudiólos productostensorialesde espaciosescalonadosde l{éthe,

ofreciendounacaracterizaciónde la reflexividad del producto tensorialde dos espacios

escalonadosde K6the ([Lóp], Teorema4). En su pruebautiliza un resultadode Holub

sobrerefiexividad deproductostensorialesde espaciosL~. Estosresultadosseenuncian

a continuación:

PROPoSICIÓN 4.8 ([Hol], Proposición3.6). Sea 1 scp,q sc oc’. EntoncesL4LQ
ir

es reflexivo si y sólo si p > __

PROPOSICIÓN 4.9 ([Lóp], Teorema 4). SeanA~(N, A) y Aq(N, 13) espaciosesca-

lonados, conp =1 y q = 1. Entonces:

1) A~ (N, A)óA1 (FN, 13) es reflexivo si y sólo si A1 (A) y A1 (13) son reflexivos.

2) Si q > 1, A~(FN, A)ÓAq(N, 13) es reflexivo si y sólo si A1(N, A) es reflexivo.

3) Sip > 1, q >1 y p > —%, A~(FN, A)ÓAq(N, 13) es siempre reflexivo.

4) Si p > 1, q > 1 y p sc —%, A~(N, A)ÓAq(N,13) es reflexivo si y sólo si A~(N, A)

es un espacio de Montel o Aq(N, 13) es un espacio de Montel.

Esta completa caracterización de la refiexividad de los productos tensoriales con-

duceacondiciones,enprincipio, suficientesparala reflexividaddeproductostensoriales

simétricosy, por consiguiente,paralos espaciosde polinomios homogéneosde grado

2, dotados de la topología fuerte ¡3. Comola refiexividad implica la tonelación,y re,. es

la topología tonelada asociada a r0 cuandoE es metrizable, el que P(
2E) seareflexi-

vo paraun espaciometrizableE implica la coincidencia de ¡3 y ~ sobrePQE). Con
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los resultadosexpuestospor López Molina se puedenobtenerresultadosde estetipoo
• parael casode los polinomios homogéneosde grado 2 definidos sobreespaciosesca-

• lonadosde Kéthe. El problemaquenos habíamosplanteadoerala extensiónde esos

• resultadosa polinomios homogéneosde grado arbitrario, y en el caso de loá espacios

O escalonados de Kéthe esa generalización es posible gracias a la siguiente geneSalizacion

de los resultados originales de Holub.
O
• PROPOSICIÓN 4.10 ([DiZa]). Sean 1 sc p’,... ,p,. sc oc. Entonces se:tiene que

• ¡¿CL Pm) es un espacioreflexivo siy sólo si-i-+.~+-1---sc1.Pi Pr,,

o Si E es un espacío de Fréchet se tiene que E es reflexivo si y sólo sí su dual E’ eso
reflexivo ([Kótl], §23.5 (7)), con lo quedel resultadoanterior tieneel siguieúte

COROLARIo 4.11. Sean 1 sc pi,... ,p
m sc oc. Entonces L~1¿. . ~¿Lpm es un

• Ir ir~

• espacio reflexivo si y sólo si -~- + + ~ sc 1.
Pl Dm

o
• Una vez establecidoel resultadosobre reflexividad de productos tensorialesde es-

• paciosL~ podemos dar el siguiente resultado análogo, válido paraproductost~nsoriales

• de productos escalonados de K6the, pero que sólo proporciona condiciones ~uficientes

• de reflexividad. En todo lo quesigue,supondremosqueel conjuntode indichs1 es uno conjuntonumerable.

• PROPOSICIÓN 4.12. Sean 1 sc p’,. ..,p,. sc oc y A1 = (at)meN,J.. A—
1

• (a~imeN matrices de K5the. Entonces si ~- + + $— sc 1, se tiene queo
• A~1(Aí)é... óA~(A,.)

O
• es un espacio reflexivo.
O DEMOSTRACIÓN. Basta observar que A~1 = QirL~~ (a4j, siendo este~límite un
O mCN

O límiteproyectivoreducidoparacada] 6 {l, . . .,u}, puestoque 1 sc p~ sc oc. Utilizando

• el Teorema15.4.2 de [Jar], que indica que el producto tensorialde espaciosque se

o obtienencomoun limite proyectivo reducido deespaciosdeHausdorffsepuedéexpresar
O como otro límite proyectivoreducidose obtieneque

• Hm L~1(41)é. .. ¿44a~fl.
ir IrO in,,cN

• Así A~1 ¿... ¿Ap,, se puedeexpresarcomo un límite proyectivo de espaciosde Ba-
• ir Ir

Unachreflexivos,por lo quees reflexivo ([Jar], 11.4.3 y 11.4.5).o
o
O
o
O
O
o
o
O
O
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Para nosotros va a tener un interés particular trabajar con productos tensoriales

simétricos y polinomios homogéneos, por lo que daremos una versión de este resultado

más restrictiva, pero más acorde con lo que pretendemos mostrar:

COROLARIo 4.13. SeanA~ un espacioescalonadode K5the y u 6 FN, u sc p.
Entonces:

1) óA~ es reflexivo.
“It

2) (¡¿(“Ap), ¡3) es reflexivo.

3) Ó A~, es reflexivo.
“‘SIr

4) (P(”Afl, ¡3) es reflexivo.

DEMoSTRACIÓN. 1) Es un casoparticular de la proposiciónanterior,puestoque

sínscpsetieneque~+t.+~scl.

2) Lo queapareceaquíeseldual fuerte delespaciode Fréchetreflexivo queaparecía

en 1), y por ello es un espacioreflexivo.

3) Es consecuencia inmediata de 1), puestoquees un subespaciocomplementado

de un espacio reflexivo.

4) Se obtiene de 3) del mismo modo como obtuvimos 2) de 1). U

OBSERVACIÓN 4.14. Del Corolario anterior también se deduceque si u sc p

resulta que (P(”A~), rl,) es un espacio reflexivo. En efecto, según se indica en [Din4j,

cuando 1 es un conjuntonumerable, los espaciosescalonadosde K3the verifican la

propiedad(BR),. (y consecuentementela (BR),.~). Por tanto, se tiene que r~ = ¡3
sobreP(”A~).

3. Caracterización de productos tensoriales distinguidos y reflexivos

En esta última seccióndel capitulo vamos a desarrollar nuevos resultadossobre

complementación en productos tensoriales. En esta sección se probará que, si u =p, se

puede encontrar un espacio escalonado de orden 1 de la forma A1(13) que es isomorfo

a un subespacio complementado de 6 Ap(A), donde R es unamatriz queverifica (D)
“‘alt

(respectivamente(M)) si y sólo si A verifica esapropiedad. De esemodo obtendremos

condicionesnecesariaspara que (P(”A~(A)),rb) seareflexivo, parau =p, completando

en cierto modo lo que se hacía en el Corolario 4.13 de la secciónanterior, en el que
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O
• vimos que (P(”A~(A)), rl,) siemprees reflexivo parau sc p. En particular, podremoso obtener una generalización de un resultado debido a Dineen y Lindstr¿$m, quienes han

• probado recientemente que (P(”A~(A)),¡3) es un espacio reflexivo para cada u 6 FN si

O y sólo si Ap(A) es un espacio de Montel. Con la técnica que emplearemos nosotros

O va a ser posible obtener un resultado análogo a ése, relacionando la tonelaci¿n de los
O

espaciosde polinomios u-homogéneossobre Ap(A) paracualquieru E FN con 4ueAp(A)
• verifique la condición de densidad.

• En lo relacionadocon el estudiode la distinción de productostensoriales~deespa-

O cios de Kéthe, trabajospreliminaresson los de Bonet-Díaz ([BoDí]) y Díaz-Miñarro

O ([DIMi)), dondeapareceJa siguiente
o
• PRoPOSICIÓN 4.15 ([DIMI], Teorema1.15). a) Sip = q = 1, A1(A)6A1(B)es
O distinguido si y sólo si ambosespacioslo son.
O ¿~) Si p = 1 y 1 sc q sc oc, Ai(A)¿Aq(B) es distinguido si y sólo si Aa(A) es de

ir

o Montel o ambosespaciosverifican la condición de densidad.o
c) Si 1 sc p, q sc oc, >tp(A)ÓAq(B) es distinguidosi ysólo si i) alguno de los espacios

• es de Montel o u) ambosespaciostienenla condiciónde densidado iii) p > ‘—a—.

o
• La técnicaque vamosa utilizar necesitaestablecerJasiguiente
e

DEFINICIÓN 4.16. Sea A = (am)mEN unamatriz de K6the sobre 1, éntonces,
• para r > 0, definiremos A(r) como la matriz de K6the (a$,Q)mCN,siendo a$$j =

• paracadamEFNycadaiEl.

o
• De modo inmediatose tieneque lo definidoes unamatriz de K¿5theya quéaU~? > o
• para cada i E ¡ y (a$Q)mcN es una sucesióncrecientede funciones. Además va a

O existir unafuerte relación entrelas matricesA y A<r>, ya que una de estasmatrices

O verifica la condición (D) si y sólo si también lo hace la otra y ocurre algo análogo

o sobrela propiedad(M), tal comose indicaen la siguienteObservación,cuyaitnportan-o
• cía se va a poner de manifiesto despuésde haberestablecidonuevosresultadossobre

• complementaciónen productos tensorialesde espaciosescalonadosde Kdthe.

o
O OBSERVAcIÓN 4.17. Si A es una matriz que no verifica (D), según hemosex-

• puesto,existeuna sucesioncrecienteJ = (Im)mCN de subconjuntos1,,. c 1 tales que

O verifica las condiciones(N,J) y (M,J) de la Proposición3.13. Como
O ami ae inf—’->Osiysólosi mf m,, >0• iU~ ak ~ ~CL a~1

o
o
o
o
o
•
o
o
O
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y
a ¿ir

mf mt =Osiysólosi inf~Thi=O,
lelo ai,.j lClo ~3

paracadaelecciónde enterospositivos u, m y k y cada r > O se tiene, en virtud de lo

expuestoantes,queA verifica (D) si y sólo si lo haceA(r).

Teniendoen cuentacuándounamatriz deK6theverifica la propiedad(M), se tiene,

observandola Definición 4.1 y aplicandolos mismos razonamientosque antes, que A

verifica (M) si y sólo si A(r> verifica (M).

El resultadofundamentalde estasecciónnos indica cómo un espaciode Kéthe de

orden 1 sepuedeconsiderarcomosubespaciocomplementadoen un producto tensorial

de u espaciosescalonadosde Kdthe de orden p sc u. Dicho resultado se obtendráa

partir del

LEMA 4.18. Sea 1 =p sc q sc oc, entonces existe una inclusión continua

j : Ap(A) —* Aq(A~~1)
(re

1)16¡ —* (rel)leí.

DEMOSTRACIÓN. El resultadoquesepresentatieneun análogoparalos espacios

de BanacbL~, quese puedededucirde lo queaquíse presenta.

Sea(rei)ieí E Ap(A), entonces,para cadam E N se tiene que Z¡rei¡~amíi sc oc o,
leí

equivalentemente,que (rela~l)ÍCí E L~. Procediendoahoracomo en [K5tl], §14.8 (9),
se tiene que

(rela,~1)16¡ E 4,

y que
1 1

¡¡ ~ =II (re~a,~~)~eí~

lo que prueba que la inclusión canónicade L~(a,~) en Lq(a%) es continua.

El hecho de que (rela7,~ ¿leí E 4, para cada m 6 FN implica que ~¡re1¡~a,~1sc oc
le!

para cadam E FN, o, lo que es lo mismo, que (rel)¿eí E Aq(A~
5~). La continuidad de

la aplicación se deriva de la continuidadde las inclusionespara los espaciosL~ y 4,
asociadosa cadapeso. U
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e TEOREMA 4.19. Sea1 sc p sc oc y consideremos un espacio de Kóthe Ap(A).o
• Entonces,para cada u E FN tal quep =u se tiene que

O A1(A~~
1) es un subespaciocomplementadode ¿ Ap(A).o nIsIir

O DEMOSTRACIÓN. Denotaremospor el al i-ésimo elementode la basecanonícaO
• de Ap(A), estoes, e

1 = (ó~,~)~ donde3~,g es la delta de Kronecker.

• Definamosentoncesla aplicacion

—+ ¿ A~,(A)
“‘SIn

(rel)Íeí ~* 3re~0 e~.
leí

• Probaremosquela aplicación5 está bien definida. Si (X¿PleI E A1(A<7>.) se tieneo
• quepara cadam E FN es E ¡re~¡a,~1 sc oc. Parasimplificar la notación, denotaremos

le!
• por ¡ . lIÉ(a) a la seminormaasociadaa la m-ésimafunción de la matriz deKtSthede

O Ap(A) y utilizaremos una notación análogapara designarlas seminormasasociadasao A1(A~~>). Así, si J es un subconjuntofinito de 1, se tiene que

®jj iítpezn.) ( ~ ei) sc>3jjreielII;(úm) =e “‘~ tCJ iCJ

O = 2.4 Ire¿Ia,~l =II(rej)jeíIl~,~n,p,eo
De estemodo llegamosa queestaaplicación j estábien definida y quese trata de

• unaaplicacióncontinua.

o
Definamosahora

• II: ®A~(A) —~ A~(A~)

0 “‘5(rel)¿ei® ... ® (reflieí ií~ (reí ... reflieío 5

o extendiendola aplicación por linealidad a cualquierelementode ÓA~(A). De esteo
• modo sí

6= Z(xiíí)leí $

• 1=, ... 0 (re~”»6í,

0 entoncesO
• 11(6) = >3(1

o
O

O
O
o
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Paraquela aplicaciónestécorrectamentedefinidadebemosver en primer lugarqué

ocurre con representacionesdistintas de un mismo tensor. Consideremos,para cada

2 E 1, la aplicación L1 : Ap(A)” —~ lIC, definida,por

L1((re)seí, .. ., (re’~)~í) = —~ >3 ~ . re7~”~.
u.

Se tiene que L1 E ¡¿¿“Ap(A)) y, si

5

>3(re~’
1)leí 0 ... 0 (re~”’)leí = >3(4’)leí ® . . ® (re~”’»~i

5 5
5=1 ~ k=1

resulta,

L, (É(re~”)iei ® ... ® (ret”)~e¡) = (tre~íí»e¡ ®... ® (re~’”)ieí)

es decir,

=3re~’h.. ret” = =3re~”¼.~4”
3=1 k=i

paracadai 6 1, tal como deseábamos.

Paraconcluir quela aplicaciónestácorrectamentedefinidadebemosteneren cuen-

ta finalmentequela imagende un producto tensorialsimétricode elementosde Ap(A)

seaun elementode A~(A~5>), pero esehechoes consecuenciainmediatade la desigual-

daddeH6lder generalizada([KaAk], pg. 93), que indicaquesi Pi,... ,p,, son
verificando ~ = 1, y (z~)le¡ E Lp,,..., (4’)leI E L~~,se tiene quela suce-

Pl

síon generalizada(si 1 no es contable) producto (z~ . . zfl~ei es un elementode L~.

Al particularizar la desigualdadde H8lder al casoqueestamosconsiderandoaplicare-

mos un razonamientosimilar al utilizado en el Lema previo, paraello se considerarán

(re1)~~i,. . . , (refl~í E A
1,, con lo quefijado m E FN se tiene que

1 1

(xi a~l)leI,... , (re~a,~,j)~eí E L~ G 4.
Utilizando la desigualdadde H¿$lder resulta

1 1

(re~a~2«.. re~a~¿~eíE L~,

y además
1 1 1 1.

1 1.
sc II(re~a,~1)1eíII~ . . . Il(re~a,~¿)~eíII~.
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o
o

Por tanto se tiene que
• (4... re’a,~í)~i E 4,
O paracada m E FN, por lo que (4 ... refl~eí E A1(A~>), proporcionandolas anteriores
o desigualdadesque

• 1(4... refl~í¡¡~t =Oíl IIÉp(am) ((rei)leí 0 0 (re~tei)

o
Considerandoahoratensoresarbitrarios en ®A~(A), por aplicación de la desigualdad

“laO triangular y tomando ínfimos en las representaconesde los tensores,se concluyela

• continuidadde la aplicación II, quesepuedeextenderpor continuidada todo 0 A1,(A).
“‘SIr

O Con todo estotenemosuna inclusión y unaproyeccióncontinuasqueademasven-o fican lloj((rel)IE¡) = (re~)~ejparacada(rel)leI E A1(A~~
1), dando esta última identidad

• la complementación buscada. U

O
o Parael casoparticularde los espaciosdeBanachL~ se puedeestablecerunaprimera
O aplicación del resultado que se acaba de probar, obteniéndose los siguientescorolarios,

O conocidosy utilizados cuando se trabaja con polinomios definidos sobreespaciosde

O Banach y que Dineen proporciona en [Dm5], Corolario 4.o
O COROLARIO 4.20. Sean 1 =p sc oc y u =p. Entonces
O
• L

1 es un subespaciocomplementadode ¿ L~.
“‘SIr

O DEMOSTRACIÓN. Sólo sedebe teneren cuentaqueL, se puedeconsiderarcomoo
• un espacioA1,(A), dondela matriz A = (amíí) verifica ~m,l = 1 paracada elecciónde

O mENeiEI. U
o
O COROLARIO 4.2 1. Sean 1 sc p sc oc y u =p. Entonces

0 4*, es un subespacio (complementado) de P(”L1,).
O
O DEMOSTRACIÓN. Se obtiene del corolario anteriorpasandoal espacic<dual. U
o
o
• OBSERVAcIÓN 4.22. 1) Obsérveseaquíqueparadeterminarla continuidadde
O la proyección11 es fundamentalque seau =p, para poder aplicar la desigualdadde

O 1-l6lder generalizada.

O 2) Utilizando la misma técnicaquese ha empleadoen la pruebadel Teorema4.19,
O ¡La’

sepuedeprobarque Ar(A’P’) esun subespaciocomplementadode ¿ A1,(A) cuando
“‘SIn

• rn>p.
o
O
O
e
o
e
o
o
O
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Ahora estamosen condicionesde ofrecer ejemplos de espaciosA1, para los que el

producto tensorialsimétrico ¿ A1, es distinguido (resp. reflexivo) paraalgunosu E FN
fl,5,Ir

y no lo es para otros valoresde u E FN. Como aplicación de los resultadosválidospara

productos tensorialessimétricos se estableceránresultadosanálogospara espaciosde

polinomios homogéneos.

TEOREMA 4.23. Sea A una matriz de Kóthe que no verifica la condición (D) y

sea 1 sc p sc oc’. Entonces ¿ A1,(A) es un espaciodistinguido si y sólo si n sc p.
71. SIr

DEMOSTRACIÓN. Sabemosque, independientementede la matriz de K6the A,

sí u sc p el espacio o A1,(A) es reflexivo, en virtud de lo afirmadoen el Corolario4.13.
n,5‘1’~

Supongamos ahora que A no verifica (D). Entonces la matriz A~~
1 tampocoverifica

(D), como se indicó en su momento, pero acabamos de probar que, si u =

es un subespaciocomplementadode ¿ A
1,(A).

n’5’ir

ComoA(iD no verifica (D), el espacioA1(A~P) no es distinguido, con lo que ¿ A1,(A)
“‘5’ir

tampocopuedeserlo, por contener a A1(A~~>) de modo complementado. U

COROLARIO 4.24. SeaA una matriz de K6the que no verifica la condición (D)

y sca 1 sc p sc oc’. Entonces¿ A1,(A) es un espaciodistinguido si y sólo si u sc p.
“‘ir

DEMOSTRACIÓN. Por el Corolario 4.13 se tiene quesi u sc p, ¿ A1,(A) es distin-
“‘ir

guido. Por otra parte si u > p, se ha probado en el Teoremaanterior que ¿ A1,(A)
n’5,ir

no es distinguido. Como eseespacioes un subespaciocomplementadode Ó A1,(A), este
“‘ir

espaciono puedeser distinguido. U

Con estos resultadosse puedenelaborarejemplos de espaciosde Fréclíet para los

que seda la coincidenciade las topologías ‘rl, y r~~> sobrelos polinomios homogéneosde

ciertos grados; dado que re,, es la topologíatoneladaasociadaa ‘rl, cuandoE es metri-

zable,estasdos topologíascoincidirán sobreP(”E) cuando (P(”E), rl,) sea tonelado.

Mujica, en 1978 formula la pregunta de buscar condiciones sobre los espacios E para

que (P(”E), r~) = (PeE), r~) ([Mu.jl], Problema 15.6). Con el resultado que daremos

a continuación vamos a conseguir ejemplos de espacios de Fréchet para los que se da

la coincidencia de esas topologías sobre los polinomios de cierto grado. Un poco más

adelante determinaremos una clasede espaciospara los que (P(”E), rl,) = (‘P(”E), r~)
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o
o

para cada u 6 FN. Obsérveseque,graciasa los resultadossobrecomplementaciónquese
o han obtenido en el segundo capitulo de esta memoria, si r~ = ~ sobre P(”E)~ paraun
• cierto espaciolocalmenteconvexoE, entonces también va a ser íl, = r~ sobreP(mE)

• para cada entero positivo m sc u (y ocurre algo análogo con la coincidencia de las otras

O topologías utilizadas). Por tanto, si no es cierto que í~ = it sobre PQ’E) para cada

uEN,hadeexistirrnEFNtalquerl,=r~enP(”E)paracadau<myIb~~r~ene
• 79(”E) para cadau _ m. Recordamosque las matrices de Kéthe A queconsideramos

• estándefinidas sobre un conjunto numerable1 de indices, aunque no se especifique,

• dado que vamos a necesitar que los espaciosA1,(A) que se consideranverifiquen las

O propiedades(BB)~ y (BB),.,.,.
o
• CORoLARIO 4.25. Sea A una matriz de Kóthe definida sobre un conjunto nu-
O merable 1 y supongamosqueA no verifica la condición (D) y 1 sc p sc oc. Entonces

o
• a) (P(”A~(A)), ‘ra) es tonelado si y sólo si u sc p.
• b) (¡¿(“A1,(A)), ‘rl,) es tonelado si y sólo si u sc p.
o

DEMOSTRACIÓN. a) Es suficienterecordarqueA1,(A) poseelapropiedad(BB)~5,
• para cada u E N, puesto que 1 es numerable([Dm2], Proposición6), por lo quese

• da la coincidencia de las topologías í~ y ¡3 sobre P(”A1,(A)). Así, (P(”A,(A)), r~) es
• tonelado si y sólo si ÓA1,(A) es distinguido.
o
• b) Se pruebade modo análogo al apartado anterior, definiendo la topología /3 sobre
• ¡¿(“A1,(A)) como la que tiene como dual fuerte de ÓA1,(A) y la topología r¿, cómo la de

la convergencia uniforme sobre los acotados de A1,(A)”. Ue
o
O CoROLARIO 4.26. Sea A1,(A) un espacio escalonado de I<dthe, con 1 =p sc oc.
O Entonces
O
• a) (P(”A1,(A)), -rl,) es tonelado para cada u E FN si y sólo si A verifica la condición
• (D).

O b) (¡¿(“Ap(A)), í~) es toneladopara cada u E FN si y sólo si A verifica la condición

O (D).
e
• DEMOSTRACIÓN. a) Si A verifica (D), entonces A1,(A) tiene la condición de den-

• sidad de Heinrich (Proposición 3.13) y como verifica la propiedad (BB)~, se tieneque

o ¿ A1,(A) verifica la condición de densidad para cada u E FN ([Dm2], Proposición 7),O
• luego este producto tensorial es distinguido y, por tanto, (P(”A1,(A)), ‘ra) tonelado.

e
O
e
e
o
o
o
o
O
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‘e
Si A no verifica (D), se ha probadoantesquetomandou=p resultaque el espacio ‘e

e
(r(”A1,(A)), ‘ra) no es tonelado.

b) Se obtienede modo análogoa como se haobtenidoa). U ‘e
‘e

Es bien conocido que la reflexividad implica la tonelación, por lo que en ocasiones ‘e

es útil estudiar la reflexividad de los espacios de polinomios para determinar la coinci- ‘e
‘edenciade las topologíasfuerte y portadade Nachbin. En el casoquenos ocupa, que ‘e

es el de los espaciosescalonadosde K5the, hemospodida obtenerel siguiente ‘e

‘e
TEOREMA 4.27. Sea A una matriz de Kóthe (definida sobre un conjunto ny- ‘e

merable 1) que no verifica la condición (M) y sea 1 sc p sc oc. Entonces las siguientes ‘e

afirmacionesson equivalentes: ‘e
‘e

1) u sc p. ‘e
2) ¿A1, es reflexivo. ‘e

“‘ir ‘e
9) (L(”A1,),¡3) es reflexivo. ‘e

4) ¿ A1, es reflexivo. e“‘alt
5) (P(”A1,), ¡3) es reflexivo, e

‘e
DEMOSTRACIÓN. El Corolario 4.13 nos prueba ‘e

e

Por otra parte, es claro que ‘e
e

(2)~(3), (4)~(5)yque(2)~(4), ‘e

con lo que habremos terminado si probamos, por ejemplo, que (4) implica (1) y esto ‘e
‘e

es asi.

En efecto, si u =p se tiene que A1(A~P) es un subespaciocomplementadode ‘e

¿ A1,(A), pero si A eraunamatriz queno verificaba(M), tampocoverifica esacondi- ‘e
fll5,ir ‘e

ción ~ por lo que A1(A~~
1) contieneun subespaciocomplementadoisomorfo al ‘e

espaciode Banach4 (véasela Observación4.3). De todo esto resulta que £~ se puede ‘e

considerar como un subespacio complementado de ¿ A
1,(A), por lo que este espacio ‘e

“‘sIn

rio puede ser reflexivo. U ‘e
‘e

Utilizando dualidad se puede llegar a probar un resultado obtenido por Dineen ‘e
‘e

y Lindstr5m utilizando técnicas diferentes. Este sera nuestro Corolario 4.28, que se

‘e
‘e

e
‘e
‘e
‘e
e
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O
• va a deducirde otros resultadossobrereflexividad de productostensorialesde espa-
• cios escalonadosde Kóthe, quese obtienen del mismo modo que los resultadossobre

O tonelación, utilizando en este casoel carácterde Montel en lugar de la condición de

O densidad.
O
O COROLARIO 4.28. SeaA1,(A) un espacio escalonadode I<óthe, con 1 =p sc oc.

O Entonces(‘P(”A~(A)), Ib) esreflereivopara cadau E FN si y sólo si A verifica la condición

O (M).
O
O DEMOSTRACIÓN. Es claro que si A verifica (M) se tiene que (P(”A~(A)), ‘ra)
O es un espacio reflexivo para cada u E FN, puesto quesobreP(”A1,(A)) coinéiden las
o

topologías ¡3 y ‘Tl, y (P(”A1,(A)),¡3) es el dual fuerte de un espaciode FréchetMontel
([AnPo2, Dm2]).

Por otra parte, si A no verifica (M) y se elige u =p, seacabade ver queel espacio

• (P(”A1,(A)), r~) no es reflexivo. i U

O
o
o
o
o
O
o
e
o
e
o
O
e
o
o
O
O
o
o
o
O
o
O
e
o
e
O
O
o
e
o
O
o
e
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O CAPÍTULO 5e
• EspaciosescalonadasAx(A)
e
O
o
O
e
• Los espaciosde sucesionesX-K¿itheson unaclasede espaciosdeFréchetquegeneralizae

ala clasede losespaciosescalonadosdeK5theA1,(A) conlos quehemostrabajadoen los
o capítulosanteriores.Estosespaciosde sucesionesX-Kóthe ya hansido utilizadospara
• generarejemplosy contraejemplosen la teoría de productostensorialestopológicosy
O en holomorfíadedimensióninfinita. Ello esdebidoaqueestaclasede espaciosheredan

O algunasbuenaspropiedadesde los espaciosde BanachX queseutilizan enla definicion

de los mismos,y también mantienenotras buenaspropiedades,que son dep~ndienteso unicamentede la matriz de K¿ithe A asociadaal espacio, de modo similar a como

• ocurría con los espaciosA1,. Bellenot define los espaciosX-K5the, obteniendóalgunas

• de sus propiedadesen [Bell]. Aquí se expondráen las primerasseccionesdel capítulo

O un estudioparecido,en cierto modo,al realizadopor Bellenot,ya quesedeterminarán,

O por ejemplo, ciertasnuevaspropiedadesqueverifican los espaciosX-K¿ithe queson de
O

Montel; peroabordaremosesteestudiodesdeun puntode vistasimilar al queBierstedt,
Meise y Summerssugierenen [BMS] para el tratamiento de los espaciosA,, y quese

• ha indicadoen el capítulo anterior.

O
Merecela penadestacardos referenciasimportantesdondese utilizan los espacioso

escalonadosde Kóthe comofuente de ejemplosdentro de la teoría de productos ten-

• soríalesy holomorfía. Taskinenpruebaen [Tasi] quesi E es un espaciode Fréchet

• pertenecientea la clasede los espaciosescalonadosX-Kóthe, entoncesel p’ar (E, F)

O verificala propiedad(1313)paracadaespaciodeBanachF. Dineengeneralizael trabajo

de Taskinenen [Dm2] y, a partir de las propiedadesde los productostensorialesde

los espaciosqueél considera,consigueejemplosde espaciosde Fréchetqueverifican lao
• propiedad(BB)~ paracadaenteropositivo u, entrelos queseencuentranlos espacios

0 87O
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88 CAPÍTULO 5. ESPACIOS ESCALONADOS Xx(A) ‘e
‘e

X-K6the, obteniendoasí nuevos ejemplosde espaciosde Fréchet E que no son de ib

Schwartz y para los que coinciden las topologías ‘r~ y ~ sobre h(U), siendoU un ‘e
e

abiertoequilibrado deE, con lo quesedió un pasomásenel estudiode la coincidencia

de estasdos topologías. e
‘eDado quela definición de los espaciosX-Kóthe recuerdabastantea la de los espa-

cios escalonadosdeKóthe usualesy queambasclasesde espaciosverifican propiedades
comunes,como por ejemplo la Propiedad(BB),., se va a realizarun estudiomáspro- e
fundo de estosespaciospara generalizarcuestionesya conocidasparalos espaciosA,,, ‘e

tales como la caracterizaciónde los espaciosde este tipo que son de Montel, o que ‘e

cumplen la condición de densidad,en función de su matriz de Kóthe A, tal como se ‘e

hacía para los espaciosA,,. Hemos abordadoeseestudio,con el objeto de utilizar es- ‘eetos resultadosconseguidospara poner de manifiesto diferenciasy analogíasde estos

espacioscon los espaciosescalonadosde K5theusuales,proporcionandoademásalgún ‘e

ejemplo interesanteen la teoría de espaciosde Fréchet,relacionadocon algunosresul- ‘e

tados quese han expuestocon anterioridaden estamemoria. Daremosel ejemplo de ‘e

un espacioE, queno verifica la condiciónde densidad(y, por tanto, no es de Banacb ‘eeni de Montel), para el quese tiene que el espacio(P(”E), l,) es un espacioreflexivo

paracadau. Esteejemploutilizará el espaciooriginal de Tsirelson7, para el quees ‘e

conocido queP(”T’) es un espacioreflexivo paracada u E FN ([AAD]). Hastael mo- e

mento,los únicosejemplosconocidosdeespacioE paralos que (P(”E), It) es reflexivo ‘e

paracadaenteropositivo u y E no es de Banachni de Montel sonla clasede ejemplos ‘e
e

quesepuedenconstruir a partir de resultadosde Boyd ([Boy]), pero los ejemplosque
Boyd consideraverifican la condición de densidad,con lo quenuestroejemploaporta e
nuevainformaciónacercade la reflexividad en espaciosdepolinomios ‘e

‘e
e
‘e
‘e
e
e
‘e
‘e
‘e
‘e
‘e
‘e
‘e
‘e
‘e
‘e
e
e
e
e
e
‘e
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1. PROPIEDADES BÁSICAS DE LOS ESPACIOSAx(A) 59

O
1. Propiedades básicasde los espaciosAx(A)

o
Comenzaremosproporcionandolas definicionesy notacionesbásicasquese van a

• utilizar repetidamenteen lo quesigue. Los espaciosquese van a definir van a estar

• fuertementerelacionados con los espaciosescalonadosde Kéthe que aparecíanen los

O capítulosanterioresdeestamemoria. En todo lo quesigue, fl . representarála norma
del espaciode BanachX quese estéconsiderandoen cadamomento.

o
O DEFiNICIÓN 5.1. Sea X un espaciodeBanachcon unabase{e~}~1 y seaa =

O (an)neN una sucesióndeescalares.Definamosentoncesel espacionormado

Xa = {(ren)neN E : >3 a~re~e~ E
o
• dondela norma que se consideraen él, . fl,~, viene definida del siguientemodo: si
O

(ren)neNE X,,, entonces 00Il(ren)neNIIa = >3a~rene~
n1

o
o
• OBSERVACIÓN5.2. Cuandoa = (an)neN es unasucesióndenúmerospositivos,

O X es isométricamente isomorfo a X~ (éstees un resultadoanálogoal queseoktiene en

[BMS], tras la Definición 1.1).o
En efecto, la aplicación

• y,,: —4 X

0 (ren)neN 1

:

• >3a~renen
O

es unaisometriaentreX~ y X.
e
• Siguiendoa Bellenot, y utilizando estosespaciosde Banach2§,,, se puededar la
• definición de un espaciode sucesionesX-K5the, como un límite proyectivo de los

• espaciosdeBanachX,,, tal como serecogeen la siguiente

O
DEFINICIÓN 5.3 ([Beil], Sección1). SeanX un espaciode Banach,{e,~}~ una

o base deX y A unamatriz de K5the sobreFN. Sedice que

Ax(A) = = (ren)neNE CN: =3amnrenen E X para cada m E FN}

‘1. n1

• es un espacio de sucesionesX—Kóthe (con X como espaciobase).

e
e
o
e
o
o
e
o
O
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90 CAPÍTULO 5. ESPACIOSESCALONADOS Xx(A) ‘e
‘e

A Ax(A) se le proporcionaunaestructurade espaciode Fréchetcuandose le dota ‘e

de la topologíadefinida por el sistemade seminormas{~¡ ~ donde ‘ee
00

1 I(ren)ner’4Ia~. = >3 am,nrenen . ib
n=1 ib

‘e
OBSERVACIÓN 5.4. Los espaciosA,, queseestudiabanen los capítulosanteriores ‘e

se puedenconsiderarcomo un casoparticular de estateoría,ya quesi A es unamatriz ‘e
‘e

de K¿Sthe,el espaciode tipo X-Kóthe A,~(A) es precisamente el espacioA1,(A<~
1), siendo e

la matriz A~~> del modo descritoen la Definición 4.16. De hecho,Valdivia en [Val], e
2.3.1.1, define los espaciosescalonadosA

1,(A) corno>4(A). ‘e
‘e

Los espaciosdesucesionest~, poseenunabase1-incondicional,quees un tipo de base ‘e

de Schauderquegozadebuenaspropiedades.Va aser interesanteparalo quebaremos ‘e

despuésconsiderarespaciosde BanachX que poseanunabase 1-incondicional. Por ‘ee
ello, apartir de aquí los espaciosde l3anachX queconsideremosparadefinir espacios ‘e

X-K6the seránespaciosdeBanachcon unabase1-incondicional.Recordemosentonces ‘e

lo quedebeverificar una basede un espaciode BanachX paraque seauna base1- ‘e

incondicional, ‘e
‘e

DEFINICIÓN 5.5. Una baseincondicional {en}neN de un espaciode BanacbX

sobreC se dice que es unabase 1-incondicional si paracada re = re~e4 E X y ‘e

cadasucesiónde númeroscomplejos(9~)~L1 con IOM =1 para cadau E N, se tiene ‘e
00 00 ‘e
>3 (tx,~e,. = >3 re,,e,, . ‘e
n=1 n=1 ‘e

‘e
OBSERVACIÓN 5.6. CuandoX es un espaciode Banachconbase1-incondicional, e

la basecanónicadeAx(A) es una base incondicional que además verifica otras buenas ‘e

propiedades.Bajo estascondiciones,los resultadosque se enunciabanen la Obser- ‘e
‘evación 3.4, válidos para espaciosA1, son también válidos para espaciosescalonados ‘e

X-R’éthe. Aquí sólo mencionaremosqueAx(A) verifica la propiedad(BB)~,3 para ca-

da u E FN, independientementede la matriz de IQthe A quese considere,puestoque ‘e

se va autilizar más adelante. ‘e
e

Se puedenestableceralgunas definiciones paralelas en el casode los espaciosde

sucesiones de K¿the usualesy los espaciosX-K¿the. Por ejemplo, se puedeextender ib
‘eJa definición de subespacioseccional(3.5) a estecontexto: ‘e

e
e
‘e
e
‘e
‘e
ib
‘e
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o
DEFINICIÓN 5.7. SeaAx(A) un espacioX-K5the y J un subconjuntode FN. Al

• subespacio de Ax(A)

o A{(Ajj) = {(re~)fleN E Ax(A) : x~ = O si u « J}
O

se le llama subespacio seccional.

Como ocurría en el caso de los espaciosA,,, todo subespacioseccionalde Ax está

• complementadoen Ax(A). Además,si {en}neN es una base 1-incondicionalde X y se

O consideraunasubsucesiónsuya {en}nej, entonces Y = [{e,. : u E J}] es un subespacioo complementadode X tal queAy(S) es trivialmente isomorfo al subespacioseccional

• A{(A), donde 5 es la matriz de K5the 13 = (amn)meN.
neJ

También de modo análogo a como ocurría con los espaciosA,,, se puede considerar

• Ax(A) como un límite proyectivo reducido de espacios de Banach,tal comose expresa

en la siguiente

PROPOSICIÓN 5.8. Sean A = (am)meN una matriz de K5the sobre N y X uno
o espaciode Sanach con una base 1-incondicional{e~}~L1. Entonces

Ax(A) = l4UXam

O y estelímite proyectivoes un límite reducido.
o
• DEMOSTRACIÓN.Comprobar que Ax (A) = 1%fXam es inmediato,por la propia

m
• definición de Ax (A) y de su topología. Para probar que el límite es reducido, consí-
o 7’)

• deraremospara cada u E FN el vector u7’ = (0,0,..., 1,0,...) E Ax(A), esto es, la
O sucesióncuyostérminosson todos O ex¿eptoel n-ésimo,quees 1.

O Considerandola inclusión

~am : Ax(A) —* Xamo
• (xn)neN (ren)neN

o 7’>o setienequeu,,,=(0,0,...,1,0,...)EXa~paracadanENycadamEN,dedonde

o iam(Ax(A)) D [{u7’ : u E N}],o
O y, por tanto, que
• iam(Ax(A)) D [{u7’ u C N}] = Xam,

o
con lo quetam (Ax (A)) es denso en X«,,, y esoindicaprecisamentequeel límite proyec-

• tivo utilizado es un limite reducido. U
o
o
o
o
O
o
O
e
O
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La pruebaqueseacabaderealizaresválidaparacualquierespaciodeBanachX con

base1-incondicional. Sin embargo,cuandoX es un espacioreflexivo se puedeobtener

el mismo resultadode un modo más simple. En efecto, si X es reflexivo, se tiene de

forma trivial queXam tambiénlo es ya queambosespaciosson isomorfos. A partir de

este hecho se puede llegar a que el límite proyectivo que se utiliza en la definición de

es un límite reducido utilizando la siguienteProposición,que se obtiene a partir

de resultadosqueKomatsuobtiene sobrelimites proyectivose inductivos localmente

compactos:

PROPoSICIÓN 5.9 ([Kom], Lema 1 y Teorema1). Sea (Xg)~er.q una sucesión de

cspaciosde Banac/¿ reflexivos. Entonces~i!AXses un espaciode Fré’chet reflexzvo.
a

A continuación haremos un estudio un poco más detalladode los espaciosAx(A),

quesigue las mismaslíneasmarcadasen [BMS] del conocido paralos espaciosA1,(A).
Estudiaremosun poco más adelantecuándoAx (A) verifica la condiciónde densidado

Ax(A) es un espaciode Mqntel, viendoqueestaspropiedadesdependenúnicamentede

lamatriz de KótheA. Paraello esnecesariodar unadescripciónsuficientementecómoda

del dual de Ax(A) de un modo parecidoa como l3ierstedt,Meisey Summerstratan,

en [BMSJ, la dualidadentrelos espaciosA1,(A) de Kóthe. Aquí vamosa desarrollar

un estudiosobrela dualidadexistenteentrelos espaciosAx(A) y Ax’(A), en un marco

queabarcael casoconocidoparalos espaciosA,, con 1 sc p sc oc.

Los espacioscoescalonadosse definenparadescribirel dual de un espacioescalo-

tíado. Por ello, definiremosotro tipo de espacioscoescalonadosquedesempenaranen

la teoría de dualidad de espacios X-Kñthe un papel parecido al quedesempeñabanlos

espacios A?,, en la teoría usual sobre espacios escalonados de Kóthe.

DEFINICIÓN 5.10. SeaAx(A) un espacioX-Kóthe y consideremosV y y como

habitualmente(Definición 3.6). Entoncesdefiniremoslos espacioscoescalonadoskx(V)

y Kx(V), del modo siguiente

a) lcx(V) = k4~Xvm
nl

b) )Cx(V) = QrnXi.

OBSERvACIÓN 5.11. Paralo quevamosahacerdespués,es interesanteestable-

cer algunaspropiedadesqueverifican los conjuntosV y V. Recordemosque

V = {Vm : mE FN>,
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1O siendov~ = (Vmfl)fleN con l½~= ~ yo
O V = {ti = (13n)ner¿ : 13,~ =0para cada u E FN,sup ~ <oc para cada ni E FN>.
• nCN

O Con estadefinición, caday E V resulta ser una sucesión de números estriStamente

• positivos, aunqueesto no ocurre con los 13 6 1/. En efecto, cada sucesión ji

o con un número finito de términos no nulos verifica ji E V, puestoquee
O sup ~m,njin = max a~ ,q’,. sc oc para cada ni c N,
• nCN n<N

• dondeNc FN se elige de modo queji7’ =0 sin> N.

O Cuandose considerauna matriz de K6the definida sobreun conjunto arbitrario
O de índices 1 (el casoque seconsiderabaen los capítulosanteriores),no siempreexiste

• un 13 6 1~ que es estrictamentepositivo. Pero en el caso que nos ocupa, cuando

• consideramosla matrizde K¿the definidasobreN, siempreexistenelementospositivos

O en 13. Además,en lo que sigue va a sernecesarioutilizar algunos 13 6 1/ estriétamente

O positivos construidos de acuerdo con el siguienteprocedimiento:
o

Fijemos una sucesión (Rk)keN denúmerospositivosy definamos

O y7’ = min{Rkvk,fl :1= k sc u>.

o
Se tiene que la sucesión13 = (t~~)~eN verifica 13 E V. En efecto, si ni, u E FN, ni u es

O a~7’1,2it~ =~ =

o
o con lo que
• supa~,7’V7’ =max{1t,,,max{a~~137’: 1 sc u <ni» sc oc,•
• resultandofinalmenteque 13 E 1/.

O
o Es conocidoquecuando1 =p sc oc, el limite inductivo que se utiliza en la definición

• de k,,(V) es regular ([BMSJ). A nosotrosnos interesaráque el límite inductivo que

O apareceen la definición del espaciokx(V) seatambiénun límite inductivo regular,y

O cuando X es un espaciode Banach reflexivo eso se consigueutilizando la teoría de
O
o Komatsu.
O PROPOSICIÓN 5.12 ([Kom], Lema 1 y Teorema6). Sea (X~)~er’q una suceston

de espaciosde Banac/¿ reflexivos. Entonces es un espacío (DF,) completo y
O
• reflexivo. Además,para cada acotado 13 de existe un índice k tal que 13 está
o 3

o acotado en Ek, por lo quese trata de un límite inductivo regular.
o
o
o
e
O
o
o
o
O
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Volviendo de nuevo a utilizar razonamientos similares a los que usan Bierstedt,

Meise y Summers en [BMS], vamos a probar que los espacioskx(V) y Kx(V) son

coincidentes. Este hecho va a ser útil en la descripcióndel espaciodual de Ax(A).

Necesitaremos para ello trabajar con unabaseacotadamentecompleta;dadoque este

concepto está relacionado con el de base reductora, quese va a utilizar más adelante,

recordamos aquí ambas definiciones:

DEFINICIÓN 5.13. a) Sedice queunabase{e”}~t~ de un espaciode BanachA’

es una basereductora si hm IIre’II~ = O paracadare’ 6 X’, siendo IIre’IIn la norma de re’
fl—* 00

cuandose considerarestringidaa [e,. k > u].

b) Se dice queunabase{e~}~~ de un espacio de Banach X es una base acotada-

mente completa si para cada sucesión de escalares(an)neNparala que

{ k~ ~k
6k u E FN}

es un conjunto acotado, entonces existe el límite
7’

Hrn>3 ~
k=1

PRoPOSICIÓN 5.14. Sea X un espacio de Banach con una base 1-incondicional

acotadamente completa. Entonces los espacios kx y /Cx son iguales algebraicamentee

¿somorfostopológicamente,y, por tanto, se trata del mismo espacio.

DEMOSTRACIÓN. Supongamosque {e
7’>~1 es la base a la que se hace referencia

en el enunciado. Seare E Xix. Queremosprobarquepara algún ni 6 FN es re E ~
cori lo que se tendráque Xix G kx como conjuntos. Supongamosqueesto no es así,

es decir, que no existeningún ni E FN tal que re E Xvm~ Como la base es acotadamente

completa, lo quese acabade indicar es equivalentea decir que paracadani E FN el

conjunto

{ >3 v,,~re7’e7’ : Nc FN}

no estáacotado.Por estarazón, y por ser {e7’}~i.1 unabase1-incondicional,existeuna

sucesioncreciente(NkftEN de númerosnaturales,parala quese verifica

>3 vm,nrenen > ni.
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Ademáspodemossuponerque la sucesión(N,.),.EN es una sucesion estrictamente cre-
• cientepuestoque {e~}~~N es una base 1-incondicional.

• Fijada la sucesión (Nk),.~N en esascondiciones,se define la sucesiónde números

O realespositivos 13 = (ti”)~cN por
o
O = ~ si N,.1 sc u =IV,.
e

Se tiene que la sucesión ti que acabamos de definir verifica 13 6 V. En efecto,fijemos
• ni 6 N; entonces, para u E FN es

o
• a~7’v,, =

e paraun cierto k E FN verificandoque N,.1 sc u < N¡,. Por ser (Vs)á~N unasucesiónde

funcionesen N decreciente,se tienequesi k =ni queda

a~7’v,.~ <a~,~v7~,7’ = 1.

O Por otra parte, el conjunto
o
o { ~ k sc ni y N,...<~ sc u =N,.}
o

es un conjunto finito, por lo que está acotado superiormente, con lo que oútenemos
finalmenteque

o
• ~ max{l,max{a~,7’v,.,7’ : k sc ni y N,.1 sc u =N,.}}

o
• para cada ni E FN y cada u E FN, con lo que se concluye que ti E V.o Además, si u < IV , utilizando la condiciónde crecimientoquese habíaimpuesto

• al definir la matriz de Kéthe, se tiene que

o
• ‘Vn =~

o Por esta razón,y porque{e7’}~1 esunabase1-incondicional,resultao
• Nm Nm

• >3 ñ7’re e_ > >3 v~,7’re7’e~ > ni,
• fl1 fl1

O lo que contradicela suposiciónre E ~‘Cxquehabíamosestablecidoal principio. Conse-

O cuentementedebeexistir un ni E N parael quese tengare E X,,,,< Como kx = 11w X1<~
o 3

• se tiene que re E kx y con ello llegamosaprobar finalmenteque
o
• Kxckx.

o
O
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Paraprobar ahoraquekx c JCx y asíterminar de probar la igualdadde estos dos

conjuntos,tomemosni 6 FN, re E Xtm y 13 c 1”. Se verifica

00 - ti7’

>3 re7’137’e7’ = >3 re7’ v~,7’e7’
ni n=i Vfl%,7’

=(sur am7’13n) ft re7’v,,~7’e7’

= (suPamnfitz) IIreII~,,. <oc,

lo que indica que Xúm G X~. Además, las desigualdadesanteriorespruebanque la

inclusión canónicade Xvm en es unaaplicacióncontinua.

Comopara cada re 6 kx(V), existe un ni E N tal que re E X~, en virtud de lo
probado,se tiene que kx(V) c X~ paracadafi E V y, por ello, quekx(V) c K~(V).

Recordandola definición de Kx(V) como un límite proyectivoy la de kx(V) comoun
límite inductivo, así comoqueparacadani E FN y cada ti E V la inclusión canónicade

Xvm en Xv es unaaplicacióncontinua,se tiene quela inclusión canónicade kx(V) en

>Cx(V) es tambiénunaaplicacióncontinua.

Ahora se probará que estos espacios son ademas isomorfos topológicamente.

La continuidad de la inclusión de lcx en /Cx es consecuencia de la continuidad de

las aplicacionesde inclusión canónicasdefinidas entreXvm y Xv, para cada ni E FN y

cada 13 6 V, queya habíasido probadacon anterioridad.

Para probar la continuidad de la aplicación inversa de ésta, consideraremosun

entorno U de O en kx, que, por ser kx un límite inductivo de espaciosde Banach

podemospensarquees de la forma

U = F( ¿J pmBxvm),
rn~N

donde (Pm)meN es una sucesiónde númerosrealespositivos. Definamos, para cada

m6N

= max{max{amn: 1

Una vez definida la sucesión(a~)~~N podemosconsiderar,para cadau E FN,

v7’=min{a~v~7’ :l’Cm<n},
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lo que define unasucesiony = (13~)~eN. Para cada u E FN elijamos cualquierade loso valoresni, con 1 < ni _ n dondese alcanzael mínimo anterior y llamémosléj,~, con

• lo quequedadefinida unasucesión(jn)flFN con la propiedadde que

o
o 1< j~ u
e
• y
O = a~ y

5,,7’ = min{a~v~7’ : 1 C ni < u>,
o
• paracadamcFNconl<m<n.
O Graciasa la definición de ti y a la Observación5.11, se tiene que 13 E V.
O Fijemosentoncesre = (re7’)nCN tal que re7’ = O si u =IV, paraalgún N E FN y tal que

o IIreIk < 1. Teniendoen cuentalo expuestoantes,se obtienee _

• N

o >3 a5,,v~,,7’re7’e7’ = >3 137’re7’e7’ = líreIL.
7’zÁ nEN

O Con el objeto de concluir la prueba definimos, para cadani 6 N, la sucesión(de
o sucesiones) (gm)meN c X~, dondegm = (gm,n)7’u’4 viene dada por

O a,,,p,,re7’, j,. = ni
9,,,,” = 0, sij~#m

o
• (obsérvese que cada sucesión Pm,,, = O si u > IV, con lo quetiene sólo un númerofinito
• de términosno nulos).

O Entonces,

íIgmIItin. Vm,ngtn,nen

o
• N

vm,7’gm,ney,o 7’=1

o
O = >3 v~j,,,,,g ~

o .7,1=~7’

• n<N

o
= >3 ~

oo
o
o
e
e
o
O
o
o
O
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N

=Pm >3 v~,7’cx~re7’e7’

= Pm IIreIk
=Pm

Además, si u > IV se tiene que

É 1
= re7’ = O

,,z—1 £YmPm

y siu<N,setienequegrnn=0sim~jn,conloque

N

>3
711=1 ampm

1
_____ = re,~
a57’pg,,

con lo que es claro que

Como

_____Ym = re.Él
m1 tYmPm

1
ml ampm

se tiene que ‘e

N

re=>3 g~cF
m= 1 a71,Pm (~YN ~ BX)

De este modo, si y = (y,,)7’~y.¿ E ~ ~
13x~ se tiene que y E kx, puestoquehabíamos

probado que kx y ASx, como conjuntos,eran iguales. Como y E kx, tiene que existir

ni E FN tal que y E Xvm entonces,definiendo~N = (YN)nEN por

sí u _ IV

síu> IV

se tiene que
00

lki — yAI¡~
71 = >3 y7’vrn,ne7’

n=N+1

con lo que
Nlimy =y

N—#00
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o
O
o en Xtm y, por lo tanto, en lcx(V). Además,por lo expuestoanteriormente,~N E U
o paracada IV E FN. Como U es un conjunto cerrado en kx, se tiene que
o

y = Hm yA! E U,
O con lo queresultafinalmenteque
o

{re E /Cx : 11re11 < 11 G U~e
o

siendoasí la topologíacanónicaen kw (la topologíainductiva) másfina quela canoníca
• en XJx (la topología proyectiva), lo cual nos permite concluir la pruebadel resultado.

• U
e
O Ya se ha comentadoquetrabajaremosprincipalmentecon espaciosde Banachre-

O flexivos, aunque en algunos casos no es necesarioimponer esacondición sino alguna

un poco másdébil. Es un hecho conocido (véase([Die], Capitulo V) queun espacioo
o de Banachcon basees reflexivo si y sólo si éstaes reductoray acotadamentecomple-
• ta. Cuandounabaseincondicionalno es reductora,el espacioX contieneunacopiade
• Li y cuando no es acotadamente completa, X contieneunacopiade c0. De estemodo,

O si X es un espacio de Banach con base incondicional, es reflexivo si y sólo si no con-
O tiene copias de e0 o 4. Espaciosdel tipo de los espacioslcx(V) y ACx(V) queacabamos
e

de definir, nos van a servir parapoder dar unadescripciónalgebraicasencilladel dual
• topológico de Ax donde X es un espacio de Banach con unabase1-incondicionala la

o que además vamos a imponer la condición de ser reductora.

o En lo sucesivo,siempre que se hable del dual X’ del espaciode BanáchX, seo
• supondráqueX’ estádotadode la topologíainducidapor la normacanonicaenél. Es

• conocido quesi {e7’}flgN es una basereductoraincondicionalde X, entonces{e97’CN

O es una base incondicional de X’, pero para poder obtener los resultados en nuestro

O contextoes necesarioestablecerun lemaprevio sobrela constantede incondicionalidad

de estabase.o
O LEMA 5.15. SeaX un espacio de Banach, supongamos que {e7’}~% es una base

e reductora 1-incondicional de X y denotemos por {et}~1 a la sucesiónde funcionaleso
asociados. Entonces {e~}~1 es una base 1-incondicional de X’, el dual del ¿spacio de

• Banach X para la topología inducida por la norma en X’.

o DEMOSTRACIÓN. Bajo estashipótesis,que {e~}~1 esunabaseincondicionalde

• X’, el dual topológico deX, es un hechobien conocido ([3am], Teorema3).~ Lo uníco

o
O
o
o
o
O
O
O
O
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e

quemostraremosaquíes que la constantede incondicionalidadde esabasees también ‘e

1. Paraello tomemossucesionesde númeroscomplejos {y7’}7’CN y {On}ncN con O,~ = 1 ‘ee
para cadau EN, y elijamos tambiénNc N, entonces e

A! A! oc ‘e
(>3y7’O7’eJ(re) = (>3y7’&e~j(>3rene7’) = ‘e
ni n=1 e

A! A! A! oc e
= >3y7’O7’re7’ = >3yn(97’re7’) = (>3y7’ej(>397’re7’en) =

“=1 ~=1 fl
1 fl1

A! oc A! ‘e
= >3yne~. >3O~re~e,. = >3yn<. lirelí e

71=1 e
00 e

paracadare = >3re
7’e7’ E X, luego e

n=1 e
A! A! , e

>3 yflOflefl = >3 y7’e7’ ‘e
n=i n=1

e
y así {et>~±1 es una baseincondicionalde X’ cuya constantede incondicionalidades ‘e
1. U

ib

PROPOSICIÓN 5.16. SeanX un espaciode Banach, {e~}7’eN una basereductora e
1-incondicional de X y a = (an)nEN una sucesión de ntimeros positivos. Entonces ‘e

(Xa)’ = (X’h~, ‘e
a e

donde ~ re presenta a la sucesión cuyo término n-eszmo viene dado por (~),, — ~. ‘e

e
DEMOSTRACIÓN. Sabemosque los espaciosde BanachX y Xa son isomorfos

(Observación5.2) por medio del isomorfismoJa : Xa —* X. Entoncesla aplicación e
transpuestaJ~ X’ —o (Xa)’ es un isomorfismo entre esosespacios. Ademas nos ib

00 ‘e
muestraque y E (Xa)’ si y sólo si existey

0 = >3y$~ E X’ tal quey = .¿(y~fl. Así, si
n=1

re = (re
7’)7’~N E X« se tiene que ‘e

00 e
y(re) = y

0(Ja(re))= >3y~re
7’a7’, ‘e

n=1 e

luego el dna] de Xa puedeidentificarsecon las sucesionesde la forma (y,
2afl)neN que ‘e

00 ‘e

verifican >3 ~ E X’, y estassucesionesson precisamentelas sucesiones(y
7’)UEN E ‘e

n=1
(X’)±. U ‘e

‘e
ib
e
e
ib
ib
‘e
e
e
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e

COROLARIO 5.17. SeanX un espaciode Banachy {e7’}~21 una base reductora
• 1-incondicional de X. Entonces se tiene la siguiente identidad entre espacio.~ vectoria-

• les:

O (Ax(A))’ = kx’(V),

independientemente de la matriz de 1=i5the A (y del conjunto asociado y).o
o

DEMOSTRACIÓN. Bastateneren cuentala Proposición5.16, la propia definicion
de Ax y kx y la Proposición8.8.7 de [Jar], quedescribeel dual de un límite proyectivo

• en términosde un límite inductivo. Así conseguimos

= (~1rnXam)’ = lim(X,. )‘ = ]Áw(X’k.

e nl nl nlo
Además, la dualidadexistenteentreestos dos espaciosviene dadade la’ siguiente

o manera: si re = (ren)nEN E )xx(A) e y = (yn)nEN E kx’(T/), se tiene que

o (re,y> = fre7’y7’.
O
e Ele
o
• La última identidad que hemosestablecidoentreespaciosvectorialeses una iden-
• tidad puramentealgebraica,ya queno se ha especificadoningunatopologíaparaesos

O espacios duales, pero la identidad topológica análoga permanece siendo válida cuando

dotamosa (½)‘de la topologíafuerte y consideramosen X’ la topología de la nor-

ma. Estos resultadoslos vamos a establecera continuación,pero primero debemos

o caracterizarlos acotadosde Ax.e
o
e . PROPOSICIÓN 5.18. SeaX un espacio de Banach y sea {en}nEN uña base 1-

incondicional de X que ademáses acotadamentecompleta. EntoncesB G Ax es un
• conjuntoacotadosi y sólo si existe fi E 1/ estrictamentepositivo tal que B c

o DEMOSTRACIÓN. Probemos,en primer lugar, la necesidadde la condición. Si 13O
• es un acotado de ¾,se puede suponer queexiste unasucesión(M~)~eN de números

O positivostales que

o
• B={yEAx:~~y~~4 =M~ paracadani E N>.

o Con el propósito de conseguir13 E V tal que 13 c
13Xi/o~ definamosla sucesióny =o

(13n)u~Npor

• v,~ = mln{2nl±í M~v~,” 1 =~ =n}.

o
o
o
o
o
o
o
o
O
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e
Según la Observación 5.11, se tiene que ti E V y los factoresM~ y

2nl+i que aparecen ‘e
e

en la definición de t~7’ se introducen con el objeto de llegar a que B es un subconjunto
de ‘e

A continuacion,elijamosparacadau 6 N un j~ E N, verificando que 1 =ji,, =u y ‘e
‘e

2mn+
1M

57’ v17’,,= 2nl+lMmv,nn para cadamcNcon l<m<n. ‘e
‘e

(paraesaelecciónde ji,. se tiene que ‘e

13,, = 2’~’
1M

5,, ~ ibe
Así se tiene que ‘e

‘e
as,,,,,v7’=as,,,,237’+lMs,,u5,, ~2J7’+lMs,,, ‘e

‘e
con lo que

a5,,,,, — 1 ‘e
25n+’M5,, - ‘ e

vn
y si y E 13, paracada IV E N por ser {eI,,CN una base 1-incondicional,

~yn4—en = A!>3y7’ a57’7’ET
1 w
346 420 m
367 420 l
S
BT

___ u,, 2S~+lA=f1,,e,.

epero, como paracada u E FN con u < IV existeun único ni E FN, ni =IV para el que

= ni, se tiene que ‘e

a57’~ = >3 >3 ~23n+
1M

5,, 7’ m1

n<A!

— ~

nll ~“ “2m+í M~jn=T7’
n<N

-É 1
m=1 2m+i M,n >3 y,,am,ne,,3,,=m

n<A!

A!

2’”’~’Mm >3 y,.am,,e,,
3,, nl
n <A!
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A! 1 00

=>3 2”’+1M >3 yfla,,%,fle,.
m1 m

A!

=~
1

A! 1
=,~ 2”’~’

11
sc-sc1.

2

A partir de aquí,utilizando quelabase{e
7’}7’EN es acotadamentecompleta,resultaque

si y E B, setiene que IIyIIi1~ =1 y 13 C

La prueba de la suficiencia de la condición es más sencilla:

mC FN, haciendoMnl = sup
13flanl,fl resulta para y E

neN

00

>3 a,,,,
7’ y7’e,. = É

n1 n1

1
am,,,v,,y,,—

vn

si fijamos :ti cVy

e7’

00 1
sc >3MmUnyn—en

7’=1

sc Al,,,,

con lo que
13x,

10 esun conjuntoacotadode Ax.

Ya podemosestablecerla igualdadtopológicaentre(Ax7 y Xix,, cuandddotamos

al espaciodual de la topologíafuerte, tal como se refleja en el siguiente

CORoLARIO 5.19. Sea X un espacio de Banach reflexivo con base 1-incondi-

cional. Entonces:

1) (Áx(A))~ = Xixt(V),

2) (Xix(V))~ = Ax4A),

donde se consideran las topologías usuales para espaczos escalonados y coescalonados.

DEMOSTRACIÓN.Por ser X un espacioreflexivo con base1-incondicional,ésta

ha de ser reductora y acotadamente completa ([Die]), con lo que se pueden aplicar los

resultadosanteriores.

1) Por la Proposición 5.18, {Bx,16 .136 V, 13 es estrictamentepositito> es un

sistemafundamentalde acotadosen Ax, y, por ello el sistemaformadopor frs polares

o
o
o
o
o
o
o
e
o
e
o
e
o
o
o
O
o
o
o
o
o
o
o
o
o
O

O
o
o
o
e
e
e
e
O

U

o
o
O
o
o
o
e
o de estos conjuntos, {Bx,,0 : 13 E V, ti estrictamentepositivo> es unabasede entornos
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e
de O en (A~)$. Recordandoque ‘e

0 3- 00 ‘1

= y E Xix}V) >3y,,re,, =1paracadare c
1 n=1

— {y E Xixs(V): 3ti7’y7’e~ =l}

se consigue llegar al resultado buscado. ‘e

2) Recordemos que Xix(V)= kx(V) = ]j~ Xtm~ siendoestelímite un limite induc-
nl

tivo regular. Entonces se tiene que {BXV }mEN es un sistemafundamentalde acotados

paraesteespacio.Como e
O (

13Xum = jy = (yn)ncN E AxdA) >3 anl,,
2yflefl =1

n=1

se tiene que la topología usual en Ax’(A) y la topologíafuerte ¡3(Ax’(A), kx(V)) coin-

ciden. U ‘e
e
‘e

OBSERVACIÓN 5.20. a) Sepuederealizarunapruebadistintadel Corolario5.19 ‘e

utilizando resultadosdebidosaKomatsu. De hecho,eseresultadose siguedirectameiíte

de los Teoremas11 y 12 de [Kom], aunqueaquíse hapreferido realizar unaprueba

querecuerdaa la que Bierstedt,Meisey Summersrealizanen [BMS] y queestámás

cercanaal contextoen el quenos encontramos.

b) Del Corolario 5.19 se sigue quesi X es un espacioreflexivo, entoncesÁx(A) es ‘e
e

un espacioreflexivo para cualquiermatriz deKóthe A, ya que
= (Xix’(V))$ = Ax”(A) = >.x(A). ‘e

‘e
No obstante, aunque X no sea un espacio reflexivo, ,kx(A) puede serlo para ciertas

elecciones de la matriz A. Por ejemplo, se vio en el Capítulo 4 que eligiendo A de

forma que verifique la condición (M), el espacio A1(A) = A,,(A) resultaba ser un

espacio de Montel (y por tanto reflexivo) aunque el espacio de Banch 4 no sea un

espacio reflexivo.

Análogamente se puede probar que, bajo estas hipótesis, también Xix(V) es un

espacioreflexivo.
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e
2. EspaciosX-Kóthe que verifican la condición de densidad,

o
• Es interesanteconocercuándoun espacioAx es un espaciode Montel o cumplela
• condiciónde densidad.Ya se ha expuestocómo Bierstedty Bonet lo desarrollanpara

O espaciosA1, en [BB2], y se han obtenido algunos nuevosejemplossobre polinomios

O en espacioslocalmenteconvexosutilizando esateoría. Aquí adaptaremossus pruebas

0 parapoder obteneralgunosresultadossobreespaciosAx. Debemosprestaratencionao la teoría de dualidadqueseha establecidoen la secciónanterior. Probaremosque las

• propiedades ‘9.x(A) es de Montel» o “Ax(A) verifica la condiciónde densidad” son

• propiedadesquesólo dependende la matriz deK6the A.
o El trabajo que vamosa desarrollar en esta secciónestá destinadoa ver que un

• espacioAx(A) verifica la condición de densidadsi y sólo si la matriz de K.Bthe A
• verifica la condición (D) de la Proposición3.13, tal como cabía esperar. Paraello

O debemosestudiarde un modo másprofundo algunasotraspropiedadesde los espacios

O Ax(A), utilizandola descripciónde los acotadosquesehaobtenidoantes. Es necesario

establecerotraspropiedadessobrelos acotadosdel espaciodual. Antesdecontinuarcono
las pruebasoriginales,debemosindicar un Lema,debidoa Grothendieck,qudnos va a

• servir paracomparardiferentestopologíassobreun conjuntoabsolutamentedonvexo.

o LEMA 5.21 ([Grol], Lema3.5). Seauí1 yí2 dos topologías localmente’ convexas

• sobreun espaciovectorial E. SeaA unaparte convexay equilibrada de E y su1tongamos

• quepara cadar1-eutorno Vi de cero existe un í2-entorno de cero tal que A n 1/2 c 1/1.

• Entonces í21Á es más fina que lilA.

o
o
• PRoPOSICIÓN 5.22. Sea J = ~ una sucesión creciente de conjuntos de

O indices 1,., 1,. c N para cada k. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

• (1) Para cada ni E FN ypara cada
1o G N tal que Iofl(N\Ik) ~ para cádak EN

o entonces existe ni’ = ni’(m, Jo) cono
O mf a,

7’7’ =

• “Efe a,<,,
o (2) En cada acotado de Xix(V), la topología inducida viene dada por el szstema de

• seminormas {II 1~i~}~v, definidas por
• /eeN

e
o IIreIWk = >3 ti,.re,.e,,
O flE h
o
o
o
o
e
O
o
o
O
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‘e
para cada re 6 Xix. ‘e

DEMOSTRACIÓN. Denotemospor Bnl a la bolaunidaddel espacioX71717, estoes:

= {(ren)nEN E X71y,, >3 re7’v~,7’e71 ~ 1}.
71=1

Por la Proposición 5.18, sabemos que (B~)~cN es un sistemafundamentalde acotados 4

de Xix(V). ‘e

(1) =~. (2): Fijemos inc Ny 136V, entoncesexiste k E FN tal que 137’a~,,. =~si

u ~ 1,.. En efecto, si estono es cierto, para cada k E FN se puedeencontrarun cierto

nk g -‘k tal que fiflkanl,,.k > ~ iDe estemodo, llamando
1o = {nk k E FN>, se tiene que

— 2’

Ion (FN \ Ik) ~ Ql paracadak c FN, con lo que debería existir ni’ c FN con mf ~‘- = 0,

pero esto no es cierto, puesto que para cada in’ E FN y cada u E 1o se tiene que

am,n ~ 1 1ti
7’>—

a~’,7’ sup a~~5?)3 — 2 sup am~,svs >
5eIN SEN

lo que es una contradicción con la suposición (1).

Tomemosentoncesel entornoU de O en Xix(V) definido por

U {re c ASx(V) : Irelía = ~ re,,13,,e7’ =i}.

y definamos ‘e
e

Ú = jre E Xix(V): IreIIu,. <j~ ‘e

Claraniente, U c 2Ú, con lo que U fl Bnl c 2Ú fl Bnl.

Por otra parte, si re E Ú fl B~, se tiene que

00

>3 13,,re7’e,, ~ >3 137’re7’e7’ + >3 ti71re,.e,,
n=i “Etc 71612

1
=~+ >3 ti7’a~,7’v~,,re7’e7’

nCI~

11
=~+~ >3 v,,,,,.re,.e7’

UF

Cl. ‘e
‘e

Con lo que

ÚnB~cU,
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o
• y utilizando el Lema5.21 se llega a quela topologíainducidasobre13,,, por la familia
• de seminormas{~ ~ coincidecon la topologíaqueinduceXix sobre ese mismo

kgN
O conjunto.
O
o (2) t. (1) De modo análogo a como se indicaba en la parte anterior de está prueba,

O si no se satisfacela condición (1), hande existir ni
0 E FN e 10c FN (tal que Iofl J~ # Qlo

paracadak E FN) de modo queparacadani E N se verifiqueo mf anlQJ, > o.
• “ch

o
Como para cada ji 6 FN es

1o fl % # 0, podemosconstruir una sucesión(is)JEN

• verificando que i
5 c fl ‘o paracadaji E FN. Una vez definida esa sucesióndenúmeros

O naturales,se puedetomaruna sucesiónde escalares,re
5 = (re~)neN, definidakor ret =

o
~ y 4 = O siemprequeu ¾se tiene que

o sup 2i3,.4en =o SENo
O =supfií,amo,i, =supv,.anlQ,. < oc,
• JEN nCN

paracada 13 6 1/, con lo que (re’%cN es unasucesiónacotadaen Xix(l/) que además

verifica quepara cada13 6 V y cadak 6 FN,o
O
o IIre’IIv* = >3 13

7’4e,-. = O
• nC ‘k

O paracadaji E FN, lo que quieredecir que (x
5)scN es unasucesiónnulaparalatopologia

• generadapor la familia {~ j¡~j,}~v~ y si se verifica (2), al serunasucesiónacotada,hakEN
O de ser también una sucesiónnula parala topologíacanónicade Xixl¿V), pek estono

es así. En efecto, definamos tD = (~7’)7’cN E RN poro
o sí u 6 jo
• w

7’={vmo,n síu~Io.
o
O
• Se tiene que tU c y, puesto que observemos que fijado ni E N,

—1

a~,7’?n,. = sup vnlO,flanl4. (mf a~0,,

,

o nc’0 knclo anl,fl 1

o
o
O
O
o
O
O
O
O
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y paraesteib E V se tiene que

¡re5 I~r = >3 tU
7’re~e,7 = vnlO,ZJanlO,ZJ=1,

nEN

con lo que se llega a una contradicción con lo que se estaba suponiendo en (2). U

Cuando en el Capítulo 3 se definía la condición de densidadpara espacioslocal-

menteconvexos,se establecíatambiénla Observación3.12, quenos permitió dar una

descripciónde los espaciosqueverifican dichacondiciónenfunciónde la metrizabilidad

de los acotadosdel dual fuerte, paraluego obtenerla caracterizaciónde los espaciosde

Kdthe queverifican esacondición. La siguienteProposicióndemuestraqueAx verifica

la condición de densidadsi y sólo si A satisfacela condición (D).

PROPOSICIÓN 5.23. SeaX un espacio de Banach reflexivo con base i-incondi-

c¿onal. Las siguientesafirmacionesson equivalentes:

(1) A satisfacela condición (D).

(2) Cada acotado de (Ax(A))~ ~ Xix¡(V) es metrizable, cuando se le dota de la

topología inducida por Xix’(V).
(3) Ax(A) verifica la condición de densidadde Heinrich.

DEMOSTRACIÓN. La equivalenciade (2) y (3) es consecuenciade lo indicadocii

la Observación3.12,yaqueti(A) es un espaciometrizable. Por tanto, nos liníitaremos

a probar la equivalenciaentre (1) y (2).

Supongamos en primer lugar que A satisface la condición (D), estoes, existeuna

sucesioncrecienteJ = (IkftcN de subconjuntos 1,. de 1 tales que se verifican las dos

condicionessiguientes:

(N,J): para cada k E N, existe rn~ E N con mf
0’7’k’7’ > O, parani > m~

nF!¡, a,,,,,
y

paracadani E Ny cada I~ G 1 con Ion (1 \ 1,.) # Ql paracadak E N, existe

ni’ = m’(m,Jo) > ni con inf~”~- = O.
~ ami,,

Por verificarse la condición (M, J), y gracias a la Proposición5.22, la topología

inducida por Xix’ sobre cada uno de sus acotados coincide con la topología inducida

sobre el mismo acotado por el sistema de seminormas ¡re 1k~. Paracada k 6 FN se puede

definir unasucesión13,. del modo siguiente

tic,
7’ = {Vfltk~fl si u E A

sí u «
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a
dondese elige ni~ de tal modo que mf “‘k”’ > O para ni >

nFIk am,,,

13 = (v,.),.cr.¡ E 1/, utilizando la condición(N,J).

Ademásparacada 13 6 V existep,. tal que

II 1k~ sc

ya queparatodo re E Xix’(V),

>3 13,.re,.e,I¡relk,k =
nc1k

DE DENSIDAD 109

m¡,. Se comprUeba que

v7’anlkflvnlk7’re7’efl
~E ‘le

=P/e>3 vnlk,7’re,.efl
nElle

= p,.IIreIkk,,.,

siendo p,. = sup v7’anlk,,
nFN

por una familia contable

sc oc. Así la topologíaen cadaacotadode Xix’ vienédefinida

de seminormas,y por tanto cadaacotadodeXix’ es metrizable.

Paraprobar la otra implicación, definamos,paracadani E FN,

Bnl = {x E Xix’(V) : IIxII~~ = 1}~

Fijado, por un momento, ni c FN, como 13», es metrizable cuando se le dbta de la

topologíainducidapor Xix’(V), existeunacantidadnumerablede semínormasde las

que definen la topología de Xix’(V), de forma quela topología inducidapor XixdV)

sobre B», es la misma que la topología inducida sobre ese conjunto por la familia

numerabledeseminormasqueseha indicado. Por tanto,existeunasucesión(~$)/ecNC

y de modo queparacada 13 E V existek E FN con

I!reII~m sc 2> fl B~ G {re E XixjV): IIreIk =11 fl B~.{y E Xix
1(V)

Definiendoparacadak E FN

= max{ff4 : i,J E N, i,ji =*4

setiene que(13ic)iccN es unasucesióncrecientedeelementosde 1/ (puestoqueél máximo

de unacantidadfinita de elementosde V es un elementode Vi) y la familia de seminor-

mas IIXo,jiccN define sobre 13», la misma topologíaqueXix’(V), paracada ni E FN

O
o
o
o
e
e
o
e
o
O
o
O
e
o
e
o
e
e
o
e
e
o
o
O
o
O
e
o
o
e
o
e
O
o
O
o
e
e
e
o
e
e
o
e
o
o
o
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ya que dados ni E FN y ti E 1~, se teníala existenciade un k E FN tal que

{re E 13», : IIreIKm sc 1> C -(re E B», : Irelía =1>,

con lo que, eligiendo k = max{i, ni> se tiene que

{re E B», : I¡reíkk =1> G {re E 13», : IIreIIv =11.

Definamosahora,paracadak E N, el conjunto

= {u E FN: ~ >í}.

Nótese que I~ C 1,.. En efecto, la sucesión (135)JEN es una sucesioncrecientey la

sucesión (v5)g~rq es decreciente, con lo que, si u E Ji. es

‘>1
V/e~

pero
ti/e+

1,n U/e7’
__ > ‘>1

con lo que u E
1~±i~ Por otra parte, se puede conseguir que los conjuntos de índices

lic no seanconjuntosvacíos, habiendotenido la precauciónde tomar ti
1 =

13o, donde
ti
07’ = ‘V1,iSwi, estoes: ~o = (vi,1, 0,0,...).

La familia de conjuntos de índices que se acaba de definir verifica la condición (N, J),

puesto que , paracadak E FN, tomandoni/e = k (ver definición de estacondición), se
tiene que si u E A entoncesti»~k ,~. =V»,k,7’. Por otro lado, como 13~ E V, para cada

ni E N existeunaconstanteM,.», tal quea»,7’13,.,,, < M,.», paracadau E N. Reuniendo

estosdos hechosse tiene queparacadau E 1,. es

1 il 1 1
U

anl,fl Al,.,», — M,.», ½~ = Mt,», a/e,7’

de donde
1

mf L)nl,fl =inf anlk,,. ____ >0
“Elle V»,k,7’ “Elle a»,,7’ —

paracadani 6 FN.

Estasucesiónde conjuntostambiénverifica (M, J) y paraprobarlovamosautilizar

la Proposiciónanterior. Veremosque la topologíainducidasobrecadaacotadode Xix’

vienedadapor las seminormas{~ IK~ : 13 E Y, k E FN>.
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O

Sean ni E FN, re E B», y k E FN k > rn, verificando además que 11re114,,. =11.Como
• sc 1 paracadau ~ l~, resulta

o
O >3 13,.,,.re7’< = >3 13~,7’re7’e, + >3 13~,7’re7’e,
• n=í nC

o
O =1+ >3 Y=i%,.,7’re7’eto “~‘ko
O =1 + >3 v,.,,.re,,eX

O “«‘le

O 00

0 =1+ >3v~,7’re7’e~
7’1

o sc2.

O Así se tieneque
o
O {y E XixdV) : IIrelK,ic = 1> fl B,,, c {y E Xix’(Vi): IIreIK = 2> fl B,,,~
O con lo que la topología inducida en E», por (II I14)/eEN es menosfina o igual que la
o

inducidapor (II II~kic)icCN y éstaesmenosfina o igual quela inducidapor (II
• quea su vez es menosfina que la generadapor (II II

4JEV y ésta coincide sobrelos

• acotadoscon la generadapor (II buceN. U

o
o
0 3. EspaciosX-K5the que son de Montelo
o

Despuésde haber determinadocuándoun espacio-<y(A) verifica la condición de
• densidad,vamosa estudiarahoraquése debepedir a la matriz A paraque~l espacio

• Ax(A) sea de Montel. En esta seccióntambiénnos restringiremosal caso en el que

O X es un espaciode Banachcon base acotadamentecompleta. Bierstedt, Meise y

O Summers([BMS]) dan estos resultados también para A
1 y A0, trabajandoco~ui algunaso

propiedades particulares de los mismos.

O A continuación vamos aprobarun resultadoqueesfundamentalparalo quequere-
O mos hacer más tarde: probaremos que, del mismo modo como ocurre con los espacios

o escalonadosdeKéthe A1,(A), un espacio escalonado Ax(A) es un espacio de Montel si yo
sólo si sumatriz de KétheA verifica la condición(M) quese mencionaen la Definícion

o
O
o
o
o
o
o
o
o
O
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LEMA 5.24. SeaX un espacio de Banach con base 1-incondicional acotadainen-

te comp/eta. Si A es una matriz dc KJt/¿e que no verijica la condición (M), entonces

existe un espacio de Banach de dimensión infinita Y verificando que Y es un subespa-

cio complementado de X y a la vez es isomorfo a un subespacio seccional de ti(A). (se

recuerda que A verifica la condición (M) si no existe ningún conjunto infinito 1o G N

tal que, para algún ni
0 e FN, ocurre que

Vnl,7’ anl0 ,n
mf = mf > O, para ni > ni0).

nEl0 ti,,,0,7’ “Cío a,,,,,,

DEMOSTRACIÓN. Supongamosqueti(A) no verificala condición (M). Entonces

existeií un conjunto infinito de índices‘a G FN, un ni0 6 FN y una sucesión de números

positivos (cm),nCN tales que

mf anlO,,. =c,,,>OparacadamEN

a»,,,.

(si ni =nio, por ser (ast~y una sucesióncreciente,se tiene queinf5j am,,,. = 1).

Definamosentonces
Y = [e,. : u E fo],

que es un subespaciocomplementadode X, puestoque la base {e,.},.CN es una base

1-incondicional de X. Por otra parte, ¿9(A) es un subespacioseccionalde Ax(A)

(Definición 5.7) que es isomorfo a Y. En efecto,

~: ¿9(A) —* Y
(re,.),.CN EnCía a»,0 ,,.re,.e7’

es una aplicación que estábien definida, puestoquepor ser (re,.),,CN e A~2(A) se tiene

que (ren),,CN E Xamó y, consecuentemente,y((re,,»,eN)E Y.

Además, de forma trivial se obtiene que esa aplicación es lineal y ese hecho, junto

con que

II~(re)Iv = II >3 anlO,,.re,.e,,~I = Ifreiíxamo,
nEJa

da cornoresultadola continuidadde p.

La aplicacion
Y —* ¿9(A)

2~~
0 re7’e,. ~ (yn)nCN,

con sinE

sí u ~ jo
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o
• es una aplicación que estábien definida, puestoque (yn)nCN E A§~(A). En ~fecto, si
• ni E N, se tiene que

O (
O re,.e7’) =>3 a,,,,7’y,.e71

0 1 ay,, “Cía

O
• = y am,,

.

_____re,.e71• ,~7 a»,017’

o
O = >3 —re,~e,.
• “Cío nl

o 1
= —lirelír.O Cm

o La aplicación~ es unaaplicaciónlineal, y las desigualdadesquesehanconseguidoo
al probarqueestababiendefinida,nos muestranqueesunaaplicacióncontinúa. Como

• o es la aplicación identidadsobre¿9(A) y soo ~‘ es la aplicaciónidentidadsobre

O Y, se concluyequeestosdos espaciosson isomorfos. U

o
O

PROPOSICIÓN 5.25. Sea X un espacto de Banach con base 1-zneoudzctonal aco-
• tadamente completa. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

O (1) ti(A) es de Montel.

O (2) A satisface la propiedad (M).
o
• DEMOSTRACIÓN. Supongamosque se verifica (1) y no se verifica (2). Por el
O Lema anterior,si no severifica (2), ti(A) poseeun subespacioseccional¿9(4) quees
O isomorfoaun espaciode]3anachdedimensióninfinita. Recordandoquelos subespacios
O seccionalesde un espacioescalonadoX-K¿ithe son subespacioscomplemeñtadosde
O

dichoespacioescalonado,seconcluyeque ti(A) contienede modo complementadoun
• espacio de Banach de dimensión infinita (que no es de Montel), con lo que ti(A) no

• puede ser un espacio de Montel, lo que es una contradicción con (1).

o Para probar la veracidad de la otra implicación, tomemos ti E 1/, estrictamente

• positivo y veamosque
13X,/o es un conjunto relativamente compacto en ti(A). Ob-

• servemos en primer lugar que se tiene que para cada ni E N es hm a», ,,v,, = 0. En

• efecto,si esto no fuera así, existiría algún m
0 E FN, algún e > O y algún subconjunto

• infinito jo de N tales que
O
• a»,0,.137’ > e paracadau E

1o~
o
o
o
o
o
o
o
o
O
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Entonces,si ni > mo, se tendríaque

E > e (sup a», ~13~”’)—i > o,
flCIo a»,,,, nCJa a»,,,,v7’ \nCIa 1

por lo que A no verificaría (M), quees unacontradiccióncon la hipótesis.

Por ser lirnanl,7’v,. = 0, se tiene que existe un subconjuntofinito (que va a ser

dependientede ni) 1~ de N tal que

E
anl,71v,. sc — si u ~ Ii.

—2

Probaremosquesobre
13x,

16 la topologíade la convergenciacoordenadaa coorde-

nadaes másfina que la topologíainducidapor ti(A) sobreese conjuntoEx,,0. Pero

esteconjunto es compactoparala topologíade la convergenciacoordenadaa coorde-

nada,esto es, la topologíausual de CN, quees un espaciode Montel. Por ello

serácompactoparala otra topología, quees menosfina, y así ti(A) seráun espacio

de Montel, lo que concluirá la prueba.

Parala comparaciónde esasdostopologíassobreBx,,0 utilizaremosnuevamenteel

Lerna 5.21. Definamosel siguienteentorno de O para la topología de la convergencia

coordenadaa coordenadaen CN

1’ —i
E

U», = ~y = ~i/n)nCN e ~kx(A) : Ui~I sc Ve
¡ — 2a

paracadau E Ji }

e
ib
e
‘e
‘e
ib
‘e
e
e
‘e
‘e
‘e
‘e
‘e
‘e
‘e
‘e
e
e
‘e
‘e
‘e
‘e
‘e
‘e
‘e
‘e
‘e
‘e
e
‘e
e
‘e
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‘e
‘e
‘e
e
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e
e
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‘e
e
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e
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o

Tomandoy E fl U»,, tenemosqueo 00

o
IIyIIam = >3 a»,,7’ y,,e,,

n=1o = >3 a,,.,,,y7’e7’ + >3 a,,,,,1y,,e71

• nCI, “0k’oo sc >3 a»,,,.y,,e,. + >3 a»,

O nC!1 n«Ii

o
o <>3a»,,,.y,,e,. +~ >3 te,.

o 2 ,,«, u,.

o eO C >3 a»,,,, y,,e,. + —

• nCI, 2

• _ e7’ +-

Esa,
• nCIí a»,,,, 2
• SC

o 22
O Así

o U», fl G {y E : Ih/IIam =4,o
pruebaqueXa», induce en unatopologíamenosfina quela de la convergencia

o coordenadaa coordenada.La arbitrariedadde ni da el resultado. U

o
o OBSERVACIÓN 5.26. 1) Se había comentado en la Observación 4.3 qúe los es-o
• pacios escalonados A1, de K5the que no son de Montel contienen a 4, como subespacio

• complementado.i3ellenot pruebaen la Proposición3.7 de [Beil] que si ti. no es un

• espacio de Montel, entonces existe unasubsucesiónde la basecanónicade ti quegen-

• era un espaciode Banachde dimensióninfinita, utilizando unatécnica distinta a la

O quenosotroshemosutilizado en la pruebadel Lema5.24, en el queconcluíamosla ex-

istenciade un espaciodeBanachY dedimensióninfinita quees a la vez un sibespacioo
• complementadodeX y de ti. EsteLemageneralizael resultadoqueeraconocidopara

o los espaciosA1,, ya quesi Y es un subespacio(de dimensión infinita) complementado

• en 4, entoncesY es isomorfo a4, ([Sin], Lema 18.6).

oo 2) La técnicaque se ha utilizado en la prueba de la Proposición anterio+ recuerda

• la que utilizan Bierstedt, Meise y Summersparaprobarel resultadoanálogorelativo

o
O
o
o
o
o
o
o
O
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‘e

a espacios A1,. No obstante, la caracterízacionde los espaciosescalonadosque son ‘e

de Montel en función de su matriz de K6the se puedeobtener tambiéna partir de UD
‘e

resultadosde Díaz y López Molina ([DILo]).

‘e
‘e
‘e
‘e

4. Polinomios en espaciosX-K5the. Ejemplos
e

Comofinal de estamemoriaqueremosmostraralgúnejemploquese puedeobtener
utilizando las propiedadesde los espaciosescalonadosX-K¿thequesehanestudiadocii ‘e

las secciones anteriores. De esta forma queremosenfatizarlas propiedadesquetienen ‘e

estosespaciosparaelaborarejemplosadistintascuestiones.Estudiaremosquéocurre, ‘e

parael caso de los espaciosX-Kóthe, con la condición de densidady el carácterde ‘eeMontel, las dos propiedadescon las quese hemostrabajadoen los capítulosanteriores,

en el marcode los espaciosA1,. Concretamente,si tomamoscomo X el espaciooriginal

de Isirelson, resultaqueX es un espacioreflexivo con base1-incondicionaly se puede ‘e

considerarentoncesel espacioti(A) para cualquiermatriz de K6the A. Se obtendrá ‘e

que ~P(7’Ax(A))es un espacioreflexivo, para cada u E FN, independientementede la ib
‘e

matriz de K¿the A queseconsidere,resultadoque contrastacon lo quese teníapaia
los espacios A~, (ver Teorema 4.27). ‘e

Se ha descritocómo representarti(A) como un límite proyectivo de espaciosde ‘e

Banach,de modo análogoa lo que se podíahacercon Ap(A) como límite proyectivo ‘e

de espacios4,. Paraestudiarla reflexividad de los espaciosde polinomios homogéneos ‘e

definidossobreA~ utilizábamoslos resultadosde Holub y de Dimant-Zalduendo.Ahora ib
‘eno puedenaplicarseresultadosde esetipo, puestoqueno se tiene muchainformación

sobreel espaciode BanachX; lo único quese puedeintentares estudiarla reflexividad ‘e

del espacioP(7’Ax(A)) a partir de la reflexividad de P{~X). Paraello comenzaremos ‘e

probando que el n-producto tensorial simétrico de un espacioX-K6the se puedeex- ‘e

presar como límite proyectivo reducido de espaciosisomorfosa Ó X. ‘e
“,s,lr ‘e

PRoPOSICIÓN 5.27. Sea X un espacio de Banach con base 1-incondicional y ‘e

sea A una matriz de 1=i6the sobre FN. Entonces ‘ee
¿ti(A) = 1=~}O Xa,,, ‘en,s,2rns,» ‘e

y este limite proyectivo es reducido. ‘e
e
‘e
e
e
‘e
‘e
e
ib
e
‘e
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DEMOSTRACIÓN. En E = ®Ax(A) la topologíaproyectivair es la genefadapor
71,3

las seminormas{0&}aCsc(E), siendo
71,3

mf {~[a(rei)]” : = ~ ®ret}

Ocx(O) =

o, lo quees lo mismo, la generadapor la familia deseminormas{lrnl}nlCN, donde

ir,,~}9) = inf{Z

= inf{ZIIretII

00 7’

>3 a»2 ,rret,rer
r1

N
:0= >3orei

1=1

:0= Z®re.} = II0II®Xam~

con lo que podemos concluir que Ó ti(A) = ~j~3O Xay,,.
71%

Probaremosahora queeselímite es reducidoo, equivalentemente,que

(Oia,n)(O ti(A)) es densoen O Xam,
7’ fl~S

donde ~am es la inclusión canónicade ti(A) en Xam. Pero dicho aserto es cierto, ya

quepara cada....... , r,,) E ID (ID es el conjunto N x ... x FN dotado del “orden del
cuadrado”que apareceen [Rya], Capitulo V) se tiene que u,.2 ® ... ® a,.,, C OAx(A)

3 3 71,3

(dondeu1 representa a la sucesión u~ = (0,...,
1)
1

De estemodo se llega aque

(Oiai( Ó ti(A)) D [{u,., O~” O u,.,, (rí,. . . ,r7’) E ID>]
71 7’,3,lr 3 3

y, con ello a que (Oiaj( Ó ti(A)) es densoen Ó Xam paracadani E N, puestoque
7’ 7’,s,lr 71,S,ff

contieneun subespaciovectorial en el queestántodos los elementosde uná basede

LI

TEOREMA 5.28. a) Si 6 X es reflexivo, entonces
n,s,lr

6 >‘x (A) es reflexivo para
“,s,lr

cualquter matriz de Kóthe A.

b) Si (P(”X), Tb) es reflexivo, entonces (PQ’Áx(A)), Ib) es reflexivo, para cualquier

matriz de JÓYthe A.

DEMOSTRACIÓN. a) Como,por hipótesis, 6 X es reflexivo, se tieneque O Xam
71,3,~~~

es reflexivo para cada ni E FN puesto que X
71,sqr

y Xam son espacios isomorfos. Así,

o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
O
o
O
o
o
o
O
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
O
O
o
o
o
o
o
o
o
o

Schauder de O Xa.
7’,34r
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e

6 ti(A) es un límite proyectivo de espaciosreflexivos, y, por la Proposición 5.9 ‘e

tambiénes reflexivo. ‘ee
b) Segúnse indicabaen la Observación5.6, se tienequeti(A) verifica la propiedad ib

(B13)71,5 paracada u E FN y cada matriz de K6the A. Por tanto, se da la coincidencia e
de las topologíasrb y ,3 sobre P(”Ax(A)) (veasela Observación1.40). De estemodo e

‘e
(P(7’X),rb) = (P(~X),i3) es reflexivo si y sólo si lo es su predual 6 X, según lo e

“Sir

expuesto en [Kótl], §23.5 (7). Por lo que hemos probado en (a), se tiene que á kv(A) ‘e
7’,s~r

es reflexivo, con lo queaplicandonuevamenteel resultadoanterior, (P(~Ax(A)),fl) = ‘e

(P(”ti(A))rb) es reflexivo U

e
A continuaciónvamosa considerarcomo espaciode BanachX el espaciooriginal ‘e

de Tsirelson T’. Este espacio fue construido por Tsirelson ([Tsi]) como un espacio de ‘e

sucesiones sin copias de c0 o 4, y ha tenidogran trascendencia en la teoría de espacios ib

de l3anach, como prueban numerosos trabajos donde este espacio ha sido utilizado ti

para obtener ejemplos a distintas cuestiones (ver [CaSh]). Alencar, Aron y Dineen ‘e
‘e

utilizan este espacio T’ en [AAD] para proporcionar el primer ejemplo de un espacio

de l3anachE de dimensióninfinita para el que (7t(E),r~) es reflexivo. No vamosa ‘e

entraren la definición del espacioEl?’ pero vamosa enunciar algunas de sus propiedades ‘e

que utilizaremos. ib
‘e

PRoPOSICIÓN 5.29 ([Tsi, CaSh]). Existe un espaciode Banachde sucesiones ‘e
‘eE con las siguientespropiedades: ‘e

i) E es reflexivo. ib

u) La sucesión{e7’}71FN es una base 1-incondicional de T’, donde e7’ representa a la ‘e
7’> e

sucesión e7’=(0,...,1,0,...).
iii) E no contiene copias de c0 ni de ningún LP. ‘e

e
‘e

PROPOSICIÓN 5.30 ([AAU]). (P(”T’),rb) es un espacio reflexivo, para cada e
nEN. ‘e

‘e
Se ha probado que los espaciosescalonadosde K5the A1,(A) y los espaciosX- e

K6the Xx (A) verificabanbastantespropiedadesanálogas.No obstante,paraelecciones ‘e

adecuadas del espacio de Banach X, estasituación cambia,obteniéndosediferencias ‘e
eimportantesen la estructurade estosespacios.Un ejemploquemuestraestasituación ‘e

e
‘e
‘e
ib
‘e
‘e
‘e
‘e
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o
o

es el siguiente: para los espacios escalonados clásicos A1,(A) seteníaquePQVy(A)),ró)
• era un espacio reflexivo para cada u E N si y sólo si A verificabala condición (M) (ver

o Capítulo4).
O El Teorema 5.28 nos indica que si (P(

7’X), rb) es un espacioreflexivo, entonces

O (PQtXx(A),rb) es también un espacioreflexivo, independientementede la Matriz de

O KétheA que se considere. Este hecho, junto con la Proposición5.30nos danel, siguienteo
O CORoLARIO 5.31. Consideremos el espacio escalonado AT} A), donde T’ es el

o
espaciooriginal de Tsirelsony A es una matriz de Kóthe arbitraria. Entoneis

(P(7’AT’ (A)), Tb)

• es un espacio reflexivo para cadau E FN.

o
• Los resultados sobre reflexividad que se han obtenido proporcionan un nuevo ejem-

O pío al problema,planteadoexplícitamentepor Mujica en [Muj 1], de buscarespacios
O E para los que se da la coincidencia de las topologías -r~ y i~~L> sobreP(”E), tal como se
o

expresaen el siguiente
o
• COROLARIO 5.32. (P(”AT¿(A)),’rb) = (P(”AT’(A)),r~), para cada u E’FN y cada
• matriz de 1<Stlie A.

DEMOSTRACIÓN. Se tieneque(Pi¿7’Ár(A)),r,,) es un espacioreflexivoparacadao
o u E N y cada matriz de K6the A, lo que implica que (P(7’Ár(A)),n) es tonelado.
O Como Ar(A) es metrizable,r~, es la topologíatoneladaasociadaa r

0, por lo quehade

• ser ‘1% = r~,,. Uo
o El primer ejemplo de un espaciode BanachE para el que se daba la coihcidenciao

de las topologías ‘rb y ~ sobreP(”E) paracadaenteropositivo u fue el obt~nidopor

• Alencar, Aron y Dineen al que nos hemosreferidoantes.Paralos espaciosde Montel

• que cumplen la propiedad (BB)~,~paracadau E FN, es conocidoque r0 = it en ‘P(
7’E)

O y, por tanto, se tiene ‘1% = r~> en 7’(”E). Hasta ahora, los únicos ejemplos conocidos de
O

espacios de Fréchet E, queno son de Banach ni de Montel, para los que se tiene que
(P(”E), 13) es reflexivo paracadau E FN es la clasede espaciosquese puedeobtenera

• partir del siguienteresultadode Boyd:

o PRoPOSICIÓN 5.33 ([Boy], Proposición5). Sea E un espacio de Fre’chet, de

• cualquiera de los tipos siguientes:

o
o
o
o
o
o
o
o
O



120 CAPÍTULO 5. ESPACIOS ESCALONADOS Ax(A)

(a) un espacio (FC) descomponible que es de Montel,

(b) un espacio de Fréhet Schtvartz con la propiedad de aproximacton acotada,

(c) un espaciode Fr¿chet nuclear

y sea un espacio de Fr¿chet tal que 6 E es de Montel (resp. reflexivo, tiene la
7’,»

condición de densidad,).Entoncesse verifica que 6 (E6F) y 6 (E x E) son espacios
17 7’,»

de Montel (resp. son reflexivos, verifican la condcición de densidad).

Así, tomandoun espaciode Fréchet-SchwartzF, se tienequeel espacioE = T’x E

verifica que (P(»E), ¡3) es reflexivo paracadau E N y, obviamente,E no es de Montel

pero ese mismo resultadonos indica que E es un espacioque verifica la condición de

densidadde Heinrich, puestoqueE la verifica (por ser un espaciode Banach), E la

verifica (por serun espaciodeFréchet-Schwartzy, por tanto, de Fréchet-Montel).

Los resultadosque hemosdesarrolladonos han permitido probar que el espacio

(P(”A~,(A)), 1%) = (P(7’Art(A)),/3) es un espacioreflexivo, paracadau E FN y cualquier

matriz de Kóthe A. Así, eligiendounamatriz A0 queno verifique la condición (D) se

obtiene que (P(7’Ár(Ao)), rb) es reflexivo para cada u C N y AT~(AO) no verifica la

condición de densidad,obteniéndosede este modo ejemplosque aportannovedada

estateoría. Lo establecemosen la siguiente

PROPOSICIÓN 5.34. SeaE el espaciooriginal de Tsirelsony seaA0 una matriz

de Kóthe que no verzfica la condición (D). Entonces el espacio (P(”Ar(Ao)), w~) es

reflexivo para cada u E FN, y Ar(Ao) no verifica la condición de densidad.

Finalmente,queremoscontrastaresteresultadoconlo queobteníamosen elCapítulo

anteriorparalos espaciosdepolinomios sobreA4(A) = A1,(AÓ’)) dotadosdela topología

‘rb. Estoseran reflexivos paracadau 6 FN si y sólo si ~ verifica (M). Además,este

resultado ayuda a buscar nuevos ejemplos de espacios de Fréchet para los que ocurren

cosas parecidas. Por ejemplo, utilizando diferentes técnicas usuales en el estudio de

los espaciosde Banach, se puedenencontrarejemplosde espaciosde BanachX con

base 1-incondicional conteniendounacopia complementadade 4, (véase,por ejemp-

lo, EGon], 1.2.16). Si X es un espacioen estascondiciones,cuandou =p se tendrá

graciasa resultadosdecomplementaciónquesehan obtenidoen estamemoria,que

c 6 A1,(A~~’) = ÓAe.ÁA)c 6 ti(A),
“Sir 7%,3,»
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siendotodos estos contenidosen el sentido de subespacioscomplementadós. Esta
• cadenaproporciona condiciones suficientes para la no distinción y la no reflexivi-
O dadde 6 ti(A) y, consecuentemente,parala no tonelacióny la no reflexividad de

“‘a,»
O (P(~Ax(A)),rb).
Oo
o
o
o
O
o
O
O
o
o
O
o
o
O
O
O
o
O
O
O
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