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Prefacio

La relacién entre las respuestas cldsica y bayesiana a los problemas de la Inferen-
cia Estadistica viene siendo, desde hace afios, ampliamente tratada por numerosos

autores.

En gran numero de ocasiones se ha conseguido, bajo determinadas condiciones,
lograr acuerdo entre ambas aproximaciones. No obstante, persisten algunos contex-

tos en los que la discrepancia de las dos posturas se mantiene.

En el terreno de los contrastes de hipotesis paramétricos, tenemos las dos situa-
ciones. Si el contraste es de tipo unilateral, se ha logrado reconciliar ambas posturas.
Mientras que si el contraste es de hipétesis nula puntual, se ha puesto de manifiesto,
hasta ahora y por parte de numerosos autores, que hay discrepancia entre la aprox-

imacién clasica y la bayesiana.

En nuestro trabajo, presentamos una metodologia basada en la relacion entre el
contraste de hipétesis nula puntual y el contraste de hipétesis nula de tipo intervalo
que permite, en determinadas circunstancias, aproximar ambas posturas, clasica y

bayesiana, cuando el contraste es de hipotesis nula puntual.

Quiero agradecer, sinceramente, la ayuda que con sus consejos, sugerencias y
aportaciones me ha proporcionado el Profesor Miguel A. Gémez Villegas, bajo cuya

direccién ha sido realizado este trabajo.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1 Antecedentes

En el problema del contraste de hipétesis se puede pensar que la evidencia es una
evaluacion acerca de si los datos obtenidos de la observacion experimental apoyan
o no la hipdtesis nula. Esta, en general, consistira en una afirmacién que involucre
un parametro o alguna forma funcional no conocida de la distribucion de interés,

distribucién de la que se han obtenido las observaciones.

Para un frecuentista la evidencia se concrétara en el p—valor, que es la maxima
probabilidad, supuesto que la hipdtesis nula es cierta, de obtener valores mas alejados
de la hipétesis nula que los datos observados. Para un bayesiano, en cambio, la
evidencia toma la forma de la probabilidad final de la hipétesis nula. Debe observarse
que, aunque las aproximaciones clasica y bayesiana a los problemas del contraste de
hipétesis y a los de la inferencia estadistica en general son diferentes, se pueden, en
numerosas situaciones, obtener relaciones que permiten adoptar la misma decisién
desde ambos puntos de vista, bien sea para aceptar la hipétesis nula o bien para

rechazarla.
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La cuestion de comparar, en los contrastes de hipotesis, las medidas de eviden-
cia frecuentistas, expresadas fundamentalmente en términos de los p—valores, y las
bayeslanas, expresadas mediante el factor Bayes o a través de la probabilidad final
de la hipdtesis nula, ha sido ampliamente tratada en la literatura.

Si la hipdtesis nula es puntual, es decir consta de un dnico punto, ya Lind-
ley(1957) presenté la discrepancia en el supuesto de que la verosimilitud fuese nor-
mal. En general hay coincidencia en sefialar que, en este caso, el p—valor tiende a
exagerar la evidencia contra la hipotesis nula. En otras palabras, que el p—valor es
(mucho) mas pequefio que la probabilidad final de la hipdtesis nula. Referencias a
este trabajo de Lindley se pueden encontrar en Shafer(1982). Muchos autores han
analizado dicha relacién eligiendo distribuciones iniciales concretas. Este es el caso,
ademas del ya citado de Lindley, de Jeffreys (1957, 1961), Good(1965, 1967, 1985,
1986), Lindley(1961, 1965, 1977), Edwards, Lindmann y Savage(1963), Smith(1965),
Zellner(1971, 1984), Dickey (1971, 1973, 1974), Smith y Spiegelhalter(1980), Zellner
y Siow(1980) y Gomez Villegas y De la Horra(1984).

La eleccion de la distribucion inicial es uno de los aspectos problematicos den-
tro del analisis bayesiano. Determinar una distribucién de probabilidad que recoja
nuestras opiniones a priori acerca del comportamiento del pardmetro no es, en la
préctica, sencillo ya que no resulta facil discernir entre distribuciones que presenten
caracteristicas similares como unimodalidad, simetria, etc.. Es por ello que resulta
interesante la consideracion de clases de distribuciones iniciales. En estas clases se
encontraran todas aquellas distribuciones de probabilidad que, razonablemente y con
cierta amplitud, recojan las opiniones iniciales acerca del parametro o parametros
objeto del analisis. Edwards, Lindmann y Savage(1963) fueron los primeros que se
aproximaron al problema de la relacién entre el p~valor y la evidencia bayesiana
utilizando una clase de distribuciones iniciales y calculando cotas inferiores para el
factor Bayes y la probabilidad final de la hipdtesis nula puntual sobre dicha clase.
Su conclusion es que hay fuerte discrepancia entre los p—valores y las probabilidades

finales,
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Dickey(1977) consider6 diferentes clases de distribuciones iniciales y examiné el
infimo del factor Bayes sobre cada una de las clases. También concluyé que el p~
valor exagera la evidencia contra la hipétesis nula incluso comparado con el infimo de
las medidas de evidencia bayesianas. Analogamente Berger y Sellke(1987) utilizan
diferentes clases de distribuciones iniciales para calcular, en este caso, el infimo de
las probabilidades finales de la hipétesis nula sobre cada una de las clases. Ellos
encuentran que.ese infimo es mucho mayor que el correspondiente p~valor, lo que les
lleva a concluir que los p—valores pueden ser medidas muy engafiosas de la evidencia

contra la hipdtesis nula.

En cambio De Groot(1973), en un marco muy general, construye distribuciones
alternativas y encuentra distribuciones iniciales impropias para las cuales el p—-valor y
la probabilidad final de la hipotesis nula son iguales. El supone que las distribuciones
alternativas estdn estocasticamente ordenadas y eso, aunque no sea de una manera
explicita, le coloca esencialmente en el problema del contraste de hipétesis unilateral.
Otros autores que también realizan comparaciones entre la probabilidad final de
la hipétesis nula y el p-valor son Pratt(1965), Dempster(1973), Bernardo(1980),
Shafer(1982) y Good(1984).

En particular, Pratt(1965) afirma que en el contraste unilateral el p—valor puede
ser aproximadamente igual a la probabilidad final de la hipétesis nula. En esta
misma linea, Casella y Berger(1987) prueban que, utilizando diferentes clases de
distribuciones iniciales, el infimo de la probabilidad final bayesiana es igual al p-
valor e incluso, en determinados casos, ese infimo es menor que el correspondien-
te p-valor con lo que concluyen que en el problema del contraste unilateral aquel
puede ser considerado como una aproximacién a las medidas de evidencia bayesianas.
Bernardo(1980) lleva a cabo un estudio alternativo del problema del contraste de
hipétesis puntual mas proximo a la teoria de la decision al imponer la maximizacion
de la informacién faltante. Su conclusion es que es posible establecer una relacion
uno a uno entre los p—valores y las probabilidades finales de la hipétesis nula.

Algunos trabajos que consideran cotas inferiores para el factor Bayes o para la
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probabilidad final de la hipStesis nula son Berger(1986), Berger y Delampady(1987),
Moreno y Cano(1989), Delampady(1989a, 1989b) y Delampady y Berger(1990).

Moreno y Cano(1989) tratan el caso de parametro muitidimensional y demues-
tran que, para una amplia clase de modelos muestrales y clases razonables de dis-
tribuciones iniciales, los p-valores no son necesariamente menores que la probabili-
dad final de la hipétesis puntual. En la misma situacién, Delampady y Berger(1990)
prueban que si hay simetria en las verosimilitudes, la discrepancia se mantiene para

diferentes clases de distribuciones iniciales.

Delampady(1989b), Berger y Delampady(1987) ademds de Berger(1985) estu-
dian la relacién entre los contrastes de hipétesis nula puntual y de hipétesis nula de
intervalo. Una vez mas concluyen que hay discrepancia entre las respuestas clasica
y bayesiana. En este sentido, el trabajo de Goémez Villegas y Gémez Sanchez—
Manzano(1992) pone de manifiesto que cuando el intervalo es suficientemente peque-
fio ambos problemas, el puntual y el de intervalo, conducirian a tomar la misma

decisién.

Como ya se ha comentado, parece adecuado considerar clases de distribuciones
iniciales para efectuar un analisis bayesiano del contraste de hipdtesis. A la hora
de elegir una clase deben tenerse en cuenta ciertas consideraciones que permitan un
desarrollo correcto del andlisis correspondiente. Berger(1994) indica las propiedades
que, idealmente, deberia poseer una clase de distribuciones iniciales: sencillez en la
especificacién y en la interpretacion, computacionalmente sencilla, que represente
nuestras opiniones iniciales y que sea flexible.

Una clase de distribuciones iniciales, que responde a esas propiedades y que
estd siendo muy empleada, sobre todo en estudios de robustez bayesiana, es la
clase de las distribuciones ¢-contaminadas. Estudios de robustez en los que se
utilizan distribuciones de este tipo se pueden encontrar, entre otros, en Berger(1985),
Berger y Berliner(1986), Sivaganesan(1988), Sivaganesan y Berger(1989) y Moreno
y Cano(1991). Berger(1994) propone varias clases de contaminaciones para efectuar
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un anéalisis bayesiano robusto. Por otra parte, Berger y Mortera(1994) estudian
la robustez bayesiana en el contraste de hipdtesis utilizando diferentes técnicas de

aproximacién para problemas en los que hay involucrados parametros perturbadores.

1.2 Desarrollo de la memoria

En la presente memoria se aborda el estudio de la relacién entre las evidencias
cldsica y bayesiana en el contraste de hipdtesis. Mdas concretamente, el objetivo
fundamental es mostrar que puede haber una reconciliacién entre las dos posturas,
clasica y bayesiana, en el contraste de hipdtesis nula puntual en el caso de parametro

de localizacién unidimensional.

En el capitulo 2 se plantea, en forma resumida, el problema general del contraste
de hipdtesis tanto desde el punto de vista clasico como desde el punto de vista
bayesiano. Asimismo se analizan con mas detalle los contrastes uniiaterales, de
hipétesis nula puntual y de hipdtesis nula de tipo intervalo. En el contraste de
hipdtesis unilateral se presentan los resultados obtenidos, fundamentalmente los de
Casella y Berger(1987), en orden a reconciliar los puntos de vista clasico y bayesiano
en este tipo de contraste. En concreto, ellos prueban que el infimo de la probabilidad
final de la hipétesis nula es igual o menor que el p-valor. En cuanto al contraste
de hipdtesis nula puntual se ofrece un resumen de los resultados obtenidos hasta
ahora, resultados que muestran una fuerte discrepancia entre la respuesta clasica,
medida siempre en términos del p-valor, y la bayesiana, concretada bien en el factor
Bayes bien en la probabilidad final de la hipétesis nula puntual. En este capitulo
se estudia, también, la relacién entre el contraste de hipdtesis nula puntual y el
contraste de hipdtesis nula de tipo intervalo y, en particular, cudndo un contraste
se puede aproximar por el otro de manera razonable. Aqui, la idea bésica es que el
contraste de hipotesis nula puntual raramente se plantea en situaciones practicas y
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que, por tanto, seria mas razonable efectuar un contraste del tipo
Hy: 08¢, frente a Hy:86€l,

donde I = (6o — b,00+b) y b > 0 debe ser elegido de tal manera que los 8 € I, sean
“indistinguibles” de 6.

En el capitulo 3 abordamos el problema del contraste de hipétesis nula puntual
desde el punto de vista bayesiano y su relacion con la respuesta cliasica. Nuestro
principal resultado es el teorema 3.1 que establece el infimo de la probabilidad final
de la hipdtesis nula puntual sobre la clase de distribuciones iniciales unimodales y
simétricas, Gys. Esta clase es una de las utilizadas tanto por Casella y Berger(1987)
como por Berger y Sellke(1987), los primeros para mostrar la reconciliacidn entre
las aproximaciones clasica y bayesiana en el contraste unilateral y los segundos para

mostrar la discrepancia en el contraste puntual.

La novedad radica en que podemos conseguir que este infimo sea aproximada-
mente ignal al p~valor correspondiente a la observacién realizada. Con lo que se
puede concluir, en contraste con los resultados obtenidos hasta ahora, que el p~
valor es una medida que puede estar dentro del rango de las medidas de evidencia
bayesianas en el contraste de hipétesis nula puntual. Se comparan los p—valores con
la cota inferior de la probablidad final obtenida cuando las observaciones provienen
de diferentes modelos muestrales. En particular, analizamos los casos Normal,
Cauchy y doble exponencial que se corresponden, respectivamente, con modelos

resistentes, propensos y neutros a datos atipicos (ver Main, 1988).

Finalmente, en el capitulo 4, llevamos a cabo un amplio estudio con el objetive
de conseguir cotas inferiores de la probabilidad final de la hipétesis nula puntual
utilizando la clase de distribuciones iniciales e~contaminadas y comparamos estas
cotas con el correspondiente p—valor en forma similiar a como se hizo en el capitulo

3.

Con la clase de las distribuciones £-contaminadas, como distribuciones iniciales,
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introducimos tres diferentes clases de contaminacién: (a) Todas las distribuciones;
(b) Todas las distribuciones que son unimodales y (¢) Todas las distribuciones uni-
modales y simétricas. Ademas de estas, en la literatura han sido tratadas otras
clases de contaminaciones como describimos con mas detalle en la introduccion del
capitulo 4. En cualquier caso, en los tres supuestos analizados, se llega a la con-
clusién de que se puede considerar que el p-valor queda dentro del rango de las
medidas de evidencia bayesianas. En todos los casos se presentan ejemplos y se

comentan los resultados.

Se puede, de esta forma, concluir que la discrepancia que otros autores han
observado entre las aproximaciones cldsica y bayesiana en el contraste de hipétesis
nula puntual no se debe a la necesidad de utilizar, como se habia argumentado
hasta ahora, una distribucién inicial mixta. El uso de otras clases de distribuciones
iniciales diferentes a las utilizadas en esta memoria es un problema que queda abierto
para posteriores investigaciones asi como la utilizacion de clases de distribuciones

.para el modelo de muestreo.



Capitulo 2

Contraste de Hipodtesis.

Resultados anteriores.

2.1 Introduccién

Una hipdtesis estadistica consiste en una afirmacidn acerca de un parametro de la
poblacion objeto de estudio. Lo que se pretende al formular una hipdtesis es conocer
si es verdadera o falsa. Habitualmente, la hipdtesis de la que se pretende averiguar si
es verdadera o falsa, y que se denomina hipdtesis nula, se enfrenta con la afirmacidn
contraria a la que se ha recogida en ella. Esta ultima recibe el nombre de hipdtesis
alternativa y engloba, como su nombre indica, todas las posibles alternativas a la

hipétesis nula.

De manera que un problema de contraste de hipdtesis tiene, en la mayoria de las

ocasiones, la [orma siguiente:

Sea # un parametro desconocido, posiblemente un vector, del que se sabe que

pertenece a un espacio paramétrico, @, y queremos determinar si § € Oy 0 0 € O,



Cap. 2. Contraste de Hipdtesis. Resultados anteriores. 10

donde @gU@l =@y®gﬂ@|=@

Se definirda Hy como la hipdtesis de que § € Oy y H, como la hipétesis de que
6 € 0,. A Hy se le denomina hipdtesis nula y a H, hipdlesis alternativa.

Hy: 0 € Oy frentea H,: § € O,. (2.1)

Un test de hipdtesis consiste en cualquier procedimiento que permita decidir si
se acepta o se rechaza la hipdtesis nula, entendiendo que rechazar la hipdtesis nula
equivale a aceptar la hipotesis alternativa. Antes de decidir qué hipotesis aceptar, se
observa una muestra aleatoria simple, X;,..., X,, de la poblacién que supondremos

con funcién de masa o de densidad, f(z|6), dependiente de 8.

Consideraremos, por tanto, un problema de contraste de hipdtesis como un pro-
blema en el que una de dos acciones serd tomada: aceptar Hp, lo que equivale a

rechazar Hy, o aceptar H,, que equivaldra a rechazar H,.

Desde el punto de vista clasico, un test de hipdtesis se evalua a partir de las
probabilidades de error de tipo 1 y de tipo 2. Se dice que se ha cometido un
error de tipo ! si se rechaza Hy cuando, de hecho, Hy es cierta. Mientras que si
se acepta Hg cuando, de hecho, H, es cierta se dice que se ha cometido un error
de tipo 2. Habitualmente, lo que se hace es construir la regidn critica, conjunto de
observaciones que conducen al rechazo de Hy, de tal manera que la probabilidad
de error de tipo 2 sea lo mads pequena posible sujeta a la restriccion de que la
probabilidad de error de tipo 1 esté acotada por un valor previamente fijado, aq,
que se conoce con el nombre de nivel de significacidn y que, normalmente, sera un

valor pequeno. Es corriente utilizar los valores 0.01, 0.05 y 0.1.

Debemos sefialar que cuando se fija el nivel de significacién de un contraste se
estd controlando unicamente la probabilidad de error de tipo | y que, por tanto, si
se utiliza esta aproximacion, las hipdtesis deberian formularse teniendo en cuenta
que lo que realmente se va a controlar es la probabilidad de error de tipo I y no la
de {ipo 2.
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Por otro lado, es interesante considerar el tamano, o, de un contraste concreto,
que es la maxima probabilidad de tomar una decisién incorrecta entre todos los
valores de 0 que satisfacen la hipdtesis nula. Es decir,

a = sup Pr{rechazar Hy|6}. (2.2)
f€@g

Nétese que a < g, siendo aq el nivel de significacion.

El tamano de un test aporta informacién importante, puesio que si es “pequeiio”
la decision de rechazar Hp resulta convincente. En cambio, si ¢l tamarfio es “grande”
la decisién de rechazar Hy puede no ser muy convincente ya que ¢l contraste tiene

una probabilidad alta de haber tomado la decision erronea.

Otra medida clasica de evidencia contra la hipdtesis nula, Hp, que informa de
los resultados de un contraste y que depende de las observaciones realizadas es el
p-valor. El p-valor mide el valor critico correspondiente a la muestra observada,

valor en el cual la muestra se encuentra en la frontera de rechazar o no rechazar.

Si se desea contrastar (2.1} y se ha observado X = z, el p-valor correspondiente
a esta observacion, p(z), se define como

p(z) = sup Pr{T(X) > T(x)l0}, (2.3)

donde 7T(X) es un estadistico apropiado para el problema que se esté tratando.
Observamos que el p-valor también depende de la hipotesis nula con la que se
esté trabajando, asi la region critica que hemos utilizado en (2.3) se correspondera,

verosimilmente, con una hipodtesis nula unilateral.

Si la observacion muestral, z, esta en la region critica para un contraste de
tamarnio o estard, asimismo, en la region critica de cualquier contraste de tamaifo
a' > o. Entonces, el p-valor correspondiente a la observacién z se puede interpretar
como el valor mas pequeno de « para el que la observacién de z conduciria a rechazar
Hy. Ahora bien, conviene aclarar que el p—valor, p(z), no es un nivel de significacion

y que no debe ser interpretado como tal.
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Cuanto mas pequerio sea el p-valor mads fuerte seré la cvidencia muestral contra,
la hipotesis nula. En otras palabras, cuanto mas pequefio sea p(z) las observaciones

indicaran que hay evidencia de que la hipotesis cierta es f{;.

Desde el punto de vista bayesiano, para decidir entre Hy y {1, basta con calcular
las probabilidades finales

ag=Pr{0 € Qplz} y a=Pr{be0,}, (2.4)
y decidir entre Hg y H, de acuerdo con esas probabilidades.

Si bien las probabilidades finales (2.4) son las medidas bayesianas utilizadas en
pritmera instancia en el contraste de hipotesis, otros conceptos, que a continuacion

introducimos, también tienen interés.

Si llamamos wg y 7, a las probabilidades iniciales de ©y y ©; respectivamente,

Definicion 2.1 Liamaremos cociente de probabilidades iniciales de Hy contra H,
al cociente mo/m,. Analogamente, llamaremos cociente de probabilidades finales de

Hy contra H,y al cociente agfa;.

(Obsérvese que si nuestro cociente de probabilidades iniciales es proximo a la unidad
significa que consideramos que Hy y H, tienen inicialmente (cast) la misma proba-
bilidad de ocurrir. Si este cociente de probabilidades es grande significa que consi-
deramos Hy (mucho) mas probable que H; y si el cociente es pequerio (< 1) es que

consideramos que, inicialmente, Hp es menos probable que H),.

Definicion 2.2 Ei factor Bayes en fuvor de Hy contra H, se define como

_ aofay . f($|@0)
Be) = oo ~ Featon

il interés del factor Bayes esta en que proporciona una medida de si los datos

aumentan o disminuyen los cocientes de probabilidades de Hy respecto de Hy. Asi,
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si B(z) > 1 quiere decir que, dado =, Hy es ahora relativamente mas plausible que
H,; st B(z) < 1 quiere decir que , dado z, ha aumentado la plausibilidad relativa
de H;.

Debe observarse que, puesto que 7y = | — 79 y @y = | — ay, la probabilidad final

de Hy se puede obtener a partir de su probabilidad inicial y del factor Bayes. En

l—mg 1\
=1 0 .
do ( T B(;r:))

En ocasiones, el factor Bayes puede interpretarse como el cociente de verosimi-

efecto,

litudes de Hy contra H,. [sta interpretacion es claramenie valida en el caso de

hipétesis simples, @ = {#y} y ©, = {6} puesto que enlonces

Boy - L1

Ty’

de manera que el factor Bayes, en este caso, no depende de las probabilidades

iniciales.

En el caso general, en cambio, B(z) dependera de la distribucion inicial elegida,
puesto que si se trata de contrastar Hy frente a H, como en (2.1), obtenemos (Berger,

1985)
(0)
Pr(@u)d(}

Jor J(al0) gt

Jo, [(10)
B(z) =

donde = (0)/Pr{0;) es la densidad inicial truncada en ©; (: = 0,1). De manera que
el factor Bayes se puede interpretar como la razén ponderada de las verosimilitudes

de Hy a H, donde la ponderacion es la densidad inicial truncada a 9;.

Como ya hemos dicho, al estar involucrados los cocientes 7(8)/ Pr(©;), el factor
Bayes no puede ser considerado como una medida relativa de las verosimilitudes

proporcionada tnicamente por los datos, exceplo si ambas hipdtesis son simples.
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En ocasiones, sin embargo, B(z) es relativamente poco sensible a determinadas (y
razonables) elecciones de la distribucidn inicial. En estos casos la interpretacion
como cociente de verosimilitudes es razonablemente correcta. La principal ventaja
operativa de tener un factor Bayes que dependa poco de la distribucién inicial es que
si un informe incluye este factor, entonces uno puede determinar su propio cociente
de probabilidades finales simplemente multiplicando el factor Bayes por su propio

cociente de probabilidades iniciales.

Una revision del significado del factor Bayes, asi como una calibracion analoga

a la del nivel de significacion puede verse en Kass y Raftery(1995).

2.2 Contraste de hipotesis unilateral

Se dice que un contraste de hipotesis es de tipo untlateral si @ € R y Oq esta

enteramente a un lado de ©,.

En este caso el uso de los p-valores tiene una justificacién bayesiana como se

muestra en el siguiente ejemplo

Ejemplo 2.1. Sea X una variable aleatoria con distribucion N(8,0?), o? conocida

y supongamos 7{#) = 1. La distribucién final, #(6|z), en este caso es N(z,0?).
IEn estas condiciones, consideremos el contraste
Ho: 0<8; frentea H,: 0>6. (2.5)

La probabilidad final de la hipétesis nula es

Pr(Ho|z) = Pr(6 < folz) = ® (Q‘J “"”") ,

a

siendo @ la funcién de distribucién de la variable aleatoria N(0,1).
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En cuanto al p-valor contra Hy resulta

p(m):P?"(Xzz:mo):1_@(3;_00) :(I)(oo—:c)

o2 a

que coincide con la probabilidad final de la hipdtesis nula. No obstante, conviene
observar que en la expresion bayesiana la variable aleatoria es  mientras que en la

correspondiente al p-valor la variable aleatoria es z. O

El uso en el ejemplo anterior de una distribucién inicial no informativa, que da
masa infinita a cada una de las hipdtesis, puede justificarse si se dispone de poca o
nula informacion inicial. Ademads, cualquier distribucidn inicial que sea aproximada-
mente constante sobre el intervalo (0p — 20,z -+ 20) (suponiendo =z > 0y ) y que no
sea significativamente grande fuera del mismo nos proporcionara una probabilidad

final aproximadamente igual al p-valor.

Consideremos un contraste unilateral del tipo (2.5). Supongamos que X se
distribuye mediante f(z|f), con 8 parametro de localizacion. Casella y Berger(1987)
muestran que en este caso es posible reconciliar la medida de evidencia bayesiana,
concretada en la probabilidad final de la hipotesis nula, con la medida clasica del
p—-valor. Si bien es preciso hacer notar que la probabilidad de que Hgy ocurra no

tiene sentido dentro de la teoria clasica.

En concreto, si pretendemos efectuar el contraste (2.5) y suponemos que se ha

observado X = z, el p-valor correspondiente, p(z), sera
mﬂzPﬂxzﬂhﬂ@=fjﬁ—M&. (2.6)

Si p(z) es “pequeno” la hipdtesis nula seria rechazada, mientras que si p(z) es

“grande” seria aceptada.

Sea 7(#) una distribucién inicial para el pardmetro 0. La probabilidad final de

Hy sera 9
% ° f(z — 0)n(0)do
PT(HoIfc)=f r(0|z)do = —eo J(2 = 0)m(0)

. = [r=Fm (o (29
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Se trata, entonces, de comparar estas dos medidas de evidencia, (2.6) y (2.7),
para unas determinadas clases de distribuciones iniciales que dan el mismo peso a
la hipétesis nula que a la hipétesis alternativa. Las clases utilizadas por Casella y
Berger(1987) son:

G 4 = {Todas las distribuciones que dan masa 1/2 a Ho y 1/2 a H,}..
G's = {Todas las distribuciones simétricas en torno a fp}.

Gus = {Todas las distribuciones unimodales y simétricas en torno a fy}.
Grnor = {N(fo,7%), 0 < 72 < 0}.

Como medida de evidencia bayesiana toman el infimo de la probabilidad final de

Hy sobre la clase de distribuciones iniciales elegida, G,
Pr(fy|z,G) = 12(2 Pr (Hylz). (2.8)

En todos los casos se considera z > g puesto que si @ < 8 resulta p(z) > 1/2
y ni desde el punto de vista clasico ni desde el punto de vista bayesiano se podria

decir que los datos proporcionan evidencia contra .

Si la clase de distribuciones iniciales elegida es (¢4 entonces, cualquiera que sea
la funcion f(x = 8), resulta Pr (Hg|z,G4) = 0 que es, por lanto, menor o igual que
el p-valor. En los demas casos se considera que f es simétrica y que tiene cociente

de verosimilitudes mondtono (CVM).

Definicién 2.3 Se dice que una variable aleatoria, X, con funcién de densidad
f(z]9), 0 parametro desconocido, tiene cociente de verosimilitudes monstono (CVM)
st para cada 8) > 0, el cociente f(z|0,)/ f(z}0)) es una funcion no decreciente en el

conjunlo {z, f(z|61) > 0 ¢ f(z|f2) > 0}. (c/0 se define o0 sic>0).

Distribuciones con CVM son, entre otras, la distribucién binomial, la distribucion

de Poisson y la normal de media desconocida y varianza conocida.
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Ademas, se utiliza el hecho de que el infimo de las probabilidades de la hipdtesis
nula es el mismo si éste se toma sobre una clase de distribuciones iniciales, ¢, o

sobre la clase Gy de todas las mixturas de G. Es decir,

Pr(Holz,Gy) = Pr (Holz, G) (2.9)

Definicién 2.4 Sea G = {m,,a € A} una clase de distribuciones iniciales sobre la
recta real. Se dice que Gar es el conjunto de todas las mizturas de G si, dado B
conjunto medible y P alguna medida de probabilidad sobre A, todo elemento 7 de

G se puede escribir

7(B) = /AWC,(B) dP(a).

En estas condiciones, es decir tomando f simétrica y con CVM se obtiene que el
p-valor, p{z), es una cota superior para el infimo de la probabilidad final de Hy. Es
mas, si [ no es simétrica como es el caso, por ejemplo, de la distribucion exponencial
o f no tiene CVM, como es el caso de la distribucién de Cauchy, dicha acotacion es

estricta.

Si la distribucion inicial es de la clase (s o de la clase Gys el infimo de la
probabilidad final se alcanza cuando la distribucidn inicial considerada es impropia,

es decir para la medida de Lebesgue en {—o0, +00).

Ahora bien, si f no es simétrica, como es el caso de la distribucién exponencial,
o no tiene CVM, como la distribucién de Cauchy, el infimo puede alcanzarse para

una distribucion inicial propia.

En cuanto a la clase Gnog, al ser una subclase de Gy vale lo obtenido para
¢ésta. No obstante, Casella y Berger(1987) encuentran que si f es simétrica y tiene
CVM el p-valor es igual al infimo de la probabilidad final de Hp tomado sobre la
clase de todas las transformaciones por escala de una densidad acotada simétrica y

unimodal (nétese que Gyor es de este tipo).

Para finalizar este apartado, cabe senalar que si el contraste unilateral es del tipo
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Ho : 0 = Oy frente a H, : 0 > 8y, Berger y Sellke(1987) afirman que el p-valor y el
infimo de la probabilidad final de Hy son completamente diferentes. Ellos obtienen,
por ejemplo, que si X ¢s una variable aleatoria que sigue una distribucién N(@,1)
y se observa z = 1.645 entonces el p—valor es 0.05 mientras que para la clase G4
resulta Pr(Ho|z,G4) = 0.21. Debemos hacer notar, sin embargo, que en este caso
Berger y Sellke(1987) asignan masa 1/2 al punto 6 = #5, lo que nos parece que es

sesgar demasiado en favor de la hipdtesis nula Hy.

2.3 Contraste de hipdtesis nula puntual

[In Estadistica cldsica es corriente encontrarse con el problema de contrastar si el

parametro, ¢, toma un valor concreto, esto es
Hy:0=40, frentea H]:0#0 (2.10)

Tal contraste, llamado de hipdtesis nula puntual, es interesante por muchas ra-
zones. Para nosotros lo es, principalmente, porque las conclusiones hasta ahora
obtenidas desde un enfoque bayesiano son completamente diferentes de aquellas que

se obtienen desde el punto de vista clasico o frecuentista.

Lindley(1957), en lo que se ha conocido posteriormente como paradoja de Lind-
ey, muestira la discrepancia entre las respuestas clasica y bayesiana al efectuar el
contraste (2.10) suponiendo que las observaciones provienen de una distribucién
normai de vartanza conocida. Ll asigna probabilidad inicial 75 a la hipdtesis nula
y distribuye el resto, I — 7y, uniformemente sobre algun intervalo centrado en .
Su conclusién fundamental es que, sea cual sea el valor que se asigne a 7, se puede
encontrar un tamafio mucstral, n, que depende de 7y y del nivel de significacion del
contraste, de tal manera que desde la dptica clasica se puede rechazar f{; mientras
que desde el punto de vista bayesiano deberiamos aceptar H;. Esa es la paradoja. Un

estudio actualizado de la misma puede verse, como ya hemos dicho, en Shafer(1982).
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Si suponemos que, desde el punto de vista clasico, el contraste se apoya en el
valor de un determinado estadistico, T(X), de tal manera que valores extremos
de éste son considerados como evidencia contra la hipotesis nula, #;, entonces el

p-valor de los datos observados, p(z), sera
p(z) = Pr{|T(X)| 2 |T(2)}|0 = o} , (2.11)
siendo T'(z) el valor del estadistico cuando X = z.

De manera que si p{z) es “pequeno” rechazariamos Hj, mientras que si es

“grande” aceptariamos Hg.

Para contrastar (2.10) desde la perspectiva bayesiana, se debe utilizar una dis-
tribucidn inicial mixta que asigne probabilidad 7y al punto 8y y distribuya el resto,
1 — %o, en los valores § # 8 segin una densidad (propia) #{#). Es decir, s1 A es un
elemento cualquiera de la o-algebra de Borel en R, resulta

Pr(A) = mol4(80) + (1 — mo) / (0) o,

A

con [4(0)=1s180€ Ael(8)=0si8c A

St Xy,..., X, es una muestra aleatoria simple de la variable aleatoria X, la

densidad marginal de X = (X|,..., X,) es
m(x ) = ngf(&|00) + (1 — mo)rni () (2.12)

donde & = (z),...,2.) es el vector de observaciones y m (&) = [py f(x{0)7(0) d0

es la densidad predictiva bajo H;.

FEntonces, las probabilidades finales de Hj y H} son
mof(z]0o)

Pr(H|z) = —— (2.13)

(1 — mg)my (x)
m(x)

Pr{H T =t=Fri{f, = (2.14)
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mientras que el factor Bayes
_ Pr(Hgle) 1 — o _ f(=z|8)
PFHTIZE 70 Tal(z)

Si se dispone de un estadistico suficiente, T', es sencillo demostrar (Lee, 1989) que si

B(x) (2.15)

t = T'(x), las expresiones (2.13}, (2.14) y (2.15) siguen siendo validas si sustituimos
x por L.

Berger(1985) y Lee(1989) prueban que en el caso de que las X; sean variables

aleatorias independientes e idénticamente distribuidas N (8, ¢?), con o

conocida, si
se elige mp = 1/2 y una densidad inicial 7(8) que seca N(6y,7%) sobre la hipdtesis
alternativa con o = 7, entonces los resultados clasico y bayesiano difieren cada vez
mas a medida que aumenta el tamano muestral. De manera que para un p-valor
fijo la probabilidad final de la hipotesis nula se aproxima a | cuando n se hace
suficientemente grande. Situacién similar a la obtenida por Lindley(1957) aunque

alli la distribucion inicial elegida fue la uniforme en un intervalo.

Debe, entonces, observarse que la discrepancia que obtienen estos autores no de-
pende, actualmente, de la distribucion inicial elegida. Es mas, Jeffreys(1961) prefiere
elegir una distribucién inicial de Cauchy y llega a las mismas conclusiones que ya se
han expuesto. Resultados similares obtienen, también, Smith y Spiegethalter(1980)

cuando utilizan una distribucidn inicial constante.

Berger y Sellke(1987) calculan cotas inferiores para el factor Bayes y para la
probabilidad final de la hipdtesis nula puntual segin sea la clase de distribuciones

iniciales elegida. Esto es, si (¢ es la clase de distribuciones iniciales, ellos calculan
Pr(Hjlz,G) = 123 Pr(Hj|z).

Las clases de distribuciones iniciales que consideran son G4, Gs, Gys y Gyor va

mencionadas en la Seccién 2.2.

IEn principio puede pensarse que las distribuciones de las clases G son distribu-

ciones de probabilidad sobre H] aunque para evitar complicaciones en la notacion
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y puesto que los resultados son los mismos, se puede suponer que las G incluyen
distribuciones que dan masa al punto #5. Ademas, de esta forma, las colas inferiores

se alcanzan en todos los casos.

Si se considera ahora el caso de una variable aleatoria, X, cuya distribucién sea
N(8,0%), con o? conocida, 7y = 1/2 y n(f) pertenecicnic a las clases de distribu-
ciones iniciales mencionadas, Berger y Sellke(1987) obtienen cotas inferiores para la
probabilidad final de H} que son més grandes, en algunos casos mucho mas grandes,
que los correspondientes p—valores. Todo esto les lleva a afirmar que la interpretacion
de los p-valores como medida de evidencia contra ] no es correcta, puesto que las
probabilidades finales son bastante mds grandes que el p-valor. [En consecuencia no
seria aceplable utilizar el p-valor de 0.05 como evidencta para rechazar la hipotesis

nula.

En la grafica de la figura 2.1, Berger y Sellke(1987), estan representadas cotas
inferiores para las probabilidades finales de la hipdtesis nula junto con el p-valor y
la probabilidad final, Pr{Hj|z). Para representar esta iiltima se han tomado n=10,

7ro=l/2y02='r2.

En esta misma linea, Edwards Lindmann y Savage(1963) y Dickey(1973) propo-
nen utilizar cotas superiores de la probabilidad final, si bien este analisis requeriria

elecciones subjetivas de la distribucién inicial, 7(8), sobre la hipbtesis alternativa.

Dickey(1973) propone calcular la probabilidad final de H, y también el factor
Bayes, para una amplia gama de distribuciones iniciales y estudiar cudl es el efecto
que produce cada eleccidén en los resultados finales. Se trataria, por ejemplo, si
la verosimilitud es N(#,0?), de considerar todas las distribuciones N (i, 7?) como
iniciales y presentar grificos de la probabilidad final, Pr(Hj|z), v del factor Bayes,
B(x), con g y 7% variando. Esto iltimo permitiria, a la vez, llevar a cabo estudios

de robustez al recorrer los pardmetros un determinado conjunto de valores.

Para concluir esta seccidn, cabe sefalar que si la verosimilitud se supone de
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Figura 2.1: Probabilidades finales y p-valor, caso Normal.

otra forma funcional, por ejemplo Cauchy como hacen Berger y Selike{1987), los
resultados son similares a los obtenidos en el caso normal cuando se tienen valores
moderados de las observaciones. En el caso concreto de la verosimilitud de Cauchy,
si los valores de las observactones son extremos las probabilidades finales y los p-
valores tienden a coincidir. Ahora bien, en este caso si {z| tiende hacia infinito la
probabilidad final Pr(H;|z) tiende a 7y cualquiera que sca la distribucién inicial
fija 7(#). De manera que las observaciones extremas no proporcionan informacion

desde el punto de vista bayesiano.
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2.4 Contraste de hipétesis de tipo intervalo

El contraste de hipdtesis nula puntual, presentado en la seccién precedente, rara-
mente se presenta en la gran mayoria de las situaciones practicas. Si exceptuamos,
quizds, algin caso muy especifico como puede ser el contraste de percepcion ex-
trasensorial(ESP) donde la hipdtesis nula es que el individuo en cuestién no tiene
ESP (Soal y Bateman, 1954) o el contraste de conexion entre dos factores genéticos
(Lindley, 1957), practicamente nunca se da el caso en quec se estudie la hipdtesis
de que 0 = 8y “exdactamente” (Lehman, 1959). Nosotros anadiriamos el caso de
comparar dos distribuciones normales, donde es capital suponer la hipdtesis nula
o2/o? = |, al menos desde el punto de vista frecuentista. Asi, desde un punto de

vista practico serta mas razonable contrastar
Ho:0€l, frentea H :0€l, (2.16)

siendo f, = (0p — b,0p + &) con b > 0 elegido de tal manera que los 8 € [, puedan
considerarse “indistinguibles” de 8. Se pueden encontrar ejemplos en Berger(1985),
Berger y Delampady(1987) y Lee(1989) entre otros.

La cuestion que se plantea, entonces, es que dado que lo que realmente se deberia

contrastar es (2.16), jcudndo se puede aproximar (2.16) por (2.10)7

Desde el punto de vista clasico el problema de determinar el valor de b que hace
que (2.16) pueda ser aproximado por {2.10) consiste en determinar cuando los p-
valores de (2.10), p(z), dado por (2.11), y de (2.16), ps(z), sean aproximadamente

iguales. Siendo

T(X)| = |T()]|0}. (2.17)

pe{z) = sup Pr{
gely

Si X es una variable alcatoria que sigue una distribucién N(6,c?), con ¢ conocida,
Berger y Delampady(1987) obtienen condiciones para aproximar p(x) y m(z) de
manera que el error cometido no supere un determinado porcentaje. El tamano
muestral, n, influye en el valor de b que permite aproximar ambos p-valores de tal

manera que si n es muy grande entonces b sera muy pequeno.
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Desde el punto de vista bayesiano, (2.16) se puede aproximar por (2.10) cuando
las probabilidades finales de la hipdtesis nula sean aproximadamente iguales en am-
bos contrastes. Un primer caso en el que esto ocurre es aquel en el que la verosimi-
litud es aproximadamente constante en [, (Lee, 1989). Pero esta condicién parece
demasiado fuerte y, ademas presenta demasiadas dependencias ya que el factor que
mide la variacidn de la verosimilitud en el intervalo /, depende del tamarfio muestral,

de la magnitud de la observacidén y de la varianza de la verosimilitud.

Sea X una variable aleatoria continua con funcidn de densidad f(z — 0), 8
parametro desconocido, § € ©. Para electuar el contraste {2.10) recordamos que es
preciso elegir una distribucién inicial mixta que asigne masa 7, 0 < 75 < |, a la
hipdtesis nula, Hy, y reparta el resto, | — =g, sobre ¢ # 8o, hipdlesis alternativa, de

acuerdo con una densidad que llamaremos #(§).

En cuanto al contraste (2.16) supondremos, inicamente, que tenemos una densi-
dad continua, 7(#), sobre ©. Esta 7(#) serd la misma que la utilizada en el contraste

(2.10).

El factor Bayes del contraste (2.10) viene dado por (2.15), mientras que el del
contraste (2.16) es

Ll (0)df [ 7(8) dO
B(z) = 38 e (2.18)

fur0)d0 Iy, [(zl0)m(0)d0°

Gomez Villegas y Gomez Sanchez-Manzano{1992) prueban que B,(z) converge a

B{(z) cuando b tiende a cero. Esto es, desde el punto de vista bayesiano ambos
problemas serian equivalentes para valores suficientemente pequenios de 6. Estos
autores sugieren elegir my, la probabilidad que se asigna a la hipdtesis nula puntual,

como
m:/ﬂmw (2.19)

Iy
puesto que de esta manera el cociente de probabilidades finales del contraste (2.16)

Prillz) il my  Pr(Hglz)
_“-HPT‘UE[:J:) = Bb(:l:)1 — converge a B(:I:)l " T PUMe)
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Tabla 2.1: Probabilidades finales de H, en los contrastes de hipétesis nula puntual y de

intervalo, caso Normal.

1.645 1.960 2.576 3.291
b= 0.1 0.0774 0.0477 0.0139 0.0021
0.0794 0.0482 0.0142 0.0022
b= 0.2 0.1544 0.0983 0.0297 0.0045
0.1699 0.1083 0.0356 0.0066
b= 0.3 0.2303 0.1515 0.0477 0.0074
0.2780 0.1890 0.0717 0.0161

que es el cociente de probabilidades finales del contraste (2.10). De manera que
en los dos counlrastes se llegaria a tomar la misma decisién, siempre que & fuese
suficientemente pequeno. En efecto, si se toma me como indica (2.19) la probabilidad
final de la hipdtesis nula es muy parecida en ambos contrastes cuando b es pequeno,

como se muestra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.2. Sea X,,...,X, una muestra aleatoria simple de una poblacién
N(8,0%), con o? conocida. En este caso sabemos que la media muestral, X, tiene
una distribucién N(6,0?/n). Consideremos el estadistico T(X) = /n(X — 6g)/o.

Supongamos que la distribucion inicial para 8, #(8), es N (6o, 72).

Entonces, si t = /n(Z — Oy)/o y ® denota la funcién de distribucion N(0, 1),
la tabla 2.1 muestra las probabilidades finales de la hipdtesis nula en los contrastes
(2.10) y (2.16) para distintos valores de by de t. Para cada valor de b, la fila superior
muestra la probabilidad final de la hipdtesis nula puntual mientras que la fila inferior
muestra la probabilidad final de la hipdtesis nula de intervalo. Los calculos se han

efectuado tomandon =10y c* =72 =1. O

En cuanto a la relacién entre la probabilidad final de la hipdtesis nula en (2.16)

y el correspondiente p-valor, py(z), Berger y Delampady(1987) muestran que fijada
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Tabla 2.2: Probabilidades finales y p-valores de H; en el contraste de hipdtesis de tipo

intervalo, caso Normal.

1.645 1.960 2.576 3.291
b= 0.1 0.1169 0.0615 0.0138 0.00i6
0.0732 0.0434 0.012¢ 0.0017
b=02 0.1670 0.0969 0.0266 0.0040
0.1571 0.0978 0.0302 0.0051
b =103 0.2479 0.1577 0.0520 0.0096
0.2583 0.1715 0.0613 0.0125

la densidad inicial, #(#), la probabilidad final es aproximadamente igual al p-valor
cuando el tamano muestral, n, es grande. Mads concretamente, Pr{fy|Z,) tiende
a pp(z) cuando n tiende a infinito. En el ejemplo siguiente comparamos estas dos

medidas en un caso concreto.

Ejemplo 2.3. Supongamos, como en el ejemplo 2.2, que X;,..., X, es una mues-
tra aleatoria simple de una variable aleatoria X con distribucién N(6,4?), con o
conocida, y tomemos como densidad inicial una N{fy,7%). En estas condiciones, la
tabla 2.2 muestra, para distintos valores de b y ¢, en la fila inferior los valores de
ta probabilidad final de la hipdtesis nula en (2.16) y en la fila superior el p-valor
correspondiente. Los cdlculos se han efectuado tomando n = 10, 0?2 = 1y 7% = 2.

O

Se observa que las diferencias entre el p-valor y la probabilidad final de la
hipotesis nula en el caso del contraste de tipo intervalo no son grandes y que las
conclusiones serian las mismas desde los puntos de vista clasico y bayesiano. No
obstante, conviene observar que para valores muy pequefios de b el p-valor se es-
tabiliza mientras que la probabilidad final de la hipdtesis nula tiende a cero, como

consecuencia de elegir su probabilidad inicial cada vez mas pequerdia.
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Tabla 2.3: Probabilidad final de Hy en el contraste de hipdtesis de tipo intervalo y

p—valor en el contraste de hipétesis nula puntual, caso Normal.

t 1.645 1.960 2576 3.291
p—valor 0.1169  0.0615  0.0138  0.0016
b 00732  0.0434 00120  0.0017
Pr(1y|t) 0.1670  0.0969  0.0266  0.0040

Casella y Berger en la discusidn del trabajo de Berger y Delampady(1987) mues-
tran que se puede conseguir, tomando b adecuadamente, que los p-valores del con-
traste de hipdtesis nula puntual (2.10) y las probabilidades de la hipdtesis nula de
intervalo cn {2.16) sean, practicamente, casi iguales. Reproducimos aqui, en la tabla
2.3, el ejemplo de Casella y Berger para algunos valores de ¢. La verosimilitud es
N(0,1) y la distribucidn inicial elegida para el parametro es N(0,4).

Estos resultados les llevan a afirmar que los p—valores y las probabilidades finales
de la hipédtesis nula se parecen siempre que b, radio del intervalo, sea suficieniemente

pequeno.

Para finalizar esta seccion, presentamos un ejemplo con verosimilitud binomial en
el que se observa que, eligiendo b convenientemente, es posible aproximar el p-valor

y la probabilidad final en el contraste de hipdtesis nula puntual.

Ejemplo 2.4. Sea X una variable aleatoria con distribucion binomial de parametros
n y 0, este dltimo desconocido perteneciente al espacio parmétrico © = (0,1). La

funcidén de masa, por tanto, es

f(z]6) = ( " ) 6°(1 — 0)""%, para z=0,1,...,n.
x

Se desea contrastar Hj : § = 0y frente a HY : § # 0y, 0 < 8§y < 1. Tomando para
el p—valor el estadistico T'(X) = 1/ f(X|00), resulta que si se ha observado X = z el
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p—valor sera:
plz) = Pr(t; f(t16o) < f(z00)).
Como distribucion inicial, (8}, para el pardmetro elegimos una beta cuya media
sea, precisamente . Teniendo en cuenta que la densidad de la Be(r, s) es
Hr+s) ..,
L 1 —48 5—1
_F(T)F(S)G ( N |
y su media es r/(r + s), para que esta media sea igual a 0y debemos elegir #(#) ~
Be(kflg, k(1 — 0y), con & > 0. De esta manera tenemos que la densidad predictiva
resulta
Nk : k(L — —
ma(x) = [ 1(al0)n(6)do = ( " ) M) (e + Oo)T(k(L = 0o) 4 1 = o)
z | TR TR =T F = 2]
y, por tanto, ¢l factor Bayes dado por (2.15),
Bz) = 05(1 — 00) T (kG) (k{1 — G (n + k — 2)
T C(E){z + kB)T(k(1 — Bg) +n —z)

La probabilidad final de la hipétesis nula se obtiene a partir de B(z) ya que

-1

l—?rg 1

Tg I

PT(HQI.ZL‘) = (1 -
En cuanto al contraste Hy : 6 € [ frente a Hy : § € If tenemos

Pr(ly) "_"f; 7(6) 8, (2.20)

b

mientras que la probabilidad final de la hipétesis nula es

Pr(ly]z) = f[b (0]z) do,
con 7(0lz) densidad de la distribucidn Be(z + kflg,n — z + k(1 — 05)).

La tabla 2.4 muestra los p-valores, la probabilidad final de la hipdtesis nula
puntual cuando se le asigna una masa inicial 7 = 1/2, la probabilidad final de
la hipdtesis de intervalo con b = 0.05 y la probabilidad final de la hipétesis nula
puntual Pr(H;|z) cuando asignamos la probabilidad inicial, 7y, calculada a partir

de (2.20).
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Tabla 2.4: Probabilidades finales y p-valores, caso Binomial.

n x o p-valor Pr(H§|z,1/2) Pr(ly) Pr(l|z) Pr(Hj|z,wo)
9 1 045 0.0476 0.2569 0.1917  0.1515 0.1161
10 7 040 0.1011 0.3470 0.1721  0.1055 0.0994
12 7 030 0.0524 0.3239 0.1824  0.0564 0.0633
14 8 0.25 0.0103 0.1685 0.1917  0.0554 0.0459
15 3 0.50 0.0352 0.1844 0.168%  0.0394 0.0439
17 8 0.25 0.0478 0.3565 0.1761  0.0593 0.0593
17 5 0.10 0.0827 0.3133 0.1824  0.1082 0.0966
19 2 0.40 - 0.0083 0.0740 0.1720  0.0140 0.0163
20 2 030 0.0525 0.2325 0.2694  0.1960 0.1440

Las probabilidades finales de las hipdtesis nulas en los contrastes (2.10) y (2.16)
son muy parecidas cuando en la distribucion inicial mixta que utilizamos en el con-
traste (2.10) se clige mo, probabilidad inicial asignada a f{, como indica (2.20).
Ademis, en algunos casos, dichas probabilidades alcanzan valores numéricos muy
proximos al p~valor correspondiente. Asi, por ejemplo, sin =10, z =Ty 8y = 0.4,
la probabilidad final de la hipdtesis nula puntual es 0.0994 mientras que la proba-
bilidad final de la hipétesis nula de intervalo es 0.1055 y el p-valor es 0.1011. En
cambio, cuando se elige 7y = 1/2 se observa que la probabilidad final de Hj es

mucho mas grande que el p-valor.

A la vista de los resultados parciales obtenidos en los ejemplos anteriores parece
que procede investigar st se puede obtener un resultado general que permita aproxi-
mar, en el contraste de hipdtesis nula puntual, los valores de la evidencia bayesiana,
expresada mediante una cota inferior para la probabilidad final de la hipdtesis nula,
y la evidencia cldsica, concretada en el p-valor. A este objetivo se dedican los

capitulos 3 y 4 de la presente memoria.



Capitulo 3

Distribuciones iniciales

unimodales y simétricas

3.1 Introduccién

IEn el contraste de hipdtesis nula puntual, como ya mencionamos en el capitulo 2,
Berger y Sellke(1987) y Berger y Delampady(1987) afirman que existe discrepancia
entre las aproximaciones clasica y bayesiana, la primera expresada en términos del
p-valor y la segunda a través del factor Bayes y de la probabilidad final de la
hipdtesis nula. Casella y Berger(1987) argumentan que tal discrepancia es debida a
la necesidad de utilizar una distribucion inicial de tipo mixto para efectuar el analisis

bayesiano de dicho contraste.

En este capitulo veremos que la discrepancia observada por Berger y Sellke no
se debe tanto a la necesidad de elegir una distribucion inicial de tipo mixto para el
parametro como al reparto de la probabilidad que ellos llevan a cabo: 1/2 para el
punto § = 8y y 1/2 para todos los 8 # 8. Concluyendo en que ese reparto puede no

ser representativo de una distribucidn inicial imparcial sino que mas bien refleja un

30
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cierto sesgo en favor de la hipétesis nula, . Es mas, eligiendo 74 como proponen
Gomez Villegas y Gémez Sanchez—Manzano (1992) probaremos que el infimo de
la probabilidad final de la hipdtesis nula puntual es aproximadamente igual que el

correspondiente p-valor.

Sea § un parametro de localizacion desconocido perteneciente a un espacio pa-

ramétrico @ CR. Consideramos el contraste de hipétesis nula puntual
Hy: 0=0, frentea H;:0+# 0. (3.1)

Supongamos que, para resolver el contraste, se observa una variable aleatoria, X,
con funcién de densidad f(x —8), continua en #y. Llevar a cabo un andlisis bayesiano
de (3.1) implica, como ya se indicé en la Seccidn 2.3, utilizar una distribucion inicial
de tipo mixto en la que, entre otros elementos, hay que seleccionar una distribucion
sobre H7.

Ahora bien, elegir una distribucién inicial concreta, 7(#), no es sencillo en la
mayoria de las ocasiones puesto que la informacién previa disponible no serd, en ge-
neral, lo suficientemente precisa como para poder determinar 7(8) con total seguri-
dad. Es habitual, en estos casos, dejar que la distribucidn inicial, n{0), pertenezca a
una clase amplia de distribuciones y, sobre esa clase, calcular una cota inferior para
la probabilidad final. Nosotros calcularemos el infimo de la probabilidad final de la

hipotesis nula cuando la distribucién inicial varie en la clase
Gus = { Todas las distribuciones unimodales y simétricas en torno a 8y }.

Pensamos que Gys es una clase razonable de distribuciones iniciales para el
parametro ¢ en el problema del contraste de hipdtesis nula puntual, en el sentido
de que “no favorece” a la hipotesis alternativa, H}. Esto es, ¢l uso de Gys deberia
prevenir que haya excesivo sesgo hacia valores  # 8. Ademas, esta clase ha sido
utilizada por Casella y Berger(1987) y por Berger y Sellke(1987) para obtener cotas
inferiores de la probabilidad final en los contrastes unilateral y bilateral respectiva-

mente.
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El coniraste de hipdtesis nula puntual en el problema de un parametro de lo-
calizacion, que es el que nos ocupa en esta memoria, se elige mds por convenien-
cia matematica que por metodologia estadistica (Casella y Berger, 1987). Para la
mayoria de los autores, una hipotesis precisa puede ser representada, salvo raras

excepciones, COmMo
Ho: |0 =8 <b frentea Hy:|8—6y >b, (3.2)

donde b > 0 es “pequeno”. Esta situacion ya fue comentada en €l capitulo 2.

De manera que lo que proponemos cs reemplazar el contraste (3.1) por el con-

traste (3.2). Este cambio nos proporciona algunas ventajas:
(1) En (3.2) no es preciso utilizar una distribucion inicial de tipo mixto.

(i1) Si queremos contrastar (3.1), dado #(8), podemos fijar ¢l valor de b, aquel
que haga equivalentes (3.1) y (3.2) y calcular

= ) do. 3.3

o= f ™ (3.3)

que es la masa de probabilidad inicial que, en la distribucion mixta, asignaremos a la

hipdtesis nula, A}, en el contraste (3.1}). Por otra parte, elegir b, radio del intervalo,

es mas intuitivo que elegir mg (habitualmente se ha tomado 1/2 como valor de rp).

Siguiendo con las notaciones introducidas en el capitulo 2, en la seccién 3.2
presentamos el resultado principal que consiste en la obtencién del infimo de la
probabilidad final de la hipotesis nula en el contraste puntual cuando la distribucion
inicial varia en la clase Gys. Ademas, probamos que la distribucién inicial de tipo
mixto utilizada queda muy proxima a la distribucion inicial utilizada en el contraste

de tipo intervalo.

En la seccion 3.3 llevamos a cabo la comparacién entre el p-valor, como medida
de evidencia clasica contra la hipdtesis nula, y el infimo de la probabilidad final de H]
tomado sobre la clase Gyg. Finalmente, analizamos algunos ejemplos y comentamos

los resultados obtenidos.
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Los resultados que se obtienen dependen de la distribucidon de la que provienen
los datos. Siguiendo la clasificacién de Main(1987) y Gémez Villegas y Main(1992),
si la verosimilitud es resistente a datos atipicos, como es el caso de la distribucién
normal, nuestro procedimiento proporciona un valor del infimo de la probabilidad
final de H; que es proximo tanto al p—valor como al infirmo de la probabilidad final de
Hy. En cambio si la verosimilitud es propensa a datos atipicos, como la distribucidn
de Cauchy, o neutra, como la distribucién doble exponencial, los infimos de Hy y H§
son aproximadamente iguales cuando b es pequeno, pero inferiores al p~valor. Los

ejemplos 3.2 y 3.3 se dedican al estudio de estos problemas.
Jjemp

Asimismo, se obtienen algunos resultados asintoticos del infimo obtenido en
relacién con el p-valor. Estos resultados dependen, como era de esperar, de las

colas de la distribucidn de muestireo.

3.2 Infimo de la probabilidad final.

En esta seccion obtenemos el infimo de la probabilidad final de la hipdtesis nula en
el contraste (3.1) cuando la informacion inicial viene dada por una distribucién de

la clase de las distribuciones unimodales y simétricas en torno a 0y, Gys.

Para ello, recogemos en primer lugar un Lema que facilita los calculos posteriores
y cuyo significado es que el infimo de la probabilidad final de la hipétesis nula es el
mismo si se toma sobre uuna clase de distribuciones iniciales, G, o sobre la clase de
todas las mixturas de elementos de 7. La demostracion del Lema puede encontrarse
en Casella y Berger (1987).

Lema 3.1. Sea G = {7, € A} una clase de distribuciones iniciales sobre la
recta real ordenadas por un conjunto A. Sea Gy la clase de todas las mixturas de

elementos de G, es decir m pertenece a Gy si y sdlo si

r(B) = ]A to( B) dP(a)



Cap. 3. Distribuciones iniciales unimodales y simétricas 34

para alguna medida de probabilidad P sobre A y todo conjunto medible B. En-

tonces,
inf Pr(H = inf Pr(Hylz).
Auf Pr{folz) = inf Pr(Holz)
El teorema siguiente establece el infimo de la probabilidad final, para su de-
mostracion utilizamos ¢] Lema 3.1 y el hecho conocido de que todo elemento de la
clase Gys puede obtenerse mediante mixtura de elementos de la clase de todas las

distritbuciones uniformes y simétricas en torno a fg, llamaremos (¢ a esta clase.
3 v

Teorema 3.1 St consideramos el contraste de hipdlesis nula puntual (3.1) y en la

distribucion wmicial de tipo mizto tomamos mo como se indica en (3.3), supuesto que

/R flz—0)do < oo (3.4)
entonces
: ety L 1 pteo flz —0) o )
ne”c.l{,g Pr(Hj|z) = ﬂgleU Pr(Hj|z) = (1 + 5% ) o0 g | . (3.5)
DEMOSTRACION:

La primera igualdad de (3.5) es consecuencia del Lema 3.1. Para probar la
segunda, consideremos una distribucién n(6) uniforme en el intervalo (8o — &, 0o+ k),
k > 0 numero real. En estas condiciones, si se ha observado z, la probabilidad final

de la hipdtesis nula, f, es

b
Ef(i‘ —~ o)
Pr(Hile) = 5 ; 1
Ef(:r: — o) + (1 — E) '[19—eo|$k ﬂf(iﬂ —0)do

25(s =00+ (5 = ) fo-saze (o = )0
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La variacién de Pr(f{|z) con respecto a k viene dada por su derivada, es decir,
—2f(x = 00) |3 fo_aic f(m = 0)d8 + (3 = %) Uz — k) + f(z + k)]
Z
(2/(z = 00) + (+ ~ L) fio-aoi<k (= — ) d0)

k]

7,
- Pr{H;z) =

con lo que se observa que

9 .
EEPT(HO |z) <0,

stempre que b < k. Dc manera que Pr(Hg|z) es decreciente en k y, por tanto, el

minimo se alcanzara cuando k tienda a infinito, es decir,

lim 2/(z — %)
k=0 9 f(z — fo) + (1 = 1) fig_go i S (z — 0) dO

7r{Encfu Pr(Hyle) =

2f(x — Oo)
2f(s = bo) + L7 f(x — 0)do

Lt —

( L gt f(z—0) dﬁ)_]
2b J o f(.’]"'—-go) '

puesto que de la condicion 3.4

1 1 1
S =0)d0 = 3 [ Tayoroorn @S (@ = 0)d0 < [ f(z=0)d6 < oo,

k Jj9-65 1<k
lo que prueba el teorema.

Obsérvese que, fijado b y después de obtener z, la expresién (3.5) nos proporciona

el infimo de la probabilidad final de la hipdtesis nula puntual.

2 conocida

Ejemplo 3.1. Sea X variable aleatoria con distribucién N(8,02), con &
y X1,-.., X, una muestra aleatoria simple de la poblacion X. IIn estas condiciones,
es conocido que la distribucién de X es N{#,0%/n), de manera que el infimo de la
probabilidad final de la hipétesis nula puntual, tomado sobre la clase Gys dado por

{3.5), es

-1
1 V2ro n
. Do FI= |3y — e - 2 oo
nelg'{rs d 1([[0|$) = ! + Qb \/T_L exP{Zaz(I 90) }] ' (56)
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Tabla 3.1: Infimo de la probabilidad final de la hipStesis nula sobre la clase Gys, caso

Normal.
t
b 1.645 1.960 2.576 3.291
0.1 0.0612 0.0356 (.0091 0.0011
0.3 0.1636 0.0998 0.0267 0.0034
0.5 0.2449 0.1560 0.0437 0.0056

2

La tabla 3.1 muestra, cuando o* = 1 y n = 10, el valor de (3.6) para algunos

valores especificos de ¢ y algunos valores de b, siendo t = \/n|% - Oy|/c. O

La eleccién de la distribucién inicial mixta como nosotros proponemos es la ade-
cuada ya que, insistiendo en la relacién entre el contraste de hipdtesis nula puntual
y el de tipo intervalo, si en (3.1) elegimos la distribucion inicial de tipo mixto con
mo como indica (3.3) la distancia, medida en términos de la informacién de Shan-
non, entre esta distribucién mixta y la densidad inicial que se toma en el contraste
(3.2) es muy pequena cuando b, radio del intervalo, es suficientemente pequesio. El

resultado se recoge en el siguiente teorema

Teorema 3.2 . Sea my(0) la distribucion inicial mizta utilizada en el contraste (3.1)

71(0) = mol (50} (6) + (1 = 70)m(0) (000 (0), (3.7)

donde my viene dado por (3.8), w(8) es la densidad inicial uiilizada en el contraste

(3.2) y la funcion 14(0) es la funcion indicatriz del conjunto A.

Si medimos la distancia entre m (0} y w(0) por

(%) 4 (3.8)

dim),7) = fﬂ‘(f))ln @

entonces

})i_r}(l) d(my,m) =0
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DEMOSTRACION:

[La distancia entre 7| y 7 es

drm) =[O :T(;;)) dé

()

/W(Q) hn ol (ayy (0) + (1 = 7o) (0) 1 (a0, () “

It

- f::r(O)lmr(G)dé’ - /w(O) In {mal (a3 (0) + (1 — wo)7(0) {o0,3(0) } .

Tomando limites cuando b tiende a cero, resulta

limy_od(my, 7) =

- /rr((?) In7(8) db ~ fw(a)mln{wof{m(e) + (1~ 7o) (8) L0200 (6) } B
_ /w(ﬂ) Inm(0)do — [ 7(6)1n {lijgwof{go}(o) + lim(1 - no)w(o)f{aﬁo}(e)} do

_ fﬁ(o) Inx(0) df — ] 7(8) Inx(0) df = 0,

lo que prueba el teorema. O

De manera que si b es suficientemente pequefio, que es cuando tiene sentido
hablar de la relacién entre los contrastes (3.1) y (3.2), las distribuciones iniciales
tomadas en ambos casos quedan muy proximas. En cambio si se elige 7g = 1/2; la
distribucidn inicial mixta se escribe
1

m4(8) 5

1
1{90}(0) + 5“(0)1{9#90}(9)’

y la distancia de esta m3(f) a la densidad 7(f) resulta

d(my,7) = /r(ﬂ)ln ;Eg) do
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df

_ 7(8) In )
= f__(ﬁll_%_f{—g[;}—(-g-)':r%'f(ﬂ)I{e;éeo}(g)

[ @) nw(@)ds ~ [ x(o)in (%w(a)) d0

1
- I (5) = 0.693.

De manera que m3(f), distribucién inicial mixta con mg = 1/2, estd mas alejada
de la distribucidn 7(8) que 7(8), que es la distribucién inicial mixta que nosotros

proponemos para el contraste de hipoétesis nula puntual.

3.3 Comparacion entre las evidencias clasica y

bayesiana

En la seccion 3.2 hemos oblenido el infimo de la probabilidad final de la hipdtesis
nula puntual cuando la distribucion inicial pertenece a la clase Gys. En esta seccién
probaremos que eligiendo b adecuadarente, el infimo que se obtiene es aproximada-
mente igual al p-valor, tomado este Wltimo como medida de la evidencia clasica

contra Hj.

Recordemos que si T(X) es un estadistico adecuado para 0, el p-valor correspon-

diente a los datos observados, z, viene dado por

p(z) = Pr(

T(X) = T (=)|l6 = bo). (3.9)

Entonces, igualando (3.5) y (3.9) obtenemos un valor de b, digamos 6, de tal
manera que ¢l infimo de la probabilidad final de HJ y el p-valor coinciden. El valor
de b vendrad dado por

1 _pz) [t f(z-0)
B To) /_w ooy 2 (3.10)
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1 F — p-valor
[ —— b=0.1
: ~ T b=0.2
BN b=0.3
- ----- b=0.4
6 === Pr(H,/t,m, =1/2)
4
2F
0 _l i 1 | [
0 1 2 3 4
t

Figura 3.1: Infimo de la probabilidad final para b = 0.1, 0.2, 0.3 y 0.4 y p-valor.

Caso Normal

Ademas, si fijamos un valor de & préximo a b*, como el Pr(ff}]|z) es funcién
continua de b, obtendremos que el Pr(H;|z,b) queda préximo al Pr(Hj|z,6") y, por

tanto, proximo al p-valor. Todo ello se pone de manifiesto en el siguiente ejemplo

Ejemplo 3.1 (Continuacion). Los valores del infimo de la probabilidad final de la
hipétesis nula puntual, [, quedan proximos a los correspondientes p—valores cuando
b es moderadamente pequeno (ver tabla 3.1). Esta proximidad queda también re-
flejada en la figura 3.1 donde se ha representado graficamente el p-valor junto con
infrecy s Pr{H§|z,b) para b = 0.1, 0.2, 0.3 y 0.4. En la figura 3.1 se ha incluido
también el infimo de la probabilidad final de H; sobre Gys pero tornando wp = 1/2

como la masa inicial asignada a la hipétesis nula. Podemos observar que esta ultima
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Tabla 3.2: Valores de b que igualan el p-valor con el infimo de Pr(H;|t) para una

poblacién Normal, infimo sabre Gys.

¢ p valor = Pr{H;lt) & Pr(Holt,b) Pr(Hjlt,mo= 1)
1.645 0.1 0.170 0.1198 0.390
1.960 0.05 0.142 0.0575 0.290
2.576 0.01 0.111 0.0121 0.109
3.291 0.001 0.089 0.0011 0.018

curva esta lejos tanto del p-valor como de los infreq,, Pr{H;|z,b).

Por otra parte, el valor de b* dado por (3.10) es

que puesto en funcién de ¢t = /n(|T — 6])/o resulta

. p(d) Qro 12

La tabla 3.2 muesira, para algunos valores especificos de ¢, los valores de &~
que hacen que el infimo de Pr(H§|z) sea igual al p-valor. De manera que si para
efectuar el contraste de hipdtesis nula puntual sustituimos éste por el contraste de
tipo intervalo tomando un valor fijo de b proximo a 6%, entonces el infimo de la

probabilidad final de /] sera aproximadamente igual al p-valor.

La equivalenciaentre los contrastes de hipotesis nula puntual, (3.1), y de hipdtesis
nula de tipo intervalo, (3.2), queda también reflejada en la misma tabla donde, para

los distintos valores de ¢, se ha calculado el infimo de Pr(f|t, 6"} dado por
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Tabla 3.3: Razén entre Pr(Hj|t,Gys) v tp(t) en el caso Normal, con b = 0.125.

t Er(Hglt, Gus) tp(t) Pr(Hg|t, Gus)/(ip(t))
1.645 0.0754 0.1645 0.4584
1.960 0.0442 0.0980 0.4510
2.576 0.0113 0.0258 0.4387
3.291 0.0014 0.0033 0.4254

inf Pr(Hg|t,b") = klim Pr{Hylt)

relys
Ot + b — (t - b7

1IT1

k=oo Ot kLY~ B(t - kL)

- tI)(ter*ﬂ)ﬁrb(i-b*ﬂ).

g a

Por ultimo, también se ha recogido en la tabla 3.2 el infimo de la probabilidad
final de H} cuando mg = 1/2. Podemos, en este caso, observar la discrepancia que
existe entre los p-valores y el infimo de la probabilidad final de H; cuando se toma

7o = 1/2 en la distribucién inicial mixta. O

Elegido un valor del radio del intervalo, b, resuita de interés estudiar la razon
entre el Pr(Hg|t,Gus) y el producto ¢p(t). En efecto, si tomamos b = 0.123, valor
intermedio en la tabla 3.2, la dltima columna de la tabla 3.3 muestra que la razén
entre Pr(Hylt,Gus) v tp(t) es estable. |

El comportamiento asintotico de la razon de estas dos cantidades queda reflejado

de manera mas precisa en el siguiente teorema.

Teorema 3.3 Si b es el radio del intervalo en el contraste (5.2) y n el niimero de
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observaciones, entonces

infrec . Pr{H*|t)
tp(t)

> bh/n

Ademds, _
lim infreqys PrH;|t)
t—rtoo tp(t)

= b/n

DEMQSTRACION:

De la expresion (3.6) obtenemos

infreq . P2r(Hit) by/n(t

tp(t) T (20vmp(t) + 1) L1 - 9(1))

- byn (3.12)

(2b/nep(t) + 1) t 28

donde @ y i son, respectivamente, las funciones de distribucidn y densidad de la
variable aleatoria N (0, 1). Utilizando la desigualdad (Feller(1975), pg. 184),

| 1 t(1 — &(1))

—- <
& @(t)
que es valida para todo ¢ > 0, se obtiene que
infreqys Pr(H|t) by/n

tp(t) (2bvmp(t) +1) (1 - %) (3.13)

Por iltimo, el segundo miembro de (3.13) converge a b,/n cuando { tiende a
infinito, lo que concluye la demostracion puesto que (3.12) es decreciente en ¢t. O

Consecuencia del teorema anterior es que, cuando t es muy grande, el p-valor

sobreestima la evidencia contra la hipdtesis nula.

Ademas, observamos que cuando e] tamarfio muestral aumenta el valor de b

debe disminuir para que las dos aproximaciones coincidan, resultado intuitivo y
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que también ha sido puesto de manifiesto por Delampady y Berger(1987) respecto
a los p-valores.

A la vista de los resultados obtenidos en esta seccidn y en la precedente, se

pueden extraer las siguientes conclusiones:

IEn el problema del contraste de hipdtesis nula puntual es posible reconciliar las
medidas de evidencia clasicas y bayesianas ya que, como se ha puesto de manifiesto,
es posible aproximar el infimo de la probabilidad final de la hipdtesis nula puntual
al correspondiente p-valor. Para ello basta elegir mg en la distribucién inicial como
indica {3.3).

LEligiendo m de esta manera, obtenemos que el infimo de la probabilidad final de
la hipdtesis nula puntual, Hj, es aproximadamente igual al infimo de la probabilidad
final de la hipdtesis nula de tipo intervalo, Hy, si se elige b, radio del intervalo,
suficientemente pequeno. Con lo que, desde el punto de vista bayesiano, tomarfamos
la misma decisién en el contraste (3.1) que en el (3.2). Resultado que es coherente
con la sustitucion de un tipo de contraste por otro, como se ha comentado en la

introduccion de este capitulo.

Como en el problema de contraste de tipo intervalo (3.2) no se utiliza distribucion
inicial de tipo mixto, podemos concluir que la discrepancia observada por Berger y
Sellke(1987) entre las respuestas clasica y bayesiana no se debe a la utilizacién de
una distribucion inicial de tipo mixto sino a la eleccidn, en dicha distribucion, de

una masa mg = 1/2 para el punto 8 = 0.

A la hora de abordar un problema real de contraste de hipdtesis nula puntual,
creemos que si el decisor tiene claramente definido el valor de 7y entonces debe
utilizar aquel sea cual sea. Ahora bien, si no tiene claro qué valor de 7y tomar,
entonces debe, dentro de un contexto bayesiano, explicitar su funcién de densidad
7(0), elegir un radio de intervalo, b, adecuado para sustituir el problema puntual

por el de intervalo y calcular Pr{H;|z) utilizando mp como en (3.3). Si, por iltimo,
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no puede determinar 7(#) entonces debe tomar como distribucién inicial la uniforme
impropia sobre la recta real, ya que con esta es con la que se alcanza el infimo de la

probabilidad final segin se demuestra en el teorema 3.1.

Hasta aqui hemos expuesto los resultados obtenidos con el infimo de la pro-
babilidad final resultante del teorema 3.1 cuando la verosimilitud es Normal. La
distribucion Normal esta clasificada dentro de la clase de distribuciones resistentes a
datos atipicos para el parametro de localizacidn, ver Main (1987) y Gdomez Villegas
y Main (1992). En este caso ya hemos visto que el infimo de la probabilidad final de

la hipdtesis nula puntual es aproximadamente igual que el correspondiente p-valor.

Cabe, entonces, preguntarse si estos resultados seran validos caso de que la
verosimilitud sea de una clase de distribuciones no resistente a datos atipicos. Los
ejemplos siguientes tratan estas dos sttuaciones. En el primero se supone que las ob-
servaciones provienen de una variable aleatoria que sigue una distribucion de Cauchy,
que es propensa a observaciones atipicas, mientras que en el segundo suponemos que
se han obtenido de una variable aleatoria doble exponencial, distribucién que es neu-

ira respecto a observaciones andmalas.

Ejemplo 3.2. Sea X variable aleatoria con distribucién de Cauchy(0,0?), 8 para-
metro desconocido que, en este caso, representa la mediana de la distribucidn y o

conocido. Por simplicidad, supondremos que o0 = 1. En estas condiciones,

1 1
- )=
fle=90) 7l +(z—89)?
Sea X,,..., X, una muestra aleatoria simple de X. Entonces, la verosimilitud

resitlta

vz = g

=1

Para contrastar Hj : 6 = 0 frente a H; : 8§ # 0 se tiene que el infimo de la
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Tabla 3.4: p-valores e infimo de Pr(H3|z). Distribucién de Cauchy, {nfimo sobre Gy, ¢,

M, M, M, M, M
T -0.9691 2.1472 -2.0429 4.4188 -7.8613
b=0.1  0.1573 0.1090 0.0893 0.0780 0.1708
b=0.2 02719 0.1966 0.1639 0.1447 0.2918
6=03 03590 02685 0.2272 0.2023 0.3819
b=04 04275 03286 0.2816 02528 0.4517
b=0.5 04828 0.3796 0.3289 0.2972 0.5074
p(T) 0.5100 0.2775 0.2084 0.1417 0.0805
b* 0.5575 0.3139 0.2687 0.1952 0.0425

probabilidad final de Hj dado por (3.5) es

1
inf PT(I’[Sl.’Eh,“,zn) = ( Qbf f(:ﬂl,.. ‘In'g) dé‘)

nelys 0 f(ilih...,;ﬂn‘go)

- (1+2b/+°° itz = fo) o)* ara)_l. (3.14)

Si consideramos la regién critica {|X| > ¢}, siendo X la media muestral, el p-valor

correspondiente a las observaciones zi,...,z, vendra dado por

2
p(T) = 1 — — arctan(T — o). (3.13)

T
La tabla 3.4 recoge los valores del infimo de la probabilidad final dados por (3.14)
para distintos valores de b, radio del intervalo, y un conjunto de cinco muestras de
tamafio n = 10 simuladas de una distribucién de Cauchy(0,1). En la tabla se recoge,

igualmente, el p-valor correspondiente al valor de T en cada muestra.

Ademas, se obtienen los valores de 6" dados por (3.10) que hacen que el infimo

de la probabilidad final de H; se iguale al p-valor. Lo mismo que sucedia en el
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Tabla 3.5: Razdn entre zPr(Hj|z,Gus) y p(z) en el caso Cauchy, b = 0.2.
x zPr(Hg,z,Gys) plz) zPr(Hglz,Gus)/p(z)

0.0599 0.5 0.1198

1.5 0.0566 0.3743 0.1511
2 0.0496 0.2952 0.1680

2.5 0.0433 0.2422 0.1786
3 0.0378 0.2048 0.1846

caso de verosimilitud Normal, fijando un valor del radio del intervalo proximo a este
valor de b7, se obtiene que el p-valor es aproximadamente igual que el infimo de la
probabilidad final de la hipdtesis nula puntual. En cualquier caso, si & < §™ entonces

dicho infimo sera menor o 1gual que el p—valor correspondiente.

Por otro lado, tomando valores pequenos de b resulta que los infimos de la pro-
babilidad final de Hj y el de Hy son muy parecidos. Ln efecto, si tomamos, por
ejemplo, 6 = 0.1 los valores del infimo de la probabilidad final de Hy para cada una
de las muestras son 0.1848, 0.1217, 0.0980, 0.0844 y 0.2038 respectivamente. [Esos
valores son aproximadamente iguales a los del infimo de la probabilidad final de H;.
Ahora bien, sdlo cuando |Z| toma valores “grandes” coinciden las cotas inferiores de
la probabilidad final con el p-valor ya que si fijamos los valores de b~ obtenidos en la
tabla 3.4 resulta que Pr(fo|z,...,zn, Gus) toma los valores 0.7972 0.3258, 0.2633,
0.1640 y 0.0875 respectivamente para las muestras M, ..., M5, que se aproximan a

los p-valores sdlo en los Gltimos casos.

Para estudiar el comportamiento asintotico del Pr(Hj|z,Gus) con respecto al
p-valor, resultara de interés observar la razén entre z Pr(Hg|z,Gys) v el p-valor,

p(z), que puede verse en la tabla 3.5. Se ha considerado una tnica ohservacion.

Si z es estrictamnente positivo, el coclente z Pr(Hglz,Gus)/p(z) es creciente y
estd acotado por b. el comportamiento asintético queda reflejado en el siguiente

teorema.
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Teorema 3.4 . Si z es estrictamente positivo y b es el radio del intervalo elegido

para el contraste (3.2), entonces

zPr(Hz|z, Gyg)

< b
p(z)
y, ademas
. _zPr(Hz,Gys)
lim = b
700 p(z)
DEMOSTRACION:

Aplicando la regla de L'Hopital para el calculo de limites indeterminados, en este

caso de la forma 0/0, se tiene

2bx
. zPr(H}|z,Gus) . 2%+l + x?
[mt}O = 111’130
p(’c) I — —arctanz
T
. — br(1+ $2)(4b + 27 — 271':1:2) b0
= 1 = 0.
T—+00 2t )

Es decir, el p-valor es, en este caso, asintdticarnente mucho mas grande que el

infimo de la probabilidad final de la hipdtesis nula puntual.

Para concluir esta seccion, consideramos el caso en que las observaciones proven-
gan de una distribucion doble exponencial, distribucién que es neutra respecto a
datos atipicos (Main, 1988).

Ejemplo 3.3. Sea X variable aleatoria con distribucién doble exponencial, es decir

flz—6) = %exp{_lm—m}

a

con ¢ > 0 conocido.
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Tabla 3.6: p-valores e infimo de Pr{Hj|z). Caso doble exponencial e infimo sobre Gy 5.

X
1 L5 2 2.5 3
b=0.1 0.0355 0.0218 0.0134 0.0081 0.0049
b=0.2 0.0685 0.0427 0.0264 0.0162 0.0099
b=0.3 0.0995 0.0627 0.0390 0.0240 0.0147
b =04 0.1283 0.0819 0.0514 0.0318 0.0195
p(z) 0.3678 0.2231 0.1353 0.0821 0.0498

El infimo de la probabilidad final de Hy sobre la clase Gys dado por 3.5 es

| AN |
7TéggsP:r'(HO]“.'r:)_(l—l—gexp{ - }) : (3.16)

La tabla 3.6 recoge, con ¢ = 1, los valores del infimo dado por 3.16 para al-
gunos x y diferentes b. La ltima fila muestra los p-valores coorespondicntes a cada

observacion, dados por
e ] -8
p(z) =2 —exp{—u} du.

Al igual que sucedid en el ejemplo 3.2, observamos que el p-valor es mucho mas

grande que el infimo de la probabilidad final de la hipotesis nula puntual.

igualmente los valores de 6* dados por 3.10, que hacen que el infimo de la proba-
bilidad final de Hj sea igual al p-valor, son elevados de forma que no tendrén interés

desde un punto de vista estadistico. Asi, por ejemplo, st z = 1 resulta b~ = 1.582.

No obstante, tomando valores moderados de b, radio del intervalo, el infimo de la
probabilidad final de Hj es aproximadamente igual al infimo de la probabilidad final
de Hy. En efecto, si elegimos & = 0.2 y z toma los valores 1, 1.5, 2, 2.5 y 3 resulta
que Pr(Holz,Gys) es 0.0741, 0.0449, 0.02725, 0.01653 y 0.0100 respectivamente.
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Tabla 3.7: Razén entre Pr(H;|z,Gus) y p(z) en el caso doble exponencial, & = 0.2.
x  Pr(Hglz,Gus) plz) Pr(Hg|r,Gus)/p(z)

1 0.0685 0.3678 0.1863
1.5 0.0427 0.2231 0.1915
2 0.0264 0.1353 0.1951
2.5 0.0162 0.0821 0.1973
3 0.0099 0.0498 0.1987

Valores que son muy parecidos a los del infimo de la probabilidad final de Hj como

sc puede observar en la tabla 3.6.

Fn cuanto al comportamiento asintético del infimo de la probabilidad final de la
hipdtesis nula puntual con respecto al p-valor tenemos que fijado un valor del radio
del intervalo, b, la tabla 3.7 nos muestra los valores del cociente Pr{Hj|z, Gus)/p(z)
para distintos z. Se puede observar que a medida que = crece el cociente se esta-
biliza cerca de b = 0.2. Lo mismo sucede fijando cualquier otro valor de b. Este

comportamiento queda recogido en el siguiente tcorema

Teorema 3.5 Dado b > 0 y pare lodo z, se liene que

Pr(Hjlz,Gus) b
< p—
p{z) o

y, ademds,

Pr(Hziz,Gys) b
m = .
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DEMOSTRACION: El cociente

Pr(Hj|s,Gys) (“%e"p{&;ﬂ})_l

p(z) B o

es creciente en z y converge a bfo cuando z tiende a infinito. O

De manera que el p-valor y el infimo de la probabilidad final de Hj son in-
finitésimos del mismo orden. Ahora bien, si, por ejemplo, c =1y b = 0.2, el p-valor

serd, asintoticamente, cinco veces mayor que ¢l infimo de la probabilidad final.

L.a conclusion que obtenemos a la vista de los dos ultimos casos tratados es que
cuando las observaciones provienen de una distribucidn de Cauchy o de una doble
exponencial, los p-valores son mayores que las cotas inferiores obtenidas para la
probabilidad final de la hipdtesis nula puntual. Este resultado puede, tal vez, rela-

cionarse con la clasificacién de estas distribuciones respecto a observaciones atipicas.



Capitulo 4

Distribuciones iniciales

e—contaminadas

4,1 Introduccion

Como ya se ha indicado en los capitulos precedentes, para cfectuar un analisis
bayesiano relativo a un parametro desconocido, @, es preciso explicitar las opiniones
iniciales mediante una distribucién de probabilidad que recoja, de alguna manera,

la informacidn disponible acerca de 6.

Una forma interesante de describir esa informacion inicial es considerar la clase

de distribuciones e-contaminadas, que se describe de la siguiente manera
G={r=(l-¢)mo+eq, q€Q} (4.1)

donde mp es la distribucién que se utilizaria en un andlisis bayesiano con una tnica
distribucién a priori. Es decir, la distribucidn inicial en la que uno realmente cree.
() es la clase de distribuciones de probabilidad que representa las posibles desvia-

ciones (contaminaciones) de mg. Mientras que €, 0 < € < 1, representa el nivel de

51
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contaminacién que se quiere introducir en wo.

La clase de las distribuciones e-contaminadas es una clase que se muestra sensible
al proceso de elicitacion de la distribucion inicial. Al finalizar el proceso de eleccidn
de una distribucion inicial se puede llegar, de forma razonable, a concretar una
distribucidn, mo(#), que represente nuestra opinién inicial acerca del comportamiento
del parametro 8 € ©. Ahora bien, a lo largo del proceso que se ha llevado a cabo
para determinar wg, se habran realizado determinados juicios probabilisticos acerca
del comportamiento de subconjuntos de ©. Parece razonable pensar que estos juicios
tendran un cierto error, €. Is por ello igualmente razonable hacer que la clase de las
distribuciones iniciales a considerar, (¢, recoja las distribuciones con esos posibles

errores cometidos al determinar my.

No todas las clases de distribuciones iniciales que han sido consideradas en la
literatura son sensibles a esa posibilidad de error. Por ejemplo la clase de las dis-
tribuciones iniciales conjugadas es demasiado limitada, sobre todo porque es poco
flexible respecto al comportamiento de las colas (Berger, 1985). Igualmente, las
clases que exigen restricciones acerca de los momentos fuerzan a su vez importantes

restricciones sobre las colas de las distribuciones iniciales permitidas.

Por otra parte, con la clase (G definida en (4.1) es relativamente cémodo trabajar
y resulta muy flexible tanto desde la variedad de clases de contaminaciones que se

pueden considerar como de la cantidad de error que se quiera introducir.

Para la clase ) se pueden contemplar distintas posibilidades. Berger(1994) pro-
pone varias clases de contaminaciones, entre otras clases de distribuciones iniciales,
para efectuar un analisis bayesiano robusto. Nosotros limitaremos nuestro estudio

a tres tipos de contaminaciones:

I) La clase @p = {Todas las distribuciones de probabilidad}, clase utilizada por
Huber(1973) para calcular el rango de la probabilidad final de un conjunto. Asimis-

mo, Sivaganesan({1988) emplea esta clase para determinar el rango de la media y la
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varianza de la distribucién final.

La clase de todas las distribuciones de probabilidad resulta interesante porque
contiene toda distribuciéon “proxima” a 7y y, ademas, es sencilla de manejar. Sin
embargo, puede parecer poco razonable en la practica por ser demasiado amplia y

contener distribuciones muy “alejadas” de my.

1) La clase Qu = { Todas las distribuciones de probabilidad que son unimodales
con la misma moda que 7 }, que se considera mas razonable que (1 cuando m es
unimodal. Ver, entre otros, Berger y Berliner(1986), Berger(1985) y Sivaganesan y
Berger(1989). Y

IT) La clase Qus = {Todas las densidades de la formag(| 8 — 85 |), q no creciente} ,
esto es, la clase de las contaminaciones unimodales y simétricas. Clase que se con-

sidera particularmente razonable cuando g es, igualmente, unimodal y simétrica.

Las clases 1 y I permiten una variacion muy amplia tanto en la forma funcional
como en las colas de toda distribucion #{8) de la clase G en (4.1), al mismo tiempo
que mantienen las principales carateristicas de la distribucion base wo(6). Conviene
observar, ademas, que si la clase de contaminaciones es Qs y ponemos € = [, se

obtiene la clase Gyg, utilizada en el capitulo 3.

Ademas de estas, otras clases de contaminaciones que han sido tratadas en la
literatura son, por ejemplo, la clase @ = {g(8), 7(8) = (1 —&)m(0) +eq(f) unimodal,
con moda 8 y m(fh) < mo()}, introducida por Berger y Berliner(1986) y utilizada
por Sivaganesan{1989) para calcular el rango de variacién de la esperanza de la
distribucién final. Moreno y Cano(1991) fijan las probabilidades de conjuntos ©;
(z > 1) que forman una particién finita o numerable del espacio paramétrico con la
clase @) = { medidas de probabilidad ¢, q{©;) = p;, ¢ > 1}. Ellos utilizan esta clase
para obtener cotas de la probabilidad final de cualquier conjunto medible.

Algunas clases de contaminaciones combinan informacion sobre los cuantiles con

el aspecto de la funcién de densidad. Asi, Moreno y Pericchi(1991) y Sivagane-
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san(1991a} analizan el caso de contaminaciones unimodales con cuantiles especifica-
dos mientras que Sivaganesan(1991b) examina la robustez de la media, la mediana
y la moda de la distribucidn final cuando las contaminaciones son unimodales con

moda y mediana especificadas.

Consideremos, ahora, el contraste de hipdtesis nula puntual
Hy:0 =40, frentea HJ:8+# 8, (4.2)

para cuya resolucidn nos apoyamos en la observacion de una variable aleétoria, X,
con densidad f(z — #) continua en #y. Supongamos que la probabilidad asignada a

8 =0y esp>0.

Por otra parte, una hipétesis precisa se puede representar, ver Berger y Delam-
pady(1987), como

Ho: 10— 6, <b frentea Hy:|0— 8> b, o (4.3)
donde b es “pequenc”.

En el contraste (4.3) podemos utilizar una distribucién inicial continua, =(0),

que representa nuestras opiniones iniciales acerca de §. De esta forma, como para

efectuar el contraste (4.2) no es posible utilizar 7(#), aproximamos (4.2) por (4.3)

eligiendo un valor adecuado de &, valor que dependera del problema que estemos

tratando, y calculamos p, probabilidad asignada a la hipdtesis nula puntual en la
distribucion inicial mixta, como

= 7(#) do 4.4

p= [ 7O )

Utilizando p como indica (4.4) resulta que la distancia entre () y la distribucién

mixta tiende a cero cuando b tiende a cero (ver capitulo 3).

Nuestro objetivo es encontrar cotas inferiores para la probabilidad final de la

hipétesis nula puntual, g, sobre la clase de las distribuciones ¢-contaminadas (4.1)
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utilizando las clases de contaminaciones, @), mencionadas anteriormente. Para ello

necesitamos introducir algunas notaciones y férmulas.

Designaremos por f(z|f0) a la funcién de verosimilitud, funcién de # dada la
observacion z. La distribucion marginal de X con respecto a la distribucion inicial

7 € G la nolaremos por m{zfr),
malr) = [ F(z10)7(6)do. (4.5)
Entonces, si 7 € G, como () = (1 — &)mo() + €9(F), tenemos que
m(alr) = (1 = e)m(zlro) + em(zq), (4.6)
suponiendo que todas las cantidades involucradas existan.

En estas condiciones, la distribucién final de @, dado z, con respecto a 7 viene

dada por
(Blx) = fz0)n(0)  fla|0) (1 — e)mo() + £q(B))
- omfzln) m(zir)
_ (L= e)f(xl0)ma(8) + € f(]0)a(0)
m(z|r)
D SN 412 NPT 4 U) 1) N
= m(:t-'|7r)(1 £) m(z]mo) (zlmo) + e o (zlq)
— (1 7”'*(33|"'f0)7r . m(z|q) N
= {1 —¢) m(z/7) of 9 )+Em(w|7r)qwl ), (4.7)

suponiendo que 7p(f|z), densidad final de 7y dado z, y ¢(8]z), densidad final de ¢

dado z, existan.

De esta manera, n(f|z) se puede escribir

w(8lz) = Az)mo(f]z) + (1 — A(z))q(0]z) (4.8)
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donde A(z) € [0, 1] viene dado por
m(z|xo)
AMzy=(1-¢e)———
(@) = (1 - e
que se puede considerar como la probabilidad final de que =y sea la verdadera dis-
tribucion final s1 se pensé que mg o ¢ eran las distribuciones iniciales correctas con

probabilidades 1 — € y € respectivamente.

Finalmente, de (4.4) tenemos que
p=(1-¢)po+ego, (4.9)

siendo

= N de = )db. 4.1
Po flg_%leWo() vy Y o ~[|9~Oo|5bq( )a (4.10)

Debemos observar que, en principio, se puede suponer que p y po no estan de-
masiado separadas, lo que significa que podriamos especificar p por pp mds (menos)

un cierto “error”.

La seccion 4.2 se dedica a la obtencidén de una cota inferior para la probabilidad
final de la hipdtesis nula puntual y a la comparacién de esta cota inferior con la
medida clasica del p~valor correspondiente a las observaciones realizadas cuando la
clase de contaminaciones esta formada por todas las distribuciones de probabilidad.
En las secciones 4.3 y 4.4 estudiamos el mismo problema cuando la clase de con-
taminaciones esta formada por todas las distribuciones unimodales y unimodales y

simétricas, respectivamente.

4.2 Contaminaciones arbitrarias

IEn esta seccion calculamos una cota inferior para la probabilidad final de la hipdtesis
nula en (4.2) cuando la distribucidn inicial pertenece a la clase de las distribuciones

g~contaminadas, (4.1), y @ es la clase de todas las distribuciones de probabilidad.
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Si consideramos que mo() es nuestra densidad inicial, es decir aquella que repre-
senta nuestras opiniones iniciales, parece natural considerar como clase de contami-

naciones la clase
¢+ = {Todas las distribuciones de probabilidad}

con las ventajas e incovenientes que se indicaron en la introduccion de este capitulo.
En estas condiciones, obtenemos una cota inferior para la probabilidad final de H;

cuando la distribucién inicial varia sobre la clase Gr = {7 = (1 ~¢)mo+eq, ¢ € Q1}.

Teorema 4.1 Para el contraste de hipotesis nula puniual (4.2}, st tomamos p, masa
inicial asignada a la hipdlesis nula, como sc indica en ({.9) con q cualquier dis-

tribucion de probabilidad, entonces

1 — (1 —€)po -
H;|z) > bl Sl S\ '
Pr(Hylz) > (1 oo rm) , (1)
donde
rz) = (1 — E)m(mlm} e supg.g, f(z]0)
f(z]6o) f(z]00)
DEMOSTRACION:

La probabilidad final de Hj se puede escribir
f(z100)

Pr{Hg|z) = .
falto) + =Lm(zlr)

(4.12)

Obtener una cota inferior de (4.12) sobre la clase G equivale a calcular una cota

supetior para m(z|r) cuando w € Gp. Ahora bien,

l-p _ L - —eym(xl|r m(z|q)]
-p—m(xlw)—[tl“EJowqu | (L= emlalro) + em{zlo)
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de manera que, si ponemos {, = (6 — b, 05+ b), una cota superior se obtiene cuando
{2) go = 0. Esto es, g asigna probabilidad 0 al intervalo Iy y Va If. Y
(z¢) m(x|g) sea maxima para ¢ € .

Pero

m(alg) = [, /(z10)5(6)d0 < sup [(210) [ (0)d0 = sup /(=16).

880
Y, de aqui se obtiene inmediatamente (4.11). O

Ejemplo 4.1. Supongamos que X |8 se distribuye segin una N(#, o?), con ¢? cono-

2 conocidas. Consideremos Xy, ..., X, una

cida, y que mp(0) es N{p,7%) con gy 7
muestra aleatoria simple de la poblacién X. Entonces, sabemos que X sigue una

distribucién N(0,a*/n), que m(Z|mo) es N(p,0%/n + 7%) y resulta que

l
oy = L
s;lg;f(ﬂ ) o2

yasea z = by o z # fp. Ademas

pO:-/I Fn(ﬁ\ldﬁ—ﬁ@l—} —t’P(-—} , (4.13)

siendo ¢ la funcion de distribucién de la N{0, ). De esta maunera, la probabilidad

final de la hipdtesis nula queda acotada inferiormente por (4.11), esto es

Pr(H|T) > {1 + ((1—_1;—);; - 1) T'(T)}_] O (4.14)

donde
r(T) = (1 — &), # exp (A(Z) + B(T)) +cexp(B(T)) ' (4.15)
con

n(ZT — u)? n(T — 0y)*
Ty ¥ BETE g




Cap. 4. Distribuciones iniciales e~contaminadas 59

Tabla 4.1: Cotas inferiores para la probabilidad final de H;. Verosimilitud Normal.

t
1.645 1.960 2.596 3.291
b =0.1 0.0325 0.0189 0.0046 0.0006
b=0.2 0.0657 0.0387 0.0097 0.0013
b=0.3 0.0994 0.0595 0.0151 0.0021
b =0.4 0.1335 0.0812 0.0209 0.0028
b =0.5 0.1678 0.1037 0.0272 0.0038

la tabla 4.1 muestra, con ¢2 =1,72 =2, 0, = =0y n = 10 los valores de la
cota inferior dada por (4.14) para algunos valores especificos de t = /n(Z —0y)/o y
algunos b. O

Desde el punto de vista cldsico, si existe un estadistico apropiado, T(X), el

p-valor {o nivel de significacién) de los datos observados, z, es
p(z) = Pr(|T(X)] 2 [T(z)]|0 = o).

En esta situacion, existe un valor de b, digamos b*, de tal manera que para ese
valor de b, el p-valor coincide con la cota inferior de la probabilidad final de la
hipdtesis nula puntual, HS, dada por (4.11). Para calcular este b serd suficiente

igualar el p-valor, p(z) a dicha cota inferior. Esto es,

1—(1—e)p -
Pl = \1 0 —e)p —————T(T] ,
y entonces obtenemos
_ 1 L—p(z)]™
Po= T, [1 -+ p(&")r(:c)] : (4.16)

A partir de (4.16) podemos obtener, mediante cdlculo numérico, el valor de b*.

Ademas, como la cota inferior dada por (4.11) es funcién continua de b, si elegi-

mos un valor de b préximo a b°, los valores de dicha cota para b y & quedaran
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proximos y, por tanto, aproximadamente igual al p-valor. Es decir, eligiendo un
valor del radio del intervalo, b, que sea cercano a 6 obtendremos que las respuestas
clasica y bayesiana al problema del contraste de hipotesis (4.2) seran numéricamente

iguales.

Por otra parte, el infimo de la probabilidad final de Hy, en el contraste (4.3)
sobre G viene dado por (Huber, 1973)

Pr(H
ol Pr(Hols) = L Holz:m0)

TTE(JT lq*_‘grb_’ (41?)

donde

E_ SUPg_n i f(z]0)
Cl-¢ m(z|mg)

y Pr(Hg|z,mo) es la probabilidad final de Hy cuando la distribucidn inicial es mo(8),

esto es

Pr(Holz, o) = f ro(0]2)db.

[6—Bol<h
Ejemplo 4.1. (Continuacidn). En este caso, el p-valor viene dado por

p(t) = 2(1 — &(1)),

siendo ® la funcién de distribucion de la N(0,1). Mientras que pg y 7(T) vienen

dadas por (3.3) y (4.15) respectivamente.

La ecuacién (4.16) proporciona los valores de 6™ que hacen que la cota inferior de
la probabilidad final de la hipétesis nula puntual sea igual al p—valor correspondiente
a la observacién realizada. La tabla 4.2 muestra dichos valores paran = 10, 02 = |,
72 =2,00 =t =0 (o y ¢ no tienen por qué ser necesariamente iguales) y £ = 0.2

para algunos valores especificos de ¢t = /n(|z -~ 8o}/0o.

Ademas, para poner de manifiesto la equivalencia entre los contrastes (4.2) y
(4.3), podemos calcular el infimo de Pr{Hy|z) sobre la clase G a partir de (4.17).
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Es sencillo verificar que la distribucién final mg(8|z) es

_ a? _ o?r?
]
con lo que la probabilidad final de Hy dados mg y T resulta
Pr(Ho|Z, o) = / To(0]z) do = (1.18)
[6—fe|<h

<I> az(ﬂo—ﬂ-b—p)—ﬂ—n'rz(ﬂo—t—b—f)) _ a?(fg—b— )+ nr?f, — b—7)
R - '

En cuanto al supjg_g, |5, f(z|0) tenemos que

(i) Si z € I el supremo se alcanzarda en § =8, — b oen 0 =y + b. En este caso

Vvn (Jz — 8] — )
exp —n-—0—8———-
22

210) =
|af§?|)>bf($| ) .

(i1) Si z € If, el supremo se alcanzard en £ = z y entonces

_Vn
i O S

De manera que de (4.17) obtenemos

( Pr(Hp|Z, 70)
e s Telf
1 + Ale, T)
1TiEnt Pr{HolT) = < Pr(Ho(Z, ) (4.19)
T - — =, si TEL
T (-0 =)
+ A{e, T) exp e

donde
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Tabla 4.2: Valores de 6" que hacen que el p-valor sea igual a Pr(Hy|z), Pr(H;

z).

Infimo sobre G'r.

t  pvalor = Pr(Hglt) & Pr(Holt) Pr(Hilt,p=3)
1.645 0.100 0.302 0.1076 0.4154
1.960 0.050 0.255 0.0564 0.2896
2.596 0.010 0.207 0.0113 (.0898
3.291 0.001 0.156 0.0012 0.0131

y Pr(Hy|Z, mo) viene dada por (4.19).

En la tabla 4.2 podemos observar que los valores del infimo de la probabilidad
final de Hop, calculados a partir de {4.19), son aproximadamente iguales a los de la
cota inferior de la probabilidad final de H; obtenida de (4.11).

Obsérvese que si ¢ = 2.596, Pr(H;|t) = 0.010035, el p-valor es 0.01 y si se quiere
contrastar Hp : 8 € Ip207(0) frente a H, : 8 € [§,5,(0) entonces las aproximaciones
cldsica y bayesiana coinciden, mientras que con p =  obtenemos Pr(Hj|t,p = %) =

0.0898, lo que supone una fuerte discrepancia entre ambas aproximaciones.

Los valores de b* dependen de las observaciones realizadas, a medida que estas
crecen, los valores de &7, radio del intervalo de la hipdtesis nula en (4.3) se hacen

mas pequerios. La situacion se describe graficamente en la figura 4.1.

4.3 Contaminaciones unimodales

Elegir la clase @7, de todas las distribuciones, como clase de contaminaciones per-
mite efectuar un andlisis sencillo del problema pero, como ya mencionamos en la
introduccion de este capitulo, puede presentar algunos incovenientes débido, so-
bre todo, a que algunas distribuciones de G¢ pueden resultar poco realistas en la

practica.
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3.2 -

24|

0.8

0 1 z 3 4

X

Figura 4.1: Longitud del intervalo, 6*, como funcién de las observaciones

Cuando © es un subconjunto de los nimeros reales y mg es unimodal resulta razo-
nable considerar aquellas contaminaciones que sean, asimismo, unimodales. De este

modo, en esta seccién consideraremos la clase de las distribuciones £ ~contaminadas

(4.1), que notaremos por Gy, con la clase de contaminaciones

Qu = { Todas las distribuciones de probabilidad que son unimodales
con la misma moda que mg }

En esta ocasién, calcular el infimo de Pr(H{|z) sobre Gy es igual que hacerlo

sobre la clase (ver Sivaganesan y Berger(1989))

Gy = { 7(8) = (1 — e)mo(0) + eq(6), 9(8) € U(o,00 + k) 6 q(8) € U(flo — &, 80),
para algin & > 0 }.

Entonces, de acuerdo con la demostracion del teorema 4.1, bastaria con encontrar

el supremo de M(k) = L—_——gm(xhr) sobre la clase Gy;.
p
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Suponiendo b < &, tenemos que

b
= Ndl = (1 — — .
p= [, OB = (e e, (1.20

con py dado por (4.10), mientras

(sla) = [ sal0)a(@)d0 = 1 [ f(alopao (4.21)

si q(#) es uniiforme cn el intervalo (8,00 + k), y

ey 4.22
= S0 (4.22)
si q(0) es uniforme en (0 — k, ).
Iintonces, teniendo en cuenta (4.6), (4.21) y (4.22), tenemos que

1 — g [loth .
% (A + _k-/eo f(ﬂ:\G)dQ) st g{8) € U(y,00 + k)

M(k) = (4.23)

1l —p g [ : '
- (A + _I;fao_k f(:c|0)d0) si q(0) € Uy — k,0p).

donde A = (1 — ¢)m(z|mo) y p viene dado por {4.20). Expresion que, fijado b y
observado z, depende sélo de k. Para encontrar el valor de £ que maximiza (4.23),
obtenemos M'(k) e igualamos a cero. Es relativamente sencillo comprobar que se

obtienen las siguientes ecuaciones

(1= e)orn(alro) + kp(1 = ) (aldo+ )+ [¢7 = (1= exoo] [ s(a10)a0 =0 (4.20)

si g(0) es uniforme en (fg,00 + k), y

(1—@&@mh@+kﬂ1—Mfuwm+m+¢ﬁ—«1—anJﬂikﬂxww9=o(4%)

si ¢(0) es uniforme en (8y — &, 0p).
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Las ecuaciones (4.24) y (4.25) tendréan solucién & > 0 sélo si

(1) PP = (L —¢€)po <0,y
(i) |(p® = (1= )pol 2 ** [(210)d8] > (1 — &)bm|mo).

Debe observarse que la condicién (2) es razonable puesto que si se considera que
p es aproximadamente igual a po, dicha condicion equivale a exigir que p sea menor
que | — ¢ que parece adecuado sobre todo si se piensa en una cantidad de error que
no sea elevada. No obstante si € = 1 o resulta que p* — (1 —&)po > 0, tendriamos que
Mf(k) seria positiva en todo caso y, por lo tanto, el supremo se alcanzara cuando k

tienda a infinito.

De (4.24} 6 {4.25), obtendremos el valor de & que maximiza M (k) y, de esta
manera, enconiraremos el valor de Pr(Hjlz) = inf,eq, Pr(Hj|z). Por ejemplo, de

(4.24), el valor de k que maximiza M (k) viene dado por la solucién de (k > 0)

=E)P0 — 0 == 0
k= ¢ ) - (4.26)
p(1 = p)f(zlbo + k) {
ecuacion que se aproxima numeéricamente.
Ejemplo 4.2. Sea Xi,...,X, una muesira aleatoria simple de una poblacién

N(8,¢%), con o* conocida. Supongamos que my(#) es N{u,7%), con u y 72 conoci-

das. Entonces m(Z|m), la distribucién marginal de X dado mp, es N{(u, 72+ o%/n).

8o+t - —§ —
po = / 7o(0)df = @ (M) % (M) ’
Oy b T T

Bo+k _ = =
] f(z]0)do = & (0—0” m\/ﬁ\ _p [P x\/a),
2 \ g / \ a

Ademas

[(Z|0g+ k) =

W ECEES
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Tabla 4.3: Valores de k en los que se alcanza ¢l infimo de Pr(Hg|t) sobre Gy para
algunos valores de ¢ y b.

t b k  sup,eq, M(k)}) Pr(Ho|7,Gy)

1.645 0.1 1.081 5.52449 0.05573
0.2 1.112 2.58070 0.11217
0.3 1.150 1.60304 0.16902
1.960 0.1 1.175 5.43849 0.03286
0.6 1.201 2.54499 0.06770
1.0 1.233 1.08374 0.10450
259 0.1 1.375 5.14862 0.00836
0.2 1.394 2.41652 0.01764
0.3 1.420 1.50861 0.02664
3.291 0.1 1.598 4.74991 0.00118
0.2 1.614 2.23486 0.00250
0.3 1.632 1.39895 0.00399

y p viene dado por (4.20).

En estas condiciones,sin =10,e =0.2,0 =1, 7> =2y fy = = 0, la tabla 4.3
muestra, para valores concretos de t = /n|T — 8|/ y b, los valores de k, obtenidos
de (4.26), para los cuales se alcanza el infimo de la probabilidad final de la hipdtesis
nula puntual.

La ultima columna se obtiene de

Pr(H|7,Gy) = [1 + W . (4.27)

Podemos obtener, ahora, los valores de b y &, digamos 6 y £, de manera que

el infreq, P(HG|T) coincida con el correspondiente p-valor. En efecto, igualando el

p-valor, p(Z), a (4.27) obtenemos que
[(z]0o) _ p@

SUP reqy, M(k) 1 —p(z)
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Tabla 4.4: Valores de b y &k que hacen que el p-valor sea igual a Pr(Ho|T), Pr(H;|Z),

infimo sobre Gy.

t b k*  Pr(H;|Z) = p-valor Pr(Ho|T) Pr(Ho|T,p=1)
1.645 0.1785 1.122 0.1 0.10298 0.36708
1.960 0.1498 1.180 0.05 0.05310 0.27710
2.596 0.1184 1.381 0.01 0.01081 0.11419
3.291 0.0855 1.589 0.001 0.00107 0.02584

[on la tabla (4.4) se muestran los valores de 6~ y k£™ para algunos ¢t. Ademads, ob-

servamos nuevamente que Pr(H;|z, Gu) es aproximadamente igual al Pr{ Ho|Z, Gy).

[ste 1ltimo obtenido a partir de

Bg-+b
Pr(HolZ) = ] 7 (8]%) d,
8o—b
donde 7({0|T) viene dado por (4.8). Mientras que m(Z|m) es una distribucion
N(p, 7% + a*/n), mo(8|Z) se distribuye
N (E— 2

2 Ll

(;r—.—,u), i

H
g? 4 nr?

o2 4 nr?

@) = ¢ o (22 - o (22 v)

Lo mismo que sucedia en el caso de contaminaciones arbitrarias, la cota inferior

.0

obtenida para la probabilidad final de la hipdtesis nula puntual es aproximadamente
igual al p-valor cuando se elige b proximo a 6™. En esta ocasién, la cota inferior se
obtiene cuando la clase de contaminaciones es uniforme en (g, 90+ k*) 6 (6o~ k=, 89),
con &* obtenido como solucién de la ecuacidon (4.26). Nuevamente se observa que si
se elige p = L el {nfimo de la probabilidad final de Hj es considerablemente mayor

que el p-valor.
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4.4 Contaminaciones unimodales y simétricas

IEn esta seccion trataremos el problema del contraste de hipétesis precisa cuando la
distribucion inicial pertenece a la clase de las distribuciones e~contaminadas {4.1)

con la clase de contaminaciones formada por
@ = { Todas distribuciones unimodales y simétricas con la misma moda que 7 }
Llamaremos Gys a esta clase de distribuciones e-contaminadas.

Esta clase de distribuciones parece apropiada, sobre todo, cuando la distribucién
inicial 7y es, igualmente, unimodal y simétrica. De esta manera se evitan contami-

naciones que den excesivo peso a valores alejados de ;.

Utilizaremos el resultado conocido de que toda densidad unimodal y simétrica

se puede expresar como mixtura de densidades uniformes y simétricas.

Sivaganesan y Berger(1989) calculan el infimo de la probabilidad final de la
hipdtesis nula puntual con este tipo de distribuciones iniciales. LEllos asignan una
masa inicial de 1/2 a 0g y distribuyen la otra mitad de acuerdo con una distribucion

inicial, (8}, de la clase Gys.

En las rsmas condiciones que en la seccién anterior, el infimo de la Pr(H;|z)

se obtendra calculando el supremo de mm{z|%). Y, como ya se ha adelantado,

maximizar esta cantidad sobre la clase Gys es lo mismo que hacerlo sobre la clase
G';js = {x = (1 —¢)m + €¢, g uniforme en{fy —~ k,8, + &), k > 0}.

En estas condiciones, tenemos que la probabilidad inicial asignada a la hipdtesis

nula, p, dada por (4.9) es

=(1—¢) [w’w (0)do + 2 (4.28)
P = ba—b 0 k, 4
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donde suponemos b < k. Y la distribucion marginal de X dado 7 es

mzlr) = (1= e)m(zlne) + em(zlq)

— (1—e)m (]W0)+2k * r(2l6) do. (4.29)

De manera que, de (4.28) y (4.29), tenemos
|
M(k) = (; - l) m(z|r) = (4.30)

k(1 — e)m(z|mo) + § Joo e [(z]0) df
k(l - E)}Oo +eb

g [tk

~ (L= epmlelmo) = 57 [ (=10 do

Expresion que, fijado el radio del intervalo, &, y dado z, depende sdlo de k. De
manera que para obtenér €l valor de £ que maximiza (4.30) calculamos la derivada

de M (k) e igualamos a cero, resultando la siguiente ecuacion

(1 - e)bm(zlmo) + =kp(l—p)(F(zldo + k) + f(xldo — k)

2
L R .
+ 5 (" = (=)o) fgu_k f(z|6)do =0 (4.31)
siendo
b O +b
= (1 —E)po + EE y Po = -/; , WO(G) d. (432)

ecuacion que es similar a la obienida en la Seccion 4.3 para el caso de contamina-
ciones unimodales. A partir de ella obtenemos el valor de k que maximiza M (k) v,

por tanto, aquel donde se alcanza el infimo de la probabilidad final de la hipdtesis

nula puntual.

Ejemplo 4.3. Consideremos, al igual que en los ejemplos anteriores, que X es una
variable aleatoria con distribucién N(#,c?), con ¢? conocida. Supongamos que mg(f)

es N(g,7%), con pu y 72 conocidas. Sea X,,..., X, una muestra aleatoria simple de



Cap. 4. Distribuciones iniciales e—contaminadas 70

Tabla 4.5: Valores de k para los que se alcanza el infimo de la probabilidad final de #?

para algunos valores de ¢ y b. fnfimo sobre Gy
£ b k sup M (k) Pr(H{|T)
1.645 0.1 1.570 4.40095 0.06898
0.2 400 2.08649 0.13503
0.3 400 1.32996 0.19689
1.960 0.1 1.546 4.31036 0.0411]
0.2 5.073 2.03466 0.08327
0.3 +oo 1.29449 0.12493
2.596 0.1 1.634 4.08511 0.01051
0.2 1.782 1.92363 0.02206
0.3 4.477 1.21042 0.03462
3.291 0.1 1.785 3.78266 0.00148
0.2 1.846 1.78289 0.00314
0.3 1.963 1.11884 0.00499

X. Entonces, sabemos que m(%|mg) se distribuye segin N(p, 7% + o%/n). Ademds,

la probabilidad inicial viene dada por (4.32) con

p:@/f)o-'rb—ﬂ\_@/gn—b—,u)
R U U

De esta manera, la ecuacién (4.31) proporciona soluciones en & para valores

concretos de T y b. La tabla 4.5 recoge los valores de k en los que se alcanza el infimo
de la probabilidad final de H{ para algunos valores especificos de ¢ = \/n|T — Oyl/0o
y diferentes valores de b. Para los cdlculos se han tomado ¢ = 0.2, 02 = 1, 7% = 2,

bo=p=0yn=10

La dltima columna de la tabla 4.5 se obtiene mediante

M)\
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Tabla 4.6: Valores de b que hacen que el p-valor sea igual a Pr(#|7), Pr(H;|T), infimo

sobre Gys.
t b k" Pr(H;|T) = p-valor Pr(Ho|Z) Pr(Hojz,p=3)
1.645 0.1461 3.85 0.1 0.10811 0.51364
1.960 0.1213 1.60 0.05 0.05115 0.38817
2.596 0.0954 1.63 0.01 0.01014 0.14231
3.291 0.0688 1.77 0.001 0.00104 0.02357

Un par de observaciones pueden hacerse acerca de los resultados que muestra
la tabla 4.5. En primer lugar, la distribucidn ¢(#) para la que se alcanza el infimo
depende del valor fijado para b y de la observacion realizada obteniéndose, en algunos
casos, la cota inferior cuando la contaminacion es la uniforme impropia. En segundo
lugar, cuando b toma valores moderadamente pequenos el infimo de la probabilidad

final es muy parecido al p-valor correspondiente a la observacion realizada.

IEn consecuencia, al igual que sucedia en las secciones anteriores, es posible de-
terminar un valor de &, al que nuevamente Hamaremos b*, de tal manera que el
p-valor colucida con el infimo de la probabilidad final de la hipdtesis nula puntual.
Este valor de b depende, actualmente, del tamarfio muestral, cuanto mayor es n mas
pequeno tiene que ser b para que las dos aproximaciones coincidan. La tabla (4.6)
muestra los valores de 6™ y los correspondientes de &, que hemos llamado £*. En
la tabla se recogen, también, los valores del infimo de la p'robabilida.d final de la

hipotesis de intervalo, Hy, que se han obtenido de
o +b
Pr(Holz) = / 7 (8%) db,
8o —b
donde 7(0|T) viene dada por (4.7), de tal manera que

do.

_ fo botb f(Z|d
Pr(Hy|Z) = %lTa_erLU_:b f(Z|8)mo(0) d6 + m(;m b Li_)

con f(Z|0) densidad de la distribucién N(T,0?/n) y m(Z|r) dada por (4.8). D
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De manera que en el caso de contaminaciones unimodales y simétricas, también
es posible aproximar las medidas de evidencia cldsicas, mediante el p-valor, y
bayesianas, mediante una cota inferior de la probabilidad final de la hipdtesis nula
puntual, siempre que la distribucion inicial mixta sea elegida de acuerdo con nuestro

procedimiento.

Debe observarse, por dltimo que a medida que exigimos condiciones mas restric-
tivas a la clase de contaminaciones, los valores de b deben ser mas pequenos para

que los contrastes puntual y de intervalo sean equivalentes.
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