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Prefacio

La relaciónentre las respuestasclásicay bayesianaa los problemasde la Inferen-

ciaEstadísticavienesiendo,desdehaceaños,ampliamentetratadapor numerosos

autores.

En gran númerode ocasionessehaconseguido,bajo determinadascondiciones,
lograr acuerdoentreambasaproximaciones.No obstante,persistenalgunoscontex-

tos en los quela discrepanciade las dos posturassemantiene.

En el terrenode los contrastesdehipótesisparamétricos,tenemoslas dossitua-

ciones.Si el contrasteesde tipo unilateral,seha logradoreconciliarambasposturas.

Mientrasquesi el contrasteesde hipótesisnulapuntual,sehapuestodemanifiesto,

hastaahoray porpartedenumerososautores,quehaydiscrepanciaentrela aprox-

imación clásicay la bayesiana.

En nuestrotrabajo,presentamosuna metodologíabasadaen la relaciónentreel

contrastede hipótesisnulapuntualy el contrastede hipótesisnulade tipo intervalo

que permite,en determinadascircunstancias,aproximarambasposturas,clásicay

bayesiana,cuandoel contrastees de hipótesisnulapuntual.

Quiero agradecer,sinceramente,la ayudaque con sus consejos,sugerenciasy
aportacionesmeha proporcionadoel ProfesorMiguel A. GómezVillegas,bajo cuya

direcciónha sido realizadoestetrabajo.
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Capítulo 1

Introducción

1.1 Antecedentes

En el problemadel contrastede hipótesissepuedepensarque la evidenciaesuna

evaluaciónacercade si los datosobtenidosde la observaciónexperimentalapoyan

o no la hipótesisnula. Esta,en general,consistiráenuna afirmaciónque involucre

un parámetroo algunaforma funcional no conocidade la distribución de interés,

distribuciónde la quesehan obtenidolas observaciones.

Paraun frecuentistala evidendaseconcrétaráenel p—valor, que esla máxima

probabilidad,supuestoquelahipótesisnulaescierta,deobtenervaloresmásalejados

de la hipótesisnula que los datos observados.Paraun bayesiano,en cambio, la

evidenciatomalaforma dela probabilidadfinal delahipótesisnula. Debeobservarse

que,aunquelas aproximacionesclásicay bayesianaa los problemasdel contrastede

hipótesisy a los de la inferenciaestadísticaen generalsondiferentes,sepueden,en

numerosassituaciones,obtenerrelacionesque permitenadoptarla mismadecisión

desdeambospuntos de vista, bien seaparaaceptarla hipótesisnula o bien para

rechazarla.

2



Cap. 1. Introducción a

La cuestiónde comparar,en los contrastesde hipótesis,las medidasdeeviden-

cia frecuentistas,expresadasfundamentalmenteen términosde los p—valores,y las

bayesianas,expresadasmedianteel factor Bayeso a travésde la probabilidadfinal

de la hipótesisnula, ha sido ampliamentetratadaen la literatura.

Si la hipótesisnula es puntual, es decir constade un único punto, ya Lind-

ley(1957) presentóla discrepanciaen el supuestode quela verosimilitud fuesenor-

mal. En generalhay coincidenciaen señalarque,en estecaso,el p—valor tiendea

exagerarla evidenciacontrala hipótesisnula. En otras palabras,que el p—valor es

(mucho)máspequeñoque la probabilidadfinal de la hipótesisnula. Referenciasa

estetrabajo de Lindley sepuedenencontraren Shafer(1982).Muchosautoreshan

analizadodicharelacióneligiendodistribucionesinicialesconcretas.Estees el caso,

ademásdel ya citado de Lindley, de Jeffreys(1957, 1961), Good(1965,1967, 1985,
1986),Lindley(1961,1965, 1977),Edwards,Lindmanny Savage(1963),Smith(1965),

Zellner(1971,1984),Dickey (1971,1973, 1974),Smithy Spiegelhalter(1980),Zelíner

y Siow(1980)y GómezVillegas y De la Horra(1984).

La elecciónde la distribución inicial es uno de los aspectosproblemáticosden-
tro del análisis bayesiano.Determinaruna distribuciónde probabilidadque recoja

nuestrasopinionesa priori acercadel comportamientodel parámetrono es, en la

práctica,sencilloya queno resultafacil discernirentredistribucionesquepresenten

característicassimilarescomounimodalidad,simetría,etc.. Es por ello que resulta

interesantela consideraciónde clasesde distribucionesiniciales. En estasclasesse
encontrarántodasaquellasdistribucionesde probabilidadque,razonablementey con

cierta amplitud, recojan las opinionesinicialesacercade] paráxnettoo parámetros

objeto del análisis. Edwards,Lindmanny Savage(1963)fueron los primerosque se

aproximarona] problemade la relaciónentree] p—valor y la evidenciabayesiana

utilizando unaclasede distribucionesinicialesy calculandocotasinferioresparael

factor Bayesy la probabilidadfinal de la hipótesisnulapuntual sobredichaclase.

Su conclusiónesquehayfuertediscrepanciaentrelos p—valoresy las probabilidades

finales.
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Dickey(1977)consideródiferentesclasesdedistribucionesinicialésy examinóel

ínfimo del factor Bayessobrecadauna de las clases. Tambiénconcluyó que el p—
valorexageralaevidenciacontralahipótesisnulainclusocomparadoconel ínfimo de

las medidasde evidenciabayesianas.AnalogamenteBergery Sellke(1987)utilizan
diferentesclasesde distribucionesinicialespara calcular,en estecaso,el ínfimo de

las probabilidadesfinales de la hipótesisnula sobrecadauna de las clases. Ellos

encuentranque.eseínfimo esmuchomayorqueel correspondientep—valor, lo queles

llevaa concluirquelos p—valorespuedensermedidasmuy engañosasde la evidencia

contrala hipótesisnula.

En cambioDe Groot(1973),en un marcamuy general,construyedistribuciones
alternativasy encuentradistribucionesinicialesimpropiasparalascualesel p—valor y

la probabilidadfinal de lahipótesisnulasoniguales.El suponequelasdistribuciones
alternativasestánestocásticamenteordenadasy eso,aunqueno seade unamanera

explícita,le colocaesencialmenteenel problemadelcontrastedehipótesisunilateral.

Otros autoresque tambiénrealizancomparacionesentre la probabilidad final de

la hipótesis nula y el p—valor son Pratt(1965),Dempster(1973),Bernardo(1980),

Shafer(1982)y Good(1984).

En particular,Pratt(1965)afirmaque enel contrasteunilateralel p—valor puede

ser aproximadamenteigual a la probabilidadfinal de la hipótesisnula. En esta

misma linea, Casellay Berger(1987)pruebanque, utilizando diferentesclasesde

distribucionesiniciales,el ínfimo de la probabilidadfinal bayesianaes igual al p—

valor e incluso, en determinadoscasos,eseínfimo es menorque el correspondien-

te p—valor con lo que concluyenque en el problemadel contrasteunilateral aquel
puedeserconsideradocomounaaproximacióna las medidasde evidenciabayesianas.

Bernardo(1980)lleva a cabo un estudioalternativodel problemadel contrastede

hipótesispuntualmáspróximoa la teoríade la decisiónal imponerla maximización

de la informaciónfaltante. Su conclusiónesque esposibleestableceruna relación
uno a uno entrelos p—valores y las probabilidadesfinalesde la hipótesisnula.

Algunos trabajosque considerancotasinferioresparael factor Bayeso parala



Cap. 1. Introducción 5

probabilidadfinal de la hipótesisnulasonBerger(1986),Bergery Delampady(1987),

Moreno y Cano(1989),Delampady(1989a,1989b) y Delaxnpadyy Berger(1990).

Morenoy Cano(1989)tratan el casode parámetromultidimensionaly demues-

tran que,parauna ampliaclasede modelosmuestralesy clasesrazonablesde dis-

tribucionesiniciales, los p—valoresno son necesariamentemenoresque la probabili-

dad final de la hipótesispuntual. En lamismasituación,Delampadyy Berger(1990)

pruebanquesi hay simetríaen las verosimilitudes,la discrepanciasemantienepara

diferentesclasesde distribucionesiniciales.

Delampady(1989b),Bergery Delampady(1987)ademásde Berger(1985)estu-

dianla relaciónentrelos contrastesde hipótesisnulapuntualy de hipótesisnulade

intervalo. Una vez másconcluyenquehay discrepanciaentrelas respuestasclásica

y bayesiana. En estesentido, el trabajo de GómezVillegas y Gómez Sánchez—

Manzano(1992)ponedemanifiestoquecuandoel intervaloessuficientementepeque-
ño ambosproblemas,el puntual y el de intervalo, conduciríana tomar la misma

decísion.

Comoya seha comentado,pareceadecuadoconsiderarclasesde distribuciones
inicialespara efectuarun análisis bayesianodel contrastede hipótesis. A la hora

deelegirunaclasedebentenerseen cuentaciertasconsideracionesquepermitanun

desarrollocorrectodel análisiscorrespondiente.Berger(1994)indicalas propiedades

que,idealmente,deberíaposeeruna clasede distribucionesiniciales: sencillezen la

especificacióny en la interpretación,computacionalmentesencilla, que represente

nuestrasopinionesinicialesy que seaflexible.

Una clase de distribucionesiniciales, que respondea esaspropiedadesy que

estásiendo muy empleada,sobre todo en estudiosde robustezbayesiana,es la

clase de las distribucionese—contaminadas. Estudios de robustezen los que se

utilizan distribucionesdeestetipo sepuedenencontrar,entreotros,enBerger(1985),

Bergery Berliner(1986),Sivaganesan(1988),Sivaganesany Berger(1989)y Moreno

y Cano(1991).Berger(l994)proponevariasclasesdecontaminacionesparaefectuar
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un análisis bayesianorobusto. Por otra parte, Berger y Mortera(1994)estudian

la robustezbayesianaen el contrastede hipótesisutilizando diferentestécnicasde

aproximaciónparaproblemasen los quehayinvolucradosparámetrosperturbadores.

1.2 Desarrollo de la memoria

En la presentememoriase abordael estudio de la relación entre las evidencias

clásicay bayesianaen el contrastede hipótesis. Más concretamente,el objetivo

fundamentales mostrarque puedehaberuna reconciliaciónentrelas dos posturas,

clásicay bayesiana,en el contrastedehipótesisnulapuntualenel casodeparámetro

de localizaciónunidimensional.

En el capítulo2 seplantea,en formaresumida,el problemageneraldel contraste

de hipótesistanto desdeel punto de vista clásico como desdeel punto de vista

bayesiano. Asimismo se analizancon más detalle los contrastesunilaterales,de

hipótesisnula puntual y de hipótesisnula de tipo intervalo. En el contrastede

hipótesisunilateral sepresentanlos resultadosobtenidos,fundamentalmentelos de

Casellay Berger(1987),enordena reconciliarlos puntosde vistaclásicoy bayesiano

enestetipo decontraste.En concreto,ello.spruebanqueel ínfimo de laprobabilidad
final de la hipótesisnula es igual o menorque el p—valor. En cuantoal contraste

de hipótesisnula puntual se ofrece un resumende los resultadosobtenidoshasta

ahora, resultadosque muestranuna fuertediscrepanciaentre la respuestaclásica,

medidasiempreen términosdel p—valor, y la bayesiana,concretadabienen el factor

Bayesbien en la probabilidadfinal de la hipótesisnula puntual. En estecapítulo

se estudia, también,la relaciónentreel contrastede hipótesisnula puntual y el

contrastede hipótesisnula de tipo intervalo y, en particular,cuándoun contraste
se puedeaproximarpor el otro demanerarazonable.Aquí, la ideabásicaesque el

contrastede hipótesisnulapuntual raramenteseplanteaen situacionesprácticasy
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que,por tanto, seríamásrazonableefectuarun contrastede] tipo

HO:OEIb frentea H1:OEIb

donde‘b = (Oci — b, Oc> + b) y b> O debeserelegidode tal maneraquelos O E sean

“indistinguibles” de Oc>.

En el capitulo 3 abordamosel problemadel contrastede hipótesisnula puntual

desdeel punto de vista bayesianoy su relación con la respuestaclásica. Nuestro
principal resultadoes el teorema3.1 queestableceel ínfimo de la probabilidadfinal

de la hipótesisnula puntualsobrela clasede distribucionesinicialesunimodalesy

simétricas,Gus. Estaclasees unade las utilizadastantopor Casellay Berger(1987)

comopor Berger y Sellke(1987),los primerospara mostrarla reconciliaciónentre
las aproximacionesclásicay bayesianaenel contrasteunilateraly los segundospara

mostrarla discrepanciaen el contrastepuntual.

La novedadradicaen que podemosconseguirque esteínfimo seaaproximada-

menteigual al p—valor correspondientea la observaciónrealizada. Con lo que se
puedeconcluir, en contrastecon los resultadosobtenidoshastaahora, que el p—

valor esunamedidaquepuedeestardentrodel rango de las medidasdeevidencia

bayesianasen el contrastedehipótesisnulapuntual. Se comparanlos p—valorescon

la cotainferior de la probablidadfinal obtenidacuandolasobservacionesprovienen
de diferentesmodelosmuestrales. En particular, analizamoslos casosNormal,

Cauchy y doble exponencialque se corresponden,respectivamente,con modelos

resistentes,propensosy neutrosa datosatípicos(ver Main, 1988).

Finalmente,en el capítulo4, llevamosa caboun amplioestudiocon el objetivo

de conseguircotasinferiores de la probabilidadfinal de la hipótesisnula puntual

utilizando la clasede distribucionesinicialese—contaminadasy comparamosestas

cotascon el correspondientep—valor en forma similiar a comosehizo en el capítulo

3.

Con la clasede las distribucionese—contaminadas,comodistribucionesiniciales,
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introducimostres diferentesclasesde contaminación:(a) Todas las distribuciones;

(b) Todas las distribucionesque sonunimodalesy (c) Todas las distribucionesuní-

modalesy simétricas. Además de estas,en la literatura han sido tratadasotyas

clasesde contaminacionescomodescribimoscon másdetalleen la introduccióndel

capítulo 4. En cualquiercaso,en los tres supuestosanalizados,se llega a la con-

clusión de que se puedeconsiderarque el p—valor quedadentro del rango de las

medidasde evidenciabayesianas.En todos los casossepresentanejemplosy se

comentanlos resultados.

Se puede, de estaforma, concluir que la discrepanciaque otros autoreshan

observadoentre las aproximacionesclásicay bayesianaen el contrastede hipótesis

nula puntual no se debe a la necesidadde utilizar, como se habíaargumentado

hastaahora,una distribución inicial mixta. El uso de otras clasesde distribuciones

inicialesdiferentesalasutilizadasenestamemoriaesun problemaquequedaabierto

paraposterioresinvestigacionesasí como la utilización de clasesde distribuciones

parael modelode muestreo.



Capítulo 2

Contraste de Hipótesis.

Resultados anteriores.

2.1 Introducción

Una hipótesisestadísticaconsisteen una afirmaciónacercade un parámetrode la
poblaciónobjetode estudio. Lo quesepretendeal formularuna hipótesisesconocer

si es verdaderao falsa. Habitualmente,la hipótesisde la quesepretendeaveriguarsi

esverdaderao falsa,y quesedenominahipótesisnula, se enfrentacon la afirmacion

contrariaa la quese ha recogidaen ella. Estaúltima recibeel nombrede hipótesis

alternativay engloba,como su nombreindica, todas las posiblesalternativasa la

hipótesisnula.

De maneraque un problemade contrastede hipótesistiene, en la mayoríade las

ocasiones,la formasiguiente:

SeaO un parámetrodesconocido,posiblementeun vector, del que se sabeque

pertenecea un espacioparamétrico,e, y queremosdeterminarsi O E e0 O O E e1,

9
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donde 0c> u e~ = O y Oc> ti 0~ = O.

Se definirá Hc> como la hipótesisde que O E Oc> y H~ como la hipótesisde que

O E Oí. A Hc> se le denominahipótesisnula y a H
1 hipótesisalternativa.

lic>: Oc Oc> frente a : Oc O~. (2.1)

Un test de hipótesisconsisteen cualquierprocedimientoque permita decidir si

se aceptao se rechazala hipótesisnula,entendiendoquerechazarla hipótesisnula

equivaleaaceptarla hipótesisalternativa. Antesde decidir quéhipótesisaceptar,se

observaunamuestraaleatoriasimple, X~, . . . ,X,, de la poblaciónquesupondremos

con función de masao de densidad,f(xIO), dependientede O.

Consideraremos,por tanto, un problemade contrastede hipótesiscomo un pro-

blema en el que una de dos accionesserátomada: aceptar 110, lo que equivale a

rechazaru, o aceptarl1~, queequivaldráa rechazarHc>.

Desdeel punto de vista clásico, un test de hipótesis se evaluaa partir de las

probabilidadesde error de tipo 1 y de tipo 2. Se dice que se ha cometido un

error dc tipo 1 si se rechazaHc> cuando,de hecho, lic> es cierta. NVientras que si

se aceptaHc> cuando, de hecho, IL es cierta se dice que se ha cometidoun error

de tipo 2. Habitualmente,lo quese hacees construir la región crítica, conjuntode

observacionesque conducenal rechazode Hc>, de tal maneraque la probabilidad

de error de tipo 2 sea lo más pequeñaposible sujetaa la restricción de que la

probabilidad de error de tipo 1 esté acotadapor un valor previamentefijado, ac>,

que se conocecon el nombrede nivel de significación y que, normalmente,seraun

valor pequeño. Es corrienteutilizar los valores0.01, 0.05 y 0.1.

Debemosseñalarque cuandose fija el nivel de significación de un contrastese

estácontrolandoúnicamentela probabilidadde error de tipo 1 y que, por tanto, si

se utiliza estaaproximación,las hipótesisdeberíanformularseteniendoen cuenta

que lo que realmentese va a controlares la probabilidadde error de tipo ¡ y no la

de tipo 2.
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Por otro lado, es interesanteconsiderarel tamaño,a, de un contrasteconcreto,

que es la maxima probabilidad de tomar una decisión incorrectaentre todos los

valoresde O quesatisfacenla hipótesisnula. Es decir,

a = sup Pr{rechazarlío jO}. (2.2)
GE e

0

Nóteseque a =ac>, siendoac> el nivel de significacion.

El tamañode un test aportainformaciónimportante,puestoquesi es “pequeno”

la decisiónde rechazarHo resultaconvincente.En cambio, si el tamañoes “grande”

la decisiónde rechazarHo puedeno sermuy convincenteya que el coiitr¿iste tiene

unaprobabilidadalta de haber tomadola decisionerronea.

Otra medidaclásicade evidenciacontra la hipótesisnula, Hc>, que informa de

los resultadosde un contrastey quedependede las observacionesrealizadases el

p—valor. El p—valor mide el valor crítico correspondientea la muestraobservada,

valor en el cual la muestraseencuentraen la fronterade rechazaro no rechazar.

Si se deseacontrastar(2.1) y se ha observadoX = x, el p—valor corresjiondiente

a estaobservación,p(z), se define como
p@r) = sup Pr {T(X) =T(x)~O} , (2.3)

egeo

donde T(X) es un estadísticoapropiadopara el problemaque se esté tratando.

Observamosque el p—valor también dependede la hipótesis nula con la que se

estétrabajando,así la región crítica quehemosutilizado en (2.3) se corresponderá,

verosimilmente,con unahipótesisnula unilateral.

Si la observaciónmuestral, x, está en la región crítica para un contrastede

tamanoa estará,asimismo,en la región crítica de cualquier contrastede tamano

a _ a. Entonces,el p—valor correspondientea la observaciónz se puedeinterpretar

comoel valor máspequeñodeaparael quela observaciónde x conduciríaa rechazar

Lic>. Ahora bien, convieneaclararqueel p—valor, p(x), no es un nivel de significación

y queno debeser interpretadocomo tal.
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Cuantomáspequeñoseael p—valor másfuerte serála evidencianiuestralcontra

la hipótesisnula. En otraspalabras,cuantomáspequeñoseap(z) las observaciones

indicaránquehay evidenciade que la hipótesiscierta es Jfl.

Desdeel puntodevistabayesiano,paradecidirentreLic> y [Ji, bastacon calcular

las probabilidadesfinales

ac> = Pr{O c Oo¡x} y a1 Pr {O e Oí¡x}, (2.4)

y decidir entre Hc> y ¡Ji de acuerdocon esasprobabilidades.

Si bien las probabilidadesfinales (2.4) son las medidasbayasianasutilizadas en

primera instancia en el contrastede hipótesis,otros conceptos,que a corítinuacion
ntroducimos,tambiéntienen interés.

Si llamamosirc> y
7~i a las probabilidadesiniciales de Oc> y O~ respectivamente,

Definición 2.1 Llamaremoscocientede probabilidadesiniciales de Lic> contra H
1

al cocientelro/wi. Analogamente,llamaremoscocientede probabilidadesfinales de

I~lc> contra H1 al cocienteno/aí.

Obsérvesequesi nuestrococientede probabilidadesinicialeses próximo a la unidad

significa queconsideramosque Ib y H~ tienen inicialmente (casi) la mismaproba-

bilidad de ocurrir. Si estecocientede probabilidadeses grandesignifica queconsi-

deramosHc> (mucho) másprobableque it y si el cocientees pequeño(< 1) es que

considerarnosque, inicialmente, Hc> es menosprobableque l~ií.

Definición 2.2 El factor Bayesen favor de Hc> contra Uí se define como

B(x) no/al _ f(x~Oo

)

1ro/ir’ —

El interés del factor Bayesestá en que proporciona una medida de si los datos

aumentano disminuyenlos cocientesde probabilidadesde Ho respectode H1. Así,
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si B(x) > 1 quieredecir que,dado x, Hc> es ahora relativamentemásplausible que

Lii; si B(x) c 1 quieredecir que , dado x, ha aumentadola plausibilidad relativa

de ¡í~.

Debeobservarseque, puestoque ir1 = 1 — irc> y ai = 1 — ac>, la probabilidadfinal

de Ho se puedeobtenera partir de su probabilidad inicial y del factor Bayes. En

efecto,

ac>= (í+ )
En ocasiones,el factor Bayespuedeinterpretarsecomo el cocientede verosimi-

litudes de Ho contra ¡Ji. Esta interpretaciónes claramenteválida en el caso de

hipótesissimples,Oc> = {Oc>} y 0~ = {Oí} puestoqueentonces

B(z) — f(z Oc>

)

de maneraque el factor Bayes, en este caso, río dependede las probabilidades

iniciales.

En el casogeneral,en cambio,B(z) dependeráde la distribución inicial elegida,

puestoquesi se tratade contrastarHc> frentea ¡~ comoen (2.1), obtenemos(Berger,

1985)

fe0 f(<~) ir(O) dO
B(x) = Pr((90

)

fe,fCuiO) ir (O) do’

Pr(Oí)
donde ir(O)/Pr(O1) es la densidadinicial truncadacii O, (i = 0,1). De maneraque

el factor l3ayesse puedeinterpretarcomo la razón ponderadade las verosimilitudes

de Hc> a H1 dondela ponderaciónes la densidadinicial truncadaa Eh

Como ya hemosdicho, al estarinvolucradoslos cocientesir(O)/Pr(O1), el factor

l3ayes río puedeser consideradocomo una medidarelativa de las verosimilitudes

proporcionadaúnicamentepor los datos,exceptosi ambas hipótesis son simples.
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En ocasiones,sin embargo,B(z) es relativamentepoco sensiblea determinadas(y

razonables)eleccionesde la distribución inicial. En estos casosla interpretación

como cocientede verosimilitudeses razonablementecorrecta. La principal ventaja

operativade tenerun factor Bayesquedependapoco de la distribución inicial es que

sí un informe incluye estefactor, entoncesuno puededeterminarsu propio cociente

de probabilidadesfinales simplementemultiplicando el factor Bayespor su propio

cocientede probabilidadesiniciales.

Una revisión del significado del factor Bayes,así como unacalibración análoga

a la del nivel de significación puedeversecii Kassy Raftery(1995).

2.2 Contraste de hipótesis unilateral

Se dice que un contrastede hipótesis es (le tipo unilateral si

enteramentea un lado de O~.

En este caso el uso de los p—valores tiene unajustificacion

muestraen el siguienteejemplo

Ejemplo 2.1. SeaX una variablealeatoriacon distribución

y supongamosr(O) = 1. La distribución final, r(Ojm), en este

O G 7? y Oc> está

bayesiaííacorno se

N(O,a2), a2 conocida

casoes N(a,a’~).

En estascondiciones consideremosel contraste

Ho: O=Oc> frentea II~: O>Oc>. (2.5)

La probabilidadfinal de la hipótesisnulaes

Pr(JJo~x) = Pr(O =Oc>lx) =
4, 90( a)

siendo~ la función de distribuciónde la variablealeatoriaN(0, 1).
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En cuantoal p—valor contra Lic> resulta

p(z) = Pr(X =z¡Oc>) = — ~ (x ~Oo) = 4, (Oc>—)

que coincide con la probabilidad final de la hipótesis nula. No obstante,conviene

observarqueen la expresiónbayesianala variablealeatoriaes Oc> mientrasqueen la

correspondienteal p—valor la variablealeatoriaes £. O

El uso en el ejemploanteriorde unadistribución inicial no informativa, que da

masainfinita a cadaunade las hipótesis,puedejustificarse si se disponede pocao

nula informacioninicial. Además,cualquierdistribución inicial queseaaproximada-

menteconstantesobreel intervalo (Oc> — 2a, x + 2u) (suponiendoa > Oc> ) y que no

seasigniFicativamentegrandefuera del mismo nos proporcionaraunaprobabilidad

final aproximadamenteigual al p—valor.

Consideremosun contrasteunilateral del tipo (2.5). Supongamosque X se

distribuyemediantef(xjO), con O parámetrode localización. Caseltay Berger(1987)

muestranque en estecaso es posible reconciliar la medidade evidenciabayesíana,

concretadaen la probabilidad final de la hipótesisnula, con la medidaclásicadel

p—valor. Si bieíi es precisohacer notar que la probabilidadde que Ho ocurra no

tienesentidodentro de la teoría clásica.

En concreto, si pretendemosefectuarel contraste(2.5) y suponemosquese ha

observadoX = x, el p—valor correspondiente,p(x), será

p(m) = Pr (X =zjO = Oc>) = j f(t — Oc>) dÉ. (2.6)

Si p(x) es “pequeño” la hipótesis nula seria rechazada,mieíítras que si p(z) es

“grande” seríaaceptada.

Sea ir(O) unadistribución inicial para el parámetroO. La probabilidad final de

Hc> será

Pr (Hc>¡±)= ¡ w(OIz) dO — f~ f(z — Ofr(O) dO
Loo fi0oo f(z — O»r(O)dlY

(2.7)
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Se trata, entonces,de compararestasdos medidasde evidencia, (2.6) y (2.7),

para unasdeterminadasclasesde distribucionesiniciales quedan el mismo pesoa

la hipótesis nula quea la hipótesisalternativa. Las clasesutilizadas por Casellay

Berger(1987)son:

= {Todas las distribucionesquedan masa1/2 a Lic> y 1/2 a Híl..

Os = {Todas las distribucionessimétricasen torno a Oc>1.

Cu~ = {Todas las distribucionesunimodalesy simétricasen torno a ~o1~

CNOJ? = {N(Oc>, i
2), o < < ~}

Corno medidade evidenciabayesianatomanel ínfimo de la probabilidadfinal de

Lic> sobrela clasede distribucionesinicialeselegida,O,

Pr (ibo¡z, O) = mf Pr (LIc>¡x) . (2.8)

En todos los casosse considerax > Oc> puestoquesi x < Oc> resultap(x) > 1/2

y ni desdeel punto de vista clásico ni desdeel punto de vista bayesianose podría

decirque los datos proporcioííanevidenciacontra Ho.

Si la clasede distribucionesiniciales elegidaes 0A entonces,cualquieraquesea

la función f(x O), resultaPr (Lfc>Ix, 0,4) = O quees,por tanto, menor o igual que

el p—valor. En los demáscasosse consideraque f es simétricay quetiene cociente

de verosimilitudesmonótono(CVM).

Definición 2.3 Se dice que una variable aleatoria, X, con función de densidad

f (z¡O), O parámetrodesconocido,tiene cocientede verosimilitudesmonótono(OVAl,)

si para cada Oí > ~2 el cocientef(zIO
2)/f(x~Oi) es una función no decrecienteen el

conjunto {x,f(ilOí) >0 ó f(x~9~) >01. (c/0 se define so sic> 0).

1)istribucionescon CVM son, entreotras, la distribución binomial, la distribución

de Poissony la normal de mediadesconociday varianzaconocida.
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Además,se utiliza el hechode queel ínfimo de las probabilidadesde la hipótesis

nula es el mismo si éste se toma sobre unaclasede distribucionesiniciales, O, o

sobrela clase0M de todas las mixturasde O. Es decir,

Pr(HoLE,OM) = fr(IJc>¡x,O) (2.9)

Definición 2.4 Sea& = {ir
0, a E A} una clase de distribucionesiniciales sobre la

recta real. Se dice que CM es el conjunto de todas las mixturas de O si, dado 13

conjunto medible y P alguna medida de probabilidad sobre A, todo elemento ir de

sc puede escribir
w(B) =L ir0(B)dP(a).

En estascondiciones,es decir tomandof simétricay con CVM se obtiene queel

p—valor, p(x), es unacota superiorparael ínfimo de la probabilidad final de Lic>. Es

más,si f no essimétricacomoes el caso,por ejemplo,de la distribuciónexponencial

o f no tiene CVM, comoes el casode la distribución de Cauchy,dichaacotaciónes

estricta.

Si la distribución inicial es de la clase
0s o de la clase Ous el ínfimo de la

probabilidadfinal se alcanzacuandola distribución inicial consideradaes impropia,

es decir parala medidade Lebesgueen (—~, +~).

Ahora bien, si f no es simétrica, como es el casode la distribuciónexponencial,

o no tiene CVM, como la distribuciónde Cauchy,el ínfimo puedealcanzarsepara

unadistribucion inicial propia.

En cuanto a la clase0NOR, al ser unasubclasede 0us vale lo obtenido para

esta. No obstante,Casellay Berger(1987)encuentranquesi f es simétricay tiene

CVM el p—valor es igual al ínfimo de la probabilidadfinal de Hc> tomado sobrela

clasede todas las transformacionespor escalade unadensidadacotadasimétricay

unimodal (nóteseque0NOR es de estetipo).

Parafinalizar esteapartado,cabeseñalarquesi el contrasteunilateral es del tipo
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¡Jo : O = Oc> frente a JJ~: O > Oc>, Bergery Sellke(1987)afirman que el p—valor y el

ínfimo de la probabilidadfinal de Ho son completamentediferentes.Ellos obtienen,

por ejemplo, quesi X es unavariablealeatoriaquesigue unadistribución N(O, 1)

y se observax = 1.645 entoncesel p—valor es 0.05 mientrasque para la clase0,4

resulta Pr (Ho¡x, 0,4) = 0.21. Debemoshacernotar, sin embargo,que cii estecaso

Berger y Sellke(1987)asignanmasa1/2 al punto O = 00, lo que nos pareceque es

sesgardemasiadoen favor de la hipótesisnula Hc>.

2.3 Contraste de hipótesis nula puntual

En Estadísticaclásicaes corrienteencontrarsecon el problemade contrastarsi el

parámetro,O, toma un valor concreto,estoes

O = Oc> frente a : O # Oc> (2.10)

Tal contraste,llamado de hipótesisnula puntual, es interesantepor Fnuchasra-

zones. Para nosotros lo es, principalmente,porque las conclusioneshasta ahora

obtenidasdesdeun enfoquebayesianoson completamentediferentesde aquellasque

se obtienen desdeel punto de vista clásicoo frecuentista.

Lindley(1957), en lo quese ha conocidoposteriormentecomo paradojade Liud-

ley, muestrala discrepanciaentre las respuestasclásicay bayesianaal efectuarel

contraste(2.10) suponiendoque las observacionesprovienen de una distribución

normal de varianzaconocida. El asignaprobabilidad inicial irc> a la hipótesis nula

y distribuye el resto, 1 — irc>, uniformementesobrealgún intervalo centradoen 00.

Su conclusiónfundamentales que,seacual seael valor quese asignea irc>, se puede

encontraruíí tamañomuestral,n, quedependede irc> y del nivel de significación del

contraste,de tal maneraquedesdela óptica clásicase puederechazar~ mientras

quedesdeel puntode vistabayesianodeberíamosaceptarHg. Esaes la paradoja. Un

estudioactualizadode la mismapuedeverse,comoya hemosdicho, en Shafer(1982).
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Si suponemosque, desdeel punto de vista clásico, el contrastese apoya en el

valor de un determinadoestadístico,T(X), de tal maneraque valores extremos

de ésteson consideradoscomo evidenciacontra la hipótesis nula, LI¿, entoncesel

p—valor de los datos observados,p(x), será

p(x) = Pr {IT(X)l =¡T(m)¡lO = Oc>}, (2.11)

siendoT(z) el valor del estadísticocuandoX =

De maneraque si p(x) es “pequeño” rechazaríamos~ mientras que sí es

“grande” aceptaríamosH.

Paracontrastar(2.10) desdela perspectivabayesiaría,se debeutilizar unadis-

tribución inicial mixta queasigneprobabilidad irc> al punto Oc> y distribuya el resto,

1 — irc>, en los valores0 J Oc> segúnunadensidad(propia) ir(O). Es decir, si A es un

elementocualquierade la a—álgebrade Borel en 7?, resulta

Pr(A) = irc>JA(Oc>) + (1 — irc>) fr(O) dO,

con 1,4(0) = 1 si O c A e 1,4(0) = O si 9 C AC.

Si X1,..., X,, es una muestraaleatoriasimple de la variable aleatoria X. la

densidadmarginal de X = (X1,. . . ,X,~) es

m(x ) = wc>f(z¡Oc>) + (1 — irc>)rní(x) (2.12)

dondex = (xi,. . . ,z,~) es el vectorde observacionesy mi(x) = ~ f(xj9)ir(O) dO

es la densidadpredictivabajo 1ff.

Entonces,las probabilidadesfinales de Ha y 11; son

Pr (HJlz) — irc>f(r¡Oo) (2.13)
m(z)

(1 — iro)mdx

)

m(x)
Pr (Hf¡z) = 1 — Pr (Hjx) = (2.14)
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mientrasqueel factor Bayes

B(x) — Pr(H<Vx) 1 — irc> f(z¡Oc>

)

_ Pr(Hflx) irc> mi(z) (2.15)

Si sedisponede un estadísticosuficiente,T, es sencillo demostrar(Lee, 1989) quesi

= 1(x), las expresiones(2.13), (2.14) y (2.15) siguensiendoválidas si sustituimos

z por t.

Berger(1985)y Lee(1989)prueban queen el casode que las X1 sean variables

aleatoriasindependientese idénticamentedistribuidasN(O, a
2), con a2 conocida,si

se elige 1rc> = 1/2 y unadensidadinicial ir(O) que sea N(Oc>, ~2) sobre la hipótesis

alternativacon a = w, entonceslos resultadosclásicoy bayesianodifieren cadavez

mas a medidaque aumentael tamañomuestral. De maneraque para un p—valor

fijo la probabilidad final de la hipótesis nula se aproxima a 1 cuando u se hace

suficientementegrande. Situaciónsimilar a la obtenida por Lindley(1957) aunque

allí la distribución inicial elegidafue la uniforme eíí un intervalo.

Debe,entonces,observarseque la discrepanciaqueobtienenestosautoresno de-

pende,actualmente,de la distribución inicial elegida. Es más,Jeffreys(1961) prefiere

elegir unadistribución inicial de Cauchyy llegaa las mismasconclusionesqueya se

hanexpuesto.Resultadossimilaresobtienen,también, Smith y Spiegelhalter(1980)

cuandoutilizan unadistribución inicial constante.

Berger y Sellke(1987)calculan cotas inferiores para el factor Bayesy para la

probabilidadfinal de la hipótesis nula puntual según sea la clasede distribuciones

iniciales elegida. Esto es,si O es la clasede distribucionesiniciales, ellos calculan

Pr(H¿jx,O) = mf Pr(LI¿lx).

,rgG

Las clasesde distribucionesiniciales que consideranson O,4~ Os, Ous y ONO,? ya

mencionadasen la Sección2.2.

En principio puedepensarseque las distribucionesde las clasesO son distribu-

cionesde probabilidadsobreH aunqueparaevitar complicacionesen la notación
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y puestoque los resultadosson los mismos, se puedesuponerque las O incluyen

distribucionesquedanmasaal punto Oc. Además,de estaForma, las cotasinferiores

se alcanzanen todos los casos.

Si se consideraahorael casode unavariablealeatoria,X, cuya distribución sea

N(O,a2), con a2 conocida, irc> = 1/2 y ir(O) pertenecientea las clasesde distribu-

ciones iniciales mencionadas,Bergery Sellke(1987) obtienencotasinferioresparala

probabilidadfinal de H queson másgrandes,en algunoscasosmuchomásgrandes,

quelos correspondientesp—valores. Todo estoles lleva aafirmar que la interpretación

de los p—va]orescomo medidade evidenciacontraH¿ río es correcta,puestoque las

probabilidadesFinalesson bastantemásgrandesque el p—valor. En consecuenciano

seríaaceptableutilizar el p—valor de 0.05 comoevidenciapararechazarla hipótesis

mí u la.

En la gráFicade la figura 2.1, Bergery Sellke(1987),están representadascotas

inferiores paralas probabilidadesfinales de la hipótesisnula junto con el p—valor y

la probabilidadfinal, Pr(HIx). Pararepresentarestaúltima se han tomado n=10,

1ro = 1/2 ya2 =0.

En estamismalinea, EdwardsLindmann y Savage(1963)y Dickey(1973) propo-

nenutilizar cotassuperioresde la probabilidad final, si bien esteanálisisrequeriría

eleccionessubjetivasde la distribución inicial, ir(O), sobrela hipótesisalternativa.

Dickey(1973) proponecalcularla probabilidad final de [IJ, y también el factor

Bayes,paraunaampliagamade distribucionesiniciales y estudiarcuál esel efecto

que produce cada elecciónen los resultadosfinales. Se trataría, por ejemplo, si

la verosiníilitud es N(O,a2), de considerartodas las distribucionesN(p, 0) como

iniciales y presentargráficosde la probabilidadfinal, Pr(I-I x,), y del factor l3ayes,

comí g y ~2 variando. Esto último permitiría, a la vez, llevar a cabo estudios

de robustezal recorrerlos parámetrosun determinadoconjunto de valores.

Para concluir esta sección, cabe señalarque si la verosimilitud se supone de
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Figura 2.1: Probabilidadesfinales y p—valor, casoNormal.

otra forma funcional, por ejemplo Cauchycorno hacen Berger y Sellke(1987), los

resultadosson similaresa los obtenidosen el casonormal cuandose tienen valores

moderadosde las observaciones.En el casoconcretode la verosimilitud de Cauchy,

sí los valoresde las observacionesson extremoslas probabilidadesfinales y los p—

vatorestienden a coincidir. Ahora bien, en este caso si LA tiende hacia infinito la

probabilidad final Pr(H¡x) tiende a irc> cualquieraque sea la distribución inicial

fija ir(O). De maneraque las observacionesextremasno proporcionaninformacion

desdeel punto de vista bayesiano.

~~1

\ -‘

‘ ‘

1 2 3 4
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2.4 Contraste de hipótesis de tipo intervalo

El contrastede hipótesisnula puntual, presentadoen la secciónprecedenterara-

mentese presentaen la gran mayoríade las situacionesprácticas. Si exceptuamos,

quizás, algún casomuy específicocomo puede ser el contrastede percepciónex-

trasensorial(ESP)donde la hipótesisnula es queel individuo en cuestión no tiene

ESP(Soal y Bateman,1954) o el contrastede conexiónentredos factoresgenéticos

(Lindley, 1957), prácticamentenunca se da el caso en que se estudie la hipótesis

de que 0 Oc> “exáctaixíente” (Lehman, 1959). Nosotros añadiríamosel caso de

comparardos distribucionesnormales,dondees capital suponerla hipótesisnula

a?¡a? = 1, al menosdesdeel punto de vista frecuentista. Así, desdeun punto de

vista práctico seriamas razonablecontrastar

Lic> : O E I~ frentea : O E l,~, (2.16)

siendo Jb = (Oc> — b, Oc> + b) con b > O elegido de tal maneraque los O E ‘b puedan

considerarse“indistinguibles” de Oc>. Se puedenencontrarejemplosen Berger(1985),

Berger y Delarnpady(1987)y Lee(1989)entre otros.

La cuestiónqueseplantea,entonces,esquedadoque lo querealmentesedebería

contrastares (2.16), ¿cuándose puedeaproximar(2.16) por (2.10)?

Desdeel punto de vista clásicoel problemade determinarel valor de b quehace

que (2.16) puedaser aproximadopor (2.10) consisteen determinarcuándo los p—

valoresde (2.10), p(x), dado por (2.11), y de (2.16), pb(21, seanaproximadamente

iguales. Siendo

pb(x) = sup Pr{¡T(X)¡ =I7’(x)IIO1. (2.17)
0616

Si X es una variablealeatoriaque sigueunadistribución N(O, ~2), con a
2 conocida,

Berger y Delampady(1987)obtienen condicionespara aproximar p(x) y pb(x) de

maneraque el error cometidono supere un determinadoporcentaje. El tamano

muestral,n, influye en el valor de b que permiteaproximarambosp—valoresde tal

maneraque sí ri es muy grandeentoncesb serámuy pequeno.
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Desdeel punto de vistabayesiano,(2.16) se puedeaproximarpor (2.10) cuando

las probabilidadesfinales de la hipótesisnulaseanaproximadamenteigualesen am-

bos contrastes.Un primer caso en el queestoocurre es aquel en el que la verosimi-

litud es aproximadamenteconstanteen ‘b (Lee, 1989). Peroestacondición parece

demasiadofuertey, ademáspresentademasiadasdependenciasya queel factor que

mide la variaciónde la verosimilituden el intervalo ‘b dependedel tamañomuestral,

de la magnitudde la observacióny de la varianzade la verosimilitud.

SeaX una variable aleatoria continua con función de densidad f(x — O), O

parámetrodesconocido,O E O. Paraefectuarel contraste(2.10) recordamosquees

precisoelegir unadistribución inicial mixta que asignemasaWc>, O < irc> < 1, a la

hipótesisnula, Hc>, y repartael resto, 1 — irc>, sobre O # Oc>, hipótesisalternativa,de

acuerdocon unadensidadque llamaremosir(O).

En cuantoal contraste(2.16) supondremos,únicamente,quetenemosunadensi-

dadcontinua,ir(O), sobreO. Estair(O) serála mismaquela utilizadaenel contraste

(2.10).

El factor Bayesdel contraste(2.10) viene dado por (2.15), mientrasque el del

contraste(2.16) es

f¡, f(x¡O)ir(O)dO f1~ir(O)dO

fjw(0)dO f16f(t)ir(O)dO~ (2.18)

GómezVillegas y GómezSánchez—Manzano(1992)pruebanque Bb(x) convergea

13(x) cuandob tiendea cero. Esto es, desde el punto de vista bayesianoamnbos

problemasserían equivalentespara valores suficientementepequeñosde 6. Estos

autoressugierenelegir
1ro, la probabilidadquese asignaa la hipótesisnula puntual,

como

= jir(O)dO (2.19)

puesto que de estamanerael cocientede probabilidadesfinalesdel contraste(2.16)

Pr(IbIx) _ irc> ir
0 _ Pr(J-Jc>¡z

)

— Bb(x) convergea
Pr(Jt’kn) 1—wc> ‘‘1 —irc> — P(H1¡x)
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Tabla 2.1: Probabilidades
intervalo, casoNormal.

finales dc Hc> en los contrastesde

t

hipótesisnula puntual y de

3.291

0.0021

1.645 1.960 2.576

b= 0.1 0.0774 0.0477 0.0139

0.0794 0.0482 0.0142 0.0022

b= 0.2 0-1544 0.0983 0.0297 W0045

0.1699 0.1083 0.0356 0.0066

b= 0.3 0.2303 0.1515 0.0477 0.0074

0.2780 0.1890 0.0717 0.0161

que es el cocientede probabilidadesfinales del contraste(2.10). De maneraque

en los dos contrastesse llegaría a tomar [a misma decisión, siempreque b fuese

suficientementepequeño.En efecto,si se toma irc> comoindica(2.19) la probabilidad

final de la hipótesisnulaes mnuy parecidaen amboscontrastescuandob es pequeño,

cornose muestraen el siguienteejemplo.

Ejemplo 2.2. Sea..... . , una muestraaleatoria simple de una población

N(O,a2), con a2 conocida. En estecasosabemosque la mediamuestral,Y, tiene

unadistribución N(O,a2/n). Consideremosel estadísticoT(Y) = — Oc>)/a.

Supongamosque la distribución inicial paraO, ir(O), es N(Oc>, ir2).

Entonces,si t = — Oc>)/a y ~ denota la función de distribución N(0, 1),

la tabla 2.1 muestralas probabilidadesfinales de la hipótesisnulaen los contrastes

(2.10) y (2.16) paradistintos valoresde b y de t. Paracadavalor de b, la fila superior

muestrala probabilidadfinal de la hipótesisnulapuntual mientrasquela fila inferior

muestrala probabilidadfinal de la hipótesisnula de intervalo. Los cálculosse han

efectuadotomandon = 10 y a2 = ~2 = 1. E

En cuantoa la relaciónentrela probabilidad final de la hipótesisnula en (2.16)

y el correspondientep—valor, pb(x), l3ergery Delampady(1987)muestranque lijada

25



Cap. 2. Contrastede Hipótesis. Resultadosanteriores.

Tabla 2.2: Probabilidades
intervalo,casoNormal.

b= 0.1

finales y p—valc>resde lic>

t

en el contrastede hipótesisde tipo

2.576 3.291

0.0138 0.0016

1.645 1.960

0.1169 0.0615

0.0732 0.0434 0.0120 0.0017

b = 0.2 0.1670 0.0969 0.0266 0.0040

0.1571 0.0978 0.0302 0.0051

b = 0.3 0.2479 0.1577 0.0520 0.0096

0.2583 0.1715 0.0613 0.0125

la densidadinicial, ir(O), la probabilidadfinal es

cuandoel tamañomuestral,n, es grande. Más

a pb(x) cuandon tiendea infinito. En el ejemplo

medidasen un casoconcreto.

aproximadamenteigual al p—valor

concretamente,.Pr(JJoiW.) tiende

siguientecomparamosestasdos

Ejemplo 2.3. Supongamos,como en el ejemplo2.2, que X1,. . . , X,1 es una mues-

tra aleatoriasimple de una variablealeatoriaX con distribución N(O, a
2), con 2

conocida,y tomemoscomo densidadinicial una N(Oc>, ,~2). En estascondiciones,la

tabla 2.2 muestra,paradistintos valoresde b y t, en la fila inferior los valores de

la probabilidadfinal de la hipótesis nula en (2.16) y en la fila superior el p—valor

correspondiente.Los cálculosse han efectuadotomandon = 10, a2 = 1 y ir2 = 2.

5

Se observa que las diferenciasentre el p—valor y la probabilidad final de la

hipótesis nula en el casodel contrastede tipo intervalo no son grandesy que las

conclusionesserían las mismas desdelos puntos de vista clásicoy bayesiano. No

obstante,convieneobservarque para valoresmuy pequeñosde b el p—valor se es-

tabiliza mientrasque la probabilidad final de la hipótesis nula tiendea cero, como

consecuenciade elegir su probabilidadinicial cadavez máspequeña.
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Tabla 2.3:
p—valor en el

Probabilidad final de lío

contrastede hipótesisnula

1.645

en el contrastede hipótesis de tipo intervalo y

puntual,casoNormal.

1.960 2.576 3291

p—valor 0.1169 0.0615 0.0138 0.0016

b 0.0732 0.0434 0.0120 0.0017

Pr(161t) 0.1670 0.0969 0.0266 0.0040

Casellay Bergeren la discusióndel trabajode Bergery Delampady(1987)mimes-

tran quese puedeconseguir,tomandob adecuadamente,que los p—valoresdel con-

trastede hipótesis nula puntual (2.10) y las probabilidadesde la hipótesis nula de

intervaloen (2.16) sean,prácticamente,casi iguales. Reproducimosaquí, en la tabla

2.3, el ejemplo de Casellay Bergerpara algunosvaloresde t. La verosiníilitud es

N(O, 1) y la distribución inicial elegidaparael parámetroes N(0,4).

Estosresultadosles llevana afirmarquelos p—valoresy las probabilidadesFinales

de la hipótesisnulase parecensiemprequeb, radio del intervalo,seasuficientemente

pequeño.

Parafinalizarestasección,presentamosun ejemplocon verosimilitudbinoniial en

el que seobservaque,eligiendob convenientemente,es posibleaproximarel p—valor

y la probabilidad final en el contrastede hipótesisnula puntual.

Ejemplo 2.4. SeaX unavariablealeatoriacon distribuciónbinomial de parámetros

n y O, este último desconocidopertenecienteal espacioparmétricoO = (0, 1). La

función de masa,por tanto, es

f(xjb)= ( ~) 0~(1—O)”~, para z=0.1,...,n.

Se deseacontrastar lís : O = Oc> frente a : O ~ Oc>, o < Oc>

el p—valor el estadísticoT(X) = í/f(X¡Oc>), resultaque si se ha

< 1. Tomandopara

observado X = x el
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p—valor será:

p(z) = Pr (t; f(t¡Oc>) =f(xIOc>)).

Como distribución inicial, ir(O), parael parámetroelegimosuna beta cuya media

sea,precísamnenteOc>. Teniendoen cuentaque la densidadde la Be(r, .s) es

IÁr + s) 9r—1(~ — o)s—i O < O < ¡

F(r)F(.s)

y su mediaes r/(r + s), paraqueestamediaseaigual a 0~ debemoselegir ir(O)

Be(kOo,k(l — Oc>), con k > 0. De estamaneratenemosque la densidadpredictiva

resulta

m¶(x) = ¡ f(x~0)ir(O) dO = n ‘~ F(k)F( x + kOc>)P(k(l — Oc>) + n —‘ x

)

k ) f(kOo)F(/c(l — Oc>))l’(n + It — 2)

y, por tanto, cl factor Bayesdadopor (2.15),

9~(1 — Oc>)izF(kOc>)P(k(1— Oc>))F(n+ k — 2

)

/3(x) — F(k)F(x + kOc>)F(k(1 — Oc>) + n — x)
La probabilidadfinal de la hipótesisnulaseobtienea partir de B(x) ya que

Pr(Hc>W= (i Iirc>i

)

En cuantoal contrasteHc> : O c ‘b frente a : O C q tenemos

Pr (Ib) = ¡Ib ir(O) dO, (2.20)

mientrasque la probabilidadfinal de la hipótesisnula es

Pr (ib ¡x) = ¡I, ir(O¡x) dO,

con 7r(0:x) densidadde la distribución Be(x+ kOc>,n — x + ¡«1 — Oc>)).

La tabla 2.4 ¡nuestralos p—valores, la probabilidad Final de la hipótesis nula

puntual cuandose le asignauna masainicial irc> = 1/2, la probabilidad final de

la hipótesis de iíítervalo con b = 0.05 y la probabilidad final de la hipótesis nula

puntual Pr(J-I¿¡x) cuandoasignarnosla probabilidad inicial, irc>, calculadaa partir

de (2.20).
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Tabla 2.4: Probabilidadesfinales y p—valores,casolJinomial

n x Oc> p—valor Pr(LJ;jx, 1/2)

9 1 0.45

10 7 0.40

12 7 0.30

14 8 0.25

15 3 0.50

17 8 0.25

17 5 0.10

19 2 0.40

20 2 0.30

0. 04 76

0. 1011

0.0524

0.01 03

0. 0352

0.0478

0.0827

0.0083

0.0525

0.2569

o .3470

0.3239

0. 1685

0.1844

0.3565

0.3 133

0.0740

0. 2325

Pr(4)

0.1917

0.1721

0. 1 824

0. 1917

0.1689

0.1761

0. 1824

0.1720

0.2694

Pr(~4<
0.1515

0. 1055

0.0564
0.055’1

0.039’l

0.0593

0. 1082

0.0140

0.1960

Pr(H¡x,wc>)

0.1161

0.0994

0.0633
0.0459

0.0439

0.0593

0.0966

0.0163

0. 1440

Las probabilidadesfinales

son muy parecidascuando

de las hipótesisnulas en los contrastes(2.10) y (2.16)

en la distribución inicial mixta queutilizamosen el con-

traste (2.10) se elige irc>, probabilidad inicial asignadaa fU, como indica (2.20).

Además,en algunoscasos,dichas probabilidadesalcanzanvaloresnuméricosmuy

proxímosal p—valor correspondiente.Así, por ejemplo, si u = 10, a = 7 y Oc> = 0.4,

la probabilidadfinal de la hipótesis ííula puntual es 0.0994 mientrasque la proba-

bilidad fimíal de la hipótesis nula de intervalo es 0.1055 y el p—valor es 0.1011. En

cambio, cuando se elige irc> = 1/2 se observaque la probabilidad final de H es

muchomás grandequeel p—valor.

A la vista de los resultadosparcialesobtenidosen los ejemplosanterioresparece

queprocedeinvestigarsi se puedeobtenerun resultadogeneralque permitaaproxi-

mar, en el contrastede hipótesisnula puntual, los valoresde la evidenciabayesiana,

expresadamedianteunacota inferior parala probabilidadfinal de la hipótesisnula,

y la evidencia clásica concretadaen el p—valor. A este objetivo se dedican los

capítulos3 y 4 de la presentememoria.
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Capítulo 3

Distribuciones iniciales

unimodales y simétricas

3.1 Introducción

En el contrastede hipótesis nula puntual, como ya mnencíonamosen el capítulo 2,

l3erger y Sellke(1987)y Bergery Delampady(1987)afirmnaíí queexiste discrepancia

entrelas aproximacionesclásicay bayesiana,la primneíaexpresadaen términosdel

p—valor y la segundaa través del factor Bayes y de la probabilidad final de la

hipótesisnula. Casellay Berger(1987)argumentanque tal discrepanciaes debidaa

la necesidaddeutilizar unadistribución inicial de tipo mixto paraefectuarel análisis

bayesianode dicho contraste.

En estecapítulo veremosque la discrepanciaobservadapor Bergery Sellke no

se debetanto a la necesidadde elegir unadistribución inicial de tipo mixto parael

parámetrocomo al reparto de la probabilidadqueellos llevan a cabo: 1/2 parael

punto O = Oc> y 1/2 paratodos los O ~ Oc>. Concluyendoen queeserepartopuedeno

ser representativode unadistribución inicial imparcial sino quemasbien refleja un
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cierto sesgoen favor de la hipótesisnula, ti¿ Es más,eligiendo ro como proponen

GómezVillegas y GómezSánchez—Manzano(1992) probaremosque eí ínfimo de

la probabilidadfinal de la hipótesisnula puntual es aproximadamenteigual queel

correspondientep—valor.

SeaO un parámetrode localización desconocidopertenecientea un espaciopa-

ramétrico O cR. Consideramosel contrastede hipótesisnula puntual

LI;: O = Oc> frente a ti; : O # Oc>. (3.1)

Supongamosque,pararesolverel contraste,se observaimíma variablealeatoria,X.

con función de densidadf(x—O),continimaenOc>. Llevar acaboun análisisbavesíamio

de (3.1) implica, comoya se indicóen la Sección2.3, utilizar unadistribución inicial

de tipo niixto en la que,entreotros elemnentos,hay queseleccionarunadistribución

sobre117.

Ahora bien, elegir una distribución inicial concreta, ir(O), no es sencillo en la

mayoríade las ocasionespuestoque la información previadisponibleno será,en ge-

neral, lo suficientementeprecisacomo parapoder determinarir(O) con total seguri-

dad. Es habitual, en estoscasos,dejarque la distribución inicial, ir(O), pertenezcaa

unaclaseampliade distribucionesy, sobreesaclase,calcularunacota inferior para

la probabilidadfinal. Nosotroscalcularemosel ínfimo de la probabilidadfinal de la

hipótesisnulacuandola distribución inicial vaneen la clase

0us = { Todas las distribucionesunirnodalesy simétricasen torno a Oc> }.

Pensamosque 0us es una clase razonablede distribuciones iniciales para el

parámetroO en el problemadel contrastede hipótesis nula puntual, en el sentido

de que “no favorece” a la hipótesisalternativa, 1J. Esto es,el uso de Ous debería

prevenirque hayaexcesivosesgo hacia valoresO # Oc>. Además,estaclase ha sido

utilizada por Casellay Berger(1987)y por Bergery Sellke(1987)paraobtenercotas

inferioresde la probabilidadfinal en los contrastesunilateral y bilateral respectiva-

mente.
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El contrastede hipótesisnula puntual en el problemade un parámetrode lo-

calización, quees el que nos ocupa en esta memoria,se elige más por convenien-

cia matemáticaquepor metodologíaestadística(Casellay Berger, 1987). Parala

mayoríade ~osautores,una hipótesis precisapuede ser representada,salvo raras

excepciones,como

Hc>: O—Oc>j=b frentea IJ~: IO—0c>I=b, (3.2)

dondeb > O es “pequeño”. Estasituaciónya fue comentadaen el capitulo 2.

De maneraque lo que proponemoses reemplazarel contraste(3.1) por el con-

traste (3.2). Estecambio nos proporcionaalgunasventajas:

(i) En (3.2) no es precisoutilizar unadistribución inicial de tipo mixto.

(u) Si queremoscontrastar(3.1), dado ir(O), podemosfijar el valor de b, aquel

quehagaequivalentes(3.1) y (3.2) y calcular

= i§—úo I=bir(O)dO. (3.3)

quees la masadeprobabilidadinicial que,en la distribuciónmixta, asignaremosa la

hipótesisnula, H¿, en el contraste(3.1). Por otra parte,elegir b, radio del intervalo,

es más intuitivo queelegir irc> (habitualmentese ha tomado1/2 como valor de Wc>).

Siguiendo con las notacionesintroducidas en el capítulo 2, en la sección3.2

presentamosel resultado principal que consisteen la obtención del ínfimo de la

probabilidadfinal de la hipótesisnula en el contrastepuntual cuandola distribución

inicial varíaen la clase0us- Además,probamosque la distribución inicial de tipo

mixto utilizadaquedamuy próxima a la distribucion inicial utilizadaen el contraste

de tipo intervalo.

En la sección3.3 llevamosa cabola comparaciónentreel p—valor, como medida

deevidenciaclásicacontrala hipótesisnula,y el ínfimo de la probabilidadfinal de [I

tomadosobrela claseOus~ Finalmente,analizarnosalgunosejempíosy comentaimios

los resultadosobtenidos.
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Los resultadosquese obtienendependende la distribución de la queprovienen

los datos. Siguiendola clasificaciónde Main(1987) y GómezVillegasy Maín(1992),

sí la verosimilitud es resistentea datos atípicos, como es el casode la distribución

normal, nuestroprocedimientoproporcionaun valor del ínfimo de la probabilidad

final de II~ quees próximo tantoal p—valor comoal ínfimo de la probabilidadfinal de

[Jo. En cambiosi la verosimilitu(] es propensaadatos atípicos,comola distribución

de Cauchy,o neutra,como la distribución dobleexponencial,los ínfimos de Hc> y H¿

son aproximadamenteigualescuando b es pequeño,pero inferiores al p—valor. Los

ejemplos3.2 y 3.3 se dedicanal estudio de estosproblemas.

Asimismo, se obtienen algunos resultadosasintóticosdel ínfimo obtenido en

relación con el p—valor. Estos resultadosdependen,corno era de esperar,de las

colasde la distribución de muestreo.

3.2 ínfimo de la probabilidad final.

En estasecciónobtenemosel ínFimode la probabilidadFinal de la hipótesisnulaen

el contraste(3.1) cuando la información inicial vienedadapor unadistribución de

la clasede las distribucionesunimodalesy simétricasen torno a Oc>, 0u~~

Paraeíío, recogemosen primer lugar un Lemaquefacilita los cálculosposteriores

y cuyo significadoes queel ínfimo de la probabilidadfinal de la hipótesisnula es el

mismosí se toma sobreuna clasede distribucionesiniciales, O, o sobrela clasede

todaslas mixturasde elementosde O. La demostracióndel Lemapuedeencontrarse

en Casellay Berger (1987).

Lema 3.1. SeaO = {ir
0,a c A} una clasede distribucionesiniciales sobrela

recta real ordenadaspor un conjunto .4. Sea
0M la clasede todas las mixturas de

elementosde O, es decir ir pertenece a 0M si y sólo si

ir(B) = L ny}B) dP(cx)
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para alguna medidade probabilidad P sobreA y todo conjunto medible 13. En-

tonces,

mf Pr(JJc>~z) = im¡f Pr(LIc!x).

rEGM ,rnEO

El teoremasiguienteestableceeí ínfimo de la probabilidad final, para su de-

mostraciónutilizarnoscl Lema 3.1 y el hechoconocido de quetodo elementode la

clase0us puedeobtenersemediantemixtura de elementosde la clasede todas las

distribucionesuniformesy simétricasen torno a Oc>, llamaremos0u aestaclase.

Teorema3.1 Si consideramosel contrastede hipótesisnula puntual (2.1) y en la

distribución inicial de tipo mixto tornamos1ro corno se indica en (3.3,), supuestoque

(3.4)

entonces

£~Pr(ÍI¡x) = i
6nj Pr(H[x) = (í + ~!gJjfls~j~ dO). (3.5)

DEMOSTRACION:

La primera igualdad de (3.5) es consecuenciadel Lema 3.1. Para probar la

segunda,consideremosunadistribución ir(O) uniforme en el intervalo (Oc>—k,9c>+k),
k > O númeroreal. En estascondiciones,si se ha observadox, la probabilidadfinal

de la hipótesismiula, H, es

b

— Oc>)
Pr(i>1¿¡x) bf( —Oc>) + (i — ~)j9—0oI<k 1 — O)dO

2fQr —Oc>)

2f(x — Oc>) + — f¡0—Go~<k f(x — O) dO
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La variación de Pr(II¡x) con respectoa It vienedadapor su derivada,es decir,

a
~Pr(H1tx) =

— 2f(x — Oc>) ~ flO—GaI<k f(x — O) dO +
— ~)£f(m — k) + f(x +

— ~)Jj9—60I<kf~4 — O)dO)
2

con lo quese observaque
a—Pr(HJ¡z) < 0,
5k

siempreque b < It. De maneraque Pr(H¿Ix) es decrecienteen It y, por tanto, el

mínimo se alcanzarácuandoIt tiendaa infinito, es decir,

mf Pr(I’I¿¡:r)
irEG,j

= hm
oc>~ + (ík—cc 2f(x — Vb

2f(x — Oc>)

~YhoGI<kf(x0)dO

2f(x—Oc>)

2f(x—9c>)+tf~Zf(x--O)dO

= &
puestoquede la condición 3.4

—O)dO=

lo quepruebael teorema.O

Obsérveseque, fijado b y despuésdeobtenerx, la expresión(3.5) nos proporciona

el ínfimo de la probabilidad final de la hipótesisnula puntual.

Ejemplo 3.1. SeaX variable aleatoriacon distribución N(O,a2), con a2 conocida

y XÁ,. . . , X,, unamuestraaleatoriasimplede la poblaciónX. En estascondiciones,

es conocidoque la distribuciónde X es N(O,a2/n), de maneraqueel ínfimo de la

probabilidadfinal de la hipótesisnula puntual,tomadosobrela clase0us dadopor

(3.5), es

1v2~
2bfr exp

f(x— O) dO) -i

f(x—Oc>)

‘Jf(
— O) dO = —O)dO <oc,

mf I%-(fJ¡r) (3.6)O)2}]
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Tabla 3.1: ínfimo de la probabilidadfinal de la hipótesisnulasobrela claseCus,caso

Normal.

t

b 1.645 1.960 2.576 3.291

0.1 0.0612 0.0356 0.0091 0.0011

0.3 0.1636 0.0998 0.0267 0.0034

0.5 0.2449 0.1560 0.0437 0.0056

La tabla 3.1 ¡nuestra,cuandoa2 = 1 y rz

valoresespecíficos(le t y algunosvaloresde b,

— 10, el valor de (3.6) paraalgunos

siendot = -— Oc>[/a. ~

La elecciónde la distribución inicial mixta corno nosotrosproponemoses la ade-

cuadaya que, insistiendoen la relaciónentreel contrastede hipótesisnula puntual

y el de tipo intervalo, si en (3.1) elegimosla distribución inicial de tipo mixto coíi

1ro como indica (3.3) la distancia,medidaen términosde la informaciónde Shan-

non, entreestadistribución mixta y la densidadinicial que setoma en el contraste

(3.2) es muy pequeñacuandob, radio del intervalo, es suficientementepequeño. El

resultadose recogeen el siguienteteorema

Teorema 3.2 . Sealri(O) la distribución inicial mixta utilizada en el contraste (3.1)

ir¡(O) = woJ{e~}(O) + (1 — Jro)2r(O)I{e!=
80}(O). (3.7)

donde wc> viene dado por (3.3), ir(O) es la densidadinicial utilizada

(3.2,) y la función JA(O) es la función indicatriz del conjunto A.

Si medirnosía distancia entre iri(O) y ir(O) por

dtirí0r) = frr(O)ln (O) dO

en el contraste

(3.8)

etít onces

limd(wi, ir) = O
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DEMOSTRACIÓN:

La distanciaentrerr~ y ir es

ir(O)ln ir(O) dO
ir~(O)

— ¡rr(O)ln
irc> ~{o~}(~)+ (1

ir(O)

— r-c>)ir(O)L{e!=o~}(O)

— Jzr(O)lnir(O)dO—¡ ~(O) In {irc>J{00}(O) + (1— 7rc>)ir(O)J{o!=90}(O)}dO.

rromandolímitescuando b tiendea cero, resulta

limb...od(irl,ir)

= Jir(O)ln7r(O)dO—

= ¡ir(O)lnir(O)dO

¡ir(o) lirnín {irc>I{60}(O)

— ¡ ir(O) In {¿Lwirc>¾oodO)

+ (1 — irc>)w(O)J{o!=oc>}(O)}dO

+ Qm(1 — wc>)w(O)J{~~~0}(O)

ir(O)lnir(O)dO — ¡ ir(O)lnz(O)dO = 0,

lo quepruebael teorema.~

De maneraque si b es suficientementepequeño, que es cuando tiene sentido

hablar de la relación entre los contrastes(3.1) y (3.2), las distribucionesiniciales

tomadasen amboscasosquedanmuy proxímas. En cambiosi se elige ir0 = 1/2; la

distribución inicial mixta se escribe

ir2(O) = +

y la distanciade estair2(O) a la densidadir(O) resulta

= Jir(O)lnW~) dO

d(w¡,ir) -J
dO

=1
} dO

ir)
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= ¡ ir(O) dOJirkJn ~I{~c>}(O)+ ~ir(O)I{o!=o0}(O)

= ¡ <0) luir(O) dO — ¡ ir(O) tu (Ir(o)) dO

— In (~-) = 0.693.

De maneraque ir2(O), distribución inicial mixta con Wc> = 1/2, estámásalejada

de la distribución ir(O) que ir~ (O), que es la distribución inicial mixta que nosotros

proponemosparael contrastede hipótesisnula puntual.

3.3 Comparación entre las evidencias clásica y

bayesiana

E¡í la sección 3.2 hemosobtenidoel ínfimo de la probabilidadFinal de la hipótesis

nula puntual cuandoladistribución inicial pertenecea la claseOus~ En estaseccion

probaremosqueeligiendob adecuadamente,el ínfimo queseobtienees aproximada-

mnente igual al p—valor, tomado este último como medida de la evidenciaclásica

contra Hg.

Recordemosque si T(X) es un estadísticoadecuadoparaO, el p—valor correspon-

dientea los datosobservados,x, vienedadopor

p(x) = Pr(JT(X)I = T(x)~IO = Oc>). (3.9)

Entonces,igualando (3.5) y (3.9) obtenemosun valor de b, digamosb*, de tal

maneraqueel ínfimo de la probabilidad final de H~ y el p—valor coinciden. El valor

de b vendrádadopor

b*=;1Pe~)J#x:~dO. (3.10)
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Figura 3.1: ínfimo de la probabilidadfinal para b = 0.1, 0.2, 0.3 y 0.4 y p—valor.

Caso Normal

Además,si fijamos un valor de b proxímno a b*, como el fr(ÍJJx) es funcion

continuade b, obtendremosque el Pr($¡x,b) quedapróximoal Pr(IJJlx,bfl y, por

tanto, próximo al p—valor. Todo ello se ponede manifiestoen el siguienteejemplo

Ejemplo 3.1 (Continuación). Los valoresdel ínfimo de la probabilidad final de la

hipótesisnulapuntual,JJ, quedanpróximosa los correspondientesp—valorescuando

bes moderadamentepequeño(ver tabla 3.1). Estaproximidad quedatambién re-

flejada en la figura 3.1 dondese ha representadográficamenteel p—valor junto con

ínfWEcUS Pr(H~Ux, b) para b = 0.1, 0.2, 0.3 y 0.4. En la figura 3.1 se ha incluido

tambiénel ínfimo de la probabilidad final de LJ¿ sobre
0uspero tornando iro = 1/2

comola masainicial asignadaa la hipótesisnula. Podemosobservarqueestaúltima
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Tabla 3.2: Valores de b que igualan el p—valor con el ínfimo de Fr(H;It)

población Normal, ínfimo sobre0us~

p valor — .Er(ll¿II) b Pr(fic>jt,b) Pr(J-J~jt,rc>=

1.645 0.1 0.170 0.1198 0.390

para una

4)

1.960 0.05 0.142 0.0575 0.290

2.576 0.01 0.111 0.0121 0.109

3.291 0.001 0.089 OGOII 0.018

curvaestá lejos tanto del p—valor como de los inf~ca~
5 Pr(HJ¡x, b).

Por otra parte, el valor de b dado por (3.10) es

{2

quepuestoen función de t = — ~c>l)/o-resulta

1 p(t) 2ira (tfl
17= exp<—>. (3.11)

La tabla 3.2 muestra, para algunos valores específicosde t, los valores de b*

quehacenque el í¡ífimo de Pr(Ji¡x) seaigual al p—valor. De maneraquesi para
efectuarel contrastede hipótesisnula puntual sustituimoséste por el contrastede

tipo intervalo tomandoun valor fijo de b próximo a b*, entoncesel ínfimo de la

probabilidad final de 1i seráaproximadamenteigual al p—valor.

Laequivalenciaentreloscontrastesde hipótesisnulapuntual,(3.1),y de hipótesis

nulade tipo intervalo, (3.2), quedatambiénreflejadaen la misma tabladonde,para

los distintos valores de t, se ha calculadoel ínfimo de Pr(Hc>~t, 17) dado por

40
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Tabla 3.3: RazónentrePr(H~It,Cus)y tp(t) en el casoNormal,con b = 0.125.

t (H~¡t, Cus) tp(t) Pr(H~t, Ous)/(tp(t))

1.645 0.0754 0.1645 0.4584

1.960 0.0442 0.0980 0.4510

2.576 0.0113 0.0258 0.4387

3.291 0.0014 0.0033 0.4254

mf Pr(Hc>It,b*)
irEGus

hm Pr(Hc>¡t)
k—*oo

4,(t+bVIÁ

)

= k-4oo 4,(t±kf)

= +17=) ~(t—b~ n)

Por último, tambiénse ha recogidoen la tabla 3.2 el ínfimo de la probabilidad

final de ~ cuandoir0 = 1/2. Podemos,en este caso, observarla discrepanciaque

existeentre los p—valoresy el ínfimo de la probabilidadfinal de 11; cuandose toma

irc> = 1/2 en la distribución inicial mixta. L

Elegido un valor del radio del intervalo, b, resultade interés estudiarla

entre el Pr(HJ»t,Cus) y el producto tp(t). En efecto,si tomamosb = 0.125,
intermedioen la tabla 3.2, la última columnade la tabla 3.3 muestraque la

entre Pr(H¡flt,Ous) y tp(t) es estable.

razon

valor

razon

El comportamientoasintóticode la razónde estasdos cantidadesquedareflejado

de maneramás precisaen el siguienteteorema.

Teorema3.3 Si b es el radio del intervalo en el contraste(3.2) y n el numero de
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observaciones,entonces
mnfreausPr(H~flt

)

tp(t)

Además,

tp(t)

DEMOSTRACION:

De la expresión(3.6) obtenemos

infrEc;¡;s Pr(H¿jt) bv’STp(t

)

tp(t) (2b\hiy(t) + 1) t(l —

(2b\/ñs~(t)+ ¡ ) i—4«t) (3.12)

donde~ y p son, respectivamente,las funcionesde distribución y densidadde la

variablealeatoriaN(0, 1). Utilizando la desigualdad(F’eller(1975),pg. 184),

1 t(1—~(t)

)

y(t)

quees válida paratodo t > 0, se obtieneque
ínfrcausPr(H;~t) (2b~/ñp(t)+ 1) 1$ —

tp(t) ¡ (3.13)

Por último, el segundomienibro de (3.13) convergea b~,S cuando t tiende a

infinito, lo que concluyela demostraciónpuestoque(3.12) es decrecienteen t. C

Consecuenciadel teoremaanterior es que, cuando t es muy grande,el p—valor

sobreestimala evidenciacontra la hipótesisnula.

Además, observamosque cuando el tamaño muestral aumentael valor de b

debe disminuir para que las dos aproximacionescoincidan, resultadointuitivo y



Cap. 3. Distribuciones iniciales unimodales y simétricas 43

que tambiénha sido puestode manifiesto por Delampadyy Berger(1987)respecto

a los p—valores.

A la vista de los resultadosobtenidos en esta seccióny en la precedente,se

puedenextraerlas siguientesconclusiones

En el problemadel contrastede hipótesisnula puntual es posiblereconciliar las

medidasde evidenciaclásicasy bayesianasya que,comose ha puestode manifiesto,

es posibleaproximar el ínfimo de la probabilidad final de la hipótesisnula puntual

al correspondientep—valor. Paraello bastaelegir irc> en la distribución inicial como

i¡ídica (3.3).

Eligiendo ~c>dc estamanera,obtenemosqueel ínfimo de la probabilidadfinal de

la hipótesisnulapuntual, ¡1, es aproximadame¡íteigual al ínfimo de la probabilidad

final de la hipótesis nula de tipo intervalo, Ho, si se elige b, radio del intervalo,

suficientementepequeño. Con lo que,desdeel puntode vistabayesiano,tomaríamos

la misma decisiónen el contraste(3.1) que e¡í el (3.2). Resultadoquees coherente

con la sustitución de un tipo de contrastepor otro, como se ha comentadoen la

introducciónde estecapítulo.

Comoen el problemadecontrastede tipo intervalo (3.2) no seutiliza distribución

inicial de tipo mixto, podemosconcluir que la discrepanciaobservadapor Bergery

Sellke(1987)entre las respuestasclásicay bayesianano se debea la utilización de

una distribución inicial de tipo mixto sino a la elección,en dicha distribución, de

unamasaWc> = 1/2 parael punto O = Oc>.

A la hora de abordar un problemareal de contrastede hipótesis nula puntual,

creemosque si el decisor tiene claramentedefinido el valor de 1ro entoncesdebe

utilizar aquel sea cual sea. Ahora bien, si no tiene claro qué valor de irc> tomar,

entoncesdebe,dentro de un contextobayesiano,explicitar su función de densidad

ir(O), elegir un radio de intervalo, 6, adecuadoparasustituir el problemapuntual

por el de intervalo y calcular Pr(JI¡x) utilizando wc> como en (3.3). Si, por último,
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no puededeterminarir(O) entoncesdebetomarcomodistribución inicial la uniforme

impropia sobrela recta real, ya quecon estaes con la quesealcanzael ínfimo de la

probabilidadfinal segúnse demuestraen el teorema3.1.

Hasta aquí hemosexpuesto los resultadosobtenidoscon el ínfimo de la pro-

babilidad final resultantedel teorema3.1 cuando la verosimilitud es Normal. La

distribución Normalestáclasificadadentro de la clasededistribucionesresistentesa

datosatípicos parael parámetrode localización,ver Maín (1987) y GómezVillegas

y Maín (1992). En estecasoya hemosvisto queel ínfimo de la probabilidadfinal de

la hipótesisnula puntual es aproximadamenteigual queel correspondientep—valor.

Cabe, entonces,preguntarsesi estos resultadosserán válidos casode que la

verosimilitud seade una clasededistribucionesno resistenteadatos atipicos. Los

ejemplossiguientestratan estasdos situaciones.En el primerosesuponequelas ob-

servacionesprovienende unavariablealeatoriaquesigueunadistribuciónde Cauchy,

quees propensaaobservacionesatípicas,mientrasqueen el segundosuponernosque

se lían obtenidodeunavariablealeatoriadobleexponencial,distribuciónque es neu-

tra respectoa observacionesanómalas.

Ejemplo 3.2. SeaX variablealeatoriacon distribuciónde Cauchy(O,a2),O pará-

metro desconocidoque, en estecaso, representala medianade la distribución y a

conocido. Por simplicidad, supondremosquea = 1. En estascondiciones,

1 1
f(x —o) = irl +(x—O)2

SeaX
1,. . . , X,, una muestraaleatoriasimple de X. Entonces,la verosimilitud

resulta
nl 1

= fi —___________

irl+

(x¿ — O)V
O ~ O se tiene queel ínfimo de laParacontrastar HJ : O = O frentea 111’
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Tabla 3.4: p—valorese ínfimo de Pr(Hjx). Distribución de Caiíchy, ínfimo sobreCus

.

Al
4

-0.9691 2.1472 -2.9429 4.4188 -7.8613

b =0.1 0.1573 0.1090 0.0893 0.0780 0.1708

b =0.2 0.2719 0.1966 0.1639 0.1447 0.2918

b =0.3 0.3590 0.2685 0.2272 0.2023 0.3819

6 =0.4 0.4275 0.3286 0.2816 0.2528 0.4517

b =0.5 0.4828 0.3796 0.3289 0.2972 0.5074
p(r) 0.5100 0.2775 0.2084 0.1417 0.0805

17 0.5575 0.3139 0.2687 0.1952 0.0425

probabilidadfinal de J-l¿ dadopor (3.5) es

f(xi,
mf Pr(H¿~xi,...,x~)

Ir E O u s

= (í

Oc>)

It

H 1 + (x1 —Oc>)2
i=i 1 + (x1 — 0)2

Si consideramosla región crítica {¡Yl =4, siendoY la mediamuestral,el p—valor

correspondientea las observacionesx1,. . . ,x,, vendrádado por

2
p(i) = 1 — — arctan(i?— Oc>).

71~
(3.15)

La tabla 3.4 recoge los valoresdel ínfimo de la probabilidad final dadospor (3.14)

paradistintos valoresde 6, radio del intervalo,y un conjunto de cinco muestrasde

tamañon = 10 simuladasde unadistribuciónde Cauchy(0,1).En la tabla serecoge,

igualmente,el p—valor correspondienteal valor de F en cadamuestra.

Además,se obtienenlos valoresde 6* dados por (3.10) quehacenqueel ínfimo

de la probabilidadfinal de JI; se iguale al p—valor. Lo mismo que sucedíaen el

«r~IO) dO)

dO) (3.14)
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Tabla 3.5: Razón entrexPr(JJ¿Jz,Cus) y p(x) en el casoCaiíchy, b 0.2.

x xfr(iJ¿, x, Cus) p(x) xPr(H~flx, Ous)/p(z)

1 0.0599 0.5 0.1198

1.5 0.0566 0.3743 0.1511

2 0.0496 0.2952 0.1680

2.5 0.0433 0.2422 0.1786

3 0.0378 0.2048 0.1846

casode verosimilitud Normal, fijando un valor del radio del intervalo próximo aeste

valor de 17, se obtienequeel p—valor es aproximadamenteigual que el ínfimo de la

probabilidadfinal de la hipótesisnula puntual. En cualquiercaso, si b < 17 entonces

dicho ínfimo serámenor o igual queel p—valor correspondiente.

Por otro lado, tomandovalorespequeñosde b resultaque lo.s ínfimos de la pro-

babilidad final de ~&y el de Ho son muy parecidos. En efecto, si tomamos,por

ejemplo, b = 0.1 los valoresdel ínfimo de la probabilidadfinal de Hc> paracada una

de las muestrasson 0.1848, 0.1217, 0.0980, 0.0844 y 0.2038 respectivamente.Esos

valoresson aproximadamenteigualesa los del ínfimo de la probabilidadfinal de Hg.

Ahora bien, sólo cuando ¡~¡ toma valores“grandes” coincidenlas cotas inferiores de

la probabilidadfinal con el p—valor ya quesi fijamos los valoresde 17 obtenidosen la

tabla 3.4 resultaqueE~JJc>¡zi,. . . , x,,, Cus) toma los valores0.79720.3258,0.2633.

0.1640y 0.0875 respectivamenteparalas muestrasM~,...,M5, quese aproximan a

los p—valoressólo en los últimos casos.

Paraestudiarel comportamientoasintóticodel fr(HWx, Cus) con respectoal

p—valor, resultaráde interés observarla razónentre xPr(H jx, Cus) y el p—valor.

que puedeverseen la tabla 3.5. Se ha consideradounaúnicaobservación.

Si z es estrictamentepositivo, el cocientexPr(H¿Ix,Ous)/p(x) es crecientey

está acotado por b. el comportamientoasintótico quedareflejado en el siguiente

teorema.
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Teorema3.4 . Si x es estrictamentepositivo y b es el radio del intervalo elegido

para cl contraste (3.2), entonces

zPr(HíUz,Ous) <b

p(x)

:rE~idH;hr,Ous

)

lun p(x) =b.

DEMOSTRACION:

Aplicandola reglade L’llopital parael cálculode limites indeterminados,en este

casode la forma 0/O, se tiene

2bx

xfrn(LJ¡x, Ous)

p(x)
= hm

Ir —* OC

2b + <1 + x2

)

2
1 — — arctanr

‘Y

= hm — brr(i+2)(4b +2w— 2wx2

)

+ x2))2)
= bEl

Es decir, el p—valor es,en estecaso, asintóticarnentemucho más grandequeel

ínfimo de la probabilidad final de la hipótesis nula puntual.

Paraconcluir estasección,consideramosel casoen quelas observacionesproven-

gan de unadistribución doble exponencial,distribución que es neutra respectoa

datosatípicos(Main, 1988).

Ejemplo 3.3. SeaX variablealeatoriacon distribución dobleexponencial,es decir

yexP{—}

y, además

hm
1400

con a > O conocido.
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Tabla 3.6: p—valc>res e ínfimo de Pr(H¡x). Casodoble exponenciale (nfimo sobreC<JS.

x

2 2.5 3

0.0134 0.0081 0.0049

1 1.5

b =0.1 0.0355 0.0218

b =0.2 0.0685 0.0427 0.0264 0.0162 0.0099

b =0.3 0.0995 0.0627 0.0390 0.0240 0.0147

6 =0.4 0.1283 0-0819 0.05t4 0.0318 0.0195

p(x) 0.3678 0.2231 0.1353 0.0821 0.0498

El ínfimo de la probabilidadfinal de LJ sobrela clase0us dado por 3.5 es

mf píJ~J*\~( a
7rEGus rkc>¡Y}~kl + exp

(3.16)

La tabla 3.6 recoge, con a = 1, los valoresdel ínfimo dado por 3.16 para al-

gunos z y diferentes6. La última fila muestralos p-valorescoorespondientesa cada

observación,dadospor

P(x)=2j¿exp{~¡uOc>¡} du.

Al igual quesucedióen el ejemplo3.2, observamosqueel p—valor es muchomás

grandequeel ínfimo de la probabilidadfinal de la hipótesisnula puntual.

Igualmentelos valoresde 17 dadospor 3.10, quehacenqueel ínfimo de la proba-

bilidad final de LJ seaigual al p—valor, sonelevadosde formaqueno tendráninterés

desdeun punto de vistaestadístico.Así, por ejemplo, si x = 1 resultab* 1.582.

No obstante,tomandovaloresmoderadosde b, radio del intervalo,el ínfimo de la

probabilidadFinal de H es aproximadamenteigual al ínfimo de la probabilidadfinal

de Lic>. En efecto, si elegimos6 = 0.2 y x toma los valores 1, 1.5, 2, 2.5 y 3 resulta

queLk(Hc>¡z, Ous) es 0.0741, 0.0449, 0.02725, 0.01653y 0.0100 respectivamente.

48
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Tabla 3.7: RazónentrePr(JI;jx,Cus) y p(x) en el casodoble exponencial,b = 0.2.

x Pr(HS}x,Ous) p(z) Pr(IJIx,Ous)/p(z)

1 0.0685 0.3678 0.1863

1.5 0.0427 0.2231 0.1915

2 0.0264 0.1353 0.1951

2.5 0.0162 0.0821 0.1973

3 0.0099 0.0498 0.1987

Valores jue son muy

se puedeobservaren

parecidosa los

la tabla 3.6.

del ínfimo de la probabilidadfinal de JJ como

En cuantoal comportamientoasintóticodel ínfimo de la probabilidadfinal de la

hipótesisnula puntual con respectoal p—valor tenemosque fijado un valor del radio

del intervalo, b, la tabla 3.7 nos muestralos valoresdel cocientefr(J-J¿Jx, Ous)/p(x)

para distintos iv Se puedeobservarque a medidaque x creceel cocientese esta-

biliza cercade b = 0.2. Lo mismosucedefijando cualquierotro valor de b. Este

comportamientoquedarecogidoen el siguienteteorema

Teorema3.5 Dado b> O y para todo x, se tiene que

Pr(Hix,Ous) b
p(x) a

Lr(H;Ix,Ous

)

hm p(x)
b
a

49

y, adcmás,
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DEMOSTRACIÓN: El cociente

Pr(H4~x, Ous) (i + exp { 0c>I —m
p(x) {Imr ;Oc>I}

exp{~XOc>~}

1 +~exp{
1~~0c>~}

es crecienteen x y convergea b/a cuandoz tiendea infinito. O

De maneraque el p—valor y el infimno de la probabilidad Final de ti son ím

finitésimosdel mismoorden. Ahora bien, si, por ejemplo,a = 1 y 6 = 0.2, el p-valor

será,asintóticamente,cinco vecesmayor que el ínfimo de la probabilidadfinal.

La conclusiónqueobtenemosa la vista de los dos últimos casostratadoses que

cuandolas observacionesprovienende una distribución de Cauchyo de unadoble

exponencial,los p—valores son mayoresque las cotas inferiores obtenidaspara la

probabilidadfinal de la hipótesisnula puntual. Este resultadopuede, tal vez, reía-

cionarsecon la clasificaciónde estasdistribucionesrespectoaobservacionesatípicas.



Capítulo 4

Distribuciones iniciales

e—contaminadas

4.1 Introducción

Como ya se ha indicado en los capítulos precedentes,para efectuar un análisis

bayesianorelativo aun parámetrodesconocido,O, es precisoexplicitar las opiniones

iniciales medianteunadistribución de probabilidadquerecoja,de alguna manera,

la informacióndisponibleacercade O.

Una forma interesantede describiresainformación inicial es considerarla clase

de distribucionese—contaminadas,quese describede la siguientemanera

O = {w = (1 — c)rrc> + cq, qe Q} (4.1)

dondeWc> es la distribución que se utilizaría en un análisisbayesianocori unaunica

distribución a priori. Es decir, la distribución inicial en la queuno realmentecree.

Q es la clasede distribucionesde probabilidad que representalas posiblesdesvia-

ciones (contaminaciones)de 1rO. Mientras quee, O < e < 1, representael nivel de
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contaminaciónque se quiereintroducir en Wc>.

La clasede las distribucionese—contaminadases unaclasequese muestrasensible

al procesodeelicitación de la distribución inicial. Al finalizar el procesodeelección

de una distribución inicial se puedellegar, de forma razonable,a concretaruna

distribución,wc>(O), querepresentenuestraopinión inicial acercadel comportamiento

del parámetroO c O. Ahora bien, a lo largo del procesoquese ha llevado a cabo

paradeterminarWc>, se habrán realizadodeterminadosjuicios probabilísticosacerca

del comportamientode subconjuntosde O. Parecerazonablepensarqueestosjuicios

tendránun cierto error, e. Es por ello igualmenterazonablehacerque la clasede las

distribucionesinicialesa considerar,O. recoja las distribucionescon esosposibles

errorescometidosal determinarwc>.

No todas las clases de distribucionesiniciales que hamí sido consideradasen la

literatura son sensiblesa esa posibilidad de error. Por ejemplo la clasede las dis-

tribucionesiniciales conjugadases demasiadolimitada, sobre todo porquees poco

flexible respectoal comportamientode las colas (Berger, 1985). Igualmente, las

clasesqueexigen restriccionesacercade los momentosfuerzanasu vez importantes

restriccionessobrelas colasde las distribucionesiniciales per¡nitidas.

Por otra parte,con laclaseO definidaen (4.1) es relativamentecómodotrabajar

y resulta muy flexible tanto desdela variedadde clasesde contaminacionesque se

puedenconsiderarcomo de la cantidadde error quese quiera introducir.

Parala claseQ se puedencontemplardistintasposibilidades. Berger(1994)pro-

ponevarias clasesde contaminaciones,entreotrasclasesde distribucionesiniciales.

paraefectuarun análisis bayesianorobusto. Nosotroslimitaremos nuestroestudio

a tres tipos decontaminaciones:

1) La clase Q~ = Irrodas las distribucionesde probabilidad}, claseutilizada por

1-Iuber(1973)paracalcularel rangode laprobabilidadfinal de un conjunto. Asimis-

mo,Sivaganesan(1988)empleaestaclaseparadeterminarel rango de la mediay la
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varianzade la distribución final.

La clasede todas las distribucionesde probabilidadresulta interesanteporque

contienetoda distribución “próxima” a Wc> y, además,es sencillade manejar. Sin

embargo,puedeparecerpoco razonableen la prácticapor ser demasiadoa¡npliay

contenerdistribucionesmuy “alejadas” de wc>.

11) La clase Qu = { Todas las distribucionesde probabilidad queson unimodales

con la mismamodaque 1ro 1’ quese consideramásrazonablequeQT cuando Wc> es

unimodal. Ver, entreotros, Bergery Berliner(1986),Berger(1985)y Sivaganesany

l3erger(1989). Y

III) La clase Qus = <todas las densidadesde la formaq(¡ 0—00 ), q no crecieííte}

esto es, la clasede las contaminacionesunimodalesy simétricas. Clasequese con-

sidera particularmenterazonablecuando1ro es, igualmente,unimodal y simétrica.

Lasclases11 y [II permitenunavariaciónmuyampliatantoen la forma funcional

como en las colasde todadistribución W(O) de la claseO en (4.1), al mismotiempo

que mantienenlas principalescaraterísticasde la distribución basewc>(O). Conviene

observar,además,que si la clasede contaminacioneses Qus y ponemose = 1, se

obtienela clase0us, utilizada en el capítulo 3.

Ademásde estas,otras clasesde contaminacionesque han sido tratadasen la

literaturason, por ejemplo, la claseQ = {q(O), <O) = (1—e)rc>(O)+eq(O)unimnodal.

con moda Oc> y ir(Oc>) =irc>(Oc>)}, introducidapor Bergery Berliner(1986)y utilizada

por Sivaganesan(1989)para calcular el rango de variación de la esperanzade la

distribución final. Moreno y Cano(1991)fijan las probabilidadesde conjuntos O~

(i =1) queforman unapartición finita o numerabledel espacioparamétricocon la
claseQ = { inedidasde probabilidadq, q(O¿) = p~, i =1}. Ellos utilizan estaclase

paraobtenercotasde la probabilidadfinal de cualquierconjuntomedible.

Algunasclasesde contaminacionescombinaninformaciónsobrelos cuantilescon

el aspectode la función de densidad. Así, Moreno y Pericchi(1991)y Sivagane-
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san(1991a)analizanel casode contaminacionesunimodalescon cuantilesespecifica-

dos mientrasque Sivaganesan(1991b)examinala robustezde la media, la mediana

y la modade la distribución final cuandolas contaminacionesson unimodalescon

moda y medianaespecificadas.

Consideremos,ahora, el contrastede hipótesisnulapuntual

H;O=Oc> frentea 11t0#Oc>, (4.2)

paracuya resoluciónnos apoyamosen la observaciónde unavariablealeatoria,X,

con densidadf(x — O) continuaen Oc>. Supongamosque la probabilidadasignadaa

O = Oc> es p > 0.

Por otra parte, unahipótesis precisase puederepresentar,ver Bergery Delanv

pady(1987),como

IJo:IO—Oc>I =b frentea Ji¡ : O—Oc>¡>b, (4.3)

donde b es “pequeño”.

En el contraste(4.3) podemosutilizar unadistribución inicial continua, ir(O),

que representanuestrasopiniones iniciales acercade O. De esta forma, como para

efectuarel contraste(4.2) no es posibleutilizar ir(O), aproximamos(4.2) por (4.3)

eligiendo un valor adecuadode b, valor que dependerádel problemaqu~ estemos

tratando, y calculamosp, probabilidad asignadaa la hipótesisnula puntual en la

distribución inicial mixta, como

¡0—OoI sb ir(O)dO (4.4)

Utilizando p como indica (4.4) resultaquela distanciaentreir(O) y la distribución

mixta tiendea cerocuandob tiendeacero(ver capítulo 3).

Nuestroobjetivo es encontrarcotas inferiores para la probabilidad final de la

hipótesisnula puntual, H, sobrela clasede las distribucionese—contaminadas(4.1)
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utilizando las clasesde contaminaciones,Q, mencionadasanteriormente.Paraello

necesitamosintroducir algunasnotacionesy fórmulas.

Designaremospor f(x¡O) a la función de verosimilitud, función de O dada la

observaciónx. La distribución marginal de X con respectoa la distribución inicial

ir E O la notaremospor m(xjir),

rn(xjir) = ¡f(xIO)w(O)dO. (4.5)

Entonces,si ir ~ &, corno ir(O) = (1 — e)irc>(O) + cq(O), tenemosque

m(xlw) = (1 — e)m(xlwc>) + em(x¡q), (‘16)

suponiendoque todas las cantidadesinvolucradasexistan.

En estascondiciones,la distribución final de O, dado x, con respectoa ir víe¡íe

dadapor

w(Ojx)
f(x¡O)ir(O

)

m(xjir)

f(x 0) ((1 —e)irc>(O) + eq(O)

)

m(xjir)

(1 — e)f(xjO)wc>(O) + ef(x¡O)q(O

)

rn(x ir)

1 f(xIO)wc>(O

)

— (1 — e) m(xjirc>)
m(x~r) m(xjiro)

—(1—e) rn(xIirc>)(Oi)
m( x ir)

m(z(q

)

q(O~r),+ C m(x(ir)

suponiendoque wc>(OIx), densidadfinal de irc> dado x, y q(OIx), densidadfinal de q

dado x, existan.

De estamanera,<0(x) se puedeescribir

(4.7)

ir(O¡x) = Á(x)irc>(OIx) + (1 — A(x))q(O¡x) (4.8)
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dondeA(x) c [0, 1] vienedado por

(x 1ro

)

A(x) = (1—e) m(z¡w)

que se puede considerar como la probabilidad final de que 1ro seala verdaderadis-

tribución final si se pensóque irc> o q eran las distribucionesiniciales correctascoíí

probabilidades1 — e y e respectivamente.

Finalmente,de (4.4) tenemosque

p = (1 — e)pc> + eqc>, (4.9)

siendo

= j6~0o¡<b irc>(O)dO, y qo = j0—0oI=b q(O)dO. (4.10)

Debemosobservarque,en principio, se puedesuponerquep y Pc> no estánde-

masiadoseparadas,lo quesignificaquepodríamosespecificarp por Pc> ¡nás (menos)

un cierto “error”.

La sección4.2 se dedicaa la obtenciónde unacota inferior parala probabilidad

final de la hipótesis nula puntual y a la comparaciónde esta cota inferior con la

medidaclásicadel p—valor correspondientea las observacionesrealizadascuandola

clasedecontaminacionesestaformadapor todas las distribucionesde probabilidad.

En las secciones4.3 y 4.4 estudiamosel mismo probleníacuandola clasede con-

taminacionesestá formadapor todas las distribucionesunimodalesy unimodalesy

simétricas,respectivamente.

4.2 Contaminaciones arbitrarias

En estaseccióncalculamosunacotainferior parala probabilidadfinal de la hipótesis

nulaen (4.2) cuandola distribución inicial pertenecea la clasede las distribuciones

e—contaminadas,(4.1), y Q es la clasede todas las distribucionesde probabilidad.



Cap. 4. Distribuciones iniciales e—contaminadas 57

Si consideramosquewc>(O) es nuestradensidadinicial, es decir aquellaquerepre-

sentanuestrasopinionesiniciales, parecenatural considerarcomo clasede contami-

nacionesla clase

QT = <[odas las distribucionesde probabilidad}

con las ventajase incovenientesquese indicaronen la introduccióndeestecapítulo.

En estascondiciones,obtenemosunacota inferior para la probabilidadfinal de ¡15

cuandola distribución inicial variasobrela claseOT = {w = (1 —e»rc>+eq, q e

Teorema4.1 Para el contrastede hipótesisnula puntual (4.2» si tomamosp, masa

inicial asignada a la hipótesis nula, como sc indica en (4.9) con q cualquier dis-

tribución de probabilidad, entonces

Pr(UJjx) =(1 + 1 —(1— ~~~c>w) —1
(1 —e)pc>

(4.11)

m(xjwc>

)

r(x)=(1—e) +6
f ( z Oc>)

supo!=~f(xV

)

x ¡Oc>)

DEMOSTRACION:

La probabilidadfinal de 115 se puedeescribir

Pr(H¿¡x) =
f(x¡Oo)

f(x¡Oc>) + 1 —p772(231W)
p

Obtenertina cota inferior de (4.12) sobrela clase0T equivaleacalcularunacota
1 —p

superior para rn(x¡rr) cuandoir C 02’. Ahora bien,
p

donde

(4.12)

1 P(¡ F 1
ir)= L(1—e)pc>+eqc> — 1] [(1 — e)rn(z¡rrc>) + em(x¡q)j
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demaneraque,si ponemos = (Oc> — b, 0c>+ 6), unacotasuperiorse obtienecuando

(i) qc> = 0. Esto es,q asignaprobabilidadO al intervalo tb y 1 a !~. Y

(u) m(x¡q) sea máximaparaq E Q.

Pero

ní(x!q)=J f(x¡O)q(O)dO=supf(x¡O)¡q(O)dO = sup
0$0o 9!=00

Y, de aquíse obtieneinmediatamente(4.11). E

Ejemplo 4.1. SupongamosqueX¡O se distribuyesegúíí tiria N(O. a2), con a2 cono-

cida, y que wc>(O) es N(ji, ir2) con ji y r2 conocidas.ConsideremosX
1,. . . ,X~ una

muestraaleatoriasimple de la población X. Entonces,sabernosque Y sigue una

distribución N(O,a
2/n), quem(~¡irc>) es N(p,a2/n + ir2) y resulta que

supf(?&¡O) =
a 2w

ya seax = Oc> o x ~ Oc>. Además

Pc>= jo—col
wc>(O)dO = ~,(oc> +b

—

4) (0
0b it

)

(4.13)

siendo4) la función de distribución de la N(0, 1). De esta manera,la probabilidad

final de la hipótesisnulaquedaacotadainferiormentepor (4.11), estoes

Pr(11¡r) ={1 +
( 1

(1— e)pc>
í) r(Jt} (4.14)

donde

r(~) =(l —e)
a

2
a2 + nr2 exp (A(~) + B(x)) + e exp (13(r))

con
—ji)2

A(r) = 2(a2+nr2)’

f(x¡O).

(4.15)

— Oc>)2
y B(r) 2a2
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Tabla 4.1: Cotasinferioresparala probabilidadfinal de h’¿. Verosimilitud Normal.

t

1.645 1.960 2.596 3.291

b =0.1 0.0325 0.0189 0.0046 0.0006

b =0.2 0.0657 0.0387 0.0097 0.0013

b =0.3 0.0994 0.0595 0.0151 0.0021

b =0.4 0.1335 0.0812 0.0209 0.0028

b =0.5 0.1678 0.1037 0.0272 0.0038

La tabla4.1 muestra,con a2 = 1, A = 2,00 = ji O y u = 10 los valoresde la

cota inferior dadapor (4.14) paraalgunosvaloresespecíficosde t = \N(37— Oc>)/a y

algunos b. C

Desde el punto de vista clásico, si existe un estadísticoapropiado, T(X), el

p—valor (o nivel de significación) de los datosobservados,23, es

p(x) = Prll¡T(X)j > ¡T(z)I¡O = Oc>).

En estasituación,existe un valor de b, digamos17, de tal manera que para ese

valor de b, el p—valor coincide con la cota inferior de la probabilidad Final de la

hipótesis nula puntual, LJ¿ dadapor (4.11). Paracalcular este 17 serásuficiente

igualar el p—valor, p(x) a dichacotainferior. Esto es,

(1 —(1 —C)POr(
23)’\ —i

= \~L +(j~,~ e)pc> )
y entoncesobtenemos

Pc> = yz [‘~ ] (4.16)

A partir de (4.16) podemosobtener,mediantecálculo numérico,el valor de 17.

Además,comola cota inferior dadapor (4.11) es función continuade b, si elegi-

mos un valor de b próximo a b, los valores de dicha cota para b y 17 quedarán

59
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proxímos y, por tanto, aproximadamenteigual al p—valor. Es decir, eligiendo un

valor del radio del intervalo, b, que seacercanoa 17 obtendremosque las respuestas

clásicay bayesianaal problemadel contrastede hipótesis (4.2) seránnuméricamente

iguales.

Por otra parte, el ínfimo de la probabilidad final de Ho, en el contraste(4.3)

sobreO vienedado por (1-luber, 1973)

mf Pr(hfo¡x) — Ir(Hc>¡x, irc>) (4.17)
IrEGT 1+ s(b)

donde
e sup10 Ol>b f(x¡O

)

= 1 — e rn(x]irc>)

y Pr(ffc>¡x,wc>) es la probabilidadfinal de Hc> cuandola distribución inicial es wo(O),

estoes

Pr(UJc>¡x,wc>) = JfG—OOSb~’~

Ejemplo 4.1. (Continuación). En estecaso,el p—valor vienedadopor

p(t) = 2(1

siendo4, la función de distribución de la N(0, 1). Mientras que po y r(Y) vienen

dadaspor (3.3) y (4.15) respectivamente.

La ecuación(4.16) proporcionalos valoresde 17 quehacenquela cota inferior de

la probabilidadfinal de la hipótesisnulapuntual seaigual al p—valor correspondiente

a la observaciónrealizada.La tabla4.2 muestradichosvaloresparan = 10, a
2 = 1,

ir2 = 2, Oc> = ji = O (Oc> y ji no tienen por quésernecesariamenteiguales)y e = 0.2

paraalgunosvaloresespecíficosde t = \/~(I~~ — Oc>¡/a.

Además,para poner de manifiesto la equivalenciaentre los contrastes(4.2) y

(4.3), podemoscalcularel ínfimo de Pr(JJc>¡x)sobrela claseO~ a partir de (4.17).
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Es sencilloverificar que la distribución final irc>(Ojrc) es

N(~—2U2(~—P), a§-jrIr2

)

con lo que la probabilidadfinal de Hc> dados irc> y i resulta

Pr(Hc>¡twc>) =

(u~(oc>
(4.18)

9oI=bwc>(Oj?T)dO=

+ b — ji) + nw
2(Oc> + b — t)

ar o-2+nw2

— <~, (a2(Oc>—6— ji) * nr2(Oc> —6

—

o-ir U2+flT2 )

En cuanto al supI99
0I>bf(x¡O) tenernosque

Q) Si x C ‘b el supremose alcanzaráen O = Oc>— b o en O = Oc> + 6. En estecaso

sup 1(3<0) =
lO—Gol>

exp—72
a 2ir 2a

2

(u) Si x E U~ el supremose alcanzaraen O x y entonces

sup f(xLO) =

6—Oo l>b

De maneraque de (4.17) obtenemos

a 2w

mf Pr(Hc> ji) =
IrEGT

Pr(Hc>¡W, irc>

)

1+A(e,t

Pr(LJc> ji, wc>)

1 + A(e,i)exp x 2a2

donde

E nr2
____ 1 + a2 exp
1—e

{ n(i — ~~)2

2(a2 + nw2)f

si xEJ~]

(4.19)
Si
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Tabla

Infimo

4.2: Valores de 17 que hacen

sobre0T

que el p—valor sea igual a Pr(JJc>¡x),Pr(Jf~¡x).

E&LJc>It) Pr(HJjt,p =

0.1076 0.4154

t p valor = fr(Hjt) 17

1.645 0.100 0.302
1.960 0.050 0.255 0.0564 0.2896
2.596 0.010 0.207 0.0113 0.0898
3.291 0.001 0.156 0.0012 0.0131

y Pr(tIc>hE,wc>) vienedadapor (4.19).

En la tabla 4.2 podernosobservarque los valoresdel ínfimo de la probabilidad

final de Lic>, calculadosa partir de (4.19), son aproximadamenteiguales a los de la

cota inferior de la probabilidadfinal de I-1 obtenidade (4.11).

Obsérvesequesi t = 2.596, fr(Hjt) = 0.010035,el p—valor es 0.01 y si se quiere

contrastarHc> : O E [c>.2c>7(0)frente a : O E [¿.207(0)entonceslas aproximaciones

clásicay bayesianacoinciden,mientrasquecon p = ~ obtenemosPr(1í¡t,p = ~)=2 _____

0.0898, lo quesuponeunafuerte discrepanciaentreambasaproximaciones.

Los valoresde 17 dependende las observacionesrealizadas,a medidaque estas

crecen,los valores de 17, radio del intervalo de la hipótesisnula en (4.3) se hacen

más pequeños.La situación se describegráficamenteen la figura 4.1.

4.3 Contaminaciones unímodales

Elegir la claseQT, de todas las distribuciones,comoclasede contaminacionesper-

mite efectuarun análisis sencillo del problemapero, como ya mencionamosen la

introducción de este capítulo, puedepresentaralgunos incovenientesdébido, so-

bre todo, a quealgunasdistribucionesde Or puedenresultarpoco realistasen la

práctica.
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3.2

2.4

b 1.8

0.8

o

h

o 1 2 3

Figura 4.1: Longitud del intervalo, 17, como función de las observaciones

CuandoO es un subconjuntode los númerosrealesy irc> esunimodal resultarazo-

nableconsideraraquellascontaminacionesquesean,asimismo,unimodales.De este

modo,en estasecciónconsideraremosla clasede las distribucionese —contaminadas

(4.1), quenotaremospor 0u, con la clasede contaminaciones

Qu = { Todaslas distribucionesde probabilidadqueson unimodales

con la mismamodaque Wc> }

En estaocasión, calcularel ínfimo de Pr(11jx) sobre 0u es igual que hacerlo

sobrela clase(ver Sivaganesany Berger(1989))

O’u = { ir(O) = (1 — e)wo(O)+ cg(O), q(O) E U(Oc>, Oc> + k) ó q(O) e
para algún It > O }.

Entonces,de acuerdocon lademostracióndel teorema4.1, bastaría
1 —p

el supremode M(k) = m(zjw) sobrela claseO{¡.
p

U(Oc> — k,Oc>),

conencontrar
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Suponiendob < k, tenemosque

= i(0—0
01<b

con Pc> dado por (4.10),mientras

mQr~q) = ¡f(xIO)q(O)dO = ~ ¡ 00
00

lío
in(x¡q) =

sí q(O) es uniiforme en el i¡ítervalo (Oc>, Oc> + It), y

f(x¡O)dO

sí q(O) es uniforme en (Oc> — It, Oc>).

Entonces,teniendoen cuenta(4.6), (4.21) y (4.22), tenemosque

1 —p (A~LÑ[

p kItJoo

~P (~+~ ¡Go

f(xlO)dO)

f (x¡ O)do)

si q(O) c U(Oc>,Oc> + k)

(4.23)

si q(O) E U(Oc> — k, Oc>).

donde A = (1 — E)m(23¡irc>) y p viene dado por (4.20).

observado23, dependesólo de It. Paraencontrarel valor

obtenemosM’(It) e igualamosa cero. Es relativamente

obtienenlas siguientesecuaciones

Expresión que, fijado b y

de It que maximiza(4.23),

sencillo comprobarquese

f(x¡O)dO = 0 (4.24)

sí q(O) es uniforme en (Oc>, Oc> + It), y

(1 — e)bm(x¡rc>) +
So

kp(i —p)f(x¡Oc>+k)+ [p
2 —(1— e)pc>] L —kf(x jO)dO = 0 (4.25)

w(O)dO = (1— E)pc> + (4.20)

1(23¡0) dO (4.21)

(4.22)

M(k) = {

si q(O) es uniforme en (Oc> — It, Oc>).
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Las ecuaciones(4.24) y (4.25) tendránsolución It > O sólo si

(i) p2 — (1 — e)pc> < 0, y

(u) [p2 —(1 — e)pc>] ,fOo±kf(z¡O)dO~ > (1 — e)bm(x irc>).

Debe observarseque la condición(i) es razonablepuestoquesi se consideraque

p es aproximadamenteigual aPo, dichacondiciónequivaleaexigir quep seamenor

que 1 — e quepareceadecuadosobretodo si se piensaen unacantidadde error que

no seaelevada. No obstantesi e = 1 o resultaque p2 —(1 — e)pc> =0, tendriámosque

M’(It) seríapositivaen todo casoy, por lo tanto, el supremose alcanzaracuandoIt

tiendaa infinito.

De (4.24) ó (4.25), obtendremosel valor de It que maximiza M(It) y, de esta

manera,encontraremosel valor de Pr(H¡tx) = infIrEcU Pr(H¡x). Por ejemplo, de

(4.24), el valor de It que maxirriiza M(It) vienedadopor la solución de (It > 0)

It = [(1 e)pc> p2] f:±k f(x¡O)dO —(1 —E)bzn(23¡wc>

)

p(l — p)f(x¡Oc> + It) ¡ (4.26)

ecuaciónque se aproxima numerícamente.

Ejemplo 4.2. Sea X
1,.. . , X,. una muestraaleatoria simple de una población

N(O,a), con o-
2 conocida. Supongamosque wc>(O) es N(g, -r), con ji y ir2 conoci-

das. Entoncesn41¡wc>), la distribución marginal de X dado wc>, es N(p, ir2 4 o-2/n).

Además

¡G
0+b (0~~Q4)(Oc>+b/fl4)(Oobji”\

JOo—b ‘‘~ ir

¡Go +k

f(3<O)dO= 4) u)(Oo—r0o

f(3<Oc>+It)— (n(x —Oc>

—

ax/§FexP~ 2a2 )
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Tabla

algunos

4.3: Valores de

valoresde t y ir

k en los que se alcanzael ínfimo de Pr(JIS¡1) sobreCu para

supIrEGuM(It) Pr(Hc>ItOu)

5.52449 0.05573

t b k

1.645 0.1 1.081

0.2 1.112 2.58070 0.11217

0.3 1.150 1.60304 0.16902

1.960 0.1 1.175 5.43849 0.03286

0.5 1.201 2.54499 0.06770

1.0 1.233 1.58374 0.10450

2.596 0.1 1.375 5.14862 0.00836

0.2 1.394 2.41652 0.01764

0.3 1.420 1.50861 0.02664

3.291 0.1 1.598 4.74991 0.00118

0.2 1.614 2.23486 0.00250

0.3 1.632 1.39895 0.00399

y p viene dadopor (4.20).

En estascondiciones,si n = 10, e = 0.2, a2 = 1, w2 = 2 y Oc> = pi = 0, la tabla4.3

muestra,paravaloresconcretosde t = — Oc>¡/a y b, los valoresde It, obtenidos

de (4.26), paralos cualesse alcanzael ínfimo de la probabilidadfinal de la hipótesis

nula puntual.

La Vmltimría columnase obtienede

fr(H;I?r~Ou)= [í+
supIrEc M(k)

]

f(tOo)

Podernosobtener,ahora, los valoresde b y It, digamos 17 y It% de maneraque

el infIrcaU P(LJ~ II) coincidacon el correspondientep—valor. En efecto,igualandoel

p—valor, p(x), a (4.27) obtenemosque

1(23100)

66

—I

(4.27)

supIrE% M(It)
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Tabla 4.4:
ínfimo sobre

t

1.645

Valores
Cu.

de b y k que hacenque el p—valor seaigual a Pr(IJoI~j, EzRH¿It,

It~ Fr(H¡~) = p—valor Pr(Hc>¡r) Pr(LIc>¡r,p= ~)

1.122 0.1 0.10298 0.36708

17

0.1785
1.960 0.1498 1.180 0.05 0.05310 0.27710
2.596 0.1184 1.381 0.01 0.01081 0.11419
3.291 0.0855 1.589 0.001 0.00107 0.02584

En la tabla (4.4) se muestranlos valoresde 17 y k para algunost. Además,ob-

servamosnuevamentequefr(LI¿ ¡~, Gu) esaproxiniadamenteigual al Pr( Ho ¡~ff, Ca’).

Esteúltimo obtenidoa partir de

r0o+b
Pr(JJc>¡t = ] ir(Oj~j dO,

donde ir(O¡t viene dado por (4.8). Mientras que m(i¡wc>) es una distribución

N(p, r2 + ajn), irc>(O¡i) se distribuye

2 22a ar

N (j u2+~~2@~P)’ a2+nr2

)

y

rn(3<q) = 2- [4, (Oc> +k —~ — ~(0o r~~] .0

Lo mismo quesucedíaen el casode contaminacionesarbitrarias, la cota inferior

obtenidaparala probabilidadfinal de la hipótesisnulapuntual es aproximadamente

igual al p—valor cuandose elige b próximo a 17. En estaocasión, la cota inferior se

obtienecuandola clasede contaminacioneses uniformneen (Oc>,Oc>+It~) ó (Oc>—. Itt Oc>)

con It obtenidocomosolución de la ecuación(4.26). Nuevamentese observaquesi

se elige p = ~el ínfimo de la probabilidad final de H¿ es considerablementemayor

queel p—valor.
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4.4 Contaminaciones unimodales y simétricas

En estaseccióntrataremosel problemadel contrastede hipótesisprecisacuandola

distribución inicial pertenecea la clasede las distribucionesE—contaminadas(4.1)

con la clasede contaminacionesformadapor

Q = { Todasdistribucionesunimodalesy simétricascon la misma modaque ir0

LlamaremosOus aestaclasede distribucionese—contaminadas.

Estaclasede distribucionespareceapropiada,sobretodo, cuandola di~tribucióií

inicial irc> es, igualmente,unimodal y simétrica. De esta¡nanerase evitan contami-

nacionesquedenexcesivopeso avaloresalejadosde Oc>.

Utilizaremosel resultadoconocido de quetoda densidadunimodaly simétrica

se puedeexpresarcomo mixtura de densidadesuniformesy simétricas.

Sivaganesany Berger(1989) calculan el ínfimo de la probabilidad fi¡íal de la

hipótesisnula puntual con estetipo de distribucionesiniciales. Ellos asignanu¡ia

masainicial de 1/2 a 00 y distribuyen la otra mitad de acuerdocon unadistribución

inicial, ir(O), de la clase
0us~

En las mismascondicionesque en la secciónanterior, el ínfimo de la Pr(HJ¡x)
1 —p

se obtendrácalculandoel supremode rn(x¡w). Y, como ya se ha adelantado,
P

maximizarestacantidadsobrela clase0us es lo mismo que hacerlosobrela clase

ous = {w = (1 — 0)1ro + cq, quniforme en(Oc> — It,Oc> + It), It =0}.

En estascondiciones,tenemosquela probabilidadinicial asignadaa la hipótesis

nula, p, dadapor (4.9) es

bp = (1 — e)
wc>(O)dO+e—

It’
(4.28)
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dondesuponemosb < It. Y la distribuciónmarginal de X dado ir es

m(rhr) = (1 — e)mljn irc>) + ern(x¡q)

e rOo±Jc
—I f(rjO)dO. (4.29)— (1 — e)m(23 irc>) + 2Iti0

0—k

De maneraque, de (4.28) y (4.29), tenemos

M(It) = (1 — 1) m(z¡ir) = (4.30)

2k’(i — e)m(x¡irc>) + E fGGOk f(x O) dO —(1 — e)rn(xhrc>) — S~ tI:k f(rc¡O) dO.k(1 —e)pc>+ebExpresión que, fijado el radio del intervalo, b, y dado z, dependesólo de It, Demaneraque paraobtenerel valor de It quemaximiza(4.30) calcularnosla derivada

de M(It) e igualamosa cero, resultandola siguienteecuacion

(1 — E)bm(x¡7rc>) + —Itp(1 — p) (fQn ¡Oc> + It) + fCnIOo — It))
2

+ 2kPkE/Pc>)i k f(x[O)dO=0 (4.31)

siendo
b

p=(l —e)pc>+e~ y pc>= tob irc>(O)dO. (4.32)

ecuaciónque es similar a la obtenidaen la Sección4.3 parael caso de contamnína-

ciones unimodales.A partir de ella obtenemosel valor de k que maximizaM(k) y,

por tanto, aquel dondese alcanzael ínfimo de la probabilidadfinal de la hipótesis

nula puntual.

Ejemplo 4.3. Consideremos,al igual queen los ejemplosanteriores,que X es una

variablealeatoriacon distribución N(O,a
2),con a2 conocida.Supongamosqueiro(O)

es N(p, ir2), con pi y A conocidas.SeaXí,. . . , X,. unamuestraaleatoriasimple de
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Tabla 4.5: Valores de k paralos que se alcanzael ínfimo dc la probabilidadfinal de II¿

paraalgunosvaloresde t y b. Ínfimo sobreCus

t b k supM(It) Pr(H~flr)

1.645 0.1 1.570 4.40095 0.06898

0.2 +oo 2.08649 0.13503

0.3 +00 1.32996 0.19689

1.960 0.1 1.546 4.31036 0.04111

0.2 5.073 2.03466 0.08327

0.3 +~ 1.29449 0.12493

2.596 0.1 1.634 4.08511 0.01051
0.2 1.782 1.92363 0.02206

0.3 4.477 1.21042 0.03462

3.291 0.1 1.785 3.78266 0.00148

0.2 1.846 1.78289 0.00314
0.3 1.963 1.11884 0.00499

X. Entonces,sabemosque m(3<rro) se distribuye segúnN(pi, T
2 + a2/n). Además,

la probabilidadinicial vienedadapor (4.32) con

= ~i,(Oc> +( —#) 4, (Oc> ~

—

D~ estamanera, la ecuación (4.31) proporcionasolucionesen It para valores

concretosde1 y b. La tabla4.5 recogelos valoresde It en los que sealcanzael ínfimo

de la probabilidad final de H para algunosvaloresespecíficosde t = ~,/u7¡1— Oc>I/a

y diferentes valoresde b. Paralos cálculosse han tomado e = 0.2, o-2 = 1, r2 = 2,

Oc> = pi = O y n = 10.

La última columnade la tabla4.5 se obtienemediante

Pr(HII,Ous) + suPausM(k)

)
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Tabla 4.6:
sobre Cus.

Valoresde b quehacenque el p-valorseaigual a Pr(IIo¡X), Pr(H~¡~j, ínfimo

t 17 It~ Pr(H ¡31) = p—valor Pr(JIc>¡31) fr(HoI3tp =

1.645 0.1461 3.85 0.1 0.10811 0.51364

1.960 0.1213 1.60 0.05 0.05115 0.38817

2.596 0.0954 1.63 0.01 0.01014 0.14231

3.291 0.0688 1.77 0.001 0.00104 0.02357

Un par de observacionespuedenhacerseacercade los resultadosque muestra

la tabla 4.5. En primer lugar, la distribución q(O) para la que se alcanzael ínfimo

dependedel valor fijado parab y de la observaciónrealizadaobteniéndose,en algunos

casos,la cota inferior cuandola contamínaciones la uniformeimpropia. En segundo

lugar, cuandob tomavaloresmoderadamentepequeñosel ínfimo de la probabilidad

final es muy parecidoal p—valor correspondientea la observaciónrealizada.

En co¡ísecuencia,al igual quesucedíaen las seccionesanteriores,es posiblede-

terminar un valor de b, al que nuevamnentellamaremos17, de tal maneraque el

p—valor coimícida con el ínfimo de la probabilidadfinal de la hipótesisnula puntual.

Estevalor de b depende,actualmente,del tamañomuestra!,cuantomayores n más
pequeñotiene queser b paraque las dos aproximacionescoincidan. La tabla (4.6)

muestralos valores de 17 y los correspondientesde It, que hemos llamado It’. En

la tabla se recogen,también, los valores del ínfimo de la probabilidadfinal de la

hipótesisde intervalo, Ho, quese han obtenidode

Pr(Hc>¡r) =

donde<Oír) vienedadapor (4.7), de tal maneraque

1—e f0o +bPr(LJo[i) melw) J0o—b f(31[O)wc>(O)dO + e ¡Go±b1(3<0) dO.m(~Iir) Oo—b 2k

con f(r¡O) densidadde la distribuciónN(31,a2/n)y m(3<rr) dadapor (4.8). 0
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De maneraqueen el casode contaminacionesunimodalesy simétricas,también

es posible aproximar las medidasde evidencia clásicas,mediante el p—valor, y

bayesianas,medianteunacota inferior de la probabilidad final de la hipótesisnula

puntual,siemprequela distribución inicial mixta seaelegidadeacuerdocon nuestro

procedimiento.

Debeobservarse,por último quea medidaqueexigirnoscondicionesmásrestric-

tivas a la clasede contaminaciones,los valoresde b debe¡í ser más pequeñospara

que los contrastespuntual y de intervalo seanequivalentes.
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