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INTRODUCCION

.

En un gran número de problemasde la Física-Matemáticaaparecela ecuación
ydiferencial y’’ +—y’ + O , en donde gx) y o’(x) son polinomios de grado no
o.

superiora dos y ftx) un polinomio de grado no superiora uno Se encuentranecuaciones
de estetipo en la resoluciónde las ecuacionesde Laplacey de Helmholtzen coordenadas
curvilineas por separaciónde variables , en problemas fundamentalesde la Mecánica
Cuántica, movimiento de una partícula en un campo con simetría esférica, oscilador
annónico,etc.

La mencionadaecuaciónapareceigualmenteen problemasde la Física atómica,
moleculary nuclear.

Esta ecuaciónadmite como solución panicular , entreotras, a los polinomios
ortogonalesclásicos.

Los orígenesde los polinomios ortogonalesse encuentranen los trabajos de
Legendresobreel movimientode los planetas,perofueronT.J. Stieltjes,P.L. Tchebichev,
A. MarkovyE. Heme,los primerosen establecerun tratamientogeneraldeestateona.

En la actualidadlos trabajossobre polinomiosortogonaleshanexperimentadoun
gran avancedebidoa susmúltiples aplicaciones,como por ejemplo, AproximaciónPadé,
FraccionesContinuas,AnálisisNumérico,Físicadel EstadoSólido, Teoríade la Seflal,etc.
La maneramásgeneralde considerarla ortogonalidadse establecea partir de un funcional
linealu en el espacioPde los polinomioscon coeficientescomplejos.

Estefuncionalquedadefinido porsu actuaciónsobrelos monomiosx» ;n = 0,1,2,..
y, por tanto, por la sucesiónde valores f(u),,1=0’ (u)~ =c u,? > , llamadosmomentosEI
productoescalarque definela ortogonalidadvienedadopor <p,q><u,pq> ,Vp,qe P.

Todoslos polinomiosortogonalesclásicostienen en comúndiferentespropiedades
queloscaracterizanUnadeellas,debidaa P. Maroni, es que el correspondientefuncional
de momentos u satisfaceuna ecuaciónde la forma DcjDu) + ‘fu = O, donde«x) es un
polinomio de gradomenoro igual ados,‘f(x) un polinomio de gradoexactamenteuno y
D(.) representael operadorderivada.

Si en la ecuaciónfuncional se da libertad a los polinomios cI>(x) y ‘f(x) de tener
gradosmayoresa dosy uno,respectivamente,aparecenfirncionalesquedanlugara nuevas
familiasdepolinomiosortogonalesquesedenominansemiclásicas.

Recientementeen Mecánica Cuántica se acostumbraa escribir el operador
haniiltoniano1-1, en forma de matriz tridiagonal,lo queconstituyeel denominadomodelode
cadenadel sistemaDeestamanerase puedetransformarla búsquedade autovaloresdel
problemaasociadoaH, en encontrarlos autovaloresde unamatriz de Jacobi(tridiagonal
simétrica>,queesequivalenteadeterminarlos cerosde los polinomiosortogonalesa partir
de la relaciónde recurrenciaa trestérminosasociada,ya quelos polinomioscaracterísticos
delas submatricesprincipalesformanun sistemade polinomiosortogonales.
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Unaperturbacióndel sistemafisico puedesersimuladapor unaperturbaciónen los
coeficientes de intervienen en la relación de recurrencia a tres términos.Los nuevos
polinomios ortogonalesque aparecenson llamados co-recursivos, co-dilatadosy ca-
modificadosgeneralizados.

El funcional de momentosu , asociadoa estasnuevasfamilias de polinomios
ortogonales,cumpleunaecuaciónfuncionalde la forma:

D(cI>u) + ‘fu + B(V’u2) = 0 (1)
que es equivalentea que la función de Stieltjes S(z) (transformadaZ de la sucesiónde
momentos),correspondienteal funcional u cumplala ecuaciónde Riccati:

4>(z)S’(z) = B(z)S2(z) + C(z)S(z)+ D(z) (2)
siendocI,%B,Cy D polinomiossujetosa diversascondiciones.

Estos nuevospolinomios son llamadosde Laguerre-Habny que constituyenel
objetodenuestro trabajo.

La organizacióndeestaMemoriasepresentacomosigue:

CapituloL

Se describenlos resultadosmásgeneralesde la ortogonalidad,marcotopológico
adecuado,álgebray cálculo operacional, basesduales, relación de recurrenciaa tres
términos,etc.

Tambiénseofrecenlas caracterizacionesmásimportantesde los polinomiosclásicos
y semiclásicos,asícomola definicióny propiedadesde la funciónde Stieltjesasociadaaun
funcional.

A continuaciónse tratanlas perturbacionesen los coeficientesde la relación de
recurrencia, polinomios asociados, co-recursivos, co-dilatados y co-modificados
generalizados,demostrándoselas relacionesentre las diferentes funciones de Stieltjes
implicadas.

El capitulofinaliza conla aplicaciónde unaciertaclasede polinomiosco-recursivos
ala soluciónde un problemade potencialdisperso.

CapituloII.

Este capitulo está dedicado especificainentea los polinomios ortogonales de
Laguerre-Hahn,así comoa la detenninacióndela clase.

Se dan las característicasde los polinomiosde Laguerre-Hahn,demostrándosela
equivalenciaentreellas, e indicándoseexpresamentela ecuacióndiferencial ordinaria de
cuartoordenquecumplecadapolinomio P<0 , n=0,palinomioasociadode primeraespecie
ala familia de polinomiosortogonalesclásicos,(Anexo2).

En las caracterizaciones(1) y (2) se observa que no existe unicidad en la
representacióny conseguiremosla unicidad imponiendocondicionesde minñnalidad.Un
teoremaconsuconsiguienteCorolario,resuelvenel problema.
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Se demuestra la invarianza de los polinomios de Laguerre-Haibn respecto a
perturbacionesrealizadas en los coeficientes de la relación de recurrencia a tres
términos,respectoa la asociación,a la co-recursividad, etc.EI ordende la clasede los
polinomiosperturbadossi varia, por lo quesedanacotacionesrelativasal ordende la clase
de los nuevos polinomios , presentándoseejemplos que complementanlos Teoremas
obtenidos.

El capitulo finaliza con tres anexosUnoen donde se da una relación de los
polin¿mios que intervienen en las caracterizacionesde las familias de polinomios
ortogonalesclásicos,asi comode susmomentos.EIsegundoya ha sido mencionadoy en el
terceroy último sedescribenlos polinomiosdeLaguerre-Habndeclasecero,(ver [12])

Capítulo III.

Conobjeto de obtenernuevasÑniilias de polinomiosortogonalesde Laguerre-Haihn
se efectúandiversasmodificacionesdel fUncional de momentos.Se le sumaunamasade

Dirac, se le sumala derivadade unamasade Dirac y seestudiael funcional u definido
mediante(x-c)u=pv, siendo y deLaguerre-Habn.

En todos los casosse dan condicionesparadeterminarel ordende la clasede los
nuevosfuncionalesqueaparecen.

Diversosejemplosilustranel capitulo.

CapituloIV.

Siguiendolos estudiosdeP. Maroni , (ver [54]y [56]),enestecapítulose estudian
los funcionalesde segundogrado,pormenorizandodefinicionesy equivalencias,e indicando
bajoquécondicionesun funcionalsemiclásicoes de segundogrado.

También se detalla la invarianzade los funcionalesde segundogrado respectoa
diversasmodificacionesdel mismo, traslaciones,homotecias,co-recursividad,etc.

Por último, se muestranlas condicionesquedebecumplir un funcional de Laguerre-
Habn paraserde segundogradoy, por tanto, reduciblea semiclásico.Ejemplosrelativosa
la teoríadescrita complementanel capítulo.

Nuestrasaportacionesal temasedesarrollanen los capituloII, 111y IV, dividiéndose
en tresgrandesapartados.

En el primero de ellos se establecencondicionesnecesariasy suficientespara la
determinacióndel orden de la clasede los funcionalesde Laguerre-Hahn.Elestudio se
realizamediantela ecuaciónquecumpleel funcional de momentosy a travésde la ecuación
deRiccatiquesatisfacela correspondientefunciónde Stieltjes.
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En un segundolugar seefectúanmodificacionesal funcional de momentosque dan
lugar a nuevosfuncionalesde Laguerre-Hahn,de los quesedeterminael ordende la clase,
presentándosenumerososejemplosen dondese exponenexplícitamentelas ecuacionesque
cumpleel fUncionaly las quecumplela funciónde Stieltjes.

En el tercerapanadoseestudiabajo qué condicionesun funcional semiclásicoesde
segundogradoe igualmentecuandoun funcional de Laguerre-Hahnesde segundogradoy
por tanto semiclásicoTrabajandoconlos polinomiosde Tchebichevseindican ejemplosque
complementany muestranlos resultadosobtenidos.
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1.PRELIMINARESY NOTACIONES

.

1.1. El esnaciovectorial P y su dual 1

”

Llamaremos1’ al espaciovectorialde los polinomios(de unavariablereal) con

coeficientesen C (cuerpode los númeroscomplejos).

Dotaremosa P de su topologíanatural , límite inductivoestrictode los espacios~n

con P DP , n~O , u P donde1’ es el vectorial de los polinomios
n+1 n nao n’ n subespacio

de gradoa lo másn , dotadode su topologíanatural.

Sea1” sudualtopológico.Sedesignarámediante<u , p(x)> el productode dualidaden-

tre Pyl” , u~P , p(x)eP.

n

Dado uEP los númeroscomplejos(u) n naO , definidospor (u)n=cu~x >,nzose

n

denominanmomentosde ordenn del funcionalu respectoala sucesión (X

La topologíadual débil de 1” está definidapor la familia de seminormas

IUln= supOsksnUu)~J naO, quecoincidecon la topologíadual fuerte.Pesun espaciode

Fréchet.

Sea E elespaciovectorial C (II) dotadode la topologíanatural, (topologíade la

convergenciauniformesobrecompactos).Setieneque s P y E = P dondecon ~ indica-

mosla inyeccióncontinua;se siguede manera inmediataque P~E

Sea A elsubespaciovectorialde E generadopor (DrIó nao,(derivada
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n-ésimade la deltade Dirac en el origen <
8’~>E~E -=«O)

Introduciremosla aplicaciónlineal E :A—.P definida por

n

d=Ydk(~1)k(1/k!)Dk8
k=O

n

F(d)(z)=Ydk
k=O

Dotamos a A de la topologíainicial respectoa P. Se tieneque E A yque A=Pt

Es fácil comprobarque

1) F es isomorfismo de A en 1’

t
ji) Fesisomorfismo de WenA

t
iii) E— E sobreA.POr tanto, tambiénsobreP

Se tieneasíque

Dado quela

<F(u),~ KA deA

sucesiónde funcionaleslineales
1(.1)n (l/nDDn& constituyeuna

baseuniversalde P (u)n(-í)un funcionalu sepuederepresentarmediante n~o

por tanto F(u)(z)=y(u)nzn.
n~O

El dual A’ aparececomo elespaciovectorial de las seriesformalessobreC

Paramásdetallessobrela identificaciónde ciertos subespaciosde W,ver

[46], [491,[5~],[64],[67].

1.2 Ad~ebra y cálculo oneracionalde funcionales lineales.

El isomorfismoF entreel espaciode las sedesformales A y el espacio P’ permite dar

(t/flflDn~

<1.1.)

u

sentidoal productode dos elementosde P Para estableceresteproductodeberemos
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previamentedefinir la multiplicacióna la derechade un funcional lineal por un polindmio.

Definición 1.2.1

.

q
Sea p sP , p(x)=~ a1x ,a~eC,j=O,l~.q , ysea uePt

1

El productoala derechade u porp quedenotaremospor (upJ(x)esun polinomio

definidopor:

qq 11

n=O j=n

II

Definición 1.2.2

.

La transpuestade la aplicación línea) continua

P-~.P: p(x)—jup)(x) , defineelproductodedoselementos

de P’ dela forma siguiente:

<uv,p(x)>=.cv, up(x> u,vg.P ,p(x)eP (1.3.)

a

n

Notx Reemplazandop(x) porx en la definición anteriorse tienenlos momentosdel
funcionalproductouy en funciónde los momentosde u y y , (uv)n= 1 <u)~ (v)~ , naO.

Si elproductoa la derechade u porp(x), [up](x) esun polinomio, el productoa la

izquierdade u por p(x), denotadoporp(x)u , es un funcionallineal dadopor

Definición 1.2.3

.

<pu, q(xh=<u,p(x)q(x> , Vp, q d’ , VuEP’. <1.4.)
a
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Si por O entendemosel operadorderivadaen P y por 6c el operadorlineal <ceC)en P

definidosrespectivamentepon

cDu,p>=-<u,p’> VueWyvpeP

6 cP<X) se siguen las siguientespropiedades:

Seanu y doselementosdeP’ y p(x) un elementode ¡tsetieneque:

a) [óp](x)=p(x) y p(x)EP

b) <vu)p(x)=v[up(x)] V u,vEP’ y Y p(x)EP

c) D[up(x)]=(Du)p<x)+uflp(x)+uO
0p(x)

e) (hp)(x)=p<ax)

O <op)(x) —p(x
2)

Y ueP’yV

Y p(x)EP

Y p(x)EP

Y p<x)eP

Por transposiciónsededucende manerainmediatapropiedadessobrelos elementosde
—1

Pi Si por x designamosel operadortranspuestode 60 tenemos:

g) bu=u VuEP’

h) <vu)w=v(uw) Y u ,v, w E W
<1.6.)

—1i) D(uv)=(Du)v+u(Ov)+x (uy)

-1 -1 -1
j) x (uv)=’<x u)v=u(x y)

k) x(uv)—(xu)v+(xv)

,Y u,vEP’

,Y u ,vE P-

Y u,v el”

(1.5)

p(x)E P

-1
1) x (xu)=u-b VuEl”
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m) x<x u)=u , V uEP’

n) cij1u ,p>—<u

fi) <h~u ,p>= <u ,hP>

o) <ou ,p> =~cu ,op>

Y uEP yV p(x)EP

Y ueWyV p<x)eP

Y uEP yV p<x)EP

en dondehemos normalizadoel funcional mediante(u)0=1.

o
Los siguientesLemasseránprecisosparaposterioresdemostraciones.

Lema 1.2.1

.

y g el’ y V u eP se tiene
-1 -1

x [g(x>u)+.cu, 60g(x)>ñ=g(x)(x u>

DEMOSTRACION:

Seaf(x)e P

—1entonces a (gu),

f<x)g(x)-f(O)g(O

)

x x

= <u , g%b. = <u ,60<f.g)>-.cu, f(O)60g> =

=gO0f+f(O)60g

-1
<g(x u) f>-<u,60g>.c6,f>

de aquí (1.7.).

V p, q el’, y V ueP’ se tiene

q(x)(uB0p(x)]-uO0(q(x)p(x)J=-e~j(p(x>u)q(x)J

DEMOSTRACION;

n ni
bastademostrarel lemaparap(x)=x y q(x)=x , n,mzO

<1.6.)

(1.7.)

Lerna 1.2.2

.

u

<1.8.)

Por linealidad



nl+n nnt

xm(u80xn >-u00<x )= -00[(x u)x ] , n,m=0

de donde xm(uxní )~uxm+ní = .00[(xnu)xIfl

mnl
x ~ (u).x

j4~

n-1-j~ m+n-1 m+n-1-j
2 (u)1x

n- 1
> (u)~

j=0

m+n-1 -j m+n-1
x -

j=oJ
m+n-1-j m-1 m-t-1

(u). x = - > <u)t+nx
t=0

— %[(xnu)x¡ll]

o
Lema 1.2.3

.

V te P y Vp eP se tieneque fi <jup(x))=u(80p(x)J

DEMOSTR4CION:

n
Por linealidad es suficiente demostrar el lema para p(x)=x

Oo<uxn) =00 n2
$0

n-j n-1
(u)~x =

$0
xn~J~1~uxní

o
Lema 1.2.4

.

ti uePy Vp , qeP se tieneque [u(pq)](x) =ftpu)q](x) + xq(x)(uO0p)(x)

DEMOSTRACION:

Por linealidadtomaremos

n+m
uxn+m= y;

i=O
<u)n+mi

n
p(x)=x

m
y:

i=O

y q(x)~.xm ,m,n~0

n-1
+ 2 <u)niíxm+i+í

i=0
<u)

7

m+n-1
-2

j=n

m+n-1-j

(1.9)

n
= u%x

<1.10.)

o
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Lema 1.2.5

.

ti u ,vE P’y VpeP setieneque

p(x>(uv)= fjp Cx)y)u + x¿’v%p)(x)u <1.11.)

DEMOSTRACION:

Sea qeP ; <p(uv) ,q>=.cuv,pq><u,vpq>~=<u,(pv)q>+cu ,xq(vO0p)>

o

1.3.Base dual en Pde una base de P. (r421S431)

.

Sea{Bnlnao unasucesiónde polinomiostalesque gradocJe Bn sn , n~O.

La sucesión¡Bn)n~o se dirá linealmenteindependientesi y solamentesi el grado de En es

n , n=O.Enestecasose puedenormalizarcadapolinomiode la sucesiónconsiderando

n-1Bn(xfrxn+bnX + Se dirá ahoraque lasucesiónestánormalizada.

Definición 1.3.1 -

Sedefinecomosucesióndual de la sucesiónnormalizadaIBnJn=a~a ¡a sucesiónde funcionales

lineales tan)naOdada por cnn~ B¿ =6 , n,m=O.n,m

La sucesión
1«n1naOes linealmenteindependientey única,constituyendounabaseuniversal

deP’.
O
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2. FUNCIONALES LINEALES REGULARES.POLINOMIOSORTOGONALES

2.1.Funcionales lineales reeulares.Polinomiosorto2onales

.

Definición 2.1.1

.

SeaIp,, ‘nao unasucesiónen P congrado dePn=n y sea u un elemento

de l’ .La sucesión~ sedice ortogonalrespectoa u si:

i> <u,P P>—O , m—nmn

2U) .<u.P,{O naO

fi
2

Nota: Si <u , Pn> r~1 , n~O la sucesiónse dice ortonormaly cuandoel coeficientedel términode

mayorgradode cadal’n es la unidad , la sucesiónsedenominamónica,<S.P.O.M.).Sisólo se

imponela condición 1) diremosque1l’n 1n~Oesunasucesióndébilmenteortogonal,(ver [321).

Teorema 2.1.1. <(141

)

Lossiguientesenuncíadosson equivalentes

1) La sucesión~ ~ es ortogonalrespectoal funcionalu.

U) <u, qP,,>=O para todopolinomio q degrado m, dondeOsmsn-1, mientasque

<u ,qP~~z.-Osi grado q=n.



E
¡
u lo

¡ [ <u , m>,..~ osmsn-1 , iial

iii>

1 <u, x”P,,> -O

¡ 5

Nota: Una sucesión1~n n~o ortogonalrespectoa un funcional ues necesariamente linealniente

independiente, de manen que siempre se la puedesuponernormalizada(mónica).Talsucesión,

¡ ahora,es única

Definición 2.1.2. ff161

)

£
Un funcional lineal u se dice regular [51] o cuasi-definido[16] ,si existeuna suce-

sión depolinomiosortogonalesrespectoa u.
o

1 Un funcional lineal en generalno admiteunasucesiónortogonalen el sentidofuerte.Bas-

ta con considerarel funcional u definidopor <u) — an a>0 , n~O .Si P
0<x)=1y

n¡
2¡ <u P0P1>=a-~0=O y <u ~P1>=<a-~9

2--O ,quecontradiceaii) dela Definición 2.1.1.

E Teorema 2.1.2. ff141

)

¡ Un funcional lineal u es regular si y solamente si A~(u)=det[ (u)~~jJ o -O , n=O

¡ E

1
Toda sucesión ortogonal respecto a un funcional lineal verifica una relaciónderecu-

¡ rrencialineal homogéneade orden2.Estarelaciónde recurrenciaconstituyeuna caracterización

¡
¡
¡
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de los polinomiosortogonalesconrespectoa un funcional lineal.

Teorema 2.1.3.

Seau un funcionalregular de F y sea (P,, > naO la correspondiente£P.O.M.

Entoncesexistendossucesionesdenúmeroscomplejost’t)n=c>y ‘~n’n=O‘ y,,—O,Vn=Otales

que:

P
0(x)=1 l’ftx)= » fi0

(2.1.)
Pn+2(X)=(X~Pn+I)PnI(X)~ Y~ nao

a

Nota: El recíprocodelTeorema 2.1.3. es válido y fue probadopor Favard[23],<ver también

[16])

En 1.3. introdujimosel conceptodebasedualde unasucesiónde polinomioslinealmente

independientes.Tomaremosahoracomobaseen 1” la basedualdeuna S.P.O.M.
1l’n>n~o la notaremos

por {anln~o.SeaueP el funcionallineal regularrespectoal cual la sucesiónIPn)n~oesortogonal.

Hacemosu= y; a~ ai.
i=~0

Pronosirion 2.1.1.

p. Cx)
1cx. = u

1 2
<u, ¡Ji>

<2.2)
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DEMOSTRACION:

.t P (x),.=i, j

II

2 u, P~(xh=cu~ 2
<u, P1<xk. <u

5
2.2.Sucesionesde polinomios ortoeonales clásicos y serniclásicos

.

Entre las diferentes clases de polinomios ortogonales , los modelosmásestudiadosson

los polinomios ortogonalesclásicos , <Hermite ,Laguerre, Jacobiy Bessel),véase[161434]

,[42],[51]452],[SO] y LsstPartiendode la ecuacióndistribucionalquecumple el funcional de

momentos , en la Proposición2.2.1. indicamoscaracterizacionesequivalentes.

Definición 2.2.1

.

funcionallineal clásicoa toda soluciónregular de la ecuación

donde 4q’x) y !r(x> sonpolinomios talesqueOsgradots2 y

(2.3.>

correspondiente sedice sucesiónclásica.

De maneraequivalentea la definición

sercaracterizadospor:

u

2.2.1. los polinomiosortogonalesclásicospueden

2.2.1.

i)Sonpolinomiosortogonalestalesquela sucesiónde susderivadastambiénes

ortogonal , ([27]).

ii)Son polinomiosortogonalesqueverifican una relación derecurrenciadiferencialde

u
¡
u
u
u
E
u
E
¡
E
u
¡
u
¡
u
¡
u
¡
u
E
1

Sedenomina

D(0u)+Wu=O

grado ‘¡‘=1.

La £ P.O.M.

Pranosician
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la forma <t(x)P,, (x)=a,,P,,÷i¿’x)+bnPijxY¡.c,,Pnyx) ; nal

u siendoan~b,,,cn constantesreales con cnro y grado de0(x)s2, ( [3]416]442]).

3 ijflcada 1’,, verifica una ecuacióndiferencial

¡¡ AXX)Pn(x)+Ai(x)Pn(x>+Ao(n)Pn(x)=O , naO

(n-1)A 2

U dondegrado deA2(x)s2, grado deA1¿’x) =1 y A</n)=-n (A 7~+ 2 J tO ,( [11J,[60]).

(3
La definición de un funcional clásicodadaen 2.2.1. se generalizade forma natural

dandolugara los polinomiosortogonalesseiniclásicos.

u
I Definición 2.2.2. <[301.I’481)

.

Sedenominafuncionallineal semiclásicoa toda soluciónregularde la ecuación

DÚtu)+ wu=O (2.4.)

3 donde t(x) y V4x) sonpolinomioscuyosgradosvenfican la condición

grado ‘p=t=O y grado W=p=1.

E La £ P.O.M. correspondientese dice quees sucesiónsemiclásicao Laguerre-Hahnafin,

I <[26]).

3 Nota:Sila ecuación <2.4.) admitesolucionesregulares,el par [‘t,W1se dice par admisible.En ge-
neraldicho par no esúnico.Asociandoacadapar admisibleel númeronaturalh(u)=niáxl t-2,p-1},

3 definimoscomo clase “s” del funcionalu al elementomínimo de h(u), s=mín[h(u)].

u
u
E
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1 ProposIción 2.2.2

.

3 Equivalentementea la Definición 2.2.2. los polinomiosortogonalessemiclásicos

pueden ser caracterizadospor:

u i)Eviste un polinomio 0(x) degrado t ss-l-2 tal quen+ t
n+í<X>= ky; 2n¡<Pk(X> fl=S,

con an,,s~O , n=s+1, < [49] ).

¡ ii)Exisren polinomiosJ(x,n), l((x,n)y L(x,n> cuyosgradosson independientesde n

U talesqueJ<x,n)P’ -n <x)+K<x,n)PjxhL(x,n)P~(x)=O , na O, dondegrado Js2si-2 , grado

I Ks2s+1 y grado Ls2s, ([28]).

uu
u
u
u
u
u
u
u
u
1
E
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3.FUNCION DE STIELTIES ASOCIADA A UN FUNCIONAL LINEALu
3.1.Definición y uropiedades

.

u ____________
Definición 3.1.1

.

Dado uePtLa funcióndeStieltjesdel funcionalu, que denotaremosmedianteS(u)(z)se

3 define mediante

n+1
S(u)(z)= - y; (u4,/z (3.1)u naO

Nota: -S(u)(z) es la Z-transformadade la sucesiónde momentosasociadaa u,<ver [68]).En lo que

1 sigue,siemprequetrabajemoscon funcionesde Stieltjes utilizaremosla zcomo variable

1 independiente, reservandola variablex parael trabajocon las ecuacionesfuncionales.
uu Veamoscómose traducenlas operacionesalgebraicasparafuncionalesintroducidasen

1.2. en términosde las funcionesde Stieltjes.

I Lema 3.1.1

.

Sea te P’ y B(x)eP .Considéreseel isomorfismo F entre P’ y A - (espaciode las series

1 nformales> dado por F(u)(z)= ~ (u),,z .Severifica que:
naO

1 i> zF(u)(z>

u) S’(u)(z)= S(Du)(z)u <3.2.)
iii) S(u.v>(z)=-zS(u)¿’45(v)(z)

1 iv) S(Bu)(z)=B(z)S(u)(z)+(uO&)(z)
-1

y) S(x u)(z> = (1/z>S(u)(z>

1 2 2vi) (1/z)(uO0B)(z) (hz )Sfru~%B>6)(1/zh(uB0B)(z>

I DEMOSTBACION:

I I) Directamentede las definicionesde S<u)(z) y F(u)(z).

1
u
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n n-1

ji) Sea u6W,tenemosque(DtOn = .cDu , x > = -<u, ¡ix > = con (Du)0=0 ,]uego

n
P(Du)(z) = y; (Du)nz

n~O

n
= - y; n(u)~.1z

n~1

n+1

¡izO

De la definición de S(u)(z) tenemos:

n
S(u)(1/z)=-z y; (u)~z -zF(u)(z) y

naO

S’(u)(1J2)=z y; (n+1)(u) 2n+1
naO n

de aquí

F(Du)(z) = -(1/z)5(u)<1/z) S~ (u)(z) = -(1/z)F<Du)(1/z)=S<Du)<z)

iii) Sean u vePtTenemosque F<u.v)=F(u).F(v) pues

y; (u.v) ~ y; (u)~zn. y: (V)Z~

naO naO naO
alser (u.v)~= y; (u)~ <y)1

2
Por tanto F(u.v)=-<hz) S(u.v)<1/z)=(1/z)S(u)<1l/z)S<v)<1/z)

S(u.v)<z)=-zS(u)(z)S<v)<z).

n
iv) DemostraremosesteapartadoparaB(z>=z extendiendoel resultadoacualquier

polinomio por linealidad. Bu=z~u , luego <Bu)m = (u)¡i+m

Por otra parte u%B=uO0zn uzn~l= n-1y; (u)1
j=0

m n m
>‘ 2. ~n+m~ =(1/z >y; <~>n¿~ -<

n~O n~O

n-1 1+j-n
hz) ~ <u)~ z ,luego

$0

F(Bu)<z) = y: <u)n+mzm <l/zn) ~ (u)mzm~(
maO maO

n-1
hz) y; (u)1

$0

1+j-n
z =B<1/z)F<u)<z)-<1/z)<uO0B)(1/z)

-< 1/z)S(Bu)<1/z) =B(h/z)<-h/z)S(u) <hz) -( hz) <u%B)(1/z)

naO.

S(Eu)<z)=B<z)S<u)<z)+<uO0B)(z)



17

-1 p(x)-p<O

)

y) Sea ueJ” y p(x)eP.Entonces c u , p(x)> = <u, 60p<x)> = <u , >,~ luego

-1 -1 n ¡i-1 -1(x u)n =c u,x >=cu,x >=<u)~1 con <x u)0=O

u)(z) = y;
nt1

-1 n
Cx u)~z (u)níz~= z (u)nz~ = zF<u)<z).y;

xmO

-1
(-1/z)S(x u)(1/z) = .S<u)<1/z)

-1
S(x u)(z) =(1/z)S<u)<z).

vi) Comoen el apartadoiv), lo demostraremosparaB(z)=z~ extendiendoel resultado

por linealidad.Supondremosademásquep~2 , puesparap=O y p=l el resultadoes evidente.

80B=00z ; uz = y; <u).z
$0

luego

p-1 p-1-j
=dl/z) y; (u)~ z

$0

p
Por otra parte P(<u , 80z >8) =

p-1
(hz) y;

$0

<u). z
5 -j _ p-2 p-2-j

— <1/z)<uyí+ y: <uh z$0

2p p-2
y uO

0z =uz
p-

2
= ~ (u).

p-2-j
z

de dondevi).

o

Lasfraccionescontinuasconstituyenunode los orígenesde los polinomiosortogonales.Trata-

remos, acontinuación, su relaciónconla funciónde Stielties.

Sean{p~ j~<> y lv~ 1ií dos sucesionesnuméricas.AK

x.~O

x-I~ ~

1

En•11

Yn.. 1

n-1

FC

p<1/z)(uO
0z

n=1,2,3
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le llamaremosaproximaciónn-ésimao convergenten-ésimode la fraccióncontinua

1

Y
1

vn
x-p ~-

n
Usando las formulas de Wallis ,ver [16], se puede comprobar que el n-ésimo denominador

parcial En =Pnes un polinomio de gradon ,satisfaciendola sucesión¡l’nmn~o unarelaciónde

recurrenciade la forma (2.1.) , B0=P0=1 y queel n-ésimonumeradorparcial ~An

<1)
polinomio de gradon-1 , cumpliéndoseque la sucesión

4l’n 1nao de polinomios

<1)
=P estin

n-1

numeradores,

es tambiénortogonal, (sonlos polinomiosasociadosdeordenuno a los ~n’ quese considerarán

en 4-1,)

ParacadasucesiónIKnI¡i~O de aproximacionesdeunafracción continua, existeuna

subsucesióntal que,paratodo ze C-{R), converge a unaintegral de Stieltjesde la forma

CI’I’(Z> ([65])
de

en donde‘P<z) representaunafunción de distribuciónconinfinitos punto

crecimientoen R, tal ~uef zn dM~<z)= (u)n.La fracción continuasedice asociadaa la

P dW(z)
integral —, o bienasudesarrolloformal n+ 1y; <u)n

xmo
.Ahora podemosdefinir la

función de Stieltjesen términosde fraccionescontinuas.

3.1.2.

De maneraequivalentea ladefinición <3.1.1.)

1

Y
1

x-p ~-

es la representaciónde la función de Stieltjesen fraccióncontinua.

Definición

(3.3.)

u
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4. PERTURBACIONES A LA RELACION DE REÉÚRRENCIA

4.1. Polinomios asociados.

Definición

114711

4.11.

Llamaremossuce.¶ióndepolinomiosasociadosdeprimerordendela sucesión1l’n í=oS.P.O.M.

(1)
relativa al funcional lineal u , a la sucesiónIP,, ‘n=Odefinidapor:

(1)
n

(u)
0

y-x > ,.naO (u actuandosobrey)

La multiplicaciónala derechade un funcional párun polinomio nosperndtedar un resultado

equivalente

Proposición 4.1.1

.

La definición 4.1.1.es equivalentea
(1> (4.2)

Recordandoel conceptode polinomiosnumeradoresdescritoen la secciónanteriorse puede

obtenerfácilmentela relaciónde returrenciaqueruniplenlos polinomiosasociados.

Teorema 4.1.1

.

Dado tel” , sea fP1~ ‘naO la S.l’.O.M relativa al funcionallineal u, y queverifica la

(4.1)

a

ID

relación de recurrencia ( 2.1.).
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La sucesión

(x>=1

(1)
LP 1n naO satisface ¡a relaciónde recurrenciasiguiente:

(1)
Pl (x)=x-~l

(1> (1) (1)P2(X) (x-¡On+2Pn#i(x)~y,,+2Pn (x> naO

PoraplicacióndelTeoremadeFavardexisteun funcionallineal normalizado

<1) (1) (1)
[(u )~=h] , respectoal cual la sucesión

1~n j~~o es ortogonal.EIfuncional u se conoce

comoel funcional asociadode primer ordendel funcionallineal u.

El siguienteTeorema4.1.2.permiteobetenerunarepresentacióndel funcional u(i) en

términosde u.PreviamentenecesitaremosdosLemas.

Lema 4.1.1

.

VuePy tipel’

-1siendo u el funcional

-1
se cumple que xf u (uO

0p(x))j =p<x)

inversode u,
-1

(u.u =6),

DEMOSTRACION;

Por linealidadefectuaremosla demostraciónpara p(x)= xn+I~

n+1 ~
uB0x = y; <u)~.)

$0

-1 n
u <y;

$0
<u)nj

2
n n

)=y; <y;
i=O 3=i

Cu)n.j<u
-1

J—1
=<u)

0(u ~o-1 n
x =x

<4.3.)

u

Cl)
ti

(4.4.>

n

a
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n -1
>nY <u).(u

$0

-1=0 , nzl, de acuerdocon el hecho de ser u.u =8.

(1)

S.P.O.M.1l’n’n=Oysea tan 1na0 la basedual de la S.P.O.M.

.Setiene:

(4.5.)

<(u)
0(x«n+1 -1 (1)

>u ,1’ >m

= <xan+í , u~ (u O0P~1)> — P >-bm+1 — n,m

En estascondiciones,obtenemosuna relaciónexplícitaentrelos funcionalesu (1) y u.

Teorema 4.1.2

.

Sea u un funcionallineal regular.Setieneque y1u

DEMOSTRACION;

Del Lema 4.1.2. y la Proposición 2.1.1 se sigueque

<1) <1)
u

P1<x) u
,u—a0 ,aí= 2

<u,
(Ji)

(1) 2-1
=-(x u ).

=1

Nota: <u.u

Lema 4.1.2

.

Seatan)nzOla basedual dela

(1)
asociadosdeprimerorden

1~n ‘nao

(1>
n >0 (xan+í) u1a

DEMOSTRACION:

u8
0Pm+1

—1
u

(u)0

u

(4.6.)
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(1) -1
a~ =(X«QU

x(xf0)u

2

2x u-1

-1 __________

Y1

-1 -1 -1
(xu) u = x(uu )-xu = -xu

2 -1 -1 -1 2 -1 -1

(x u) u =x[(xu)u ]-(xu)0(xu ) = -x u - (u)1<xu ).

Lema 4.1.3

.

Notx (u)1=p0 , (u)2= 2PO +Yl
-1

Sea u El” ,
1l’n’n O la S.P.O.M.correspondiente

polinomio degradoRSetiene:

(1)
u%(BPm+i) maR [y

0=(u)0=1)

al funcional lineal u y sea B(x) un

4.7.)

DEMOSTRACION

ReemplazandoP(x) por l’m+1 y q<x) porB(x) en la ecuación <1.8.) y recordandola Definición

4.1.1 , (r=O) tenemos

UOo(BPm+í )= Epa)+oo[<Pmíu)BI

Pero (Pm 1u)B=O para n~k , pues si E
k

1=0

jx con a1 eC, entonces

k
(Pm 1u)E= y;

n=O

(Pm íutn =0

k

•~ a~ (P
n

u>. xm+1 j-n

si j-tIsm

a

donde

n=O,1,2,,,k

a

El Teorema 4.1.1. muestra que la asociación de orden uno conlíeva una traslación de los
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u coeficientesde la relaciónde recurrencia.Consideraremosdeforma másgeneral la sucesión

(r) <r) <r-1)

{Pn ¡nacrEsclaroque <l’n >xmO es la sucesiónasociadade orden uno a la sucesión1~n 1naO
hechoquenos permite la siguientedefinición.

I Definición 4.1.2

.

¡ De manerageneralsedefinela sucesiónasociadade orden r, ¡eN como

aquella quecumplela relación de recurrencia:

¡ (r)

P
0 (x)=1 ; l’1 (x) = X~Pr¡ P (x)= (x-p(r) (r) (r)n+2 n÷r+íPn#l(X) - ~n+r+1~n (x) , naO <4.8.)

u o
(r)

Por aplicacióndel Teoremade Favardexisteun funcional lineal normalizadou1 (r) (r)
[(u )o=

1] respectoal cual la sucesión<~n >nO es ortogona. uncional u<r>lEí f se conoce

3 comoel funcionalasociadode orden r del funcional u.

¡ Comoconsecuenciade la Proposición4.1.1.tenemos:

ProDosición 4.1.2

.

¡
(nl> (r> (r)

La Definición 4.1.2. es equivalentea l’n (x) = u 6oPn+~ (x) (4.9.)

11

I Definición 4.1.3

.

Los coeficientes ~ y y de la relaciónde recurrencia<2.1.) son funcionesdel subíndice“n”.

E Unaextensiónde la relaciónde recurrenciaaparececuandohacemosquelos mencionadoscoeficientes

I ~y y seanfuncionesde “n+-r”, tE q y(n+r) !=O.

Estamodificación en los coeficientesde la relaciónde recurrenciada lugara unanuevaclase

¡
¡
¡
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de polinomiosortogonalesquelos denominaremospolinomiosasociadosde orden-r y los
-E

representaremospor P , ( [4],[12],[69]).n

a

4.2.PoUnomios co-recursivos <[151S171¡401S621S6611.

Sea 1l’n1naO una S.P.O.M. cumpliendo la relación <2.1»Modificando los coeficientesp
1

,obtendremosnuevasfamilias de polinomiosortogonales.Deestasnuevasfamilias estudiaremos

propiedades, relaciónde recurrenciay relaciónentrelas correspondientesfuncionesde Stieltjes.

Definición 4.2.1.

Sea
1~n’na0 una &P.OM. cuyarelaciónderecurrenciavienedadapor ( 2.1 )&onsideremos

unamodificación única en elcoeficiente>6k’ haciendo

* *

La nuevafamilia depolinomiosortogonalesresultantesedenominasucesióndepolinomiosco-
*

recursivosgeneralizadosy la representaremospor 1l’n ‘n=cr

La fórmula de recurrencia para esta nuevafamilia es:

*

P.(x)=P.(x)
1 1

*

Pk+í(x) = (x.Pk.tOPk(x)- ?kPk..1(x) = l’k-i-1 (x)-M ~k <X>

*

Pn+
2(X) = (X~Pn+i)Pn+i(X> - r,,÷íPn(x)., nak

o

Osjsk

* *

*

<4.10.)

Nota: La solucióngeneralde la relaciónde recurrencia<4.10.)puedeserescritade la forma
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¡ P~(x)=A0(x)P¿x) (1)-f-B0OOP~1(x)
* <k+ 1)

(x)o bien P~<x)=Ak(x)Pn(x) +Bk(x)P n-(k+1)

* *

determinándoseAk y
8k segúnlas condiciones inicialesPk<X) y Pk+í(x).Entérminosde los

*

asociadosde orden (k+1> resulta P~<x)= Pn<X) <k+1)Pk(x) Pn(kl)<X)
*

xmk+1, Pn<x)=Pn<x)

Denotaremospor u* el funcional lineal normalizado ( (u~’9
0=1 ) respectoalquela

*

sucesiónIP 1n naO es ortogonal.

4.2.1

SeaS(u)(z)la función deSdeltiescorrespondienteal funcional u y

la correspondiente al funcional u* .Se tiene:

A(z)Sk+l(z) + Bfr)

(z)=

(1)
A(z)= rk+lPk~l(z)

C(z)=
1k# lPk(z>

C(z)Sk÷l¿’z) + D(z>

(1) (1)

D(4= ~l’k+1(z%fpPk(z)

En donde 5k+1(z) representala funciónde Stieltjescorrespondienteal funcional

(k-* 1)lineal u asociadode orden (k-i-1) del funcionallineal u.

DEMOSTRACION:

nsk.

Pronosic:on

<441.)

Siguiendo la Definición 3.1.2. tenemos
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1

Y1
(x-~ ~)

~k-1

k-1>
<x-Pk-~±)4.Yk+l

5k+l

la aproximaciónk-ésima
Y

1

Yk.í

(x-~k- 1>

<1)
Ak l’kl

Sabemos que—= - —

P
Ahora usandolas formulas de Wallis , <[16] pág. 80).

k

<1) <1) <1)
Ak+í=-Yk+lPklSk+1-Pk ~~~k-1 2k+§~k+1l’ék+1~l’k+f ~l’k

deaquí <4.11

o

Corolario 4.2d

.

SeaS(u)(z)la función de Stieltjescorrespondienteal funcional u ysea

(k-i-1)
la correspondientefunción de Stieltjesasociadaal funcionallineal u

(k-
1’-1)

5k+
1(z)=S(u ) (z>

asociado de arden (1<-el)

5

Ak
Sea

Ek

1

(x-p0) -

(x-~1) -

al funcional u - Se tieneque:
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l’k+1 (z)S(u>(z) -

>‘ki-15k-<-1 (z)= <4.12.)(1>
Pk(z>S(u)(zhPkí(z)

DEMOSTRACION:

Se sigue de la Proposición 4.21.. haciendo x=0.
a

Pronosicion 4.2.2.

SeaS(u)(z)la función deStieltjescorrespondienteal funcional

la correspondiente al funcional u*.Se tiene que:

S¡4k<u
A(z>S(z) + B(z)
C(z)S(z) + D¿’z)

k
con A(z>= fl q

PO

DEMOSTRACION:

Se obtienesustituyendo

<1) (1) k
l’k l’k - l’k-

1l’k*1 = fl
j=O

<4.12.) en <411.).y recordandoque

Y.
J

,<ver [16] pág. 86)

4.3.Polinom¡os co-dilatados .11201.f4Olb.

(1)
l’k <z>

u y SMk(u*)(z)

(1) (1) 2

<4.13.)

2 k
;D(zj=fl ‘y

j=0

(1)
1

<4.14.)

Definición

a

Sea
1l’n’n=Ouna £l’.O.M. cuya relaciónderecurrenciavienedadapor ( 2.1 >.Consideremosuna
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modificación única en el coeficiente haciendo:

Yk=Ark ,Az.O, nsk

La nuevafamilia depolinomiosortogonalesgeneradasedenomina depolinomiosco-dilatados

generalizadosy la representaremospor (P,,Jn~,oLa fórmula de

P.(x) =P. (x)
1 1

Osjsk
e e

l’k-&1 (x)=(x~PQPk(x) -~ ~ff¡~«(X~>=Pk+I (x)¡-(I-A >r¿k 1(x)

Pn+2(X)=(X~Pn+i)Pn+i (x> - Yn÷iPn(X), n=k

Notaremospor u el funcional lineal normalizadorespectoal cual la sucesión

esortogonal.

Propnsición

Sea S(u)(z) la función deStieltjescorrespondienteal funcional

correspondienteal funcional u - Se tiene que:

A(z)S(z)+B(z

)

ASk<u )<4= C(z)S(z)+D(z)

k
siendo A(z)=fl Y- + <14) <1)

j=1 YkPk2(z)Pk<z)

<1)
B(z)=+Yk <1-X)P k~1<z)

recurrenciapara estafamilia es:

<4J5.

II

e

IP n>na0

4.3.1

u y ASk(u )(z) la

(4.16.>

<1>Pk2(z)
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C(z)=-Tk (lMPk(z)PkPz)
k <1)

D(z)=fl Y- - (14> y
j=1 kPk~l<z)Pk~l(z)

DEMOSTRACION:

Xsk<u )(z) = -

(x-p
0) -

(x-p1) - - -

Akl

Bkí

1

Y1
(x-p0) -

1

Y’

~k1

k- 1>+XYkSk

<1)

2

1
Tk— 2

(x-p
1) -

<X~Pk2

Las formulas deWallis junto con (4.12.>y (4.14.) danel resultado.

4.4. Polinomios co-modificadas (f401S5111.631)

.

Definición 4.4.1

SeaIPn)n=Ouna S.P.O.M.cuyarelaciónde recurrenciavienedadapor ( 23.).Consideremos

una modificación de los coeficientes de la forma:

o o o o

Y. • i.’k

La nuevafamilia depolinomiosortogonalesgeneradasedenominadepolinomiosco-

o
modificadosgeneralizadosy la representaremospor IP 1 .La fórmula derecurrencia para estan nao

familia es:

u
u
1
u
E
u
u
u
1
u
u
u
u
E
u
u
u
u
u
u
u

5
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P.(x)=P.(x)
1 J

Osjsk.

P (x)—k+1 — (x-flk -p) Pk(X) -ArkPkl(x)

P (x) — n+1
— (X-/31 )P (x) -

(4.17.)

nzk

a

Notaremospor u el funcionallineal normalizadorespectoal cual la sucesión jPn xmO

esortogonal.

Pronosirión

SeaS(u)(z)la función de Stieltjescorrespondienteal funcional u

pondienteal funcional u .Se tieneque:

O A(z)S(z)+B(z

)

C(z)S(zP-D(z)

k (1)
siendo A~z)=-fl ‘y ~l’k (z> [-(1-A) rkPk2(z)

ini

(1)-í-pP1<1(z) 1
(1) ~(l) (1)

B¿’z) = Pkl(z) IP k-1<~> - Yk<’
1Á> Pk

2(z))

C(z)= Pk(z) [-g Pk(z) + ~k (1-A) Pkilz) 1

k
D(z) =-fl

j=1

(1)
‘y + P~i(z) ((l~AñkPkl<~> -pP~/z)1

4.4.1

YAS(U )(z) la corres-

(4.18.>

DEMOSTR4CION:
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XSHK = -

3 (x-p0) -

?~1 - - - - Yk~ 1

<x~Pkí) -

u <x~k44)+Yk1Sk1

<1)u Ak

Sea — = - — como en la Proposición4.2.1.u .

Las formulasde Wallis ,junto con (4.12.)y (4.14.)danel resultado.u
Nota: La reiteracióndel casoco-modificadoha sido realizadapor P.Maroni en [51].Seencuadra

U dentro de la teoríade perturbacionesfinitas analizadaparael casoparticularde funcionales

u definidospositivospor 1’. Nevai y W.Van Assche[SS] ,asi comopor FJ’eherstorfer[61].

En [20] se puedeencontrarunarelación explícitaentrelos funcionalescorrespondientesa

los polinomiosperturbadosy alos polinomiosoriginalesparaalgunoscasosparticulares,

• obteniéndoselos siguientesresultados:

i) Parael casoco-recursivok=0, u* = <101 + F’ D

u ii)Parael casoco-dilatadok=1, u = [Xu
1+(l-X)b+(1-XW

0DÓ

u iii)Para unasuperposiciónde los casosi) y u) u’= ¡ Xu
1+(1-X)6+[(1-M~

0-4-?4tIDÓ r’

Por otra lado en [36] y [37] se da una representaciónexplícita de los polinomiosco-

recursivos,k=O de los asociadosde ordenk a los polinomiosde Laguerrey deJacobi,asícomola

parteabsolutamentecontinuade lamedidade ortogonalidadcorrespondiente

En [66] se analiza unaaplicaciónfísicade las perturbacionesanteriormenteestudiadasLea

U
u
u



32

unaSRO.M. , respectoa un funcionalu definido positivosatisfaciendola relaciónde

recurrencia (2.1.)

Consideremosla siguientemodificación en la relaciónde recurrencia

P*n2 <x) (xt l>rn 1(x>Y íPn<X> , naO (4.19>

«!=0,

Los polinomios P*n son ortogonales con respecto a un funcional u~ que es definido positivo

para cx >0 y cuasi-definidopara a <0 y algunas propiedades (comoteoremasde separaciónde

* *

ceros,verdaderointervalode ortogonalidad<~ ,n~) ,etc. ) puedenserdeterminadosa partirde los

Pn<x) . La relaciónentrelas funcionesde Stieltjes relativasa los funcionalesu y u* respectivamente

vienedadapor SCu*)<z)=
-a

1
ypara «>0 la relaciónde ortogonalidad paralos

P*n (x) es:

*

J ‘11
*

¾
rn<x)P*m<x)dr¶x)= «YpYnlónm para n,m=0,1,2,,..

dondel~*(x) es unafunciónde distribuciónquepuedeserdeterminadaporla fórmulade inversiónde

Stieltjes , <ver [16] pág 90) -

Consideremoslos polinomiosde Tchebichevde segundaespecieU~<x) ,quesatisfacenla

relaciónde recurrencia<2.1.>con Iln=O , naO y Yn
4’M , ¡ial.

Seau*el funcionalcorrespondientea los polinomiosco-recursivosU*n<x) ,según<4.19) .Si

u* es definido positivo la correspondientefunciónde distribución tieneespectrocontinuocontenido

en [-1,1] y posiblementeun espectropuntualconsistentea lo másen dospuntos.

En la fisica del estadosólido , en el contextodel modelode cadena, los polinomios co-
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recursivosde los polinomiosde Tchebichev, puedenrepresentarel efecto(descritoÚor los

parámetrosay i~) de un átomosituadosobreunasuperficie,quecorrespondeala cadenaconstante

naO Y ~n”4 ¡ial.

Los polinomiosco-recursivosaparecenen la teoría del potencialdisperso,en particular

conla técnicade L2, donde se puededaruna interpretaciónfisica apartir de las propiedades

espectrales.

Refiriéndonosa la ecuaciónde Schrodinger

h2 d2 w
Zm dr2

(1)
las L2 -funcionesson 4’ n(r) =frr/(n+l)iLn Cxr)e(l/2))~r

(1)dondeL n Cx) sonlos polinomiosde

Laguerrey ‘P= ~ Rn(E>4~n(r) .Definiendo x=[E- ??/8j/[F+ X2/8], Rn(E) es proporcionala los
xmO

polinomiosco-recursivosdeTchebichev con «=1+—3
y jz=a-1EIespectrodel Hamiltonianopara

estemodeloes reflejado porel espectrode r*(x>, ademásdel espectrocontinuoF1,1], apareceun

punto espectralaisladosi -4«/>3>1/2 , -4o,’x3 — 2, quecorrespondeal estadoacotado,(ver [29]).

E
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CAPITULO II

.

POLINOMIOSDELAGUERRE-HAUN.

LPOLINOMIOS DE LAGUERRE-HAHN

.

LLCARACTERLZACIONESY EQUIVALENCIAS.

2.DETERM[NACION DEL ORDENDE LA CLASE

.

2.1.DETERMITNACIONDEL ORDENDE LA CLASE.
2.2.PERTURBACIONESA LA RELACION DE RECURRENCIA.
2.3.ANEXOS.
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2.1 POLINOMIOS DR TOCONALES DE LAGUERRE-HAIIN

.

ti. Caracterizaciones y equivalencIas. (r12].[131.[181.1221F391)

.

Definición 1.1.1.

Un funcionallineal u sedice de Laguerre-Hahnsi la función de

Stieltjes S(u)(z)= - y; (u)n/z~~’ verifica una ecuaciónde Riccati

naO

0(z)Siu>(z)=B(z)S2(u)(z)+C(z)S(u)(z)+D(z) <1.14

siendo 0(z),B(z), C(z)y D(z)polinomioscon coeficientescomplejos,con

0(z)—O , 8(z) !=0 y D(z)=4¿’Du) ~o0](z)÷(u6
0C)(z)-(u

2 8o2B)(z)

a

Nota: CuandoB(z) es idénticamente nulo , la función de Stieltjes satisface una

ecuacióndiferencialafín de la forma0(z)S (u)(z)= C<z)S(u)<z)+D(z) y los polinomioscorrespondientes

son llamadosde Laguerre-Hahnafinesy tambiénpolinomiossemiclásicos,(ver [26], [49],[51]).

Definición 1t2

-

Sea (1%, ‘nao una S.P.O.M.relativa a un funcionallineal u regular.

Diremosque1l’n ~ es de Laguerre-.Hahnsi u es un funcionallineal de Laguerre-Hahn.

a
Teorema 1.1.1

.

Seau un funcionalregularnormalizado((u)
0—y0=1),ysea fl’,~ ¡ naO la correspondiente

S.P.O.M.

u
U
U
¡
¡
u
u
E
¡
u
u
U
U
¡
¡
u
¡
¡
u
£
U
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Lassiguientesproposicionessonequivalentes:

a) u es un funcionalde Laguerre—Hahn.Consecuentemente,‘‘n ‘naO es una sucesiónde

polinomiosortogonalesdeLaguerre-Ilahn.

1’> u verifica la ecuaciónfuncional DbtuJ÷wu+B(x1u2)=0 <1.2.)

donde 0(x) , B(x) y C(x) son lospolinomiosdefinidosanteriormenteen (1.1)

y ‘Y(x)=- (c< (x)+C(x)] , siendo tel grado de «x) , p el gradode ‘P(x)a 1 y reí grado

de B(x).

2

c) u satisfacela ecuaciónfuncional Dfx4’uJ÷(xW-0)u÷Bu=0 con la condición suplemen-

tada <u, !!b~q--cu2, %B>=0 donde 0(x) 211(x) y B(x) son lospolinomiosdefinidosen b)

d) Cadapolinomio Pn(x) , ¡nO, verifica una relación(llamada deesrructura)dela forma

n+d
4’l”n÷10<>-Rl’,, <x)= 2~nMl’,¡ (x) • rns-i-l (1.3.)

(1)
siendo 0(x) y R(x) los polinomiosdefinidosen a) y 1<,, >n=Ola sucesióndepolinomiosortogonales

asociadosde primer ordenrelativaa t~’n >n=O ,siendo s=máx(p-l,d-2> y d=máx(t,r>.

DEMOSTRACION:

a)=~b)

Usandoel Lema3.1.1.Cap.l. en términosde F<z) , <1.1.) se escribe

2 2
-4’(z)(1/z>F(Du)(h/z)=B(z)<1/z)F<u )(1/zb-C(z)[-<h/z)F(u)<1/z)]+D<z) <1.4-)

<LS.)
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-(1/z)F[0Du]( í/z)-[(Du>804’J(z)=<1/z >F<Eu )(1/z)+(1/z)<u 00B)(z)-( 1/z)F<CÚ)<1/z)-

-(uO0C)(z>-i-D(z)

Por otra parte,teniendoen cuentaque D<uf)=(Du)f+uDf+uO0f ,V ueP yvf e?

se deduceque:

2 2
D(u604’)=<Du)804’-~-uD(O00y-u800=<Du)804’+u[DC%4’)+004’)

pero
2

D(804’)+
8o 0800’

entoncesD<uO
04~)=(Du)804’+u60eL

y -[(Du)604’](z)=-D<u604’)(z>+(u604<)(z)-

Sustituyendoestasecuacionesen (1.6),sesigueque

-12 2 22

<l/z)F[-D(0ufl-<4’ +C)u-x (Bu )--cu , 00B>b]<h/z)+[-D(u004’)+u00<40+C)-(u 80B)-D](z)=O

De estaecuaciónse deduceque todaslas potenciasnegativasde z sonnulas,de donde

22
D(z)=-D(uO0q~4-u80Q1V+C)-<ueoB)

-1 2 2y -D<4’u)+QLÁC)u-x (Bu )-cu , 60B~.8=0

Usando el Lema 1.2.1.Cap.l. se obtiene <1.2.> ,

b)~.c)

Aplicandoel Lema 1.2.1.a <1.2.) tenemos

-1 2 2D[0u]-i-Wu+x <Bu )+cu , 80B>8 cQ.

37

(1.6.>

Multiplicando por x concluimos el resultado.
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Partiremosdela expresión4’?’ ní - u60(BP~1) quees un polinomio degrado n-i-d

luegoexisten númeroscomplejos {O~) , Osjsn+d , talesque

‘2’?’ - uO0<BP~~í>~ 1 ~
n+1 n,J J

Multiplicando por~m m=O,1,2,.,n+dy aplicandou

2
<u, ~2’Pn+iPn?- <u ,Pm<ueo(BPn+i))> O < u,n,m

2
Porotra parte,aplicando xD[4’u]+xwu+Bu =0 a ~~o~m~n+í>

~~CuAdPmn+íY>+<uA3PPn+l>+ <u ,uQoBPPní>=O

n+í ni — ‘ ni n+í u ,uenBPmn+í -<u ,c’P ‘

Osmsn+d

Comparando<u, ~ n+í~m>entre(1.7.)y (1.8.)obtenemos

<u ,QPP~~t2’P’m)Pn+í>-< u ,Pm[u8o<BPn+í)]~uOo<BPmPn+í)>=6nm.cu,

2
<u <WP -4’?’ )P ~>+~czu, B(uOP >1’ >=O <u,? >

Om.n+1 n,m Osmsn+d (1.9.)

Estudiandolos gradosde los polinomiosimplicadosen ( 1.9.>y recordandoque {Pn(X>) ¡i¿0es

sucesión ortogonal respecto a u , obtenemosque8fl~=O para

n+d
4’P’ni-uoo<BPn+i> = ~ .P.

j=n—s ~

tus n-s-1 ,luego

n~s4-1.

Del Lema 4.1.3. sesigueel resultado.

d»a)

-1 2 s+1
Consideremos el funcional lineal v=D[0ul+B(x u )+( y; A1

j=O
con A.eCJ j=0,t2,..,s+1.

(1.7.)

tenemos

y

<1.8.>

2
m
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Paran ~s+2 se tieneque
- (1) s+1

-cv, P~ >=-<u ‘4’~n +BP~1>+«y;A.x
3

$0’

n+d-1

j=n-s-1

s+1
+< u , < y; A- 2 )Pn> =0 , envurtud de la ortogonalidadde IPn(X)Jnao respectoa u.

$0

Si queremosque -<y ~Pn> =0 y n, los coeficientes s+1j=0,1,2

n=0,1,2,...,s+1

tal que .cv ‘~n >=o Vn~0 de maneraquev.0, lo

quedandeterminadosunívocamentedel hechode ser.cv , P > =0n

s+1 2Existe, pues,un polinomioW<x)= y; A~
$0

-1 2
queimplica D[4’u]+B(x u

teniendoen cuentalos Lemas1.2.1. y 3.1.1. obtenemos

2 -1 2
-4’(z)zS (u)(z)-z[<Du)0

04’J(z)+zC(z)S(u)(z>+z<uO0C)<z)+B<z><1/z)F(u)< 1/z)-z[(x u )80B]=0.

-1
Dividiendo por z y recordando que (x u>B=uO0B V u E 1” y V BE? se sigue que

2
«z)5 (u)(z)=B(z)S (u)(z)+C(z)S(u>(z)+D(z) con

22D(z)=-RDu)8044(z)+(u%C)(z)-(u 80B)(z>

-1 2
o bien 0Du-Cu+B(x u )=0 - AplicandoF , evaluandoen (hz) y

a
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¡ ________________________
2. DETERMINAClON DEL ORDEN DE LA CLASE

.

I 2.1.Determinación del arden de la clase.<f441

)

¡ En la caracterización(1.24 se observaque no existeunicidaden larepresentación,puesbasta

multiplicar porcualquierpolinomio los dosmiembrosde la ecuación.Encambio seconsigueunicidad

¡ imponiendocondicionesde minimalidad en los grados de los coeficientespolinómicos,hechoque

analizamosacontinuación.

¡ _________

Teorema 2.1.1

.

¡
-1 2

Seau un funcionallineal regular verificando DfrPuft’11u-~B(x u )=O

U siendo0(x) , ‘11(x) y B(x) los polinomios definidosen (1.2.).

U Sead=máx(t,r,) y5= máx(p-1,d-2). (214
Sedice que u es de Laguerre-Hahnde clasessi y sólo si

2fl ‘11a ‘ OaBa>I#Ira/+I5aIh~O

dondeZ0representael conjuntoderaícesdistintasde 0(x), estandodefinidoslos polinomios

0 ‘113 a a y
8a al igual quelos valores ra y 5a por las expresiones

«x)=(x-a)0a(x)

¡ W¿’x)+Oa(4=(x.a)wa(x)+ra (22.)

U B(x)=(x~a)Ba(xP.sa

E
DEMOSTRACION

-1 2 -1 2

De (1.2.) y <2.2.> tenemos<x~a)[D(c2’a u)+wau+Ba<x u )]+rau+Sa<x u
• -1Multiplicando por (x-a)

-1 2 -1 2 -1 -1 -1 2
D(0au)+Wau+BaCx u >~<D<0au)+lPau~~Ba<x u >, 1> 6a+(x~a) rau+<x-a) Sa(X u)=0E

u
U
¡
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-1 2
luegosi paraaeZ0

1 i<~au+BaCx u ) , 1 >I+lraI+IsaI=O,
D<’v u)-4-q’ -1 2a aU+Ba<>< u )=O y u es ,en realidad,un funcional lineal de Laguerre-Hahnde

¡ clasemenorques.

-1 2De oto lado ,si secumplequeD(~au)+~au+Ba(x u )=0 se debeverificar que£
-1 2 -1 -1 -1 2¡ ve~cD<43au>+Mfau+Ba<xu ), 1> áa+<x-a) rau+<x-a) 5a<X u

.4 2
.cv,1>=O — -cwu+B (x u ),1>=0 , cv,<x-ah=O r=0 y .cv,<x-a)t=0 s=0¡ a a a a

conlo queel teoremaquedademostrado.

¡
Vamosaestablecerun resultadoequivalenteal teorema 2.1.1.en dondela condiciónde

U clasevendrádadaen función de los polinomiosB(x> C(x) y D(x) definidosen (1.1.> a partir de la

caracterizaciónmediantefuncionesde Stieltjes

Coralario 2.1.1

.

¡
Sea u un funcionallineal de Laguerre-Halmnverificando (1.1.)

3 Una condiciónnecesariay suficientepara queu seade clases esque

1 a~J. ( /C(a)/ ,t-/B(a)/ +JD(a)/ J — O , estoes ,que los polinomios‘P,B,C, y D sean

U primosentresí (2.3.)

I
DEMOSTRACION:

Siguiendola notacióndelTeorema 2.1.1. tenemos

0’ <a) = 4’ (a) ; ra=MJ<a)44~’<a)=-C(a)

a y
5a = B<a)

¡
E
¡
u
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s+2
Hacemos 0<x>= y; d~ x

1=0

604’-y;d1~1 x
‘=0

s+1
W<x)=y; c1x

i=0

s+2
y B(x>= y: b.

i=0 1

s+1 si-1 n
uO0~=y; <~d <~

n=O i~
1 J¡i

5 5
<ueq2’Y= y: (n+1)(y; d~

2(u). ) x
n=0 j=n j-n

5 5
u60W= y; (~ cj÷í(u)jn)x

n=O j=n

22
u 60B= y; [Y <y; b (u) k

k=0 n=k j=n j+2 j-n )(u)nk ‘ X

Poron-a partesuponiendor =0 ,-cu, ‘P~>= ~ i-J ~ k-Ja 2 (X c11a + y; dk+2a ) (u)~j=O í=j k=i

asícomo s =0a

s+1 s+1
Ba= y: (y: b1~1a’~ )x>

$0 i=j

2 ~ ~ k-j
<u OoBa>a ~ [ y: <y; bk+2a )<u). ] (u>

n=0 j=n k=j ~ n

y

luego
22 2

ID<a>I =1 <u%4’)’ + (uqyP) + <u 80B) I<a)= 1< u ~MJa>+ <u OoBa>I

Usandoel Teorema2.L1. secompletala demostración.

a

2.2j’erturbaciones en la relación de recurrencia

.

Probaremos,a continuación, que las perturbacionesfinitas en la relaciónde recurrenciade

&P.O.M. de Laguerre-Hahnsiguen dandolugara S.P.O.M.de Laguerre-Hahn.Se efectuarántambién

acotacionesdel orden de la clasede los polinomios perturbados.

E
¡
1
¡
1
¡
¡
¡
u
U
3
¡
3
¡
E
¡
E
1
u
3
U
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Teorema 2.2.1. (Invananza nor asociación~

Sea1l’¡i1n0 una S.P.O.M. de Laguerre-Hahn de clase“s”, entoncesla sucesiónasociadade

(1)orden uno, <l’n ‘nao es unasucesióndepolinomiosortogonalesde Laguerre—Hahnde clase

con 5-2s 5 5.

Ademásse cumplenlas siguientescondicionessuficientesreíativasal orden de clase:

i) ¡d~
2 J+~ c51+ 2b~2l!=O s —s1~

u> / d5<2 j+/ c5~1q. 2l~s÷21~O y fd51/+ /c5 +2( b5~1÷p0b5~2)¡—O

iii) / d5~2 /+/ c51-e2b52/—O

— s s-11~~

y /d5~1/+ / c5 ÷2(b5~1+%b5~2)¡—O — ~

siendod~ , c~ y b1 los coeficientesde lospolinomios0,wyB dadosen el Corolario 2.1.1.

DEMOSTRACION:

SeaS<u) la función de Stieltjesrelativaal funcional lineal u , respectoal quela sucesión

<1) (1)
{‘½-~

1xm0 esortogonal,y seaS
1=S(u > la funciónde Stieltjesrelativaal funcional u respecto

(1)al que
t~n es ortogonal.

Sabemosqueambassedesformalesde Stieltjesestánrelacionadasmediante 4.12. , Cap.l

queparak=0 resulta

-1
y

1S1 (z) = -[S(u)(z)] -(z-~0) (2.4.>

Sustituyendo<2.4.>en (1.1.) tenemos

2 -1
‘r’(z>S 1(z)=Y1B1(z)51(z)+C1<z>51<z)-i-D1<z)-r1
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con B1(z)=D<z)

Siguiendolas

C1(z)=-C<z)+2<z-§0)D(z)

(1)ecuaciones(1.24el funcionallineal u cumplela ecuación

D(q’u ) + ‘P1u +B1Y1<x u )=0 ,

quees irreduciblecomovemosacontinuación:

Sea “a” unaraízde ‘2’, , 81<a)=D<a) ,luego si D<a)!=0 (2.5.> es irreducible.

Si D(a)=0 , C1(a>=-C(a>, si C<a>!=O(2.S.> es irreducible.

Por último si D(a)=C<a)=0 D1<a)=B(a)s0 al ser“u” de clase“s” y la ecuación <2.5.

quedairreducible.

Demostremosahoralos apartadosi>, u) y iii) del enunciado

5

fli(Z»UtZ»t~5+Í>Us+2 -c5~1-b52> z + <potenciasde z de gradomenorques)

s+1
+2b542-2d5~2)z + [c5-2(d

5+
2d

s+1
s+1

5

5~1+P0d5~2>+2(b5~1+~0b542)]z +

+

Sid5~2!=O s1=máx{gradow1d,grado4’-2,gradoB1-2j

Si d5~2=0 y c5~1+2b5~2v0 ,
5g 5.

Si d —0 y c
5+í+2b —0 tenemoslo siguiente:s+2 s+2

d5+isO ¾= s=1

y s-1

2
D< z)

<2.5.)

zs+2

Sid5~2=0 , c5~1+2b5~2=0 y c5+2<b5~1+~0b5~2).=O , el coeficiente
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degrado~ dell1,

los coeficientes cs+í , ds+2

Teorema 2.2.2

.

es obligatoriamente!=0al no podersernulos a la vez

y b5+2 y, en consecuencia,s~=s-2.

5

Sea
1l’n’J>~t? una S.P.O.M. de Laguerre-Hahn de clase“s”, entoncesla sucesiónasociadade

(r)
ordenr, 1~n >n=Oestambiénuna sucesióndepolinomiosortogonalesde Laguerre-Hal,nde clase

con s-2rsSrS5.

DEMOSTRACION:

De unamanerageneral, siguiendoel Teorema2.2.1.y porun razonamientoinductivo se

establecela ecuaciónde Riccati queverifica la función de Stieltjesasociadade ordenr, r = S(u

2 -1
r <~> = Yr Br <z)Sr<Z)+Cr(z)Sr <z)+Dr(z)Yr

-1
Br+í<Z)=Dr<Z)Yr rz0

-1Crí<z)=~Cr<z)+2Dr<zftz~Pr>Yr nO

2 -1
Dri (z)=-4~(z)+YrBr (z>~Cr<z)<z-Pr)+<Z~Pr) Dr <z)Yr

D
0(z)=D(z)

nO

; C0(z)=C(z)

Nota: De las relaciones<2.6.> se deduceque:

2
Crí(z)~

4B
2 *

(z)=Co<z)+40(z)Dr(z)~4B
0(z)Do(z)

con

(r))()

B0(z)=B(z)

(2.6.)

r+í<Z)Dr+í nO
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donde
* r

Dr<Z) =

1=0

-1

Parala acotacióndel ordende la nuevaclase5r’ <rd> , tenemosque

t~= gradode4’r ss+2 “4’r 4’~

rr ==gradodeB~s ~

gradodeO ss+1r

grado de Dr s5

pr .=gradode ‘Pr s+1

dr=máx<% ,rr»ss+2

5r m«Pr-1 ~dr-2)s s

La cotainferiorde 5r se obtienepor aplicacionessucesivasdel Teorema 2.2.1.

o

Corolario 2.2.1

.

(1)
~j IPJ~J

1]~~ esuna LP.O.M. clásicos,la sucesión asociada de ordenuno
1l’n J~o es una

sucesióndepolinomiosortogonalesdeLaguerre-Hahnde claseO.

u

Nota: Hemosvisto quelos asociadosde cualquierordena los polinomiosclásicos

<semiclásicos> pierden , en general, el caractersemiclásico.En estesentido,la familia de polinomios

ortogonalessemiclásicosno es invarianterespectoa la asociación.

En el CapítuloIV. estudiaremosquécondicionesdebencumplirseparaquelos polinomiosde

Laguerre-Hahnseanreduciblesa semiclásicos

1
u
¡
¡
1
£
£
1
1
¡
1
1
1
¡
u
1
1
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Teorema 2.2.3.

Sea(P 7n naO una LP.O.M. de Laguerre-Hahnde clase“s”.Consideremosuna perturbaciónde los

coeficientesde la relación de recurrenciade la forma P~=% +p
* *

p.=~ i>O
11 vi—rl

izO (co-

recursividad).
*1l’n’n=0,CS una S.P.O.M.

*

de Laguerre-Hahn de clase s - s.

DEMOSTRACION:

SeaS<u)(z) la funciónde Stieltjesrelativaal funcionalu , queadmitecomoS.P.O.M.

1~n>na0 , y sea S*(z)=S~
0(u*)<z)la función de Stieltjescorrespondienteal funcionalu* relativo a la

*

S.P.O.M.
1~n1nao

La relaciónentreambassedes,segúnProposición4.2.2. , Cap.l, haciendo k=O viene

dadapor

Siz) = S(u)<z

)

Sustituyendo <2.7. ) en <1.1.) tenemosque Sk(z) cumple

2
r<z)s~<z)=B*(z)S* <z)+ C*<z)S*<z>+D*<z) siendo

2
B*<z) = B(z) -~.C(z) ...~. D<z> C*(z)= C<z) - 2

1.D(z)

-1 2
u* cumpleentoncesla ecuación DQI*u*)+lvku*+B*(x u* )0

D*<z)=D<z)

141t,..C*.4,*’

La familia de polinomios co-recursivos resultantes de la perturbación

(2.7.)

<2.8.>

(2.9.)

quees irreduciblecomo vemosa continuación.
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Sea‘a” raízde 4*=$ .Sabemosque IC(a)I+IB<a)I+ID<a)Is0

D*<a)=D(a) si D(a>!=O <2.9. ) es irreducible.

Si D*(a)=O , C*(a)=C<a) y si C<a)!=0<2.9.) es irreducible.

Si D*<a)=C*(a)=0 , B~(a)=E<a>!=0, (2.9. ) es irreducible.

Por otra partey siguiendola notacióndel Corolario2.1.1.

+ ....<potenciasde z de orden menoras+2 >..

‘r(z)= cs+ízs+í+ (potenciasde z de ordenmenora s+1).

Bt<z)= b 225+2+....(potenciasde z de ordenmenora s+2 )..

Comono puedenanularsealavez d
5+2 ~c5+, y b5+2 la claseresultaser s”<=s.

E

Teorema 2.2.4.

Sea
1l’n’nO una S.P.O.M. de Laguerre-Hahnde clase“s”.Consideremosuna perturbación

de los coeficientesdela relación derecurrenciade la forma fi¡ — i=O,y
1 =Ay1 ,y~ Yj j!=1,htO (co-

dilatación).
e

La familia depolinomiosco-dilatadosresultantesde la perturbación
1l’IJ’n=O’es una S.P.O.de

e

Iaguerre-Halinde clases - s.
DEMOSTRACION:

Sea S<u)(z) la funciónde Stieltjes relativaal funcional u respectoal cual la sucesión

IP 1n n~0 es ortogonal,y sea
e

S (z)=~S
1(u )<z) la correspondienteal funcionalu respectoal cual

s~ onal.n naO es ortog
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La relaciónentreambasseriesvienedada,siguiendo la Proposición4.3.1. ,Cap.I ,<casok=1), por

5 (z> =
-S(u)(z)

(2.10)

Sustituyendo(2.10.) en <1.1.) tenemosque5 (z) cumple

4’ <z)S ‘(z> =B <z)52<z»C (z)S <z)+D (z) siendo

‘2’ (z)=X4’(z) ; E
e

<z) = [0<z».(1—X>+X2B(z)+XC(z)(z-~ )(1-X)+D 2 2

e
C (z)=[C<z)X+2(zf

0><1-MD<z)] D <z>=D<z)

En cuantoa ladeterminacióndel ordende la clasede u y siguiendola notación paralos

polinomios«‘y y B del Corolario 2.1.1.

• <z)= ?sls+2~~
2+ términosde menorgrado;

• e e C
‘y <z)=-C-4’ =1Xc

5+í+2(14)[(s+1) d
5+

+cs+1+b2 s+2
1 s+15 z + términosde menorgrado;

E (z>= {X(1~X)d5~2+X2b s+2~<14> [c 1+<s+2>d5~2]-( 1->q~<s+1)d5~2+c5~1+b s+2
4 Z+

términosde menorgrado.

Los trescoeficientesde mayorgrado de los polinomios • <z),M> (z)y E (z) no pueden ser

nulosa la vez puesel sistema

XCí+2(l~X)[(5+l)ds
2 +c5~1+b5~2]=0

M14)d5~2+X
2bs+2~Ml-X)[c +<s+2)d

5~2]-<1-X)
2[(s+1)d

5~2+c5~1+b52]=0

para x O sólo admitela solución trivial.
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. . •. • .1.2Porotra parte,laecuaciónD(4> u >+‘P u +B (z u >=0 es irreducible pues si “a” es raízde4’

tenemos

D <a)=D(a) , y portantosi D(a)!=0la ecuaciónes irreducible.

Si D<a)=0 , C <a)=XC<a) , si C<a)!=0la ecuaciónes irreducible.

Si D(a)=C<a>=0 porfuerza E <a)—X2B<a)!=0, al seru de clases.

Teorema 2.2.5.

Sea(PnJJ,=Ouna S.P.O.M. de Laguerre-Hahnde clase “s”.Considerernos unaperturbaciónde los

coeficientesde la relación de recurrenciade la forma:

O O O O

~1=~1~~’ ‘ , i~”1 y
1=Ay1 ,y1—y¡ , it) , AsO(co-modificación).La familia depolinomiosco-

O O

modificadosresultantesde la perturbación
1~n’n=O’es una LP.O. de Laguerre-Hahnde clase s

O

cumpliéndose s-ls5 ss÷1.

DEMOSTRACION:

SeaS<u)(z) la función de Stieltjesrelativaal funcional u respectodel cual la sucesión~n>n=0

es ortogonaly seaS <z)=>~S~
1(u )<z) la correspondienteal funcional u respectodel que la sucesión

IP 1

n ~0 s ortogonal.

Aplicando laProposición4.3.1., Cap.l<caso k=1) , se tiene:

5
0<z) =

Sustiniyendo(2.11.)en (1.1) se cumple

5

<2.11.)

O O 0 02 0 O

4’ <z)S (z)=B (z)S <z>+C (z)S (z) +D (z) siendo
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• 2
‘1 (z)=Xy10(z)

• 2 2 2 2
B (z)= -4’<z)Iix (z-~0) +21¿y1X (z-~0)-XY1<l-Ml +8 <z)Iip4z-~0>.*XY1] +

C (z>= ~(z)[21?<z-P0)+2i±y1Xj +2,xB<z)[Wz-~0)+XY1]+C(z)t4z-~0)[-¡t(z-p0)+Y1( 14)] -

D <z) = -4’<z>g
2+E<zfl?.i.C(z){ -~t [Wz-p

0).Y1]1+D(z)[I4z-~0)-Y1]
2

Panla acotacióndel orden de la clasede u y siguiendola flotación del Corolario 2.1.1.

o o o 0’ 0 0

gradode4’ ss+2 , gradodew=-C .4’ ss+2 ,gradodell s s+3 ,dedonde s s s+1.

Porotra parte,si unavez efectuadala perturbación %=~ ~j.¡x

Yi=Yi , b’1 , A!=0,efectuamosunanuevaperturbaciónde la forma ~ - ~ =~í

* 0

~Yi-YflYi

(2.12.)

bU

* o
isí

isí , X!=0, recuperamoslos polinomios originales,luego en la segunda

perturbaciónel orden de la clasedebebajarunaunidad,de aquílaacotacióndel la clase s

Nota 1: El coeficientede grado s+4del polinomio B <z> y el de grado s+3del polinomio

o
Y (z) son nulos.

<1>

Nota 2: Una comprobacióndel teoremase puedever en el siguienteejemplo.Sean14n <>4 los

polinomiosasociadosde ordenuno a los clásicosde Hermite.Segúnel Corolario2.2.1.estospolinomios

.10
Yg rYí’’Tí

son de Laguerre-Hahnde clases=0,cumpliendola correspondientefunciónde Stieltjes S<z>=S(u<’))<z>
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la ecuación 5’ <z)—-52<z>-2z5-2, (ver tabla 2.2.). Los coeficientesde la relaciónde recurrenciason

n+1

~n”0 ~Y~f 2

Efectuandola perturbación %=~i ,la nuevafamilia de polinomioses de Laguerre-Hahn

,cumpliendola correspondientefunción de Stieltjes S’<z) la ecuación , <fórmulas 2.12.)

S’ <z)=(2I1z3-2~¿2z2-4jtz-l)S2<z>+[4gz2-(4p2+2)z-4~4S~(z)+[2~¿z-(2p2+2)]

Estospolinomiosson de clase?=1.

Si efectuamosunanuevaperturbación en el coeficiente ~í ~ = -~ =0 la nuevafunción

de Stieltjes S¶z) cumple la ecuación,(fórmulas 2.12)

S00iz) = -S’2(z> -2zS¶z)-2 que conducea S¶z)=S<z).Laclases’ es cero,ha disminuidoen

unaunidadrecuperándoselos polinomios <1>H (x).n

5

Ejemplos

Ejemplo 1

.

Efectuaremosla perturbaciónalos polinomiosasociadosde ordenuno alos polinomios

generalizadosdeHermite < n El correspondientefuncionalde estos polinomios,al que

notaremospor u<í) , pertenecea la familia de Laguerre-Hahn de clase s=1 y la corres-

pondientefunción de Stieltjes S<z)=S<u<í))(z),satisfacelaecuación:

zS’<z)=-(1+2a)z52(z)-2(z2+a)S<z)-2z

La relaciónde recurrenciaes

n+1 n 02m =2« , n~1
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Efectuaremosla perturbación r0= ~ ; = O i ;‘ 0.

Sea y el nuevofuncional .La función de Stieltjes S*<z) =S(v)(z> cumplelaecuación

¡ zS~(z)= [~<1+2a+2F¿
2>z+2~L(zZ+a)]S*2<z)+ [-2(z2+a)+4F.z]S*(z)

La nuevafamilia de polinomiosortogonalesco-recursivoses de Laguerre-Hahn, s*=1.

5

¡ Eiemplo 2

g La familia (L0<x))<1) (a s -n ,n ~ 1 >,asociadosde primerorden a los polinomiosde Laguerre

pertenecea la familia de Laguerre4lahnde clases=0.Loscoeficientes~ ~í y Y
1 de la relaciónde

recurrencia son p0=a+3 ~í —«+5 y y1 =2(«+2).Si notamospor u<
1) el funcionalcorrespondientea

I estospolinomios , la funciónde Stiel¡jes S(z)—S<u<1))(z)satisfacelaecuación:

zS’ <z)=-(a+1)S2<z>+ <-z+a+2)S<z>-1

Estudiaremoscómose modificael ordende la clase efectuandounaperturbaciónen el

I coeficientepk,<k=0yk=1),delaforma ~k*= ~ ~¼‘~=~ i!=k.

En el casode k=0 ,la nuevaS.P.O.M.,perteneceala familia de Laguerre-Hahn,s*=O.La¡ correspondientefunciónde Stieltjes , S~<z)=S
0(z) cumple laecuación:

fi z S~’ (z>= [~x <z-«-2) -~2-(«+í)] S*
2<z) +(~z+«+2+2I4S*<z)-1

Una representaciónexplícitade estospolinomiosco-recursivosen ténninosde funciones¡ hipergeométricasse puedever en [36 ] y [37] en donde,además,quedadeterminadala medida

£ espectraly la ecuacióndiferencialde cuartoordenqueestospolinomioscumplen.

¡ En el casok=1 ,los coeficientespolinómicosde laecuaciónde Riccati quesatisfacela función

de Stieltjes S~,
1(z) ,son:

1’
¡
1
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‘V<z) =4 <«+2)2

B’(z)=2 ~x<a+2>z3- 2j4a+2)(~t+3a+10)z2 + 2M«+2>[2<a+3h¿+3«2+16a4.25] z-

-2<«+2)[<«+3) 2i2+<«+3)<a2+3a.~-4)w~.2<a+1)(«+2)]

C(z)=4 g(a+2)z2-4<a+2)[112 + (2a+7) ~¿+(a+2)] z +4<a+2)[(a+3»2+<a2+Sa+8hL+(«+2)2]

DNz)= 211<a+2)z-2(a+2)h)+<a+4)ix+2<a+2)]

La nuevaS.P.O.M. perteneceala familia de Laguerre-Hahnde clase s’=1.
5

Ejemplo 3

.

La familia <B”(x))(1) <a !=-n/2 ,n ~ O >constituidapor los polinomiosasociadosde primer

ordena los polinomiosde Bessel,es de Laguerre-Hahnde clases=0. Denotandomediante u(1) el

correspondientefuncional,lafunción de Stieltjes, S(z)=S(u<i))<z)cumplela ecuación:

z2 5(z) - 2a-1 52(z) + 2 <az+1-&’)S(z) + <2a+1)
«2(2«+1)

Efectuemosla siguienteperturbación en los coeficientesde la relaciónde recurrencia
* 1-a *

PO = P
0 + ~— a(a+

1) ~
*

isO , y~=y~ ial ,<k=O),

La nuevafamilia de polinomiosortogonaleses de Laguerre-Hahnde clase ~*=Q,satisfaciendola

función de Stieltjes St(z)= <z) la ecuación:

2a-1

z2 S*Áz> = ~ «2 (2a+l) - 2FL (az+1-&1)+p2(2a-1>] S~2(z>+ [2<az+l~cf1>~2M2a+1)]S*<z>+

+(2a+1)

Si efectuamosla
1-a

perturbaciónen el coeficiente = ¾+ — <cz+2><a+l)

los coeficientespolinomicosde la ecuaciónde Ricccati quecumple la funciónde Stieltjes

son:
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2
4’(z)= Y1

2
r(z)= -211(a+1)Y1z

3+1 ~~2[<6a+5)p
0+6(1-

(2a-1) 1
.~

2g~
1 E (1- — )+(2a+1)p 1

a O

5224 2 1 2a-1 2 1 2a

-

~t1~¶ [<3a+2> PO + 3(1—) ~ - a2<2«~~1) ‘ +
2~q

1[ ~ 2(1- ;)~~ - «2 1 ]} z+
(2a+1>

2 1~1~2p~[(2a+1)~ +2<1 -;~) PO -
12 a-1

«2<2a+1)
2 a- 1

«2(2«+í)
2a-1
<2«+í)

2~ 122 [ 2 1 2a-1) --4t’Xa+1)y1z 11 <4a+3>~o+ 4 (1- «
2(2«+í) + 4$Y

1~0(
2«+l) +2aY~ 1

<2 2 1 2a-1+1211P
0 [<2a+1)p0+2p0<1-— «2~«~1)

2 2a-1
+ «2(2a+1)

1 2~
1+2(1 -)Y11

«

1 (a+1)} 2 1 2a-1D~(z) = 1 ~ [ p0(a+1>+(1-)]-
2y

1g z+{ ~a
2[<2a+l)p

0+2<1-W~~o «
2<2«+í)

1 2a+1>Y~1+2~ty
1[<2a+1W~+<l- —>1 +

a

1-a
«(a-1)

-4a
Y1 = <2«+1><a+1>2(2a+3)

La nuevaS.P.O.M.perteneceala familia de Laguerre-Hahnde clases
0=1.

Ejemplo 4

.

Enesteejemploefectuaremosla perturbaciónalos asociadosdeprimer ordena los polinomios

de Jacobi, (P<«~><x))<1) £1 correspondientefuncionalparaestospolinomios,quenotaremosn

por u(’) , es de Laguerre-Hahnde clases=0 , cumpliendola funciónde Stieltjes S(z)-.S(u<í))(z)

la ecuación:

4<a+ 1) (p+ 1> <ct+frs. 1> _______

S’(z) = [ ] S2(z) + [<a+p+2) z - p2 1 S(z) .e<a-~-P+3)(z2-1>

2)
Y fi
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Efectuemosla perturbación
* «

= PO + F’ - <a+p+2)<a+p+4) + 11

*

= Pi
*

isO , YiYi ial

k=O ).La nuevaS.P.O.M., esde Laguerre-Hahnde clase satisfaciendola función de Stieltjes

S*<z».S~ <z) la ecuación:

4’*(z)S* (z) = B*(z)S*2<z> + C*<z)S*(z) +D*(z) , donde

4’*(z) = (z2~1)

B*<z>= [4(a+1)<P+1)(«+P+1

)

a2f2
it [<«4+2) 2-

«2f2

~*<z)= [ («4+2) z - 1 .4 <«4+3)

D*<z)= («4+3)

Comocasoparticular de los polinomiosde jacobi

polinomiosde Gegenbauer

P (>4n ,haciendoa = , aparecenlos

<a — -n ,n a 1), <ver [51]).

Los asociadosde primerordena los polinomiosde Gegenbauerpertenecena la familia de

Laguerre-Hahn, s=O y S(z).-S(u<l)><z)satisface:

2a+1
(z2 -1 ) 5’ <z) = 2«+3 52(2) + 2 («+l>z S<z) + <2a+3>

Efectuandounaperturbaciónen el coeficienteP
0 , de la forma r0= PO + it = Po=0

p~. = fr =0 i - O ,(k=0) ,obtenemosunaco-recursivaS.P.O.M.deLaguerre-Hahn, s*=O ,cumpliendo
1 1

S*(z)= So(z), la ecuación:

2«+1
(z2~1)Sr<z) = [-2g«+1)z+11

2(2a+3)+ 2«+3 ~2<~>+ [2(a+1> -2~±(2a+3>]S*(z) +(2a+3)

] + it2
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En el casode k=1 , los coeficientespolinómicosde la ecuaciónde Riccati que~atisfacela

función de Stielties S111<z) son

•<z)= 4(a+1) 2 <z2..í>
<2cx+3)<2a+5)

-8it<«+1)<a+2

)

(2a+3)(2a+5)

1)<«+2

)

(2a+3)<2a+5>

«+1

<«+1

)

z
2+8 <2a+3)

it2 z2+ 32<«+1)2
(2a4.3)2<2a45> 112 +

<«+1)2
(2a+3)<2a+S)2

]z +32~¿

16< 2a+1) <«+ 1)2

(2cx+3)3<2a+5)2

(2a+3)2<2a+1>

(a..- 1) («+2
D’<z)= -Sit <2«+3x2«+s)z+4 (a+l

)

[it2<2a+3>

La nuevaco-recursivaS.P.O.M.co-recursiva es de Laguerre-Hahndeclases~=1.

(«+1)
(2«+5)2

El
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2.3.Anexos

Anexo 1

.

Tabla 1

.

La siguientetabla da laexpresiónde los polinomios 0, ‘Y, C y O asícomolos momentos <u > n

paralos polinomiosclásicos.

Pn<Z) «z) ‘l’(z) C(z) D(z) <u)

1 2z -2z -2

<

<u>

n z z-a-1 ~z+a -1
**

(u),,

n
z

z -1 -<a+P+2)z+a-p <a-s.P)z+P—a «+~+1 <u) n

(a)
E
n

z
z -2(az+1) 2(a-I)z+2 2«-1 (u> n

* (2n>l
<u)2n = 2n <u)0

2 nl

<u) = <«+1) <u)
n nO

— n
(u),, =y:

k=O

nl kk -1
t-1) 2 <a+l)k<a+fr.2)k <u)0

(u) n
n -1

— <-2) (
2a)n (u>

0

Tabla2

.

Igualmentedaremoslas expresionesde los polinomios ‘2’, q’ f , B1 , C1 ,

*

(u)



de los polinomiosasociadosde gradouno a los clásicos.

Polinomios asociadosde ordenuno a los clásicosde Hermite

-1
‘2’<z)=1 ‘111<z)=2z Y1B1(z)=-l C1(z)=-2z Y1 D1<z)=-2

Polinomios asociadosde ordenuno a los c]ásicosde taguerre

-1
Y1 D1(z)= •1

Polinomiosasociadosde orden uno a los clásicosde Jacobi

C1(z) = («.*p.2>z—<a
2 2 -1-~ )(a.p.2)

Y
1D1(z) = <a+p+3)

Polinomios asociadosde orden uno a los clásicosde Bessel

2 -1
‘2’(z)= z , ‘l’1<z) = -2[(«+1)z+1-« ]

59

(1)

(a) (1)
,(L )n

(a>) (1)
(P )

n

(a) (1>
,(B )n
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-2 -1 -1 -1
Y1

8
1(z> =-<2a-1>a (2a+1) , C1<z) = 2<az+1-a ) , Y1 D1(z) = (2a+1>

Nota: <a) =a(a+1)...<a+n-1) , <a)0=1.n

u

Anexo 2

.

Así como los polinomiosortogonalessemiclásicosvienen caracterizadosporser los únicos

polinomiosortogonalesquesatisfacenunaecuacióndiferenciallineal de segundoorden con coeficientes

polinómicosde gradoindependientede n , en [12] y [18] se ha comprobadoquelos polinomios

ortogonalesde Laguerre-Hahncumplenuna ecuacióndiferencial lineal de cuartoordenconcoefi-

cientespolinómicosde grado independientede n.

Comoejemplode ecuacionesdiferencialesquesatisfacenlos polinomiosortogonalesde Laguerre-

Hahn , indicamosexplícitamentelasecuacionesdiferencialesde cuartoordenquecumplenlos

asociadosde primer ordena los polinomiosclásicos.Tambiénse incluye la relaciónde estructura.

Ecuacióndiferencialy relaciónde estructurade lospolinomiosasociadosde ordenuno a

los polinomiosclásicos.

Polinomiosasociadosde orden unoa los clásicosde Hermite

.

fi

Relación de estructura

H2)1x= -2H~2í(x>+2Hn+í<x)

Ecuacióndiferencial

u
u
u
U
u
u
U
u
U
u
u
u
u
u
u
u
u
u
u
u
u
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(1) (IV) 2 (1> - (x)-12x(H21jX - <x)+4(n+3><n+1)lzl<í> o<Hni) (x)-i-4<-x -.-n+3)<H1Y )

Polinomiosasociadosde ordenuno alos clásicosde Laeuerre

ntO

(a) <1)

Relaciónde estructura

x[<L > 1 (x)=-(n+2)<L ) (x) - <L ) (x)+L (x)n fi n+1 md
n~O

Ecuacióndiferencial

x [<L1> 1 (x> + Sx[(L1> 1 (xfl-[-x +2<n+a+3)x-« +4][(L 1> 1’ }x»

n~0

<1)
Polinomiosasociadosdeorden uno alos clásicosde lacobi

.

Relaciónde estructura

¡2 (c¡,~) <1) 1244 .1 («p)(1)
> ]<x) — (P > (x)+<n+>La-P-(n++a+l1)xJ<n+a+P) n

<ab> (1)
+(2fi+a+P+3)<Pnií) <x)-(a+p+1)P (x>n+1

nzO.

Ecuacióndiferencial

<í2 >2 [<~<a.P>> <1)1<IV)<)í<í2 >[(~(«~P) <1)ílll< > + {[(>2 -2<3+n)(«+p)-
n n+í

2 2 2-2n(n-i-5)+12]x
2+2(p -a )x-(a—p) +2(3+n)<a+p)+2n<n+5>+4[<1’ ‘ ) 1’ ‘(x)-ni-1
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22> (a,P) <1>
-lL3<a+M+6<n+3)(a+~)+6n(n+5)-~-24Jx+3(a -P [(P >

n+1
<ap) <1)) ]<x) =0ni- 1 ¡mO.

(a> <1)Polinomiosasociadosde orden unosalos clásicosde Bessel. <E n

Relaciónde estructura

x [(B ) lix) = -(n+2)Lx-(n.+o+1) J(B > <x)+(2n+2a+1)<B ) <x)-<2«-1)B (x)n+1 n+1

n~0

Ecuacióndiferencial

x [<E ) ] +lOx [<Bí) ] <x)+ni- 1

+2 0124r9 } a> <1) - <x)+611-2a22 ) ] -2<1+n)«-n<n+3)]x-

-2(a-1)fl(B ) V(xbdn+1><n+3)(2a+n)(2a+n-i-2)(B ) (x)=0

ni- 1 ni- 1

a

Anexo 3

.

DESCRFPCION DE LOS POLINOMJOS DE LAGUERRE-HAHN DE CLASE CERO. (1121

)

naO.

Polinomios de l.aQuerre-Hahn de clase cero análoqos de los de Hermite.H~(x).

2
B<x)=b

2x +b1x+b0

(sucesiónsingular>

4’<x)=l ,

AEC naO ; Y1 <
1’2)P ‘P0 1n+í n/2 , nal.
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4’<x>=1 ; ‘P(x)=-2x ; B(x) =22 -2xx+í-p

u) <Hermite, co-recursivos,co-dilatados,perturbadosy asociadosgeneralizados

a los polinomiosdeHermite).

1+-u
• Xe C %~~=0 ~ Y1= P<—71 •p—O ;Yn+í= 2 , ~ ; r!=-n, n~1.

A.

p

2
r
1 2 2 A.B(x)=2x +2Ax+1-p(1+x) -2
p p p

u definido por Y
1 = (p/2)(l+t)

Tabla3

Segunlos valoresde A., p y -u, tenemos:

A. E C , p E a ¡ sucesiónsingular

=0 ,A.=0 ,p=1 1 polinomios de Hermitel

u—O ,X#O .p-l ¡ co-recursivosde los polinomios de l-lermite

-r—0 .X—O ,pd / co-dilatadosde los polinomios de Hermite
~r—O .LsO ,pel ¡ perturbadosde los polinomios de Hermite

tE & ,-rs-n , ¡mO
x-o p-l 1 asociadosde orden r a los polinomios de Hermitel

A.—O ,p—l 1 co-recursivosde los asociadosde orden -u de los polinomios de Hermite

A.—O •p!=l 1 co-dilatadosde los asociadosde orden u de los polinomios de Hermite

x!=o ,p!=l 1 perturbadosde los asociadosde orden u de los polinomios de Hermite

a=c-¡o;.

Polinomiosde La~uerre-Hahnde claseceroanáloeosa los polinomiosde tazuene. ()
II

2
4’<x)= x ; ‘P(x) = a1x+a0 ; B<x)= b2x +b1x-¡-b0

sucesiónsingular)
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P0=a-1+A. ~ ; ~n+í =2n-s-a+i , n~0

y1 =p , pPIO Yn+ln<n+EL> , nd ,as—n ,na1.

2
4’(x)= x ; ‘I’<x) = -x+a-1 ; B(x) = x +[2<1-a)-A.]x+a(a—l+A.)—p

u) < Laguerre,co-recursivos,co-dilatados,perturbadosy asociadosgeneralizados

de los polinomiosde Laguerre)

= 2z+a+í+A. ,xeC ~n+í = 2<n+’r+1)+a+1 ,n~0

y1 = p(1+t)(1+r+a) ,p’O ; Yn+1 = (n+r+1)(v+r+1+a) , n~1.

a+r — —(n+i) , -n~—(n+1> , n~0

4’<x)=x 2 2 2
= (—1)xi-(1-—)(2r+a+1)——X

p p p

1 2r12 <rlA.-i
B<x) = (l-)x +L2t-l>(2z+«+1)+X<-1)J x+~(2r+a+1+A.)~(1-j<2r+a+1)+1—j -

P P P PP

-r definido por y1 = p<1+-r)(1+r+a)

Tabla 4

.

Segúnlos valoresde a,-r,X y p , tenemos:

a,X E C ,a - -n , nal , p E C* ¡ sucesión singular

a,XS C ,pECt , av-(n.i-1) ,n~O

A.—o , p—1 ¡ polinomios de Laguerre
A.!=O , p—1 ¡ co-recursivosde los polinomios de Laguerre

A.—O , ps 1 1 co-dilatados de los polinomios de Laguerre

p ¡perturbadosde los polinomios de Laguerre

a,A.EC ,pECt , a+r#-(n+1) , ¡mO ,-r.’-(n+l> , ¡mO

A. —O • p- 1 ¡asociadosde orden -r de los polinomios de Laguerrej

A.t0

¡ X—O

, p— 1 ¡co-recursivosde los asociadosde orden ~rde los polinomios de Laguerre

, p# 1 ¡co-dilatados de los asociadosde orden x de los polinomios de Laguerre

A.!=o , p 1 ¡perturbadosde los asociadosde orden de los polinomios de Laguerre
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Polinomiosde La2uerre-Hahnde claseceroanálogosa los nolinomiosde Iacohi ~ <x>n
2

‘2’(x>=x -1 ; ‘P(x) a1x+a0
2

B(x)= b2x +b1x+b0

Teniendoen cuentala siguientenotación:

R=r0Y1(b2-2-r0)

F

Y1

i) R=0

según<1.3) , presentaremoslos dos siguientescasos:

(sucesiónsingular)

,A.EC ,a!=-2 ~n+1(2n+a)[2(n+l)+«]

Yn+i
(2n+a+1)<2n+a—1)(2n+«)

a!=-n, n~~O , at it-2n , ¡ml

‘P(x) = (a—2)x-i-11+aX
2 «—1 1 2 2X

a—2
2

11 + (~ +p) «+p—t

u) R!=O (Jacobi,co-recursivos,co-dilatados, perturbados, y asociadosgeneralizadosde los

polinomios de Jacobi.)

22
« -P

22
a -P

+X A.EC;O [a+§+2@+1))(a+P+2r>

A p(r+1)(t+1+a)Qz+1+jl)(x+1+a+p

)

2Y1 =
(2r+a+P*1)<2r+a4+3)<2r+a+~+2)

naO.n+1 =

P—o

O

11

Y1=p .p!=o

,n ~O.

2 ~zl.

2
4’(x>=x -1
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(n.i-r+l)(nn+1+axn-i-n14)(nn+1-i-a+b)
Yn+l~ 2

[2( n+’r)+«+~+3J[2(n~-r)+a+~+2] [2(n+r»a+P+1]

naO ; 2r+a+p~-n-2

nal

na-2.

2
4’<x>=x -l

22 22
a -P a -P

2 ?.i ______ 2A. 1 1 _________

‘V(x) = [<í- —) (2-ti-a x+ + — <2-r+a+P+1) — 2(1—t (1+p +P)pJ a+P+2-r p p a+P+2-r a+P+2(-r+1)

22
« -P

B(x>=( ~1) (~) 2 + 12(11) (1 + 1 ________ 2+ A.[(1— X2r+a+P) ZJ-l)] +p p a+P+2-r a+P+2(-r+1) p p x

r 1 ~2( 1 1 [(1- -1)] ~+ Ll+(l-i (2-r+a+P+l)1P0-l 2<1-— )<1+ fl± +A. )(u+a+p) -l +2•t+a+pP

2 r definidopor r0 =-(a+~+2-r+3)

TablaS

.

Segunlos valoresde a , ~ ,-r , A. y p, tenemos:

a,A.# E C ,a~-n , n ao , a ~±g-2n , ¡ml , p E C* ¡ sucesión singular

r-O, a,p,AEC ,pEC* ,a# -n-l ,fl!=-n-l ,a4!=-n-2, naO

1 ~—o, p—l ¡ polinomios dejacobil

p—l 1 co-recursivosde los polinomios de Jacobi

A.—O , pl ¡ co-dilatadosde los polinomios de Jacobi

A.#O , p~i ¡ perturbadosde los polinomios de Jacobi

reC*, a,p,XeC ,pEC* ,-r*-n-l x+a !=-n-l,z+~ !=-n-1, naO , 2-t+a+p ~ -n-2 , na2.

A0 , p—1 ¡co-recursivosde los asociadosde orden -r de los polinomios de Jacobi

A—O , p#i ¡co-dilatados de los asociadosde orden -r de los polinomios de Jacobi

A.,tO , psi ¡perturbadosde los asociadosde orden -r de los polinomios de Jacobi

+4

x—o , p—í /asociadosde orden -r de los polinomios de .lacobi¡
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Polinomiosde Laguerre-Hahnde claseceroanálogosa los

2
‘2’(x)=x = a1x+ a0

(a)deflessel.B <x).
n

2
B(x)=b2x +b1x+b0

Teniendoen cuentalanotación:
2

It
R=r0y1(b2-2-r0>+ 7 p <3+r0-2b2)p~-b1; r

Y1

F0=%,0Y1
8

012

formulas (1.3.> , distinguiremoslos dos soguientescasos:

sucesión singular>

2
fi+V(2n+a)[2<n+1)+a]

p
Yj 2

a (a—1)(a+1)
Yn+1

1

2
<2n+a—1)(2n+a) <2n+wi-1)

n~l

rm-2.

2 sx>=[<í-%(a- 1)-li x +— [—(XL> +
4’(x)=x ; ‘ 2 2 +— («-1)

p «—2 a p p p

B<x)=#—1)<a—1)x
2+1 A

4.~
p

22 2
+A.]p p «(«—2)

Ix +
2LÉ

0

ti) R —O
los polinomios de Bessel).

<Bessel * co-recursivos, co-dilatados, perturbadosy asociadosgeneralizadosde

1-e
+A.

= (r+O)Qr+8—1)

6n,n segun

1> R=0

2
«(«-2) xe C ¡izo

p
i-2

a («-1)

2<8—1

)

~r+8A.eC ; ry O definidos por
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‘—e
~n+l (n+r+8)(n+r+O+l)

p(-r+l)(-r+26—l)
naO 2

[2(r+O)+lJ[2(r+O)—l](n.O)
PS0

¡ial
2

ncon , na—2 r+26—1s.--n , naO ~r+ls.—n ,nzO.

2
4’(x)= x

‘-1] 1,< ~ A> + 1][A.+ ]r- +X(-u+O)p p p @+6)(p+O—l) nO+l -r+O

B<) (4.. [2(t+O)-1]x2 +
2{[(t+o)(l..A) 4 1-6 1

r ][A.+(Q)<61)] ~0 > Xi-

rl A 25 1—6 2 1 1—6 X (r+l)(-r+20—l

)

(2 ) (r+6) Po
2cA.(l- L)@+e)+...~41— —~+—————]———— + ~ 2

Tabla6.

.

Segun los valoresde a,r,6,X y p tenemos:

a,X E C ,a-n , na-2 , p e C~ ¡ sucesiónsingular
-u-O .6$EC ,PEC* ,6..-n¡2 , naO

A—O , p -1 ¡ polinomios de Bessel

A.!=O , p —1 ¡ co-recursivosde los polinomios de Bessel

A-O , p s.l 1 co-dilatados de los polinomiosde Bessel
A-O , p s.l ¡ perturbadosde los polinomios de Bessel

iEC* ,6,A.EC ,peC* 3+6s.-n/2 na-2 — -n ,-r+1 — -fi , tizO

A-O p —l 1 asociadosde orden r de los polinomios de Bessel¡

A-O , p —l ¡ co-recursivosde los asociadosde orden ~r de los polinomios de Bessel

A-O , p si ¡ co-dilatadosde los asociadosde orden -r de los polinomios de Bessel

A-O , p si 1 perturbadosde los asociadosde orden -u de los polinomios de Bessel

o.

Nota: En estadescripciónseadmitencomopolinomiosde Laguerre-Hahnaquelloscuyafunciónde
Stieltjescumple la ecuación<1.1.> sin la restricción B<z>s.O.

(n+-r+26—1)(n+r+l)

[2(n+r+6»1j [2<n+r+S)—lj(n+r+8)
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1 SUMA DE UNA MASA DE DIRAC A UN FUNCIONAL LINEAL REGULAR DE LAGUERRE-HAHN

.

u
Una forma degenerarnuevasfamilias de polinomiosortogonalesapartirde sucesiones

¡ conocidases modificar los coeficientesde la relaciónde recurrencia,apareciendolos polinomios

¡ asociados,co-recursivos, etc. , comohemosestudiadoen el Cap.ll.

En estecapítuloefectuaremosmodificacionesen el funcional, talescomola adicióndeuna

¡ masade Dirac , desuderivadao la multiplicacióna la izquierdaporun polinomio.Seestudiarála

regularidadde los nuevosfuncionales, demostrandoqueestastransformacionesrealizadassobre

U funcionalesde Laguerre-Hahnoriginannuevosfuncionalesde Laguerre-l-lahn.Tambiénseestudiala

modificación del orden de claseresultante.

I 1.1. Estadio del Funcional u =u +

¡ En 1940 H.L.Krall <[33]) , obtuvotresnuevasfamilias de polinomiosortogonalesrespectoa

unamedidaqueno es absolutamentecontinua.Estospolinomiossatisfacenunaecuacióndiferencial

(i)u decuartoorden y; a1 (x)y~ = A.~y~ dondeaj <x) es un polinomio de gradoi, siendolas respectivasi=O

I medidasdeortogonalidad:

u i) CasoLaguerre, dm~CXdx+118 , t~0 , soporte<m)~R+
u) Caso Legendre,dm=(a/2)dx+(l¡2fl6 j+

6 1~ a>O soporte(m)=[-l,l]

U iii) CasoJacobi , dm=(l-x)« dx+g6 , «>-1 , p.0, soporte(m)=[O,1]

¡ análisisdel comportamientoasintóticode los polinomiosortogonalescon respectoauna

medidapositiva perturbadaconla adiciónde masaspuntualesfué realizadopor P.Nevai([59]).

u Desdeel puntode vistaanalíticoel problemaen todasugeneralidadha sido tratadopor

P.Marcellány P.Maronien [41] ,en dondelos autorespartende un funcional regularcualquieray leu
U
u
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sumanunamasade Diracen un puntoc del planocomplejoconun peso11 $ O.Suenfoqdese cenu-aen

U el tratamientodepropiedadesdiferencialesde los nuevospolinomiosen la hipótesisde que los

U originalesson semiclásicos.

Los polinomiosortogonalesconrespectoaun funcional regularmásunamasao variasmasas

3 de Dirac encuentransu aplicaciónen la teoríadel potencialculombianoy en extensionesde

cuadraturagaussiana (Gauss-Radan,Gauss-Lobatto).u _____________

Pronosición 1.1.1

.

3 Seau un funcionallineal regulary 1~n’n=Ola correspondienteS.P.O.M. Dados ji y c números

3 complejosarbitrarios, entonces u u -q¿O~ es un funcionallineal regular si y sólo si

2u _______12 Pk¿’c) 1-1 , naO <1.1.)

¡ k=O< u,

Nota: Si {Rn}nao es la S.P.O.M.correspondientea u , estasucesiónes cuasi-ortogonaldeordenuno
respectoal funcional (x-c)u, [.c(x-c)u RmR¡i> =0 si ¡ m-n la 2 , c <x-c)u R~ íRn>s. O, n al].

• El

U Teorema 1.1.1

.

u Seau un funcionallineal regular deLaguerre-Hahny sean¡¿yc númeroscomplejos
arbitrarios.Enroncespara cada ~ u =u + ~6ces un funcionallineal regular de Laguerre-Hahn

U
DEMOSTRACION:

U Sea u un funcionalde Laguerre-Hahncumpliendola ecuación(1.2.)delCap.ll. Sustituyendoen
la mismau por u 1’8c tenemos

U — — -1—2 -1— 2 -12
u >+“l> u +B(x u > ~itDQ2’ác)-gP% -2~zB[x ( u 6¿] +~t B<x óc> =0 (1.2.)

E
¡
U
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-1 —
Por otra parte.cB[x ( u bc>] , p(x)> = c u • 6< <x%BP»~”’

-1—
=43<x-c) u , p>; de aquí

-1— -1—
B[x <ubc)]=B(x-c> u

Análogamente.cB(x162) p(x) íí¡T~xc[B(X>P(X)(O>P<O> ]= <B’ <cYc-B(c)b’ c

de donde -1 2

B(x ác)=Bic>ác-B(c>b’c

De forma similar obtenemosD(4’ác )=4~(c)ác

y (W&Xc)= ~P(c)6c

Sustituyendo(l.3.),(l.4.),(l.5.) y <1.6.) en (1.2.)

-1 — -1—2
D(4’ u > +[W -2

11B<x-c> ] u + B<x u > =11[0(c)+11B(c>]óc +p[ W(c)-p.IV <cUóc

Multiplicando <1.7.) por (x-c) y teniendoen cuentaque <x~c)8c-= ~
6c y (x-c»

— -1—2
D[(x-c)4’ u ] + [(x-cyl’ -4’ -2~B] u +B<x-c)(x u ) = -14«c)+11B<c)]ác.

Distinguiremosdossituaciones:

i) 2’(c)+itB(c>=0 u es de Laguerre-Hahncumpliendola ecuación

D[(x-c)4’ u] + [(x-c)q>-4’ -2~¿B] — -1—2
u -i-B(x-c)<x u ) = O

ji) ‘V(c)+itB(c)!=O , multiplicando <1.8.) por (x-c)

2— — 2 -1—2

D[(x-c> 4’ u] +(x-c)[<x-c>w-2«’-2gB] u +(x-c) B<x u

y el teoremaquedademostrado.

Nota: 6c~<>4 = Oc[XP(X)] , (ver [18] pág.55.)

La demostracióndel teorema tambiénse puederealizarconayudade la función de

(1.3.)

(1.4.)

(1.5.)

(1.6.)

<1.7.>

<1.8.>

(1.9.)

(1.10.)

Stieltjesde la siguienteforma:
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SeaS=S(u)(z> la funciónde Stieltjescorrespondientea u , verificando

2
c2’(z>5 =B(z)S ..-C(z>S+D(z) (1.11.>

— — — — n fi n
Sea 5 =5< u )(z) la correspondientea u .De< u , x >=<unlbc ,x >=(u>n +11c , naO

— 11secumpleque S= 5 + .Sustituyendoen (1.11.>
(z-c)

2— 2—2 — 2 2
<2-e) 4’ 5 =(z-c) E 5 + (z-c) [2itB-i-C(z-c)1 5 + [jA’ + it B..-gz-c)C+(z-c) D] (1.12.)

En laProposición1.2.3. , en dondeestudiamosel orden de laclasedel funcional u ,veremos

quesi secumplela condición ‘2’(c)+itB(c)=O ,la ecuación<1.12.) es reducibley sepuededividir por

—2<z-c), resultando (z-c) e 5 - =<z-c) E 5 + [2itB+C(z-c)] 5 + Lu%1 + 3 ~ C-i-(z-c> D]

concuerdacon los resultadoobtenidosen la demostraciónde estaProposición utilizando las

ecuacionesfuncionales

5

1.2.Detenninacióndel orden de la clase

.

En lo quesiguesupondremosu funcional lineal regularde Laguerre-Hahnde clase‘s”.

Proposición 1.2.1.

Seau un funcionallineal regular deLaguerre-Islahnde clases,y sea u = u + ~“
5c.Entonces u

es de Laguerre-Halinde clase s cumpliéndoses-2sss s-#-2.

que

DEMOSTRACION:
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— — -1—2Seant’,W y E comoen el corolario 2.1.1.Capil y seaD(¿t.* u > ~~-‘ru +B*(x u )—O la
ecuaciónquecumple u con

4’

Tenemosqueel gradode4’*.~1tss+4

d*=máx(r,t)ss+4 y s =máx<p*~1,d*~2)s

Porotra parte, como u = u ..

2

r=<x-c>[<x-c)w-2cD-211B] ; W’=(x-c) E (1.13.>

gradode V=p*s s-i-3 y gradode B*=rS s+4 dedonde

s+2.

ss s +2 ,de dondese sigueel resultado.

El

Proposición 1.2.2

.

Sea u un funcionaldeLaguerre-I-Iahncumpliendola ecuación(1 .10.).Entoncespara cada raíz

“a” de ct*(x) distinta de “c”, la ecuación(1.13.> es irreducible.

DEMOSTRACION:

Siguiendoel Teorema2.1.1.Cap.IIpondremos

2

2
~~a*=(xc>~a~

2

2
E *4xc) 8 +a a

2
<x-c)0a-2it<x-c)Ba+<x+a-2c)ra-21’sa ; ra*=<c~a) ra-2it(a-c>sa

(x+a-2c)s . s *.Qy~) ~

a ‘ a a

y <1.13.) queda irreducible.luego si ~a~0

Si ~a=0 y rayO , ratO , <1.13.) es irreducible.

—2 2 2
Si 5a=ra=o evaluamos .c u , ~a~+< u , eoBa*>=(a.c) [CU~Wa> + <u ~OoBa>]!=O

o

2

u
u
U
1
U
u
U
u
u
u
U
U
u
E
U
u
U
u
U
u
U
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Proposición

Sea u=u+.u5c ,ysean 5 s las clasesde u y u , respectivamenteSetieneque:

0(c)-,-pB(c)—O ~. s = s÷2

‘14cP-pB(c)-0. 1) B(c)=O=4

8(c) sO. — s = s÷1

pB7c)+0<’cP-C¿’c)— O $ = s÷1
¡¿8’ (c>+0 - (c)+C(c) =0 — Iii

2pB7c)+C(c»’O ~. s =s

12 1

ji 8’ Yc)+
7 ¡¿0’ ‘Yc)+pC’(c>í-D(c)s.O $ = s

12 1
ji WYch~ ~40 (c)+j¿C(c)+D(c)=O =q2j

u» 2
2p84c)+C(c)=O

(2»{ 07c)=O —{

rs»{ V
siendolos polinomios0, B, Cy D los definidosen (1.11)

DEMOSTRACION;

cY(c)sO—s =s-1

¡¿B’ jc.)÷C(c)—O~s = s-1
pB YcÑC(c)=O —[si

B’ Yc>÷#o’ - ic>4 C (c)+DYcYJ s =s-1

o’3! ~c,+31 ‘2 C’ ‘(c)÷D’(c>=O— s =s-2

1.2.3.

En la demostraciónusaremosla siguientenotación:
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E .(z)=(z-c)l3 <z)+s.

c,i c,(i+ 1)c,<i+1)

Dci<z)=(z-c)Dc<i+1)<z)+Pc,<i+1)

De formageneral, 5 = S< u )<z> cumplela ecuación <1.12.) siendo s =s-i-2 , luegosi

«c>+itB(c)=0 la ecuaciónanteriores divisible por (z-c) disminuyendoen unaunidad el orden de la

clasede u.

— 2 — 2
(z-c) 4’ 5 =(z-c) E 5 + [2itB+C<z-c)] 5 + [W2’cí+ !~ B~í+it C+<z-c) Di ; $ =s+1.

Si B(c)=O Y + ~¡ B c,1— CMc)=O B(c)=O 3’ itB (c)+t’ <c)+C(c)=O,laecuación

anteriorsepuededividir por (z-c) y u siguedisminuyendode clase.

4’ 5½ES2..-Í2itBcí+CI — 2 s=s.5 + [P%,z+it Bc2+ItCcl+DI

Si 4’(c)=E(c)=O (condicionesqueya secumplen) [2ItBcí+CMC)=O

2
Y [}t4~c,~+ 11 Bc

2+IJi %1 +Dhc)=O c~ 2>tB’(c>i-C(c)=O >‘

12 1
711 8’ ‘<c)+7it4” ‘<c)+itC’(c)+D(c)=O u sigue reduciendosu clase.

— —2 2
‘
2’c,í S½Bc,íS~ [2118c,2+Cc,íí~ + bA~c,

3 + itBc,3+it

8 =8c,o

C =C

c,o

~~c,oD

Cc2 +Dci] ; s =s-1.
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Por último si .<

r
‘1’ <c)=O

c,1

E
c, 1

[2itBc,
2+Cc,í](cfrO

2
~‘4’c,3 + it

Cc,2 +Dcí](c)=O

4”<c)=O
B’<c)=0 (ya exigida)

11B’ ‘(c>-i-C’(c)=O

Ii”’ <c)+j~7 4”” (c»4-~- C’

cumple ‘
2’c,2 s ½Bc2:2 [2

1183+C2] : + [W2’c,4+ 112Bc4+It Cc3 +Dc2]

1.3.Eiemplos

funcionalasociadode ordenuno alos polinomiosclásicos,Enesteapartado
<1) — (1)

Siu esel

describiremos las ecuaciones que cumple u = u + , asícomo las ecuacionesde Riccati que

satisfacenlas correspondientesfuncionesde Stieltjes S <z)= 5< u

Al serun funcional lineal de
<1)

Laguerre-Hahn, u cumpleunaecuacióndel tipo (1.2.>

Cap.ll. y S<u<l))(z) unaecuaciónde Riccati del tipo (1.1.) Cap.ll.Lospolinomios4’ OP, E, C y D los

44
it

<c)+D’ <c)=O

5 5 =s-2.

El

tomaremosde laTabla 2. Cap.ll.
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de Hennite.

(1)
Sea u el funcionalcorrespondientea los asociadosde

— (1)Hermite.Seau = u + it6c.Tenemosque 4’= 1 ; ‘4’=2x

i)Si ~“
1.

ordenuno de los polinomiosde

B=-l ;C=-2x ; D=-2.

u cumplela ecuación

2— — 2 -1—2D[(x-c) u 1 + 2<x-c)[ (x-c)x + it -1] u -<x-c) Oc u )=O

El orden s , de la clasede u es s = 2 , cumpliendo 5 (z> la ecuación

2— 2—2 3 2 2 — 2 22
(z-c) 5 ‘ = -(z-c> 5 +[ -2z +4cz -2(it-¡-c ) z+2jtc] 5 + [-2(1+11)2 +2c(2+g>z+ ~ - ~ -2c 1

u) si ~=1 ‘F(c>4.sB<c)—O , como E(c>s.O . u cumplela ecuación

-<x-c) <x1—2D[(x-c) u 1 + [2(x-c)x +1] u u )=O

El orden s , de la clasede u es s = 1 , cumpliendo 5 <z) la ecuación

— —2
<z-c) 5 ‘ = -<z-c) 5 - 2[<z-c>z+1] 5 -2(2z+c)

1.3.2 Polinomios de Ia~uene

(1)
Sea u el funcionalcorrespondientea— (1)

Laguerre.Seau = u + itb

4’=x ‘P=x-a-3

i) Si csIt<a+1)

los asociadosde ordenuno de los polinomiosde

c

B=-«-1 ;C=-x+a+2 ; D=-1.

itB<c>+4’(c>sO u cumple laecuación

1.3.1 Polinomios

u

2— 2 -1—<2)
D[x(x-c) u ] + (x-c)[(x-cz-3)<x-c)+2

11<a-i-1)-2x] u -<a+1)(x-c) (x u
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El orden s , de la clasede u es s = 2 , cumpliendo 5 <z> la ecuación

2— 2— 2z(z-c) 5 (z)’=-(a+1)(z-c) 5 (z) .i-(z-c)[-2ga.*1)+(-z+a+2)(z-c)] 5 (zfl-)

2 2
+[Hz-it («+1)+11(z-c)(-z+a+2)-<z-c) 1

ii)Si c=11(a+1) itB(c)+4’(c)!=0 pero B(c)=-(cz+1»sO (cnt-l> u cumplela ecuación

-1 —2
D[x<x-c> u ]+[2c-(x-c)(-x+a+2)] u -<a..-1)<x-c)<x u

El orden s , de la clasede u es s = 1 , cumpliendo 5 <z) laecuación

— 2 — 3c (-z+a)c
z(z-c) 5 (z>’=-(a+1)(z-c)5 (z> .*[(z-c)<-z+a+2)-2c] 5 (4+ [yi- «+1 -(z-c)]

1.3.3. Polinomios de Tacobi.

(1)
Sea u el funcionalcorrespondientea los

— <1>Jacobi.Seau = u +

asociadosde ordenunode los polinomiosde

c

4«x)—x
2-1 W(x)= -(«4+4) x+

22
C<x)= <a4+2>x- a -§<a+p+2)

4<a-¡-1)(p+1)(«+p+1)
(«4+2)

D<x) = <«4+3)

(1-c¾(a4+3>(a4+2)2
s =2 , cumpliendo 5 y uflSi ~i# 4<a+1)(p+1)(a+p+1)

respectivamente
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— 9 4(a+1)(p+1)(«+p+1)~2 +(z-c)
(z-c)2(z2-1) 5 - = (z-c) (a+0~4~3)<a+0+2)2 [ 2it

4(a..-1)<0+1><a+P+l

)

+(z-c>[(a+p+2)z- ~<a+P+2)
4(a+ 1 >(p+1)<cx+P+ 1

)

+ .i.it(z-c)[<a+P+2)z-

«Lp2 ]+(z~c>2(a+P+3)]

(«+0+2)

D[(x~c)2<x2~1) ?] + <x-c) II (x-c) [-<a+P~4>x+ «202 ~2w <x2~1)] u +(«4+2)

4(a+1)(0+1)(a+0+1)(x’u2)=O
(a+p-.-3)(a+p+2)2

(1-c2)(cz+P+3)<a+0-i-2)2
4(a+ 1) (Pa) («4+1> • itB(c>+4’(c)=O siendo B(c>!=O<a+fr=-1 nos lleva

al casosemiclásico>,— s =1, cumpliendo S y u respectivamente

<z-c)(z2-1) 5 ‘=<z-t,
2>2

+(z-c)[(a+fr*2)z- 1 5 4< z..-c,
(1-c2)(a+p+3)(a+p+2>2
4<a+1)(0+1)<a+P+ 1)

(1-c2)<a+0+3)<«+0+2 >2
4(cx+ 1) (0+1) (a+p-i- 1)

«2~2
] + (z-c)2 («+0+3)]<z-c) [<a+P+2)z-(a+p..-2)

DIj<x-c) (x2~1)u]- [3x2~2cx+2c2~3~(x~c)[(a+p+2)x-a2P2(«4+2>

+

u) Si it—

+

+

+

__________________ 1
u 2>0
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1.3.4. Polinomios de Bessel

<1)Sea u el funcionalcorrespondientea los asociadosde ordenuno delos polinomiosde

— <1>Bessel.Seau = u + it6c

-1
‘V=-2[(a+l)x+1-a ] -(2a-1

)

«2(2«+í)
C=2(«xi- D=(2a+1)

c2 «2<2«+1

)

i>Si it# (2a-1> itB<c)+4’(c)s.O — s =2 , cumpliendo5 y u respectivamente

2 +(z-c)L2it

«2(2«+í)

-1 -<2«-1

)

D[x2<x-c)2 u 1 +(x-c>1-(x-c>2[<a-¡-1)x+1-a 1 -2it

«2<2a+l>

c2 «2(2«+1

>

ji) Si it— <2a-1>

u

1
itB(c>+4’(c>=O siendo B(c)s.O

al casosemiclásico>, — s =1, cumpliendo5 y u respectivamente

z<z-c) 5 ‘=(z-c)
-<2c~-1) ~2 + [~2c2 + (z-c)2(ax+1-cf’> ] +[ c2 «2<2«+1

)

<z-s-c) (2a-1) +

c2 a2(2a.4~1

)

+ <2a-1) 2<ax+1-&1) + (z-c)(2«+1> ]

D[x(x-c) u] + [ -(2x-c)+2 c2
-<2a-1

)

-(x-c)2(«x+1-a1)]u ..-<x-c) (x-1 u 2>o

-2x2 Ju+

noslleva

El
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2.SUMA DE LA DERIVADA DE UNA MASA DE DIRAC A UN FUNCIONAL REGULAR DE LAGUERRE-ET
1 w
472 710 m
526 710 l
S
BT

HAHN

.

2.1. Estudio del funcional u = u + Itfic -

El estudiode la modificaciónde un funcionalañadiéndolederivadasde masasde Dirac , está

relacionadoconla teoríade la aproximaciónracionalde funcionesde tipo Markov <[38]> y ,en los

últimos años,conproblemasde fronteraen ecuacionesdiferencialesde cuartoorden,([14]), asícomo

extensionesde formulas de cuadraturagaussiana([10]).

El primer acercamientoal estudiode estasmodificaciones, via el funcionalde momentos, se

puede ver en [9], dondesehandadocondicionesnecesariasy suficientesparala regularidaddel

funcional modiflcado.Enestemismotrabajo se realizaun estudioexhaustivode los nuevos

polinomiosortogonalescuandoel funcional de partidaes semiclásico.

Másrecientemente,en [1112] ha sido tratadaunageneralizaciónde los polinomiosclásicos

deLaguerreporadiciónde la derivadade unamasade Diracen el punto x=O al funcionalclásicode

Laguerre.Enparticular,sedemuestrael carácterhipergeométricode estosnuevospolinomios.

Proposición 2.1.1<171)

.

Sea u un funcionalregulary 1~n’n=Ola correspondienteS.P.O.M..Seanji y c números

complejosarbitrarios.Entonces u = u ~t~¡¿6c’es un funcionallineal regular si y sólosi

(0,1) (00)

An= 01) ~ -O ,n=O,donde

(j> <k)
P <x)P <y)

n-1 m m
(j k) __________

K~’
1 (x,y)= 2c u ,
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Nota: Si por IRnínao entendemos la S.P.O.M. correspondiente a u , estasucesiónes cuasi-ortogonal

deordendos respectoal funcional (x-c>2u, [ <(x-c)2u , RR~> =0 si Im-nIz3,

.c(x-c>2u,R~
2Rn>~

Teorema 2.1.1

.

n ~ 1.

5

Seau un funcionallineal regular deLaguerre-Halin ysean ji y c númeroscomplejos

arbiIra rios.Enronces u = u + ~
6c - esun funcionallineal de Laguerre-Hahn.

DEMOSTRACION;

SeaS=S(u)(z> la funciónde Stieltjes correspondienteal funcional u verificando

2
«z)S’=B<z>S -*C(z)S-i-D(z)

y sea 5 = 5< u )<z) la función de Stieltjes relativa a u .Se tiene que

n >= (u>n~itncnd
n~O.Dedonde — it

~= ~ - ,de maneraquesustituyendo

<z-c>44’ S - — (z-c)4B S2 + [(z-c0C - 2gz-c)2B] S+ [
1x

2B-2gz-c)0~t(z-c)2C+(z-c)4D]

(2.2.)
y ,por consiguiente, u es de Laguerre-Habn, cumpliendola ecuación

D[<z-c)44’ u ] + [<z~cVtV+2
11<z-c>

2B-4(z-c)30] u +(z-c>4B<11 ~W2:i=o <2.3.>

u

2.2.Determinadóndel orden de la clase

.

en (2.1.)

<2.1.)

Prnnnsición 2.2.1.
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Seau un funcionallineal regular de Laguerre-Hahnde clases,y sea u = u + ¡¿Oc’ .Entonces u

¡ esde Laguerre-Hal,nde clase s cumpliéndose s-4s s s s+4.

I DEMOSTRACION;
— — -1—2

Sean0,W y B como en el Corolario 2.1.1.Cap.ll y seaD<4’* u ) +‘r u .i~B*(x u )=0 la

4 4
ecuaciónquecumple u con4’t=<x-c) 4’ ; M#=(x~c>2[<x~c)2MI~4<x~c)4’+2MB] ; B~=(x-c) B¡

Tenemosquegradode4’*=rs s+6 , gradode w*=p*ss+5 y gradode r=rss.+6de donde

d*~máx(r,r)ss+6y 5 =máx<p*~1,d*~2 ) ss+4.

¡ Por otra parte como u = u ~ ¿ , sss +4 de aquíel resultado.u El

Proposición 2.2.2

.

¡ Sea u un funcionalde Laguerre-Hahncumpliendola ecuación(2.3.).Entoncespara cadaraíz

3 a de 0*(x) distinta de “c”, las ecuaciones(2.2.)y (2.3.)son irreducibles.

DEMOSTRACION

¡ Al suponer u de clase s , S<u>(z)cumple laecuación (2.1.) siendolos polinomios

‘2’, B,C,D, primosentresí.

¡ Sean4’*,B*, como en la Proposición2.2.1. , C*(z)=<z~c)4C- 2it(z-c)28 y

D*(z)= it2B-214z-c)4’-it(z-c)2C+(z-c>4D

¡ i)Si B<a)sO ~, B*<a)s.O. u) Si B(a)=0 y C(a>!=O— C*<a)!=0.iii) Si B(a)=C(a>=O D*<a>!=O

¡ De donde IW(a)I+LC*(a>I+ID*(a)I!=0

• El

Proposición 2.2.3

.

¡ Sea u =u + - ysean s y s las clasesde u y u , respectivamente.Setieneque:

E
¡
U
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8(c)—O — s =sq-4

~B’ (c)-24’(c)—O ~. s =s+3

1 jiB’(c)-2«c)=O 18(c)—O— { 4¡¿B’’ (cp20’<c)-C(c)s.0 — s =s+2

L 1 r~’ ‘(c.)-2c’ - (c.)-C¿’c)=O

(11=44 8 ‘(c)=O

(23 j C(c)-pB’’ (c)=O

B’(c)!=O— s =s+1

5’ ‘‘(c)4’ ‘(c)-C’(cfrO s =s#1
3!

8’’ ‘(c)-4< ‘(c)-C’(c)..O=J 0(c)—O — 5 =s
1 cqc)=0 —[2)

C(c)-¡¿B’ ‘(c)~O — s =s
__ RiV(c)Yt 40 - 4c) 4 C’ ‘(c) ÷D(c)—O s =s

4! 3.
C’ ‘(c) .i-D(c)—O =4<3]

4! WV(c)~..j.¡ ~‘ 2

s =s-1

C’(c) 2$ ‘‘<c>o s =s-1={ 17 ~ _$2 4! .EC’ - ‘(c)÷D’(c),O=4. s =s-1

C’(c) 2ji — BV<’c).2 0IV(c)

5’ - ‘(c)-o 5!$2 BV(c> -# rtIV(c)..Jtp

‘‘(c)+D’(c)—O =«4)

[3) —~
4’ ‘(c>=O
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0’ ‘(c»O ~. s =s-2

5’ ‘(c»O — s =s-2

1 2$ ~ —f’ ‘(c)
7 5 (c)-O — s =s-2

=4. {
1 2$

(c)7 B>V(c)~O —[53

5! 4! CV(c$.~ D jc)-O — s =s-2
ji 1

-~ o~c-~ dv<cyí-7 D’ ‘(c)-O =~j6)

— 5 =s-3

5” ‘(c)aO — 5 =s-3

1 2$
3! C” ‘(c)

1
C” ‘(c) BV(cFO

5 =s-3

2
2p . 1 ‘‘(c# — =5-3

~ B~’ii(c) -~ OV¡(c)4jC’(c)÷~D’ s

$2 2jL .U —

7! wL<45! 1 ‘‘<~)-O — s=s-4.a.V1t~~.:~

0’ ‘(c)=O —t 5’ ‘(c)=O

6! BVi(c)

6! BVI(c)tsj

O”
8 (c)

(7)

dondelos polinomios4’ ,B C y O vienendadospor <2.1.).
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DEMOSTRACION:

Seguiremosla notación de laProposición1.2.3.

De forma general 5 = S( u )(z) cumplela ecuación <2.2.> , siendola clase

s =s+4.Si B<c)=O la ecuaciónanteriorpuededividirse por (z-c) ,resultando

<z-c)34’ 5 ‘= (z-c)3l3 S2 + [(z-c)3C - 2it(z-c) E] Si- [It2Bcí-2it4’-tt<z-c) C+<z-c)3D], ?=s+3.

Si ftBcí<c)-24dc)=O c~ iB’ <c)-24’(c>=0 , dividiendopor (z-c)

(z-c)24’ 5 -= (z-c>2B ~2 + [(z-c>2C- 211 E] 5 + [it2Bc
2~2i¿4’cí~stC+<z-c)

2D] s =s+2.

Si
1tB (c)-24’c,2 c,í (c)=O ~ ~11B’‘(c)-24’’<c)-C(c) =0, dividiendo por (z-c)

(z-c)4’ 5 ‘= (z-c)B ?2 + [(z-c)C - 2it Ecu 5 + (it
2Ec 3-2114’c

2it Ccí+(z-c)D]

SiE (c>c,1 =~ 3’ c,3 c,2 - c,í<c»O E’ (c>=0 y ~- E’itE (c>-24’ <c) C “(c)4’ ‘(c)-C’<c>-o

De nuevo,podemosseguirdividiendopor<z-c>

4’ 5 ‘= E ?2 + [C -211 Bc2] 5+ [it
2Ec,42114’c,ritCc

2+D]

Si

It
2Bc,

4(c»2it4’c,3<c>1¿

4’(c>=O
E(c>=O

C<c> - 2it Bcz<c)=o — C<c)-¡zB’ ‘<c)=O

2
Cc2<c)+D<c) =0 ~— s~”<~ It4! >3f 4”’ ‘<c)

It
— C’ ‘(c) +D(c)—o2

+ [Cci -

2it B~] ~ [it2Bc 5~2it4’c 411 Cc
3+Dci]

s =s+1

5 =S

S’=

5 5 -1.
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4’ —0 ~. 4”<c)=Oc,1 —

E —0 — E’(c>=Oc,1—

Si Cci(c> -
2it E (c)—O

c,3 —
C’<c) -~y E’’(c) =0

it2Bcs(c»2It4’c
4(c)i¡ Cc3(c>+D (c)—0c,1 —

4’c,2 S½Ec,2 + [Cc,2 -211 Bc
4l 5 +

It
2

-~y

[It2Ec,62it0c,s1¿ Cc 4~0c2~

o

Ec
2<c>=O

C~2<c) - 2g Bc4<c)=OSi

4” ‘(c>=0

o E’’ (c)=O

_ 1
2 4!

it
2Ec,6<C)~2114’c5(c>-jx C c,4<chDc

2<c)=O
2&~ Bvi(c)

‘~ 6!
-~ 4’v(c»~E~ C 1

5! 4! lv<c)+— D’ ‘<c)-O

5 =s -3

Bc,3 c,3
2ítEcs]S+bt2Ec

7~2it4’c,6~ Ccs+Dc,3
1

Ii-

5 =s -2

5 ½

Por último
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r
4’ (c)=0c,3

B <c)=0c,3

o4’

o E’ ‘‘(c)=0

C <c) -
2it B (c)—0c,3 c,5 —

11
2B (c)- c,3c,7 2114’c

6(c>-11 Ccs(c)+D <c> =0

1
o ji- C’’’<c) BV(c)~Osi

2It -~

2Ito — B”11e) -—

4’vi(c». It y
7! 6! C (c)+jiD” ‘(c>-o

4’c,4 S’=Bc
4 ~2 + [C~4~

2it B~
6] 5 + [it

2Bc,
82it4’c,71t Cc 6+Dc 4]

5 = 3-4.

5

2.3. Ejemplos

— <1)En esteapartadodescribiremoslas ecuacionesquecumple u = u + »b c
(1)

siendou el

funcionalasociadode ordenuno a los polinomiosclásicos, así comolas ecuacionesde Riccati que

satisfacenlas correspondientesfuncionesde Stieltjes 5 <z)= S( u ><z>.

(1)Comotodo funcional lineal deLaguerre-Hahn, u cumpleunaecuacióndel tipo <1.2.>

Cap.l1.y S(u<l»(z> unaecuaciónde Riccati del tipo <1.1.)Cap.Il.Lospolinomios4’ ,W, E, C y D los

tomaremosde laTabla .2.Cap.ll.

Si

2.3.1 Polinomios de Hermite

.



90

(1)Sea u el funcionalcorrespondientea los asociadosde ordenuno de los polinomiosde

— (1>Hermite.Seau = u .Tenemos que 0=1 ; ‘P=2x B=-1 ;C=-2x ; D=-2.

B<c>=-1s.O , u cumple la ecuación

4— — 4 -1—2
D[<x-c) u ] + 2(x-c>2[ (x-c)2x -~a -2<x-c>] u -<x-c) (x u

El orden s

<z-c>4 T’ =

de la clasede u es s = 4 , cumpliendo 5 (z) la ecuación

4—25 +2(z-c)2[-z(z-c)2+
11 ] 5 + [-it

2-211(z-c)+2z<z-c>2-2<z-c)4]

2.3.2. Polinomios de La2nerre.

<1)Sea u el funcional correspondientea los asociadosde orden unode los polinomiosde

— <1>Laguerre.Seau = u + ~¿bc

0=x ; ‘P=x-a-3

B(c)—-«a+1)!=O

B=-«-1 ;C=-x+a+2 ; D=-1.

u cumplela ecuación

4—D[x(x-c) u ] + <x-c>2[(x-a-3>(x-c>2-2
11<«+1)-4x(x-c)]

4 -1—(2)
u -(a+1)<x-c) (x u >=0

El orden s , de la clasede u es s = 4 , cumpliendo 5 (z) la ecuación

4— 4— 2
z(z-c) 5 (z>’=-<a+1><z-c) 5 <z) +<z-c)

2[+2g«+1)+(-zi-cz+2)(z-c>2]

2 4
+[-2itz(z-c)-It («+1)-Mz-c)2<-z+a+2)-(z-c)

2.3.3 Polinornins de lacobi.
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(1>
Sea u el funcionalcorrespondientea los asociadosde ordenunodelos polinbmiosde

_ ‘IJ(x>= -(a+p+4> X+ (a+p+2)

«2..o2
C<x>= <a+p+2)x-(a+~+2)

B<x)-.
4(«+1><fri.1)<a+P+1)

<cz+W*3)<a+0+2)2

D<x) = («~0~3)

B(c»~O ( «+p=-i conduceal casosemiclásico) , s =4 , cumpliendo S y u

,respectivamente,

(z-cYSz2-1> 5 - =
4<a+1)(p+1)(a+p+1

)

<a+0+3)(a+0+2>2

4(«+ 1) (p+1 > <«+0+1

>

<a+0+3)<a+P+2)2

«2~2[<a+P+2)z-<«+0+2)

D[(x~c)4<x2~1> 7] + (x-c>2
r 22 (+1~1a1~I1

\

[-(a+p+4)x+ (a+p+2) <a+P+3)(«+0+2)2

+ 4<)~ <a+1)(P+1)<«+0+1> -1~2
~4(x~c>(xL~1>j 2 (x u

2.3.4. Polinomios de Bessel

(1>Sea u el funcionalcorrespondientea los asociadosde ordenuno de los polinomiosde

— <1)
Bessel.Seau = u +

-1
4’—x2 w=-2[<a+1)x+1-a -<2«-1

)

C=2<«x+1-&1)

— <1>Jacobi.Seau = u

+

D=(2«+1)

1B(c»O («—— conducea semiclásico> , s = 4 , cumpliendo5 y u ,respectivamente,



U
U

E z2(z~c>4?’= <z-c>4 -(2a-1) ?2 -<2a-1) +<z~c)22<ax+1-cr1)] + 92«2<2«+í) +(zc)2[2
11 « <2«+1> 5

E _____

«2<2a+1>

-1 -<2cz-1> 2 —3 L~2<x.c)2ua+í>x+í.«D[x
2(x-c)4 u] +(x-c)2 ~+2¡i a2 (2a+1) -4x <x-c)] u +

U +(x-c>4 -<2a-1) (x’ u

¡ 5

Nota:A diferenciadel casoen quese añadeunamasadeDirac al funcional correspondientealosu polinomiosasociadosde los clásicos, dondeel nuevofuncionalpuedeserde clasedoso claseunoy

¡ queseha visto en 1 del presentecapítulo,al sumarla derivadade unamasade Dirac al mismo

funcional, la nuevaclasequedaunívocamentedeterminada, s=4.

U
U
E
E
U
¡
E
U
U
U
¡
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3.ES’TTJDIO DEL FUNCIONAL u CUMPLIENDOSE (x-c)u = ¿iv . u.c e C CON y DE LAGUERRE-HAUN.

%LEstpdlo del funcional u.Regularidad. [71. [201.fS 01 .1511)

Pronosición 3.1.1.

Seayun funcionallineal regularysea1~n’n=Ola S.P.O.M. correspondíente.Sean¡a y c cG.

-Pn(c)
Para cada $ — Mn ‘“n (1) , mal y conelconvenio¡¿0=0 ,el funcional u tal que

~n-1(c)

(x-c)u=¡¿v <3.1.)
es un funcionalregular.

Nota: Si por(Rnlnaoentendemosla S.P.O.M.correspondientea u,

ordenunorespectoal funcionaly, [cx’, RmRn>=0 si

estasucesiónes cuasi-ortogonalde

m-na2,.cv, R~ íRn>

Teorema 3.1.1

.

Seanu y y dosfuncionaleslineales regularescumpliéndose(3.1.).Si y esde Laguerre-Hahn,

u es de Laguerre-Hahny viceversa.

DEMOSTRACION:

Seay un funcional de Laguerre-Hahn cumpliendo lacorrespondientefunción deStieltjesla

ecuación 05’—BS2+CS+D (3.2.>

Sea 5 <z>=S(u><z) la funciónde Stieltjes relativaal funcional u.
n 1 —

De it<v> =it-cv , x >=(u>~~
1 - c(u)~ tenemosqueS<z)=— [(z-c>5 <z) +1] ; sustituyendoen <3.2)

n it

n al ].

El

obtenemos
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114’(z-c) 5 -— B<z-c>
2S2+ [v4’ +2(z-c)B+

11<z-c)C] 5 + [8 +ItC + it
2D] (3.3.>

demaneraqueu satisfacela ecuación D[ It <x-c)4’u]+<x-c) [
11W-2B]u +(x.c)2B<x’u2)=O

<3.4:)

De la relaciónentre 5 y 5 obtenemosquesi u es un funcionaldeLaguerre-Hahn,estoes,

1
tal que 5 verifica la ecuación • ~ ‘ = E S 2 + 7 ~ +3 ,entoncesy =

It
es también

un funcional de LaguerreHThn, de maneraquesufunciónde Stieltjessatisface:

~• <z-c>s’—11
2 Ts2 +[-2It B -fit<z-c) C ~It+ ]S+ [-4’ + B-<z-c) C+(z-c)2D

de dondesesiguela ecuaciónfuncionalsatisfechapor y:

]
(3.5.)

DW ‘2’ <x-c>v] + p [28 + W(x-c) ]v + ~2i <0’v2>=o ‘P--(4’’+C)

3.2.Detenninacióndel orden de la clase

.

3.2.1

.

Seay un funcionaldeLaguerre-Hahnde clase“s” ysea (x-c) u =¡aV. Entoncesu esun funcional

Proposición

de Laguerre-Hahnde clase s cumpliéndose s-ls s ss+2.

DEMOSTRAC ION;

Sean4’~ y B comoen
-1

Corolario2.1.1.Cap.ll y seaD[4’*u]+Wku+B*(x u2)=0 la ecuaciónque

cumpleu dondecrt=g<x.c>dz~ ; ‘r=<x-c><itw-2B) y B*=(x~c)2B segúnnosindica laecuación<3.4.).

gradode 4’*=rs s+3 ; grado de ~r=p*s s+3 ; grado de r=r*s 5+4

dedonde d*=máx(r,r*)s s+4 y s = máx<p*~l,d*~2) s s+2.

Por otra parte,si u es funcionalde Laguerre-l-lahnde clase s satisfaciendo

(3.6.)

D[ ‘¡‘u] ‘Pu+ E (,C’u2)—0 y cumplela ecuación
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-1
D[4’ u]+W u+B (x u2)=0

siendo 4’ =g<x-c) 4’ ; ‘Y =~¿[2 B + ‘1’ <x-c)] >‘ E ~it2T según (3.6.).

gradode4’=ts s+3; gradodew =p s+2 ; gradodefl =rs s+2

de donde d =máx<t ,r)s s+3 y 5= máx (p -1,d-2) s s +1.

Prp~pasi~ ón 3.2.2

Sea u un funcional deLaguerre-Hahncumpliendola ecuación(3.4.).Paracadaraíz “a” de

•*..,«x..cfl, distinta de “c” , la ecuación(3.4.)es irreducible.

DEMOSTRACION:

Comoy es funcionalde Laguerre-Halindeclases, S<u)(z) cumplela ecuación

los polinomios 4’ , E ,C, D primos entresí.Sean4’ * y B* comoen la Proposición

<3.2.) siendo

3.2.1.

y D*(z)= E +jtC +

i) SI B(abéO

ii)Si B(a)=C<a>=O

B¶a)$0. Si 13(a)=O yC(a»áO C*(a)$O.

D*(a)# O de donde IB*<a)I4~JC*(a>I+¡D*(a>l!=O.

Proposición. 3.2.3

.

Sea(x-c)u=
1¿v y sean s y s las clasesde u y y respectivamente.Se tieneque:

s =

0(c)-O B(c)+sC(c)+.u
2D(c»’O s s+2

{ 5(c)-.-yC(chey2D(ch0 «i)

o
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-¡vi’ (c)÷2B(c)÷¡¿C(c)—O— s = s+1

-¡¿0’ (c)÷2B(c%~-pC(c)=O

0 ‘(c)=O

—1

0’(c)sO — s = s

5(c)—O — s =s

{ 4 4” ‘(c) +25’(c) ~ C’(cfr0
B(c)=O ±4V ‘(c) #2B’(c) tp C’(c)=O

8’ ‘(ch-pC’ ‘(ch-,¿2D’ ‘(c)g) — s = s

(3) { K ‘(c)÷jzC’‘(c)-í-2D’ ‘(c)=O — 5 = s-1

siendolospolinomios4,B, Cy D los definidosen (3.2)

DEMOSTRACION:

Seguiremosla notaciónde la Proposición 1.2.3.

i) Si 4’(c)!=O, 5 (z>=S(u><z> cumplela ecuación <3.3.)

u) Si 4’(c)=0 y B(c)+itC(c)+
11

2D(c)=0 la ecuaciónanteriores divisible por (z-c)

t’4’ 5 ‘=B<z-c) T2+ [-it4’c,i+2B+itC]S+[Bc,í +ItCc,í +it2Dcí] ~ 5 =s+1.

iii) Si ~it4’c1 (c>+2 B(c>+it C<c)=O y Bcí <c)+ItCcí<ch it2Dcí<c)=0 —

-it$ <c)+213(c)+gC(c)=O y B’ <c)+itC’ (c)+
11

2D’ <c)=0 , dividiendopor<z-c)

~ ~ ‘B ~ [1A’c,
2+2 Bc 1+11 Cci] 5 + ~ +It%2 + it

2Dc,z]

(13=4. jj

(2)

B’(c)+¡¿C’(c)-.-ji2D ‘(c>—O =4.

B ‘(cjq¿C ‘(c$-ji2D ‘(c)=O

5 = s+1

~[2J

— 5 =5

~[i3)

~. s =s+2.

— 5 =8
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4’ =0 — 4”(c)=O
c,1

B(c)=0

+2 8c 1+11 CcJO~

13c2 +%LCc
2 + it

2D c,2

__ 4” ‘(c) +2B’<c) +¡i CÁc)=O

2

__ 13’ ‘(c>+~tC’ ‘(c)+tt2D’ - (c)=O

se puedevolver adividir por (z-c)

‘—13 72+[~4’ +213 +itC ]S+[B .i-
11C +It

4’c,2 ~ — c,1 c,3 c,2 c,2 c,3 c,3 c,31 — 5 =s-l.

5

3.3.Eiemylos

.

Describiremoslas ecuacionesquecumpleu , tal que (x-c>u =v , donde y es el funcional

asociadodeardenunoa los polinomiosclásicos,asi como las ecuacionesde Riccati quesatisfacenlas

correspondientesfuncionesde Stieltjes 5 (z>=S(u)(z).

Comofuncionalde Laguerre-Hahn, y cumpleunaecuacióndel tipo <1.2) Cap.ll.Los

polinomios4’,W,B,C y D se tomaránde laTabla .2.Cap.ll.

3.3.1.Poljnomjos de Hermite

.

‘P=2x , B=-1 , C=2x , D=-2.

«c)=1!=0 u cumplela ecuación:

D[ it(x-c)u 1 +2<x-c)<px+1)u -(x-c)2eC’u2)=0

El orden s de la clasede u es s =2 , cumpliendo 5 <z) la ecuación:

iv> Si

¡t(z-c) 5 ‘— -<z-c)2 2 - fr+2<z-c)<í+itz>] 5 - [1+2Itx+2it2]
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U 3.3.2.Polinomios de La2uerre

.

4’=x ; ‘P=x-a-3 ; B=-«-1 ;C=-x+a-i-2 ; D=-1.

¡
i) Si cso , 4’(c>!=0 s =2 cumpliendo tun y 5 <z) las ecuaciónes

¡ D[jtx(x-c)u] + <x-c)[ it <x-a-3)+2(a+1)]u - <a+1)(x-c>2 «1u2)—0

U
ltz(z-c) 5 -= (a+1)(zc>2S2 + [-jtz.2(a+1)(z-c)+~(z-c)<-z+a+2)] 5 +[-(a+1)+g-z+a+2)-

11
2]

¡
u) Si c=0 y B(c)+

11C(c)+11
2D<c)=-<a+1)+

11(a+2)-11
2— O — s =2

U
U D[

1tx
2u] + x[ g <x-a-3)+2<a+1)]u - <«+1) x 2 <,c1u2>=O

U itz2 5 ‘= -<«+1> z 2?2 + [-ttz-2<a+1)z +~t z <-z+ai-2)] 5 +[-(a+l)+p~-z+a+2)-~2]

U Si c.=O ,

y -jt4” (c)+2B(c)+
11C(c)=-11-2(a+1)+s(a+2».0 s =1

D[Itxu] +[ 2(a+1)-It<-x+a+2)]u-(a+1)x _

1
Itz 5 ½-<«+1) ~?2 + [-It -2(a+lfl- it <-z+a+2)] 5 It

U iv) Si c=O ,

U -it
0 (c)+28(c>+gC<c)=-pr2<«+1)+g«+2)—O , B’<c>+

11C’<c)i-WD’<c)= -1’~ O s =1

(It =0 estáexcluidoporregularidad>, u y 5 (z> cumplenlas ecuaciones

U D[1axu] +It(x-l)u-(a+l) x <,C
1u2)=O

¡ 5 ‘=-<a+1)zS2-gz -It

U
¡
U
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3.3.3.Pol¡nomnios de Iacobi

.

4’(x)=x2-1

«2..o2
C(x)= (a4+2)x- <«+0+2) D(x) = («4+3)

i)Si c—±1 4’<c)—c2-1$O — s =2

D[ it(x-c)<x2-1)u] +

22
1-2(x-c)[ it [-<«4-’-4)~ <«4+2)

4<cz+1) (p+ 1)(«4+1

)

(a+0+3)(«4+2>2

<C1u2) =0

it(z-c)(z2-1)S’= <z-c)2 4(a+1)<0+1)(a+0.i-1

)

+it<z-c)[(a4+2)z- +

ii)Si c=±1 y B(c)+itC<c>+it2D(c>=

?2 4 -it(z2-1>+2(z-c)

L 4(a+1)(0+1)(a+0i-1

)

(«4+3>(«4+2)2

4(a+1><0+1)<«4+1

)

(a+p+3><a4-d-2)2

(a+P+3)<a+p+2)2
+

]+112<a+0+3)]

<«4+2>

+it [ (a4+2)(±1)-(«4+2> +

-qt2 («~0~3) yO 5 =2.

D[it(x-(±1))(x2-1)u] - {2(x-<±1))
4<a+1)<p+1) <«+0k 1

)

<a4+3)<a+0+2)2

4<a+1>(p+1)<a4+1) 1 2
(x u

‘I’(x)= -(«4+4> x~- («4+2)

1 +

it<z-(±1))(x2-1)5
(a+0+3)<a4+2)2

+
(a+o+3)(«4+2)2
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4(a+1)<0+1)<a4+1)+It[ <«4+2)z- («4+2)

E<c)+11C(c)+it
2D<c)=0 y

8<a+1)(p+1)<«4-¡-1

)

+ («+p-s-3)(«+p+2)2 +It[ (a+p+2)<±1)-(«4+2) ~ — 5 =1.

D[¡t (x2-1)u] + 1 -8 (cx+1) (0+1> («+0+1

)

4<a-i-1)<P+1)(a+P+1) (,c1u2)—O
<a+0+3)<a+0+2)2 _

8(a+1)<p+1)(a+p+1

)

(«+IH-3)(a4+2)2

+g[ (a+p-s.2)z- ~};-+it<«+0+2)

iv) Si c=~±1 , B<c)+
11C(c)+it

2D<c)=0 It4’ (c)+213(c)+
11C<c)= 0

B’(c)+ItC’(c)+11
2D’<c>=it(a+p+2>$O 5 =1.

D[It (x2-1)u] -pi [2x-i-(ai-fr’-1)(x-(±1)]u+(x-(±1)>

It (x2~1)?’=<z~(tu»
4(a+1>(0+1)(cx+ft4-1)—

2 +~ («+p+1)(z-(±1) 5 + It<«+0+2)

+112 («+0+3>1

iii) Si c=±1

1+

«2f2 ±1
+ it

It +

(x
1u2)=0

3.3.4.Polinomios de Bessel

.

‘2’—x2 ‘P=-2[(«4.1)x+1-a’] -2<a-1> C=2(«x+1-c01> D=<2a+1)
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— s =2 , cumpliendo u y 5 <z) respectivamente

D[itx2(x-c)u]-2(x-c) 1 «4~~

>

2<a-1)<>2

112 2(«-1

)

+pi [(a+1)x+1-«]>u-<x-c) «2<2«+í> (x’u2)—O

2(a-1>2~ 2[-Itz-2<z-c>
2 +2it(z-c)<az.i-1-&

1) 5 +

+ [(a1) +2Max4.1-&1) +pi2 (2cx+1)]

u) Si c=O y -2<a-1

)

— s=2

{2(a-1

)

D[px3u]-2x
a (2a+1)

«2(2«+í)

a <2a+1)
(x1u2)=0

22 2 («-1) —+2itz<az+1-c01>] S+S+[-~tz-2 z

+ [j<«í) +2it(«z+1-01> +it2 <2a+1)]
« (2a+1)

iii) Si c=O
2<a-1)

B<c)+
11C<c)+1t

2D(c)=0 y -ji4”(c)+2B(c)+
11C<c>= -2 2 .*2It(1-&’)!=O

DIjpx2u]~{ -4(a-1

)

«2 (2a4~ 1>

—z
a2<2«+1)

+pi [<2a+1)x+2-2«
1]}u-x

2<«-1)

«2<2«+1) (x’u2 ) f~

2<«-1)
-2 «2 (2«+1) +211 <az-*1-&1>] S.i. 2pia

iv) Si c=O , B(c>+
11C(c)+11

2D(c>=0 , -
114”<c)+28<c)+11C(c)=0 B’(c)+piC’<c)+pi

2D’<c)=4uz0

i) Si cs0 , 4’(c)sO

5 ...1

— s=1



u
¡
1

2<a-1> 102¡ DL¡¿xui-ptx(2«+u)Jux (¿u%—0

—- 2(«-1> «2(2«+í)

—z «2(2«+u) S2+Ij
11z(2a+í) iS+2pia

1
¡
¡
¡
1
¡
¡
¡
1
¡
1
¡
¡
¡
1
1
E
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CAPITULOIV

FUNCIONALES LINEALES DE SEGUNDOGRADO.

I.FUNCIONALES LINEALES DE SEGUNDOGRADO

.
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2.3.SUMADEUNA MASA DE DIRAC Y DE LA DERIVADA DEUNA MASA DE

DIRAC.
2.4.MULT]PLICACIONPORPOLINOMIOS.
2.5.ESTUDIODEL FUNCIONAL V CUMPLIENDO (x-c)V=~iU , SIENDOU DE

SEGUNDOGRADO.
2.6. EL FUNCIONAL U1.
2.7.EJEMPLOS.

3.REDUCCIONDEUN FUNCIONAL DE LAGUERRE-HAHN A SEMICLASICO

.

3.1 .REDUCCION.
3.2.EJEMPLOS.
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1.FUNCIONALESLINEALESDE SEGUNDOGRADO

.

Tanto el funcionallineal correspondientea los polinomiosde Tchebychevde primeraespecie

<-1/23-1/2)
comoel funcionallineal correspondientea lospolinomiosde Tchebychevde segunda

(1/2,1/2)
especie~‘ n satisfacenunaecuacióncuadrática,por lo quese les denominafuncionalesde

<-1/2,1/2) (1/2 -1/2)
segundogrado.Otrosfuncionales, por ejemplolos relativosa los polinomios~n >‘

poseenestapropiedad.

En esteCapítulodefinimosy caracterizamoslos funcionalesde segundogrado,demostrandoque

paralas operacionesmásusualesentreellos,dichafamilia de funcionaleses estable.

Porotra parte,veremosquetodo funcionalde segundogradoes semiclásico,mostrandoasí

mismobajoquécondicionesun funcionalsemiclásicoes de segundogrado.Enparticularestudiamoslos

polinomiosclásicos,poniendodemanifiestola imposibilidadde queseande segundogradoen los casos

de Hermite,Laguerrey Bessel, y dandounacondiciónnecesaria, en funcióndea, p, paraquelos

polinomiosde JacobiP<«~~> puedancorrespondera funcionalesde segundogrado.Loscasosa-fr=-1/2n
,a4=l/2, a——p=1/2y a——~=-l/2 , estándetallados.

Un funcionalde segundogrado (con unaciertarestricción , ver Proposición1.1.8.) es de

Laguerre-Hahn.EnesteCapítulotambiénestudiamoscuándoun funcionallineal de Laguerre-Hahnesde

segundogradoy portantosemiclásico.Losasociadosde orden unoa los polinomiosclásicos, en general,

sonde Laguerre-Hahn, cumpliendolas correspondientesfuncionesde Stieltjeslas ecuacionesdadaspor

la Tabla 2. , Cap.ll.Paralos polinomiosde Bessel~<«), si a=l/2 , el correspondientecoeficienten
polinómico B(z) queapareceen la ecuación<1.1.) , Cap.ll.,seanula,satisfaciendola función de Stieltjes

unaecuacióndiferencial lineal y siendoestospolinomios,portanto,semiclásicos.Igualrazonamiento
<-1/2 -1/2)

paralos polinomios% ‘ , (ver [51], pág.41.).Perotambiénpuedenaparecerasociadosde orden

uno quesonsemiclásicos, sin queel polinomioB<z) se anule, porejemplo (P<1/2~1/2))(1)=p<112~1~2>n n

.La justificación de estos casos es que son polinomios correspondientes a funcionales de segundo grado.
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Las ecuaciones(3.3.) del presenteCapítulo danunascondicionesnecesariasy suficientespara

queun funcionalde Laguerre-Hahnsea,a suvez,de segundogradoy por tantosemiclásico.Unos

ejemplosrelativosamodificacionesde los polinomiosde Tchebychev, completanelCapítulo.

1.1. Definiciones, caracterizaciones ‘y epuivalencias.U51.161.fSll.f541.1561.

)

Definición 1.1.1.

Un funcional lineal regular u sedenominadesegundogrado si la función de SÉleltiescorres-

pondiente verifica una ecuaciónalgebraicadesegundogrado del tipo

Ji(z)S2(u)(4÷c(z)S(u)(z)+d(z)=O

siendob(z%c(z)y d(z)polinomiosconcoeficientescomplejoscumpliendo

- 22b(z)—O , c2(z)- 4b(z)d(4—O y d(z) = (uO
0c)(z) (u 60b)(z) (1.1.)

o

Definición 1.1.2.

Un funcionallineal regular “u” sedenominadesegundogrado si verifica la ecuación

- zc¼u=O cumpliéndose<u
2 , %b(z» = <u , (1.2.)

siendob<’z) y c(z) los mismospolinomiosqueen la Definición 1.1.1.

El

Proposición 1.1.1..

LasDefiniciones 1.1.1.y 1.1.2. son equivalentes

DEMOSTR4CION:

E
¡
1
£
1
1
u
E
E
¡
u
¡
¡
¡
¡
¡
E
1
¡
¡
E
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Partiendode la ecuación b(z)S2(u)<z)+c(z)S(u)<z)+d(z)=0y aplicandoel Lema 3.1.1.Cap.1.

b(z)<1/z2)F(u2)<1/z)-c(z)(1/z)F(u)(1/z)+d(z)=0

(1/z2)F<bu2)(1/z)+<1/z)(u26
0b)(z)-( 1/z)F(cu)( 1/z)-<uO0z)(z)+d<z)=0

u
2 , 8 )+ 22<1/z)P[r’(bu2)J(1/z)-(1/z)F(cu)(1/z)+(1/z)F(< %b)(z)-(uO

0c)(z)+d<z)=0

+ <u
2 , 6

0b> 6J(1/z)(1/z)FV
1<bu2)- cu 0o1) -(uO

0c) +d ](z)=0

dedonde 1
1<bu2)-cu+ <u2 ,0

0b>6=0 (1.3.)

22y d(z) = - [(u %b) -(uB0c)]<z)

Multiplicando (1.3.)por z tenemosb(z)u
2 - zc<z)u =0 y

de cz’(bu2) -cu+ <u2, 6
0b>6 , 1 >=0 concluímosque<u

2 ,O
0b5~=<u,c>.

Ii) 1.1.2. 1.1.1.

Multiplicando b(z)u
2-zc(z)u=0 por z -1 tenemos t1b(z)u2-c(z)u + < c(z)u , 1 > 8=0

Aplicando el Lema 1.2.1.Cap.1. y usandola condición <u2 , 6
0b(z)> = <u ,

obtenemos

b<z)(C’u
2)-c(z)u=0 , o, equivalentemente,

S[b(z)(z1u2)] -s [c(z)u]=O teniendoen cuentael Lema 3.1.1.Cap.1.

O
0b)<z)-c(z)S(u)(z)-(ue0c)(z>=0

1 2
b(z)S(u

2)(z)+(u2 6
0b)(z)-c(z)S(u)(z)-(uO0c)<z)=0z

2
-b(z)S

2(u )(z)+( u2 0
0b)<z)-c(z)S(u)(z)-(uO0c)(z)=0 de donde

22b<z)S
2(u)(z)+c(z)S(u)(z)+d(z)=0 , d(z)=<u6

0c)(z)-( u 60b)(z)

o
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Pronosición 1.1.2.1511

Lasecuaciones(1.2.) sonequivalentesa

b(x)u +x2d(x)u1=O

c(x)=(uB
0b)(x)÷(u

1xd)(x) (1.4.)

siendod(x) elpolinomiodefinido en (1.1.)

DEMOSTRACION:

Sea S(u)(z) la función de Stieltjes correspondiente al funcional u cumpliendo (1.1.) y sea

S*(z) la segunda solución de (1.1.), que ,generalmente ,no es una función de Stieltjes.

c(z

)

- b(z)
dcz

)

y S(u)(z)S*(z)=b(z)

b(z)

2~4 1S*(z)=z b(z) S(u )(z)

recordandoel Lema 3.1.1.Cap.1. y queS(6)(z)= -

y - c(z) -S(u)(z)=z2 S.L
b(z) b(z)

usandonuevamenteel Lema 3.1.1.Cap.1.

-c(z)-S<bu)(z»i-(u6
0b)(z)—S(z

2du1)(z)-[u’0
0(z

2d)j(z)

dedonde b<z)u+z2d(z)rn1=0 y c(z)=(uO
0b)(z) + [u

10
0(z

2d)](z)

Procasición 1.1.3.

Seau un funcionalde segundogrado.E¡ funcionalu (k+1) asociadodeorden (k+1) es,también,

un funciona)de segundogrado.

DEMOSTRACION:

1
z

o

Si u es de segundogrado la funciónde Stieltjescorrespondientecumplela ecuación
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b(z)S2(u)(z)+c(z)S(u)(z)+d(z)=0

Usandola relaciónentreSy Sk+í=S<u(k+l))(z) dada por <4.l2.)Cap.l.obtenemosque5k+1cumplela ecuación b(k+ 2

l,z)Sk+í+c(k+l,z)Sk+í

b(k+1,z)=(bN2-cNQ+dQ3)(z)

+d(k+1,z)=0 siendo

c(k+1,z)=(2MNb-MQc-NPc+2PQgI)(z)

d(k+1,z)=(bM2-MPc+dP2)(z)

(1)M(z)=Pk <~> <1)N(z)=yk+íPkí (z) P(z)=Pk+í(z) QIz)=xk+íPk <z)

b(z)=b(0,z) , c(z)=c(0,z) d(z)=d(0,z).

En particularparak=0 , (asociados de orden uno)

2
b(1,z)—r

1d(z)

o
Pronosición 1.1.4.

Seau un funcionallineal regulary seau(k+í) el funcional asociadode orden (k#1).Siu(k+l) es

desegundogrado, u tambiénesdesegundogrado.

DEMOSTRACION:

De forma análogaa la demostraciónde la Proposición 1.1.3.,seobtienequesi
5k+l cumple

2
la ecuación b(z)Sk+í+c(z)Sk+

1+d<z)=0 5 cumple b*(z)S
2(u)(z)+c*(z)S(u)(z)+d*(z)=0

siendo b*(z)=(bM2~cyk+íMP+dy~+íP2)<z)

<1)

N(z)=Pk (z) ; P(z)=Pk(z)

En particular ,si k=0

2 21

2
c*(z)=(2MNb~?k+ íMQc-Yk+íNPc+2vk+íl’Q0)(z)

)(z) M(ZW.Pk+l(z)

(1)Q(z)=Pkí<z)

)<z) ; d*<z)=b(z). o
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Proposición 1.1.5. <[541)

Seau un funcionallineal regular; u es de segundogrado síysólo sí existenpolinomios

b(n,x) , naO , tal que b(x)u~b*(n÷1,x)u (¡i#1> naO donde

n -1
b*(n~t.1,x)= H T~+í b(n+1,x)

j=O

DEMOSTRACION.

i) Si u es de segundogradocumple(1.5.)

En efecto ,sabemos que y1u(
1) =

,(b(x)=b(O,x)). 1.5.)

[(u<1))o~] .Sustituyendoen (1.4.).

y usando la Proposición 1.1.3. tenemos

b(x)u= -1 b(1,x) u(1)

Utilizaremos inducción.Supongamosquese cumple

n-1 -1

j=O

como b<n,x) u (n) = ~ -1n+1 b(n+1,x) u(n+l) , naO

n
b(x) u= fl ~ b(n+1,x)u(n+l) .b*(n+1,x) u(n+l)

j=0
naO.

u) Si u cumple <1.5.) , u es de segundogrado.

De la relación (1.5.) se sigue que

S[b(z)u](z)~S[b*(n+1,z)u(n+í)](z) .Aplicandoel Lema 3.1.1.Cap.1.

b(z)S(u)(z)+[uO
0b(E)](z)= b*(n+1,z)S(u(n+í))(z) + [u(n+í)00b*(n+1,t)](z) naO.

Usandola ecuación(4.12.) Cap.l.,deducimos
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(1)

Yn+ílb(z)S(u)(z)+[uoob(E)] <z)} = ~b*(n+1,z) (1)Pni(z)+Pn(z)S(u)(z)
+[u(n+l)00b*(n+1,E)j(z)

de donde se obtiene que S(u)(z) cumple una ecuación del tipo (1.1.)

o

Con objetodeobtenerunanuevacaracterizaciónde los funcionalesde segundogradonecesi-

tamosel siguienteresultadoprevio.

Pronosición 1.1.6.1[5411

Sea(1’ ¡ una S.P.O.M. conrespectoa u ((u%=1) y IRnln=ootra S.P.O.M.conrespecto

n nao

a y ((v0=1).Lasdossiguientesafirmacionesson equivalentes.

i) Existeun polinomio B(x) y un enterosaO tal que

n+r
BRn= 2 ~

j=n-5 ng j

naO >~n,n~A nas ,donde r=grado B(x)

U) ExistenpolinomiosB(x»’O y «x»’O tal queBu=c’v , congrado de‘i’=s

Proposición
o

1.1.7.

Sea
1~j’i’n=Ouna S.P.O.M.

íPn¡n=Oesuna sucesiónde segundogrado (el funcionallineal u correspondienteesdesegundo

grado)siy sólo si existenun polinomioB(x)y un enteros=0,tal que:

(1) n+r
BPn = 2 x .P.

j=n-s ng j

naO (1.7)

(1.6.)
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DEMOSTRACION:

Segúnla Proposición 1.1.6. laecuación ( 1.7.) equivalea Bu.=$u(1) , con grado de 4’=s.Pero

estaigualdadcaracterizaalos funcionalesde segundogradosegúnindica la Proposición 1.1.5.

o

Proposición 1.1.8

.

Un funcional de segundo grado esde Laguerre-Hahnsi se cumplela condición

2b(z)c fr) - b (‘z)c(z) O, con 144, cfr)y dfr) losmismospolinomiosqueen (1.1.)

DEMOSTRACION:

Derivando (1.1.) obtenemosb (z)S2(u)(z)+[2b(z)S(u)(z)+c(z)]S’ (u)(z)+c (z)S(u)(z)+d’ (z)=O

Multiplicando por 2b(z)S(u)(z)+c(z) y sustituyendo los valores

c(z)S(u)(z)+d(z

)

b(z)
[2b<z)S(u)(z)+c<z)j2 =c2<z)-4b(z)d(z)

(c2(z)-4b(z)d(z)]S(u)(z)+[2b(z)c (z)-W (z)c(z)]52(u)(z)+[c(z)c (z)+2b(z)d’(z)-2b’ (z)d(z)]S(u)(z)+

+c(z)d’ (z)= O,

o

Proposición 1.1.9.

Sea “u” un funcionalde segundogrado, susmomentoscumplenla ecuaciónen diferencias

n+p n+p n+q

> (Y ~~n(u). (u)~- ~ ckn(u)k=O ; naO , [b~=O ,ídi]
¡=0 j=i

y la condición

p
siendo b(x)=I b~x’

i=O

p-1 p-l
z(xb (u)~~)

¡=0 ~ j+1

q
(u). - >: ck(u)k=O

NO

q
; c(x)= > ci x~

¡=0

y S2(u)(z) = -

E
u
1
3
u
¡
u
¡
1
£
1
u
¡
¡
¡
3
u
¡
¡
u
1
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DEMOSTRACION:

Directamentede la ecuación(1.2.)

U

l.2.Pares primitivos

.

Trataremosel problemade la simplificaciónde las ecuaciones(1.1.) y (1.2.).Esclaroque la

ecuación(1.1.) sólo podrásersimplificadasi b(x) , c(x) y d(x) tienenmicescomunes.

Lema 1.2.1.<1541

)

Sea u un funcionad de segundo grado cumpliendo

<1.8.)

(1.9.)b2j’z)S
2(u)(z,>+c

2(z)S(u)(z)+d2(z%=0

Notaremoscon b(z) elntc.d. de Ji1 (z) y b2(4.Entonces, existenpolinomiosc(z)y d(z) tal

que ““cumple bfr)5
2 (u)(z)÷c(z)S(u)(z%¿.d(z)=O.

DEMOSTRACION:

De (1.8.)y (1.9.)obtenemos ( b
2c1-b1c2)S(u) +b2d1-b1d2=O

de donde b2c1-b1c2=O y b2d1-b1d2=0 . Si hacemosb1=bb*1 y b2=bb*2

b*2c1~b*1c2=0 y b*2d1~b*1d2=O ,como b*1 y b*2 sonprimos entresí

c1=cb*1 , c2=cb’~2 , d1=dlr1 y d2=db*2. o
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Proposición 1.2.1.U5411

La ecuación(1.2.) sepuedesimplificarsi y sólo si b(z) y c<’z) tienenraícescomunesy

,secumpleque <u, e c > - <u
2 O O Ji> —O para cualquier raíz “a” común a b¿’z) y c(z).

a ‘Ocx

DEMOSTRACION;

Sea b<x)=<x-a)b(x) , c(x)=<x-a)ca<x)

(8
0c)(x)=c(x)-a(60c)<x) 22.2 22(uO0b)(x)=(uO0b)(x)-a(u e0bQ(x)

=uc <x)-a(uO0c) (x)-(u
26

0b)(x)+a 2

(u
20

0b)(x)

Porotra parte (uO0c«)(x) - (u2e~b)(x)..90[uc -u
2Ooba](x)=

=i[(uc)(x)~<u2e
0bQ(x)-.cu,c> +.c u

2 O~1>]
(verLema 1.2.3.Cap.1.).

-<u2 ‘ OOba>

[(uc)(x)- <u2 0
0b)(x) - «u ,c> - <u

2 ‘ 0
0b>)]+<u,c>

=(x-a)d (x)+ <u ‘a - <u
2 ,0

00b>

1
[<uc)(x)- <u

2 6
0b)(X) >-cu

2con d<x)= - (cu,c«

n3 Nota: SeaC(x)= >2 c~ x3 .Entonces
j=O

n
[uC(xH(O)=>2c~<u)~=cu~ >2 c~x~ >

j=0 j=O

luego

Por otra parte (tOoC )<x)(0
00«C)<x) o
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Definición 1.2.1.

Un par b(z,>, c(z) queno puedasersimplificado(segúnProposición 1.2.1.)sedenomina

par primitivo.
o

Corolario 1.2.1.

El par primitivo es único.

DEMOSTRACION:

Se siguedel Lema 1.2.1.

o

1.3.Reducción de un funcional de segundo ruado a semidásico.

1.3.1.

Un funcional lineal u de segundo grado es un funcional lineal semiclásicoverificando

Dfl4x)u] + ‘Y (x)u =0 en dondec4x) = A (x) W(x)=-A ‘(x)-C(x)

A (x,)=b(xffc2¿’x)-4b(x)d<’x)1

C Cx)=2b(x)(b’(x)d(x)-b(x)dYx)J÷c(xflb(x)c’(x)-b’Yx)c(x)J

DEMOSTRACION

Seau funcionallineal de segundogradocumpliendo(1.1.) .Tenemosque

2b(z)S(u)(z)+c(z) = * [c2(z) - 4b<z)d(z)] 1/2 y 52<u)(z) =

Derivando(1.1.)

[-c(z)5(u)<z)-d(z)

]

b<z)

2b(z)S(u)(z)S(u)(z) +b’ (z)52<u)(z)+c - <z)S(u)(z)+c(z)S~(u)<z)+d <z)=0

Pronosición

la ecuación

(1.10.)

(1.11.)

<1.12.)

b(z)[2b(z)S(u)(z)÷c(z)]5<u)(z)+[b(z)c <z)-b’ (z)c(z)]S(u)(z)+[b(z)d’ (z)-b <z)d(z)]=0.
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E Multiplicando por [2b(z)S(u)<z)+c(z)]

b(z)[c2(z) Ab(z)d<z)]S <u)(z)+[-ccz)[b(z)c (z)-IY <z)c(z)]+2b(z)[b(z)d (z)-b - (z)d(z)]] S<u)(z)-

- 2d(zflb<z)c’ (z)-b - (z)c(z)]+c(z)[b(z)d - (z)-b - (z)d<z)] =0 (1.13.)

u que demuestra que u es semiclásico alsatisfacersu funciónde Stieltjesunaecuaciónafín

3 A (z)S’ (u)(z)=C(z)S<u)(z)+D<z)

A (z)=b(z)[c2(z)-4b(z)d(z)] , C (z)=2b(z)[1V (z)d(z)-b(z)d (z)]+ c(z) [b(z)c- (z)-b- <z)c(z)]

1 0 (z)=2d(z)[b(z)c’ (z)-b (z)c(z)]-c(z)[b(z)d <z)-b

De aquí se sigue que el funcional u verifica la ecuación D[Q(x)u] + ‘Y (x)u =0

en donde cdx) = A (x) , ‘Y(x)= -A - (x)-C (x).

3 Las ecuaciones(1.10.)y(1.11) son equivalentesa

3
(1.14.)

3
‘Y<x)=-y b(x)[c2(x)-4b(x)d(x)] -

3 Estudiaremosel problemainverso : dadoun par semiclásicoadmisible, (ver Definición

2.2.2.Cap.1.) ,¿bajoquécondicionesel funcional u correspondientees de segundogrado?.

I Proposición 1.3.2

.

E Sea u un funcionallineal semiclásicocumpliendola ecuación D(4’u%e’Yu=0.Para que
u seade segundogrado debenexistirpolinomiosp(x), b(x), c(x) y d(x) quesatisfaganel sis-

U tema

U p(x)0(x)=b(x)(c 2(x)-4b(x)d(x>j= b(x)M(x) ; M(x)= [c (x)-4b(x)d(x))u -(pCx> 44x>] -C(x)p(x>=-
7 b(x)It

2 ~4-4b%d(xfl ‘=- b%M’<’4 (1.15)

3 3

u
U
1
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p(x)D(x,>=2d(xffb(x)c - (x)-b - (x)c(x)]-c(xflb(x>d- (x>-b - (x)d(x)j= ~ [M (x)c(x)-2c- <x)M<x)]

U C(x)=-’t’(x)-’Y(x) ;D(x)=-(uOcDY(x>-(u0j4(x)

b(x)—0 , - 4b(x)d(x)#0 y d(x) = - 22E (uO0c)(x> (u 00b)(x)

E DEMOSTRACION:

Directamentede la Proposición 1.3.1.

1 Cumpliendoel funcionalu la ecuación b(z)S
2(u)(z)+c(z)S(u)(z)+d(z)=0.

• o

Nota: La aparicióndel polinomio p(x) sejustifica comosigue.Laecuación<1.13.)puedeserreducible,

es decir, los polinomiosA, C y O puedenNO serprimosentresí.Llamandop(x) asum.c.d. , 504(z)

I cumplela ecuación(A/p)S =(C/p)S+(D/p) , de dondese obtienela clasedel funcional.

Si partimosde un funcional semiclásicocuya función de Stieltjescumplela ecuaciónirreducible

3 A% =~S+D , y queremos comprobar su condición de segundo grado tendremos queusar,pues,las

I ecuaciones(1.15).

Ejemplos

.

Polinomios de Hermite Hn (x)

U Resolviendoel sistema<1.15.) tenemos

U p—b(c2-4bd)=bM
3

~
1V+2xp==4b(c2~4bdY=.7ltvf

-2p=2d<bc-b½)-c<bd-bd)=~M’c-2cM]

u
U
U
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d«~c)..<u2e2b) , M=(c2~4bd)=~ .Dedondeobtenemos

p b-3pb’+4xbp=O

n . m qU buscandosolucionesde la forma p<x)=>2 p~ x> b(x)= Y b~ x1 c(x)=>2 c. xi <1.16.)j=0 j=O j=01

U obtenemosque 4brPn=O <coeficientedel término de mayorgrado) , luego bm=O ~ p~=O Vn,m=0.

Identificando coeficientessesigueque b<x)=O ó p(x)=O.Conclusión:el funcional u correspondientea

los polinomiosdeHermiteno es desegundogrado.

U Polinomios de La2uerre

U De forma análogaa los polinomiosde Hermite,resolviendoel sistema(1.15.) obtenemosla

U
ecuación (-bp+3Vp-2bp)x+(2cx-1)bp=0 ,buscandosolucionespolinómicasde la forma (1.16.),

resulta bmPn=O <coeficientedel términode mayorgrado) , luego bm=O ~ ~n=0 Vn,maO.

U Identificandocoeficientesse sigueque b<x)=O ó p(x)=0.Conclusión:el funcional u correspondientea

los polinomiosde Laguerreno es de segundogrado.

(a,~)U Polinomios de Tacobi P (x)
n

Resolviendo(1.15.)

3 p(x2-1)—bM

3
-p~x2-1)-2px-(Ax+B)p=-

7bM

1(A+1)p=2d<bc’-b’c)-c(bd-b’d) = ~ [M’c-26M]

U a+~=A ,

¡ dedondeobtenemos

U
U
U
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2b(Ax+B)p+(x2-1)<3pb’-p’b)-2xpb=0
(1.17)

4b2(A+1)p+(x2-1 )<2pbc’ -p’ bc+b pc)-2xpbc=O

Buscandosolucionespolinómicasy siguiendola notaciónde (1.16.) ,concluimos

que sedebecumplir lacondición n=3m+2(A-1) , quees equivalentea

2n+1

a+p=AE( ~ u{—í}ujO)u l’4 , n -0,1,2,3,.. .Es unacondiciónnecesaria.
Estudiaremoslos siguientescasos:

1
i)paraa-p-- 2 tenemos (x2-1)(3b’p-pb)-4xpb=O

buscandosolucionespolinómicascomoen el ejemploanterior

3myipm-n brPm~4bwPm=O — n=3m-4. Una soluciónes ni=n=2. Resultando

3b
1p0-b0p1=O

2b1p1+6b2p0+4b0p0-2b0p2=O

b1p2+5b2p1+b1p0+5b0p1=O

4b2p2+2b1p1+6b0p2-2b2p0~

3b1p2-b2p1=0

Una solución del sistemaes b0=-1 ; b1=O ; b2=1 ; p1=O ; p2=4

p(x)—4(x
2-1) b<x)= <x2-1) ; c(x)= O

S(u)(z) cumple la ecuacióncuadrática (z2-1)S2(u)(z)-1=O siendopor lo tanto

el funcional u
-1 -1

correspondientea~t ‘1 > de
n

segundogrado satisfaciendo (x2-1)u2—O

de donde

d(x)=-1.

(u2)
1=O
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ii)Paraa-~ = 1-7. (1.17.) resulta

(x2~1)<3pbtpb)=O

Eb2p+(x2-1)(2pbc-p bc+b - pc)-2xpbc=O.

Buscandosolucionespolinómicasy estudiandoel términode mayor gradoen la primera de las

dos últimasecuacionestenemosque 3m-n=0 .Una soluciónes nz.m=0 ,o sea, b=b
0y p=p0.

q
Sustituyendoen lasegunda y haciendo c<x)= .Y c~ x

1 sededucequeq=1 , c(x)=c
1x-i-c0.Dedonde

J=o

y p0=l6.

11
El funcional “u” correspondientea J<2 2> es de segundogradocumpliendola ecuación

n

u
2—4x2u , (u)

1=O y la correspondientefunción de Steiltjes S
2+4zS+4=O.

c
0=0 ,b0=1 ,c1=4

1iii)Para - 2 1
2 <1.17) resulta

-2bp-i-(x
2-1)(3pW-p b)-2xpb=0

Una solución es n=m=1 , p(x)=p
1x+p0

p1=4.EIfuncional “u” correspondientea

b(x)=b1x+b0 , siendo

1 1
p<7 7~ esde segundogrado
n

b1=1 ,p0=-
4

cumpliendola ecuación

(x-1)u2—2x(1-x)u
1

,

y la correspondientefunción de Steiltjes

(z-1)S2+2( 1-z)S-2=O.

1
iv)De forma análogapara P<2

1
7)

n=3m-2.

se obtiene
n
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(x+ 1)u2 =2x(x+ 1)u
1
2 ; (z+1>S2+2(z+1)S+2=O

siendopor tanto de segundogrado.

Nota: Lospolinomiosde Tchebychevde
1a, 2a y 3aespeciesontratadoscondetalle en [25].

Polinomios de Bessel. B(a>

n

Resolviendo(1.15.) tenemos

px
2=bM

3
-(px2f-[2frz-1)x-i-2]p = - —bM’2

1
p<2cz-í) = ~( M½-2cM) de donderesulta

(p - b-3b’p)x2 +2bp [ l-2<a-l) ]x -4bp =0 , buscandosolucionesde la forma (1.16.)y empezando

por evaluarel términodegrado ceroobtenemosb
0=O 6 p0=0.Si b0=0,dividiendo porx, volviendo a

evaluarel términodemenorgrado resultab1= O. Iterandoel procedimientoconcluimosque

b(x)=0.Analogamente,si suponemosp0=0 , deducimosp(x)=0.

El funcional u correspondientea los polinomiosde Besselno es de segundogrado.

o

ProposicIón 1.3.3

.

Las ecuaciones (1.15.) son equivalentes a

<s.IL )2..4 dOc) — 1
b(x) b(x) f(x)
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c(x

)

b<x) =g<x)

2
d(x)=(uO0c)(x)-(u

20
0b)(x)

f(x)= A [ exp

g(x)= exp

‘t’(x)+4«x) dx ¡J
W<x)+4V (x

)

0(x) dx exp
‘Y(x)+0 (x

)

0(x) dxJ 0(x)

(A y B constantes>

DEMOSTRACION:

El sistema(1.15.) puedeserintegradocomosigue.De(1.15.) tenemos

p(x)0(x)=b<x)M(x)

p(x)PY<x)+ct< (x)]=b - (x)M(x)- <1/2)b<x)M- (x)

Eliminandop(x) obtenemos

Mix) ~}4 ‘V<x>+4’ix

)

2M<x) + b(x) 0(x)

c(x) __________

0(x)
c(x) 2D(x)
b<x) 0(x)

Integrandoambasecuaciones

A[ exP{f ‘Y(x)+Oix) dx) ~20(x)

exp if ‘P<x)+4«x) dx) LiB+f ‘l’<x)+0’ (x

)

exp ¡-f «x> ARI& dx]dx) 0(x)

dx]

b¾x

>

M (x)

c(x

)

b< x)

<1.18.)

El
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Nota: De O[0(x)u] + ‘P(x)u =0 si w<x) es unafunciónde pesoasociadaa u , tenemos

ct’<x)p (x)w(x)dx ‘V(x)p(x)w(x)dx =0 , V p(x)eP siendow<x) la

correspondientefunciónde peso.lntegrandoporpartes

(0<x)w(x)) - + ‘P(x)w(x)=O dedonde
w(x)

Sustituyendoen (1.18.) obtenemoskw2(x)= M (x

)

b2<x)
De aquídeducimosque w2(x) debe

serunafunción racional.Porejemplo , si buscamosquefuncionesde pesode los polinomiosde

Jacobi [w(x)=<1-x)«(1+x)~], conducenafuncionalesde segundogrado , unacondiciónnecesaria

esque 2aEZ y 2~eZ.

Además , unacondiciónsuficienteseseguidadel hecho de que

c(x) = exp {-Ln w(x) 1 [B+f 20(x) 1
exp{Lnw(x)} dx ]= [B+f0(x) w(x)

2D( x

)

w<x) dx]=
0(x)

21Xs)w(s) ds = ‘-9—j~ +f 20(s) (1~s)2Q(1+5)2~ )1/2 ds
w(x)~f

cdx)

debeserunafunción racional.
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2.FSTABILIDAD DE LOS FUNCIONALES DE SEGUNDO GRADU

2fl.Trasl2ciones y hnmotccias

Pronasición

<rl 211.

2.1.1.

Sea u1—(hl/a o r u , y sean S(u1)y S(u) las respectivasfuncionesde Stieltjes .Se cumple

a S(u)(azep> o equivalentemente
1 z-l3

S(u)fr)= S(u1)ht

DEMOSTRACION:

Partiendode las siguientesexpresionesde fácil demostración

i) —

dxn
(1-axf

1 = n! an u~ax)-(n+l) n~0

1
u) (uí)n «n

k=O

iii) Si p(x)= Y pnxn
n~0

dkp(x) _

dxk Y
nak

xi!

(n-k)! pnxnk

deducimosquesi

<uí)n

- Y “r
naO Z

1~ Y
naO

1

y S(u
1)(z)=- >2

naO zfl+í

xi

Y ki(flkt p) <u) 1

(2.1.>
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n n1 1 (f/a)n>2z naO k=O k!(n-k)l (u)k (~z)k zn-k

(u)k
1 >2

n=k

______ dk

k!(~pz)k d(1/z)k nL

(u)k
—y (.f~/~)k
(-~z)

1
z k~O

(1+ ~/azy(k+í)

dk 1

kU~pz)k d(1/z)k ~/a
z

(u)k
1

=a S(u)(az+fl.
lc=O

Pronosiclón 2.1.2.

Sea u
1= Ch1,, o y u .51 u es un funcionaldesegundogrado u1 tambiénes de

segundogrado, cumpliendola correspondíentefunción deStieltjesla ecuación

b*(z)5
2(u

1)(z)+c*(z)S(u1)(zhd*(z)=0 siendo

b
t(z>n ~-r íuazq> 1 d*(z)=a2rd(az+$>

b(4, c<’z) y d(z) lo& polinomiosdefinidosen (1.1.) y “r” elgrado de b(z).

DEMOSTRACION:

Sustituyendo

a

1
+c(zt S(u

1)t—)+d<z)=O

b(az+~)S
2(u

1)(z)+c(az+p)aS(u1)(z)+a
2dfrzz+p)=0

dividiendopor czr donde , r=gradode b(z) ,seobtiene el resultado.

1

lcaO

1

(fAz ~n
~n-k =

o

o
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2.2.Co-recursividad . co-dilatación y co-modificación

u Proposición 2.2.1

.

Seau un funcionaldesegundogrado yseau* el funcionaldefinidoen 4.2.1.Cap.L(polinomios

U co-recursívos).EI funcional u* tambiénes desegundogrado.

DEMOSTRACION:

¡ Usandola ecuación(4.13.)Cap.l. se deduceque si S(u)(z) ,función de Stieltejesrelativaa u,

cumplela ecuación b(z)52(u)(z)+c(z)S(u)(z)+d(z)=0, S~<$ufl(z) ,función de Stieitjesrelativa

1 au*, cumplela ecuación b*<z)S~k(u*)(z)+c*(z)SHk(ufl(z) +d*<z)=O , siendo

¡ b*=bD2~cDC+dC2 c*=~2bDB+cBC+cDA~2dAC ; d”~=bB2

con A, B , C y O los polinomiosdefinidosen (4.13)Cap.Lu u

¡ Proposición 2.2.2

.

Sea u un funcional de segundo grado y sea u• elfuncionaldefinidoen 4.3.1.Cap.L(polinomios

1 co-dilatados>.EIfuncionalu• también es de segundo grado.

E DEMOSTRACION:

Igual queen Proposición 2.2.1.con A, B, C y D los polinomiosdefinidosen <4.16)Cap.l.

• o

I
Proposición 2.2.3

.

Seau un funcionalde segundogradoy seau0 el funcionaldefinidoen 4.4.1.Cap.L(polinomios

E co-modificados) .EI funcional u también es desegundogrado.

¡
1
E
u
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DEMOSTRACION:

Igual queen Proposición 2.2.1.conA, B , £ y 0 los polinomiosdefinidoses (4.l8)Cap.l.

o
2.3.Suma de una masa de Dirac y de la derivada de una masa de Dirac

.

Proposición 23.1.

Seau un funcionaldesegundogrado.Entonces u =u+,u% tambiénesde segundograda

DEMOSTRACION:

La relaciónentrelas correspondientesfuncionesde Stielljes vienedadaen el Teorema 1.1.1.Cap.

IlI.Luego si S(u)(z) cumplela ecuaciónb(z)S2(u)(z)+c(z)S(t*)(z)+d(z)=0 S~S(u)(z)cumple

b*<z)S2+c*(z)S+d*(z)=0 siendo b*=b(z~c? c*=2!±b(z~c)+c(z~c)Z

Porposicion

Seau un funcionaldesegundogrado.Entonces u =u-i-g Y tambiénesde segundogrado.

UEMOSTRACION

La relaciónentrelas correspondientesfuncionesde Stielsjesvienedadaen el Teorema

2.1.1.Cap.lll.Luegosi S(u)(z) cumplela ecuación b(z)S2(u)(z)+c(z)S(u)(z)+d(z)=O, 5 = 5< u )(z)

b*(z)S2+c*(z) 5 +d~(z)=0 siendo b*=b(z~c)4 c*=~2itb(z~c)2+c<z~c)4

2.3,2.

y

o

cumple y

o
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2.4.MuItlplIcaclón var polinomios

.

Pronasición 2.4.1.

Seau un funcionaldesegundogradoy seay =p(x)u.Enroncesvesun funcionaldesegundo

grado verificando la correspondientefunción de Stieltjes S~(z)=S(v)(z)la ecuación

b(z)S~2(z)+(cp-2bq)(z)S~(z>+(bq2-cpq#9d)(z)=0 siendob(z), c(z) , d(z) lospolinomios

definidosen (1.1)y q(z)=(uO
0p)(z)

DEMOSTRACION:

Nota:Efectuaremosla demostraciónde dosformasdiferentes,a travésde la función de Stieltjesy según

n
la ecuaciónfuncional.Porotra parte si p(x)=>2 p1 xl entonces

$o

n

j=O
<u).

i)Usando la función de Stieltjes.

n
~

5v<z)=S(pu)(z)= nO ~m+í =S(u)(z) p(z)
n j-1

j=1 k=O
(u)k zPkJ~~.p(z)s(u)<z)+q<z)

siendoq(z)=
n
Y

j=1

j-1
p~ >2 <u)k z34-1 ...(ue

0p)<z),véase[17]..Sustituyendoestarelaciónen (1.1.) se
k=0

concluyela demostración.

u> A partir de la ecuaciónfuncional . En estademostración usaremoslos Lemas 1.2.2. , 1.2.3.

1.2.4.y 1.2.5.Cap. 1.

Seau cumpliendo (1.2.>.Multiplicandopor 9(x)

bp
2u2-xpcpu=0
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¡ bp[(pu)u+x (uO0p) u] -xcpv=0.Estoimplica que

b[ (pu)
2+x(ue

0p)pu]+bpx(uO0p)u-xcpv=O, o, equivalentemente

¡ b y
2 - x(cp-2bq)v=O . Cumpliéndose<y2 , %b>-<v ,cp-2bqD’=O

¡ Nota: y2.=(pu).(pu)—p2u2-2xqpu

U o
2.5.Estudio del funcional “y” cumpliendo <x-u)v=uu. a.í. E C . siendo u de seflundo

¡
U Proposición 2.5.1

.

~i u esun funcionalde segundogrado,y cumpliendo (x-n)v=gu.a,~eC, esde segundo

¡ grado.Lacorrespondientefunciónde StieltjesS*(z)=S(v)(z> verifica la ecuación

bCz~a)2S~f2(z)#(2b+pc)(z~a)S*(z)#(b+gc#p2d>~0

siendob(z>, c¿’z) y dÚO lospolinomiosdefinidosen (1.1.)

U DEMOSTRACION:

Se sustituyeen (1.1.) la ecuación (3.2.) del Cap.lll.

U ___

2.6.131 funcional ,~ 1

I Proposición 2.6.1

.

Seau un funcionalde segundogrado.Entoncesu1 tambiénes desegundogrado.

DEMOSTRACION:

U De S<uv)=-zS(u)S<v) [ver Lema 3.1.1.Cap1.] , tenemosS<uw1)—S(8)—-(1/z)=-zS(u)5011)

1

de dondeS(u)=z2S(w1) Nuevamentesi 5(u) cumplela ecuación b(z)S2(u)(zfl-c(z)S(u)(z)+d(z)=O

U 5(W1) cumple b*(z) 5 2(Wb+c*(z) 5 (u1)+d*<z)=0 , siendo b*=z4d ; c*~z2c y d*=b.

u

E
U
U
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2.7.Eiemplos

Perti ¡aciones a los polinomios de Tcbebvcbev de segunda especie

Seau el funcionalcorrespondientea los polinomios
11

p
n

) y S<u)(z) la función

de Stieltjescorrespondiente.Se cumplenlas siguientesecuaciones:

DUx2-1)u]-3xu=0

u2—4x2u (u)
1=0.

Sea{Pn)n~O la S.P.O.M.correspondientea u.Efectuemoslas siguientesperturbaciones:

i) Una modificaciónúnica en el coeficiente ,segúnDefinición 4.2.1.Cap.1. , k=0.Sea u*

el funcionalcorrespondientea la nuevafamilia de polinomiosortogonalesy 5 la función de Stieltjes

correspondiente.5
2

cumple (1-4~¿z+41t
2)5 ~

0+4(z-2Ñ 5

ii)Una modificación únicaen el coeficientey 1 segúnDefinición 4.3.1.Cap.1. k=1.Seau• el

funcional correspondiente a la nueva familia de polinomios ortogonales La función de Stieltjes

correspondienteAsí cumple [A
2+4z2<1-MJ

2
~Sí+4z<2-A)~ +4=0 y u• cumple

D1<x2~1)[X2+4z2( 1-A)] u• }-3x [X2+4z2<1-M]u•=0

iii)lJna modificación en el coeficiente~ y en el coeficientey
1 segtinDefinición 4.4.1.Cap.1.

k=1.SeaiC el funcionalcorrespondiente a la nuevafamilia de polinomiosortogonalesy ~ la función

2
b*<z) xS~í+c*(z)xS~í+d*(z)=O siendode Stieltjes correspondiente.~ cumple
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U b*= ~ixx3+4!tX+í 2 _

4 ~16

U ct— ~.2 t22+ ~ +4) x+y

• 1

iv) Suma de una Delta de Dirac. u =u-~- ~~6c.Secumple:

<z-c)2s2+[2Mz-c)+4z(z-c)2] S+~t2+4~jz(z-c)+4(z-c)2J=0

3 y) Suma de la derivada de una Delta de Oirac. u =u+ ~ c .Secumple:

U (z-c)4S2+ [-2g(z-c)2+4z(z-c~1] S+ht2+4itz(z-c)2+4(z-c)4]—O

U
U
U
U
U
3
U
1
U
U
U
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U 3.1.Reducción

U Seau un funcionallineal regularde Laguerre-Hahn.Lafunciónde Stieltjes correspondiente
cumplela ecuaciónde Riccati

U 0(z)S (u)(z)= B(z)52<u)(z)+C<z)S(u)<z)+D(z) (3.1.)

E
según la Definición 1.1.1. Cap.ll.

Estudiaremosbajoquécondicionesla funciónde Stieltjescumpleunaecuacióncuadrática

de la forma

b(z)S2(u)(z)+c(z)S(u)(z)+d(z)=O (3.2.)

E siendo el funcional u de segundogrado y porconsiguientesemiclásico.

U Proposición 3.1

.

Seau un funcionaldeLaguerre-Hahncumpliendola función de Stieltjescorrespondientela

ecuación(3.1).Siexisten b(x), c(x) , d(x) yp(x)polinomiosde coeficientescomplejosqueverifi-

U quenel sistema

3 c2(x)-4b<’x)d(x)=cqx)p(x)

-2b(xffb1x)d(x)-b(x)d(x)J-c(xfl’b(x>&(x)-b jx)c(x)J = (c(x)B(x)-b(x)C(x)Jp(x> (3.3.)

-2d(xffb(x)cjx)-b (x)c(x)J-¡-c(x)Ijb(x)d7x)-b Yx)d(x)J= [d(x)B(x)-b(x)D(x)jp(x)

22

U d(x)=(uO
0c)(x)-(uO~

u cumple la ecuación (3.2.) siendodesegundogradoy por tantosemiclásico.

U
Sustituyendoen (3.1.) el términoen S

2(u)<z) dadopor <1.12.)obtenemos

b(z)0(z)S’(u)(z) + [-b(z)C<z)+c(z)B<z)]S<u)(z) +[-b(z)D(z)+d(z)B(z)]=O (3.4.)

U Comparando<3.4) con (1.13.)obtenemosel sistema<3.4.).

o

U
U
E
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3.2.Eiemplos

3.2.1.Asociados de orden uno a los polinomios de lacobi

La función de Stieltjescorrespondienteal funcional uU> asociadode ordenuno a los poli-

nomiosclásicosdeJacobicumplela ecuación

2 4(cz+1)(~+1)(a4+1) 2
(z -1) 5’ (u(’))<z) 2 <u(’h<z> +[ («4+2)

(a+p+3)(a+p+2)

22

(a -~

2 (p2) ~ S(u(’))(z) + («4+3)

Paraqueu(l) seade segundogrado,portantosemiclásico, debenexistirpolinomiosp(x),

b(x) , c(x) y d(x) quecumplanel sistema

c2(x)-4b<x)d(x)-1x2-1)p(x)

-2b(x)[b - (x)d(x)-b(x)d - (x)]- c(x)[b<x)c’ (x)-b (x)c(x)] = ¡(A+1h
1c(x)-[(A+2 )x-A%Jb(x)Jp<x)

-2d(x)[b(x)& <x)-b (x)c(x)]+c(x)[b(x)d (x>-b (x)d(x)] = [(A+lS1d(x)-(A+3)b(x)]p(x)

«-ji 4(a+ 1) (ji+ 1)
h (cz+ji+2)

2(a+ji+3)

Buscaremossolucionespolinómicashaciendop(x)=1.

(x2-1)b +[(A-i-1)x-Aji
0]b

Resolviendoel anterior sistematenemos d=<c
2-x2+1)/4b , c =

(A+1fl
1

2(x
2-1)2bb- - -(x2-1)2b’ 2 +2x<x2-1)bb’ +[-(a+p+1)2x2+2(a+p)(cz-.ji)x+2(a+ji+1)-(a--ji)2]b2+

+(a+p+i>2<x2~i)yk=0. (3.5.)

En primer lugar veremos que la ecuación (3.5.) no admite solucionespolinómicas de
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gradon=1.

n
Supongamosqueexistealgunasoluciónde la forma b=>2 b~ x’

i= 1

cientedel términode mayorgrado (2n+2) , obtenemos

n=1.Estudiandoel coefi-

dedonde

n+a+p+1=0 (falla la regularidad)

n-a--p-1=0

Porotra partelos gradosde los polinomiosc(x) y d(x) sonrespectivamenten+1 y n+2 .Peroel

polinomio d(x) debeserigual a (u<1)e0c)(x)~(u(1)2e~b)<x) y sugrado smáx(n,n-2)sn , de aquí la

imposibilidad de que la ecuación (3.5.) tengasolucionespolinómnicasde gradon=1.

Busquemossolucionesde la forma b=b0—0.Según (3.5.) se debecumplir

2

<3.6.>

(3.7.)

(3.8.)

De (3.6.) tenemosque (a+p+i)=0 ó b0=±y1.Excluimosel caso(a+ji+1)=0 puesparaestos

valoresdeay ji los polinomiosasociadosde orden unoa losclásicosdeJacobiNO SON DE

LAGUERRE-HAHN.

De (3.7.) , a-ji ó a--ji

1 1 1
De (3.8.) ,si«-ji —«4=7 ; sic--ji ~a=7 .W=-7

1«4=7

1

1 1
ó «7 ~ji”’2

1
(tomaremosprimeramenteb0=~

c(x)=x , d(x>=1



134

S1—S(u(
1))(z) cumple la ecuación

2
5

1+4z51+4=O.

11
[P(2’2>](1) SON REDUCIBLES A SEMICLASICOS al ser su funcional lineal correspondiente

n
u

0-) un funcional de segundogradocumpliendola ecuación D[(x2-1)u(1)]-3xu<1)—O

11
que ~ 2>)(’>=.

n
i9~4)]

n

1
.Con

y concluyendo

seobtienenlos mismosresultados.

1 1u) «=7 ~P=-7

1 1

110=7

c(x)=x ,

5í— ))(z) cumplelaecuación

[P<2’2>]<1) SON REDUCIBLESA

2
S

1+4zS1+4=O.

SEMICLASICOS al sersufuncional lineal correspondiente
n

un funcionalde segundogradocumpliendolaecuación D[<x
2-1)u(í)]-3xu<í)--O ,concluyendo

nuevamenteque
n n

1 1
iii> «=-7 1 ji=

7 Se obtienenlos mismosresultadosqueen u) [P<2’ »j(1L
n

,(véase[25]).

[P<2~2)]

n

o
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3.2.2.. Estudio del funcional u cumpliendo xu=v . siendo y el funcionlil

correspondiente a los polinomios
11

[l’<2’2>] (x)
n

En esteejemploestudiaremosun funcional de Laguerre-Hahndeclase s=2 quees

reducibleasemiclásico.

11
Seay el funcionalcorrespondientealos polinomios [P<2’2>](x)

n
~(‘> asociadodeorden uno

cumple v(1)—v , siendopor lo tantoy un funcionaldeLaguerre-Hahn.Larespectivafunciónde Stieltjes

satisfacela ecuación (z2~1)S (z)= ~

Por el Teorema3.1.1.Cap.III u—,c’v+8 es un funcionalde Laguerre-Hahnde clases=2 y su

función deStieltiescumple 1 S*2(z) +(2z2+z-4-1)z(z2-1)S”’iz)=
7z

2
9

Siz) + (3z+
7)

Aplicando las formulas(3.3.) obtenemos

x(x
2-1)p =c2-4bd

-2bW d-bdi-c[bC-b’c]=p[j c z2-b(2z2+z+1)]

-2d[b&-lYc]+c[bd’ -b’ d]=p 1

[~z2d~b(3z+j]

Tomandop(x)=p
1x + p0 el sistematienesolucionespolinómicasresultando

p=16x , b=x
2 , c=2x(2x+1) d=4x+5

El funcional u es de segundogradoy semiclásico.La correspondientefunción de Stieltjes
cumple

laecuación z2S’~2(z)+ 2z(2z+1)S*(z) +<4z+5)=0
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PROBLEMASABIERTOS

.

1 En [8] sehadescritola familia de polinomiosseniiclásicosde clases1 analizando

las ecuacionesdistribucionalescanónicasquesatisfaceel correspondientefuncional.

También , sehandadorepresentacionesintegralesparalos mismos.Parecenatural, tratarun

problemasimilar en el casode polinomiosdeLaguerre-Hahnde claserl

A lo largodela presenteMemoria(básicamenteen los capítulosII yfll) hemos

dadoalgunosejemplosde dichosfhncionalesgeneradospor perturbacionesen la relaciónde

recurrenciay adición defuncionalesdiscretos (deltasdeDirac y derivadasdeellas).

2.Seha probadoen el capítulo IV que la condición necesariaparaque el flrncional

de Jacobi u(aA) sea de segundogrado , es que a+pe{±2fl2+1}.~{~.i}u{Oi}’u N

,n=O,1,2,3,..y sehanestudiadoalgunoscasosparticulares(w1V4I2, crfr-112, c¿r-f3=112,

a=-fr~-1I2).Comoun trabajofuturo planteamossi estacondiciónes tambiénsuficiente.

3 .Obtenerrepresentacionesexplicitasparalosflrncionalesco-recursivos,co-

dilatadosy co-modificadosentérminosde los iniciales.Asi mismo,en los casosdefinidos

positivosestudiarlas correspondientesrepresentacionesintegralesenla líneadesarrollada

porJ.Letessier([36) y [37])en casosparticulares.



137
BIBLIOG RAFIA

[1] .ALVAREZ-NODARSE R. ,MARCELLAN F.”A generalizationof the classicalLaguerre
polynomials“.Rend.Circ.Mat.Palermo.

[2] .ALVAREZ-NODARSE 11. ,MARCELLAN F.”A generalizationof the classicalLaguerre
polynomialsII.Zeros, secondorderdifferentialequationand a three term recurrencereíation.”
Applicable Anal.En prensa.

[3].AL-SALAM W., CHIHARA T.S. “Another characterizationof the classicalorthogonal
polynomials”. SIAM J. Math. Anal. 3 (1) <1992) , 65-70.

[4].ASKEY R. WIMP J. “AssociatedLaguerreandHermitepolynomials”.Proc.Royal Soc.
Edimb. 96 A (1984) , 15-37.

[5].BEGHDADID. “Sur qelquesformesde seconddegréetleur inverses”.Thésede
Doctorat.Univ.Pierreet Marie Curie.Paris,( 1995).

[6].EEGHDADID. , MARONI P.”Seconddegreeclassicalforms’~A paraitre.

[7].BELMEHDI 5. “Formes linéaires etpoíynamesorthogonauxsemi-classiquesde classe
s=1.Descriptionet classification”.Thésede Doctoratd’Etat.Univ. Pierre et Marie Curie.Paris
<1990). linear functíonalsof classs=1.Classificationandinte-

gral 3 (1992) , 237-275.

[9].BELMEHDI5. ,MARCELLAN E. “Orthogonalpo)ynomialsassociatedto somemodificationsof
a linear functional”.Applicable Anal. 46(1) (1992), 1-24.

[10]. BERNARDI C , MADAY Y. “Somespectralapproximationofmonodimensionalfourth order
problems”.Sometido.

[11].BOCHNER5. “ UberSturm-Liouvilleschepolynomsysteme”.Math. Zeit. 29 (1929) , 730-

736.
[12].BOUAKKAZ H. “Les polynS’mesorthogonauxde Laguerre-Hahnde classezéro”.Thése de

Doctorat .Univ. Pierreet Marie Curie.Paris , (1990).

[13].BOUAKKAZH., MARONI P. “PolynSmesorthogonauxde Laguerre-Hahn”.EnOrthoeonal
Polvnomialsandtheir aDDlications.C.Brezinskiet al. Editors.Annalson ComputingandAppl. Math.
Vol. 9j.C.BaltzerAG. , Basel , 1991 , 189-194.

[14].BIJENDIA E. ,DIBHESA J.S. ,GALVEZ lkJ.”The distribution of the zerosof thepolynomia)
eigenfunctionsof ordinaiy dífferentialoperatorsof arbitraiy orden”En Ortbo~onalPolvnomialsand

U their Apnlications. M.Alfaro et al. Editor s. Lecture Notes in Mathematics. Vol. 1329 , Springer-
Verlag, Berlin 1988 , 222-235.

[15).CHIHARA T.S. “Qn co-recursiveorthogonalpoiynomiais”.Proc.Amer.Math.Soc.8(1957),
899-905.



138

[16].CHIHARA T.S. “An introduction to orthogonalpolynomials”.Gordonand Breach New. York,
1978

[17].DEUTSCHE. “The variation of fue eigenvaluesofa real symmetrictridiagonalmatrix
upon che variation ofsomeoffrs elements’tLinear andMultiuinearAlgebra 9 (1980), 51-62.

[18].DINI J. “Sur les formeslinéaires eL les polyn&mesorthogonauxde Laguerre-Hahn”.Thése
de Doctorat .Univ. Pierreet Marie Curie.Paris , <1988).

[19].DINI J. , MARONI P.”Sur la multiplication <Pune formesemi-classiquepar un
polyn8me”.Publ.Labo.Anal. Num. n0 88007.Univ.Pierreet Marie Curie. C.N.R.S.Paris ,(1988).

[20].DINI J. ,MARONI P , RONVEAUX A. “Sur uneperturbation de la récurrencevérifiéepar
une suitede polyn8mesorthogonaux”.PortugaliaeMatb.Vol. 46 Fasc.3 (1989),269-282.

[21].DINI j. ,MARONI P. “La multiplication <Pune formelinéairepar unefraction
r-adonelle.Applicationauxformesde Laguerre-Ilahn”.Ann.Polon. Mali. <1990),175-185.

[22].DZOUMBA J. “Sur les polyn8mesde Laguerre-Hahn”.Thésede Doctorat .Univ. Pierrea
Marie Curie.Paris , <1987).

[23].FAVARD J. “Sur les polynAmesde Tcluebichev’~C.R.Acad.Sci. Paris 200 (1935) , 2052-

2053.
[24].FREUD G. “Orthogonalpolynomials”.PergamonPress.Oxford,(1971).

[25].GAUTSCHIW., LI S.”A seroforthogonalpolynomialsinducedby a givenortliogonal
polynomial”.Aeq.Math. 46 (1993), 174-198.

[26].GUERFIM. “Les polyn8mesde Laguerre-Hahnafflnesdiscrets”.Thésede TroisiémeCycle,
UniversitéPierreet Marie Curie.Paris,(1988).

[27].HAHN W.” UberdiejacobiscluenPolynome¡mdZwei VermandtePolynomklassen”.Math.
Zeit 39 (1935) , 634-638.

[28].HAHN W.” Uberdifferentialgleichungenfiir orthogonalpolynome”.Monat. Math.95
(1983) , 269-274.

[29] .HAYDOCK R. “The recursivesolution of fueSchrodingerequation “.ln Solid State Physics.
Acad.Press.New-York Vol. 35 (1980) , 215-294.

[30].HENDRIKSENE. , van ROSSUM H. “Semi-classicalorrhogonalpolynomials”. En Polvn8mes

Orthogonauxet Aoo!ications C. Brezinski et al. Editors. LectureNotes In Math. 1171.Springer
Verlag, Berlin 1985, 354-361.

[31].HENDRIKSENE. ,van ROSSUM U. “A Padé-typeapproachro non-classicalorthogonal
polynomials “. J. Math.An. Appl. 106 (1985) , 237-248.

[32].KWON K.H. , KIM S.S. , HAN S.S. “ Ortluogonalizingweíghtsof Tchebychevsasof
polynomíals”. Bulí LondonMath.Soc. 24 (1992) , 205-220.

[33].KRALLH.L.”On orthogonalpolynomialssatisfyinga certain fourth orderdifferentia¡
equation.’ThePennsylvaniaStateCollegeBulletin 6 (1940) , 1-24.



139

[34).KRALL H.L. , FRINK O. “A new class of ortbogonalpolynomials meBessel
polynomials”.Trans.Amen Math. Soc. 65 (1949) >100-115.

[35].KRALL A.M. “Orthogonal polynomíalsthroughmomentgenerating functionals”.SIAMj.
Math.Anal. Vol. 9 (4) (1978), 600-602.

[36].LETESSIERJ.”On co-recursiveassociatedLaguerrepolynomíals”.Journal of Comp. and
Appl. Math. 49, <1993), 127-136.

[37] LETESSIERJ. “SomeresulLs on co-recursiveassociatedLaguerre andJacobipolynomials”.
SIAM. J. Math.Anal. 25 (2) (1994), 528-548.

[38].LOPEZG.”ConvergenceofPadéapproximantsofStie¡tjes typemeromorphicfunccionsand
comparative asymptotic for orthogonalpolynomials”.Math.USSRSb. 64 (1989), 207-227.

[39].MAGNUS A .“ RiccatiAccelerationofJacobicontinuedfractionsandLaguerre-Hahn
orthogonalpolynomials”. Lect. Notes in Math. 1071.Springer Verlag ,Berlin 1984 ,213-230.

[40].MARCELIAN F. , OPRESA j.S. , RONVEAUX A. “On orthogonalpolynomialswith
perturbedrecurrencerelations”journalof Comp.andAppl. Math. 30 (1990) , 203-212.

[41].MARCELLANE. , MARONI P. “Sur Kadjonction<Punemassede Dirac á une forme
régulíére et semi-classique”.Ann.di MaL Puraed Appl. 4(162) (1992), 1-22.

[42].MARCELLAN E. , PETRONILHO j. , BRANQUINHO A. “Classical orthogonal
polynomials.Afunctional approach“.Acta AppI. Math. 33 (1993)>283-303.

[43].MARCELLANE. , PETRONILHO j., BRANQUINHO A. “Qn inverseproblemsfor orthogonal
polynomials(I)”j. of Comp.andAppl. Math. 49 <1993),153-160.

[44]. MARCFLIAN F., PRIANESE.”Ortbogonalpo¡ynomialsandStieltjesfunctions:The
Laguerre-Hahncase”.Ren.di Matematica.Roma.Enprensa.

[45].MARONI P. “Une généralisationdu théoremedeFavard-Shohatsur lespolynames
orthogonaux”.C.R.Acad. Sci. Paris 293 (1981) , 18-22.

[46].MARONI P. “Sur quelquesespacesde distributionsqui sontdesformeslinéaires sur
Uespacevectorieldespolynó’mes“. En poívnamesOrthogonauxetAnolications.C.Erezinskiet al.¡
editors. LectureNotes in Math. Vol 1171. Springer-VerlagBerlin 1985, 184-194.

[47].MARONI P. “Sur la suiteassociéeá unesuitede polyn8mes”.Pubí. du Labo. Analyse
Numérique, CNRS 86012, Paris (1986).

[48].MARONI P. “Prolégoménesá Pétudedespolyn8mesorthogonauxsemiclassiques”.Ann.di¡ Mau Pura ed Appl. 4 (149) (1987) , 165-184.

[49].MARONI P. “Le calcul desformeslinéaireseL lespolynBmesorthogonauxsemi-u classiques”.EnOrthoeonalPolvnomialsandtheir Aovlications.M.Alfaro et al. eds.LectureNotes InMath.Vol. 1329. Springer-Verlag,Berlin <1988),279-290.



140

[50].MARONI P. “Sur la suite depo)yn6’mesorthogonauxassociéeá la formeu—O +x(x-cy’L”.
cPeriod. Math. Hung. 21 (3) (1990),223-248.

[51].MARONI P. “Une théoriealgébriquedespo¡ynCmesorthogonaux Applicationsaux
polyn&mesorthogonaux sem¡-classiques”.EnOrtho~onalPolvnomialsandtheir Aonlications

.

C.Erezinskietal. Editors.Annalson ComputingandAppl. Mathematics.Vol.9 .J.C.BaltzerAG. ,Basel

[52].MARONI 1’. “Variations autourdespolyn&mesorthogonauxclassiques“. C.R. Acad.Sci.
Paris u 313. Série1 (1991) , 209-212

[53].MARONI P.” Varia tionsaroundclassical orthogonalpolynomials connectedproblems”.
J. Comp.andAppl. Math. 48 (1993>,133-156.

[54].MARONI P. “Azi introduction to seconddegreeforms”.Advancedin Comp.Math.3
(1995), 59-88.

[55jj.MARONI P. “Modified classicalorthogonalpolynomialsassociatedwith oscilling
function.Openproblems”.Appl. Num. Math. 15 (1994) , 259-283.

[56].MARONI P. “Tchebychevformsanddieirperturbedasseconddegreeforms”. Annais of
NumericalMath. 2 (1995),123-144.

[57].MORTON R.D. , KRALL A.M. “Dístributional weightfunctionsfor orthogonal
polynomials”. SIAM J. Math. Anal. Vol 9 (4) (1978) , 6o4-626.

[58].NEVAI P. ,VAN ASSCHEW.”Compacrperturbationsof orthogonalpolynomials”. Pacific
J.Math.153 (1992) , 163-184.

[59].NEVAI P.”OrthogonalPolynomials’~Memoírsof the Amer. Math. Soc.Vol. 213.Providence,
Rhode Island, (1979).

[60].NIKIFOROVA., OUVAROV V. “Fonctions specialesdela PhysiqueMathématique”.
MIR. Moscú, 1983.

[61].PEHERSTORFERF. “ Finite perturbationsoforthogona)polynomials”.J.ofComp.and
Appl.Math. 44 (1992) , 275-302.

[62].RONVEAUX A., MARCELLAN E. “Co -recursive orthogonalpolynomialsand fourth-order
differential equation” 4. of Comp. andAppl.Math. 25 (1) (1989), 105-109.

[63].RONVEAUX A. , BELMEHOI 5. , DINI J., MARONI P,”4th order differendal equationfor
che co-modifiedof semi-classicalorthogonalpolynomials”. .JournalComp.Appl.Math. 29 (2)
(1989)>225-231.

[64].SCHAEFERH.H. “Espacios VectorialesTopológícos”.Ed. Teide.Barcelona>1974

[65].SHERMANJ. “Qn chenumeratorsof che convergentof che Stieltjescontinued
fractions”.Trans.Amer.Math.Soc.Vol. 35 1933), 64-87.



¡
¡
3 141

[66].SLIM H.A. “Qn co-recursiveorthogonalpolynomia)sand theirapplication tu poLenda)U
scatLering”.J. of Math. AnalysisandAppl. 136 (1988) , 1-19.

[67].TREVESE. “Topologica) vectorspaces, distributionsandkernels“. Academic. Press. New
York >1967.U

[68].VICH R. “Z-Transform theoyandapplications”.D.ReidelPublishingCo.Oordrecht,1987
[69].WIMP j. “Explicit formulasfor cheassociatedJacobípolynomialsandsome¡

applications”. Canad. JI. Math. 39 (1987) , 983-1000.

¡
¡
¡
u
¡
¡
u
¡
¡
U
u
¡
u
¡
1


	POLINOMIOS ORTOGONALES DE LAGUERRE-HAHN
	RECONOCIMIENTOS
	ÍNDICE
	INTRODUCCIÓN
	CAPÍTULO I.  PRELIMINARES Y NOTACIONES
	1. PRELIMINARES
	2. FUNCIONALES LINEALES REGULARES POLINOMIOS ORTOGONALES
	3. FUNCIÓN DE STIELTJES ASOCIADA A UN FUNCIONAL LINEAL
	4. PERTURBACIONES A LA RELACIÓN DE RECURRENCIA

	CAPÍTULO II. POLINOMIOS DE LAGUERRE-HAHN
	1. POLINOMIOS DE LAGUERRE-HAHN
	2. DETERMINACIÓN DEL ORDEN DE LA CLASE

	CAPÍTULO III. MODIFICACIONES DE UN FUNCIONAL DE LAGUERRE-HAHN
	1. SUMA DE UNA MASA DE DIRAC
	2. SUMA DE LA DERIVADA DE UNA MASA DE DIRAC
	3. ESTUDIO DEL FUNCIONAL U, DONDE (x-c’)U=NV,  (u.ceC). V DE LAGUERRE-HAHN

	CAPÍTULO IV. FUNCIONALES LINEALES DE SEGUNDO GRADO
	1. FUNCIONALES LINEALES DE SEGUNDO GRADO
	2. ESTABILIDAD DE LOS FUNCIONALES DE SEGUNDO GRADO
	3. REDUCCIÓN DE UN FUNCIONAL DE LAGUERRE-HAHN A SEMICLÁSICO

	PROBLEMAS ABIERTOS
	BIBLIOGRAFÍA
	AYUDA DE ACROBAT READER
 
	SALIR DE LA TESIS

	d: 
	1: 


