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INTRODUCCION. :

En un gran nmimero de problemas de la Fisica-Matematica aparece la ecuacion
diferencial y"+1y’+—z;~ y=0, en donde o(x) y & {x) son polinomios de grado no
o}

superior a dos y 7(x) un polinomio de grado no superior a uno.Se encuentran ecuaciones
de este tipo en la resolucion de las ecuaciones de Laplace y de Helmholtz en coordenadas
curvilineas por separacion de variables , en problemas fundamentales de la Mecanica
Cuantica, movimiento de una particula en un campo con simetria esférica, oscilador
armonico , etc.

La mencionada ecuacion aparece igualmente en problemas de la Fisica atémica,
molecular y nuclear.

Esta ecuacién admite como solucidn particular , entre otras, a los polinomios
ortogonales clasicos.

Los origenes de los polinomios ortogonales se encuentran en los trabajos de
Legendre sobre el movimiento de los planetas , pero fueron T.J. Stieltjes, P.L. Tchebichev ,
A. Markov y E. Heine , los primeros en establecer un tratamiento general de esta teoria.

En la actualidad los trabajos sobre polinomios ortogonales han experimentado un
gran avance debido a sus multiples aplicaciones, como por ejemplo, Aproximacion Padé,
Fracciones Continuas, Analisis Numérico, Fisica del Estado Sdlido , Teoria de la Sefial , etc.
La manera mas general de considerar la ortogonalidad se establece a partir de un funcional
lineal u en el espacio P de los polinomios con coeficientes complejos.

Este funcional queda definido por su actuacion sobre los monomios x";n = 0,1,2,..
y, por tanto, por la sucesion de valores {(u),, }m, (#), =<u,x" >, llamados momentos.El

producto escalar que define la ortogonalidad viene dado por <p,q>=<u,pg> ,Vp,qeP.

Todos los polinomios ortogonales clisicos tienen en comin diferentes propiedades
que los caracterizan.Una de ellas , debida a P. Maroni, es que el correspondiente funcional
de momentos u satisface una ecuacién de la forma D(®Pu)+ WYu = 0, donde P(x) es un

polinomio de grado menor o igual a dos , ‘¥(x) un polinomio de grado exactamente uno y
D(.) representa el operador derivada,

St en la ecuacidén funcional se da libertad a los polinomios ®(x) y ‘¥(x) de tener
grados mayores 2 dos y uno , respectivamente, aparecen funcionales que dan lugar a nuevas
familias de polinomios ortogonales que se denominan semiclésicas.

Recientemente en Mecanica Culntica se acostumbra a escribir el operador
hamiltoniano H, en forma de matriz tridiagonal, lo que constituye el denominado modelo de
cadena del sistema. De esta manera se puede transformar la busqueda de autovalores del
problema asociado a H , en encontrar los autovalores de una matriz de Jacobi (tridiagonal
simétrica ), que es equivalente a determinar los ceros de los polinomios ortogonales a partir
de la relacion de recurrencia a tres términos asociada , ya que los polinomios caracteristicos
de las submatrices principales forman un sistema de polinomios ortogonales.
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Una perturbacion del sistema fisico puede ser simulada por una penurbamon en los
coeficientes de intervienen en la relacion de recurrencia a tres términos.Los nuevos
polinomios ortogonales que aparecen son llamados co-recursivos, co-dilatados y co-
modificados generalizados.

El funcional de momentos u , asociado a estas nuevas familias de polinomios
ortogonales, cumple una ecuacién funcional de la forma:

D(®u)+Pu+B(x'u*)=0 (1)
que es equivalente a que la funcién de Stieltjes S(z) (transformada Z de la sucesién de
momentos),correspondiente al funcional g cumpla la ecuacidén de Riccati:

®(2)§' (z) = B(2)§" (2) + C(2)S(z) + D(z) (2)
stendo @,'¥,B,C y D polinomios sujetos a diversas condiciones.

Estos nuevos polinomios son llamados de Laguerre-Hahn y que counstituyen el
objeto de nuestro trabajo.

La organizacién de esta Memoria se presenta como sigue:
Capitulo L

Se describen los resultados mas generales de la ortogonalidad, marco topolc’)gico
adecuado, algebra y célculo operacxonal bases duales, relacion de recurrencia a tres
términos , etc.

Tambxen se ofrecen las caracterizaciones mas importantes de los polinomios clasicos
y semiclasicos , asi como la definicién y propiedades de la funcion de Stieltjes asociada a un
funcional.

A continuacion se tratan las perturbaciones en los coeficientes de la relacion de
recurrencia, polinomios asociados, co-recursivos, co-dilatados y co-modificados
generalizados, demostrandose las relaciones entre las diferentes funciones de Stieltjes
implicadas.

El capitulo finaliza con la aplicacion de una cierta clase de polinomios co-recursivos
a la solucion de un problema de potencial disperso.

Capitulo IL

Este capitulo estd dedicado especificamente a los polinomios ortogonales de
Laguerre-Hahn, asi como a la determinacion de la clase.

Se dan las caracteristicas de los polinomios de Laguerre-Hahn, demostrandose la
equivalencia entre ellas, e indicindose expresamente la ecuacion diferencial ordinaria de
cuarto orden que cumple cada polinomio P , n>0 ,polinomio asociado de primera especie
a la familia de polinomios ortogonales clasicos , {(Anexo 2).

En las caracterizaciones (1) y (2) se observa que no existe unicidad en la
representacion y conseguiremos la unicidad imponiendo condiciones de minimalidad.Un
teorema con su consiguiente Corolario, resuelven el problema.



1

Se demuestra la invarianza de los polinomios de Laguerre-Hahn respecto a
perturbaciones realizadas en los coeficientes de la relacion de recurrencia a tres
términos,respecto a la asociacion, a la co-recursividad , etc.El orden de la clase de los
polinomios perturbados si varia, por lo que se dan acotaciones relativas al orden de la clase
de los nuevos polinomios , presentindose ejemplos que complementan los Teoremas
obtenidos.

El capitulo finaliza con tres anexos.Uno en donde se da una relacion de los
polinomios que intervienen en las caracterizaciones de las familias de polinomios
ortogonales clasicos, asi como de sus momentos.El segundo ya ha side mencionado y en el
tercero y ultimo se describen los polinomios de Laguerre-Hahn de clase cero, (ver [12])

Capituloe HI.

Con objeto de obtener nuevas familias de polinomios ortogonales de Laguerre-Hahn
, se efectiian diversas modificaciones del funcional de momentos.Se le suma una masa de
Dirac, se le suma la derivada de una masa de Dirac y se estudia el funcional p definido
mediante (x-c)u=pv, siendo y de Laguerre -Hahn .

En todos los casos se dan condiciones para determinar el orden de la clase de los
nuevos funcionales que aparecen.

Diversos ejemplos ilustran el capitulo.

Capitulo IV.

Siguiendo los estudios de P. Maroni , (ver [54] y [56]),en este capitulo se estudian
los funcionales de segundo grado, pormenorizando definiciones y equivalencias, e indicando
bajo qué condiciones un funcional semiclasico es de segundo grado.

También se detalla la invarianza de los funcionales de segundo grado respecto a
diversas modificaciones del mismo, traslaciones, homotecias , co-recursividad, etc.

Por Giltimo, se muestran las condiciones que debe cumplir un funcional de Laguerre-
Hahn para ser de segundo grado y, por tanto, reducible a semiclasico. Ejemplos relativos a
la teoria descrita complementan el capitulo.

Nuestras aportaciones al tema se desarrollan en los capitulo II, HI y IV, dividiéndose
en tres grandes apartados.

En el primero de ellos se establecen condiciones necesarias y suficientes para la
determinacion del orden de la clase de los funcionales de Laguerre-Hahn.El estudio se
realiza mediante la ecuaciéon que cumple el funcional de momentos y a través de la ecuacién
de Riccati que satisface la correspondiente funcion de Stieltjes.
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En un segundo lugar se efectian modificaciones al funcional de momentos que dan
lugar a nuevos funcionales de Laguerre-Hahn, de los que se determina el orden de la clase,
presentandose numerosos ejemplos en donde se exponen explicitamente las ecuaciones que
cumple el funcional y las que cumple la funcién de Stieltjes.

En el tercer apartado se estudia bajo qué condiciones un funcional semiclasico es de
segundo grado e igualmente cuando un funcional de Laguerre-Hahn es de segundo grado y
por tanto semiclasico. Trabajando con los polinomios de Tchebichev se indican ejemplos que
complementan y muestran los resultados obtemdos.
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PRELIMINARES Y NOTACIONES.
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3.1.DEFINICION Y PROPIEDADES.

4 PERTURBACIONES A LA RELACION DE RECURRENCIA,

4.1 POLINOMIOS ASOCIADOS.

4.2 POLINOMIOS CO-RECURSIVOS.

4.3 POLINOMIOS CO-DILATADOS.
4.4 POLINOMIOS CO-MODIFICADOS.



I.PRELIMINARES Y NOTACIONES.

1.1. El_espacio vectorial P v su dua] P°

Llamaremos P al espacio vectorial de los polinomios (de una variable real) con
coeficientes en C (cuerpo de los nGameros complejos).

Dotaremos a P de su topologia natural , limite inductivo estricto de los espacios Pu s
con Pn+13Pn , nz0 ,P=U n=0 Pn , donde Pn es el subespacio vectorial de los polinomios

de grado a lo mas n , dotado de su topologia natural .

Sea P su dual topolbgico.Se designard mediante <u , p(x)> el producto de dualidad en-

tre Py P" ,uesP” , p(x)eP.

Dado ueP”, los numeros complejos (u)n , n20 , definidos por (u) a=U, xn >, nz0 se
denominan momentos de orden n del funcional u respecto a la sucesién (xn) n=0"

La topologia dual débil de P” estd definida por la familia de seminormas

lu[n= SUD 4 ken I(u)] .20, que coincide con Ia topologia dual fuerte.P’es un espacio de

Fréchet.
Sea £ el espacio vectorial Cw(R) dotado de la topologia natural , (topologia de la

convergencia uniforme sobre compactos).Se tiene que € QP y € = P donde con 2 indica-
a - L * - - - -
mos la inyeccién continua ; se sigue de manera inmediata que P'2E .

Sea A el subespacio vectorial de g generado por {D% } n=0, (derivada



n-ésima de la delta de Dirac en el origen : <8, ¢>E’E-=¢(O)

Introduciremos la aplicacién lineal F :A—P definida por

1l
d= dk(-l)k(lfld)Dké . F(d)(z)=2dkzk

k=0 k=0

M:n

Dotamos a A de la topologia inicial respecto a P. Se tiene que £ . 24 yque A=P",

Es facil comprobar que

i) F esisomorfismo de AenP

. t \ . .
ii} Fes isomorfismo de P'en A

T " .
iii) F=F sobre A.Por tanto, también sobre P

Se tene asi que <F{u), d> =<u, F(d)>P, P JUeEP” |, deA

A"A
Dado que la sucesidn de funcionales lineales {(-1)n (l/n!)Dnb }nzo constituye una

base universal de P° , un funcional u se puede representar mediante u=2 (u) n(-l)n (1/nH)D™s
nz0

; por tanto F(u)(z:)=2(u)nzrl . (1.1.)
nz0
El dual A" aparece como el espacio vectorial de las series formales sobre C

Para mas detalles sobre la identificacidn de ciertos subespacios de P” ver

[46],149]1,[571,[64],[67]-

1.2.  Alpebra vy caAlculo operacional de funcionales lineales.

El isomorfismo F entre el espacio de las series formales A" y el espacio P’ , permite dar

sentido al producto de dos elementos de P".Para establecer este producto deberemos



previamente definir la multiplicacién a la derecha de un funcional lineal por un polindmio.

Definicién  1.2.1.

q
Sea p P, p(x)=3, ajx]
j=0

El producto a la derecha de u por p que denotaremos por [up](x) es un polinomio

, ajEC,j=0,1,..q , ysea ueP’,

definido por:
q g n
[uplix)=3 (3 a; (u);_p) X (1.2.)
n=0 j=n
]
Definicién 1.2.2.
La transpuesta de la aplicacion lineal continua
P—P: p(x)—[up](x) , define el producto de dos elementos
de P’ de la forma siguiente:;
<uv, p{x)>=<v, up(x)> uv,eP’ , p(x)cP {(1.3)
]

n
Nota: Reemplazando p(x) por x en la definicién anterior se tienen los momentos del

funcional producto uv en funcién de los momentos deu yv , (uv) = > (w) i (v)j , nz0.
i+j=n

Si el producto a la derecha de u por p(x), [up]{x) es un polinomio, el producto a la

izquierda de u por p(x), denotado por p(x)u , es un funcional lineal dado por

Definicién  1.2.3.

<pu, g(x)>=<u, p(x)q(x)> ,¥p,qeP,vueP’. (1.4.)



Si por D entendemos el operador derivada en P y por 6 c ¢l operador lineal {ceC) en P

definidos respectivamente por;

<Du,p>e=-<u,p’> YuesP ' yv¥peP

o 3 P~P 0 _pi ROORO

¢’ ~c , se siguen las siguientes propiedades:

Sean u ,v dos elementos de P” y p(x} un elemento de P.Se tiene que:

a) [bpl(x)=p(x) V¥ p(x)eP

b) (vu)p{x)=v[up(x)] Vu,veP yV px)P (1.5)
C) D[up(x)]=(Du)p(x)+qu(x)+u90p(x) Y ueP y¥ pxepP

d) (Tﬁp)(x)= p(x-8) v p(x)P

e} (h p)(X)=p(ax) v px)eP

f)  (op)x) =p(x2) V p(x)€P

Por transposicién se deducen de manera inmediata propiedades sobre los elementos de

P°. Si por x-l designamos el operador transpuesto de 8) tenemos:

g) du=u Yucs P’
(1.6.)

h) (vuyw=viuw) , Yu,v,weP’

i) D(uv)=(Du)v+u(Dv)+x'1(uv) ¥ u,veP’
i) x-l(uv)=(x-1u)v=u(x_1v) Nu,veP’

k) x(uv)=(xu)v+(xv) L,Yu vep

D x-l(xu)=u-6 , YuepP’



-1
m) x(x u)=u , V¥ uespP’

n} un yp>=<u , t_ﬁp> V ueP yv¥ p(x}P
) <hau P =<u ,hap> v usP" yv¥ pxeP (1.6.)
0) <ou ,p> =<U ,op> v ueP’ yv p(x)sP

en donde hemos normalizado el funcional mediante (u)0=1.

0
Los siguientes Lemas serdn precisos para posteriores demostraciones.
Lema 1.2.1.
. , -1 -1
vV g P y V ueP setene x [g(x)u]+<u , eog(x)>5=g(x)(x u) (1.7.)

DEMOSTRACION:

Sea f(x)EP , 05(fg)= f(")g(x)f(o)gw) =g(x)f(x):(0)+f(0)gﬁ)f(ﬂg)' =g6f+£(0)0,8

entonces <x-1 (gu), 5 = <u, g60f> = <u ,eo(f.g)>-<u , f(O)BOg> =< g(x~1 u), f>-<u, BOg ><6,f>

de aqui (1.7.).

O
Lema 1.2.2.
v p,q €P, y ¥V ueP’ se tiene
q(x)[v6,p(x)]-u8 H[a(x)p(x}]=-8,l(p(x)u)q(x)] (1.8.)

DEMOSTRACION;

Por linealidad basta demostrar el lema para p(x)=xn y q(x)=xm , n,m =0



xm(ueoxn Fuog(x ) —eo[(x"u)xm] n.me0

m+n-1

= -90[(xnu)xm]

de donde xm(ux“':l )-ux

mn-1 n-1- m+n-1 men-1-i n-1 men-1 =i m+n-1 -1-i
x Y (u)jx J. 3 (u)jx * I, 3 (u)jx et > (u)j =Ly
=0 =0 j=0 j=0
m+n-1 . m-1
m+n-1- m-t-1 n
- 2 (u)jx * J_. 2 (u)t_mx = -BO[(x u)xm]
j=n t=0
]
Lema 1.2.3.
VY ui=sP y v peP se tiene que 8 0[up(x)]=u[80p(x)] (1.9)
DEMOSTRACION:
Por linealidad es suficiente demostrar el lema para p(x)=1~:rl
n i n-1 . -
] (uxn) =8y 5 (u), x 1 3 (u); xti-1oyx™ 1 u(e xn)
0 0. i . j 0
j=0 =0
0

Lema 1.2.4.

VusP'y Yp, qeP sedeneque [u(pg)l(x) =[(pu)ql(x) + Xq(x)(u8 nD}(x)
(1.10.)

DEMOSTRACION:
Por linealidad tomaremos p(x)=xn y q(x)=x™ ,m,n20

-1
uxh+m_ ngm (u) Cxh = § (u) xi +n2 (). . xm+i+1
) n+m-i ) m+n-i . n-i-1
i=0 i=0 i=0



Lema 1.2.5.

Vu,ve Py VpeP setiene que

p(x)(uvl= [p(x)v]u + x(v8,p)(x)u (1.11.)

DEMOSTRACION:

Sea qeP ; <p(wv) , > = <uv ,pq>=<u, vpq>=<u ,(pv) >+ <u , Xq(vip) >

1.3.Base _dual en P 'de una base de P. ([42].[43]).

Sea {B n}nzO una sucesién de polinomios tales que grado de Bn =n , nz0.

La sucesién {B nineo S dird linealmente independiente si y solamente si el grado de B, es

n , n=0.En este caso se puede normalizar cada polinomio de la sucesién considerando

n n-1 y ‘e . :
Bn(x)r—x +bnx +. .. .Se dird ahora que la sucesidén esta normalizada,

Definicién 1.3.1.

Se define como sucesion dual de la sucesién normalizada {BH} =0 2 1a sucesion de funcionales
lineales {an}nz() dada por <@g, Bm> =6n,m , n,m=0,

La sucesién {“n}nzO es linealmente independiente y Gnica, constituyendo una base universal

de P,



Z.EUNCIONALES LINEALES REGULARES.POLINOMIOS ORTOGONALES

2.1.Funcionales lineales regulares.Polinomios ortogonales.

Definicién 2.1.1.

Sea {Pn ’znaO una sucesion en P con grado de Pn=n y sea u un elemento

de P° .La sucesion {P =0 € dice ortogonal respecto a u si:

i) «<u, PmPn>=O , In=n

ii} <u, Pi> =0 , nz0
]

. 2 . . o
Nota; Si <u, Pn> =1, nz0 la sucesion se dice ortonormal y cuando el coeficiente del término de
mayor grado de cada P n €S la unidad , la sucesién se denomina ménica ,{S.P.0.M.).Si sélo se

impone la condicién i) diremos que {Pn !naO es una sucesion débilmente ortogonal, (ver [32]).

Teorema 2.1.1. (J14])

Los siguientes enunciados son equivalentes

i} La sucesidon {P P }nzO es ortogonal respecto al funcional u.

ii)<u, an>=0 para todo polinomio q de grado m, donde 0Osmsn-1, mientras que

<u ,an>s0 si grade q=n.
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m
<, X Pn>'_'0 osmsn-1 , nzl

iii) n
<u, X Pn> =0

Nota: Una sucesidn {P }

ninzo ortogonal respecto a un funcional u es necesariamente linealmente

independiente, de manera que siempre se la puede suponer normalizada (ménica).Tal sucesidn,

ahora, es Gnica

Definicién __2.1.2, ([16)

Un funcional lineal u se dice regular [51] o cuasi-definido [16] ,si existe una suce-

sién de polinomios ortogonales respecto a u.

o0

Un funcional lineal en general no admite una sucesion ortogonal en el sentido fuerte.Bas-

ta con considerar el funcional u definido por (u)n= al  a>0,n=0 .Si Po(x)=1 y Pl(x)=x-|30 »

<y, POPl >=a- ﬁ'O =0 y <u, Pf >= {a- 50)2=0 , que contradice a ii) de la Definicion 2.1.1.

ITeorema 2.1.2. ([14])

Un funcional lineal u es regular si v solamente si A pfw=detf (u) i j=0 =0 , n=0

Toda sucesién ortogonal respecto a un funcional lineal verifica una relacién de recu-

rrencia lineal homogénea de orden 2.Esta relacién de recurrencia constituye una caracterizacion



11

de los polinomics ortogonales con respecto @ un funcional lineal.

Teorema  2.1.3,

Sea u un funcional regularde P" y sea [P 0 Ia correspondiente S.P.O.M.

n)nz

Entonces existen dos sucesiones de nimeros complejos {ﬁn] =0 Y {rn} =0 ,¥n=0 tales

n=0 ' 'n

que:

Po(x)=1 PI (x}=x- 8 0

(2.1.)
Py 2()=0Bpy )Py 1K)ty P} s 120

0

Nota: El reciproco del Teorema 2.1.3. es valido y fue probado por Favard [23],{ver también

[16])

En 1.3. introdujimos el concepto de base dual de una sucesidn de polinomios linealmente

independientes. Tomaremos ahora como base en P la base dual de una S.F.O.M. {Pn] 120 La notaremos

por {an}nzo.Sea ueP’ el funcional lineal regular respecto al cual la sucesién {P oes ortogonal.

n}nz
@

Hacemos u= } a a5,
i=0

Proposicion 2.1.1.

e

u=(u)0a0 ; a; =‘——;2— u (2.2}
<u, F.>
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DEMOSTRACION:
P, () P, (x)Pj (x)
a, ,P,(r=<—"———Fu ,P,(X)>=<u,—/ 5> =34,
1] j ij
<u , Pi {(x)> <u , Pi:r

Entre las diferentes clases de polinomios ortogonales , los modelos mis estudiados son
los polinomios ortogonales clasicos , (Hermite \Laguerre , Jacobi y Bessel),véase [16],[34]
421,[511,1521,[50] y [55]Partiendo de la ecuacidn distribucional que cumple el funcional de

momentos , en la Proposicién 2.2.1. indicamos caracterizaciones equivalentes.

Se denomina funcional lineal cldsico a toda solucién regular de la ecuacién
D(¢u)+Wwu=0 donde ¢(x}y W(x} son polinomios rales que 0 s grado® s2 y
grado ¥=1. {2.3.)

La S, P.O.M. correspondiente se dice sucesion cldsica.
i

De manera equivalente a la definicién 2.2.1. los polinomios ortogonales clasicos pueden

ser caracterizados por:

Proposicién 2.2.1.

i)Son polinomios ortogonales tales que la sucesion de sus derivadas también es
ortogonal , { [27T].

ii)Son polinomios ortogonales que verifican una relacion de recurrencia diferencial de



la forma db(x)Pn {x) = anPn+1(x) +bn Pn(x) +cnPn_1(x) ; nzl

siendo a_ ,b

n €

constantes reales , con cn=0 y grado de @(x)=2, ( [31,[16],[42]).

n’''n

iii)Cada Pn verifica una ecuacidn diferencial

AZ(X)P ;](X)+A1(X)Pn(x)+AO( H)Pn(x) =0 , n=0
(n-1)A" ’2
donde grado de AZ(X)SZ , grado de Al{x) =1 y AO(”)’” [A'1+__é.__] 0 ,( [113,[60]).

1
La definicién de un funcional clasico dada en  2.2.1. se generaliza de forma natural

dando lugar a los polinomios ortogonales semiclasicos.

.

Se denomina funcional lineal semicldsico a toda solucion regular de la ecuacion
D(du)+wu=0 (2.4.)
donde ¢(x) y ¥(x} son polinomios cuyos grados verifican la condicion
grado o=tz=0 y grado "P=pzl.
La 5. P.O.M. correspondiente se dice que es sucesién semiclasica o Laguerre-Hahn afin ,

(126]).

Nota:Si 1a ecuacion (2.4.) admite soluciones regulares ,el par [®,W] se dice par admisible. En ge-

neral dicho par no es finico.Asociando a cada par admisible el nGmero natural h(u)=méixj -2,p-1},

definimos como clase "s" del funcional u al elemento minimo de h(u), s=min[h(u)].
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—Lroposicion 2.2.2.
Equivalentemente a la Definicidn 2.2.2. los polinomios ortogonales semicladsicos
pueden ser caracterizados por:

i)Existe un polinornio ®(x) de grado tss+2 tal que
n+t
oP | (X = 3 ap, P (0, nas,
k=n-s

con a, n-s"o , nzs+1, ({49] ).

L

ji}Existen polinomios Jix,n}, K{x,n) y L(x,n} cuyos grados son independientes de n ,

tales que J{(x,n}P’ —n (x)+K(x,n)P'n(x)+L(x,n)PH(x)=O , nz 0, donde grado JsZs+2 , grado

Ks2s+1 y grado [L<2s, ([28]).
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3 FUNCION DE STIFITIES ASOCIADA A [UN FUNCIONAL LINEAL

3.1 Definicis iedad
Definicis 311

Dado ueP’.La funcién de Stieltjes del funcional u, que denotaremos mediante S(u)(z) se

define mediante

Sw@ =- 3 (w7 (3.1)

n=0

Nota: -S(u)(z) es la Z-transformada de la sucesién de momentos asociada a u,(ver [68]).En lo que
sigue, siempre que trabajemos con funciones de Stieltjes utilizaremos la z como variable
independiente , reservando la variable x para el trabajo con las ecuaciones funcionales.

0
Veamos cémo se traducen las operaciones algebraicas para funcionales introducidas en

1.2. en términos de las funciones de Sdeltjes.
Lema 3.1.1.
Sea uc P™ y B(x)e P.Considérese el jsomorfismo Fentre P y A~ (espacio de Ias series

formales) dado por F(u)(z)= 2 (u)nzn .Se verifica que:
n=0

i) zF(u){z) = -5(u)(1/z)
i) S'(u)(z)= S(Du)(z)

(3.2.)
iii) S(u.v}{z)=-zS{u)(z)S(v)(z)

iv} S(Bu){z)=B(z)S(u)(z}+ (UGOB)(Z)
v SeClwe = (aswe

vi) (1/2)(11808)(2) == (1/22)S(< u ,608> 6)(1/z)+(u92OB)(z)

DEMOSTRACION:

i) Directamente de las definiciones de S{(u)(z) y F(u)(z).



.16

ii) Sea ucP’, tenemos que (Du)[1 =<Du , xn> =-<Uu, nxn > = -n(u)n_1 con (Du)0=0 , luego

FDu2) = 3 O 2" =- 3 nw) 2" =- 3 (el 2"

n=0 n=1 nz0

De la definicidn de S(u){z) tenemos:

S(u)(L/z)=-z $ () 2 = -zF(u)(z) v
n=0

S (u)(1/2) =2 3 (n+1)(u)nzn+1 de aqui
nz0

F(Du){(z) =~(1/2)S" (u){1/z} , § (u)(z) =-(1/z}F{Du)(1/z) =5(Du)(z)

iii) Sean u, veP . Tenemos que Fuv)=F(u).F(v) pues
3 (u.v)nzn= Swez-3 Wz alser (uvig= 3 (uy(vy , m0.
n=0 nz0 nz0 i+j=n

Por tanto F{u.v)=- (1/z) S(u.v)(l/z)=(l/zz)S(u)(l/z)S(v)(l/z)
S(uvi(z)=-2zS{u)(z)S{(v){z).

. n . .
iv) Demostraremos este apartado para B(z)=z extendiendo el resultado a cualquier

polinomio por linealidad. Bu=znu , luego (Bu)m= (u)m_m

Por otra parte u90B=ueozn = 1.1zrl = E (u)j zn-1-j

nl o 14jn

Y S W =02 T g (172 3 @z 7 luego
me0 m=0

2

j=0

m n m n-1 1+j-n

z =(1/z) E (u)mz -(1/2) 2 (u)j z =B(1/z)F(u)(z)-(l/z)(uBOB)(I/z)
m=0 i=0

F(Bu)(z) = 3 (u). .-
mz0

-(1/2)S{Bu)(1/z) =B(1/2)(-1/2)S(u)(1/z) -(1/2) (uBOB)(l/z)

S{Bu){z)=B(z)S{u}{z) +(UBOB)(2)
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V) Sea usP’ y p(x)eP.Entonces <x_1u , P(X)> = <u, eop(x)> = <l ,.Bﬁgﬂgl >/ luego
-1 -1 n n-1 -1
(x u)n=<x u,X >=<U,x >=(u)n_1 con (x u)0=0
-1 -1 n n n
F(x "u}2)= 3§ (x "u)2 = 3 (W12 =2 2 W)z =zF(u)(2).
nz1 n=1 nz()
~1/2)S(x Tuy(1/2) = Suil/7) S W@ =(1/2)S(u)@).
vi) Como en el apartado iv), 1o demostraremos para B(z)=zp extendiendo el resultado

por linealidad.Supondremos ademds que p=2 , pues para p=0 y p=1 el resultado es evidente,

.1 pl
90B=902p ; uzp 1= 3w

j zp-l-J luego
i=0
p-1 -1-j
(l/z)(ueozp) ~(1/2) 3 (w); Pl
=0

2 P-2 24
Por otra parte F{<u, eozp> &) = (u)p_l y uB(Z)zp = uzp 2= 2 (u)j zp 2
=0

p-1 -1 p-2 2255

(172) 3 {u); zp 1 ) (1/z)(u), ¢+ ¥ (), zp 2 Jde donde vi).
. j ) p-17, j
j=0 =0

o
Las fracciones continuas constituyen uno de los origenes de los polinomios ortogonales, Trata-

remas , a continuacion , su relacién con la funcién de Steltjes.

Sean {8, },.q ¥ fr; 1, dos sucesiones numéricas.A K = =
| n

X‘B O"

X-B 1 -

n=1,2,3....,
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le llamaremos aproximacién n-ésima o convergente n-ésimo de la fraccién continua :

1

1

x-ﬁO-
'n
X-B 1 - - . = e
x—
n

Usando las formulas de Wallis ,ver [16], se puede comprobar que el n-ésimo denominador

parcial By =P es un polinomio de grado n, satisfaciendo la sucesion {P,} una relacién de

nz=0

1
recurrencia de la forma (2.1.) , BO=PO==1 y que el n-ésimo numerador parcial -An s Pfl_)les un

. . . Lo 1 .
polinomio de grado n-1 , cumpliéndose que la sucesion {Pf] )} 1n20 de polinomios numeradores ,
es también ortogonal , {(son los polinomios asociados de orden uno a los Pn, que se consideraran

en 4.1.)

Para cada sucesién {Kn} de aproximaciones de una fraccién continua , existe una

nz0

subsucesién tal que , para todo z& C-{R}, converge a una integral de Sdeltjes de la forma

dw(z
-Fl —z_—(x_) , ([65)) , en donde W(z) representa una funcién de distribucién con infinitos punto

de

crecimiento en R, tal que '_m 2 dw(z)= (u) n.La fraccidn continua se dice asociada a la

. dw¥(z)
integral ﬁo _—

funcioén de Stelges en términos de fracciones continuas.

1
, O bien a su desarrollo formal ) (u)n/zn+ .Ahora podemos definir la
n=o0

Definicién 3.1.2.

De manera equivalente a la definicion (3.1.1.)

S{w)(2)=- (3.3.)

1
X'ﬂ 0"
X-B - e

es la representacién de la funcién de Stieltjes en fraccidén continua.
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4. PERTURBACIONES A IA RELACION DE RECURRENCIA . .

4.1. Polinomios asociados.  {[47])

Definicién 4.1.1.

Llamaremos sucesién de polinomios asociados de primer orden de Ja sucesidn {Pn }20 S.P.OM.

relativa al funcional lineal u , a la sucesidn {PLI) } 120 definida por:

Pre1O-Pp 1)
1

P Wy

<u, > ,n20 {u actuando sobre y) (4.1)

y-x
0

La multiplicacién a la derecha de un funcional por un polinomio nos permiite dar un resultado

equivalente
’ oy
Proposicién __ 4.1.1.
o . (1, ' : .
La definicion 4.1.1. es equivalente a (u)OP n {x)=(ud OPH+ 1 Hx} (4._2)

1B_

-

Recordando el concepto de polinomios numeradores descrito en Ia seccién anterior se puede

obtener ficilmente la relacién de recurrencia que cumplen los polinomios asociados.

Teorema 4.1.1.

Dado usP” , sea {Pﬁ }nzb Ia S.P.O.M relativa al funcional lineal u, y que verificala

relacién de recurrencia ( 2.1.).



La sucesidn {Pf]“}nzo satisface la relacién de recurrencia siguiente:
1

Pg )(x)=1 N Pg )()\) = xB (4.3.)
( 1) ( ) {1)

) = (x-B PP (%) <y SPE(X) 020

(1)

Por aplicacidén del Teorema de Favard existe un funcional lineal normalizado u ™,

[(u(l))0=1] , respecto al cual la sucesidn {P(nl)} n=0 ortogonal.E] funcional u(l) se conoce

como el funcional asociado de primer orden del funcional lineal u.

El siguiente Teorema 4.1.2. permite obetener una representacién del funcional u(1) en

términos de u.Previamente necesitaremos dos Lemas.

Lema 4.1.1.

YueP  y V peP se cumple que x{ u—l(ueop(x)J] =p(x) (4.4)

- -1
siendo u 1 el funcional inverso de u, (uu =4),

DEMOSTRACION;

Por linealidad efectuaremos la demostracién para p(x)= xn+1

n+tl D j
ug,x =3 (u) _->J
0 ) n-j

1 0 - n
(3 (W _-x’)-z (2 (@ (07 ) K= (gl g X = x
S e (e o™ 70

20
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-1 n -1 -1
Nota:_ (u.u )n =3 (u)j (u )n-j =0 , nz1, de acuerdo con ¢l hecho de ser u.u = =4,
=0

Lema 4.1.2.

Sea {an}nzo Ia base dual de la S.P.O.M. {Pn}nzO y sea {";U"nzo la base dual de Ia S.P.O.M.

asociados de primer orden {Pf)] 120 .Se tiene;
1 -1
a; )= (u)o (xan+1) u (4.5.)
DEMOSTRACION :
U8,
- (1) -1
(U)O

= 1 = =
<xan ] , U (u Bopm])> <0-] ] ,Pm ]> bl'l,m'
|]

En estas condiciones, obtenemos una relacién explicita entre los funcionales u (1) y u.

JTeorema _4.1.2.

2 -
Sea u un funcional lineal regular.Se tiene que ylu(l) =~(x U 1 ). (4.6.)

DEMOSTRACION;

Del Lema 4.1.2. y la Proposicién 2.1.1 se sigue que

Pl(x) u (1

WDl » (U )g=(wg =1

u=cx0 N 0.1= 2
<u, P1>
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X(x-p H)u
-1 0
(U)z‘z(u)lﬂo*‘(u)oﬂo Y1

Nota: (u)y=By , (u)y= Bé +1p - (xu) u-l—- x(uu_l)-xu_1 = -xu-l

(xzu) u—1 =x{(xu)u-1]-(xu)0(xu-1) = -xzu_1 - (u)l(xu-l).

Lema 4.1.3.

SeaucshpP , {Pn} n=0 Ia S.P.O.M. correspondiente al funcional lineal u y sea B(x) un

polinomio de grado k.Se tdene:

1
udn(BP . 1) = BP;) ., mzk , [y0=(u)0=1] (4.7)

DEMOSTRACION

Reemplazando P(x) por Pm +1Y q(x) por B(x) en la ecuacién (1.8.) y recordando la Definicién

4.1.1, (r=0) tenemos

1
uBO(BPm+1 )= Bplfn )+BO[(Pm+1u)B}

k :
Pero (Pm+1u)B=0 para m=k , pues si B= jgo 3 xJ con ajeC, entonces

k k
n
(P WB= S E a; (pm+1“)j—nx donde
n=0) j=n

(P si j-nsm , n=0,1,2,,, k

m+1u)j-n =0
0

El Teorema 4.1.1. muestra que la asociacién de orden uno conlleva una traslacién de los
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coeficientes de la relacién de recurrencia.Consideraremos de forma mas general la sucesién

g)} nzO'ES claro que {Pg)} n=0 la sucesidn asociada de orden uno a la sucesién {P[(lr-l) } n=0

{p
hecho que nos permite la siguiente definicién.

Definicién 4.1.2.

De manera general se define la sucesion asociada de orden r, reN como

aguella que cumple Ia relacién de recurrencia:

Pg) (x)=1 Pf)(x) =xf,

Pflr:.z(x) = (x"sn+r+1)P1(1?1 () - Yn+r+1P1(1r}(x) » 120 (4.8.)

0
{r)

Por aplicacién del Teorema de Favard existe un funcional lineal normalizado u™ 7,

(1) (r)

[(u )O=1] , respecto al cual la sucesién {Pn

r
}nzO es ortogonal.El funcional u( ) se conoce
como el funcional asociado de orden 1 del funcional u.

Como consecuencia de la Proposicién 4.1.1. tenemos:

Proposicién 4.1.2.

P(r+1)

La Definicion 4.1.2. es equivalente a I

(x) = u(r)eopgil (x)  (4.9)
0

Definiciéon 4.1.3.

Los coeficientes p vy y de la relacién de recurrencia (2.1.) son funciones del subindice "n".
Una extensidn de la relacién de recurrencia aparece cuando hacemos que los mencionados coeficientes

By vy sean funciones de "n+t", v C y(n+t) = 0.

Esta modificacién en los coeficientes de la relacién de recurrencia da lugar a una nueva clase
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de polinomios ortogonales que los denominaremos polinomios asociados de orden T y los

representaremos por P; , ( [4),1121,[69]).

4_2.Polinomios co-recursivos {[151.1171]401.[621.I66]1).

Sea {Pn}nzO una S.P.O.M. cumnpliendo la relacidon (2.1).Modificando los coeficientes By ¥

,obtendremos nuevas familias de polinomios ortogonales.De estas nuevas familias estudiaremos

propiedades , relacién de recurrencia y relacién entre las correspondientes funciones de Sdelges.

Definicién 4.2.1.

Sea {Pn}nao una S.P.O.M. cuya relacién de recurrencia viene dada por ( 2.1 ).Consideremos

una modificacién unica en el coeficiente By haciendo

*

* w

La nueva familia de polinomios ortogonales resultante se denomina sucesion de polinomios co-
*
recursivos generalizados y la representaremos por {Pn i n=0"

La férmula de recurrencia para esta nueva familia es :
* -
PJ- (x} = Pj (x) Osjsk

Pk+1(x) = (x'ﬁk'.“)Pk(x) - Ykpk-l{x) = Pk+1 {x)-p Pk (x} (4.10.)

* * *

Pn+2(x) = (B 1P 1™ - 1 1PpX) s nzk
' o

Nota: La solucién general de la relacion de recurrencia (4.10.) puede ser escrita de la forma
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(k+1)

1 *
{ )(x) 0 bien P (x)=A (X)P,(x) +B )P 1) 1))

Pn(x)=A0(x)Pn(x) +Bo(x)Pn_1

% *
determindndose Ak Y Bk segan las condiciones iniciales Pk(x) y Pk +1(x).En términos de los
* (k+1)

*
asociados de orden (k+1) resulta P_(x)=P_(x) u P.(X) P (x) nzk+1, P_(X)=P _(x) nsk.
n n K n-(k+1) n n

Denotaremos por u* el funcional lineal normalizado ( (u*),=1) respecto al que la
0

*

sucesion {Pn } es ortogonal.

n=0

Proposicién 4.2.1.

Sea S(u)(z) la funcion de Stieltjes correspondiente al funcional u y Sy k(u*) (2}

Ia correspondiente al funcional u*.Se Hene:

A(z)Sk+1 {z) + B(z)

Sy’k(u*)(z)= (4.11.)
C(z)Sk+1(z) + D(z)
I 1 1
A=, P B@)- P (z-up ()
k+1° k-1 k k-1
Clz)= 1}, 1P(2) D(z)=-Py, (2)+uP 1(z)

En donde Sk . 1(2) representa la funcion de Steltjes correspondiente al funcional

(k+1)

lineal u , asociado de orden (k+1) del funcional lineal u.
DEMOSTRACION:

Siguiendo la Definicién 3.1.2. tenemos
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1
S“’k= =
1
(x'ﬂo) =
k-1
(x-By) - . . -
Yk
(x-p k-l) -
(Bt 41k, 15K41
Ak 1
Sea — =- la aproximacién k-ésima
By 1
(x‘ﬁo) -
k-1
(xBq) =+ 0w ——
(x-ﬁk-l)
1
Ay p§<-)1
Sabemos que—=-—" .Ahora usando las formulas de Wallis , ([16] pag. 80).
B P
k k

(1) 1y (1)
A 1™ ke 1Pk 15k 1Pk PRl 0 Bl 1™k 1P ke 1t PR 17 MP

deaqui (4.11)

Corolario 4.2.1.

k+1
Sea S(u)(z) Ia funcion de Stielties correspondiente al funcional u y sea S K+ 1(z)=S( u( +1) Xz)

k+1
Ia correspondiente funcion de Stieltjes asociada al funcional lineal u( ), asociado de orden (k+1}

al funcional u . Se tiene que:
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1
P, 1(2)S(u)(z) - P;c )(z)

Yir 19k 1(28) 0 (4.12)

P(2)S(u)(z)+P)1(2)

DEMOSTRACION:

Se sigue de la Proposicién 4.2.1. haciendo u=0.

a
Praposicién 4.2.2.
Sea S{u)(z) Ia funcion de Stieltjes correspondiente al funcional u y S,u k( u*)(z)
la correspondiente al funcional u*.Se dene que:
A(z)5(z) + B(z)
S k(W= =05ty + Diz) (4.13.)
k 1) 1) 2 2 k 1)
con  A(z)= H Y- #PkPi_l ; B(z)= “(ch-l) ; Clz)=u(Py) ;D(Z)=_H v ﬂthPg(_J-[
j=0 j=0
DEMOSTRACION:
Se obtiene sustituyendo (4.12.) en (4.11.). y recordando que
k
1 1
P{( )Pk - P(k-)lpk+1 = H Y J[ver [16] pag. 86) (4.14.)
i=0
0

4.3 Polinomios co-dilatados .{[20],[401]).

Definicion 4.3.1.

Sea {Pn} heo U2 S.P.O.M. cuya relacion de recurrencia viene dada por ( 2.1 ).Consideremos una
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modificacién inica en el coeficiente Yk haciendo:

. . .
Tk=l'l’k ,4>0, Yn=h » n=k )ﬁiﬂﬁi .

La nueva familia de polinomios ortogonales generada se denomina de polinomios co-dilatados

[ ]
generalizados y Ia representaremos por {P n}nzO'La férmulia de recurrencia para esta familia es:

Pj(x) =Pj (x) , O0sjsk

Pp, {(X)=(xBIPL(X) Ay Py 1 (X)=Py, 1(0+(1-Nyy Py 1 (x) (4.15.)

P:H_Z(x) =(x-8p, /P ;+1(x) ) 7n+1P:1(x) ,» B2k 0

[ ]
Notaremos por u el funcional lineal normalizado respecto al cual la sucesién {P n} n=0

es ortogonal,

Proposicidén 4.3.1.

Sea S(u)(z) 1a funcidn de Sdeltjes correspondiente al funcional u y ASK(U. Mz) la

L
correspondiente al funcional u . Se tiene que:

] A(z)S(z)}+B(z)
ASKY @)= s(2)+D(z) (4.16.)

k
siendo A(z)=]] v+ (l-k)ykl’{:%(z)l’k(z) ; B(Z)=+Yk(1‘l)P(kl_)1(2) P(kl_)z(z)
j=1
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k

1
C(z)=-v, (1-MP (2P} _;(2) D@=]T v - (-2 vy Pf(_i(Z)Pk_l(z)
=1
+ DEMOSTRACION:
. 1
Ak )@ = -
1
(x-Bg) -
k-1
(x'ﬁl) e e T .
(x-Bye 1 1+ A S
(1)
Ak-1 1 Pr-2
By-1 Ty Pr1
(x'ﬁo) -
k-2
(X-Bl) = e e N
(X‘Bk_z )
Las formulas de Wallis junto con {4.12.) ¥ (4.14.) dan el resultado. 3]

Definicidn 4.4.1.

Sea {Pn} =0 UNA S.P.O.M. cuya relacion de recurrencia viene dada por ( 2.1.).Consideremos

una modificacion de los coeficientes de Ia forma:

pk:"ﬁk""lu s 'ﬂf=‘BI . =k , Yk=z'}'k P Yy T iek , 2>0.

La nueva familia de polinomios ortogonales generada se denomina de polinomios co-

-]

modificados generalizados y la representaremos por {PH} .La formula de recurrencia para esta

nzo

familia es:
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P =Pi(x) , Osjak.

Pk+1(X) = (x'ﬁk -1"') Pk(X) —A}'kpk_l(x) (4'17')

P00 = (B, 1P (x) vy P (x) , ek

-] -]

Notaremos por u el funcional lineal normalizado respecto al cual la sucesién {pn}nzO

es ortogonal.

Proposiciéon 4.4.1.

Sea S(u)(z)} Ia funcidn de Stieltjes correspondiente al funcional u y A (u }z) Ia corres-

pondiente al funcional u .Se dene que:

Af2)SteB(2)

C(z)S(z)+D(z) (4.18.)

S8 (2)=

siendo A(z)—-]_[ Y +Pk (z) [-(1-A) }'k 1f{é(z) +H P;( i(z) ]

Bz) = Py @) [wP Dy @) - v (1) P2 ]

C(z) =Pk{2) [u Pk(z) +'.I’k (1-A) Pk—l(z)]

k 1
D@ =] 1+ Ply(a) [ (1) Py (2) wPie2) ]
Jj=1

DEMOSTRACION:
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i
?\.Su,x= - i
1
(x'ﬁo) -
k-1
(x-ﬁl) CRC
(X'Bk_l) -
OBy 15k41
(1) .
A Pkl
Sea ™ =- como en la Proposicién 4.2.1.
By Pk

Las formulas de Wallis , junto con (4.12.) y (4.14.) dan el resultado.

o
Nota: La reiteracién del caso co-modificado ha sido realizada por P.Maroni en [51].5e encuadra
dentro de la teoria de perturbaciones finitas analizada para el caso particular de funcionales

definidos positivos por P. Nevai y W.Van Assche [58] ,asi como por F.Peherstorfer [61].

En [20] se puede encontrar una relacién explicita entre los funcionales correspondientes a
los polinomios perturbados y a los polinomios originales para algunos casos particulares,

obteniéndose los siguientes resultados:

i) Para el caso co-recursivo k=0, u* = (u'1 +uD 6)'1.

if)Para el caso co-dilatado k=1, u’ = [auLe(1-0)o+(1-1)p D61
iii)Para una superposicién de los casos i) y ii) u’= § 1u'1+(1-A)6+[(1-1)ﬁo+hp 1Ds 31

Por otra lado en [36] ¥ [37] se da una representacion explicita de los polinomios co-
recursivos , k=0 de los asociados de orden k a los polinomios de Laguerre ¥ de Jacobi, asi como la

parte absolutamente continua de la medida de ortogonalidad correspondiente

En [66] se analiza una aplicacién fisica de las perturbaciones anteriormente estudiadas .Sea
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una S.P.O.M. , respecto a un funcional u definido positivo satisfaciendo la relacién de

Paineg

recurrencia (2.1.}.
Consideremos la siguiente modificacién en la relacién de recurrencia

P* 2 (0= (B PP 1 (v PP n=0 (4.19}

P*l(x)=ax-|50-u a=) , P*O(x)=1.

Los polinomios P*r1 son ortogonales con respecto a un funcional u* que es definido positivo

para o >0 y cuasi-definido para « <0 y algunas propiedades (como teoremas de separacion de

* *
ceros , verdadero intervalo de ortogonalidad (E,l ) nl) , etc. ) pueden ser determinados a partir de los

Pn(x) . La relacién entre las funciones de Stieltjes relativas a los funcionales u y u* respectivamente

-
viene dada por S{u*)(z)= y para a>0 larelacién de ortogonalidad para los

w-bzw S0@

P*n (x) es:
n
*1 P (OP*  (X)AI*(x) = vyt 18, Para nm=0,1,2,,.
51

donde I'*(x) es una funcién de distribucién qgue puede ser determinada por la férmula de inversién de
Stieltjes , (ver [16] pag 90) .
Consideremos los polinomios de Tchebichev de segunda especie U n(x) ,que satisfacen la

relacidn de recurrencia (2.1.) con ﬁn=0 ,nz0 , y vn=1/4 , nzl.

Sea u*el funcional correspondiente a los polinomios co-recursivos U*n(x) ,segun (4.19) .Si

u* es definido positivo la correspondiente funcién de distribucién tiene espectro continuo contenido
en [-1,1] ¥ posiblemente un espectro puntual consistente a lo mas en dos puntos.

En Ia fisica del estado sélido , en el contexto del modelo de cadena , los polinomios co-
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i
recursivos de los polinomios de Tchebichev, pueden representar el efecto (descrito por los

parametros a ¥ 1 ) de un atomo situado sobre una superficie, que corresponde a la cadena constante
Bn=0 , 020 , ¥y Tn=1/4 , hzl.

Los polinomios co-recursivos aparecen en la teoria del potencial disperso, en particular
con la técnica de L2, donde se puede dar una interpretacion fisica a partir de las propiedades

espectrales.

Refiriéndonos a la ecuacién de Schrodinger

2 a2
-'%n— :—2 v yoell/2Ary gy
T
las L2 -funciones son ® (1) =D/ (n+1)}Lfll)(Ar)e(1/ 2T donde L(nl)(x) son los polinomios de

Laguerrey W= 2 Rn(E)d)n(r) Definiendo x=[E- )\2/8]/[E+ 12/8], Rn(E) es proporcional a los
nz0

2
polinomios co-recursivos de Tchebichev con a=1+—;- y p=o-L.El espectro del Hamiltoniano para
Py

este modelo es reflejado por el espectro de I'*(x), ademads del espectro continuo [-1,1], aparece un

punto espectral aislado si -40/A3 > 1/2 | -40/33 = 2, que corresponde al estado acotado, (ver [29]).

O
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CAPITULO 1L

POLINOMIOS DE LAGUERRE-HAHN.

1.POLINOMIOS DE LAGUERRE-HAHN.

1.1.CARACTERIZACIONES Y EQUIVALENCIAS.

2.DETERMINACION DEL ORDEN DE LA CLASE.

2.1 DETERMINACION DEL ORDEN DE LA CLASE.
2.2.PERTURBACIONES A LA RELACION DE RECURRENCIA.
2.3.ANEXOS.



Definicién 1.1.1.

Un funcional lineal u se dice de Laguerre-Hahn si Ia funcion de

Stelties S(u)(z)=- 3 (u )n/z*'”l verifica una ecuacién de Riccati
nz0

o(z)S '(u)(z)-=B(z).S‘2(u)(z)+C(z)S(u)(z)+D(z) (1.1.)

siendo &(z), B(z) , C(z) y D(z) polinomios con coeficientes complejos , con

®(2)=0 , B(z) x0 y D(z)=-[(Du) 6, 0)(z)+(u 8,C)(z)- (v 8,°B)(z)

Nota: Cuando B(z) es idénticamente nulo , 1a funcién de Stieltjes satisface una
ecuacion diferencial afin de la forma ¢(z)S” (u)(z)= C(z)S{(u)(z)+D(z) ¥ los polinomios correspondientes

son Ilamados de Laguerre-Hahn afines y también polinomios semiclasicos, (ver [26], [49],[51)).

Definicig L12

Sea [Pn } peo U0 S.P.O.M. relativa a un funcional lineal Y regular,

Diremos que {Pn 1 120 de Laguerre-Hahn si u es un funcional lineal de Laguerre-Hahn.

Teorema 1.1.1.

Sea u un funcional regular normalizado [ ( u)0=yo=1] , ¥ sea {PH } n=0 la correspondiente
S.P.OM,
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Las sigujentes proposiciones son equivalentes:

a} u es un funcional de Laguerre-Hahn.Consecuentemente , fP - } na( €S una sucesion de
polinomios ortogonales de Laguerre-Hahn.

b) u verifica la ecuacidn funcional Dfbu]+ 'Ifu+B(x'1u2 )=0 (1.2.)

donde o(x) , B(x) y C(x) son los polinomios definidos anteriormente en (1.1)
y W¥(x)=[& (x)+Cix})] ,siendo tel grado de ©(x) ,p elgradode W(x)= 1y rel grado
de B(x}.
¢) u satisface Ia ecuacion funcional D[x¢u}+(xw—¢)u+Bu2=O con la condicién suplemen-
taria <u, '.t':-+<u2 , 808>=0 donde ¢fx),¥(x)y B(x) son los polinomios definidos en b)
d) Cada polinomio P n(x) , =0, verifica una relacion (llamada de estructura ) de la forma
n+d

1
OF 0B (0= S0, P00 masel (13)
p=11-$

, , 1 ) , ,
siendo @®(x} y B(x) los polinomios definidosen a) y {P( ) } Ia sucesidn de polinomios ortogonales
n ‘nz0

asociados de primer orden relativa a {PH } 120 ,Siendo s=mdx{p-1,d-2} y d=madx(t,r).

DEMOSTRACION:
a)=b)

Usando el Lema 3.1.1. Cap.]. en términos de F(z) , (1.1.) se escribe

—d)(z)(l/z)F(Du)(1/2)=B(z)(l/zz)F(uz)(l/z)+C(z)[-(1/2)F(u)(1/z)]+D(z) (1.4.)

-(1/2)F[®Du](l/z)-[(Du)BOtD](z)=B(z)(1/22 YF(uZ )(1/2) -(1/2)C(z)F(u)(1/2)+D(z) (1.5.)
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-{ 1/2)F[¢Du](1/z)-[(Du)90¢](z)=(I/ZZ)F(BUZ)(1/z)+(1/z)(u2908)(z)—( 1/zZ)F(Cd)(1/2)-

-(u8 ,C){(z)+D(2) (1.6

Por otra parte, teniendo en cuenta que D(uﬂ=(Du)f+qu+u90f vV ueP yvfiep
se deduce que;
2 2
D(u90¢)=(Du)90¢+uD(90¢)+u90 ¢=(Du)90¢+u[D(90¢)+80¢]
2 .
pero D(90d>)+ 90 ¢-90¢)
entonces D(u80¢)=(Du)90¢+ueo¢’

y -[(Du)60¢](z)=-D(u90¢)(z)+(u60¢' )(z).

Sustituyendo estas ecuaciones en (1.6),5e sigue que

(1/2)F[-D(®u)+(®’ +C)u-x‘1 (BL12)~-<u2 s 90B>6](1/2)+[-D(u60¢)+u90(¢o' +C)-(u29(2)'B)‘D](z)=O

De esta ecuacién se deduce gque todas las potencias negativas de z son nulas, de donde
) 22
D(z)=—D(u90¢)+uBO(¢ +C)-(u BOB)
. -1 2 2
y -D{ou)+ (@ +Clu-x ~ (Bu )-<u , Bolbb==0
Usando el Lema 1.2.1. Cap.l. se obtiene (1.2.)) , (¥=—(@ +C)).

b)=c)

Aplicando el Lema 1.2.1.a (1.2.) tenemos

D[d>u]+1Pu+x-1 (Bu2)+< u2 , BOB >8 =(.

Multiplicando por x concluimos el resultado.

Cl=d)



38

Partiremos de la expresién @P’ nel " Ve 0(BP que s un polinomio de grado n+d

n+1)

, luego existen numeros complejos {en j} , Osjsn+d , tales que

n+d
&P -uB~(BP )= E a_.P.
n+l 0V n+l i% njj

Multiplicando por Pm , m=0,1,2,..,n+d y aplicando u

. 2
<u,®P ot 1Prr? -<uy ,Pm(uBO(BPm_l)) >= en,m< u, Pn‘? (1.7.)
Por otra parte, aplicando xD[¢u]+x1Pu+Bu2=0 a (BOP mPn +1) tenemos

-~<u ,»(P_P 1)‘:~--+~<u,‘{IPmP > =0 y

mPn+ >+<u,ueoBP

n+l mPn+1

<u ,¢P‘n+1Pm>=<u ,lPPmPn+1>+<u ,uGOBPmPn+1>-<u ,¢P'mPn+1> ,

Osmsn+d (1.8.)

Comparando <u, 4P’ n+1P m> entre {1.7.) v {(1.8.) obtenemos

. 2
<u , (\PPm - P m)P >-<u, Pm[uBO(BPn+1)]-uBO(BPum_l) >= Bn,m< u, Pm>

n+l1

)P

2
m’ Pt u,Pm> ,  Os=msn+d {1.9.)

<u, (IPPm-ch' >+<u, B(uGOPm) P

"l en,m<

Estudiando los grados de los polinomios implicados en ( 1.9.}) ¥ recordando que {Pn(x)}nzo es

sucesion ortogonal respecto a u , obtenemos que 8 n m=0 para ms n-s-1 ,luego
n+d
P n+1-ueO(BPn+1) = j_%-:"’jpj , nes+1.

Del Lema 4.1.3. se sigue el resultado.
d)=a)
s+1

-1 2 j
Consideremos el funcional lineal v=D{@ul+B(x "u )+{ 2 Ajrg u  con AjeC ,§=0,1,2,..,s+1.
j=0
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Para n 25+2 se tiene que

4 (1) s+1 j n+d-1
<v,P >=-<u,oP +BP >+ <( 2 ij Ju , Pn>=-<u,_ ) Bn,ij >+
j=0 j=n-s-1
s+1 J
+<u, (j‘Z:O Aj X )P, > =0 , envurtud de la ortogonalidad de {P 00} 0 respectoa u.

Si queremos que <v, Pn >=0 V¥ n, los coeficientes AJ , 1=0,1,2,...,s+1
quedan determinados univocamente del hecho de ser <v , P > =0 ,n=0,1,2,..,5+1.

s+1
Existe, pues, un polinomio W(x)= E Aj x' talque «v ,P_>=0 ¥ n=0 de manera queve(, lo
=0

que implica D[¢u]+B(x'1u2)+Wu=0 0 bien ¢Du—Cu+B(x-1u2)=O . Aplicando F, evaluando en (1/z) y

teniendo en cuenta los Lemas 1.2.1. y 3.1.1. obtenemos

-&(z)z8” (u)(z)-z[(Du)Bofb](z)+zC(z)S(u)(z)+z(u90C)(z)+B(z)(l/z)F(uz) ( l/z)-z[(x- 1 uz)BOB]=O.

Dividiendo por z y recordando que (x-lu)B=u90B YoeP y ¥ BeP se sigue que

<D(z)S'(u)(z)=B(z)Sz(u)(z)+C(z)S(u)(z)+D(z) con D(Z)=—[(Du)90¢](z)+(u90C)(z)-(uzegB)(z) .
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2. DETERMINACION DEL ORDEN DE IA CLASE.

2.1 Determinacién_del orden de la clase.(J44])

En la caracterizacion (1.2.) se observa que no existe unicidad en la representacién , pues basta
multdplicar por cualquier polinomio los dos miembros de la ecuacién.En cambio se consigue unicidad
imponiendo condiciones de minimalidad en los grados de los coeficientes polinémicos ,hecho que

analizamos a continuacion.

Teorema 2.1.1.

Sea u un funcional lineal regular verificando Df¢uj+ WLH—B(X-I u2)=0

siendo @{x} , W(x) y B(x) los polinomios definidos en (1.2.).
Sea d=mdx(tr,) y s= mix(p-1,d-2). (2.1.)
Se dice que u es de Laguerre-Hahn de clase s si y s6lo si

Ie]a {<u, 'Pa>+<u2, 8,8, > f+15,/i= 0
a

donde Z(p representa el conjunto de raices distintas de &#(x}, estando definidos los polinomios

D VY Ba al igual que los valores r,ys, por las expresiones

P(X)=(x-a)e ,(x)

'.U(x)+d>a (x)=(x—a)'lfa (x)+ra (2.2))

B(x)=(x-a)Ba(x)+sa
DEMOSTRACION
-1 2 -1 2
De (1.2.) y (2.2.) tenemos (x—a)[D(d>au)+1l!au+Ba(x u )]+rau+Sa(x u )=0

-1
Multiplicando por (x-a)

- - - - -1 2
D(¢au)+1¥au+Ba(x 1u2)—<D(cl>au)+wau+Ba(x 1uz) , 1>5a+(x—a) 1rau+(x-a) 1sa(x u )=0
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) -1 2
luego si paraa€zg , |<1Pau+Ba(x u),l >|+|ra|+isaf=0,

D(@au)+'l‘au+Ba(x-1u2)=O y u es ,en realidad, un funcional lineal de Laguerre-Hahn de

clase menor que s.
. -12 .
De otro lado ,si se cumple que D(¢au)+tyau+Ba(x u )=0 se debe verificar que
-1 2 -1 -1 -1 2
vV -<D(¢au)+wau+Ba(x u),1l> 6a+(x-a) rou+(x-a) s (x u =0

<v,1>=0 = <« Wau+Ba(x"1u2),1>=0 , <V, (x-a) >=0 = ra=0 y <v,(x—a)2>=0 = sa=0,

con lo que el teorema queda demostrado.

0
Vamos a establecer un resultado equivalente al teorema 2.1.1. en donde la condicién de
clase vendrd dada en funcién de los polinomios B(x) , C(x) y D(x) definidos en (1.1.) a partir de la

caracterizacion mediante funciones de Stieltjes

Sea u un funcional lineal de Laguerre-Hahn verificando ( 1.1.)

Una condicidn necesaria y suficiente para que u sea de clase s es que
11 { [C(a){ +{B(a){ +ID(a){ } = O , esto es ,que los polinomios ®,B,C, y D sean
acle
primos entre sf (2.3.)
DEMOSTRACION

Siguiendo la notacién del Teorema 2.1.1. tenemos

¢ (a) = tba(a) ; ra=\v(a)+¢’ (a)=-C(a) ¥y S, = B(a)
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$+2 i s+1 i 5+2 i
Hacemos o(x)= Y d;x ; ¥X=3 ¢; X y B(x}= ¥ b, X'
i=0 i=0 i=0
53:1 i sgjl sil n
8y = d. .x 7 uld = ( (u), X
%0 i+1 Q 0 fn +1 ]n

(ud ) = 2 (n+1)(2 L2 (W) X

j=n
8 SS(SE (), )n 29?2 §)[§S(§b K
UG~ = c: . 4 (u X :u'e (u), . )(u) 1 x
0 0 i=n j+1'j-n 0B K50 1ok j=h j+2*j-n n-k

. i3 k-j
Por otra parte suponiendo ra=0 y<u, ¥ > 2 (EJ Ciy a +k2—i dk+2a ) (u)j

s+1 s+1 i-j x‘
asi como sa=0 , =¥ ( 2 b;, 13 y
=0 i
2 S 5 k-j
<u BOB P E [ 2 (2 b )(u)j_n] (u)n , luego
n=0 j=n k=j

[D(a)| =| (u90¢)’ + (UGO\P) + (UZB(Z)B) [(a)=|<u >+ <1.|2 , GOBa>|

Usando el Teorema 2.1.1. se completa la demostracién.

Probaremos, a continuacién , que las perturbaciones finitas en la relacidon de recurrencia de
S.P.OM. de Laguerre-Hahn siguen dando lugar a S.P.O.M. de Laguerre-Hahn .Se efectuaran también

acotaciones del orden de la clase de los polinomios perturbados.
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Teorema 2.2.1. (Invarianza por asociacién

Sea {P n’l neQ U012 S.P.OM. de Laguerre-Hahn de clase "s", entonces la sucesion asociada de

1
orden uno, {PI(] ) }nzO es una sucesidn de polinomios ortogonales de Laguerre-Hahn de clase

$y con §-2=< 545 S

Ademds se cumplen las siguientes condiciones suficientes relativas al orden de clase:

i) lds+2[+1c5+1+ 2bs+2[==0 = §;=s
i}‘) [ds_‘_zl'f‘l Cs+1+ 2bs+2!"0 y Ids+1[‘flcs +2( bs+1+ﬂ0bs+2)[=0 = 51= 5'1
iti} /ds+2/"'lc_¢+1"“ 2bs+2/-0 Yy [dg, qltlcg +2( by, 1+Bgbg . 2) [=0 =5 ;=5-2

siendo d;,¢;vb i los coeficientes de los polinomios ®,% y B dados en el Corolario 2.1.1.

DEMOSTRACION:

Sea S(u) la funcién de Stieltjes relativa al funcional lineal u , respecto al que la sucesién

1 1
{p !nzO es ortogonal, y sea Sl=S(u( )) la funcién de Stielges relativa al funcional u( ) respecto

n

(1

al que {Pn

)} n=0 ortogonal,

Sabemos que ambas series formales de Stieltjes estin relacionadas mediante 4.12., Cap.l.,

que para k=0 resulta

-1
¥ 151 (z) = -[S(u}(z}] '(2‘30) (2.4.)

Sustituyendo (2.4.}) en (1.1.) tenemos

2 -1
M2)S" | (2)=; By (2)S](2)+C (2)S1 (2)+D1 (2}
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t
con  By(2)=D(z) ; Cy(z}=-C(z)+2(z$)D(2) ; D1(2)=-¢(Z)+B(Z)-(z-fiO)C(Z)+(Z-BO)2D(Z)

(1)

Siguiendo las ecuaciones (1.2.) el funcional lineal u' ™" cumple la ecuacién

1 -
D(d:u(l)) + \Plu( )+B1~;1(x 1u(l)z)=0 ,W1=-C1¢'
que es irreducible como vemos a continuacién:

Sea "a" unaraizde ¢, , Bl(a)=D(a) , luego si D(a)=0 (2.5.) es irreducible.
SiD(R=0 |, Cl(a)=~C(a) , st C{a)=0 {2.5.) es irreducible.

Por dltimo si D(a)=C{a)=0 DI(a)=B(a)=0 al ser "u" de clase "s" ¥ la ecuacién (2.5.)

queda irreducible.

Demostremos ahora los apartados i}, ii) y iii) del enunciado

5+1 S
w1(2)= (CS+1+2bS+2-2dS+2) z + [CS'Z(dS+1+BOds+2) +2(bs+1+ﬁobs+2)] Z 4+ seieann
5+2 s+1

O(z)= ds+2 z +ds+1 z Foenenne

Si dg, ;0 5 =méx { grado ¥-1 , grado ©-2 , grado 31-2} =5
Si ds+2=0 ¥y cs+1+2bs+2"0 )y S3= 5.
Si ds+2=0 vy cs+1+2bs+2=0 tenemos lo siguiente ;

ds+1"0 , sl=s=1 ,

ds+1=0 y CS+2(bS+1+BObS+2)#O 3 51= S'l

Si ds+2=0 , Cs+1+2bs+2=0 , ds+l=0 y cs+2(b5+1+f50bs+2) =0 , el coeficiente

(2.5
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f
de grado § de Bl’ —(cs+1+bs+2) , esobligatoriamente =0 al no poder ser nuios a la vez

los coeficientes Coi1r ds+2 y bs+2 ¥ , en consecuencia, sl=s—2.

Teorema 2.2.2.

Sea {Pn ] =0 YDA S.P.O.M. de Laguerre-Hahn de clase "s", entonces Ia sucesidn asociada de

ordenr, (P}

n 120 € también una sucesién de polinomios ortogonales de Laguerre-Hahn de clase

s, con §5-2rs 5.5 8.

DEMOSTRACION:

De una manera general , siguiendo el Teorema 2.2.1. y por un razonamiento inductivo se

(

establece la ecuacidon de Riccat que verifica 1a funcién de Steltjes asociada de ordenr, S = S{u 1‘))(z)

2 -1
D(2)S" (2) = 1. B (2)S . (2)+C . (2)S, (2)+D (2)v,

con

-1
B, 1(2)=Dp (2)y, , rz0

-1
Cr+ 1 (z)=—Cr (z)+ZDr (z)(z—ﬁr )yr , rz0

2 -1
D, (2)=-0(2)+ B (z)-C (z){(zp_)+(zB ) D (z)y, ,r0 (2.6.)

By(z)=B(z) ; Dy(z)=D(z) s Cp(z)=C(2)

Nota: De las relaciones (2.6.) se deduce que:

2 2 *
Cr+ 1 (z)-‘i»Br+ l(z)Dr+1(z)=CO(Z)+4¢(z)Dr(Z)-4BO(z)DO(z) . =0
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* T -1
donde D (2) = E Dj {z) Yi
j=0

Para la acotacién del orden de la nueva clase Sy (1), tenemos que

t.= grado de o, = s+2 [t:br =]

r.= grado de Brs (3

grado de Cr‘ s+l

grado de D ss

prsgrado de W s s+1 , [lvr < - Cr )}

dr=-mélx(tr ,rr)ss+2
sr=méx(pr-1 ,dr-Z)s s.

La cota inferior de s se obtene por aplicaciones sucesivas del Teorema 2.2.1.

Corolario  2.2.1.

1
Si {Pn}nzo es una S.P.O.M. cldsicos , Ia sucesion asociada de orden uno {wa ) ! =0 €5 una

sucesion de polinomios ortogonales de Laguerre-Hahn de clase 0.

Nota: Hemos visto que los asociados de cualquier orden a los polinomios clasicos

(semicldasicos } pierden , en general , el caracter semiclasico .En este sentido ,la familia de polinomios

ortogonales semicldsicos no es invariante respecto a la asociacion.

En el Capitulo IV. estudiaremos qué condiciones deben cumplirse para que los polinomios de

[aguerre-Hahn sean reducibles a semicldsicos



Teorema 2.2.3.

Sea {PH }nzO una S.P.O.M. de Laguerre-Hahn de clase "s".Consideremos una perturbacion de los

" L]

*
coeficientes de la relacidn de recurrencia de la forma g oot - BB 0, Y; =t

o iz0 (co-

recursividad).

*
La familia de polinomios co-recursivos resultantes de la perturbacion P} =@ +€5 una S.P.O.M.

®
de Laguerre-Hahn de clase s = s.

DEMOSTRACION:

Sea S{u)(z) la funcién de Stieltjes relativa al funcional u , que admite como $.P.O.M.

{Pn}nzO , ¥ sea S*(z)=Su’O(u*)(z) la funcidn de Stieltjes correspondiente al funcional u*® relativo a la

*
SPOM. (P}, o -

La relacidn entre ambas series ,segun Proposicion 4.2.2,, CapJ, haciendo k=0 viene

dada por

S*z) = Sz | (2.7,

Sustituyendo (2.7.) en (1.1.) tenemos que S5*(z) cumple

P*(2)S*" (z)=B*(z)S*2(z)+ C*(z)S*(z}+D*{z) siendo

2
¢*(z)=0(z) ; B*(2) = B(z) uC(z) +p D(z) ; C*(2)=C(2) - 2uD(z} ; D*(z)=D(2) (2.8.)
u* cumple entonces la ecuacion D(¢*u*)+lP*u*+B*(x_1u*2)=0 y WE=-Crp*’ (2.9.)

que es irreducible como vemos a continuacién .
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Sea "a" raiz de ®*=¢ .Sabemos que [C(a)l+|B(a)l+ID(a)l=0

D*(a)=D(a) , si D{a)=0 (2.9.) es irreducible,
Si D*(a)=0 , C*(a)=C(a) y si C(a}0 (2.9.) es irreducible,
Si D*(a)=C*(a)=0 , B*(a)=B(a)=0 , (2.9.) es irreducible.

Por otra parte y siguiendo la notacién del Corolario 2.1.1.

2
<1>"‘(z)=ds+zzs+ + ...{potencias de z de orden menor a s+2 )..

Y*(z2)= cs_'_lz$+ 1+ ..... (potencias de z de orden menor a s+1).

B*(z)= by +225+2+... .(potencias de z de orden menor a s+2 )..

Como no pueden anularse a la vez dS +2:%41 Y b 642 la clase resulta ser s*=s.

Teorema 2.2 4.

Sea {Pn }nzO una 5.P.O.M. de Laguerre-Hahn de clase "s".Consideremos una perturbacion

L ] * L ]
de los coeficientes de la relacién de recurrencia de la forma Bi=B; . iz0, vy 1 =My T j=1 ,220 (co-

dilatacion).

[
La familia de polinomios co-dilatados resultantes de la perturbacion {P n} a0 € una S.P.0O.de

[ ]
Laguerre-Hahn de clase s = s.

DEMOSTRACION:

Sea S(u)(z) la funcién de Stieltjes relativa al funcional u respecto al cual la sucesion

{Pn}n =0 & ortogonal, y sea S. (Z)=)\.Sl(u. )(z) la correspondiente al funcional u. respecto al cual

L ]
{Pn}nzo es ortogonal.
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La relacién entre ambas series viene dada ,siguiendo la Proposicién 4.3.1, ,Cap.] ,{caso k=1), por

-S(u)(z) (2.10)
(2‘50)(1'7\)5(“)(2)'7‘»

s (z) =

Sustituyendo (2.10.) en (1.1.} tenemos que S. (z) cumple

. * * °? ® . .
® (2)S (2)=B (z)S ()+C (2)S (z}+D (z) siendo
2" @400 ; B’ (2) = [O(@AI-VAZB@ACE)(2-,) 10+ D)z ) (1-0)]
C (@=[C@M2(z8)}(1-0D)] 5 D' (2)=D(z)

L ]
En cuanto a la determinacién del orden de la clase de u  y siguiendo la notacidén para los

polinomios ®,% y B del Corolario 2.1.1.
¢. (z)=2d +27.5"'2 + términos de menor grado ;

™ e o $+1
Y (Z)=-C @ = ‘{M:S.'_1+2(1-7x)[(s+1)ds_'_2 +Cs+1+bs+2 ]} Z  + términos de menor grado ;

®
B (2)= {m-x)ds L2 o M(LN)c o 1 +Hs+2)d 5] -(1—1)2[(s+1)ds+2+cs+1+bs+2}} z5+2
términos de menor grado.

[} [ ] L ]
Los tres coeficientes de mayor grado de los polinomios ¢ (z), ¥ (z)y B {(z) no pueden ser

nulos a la vez pues el sistema
ms+2=0

Acs+1+2(1-l)[(s+l)ds+2 +cs+1+bs+2] =0

Ml-k)ds+2+k2b o2 MIN[e g, H(s+2)d 5] (1-M2[(s+1)d g, y+C, 14D, 5]=0

para A= 0 sélo admite la solucién trivial.
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|
. * e e e o -] o2 . ] .
Por otra parte JJaecuacion D{¢ u ¥ u +B (z " u )=0 es irreducible pues si "a" es rajz de ¢

teriemos

D. (a)=D(a) , y portanto si D(a)=0 la ecuacién es irreducible.
[ ]
SiD(a)=0 ,C (a)=AC(a) , si C(a)=0 la ecuacién es trreducible.

Si D(a)=C{a)=0 por fuerza B. (a)=A2B(a)=0 , al ser u de clase s.

Teorema 2.2.5.

Sea {Pn}nzo una S.P.O.M. de Laguerre-Hahn de clase "s".Consideremos una perturbacién de los

coeficientes de 1a relacién de recurrencia de la forma:

o -4

B 1=,8 T ,Bj.:ﬁ TR 1=Ay1 T i=l1 , A=0 (co-modificacion). La familia de polinomios co-

o 2

modificados resultantes de la perturbacién {Pn}naO’ es una 5.P.0. de Laguerre-Hahn de clase s ,

a

cumpliéndose s-Iss s=s+1.

DEMOSTRACION:

Sea S(u)(z) la funcidén de Sdeltjes relativa al funcional u respecto del cual la sucesion {Pn} =0

o -] -}

es ortogonal y sea S (2)':18;; 1 (1 ){z) la correspondiente al funcional u respecto del que la sucesién

{Pn}zo'es ortogonal.
Aplicando la Proposicidn 4.3.1., Cap.l (caso k=1), se tiene:

f(x-Bg) ;] S(u)(z)+n

$'(z) = (2.11.)
(x-B)u{x-Bgltyy (1-A)IS(u)(z) w(x-bg) -Arq

Sustituyendo (2.11.) en (1.1) se cumple

tibo (z)So “(z) = Bo (z)SoZ(z) + Co (z)Sc (z) +D° (z) siendo



o

2
@ (2)=hy9(2)
° 2 Vi 2 2
B (2)=-@(z){n (z-Bp) +Zuyyh (z-B)-dyq (1-M] +B (2)[n(z-Bp)+dvg] +
2 2

+C(2)(z-B) [r(zB g)+hy ] [u(z-B o4y (1-M)] +D(2)(z-By) [-u(z-Bp)+y; (1-M)]
° 2
C (z)=-0(2)[2p (z-B)+2Zpy Al +2uB(2)[11(2-60)+?~71]+C(2){u(z-ﬁo)[-u(z-ﬂ0)+~!1(1-l)] -

‘[F(z'ﬁo)"')wl][l’-(z‘ﬁo)'? 1] }'2 D(Z)(Z‘ﬂo}['ll(z'ﬁo)*"\'l( 1-2)}u(z-$ 0)"!‘ 1] (2.12.)

D (2) = ‘¢(Z)P2+B(Z)P2+C(z){ -p [F(Z'ﬁo)“{ 1]}+D(Z) [J-'-(Z"ﬁo)'Y 1]2

Para la acotacidon del orden de la clase de u y siguiendo la notacién del Corolario 2.1.1.

o (-]

gradode & =s+2 , gradode¥ =-C ¢ =ss+2 ,gradodeB = s5+3 ,dedonde s =s+l.

-] -] o

Por otra parte ,si una vez efectuada la perturbacion ﬁ1=ﬁ 1He ﬁi=ﬂi , i=1 , 71‘_‘)‘71

[-] ° L]

v=y; =l »=0 , efectuamos una nueva perturbacién de la forma ﬁ;=t}1 -n=hy , B;=ﬁi=ﬂi , =1,

+ 1 ° + ° . . .
1" ;qul St P (I i=l , a=0 , recuperamos los polinomios originales, luego en la segunda

perturbacién el orden de la clase debe bajar una unidad, de aqui la acotacién del la clase s .

Nota 1: El coeficiente de grado s+4 del polinomic B (z) y el de grado s+3 del polinomio

o

¥ (z) son nulos.

(1)

Nota 2: Una comprobacién del teorema se puede ver en el siguiente ejemplo. Sean H n (x) los

polinomios asociados de orden uno a los clasicos de Hermite.Segun el Corolario 2.2.1. estos polinomios

son de Laguerre-Hahn de clase s=0, cumpliendo la correspondiente funcién de Stieltjes S(z)=S(u(1))(z)
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la ecuacién §° (z)=-82(z)-225-2 , (ver tabla 2.2.). Los coeficientes de la relacién de recurrencia son

n+1

Efectuando la perturbacion By=n .Ja nueva familia de polinomios es de Laguerre-Hahn

.cumpliendo la correspondiente funcién de Stieltjes 5°(z) la ecuacién , (férmulas 2.12.) ,
S (2)=(2uz3-2u222-4uz-1)S2(2) +[4pz2-(4p2+2)2-40)S°(2) +[2 pz-(2p2+2)]

Estos polinomios son de clase s°=1.

] a0

Si efectuamos una nueva perturbacién en el coeficiente ﬁl ) Bl = ﬁl -+ =0 la nueva funcién
de Steljes $™(2) cumple la ecuacién ,(férmulas 2.12)

§°°(z) = —S°°2(z) -2z §°(z)-2 que conduce a S™(z)=S({z).La clase s™ es cero, ha disminuido en

(1)

una unidad recuperdandose los polinomios Hn (x).

Ejemplos

Ejemplo 1.

Efectuaremos la perturbacién a los polinomios asociados de orden uno a los polinomios

generalizados de Hermite ( Hf]a))(l). El correspondiente funcional de estos polinomios ,al que

notaremos por ull) , pertenece a la familia de Laguerre-Hahn de clase s=1 y la corres-

pondiente funcién de Sdeltjes S(z)=S(u(1))(z), satisface la ecuacion:

25° (2)=-(1+20)z52(2)-2(z2+a)S(2)-22

La relacién de recurrencia es

(a)
n-1

()

) - 12- (n+1+0_) (H

(He)Deo- x @ YD, 8y 170 36, ~2a , nal



53

{a)

) Dax ;@

Y1 x)=1

Efectuaremos la perturbacién ﬁ*0= (TR B*i =0 i=0.
Sea v el nuevo funcional .La funcidn de Stielgjes S*(z) =S(v)(z) cumple la ecuacion
Z5** (2)= [-(1+20+2p2)z+ 2p(22+0)15*2(2) + [-2(z2+a)+4puz | S*(2) -22

La nueva familia de polinomios ortogonales co-recursivos es de Laguerre-Hahn, s*=1.

Ejemplo 2
La familia (L;(x))(l) (a=-n ,n=z1 )asociados de primer orden a los polinomios de Laguerre

pertenece a la familia de Laguerre-Hahn de clase s=0.Los coeficientes 8 0By de la relacién de

recurrencia son 50=a+3 By = o+5 ¥y 0] =2(a+2). Si notamos por u(l) el funcional correspondiente a
estos polinomios , la funcién de Stieltjes S(z)=S(u(1))(z) satisface la ecuacién:

2S° (2)=-(a+1)S2(z) + (-z+a+2)S(z)-1

Estudiaremos como se modifica el orden de la clase efectuando una perturbacidn en el

coeficiente Bys (k=0 y k=1),delaforma ﬂk*-_— B +& B *= B i=k
En el caso de k=0 ,la nueva S.P.O.M., pertenece a la familia de Laguerre-Hahn , s*=(.La

correspondiente funcion de Stieltjes , $*(z)= Sp. 0(z) cumple la ecuacién:

z §* (z)=1{ n(z-a-2) -p.z-(a-i-l)] S*z(z) +(-Z+a+2+2p)5%(z) -1

Una representacion explicita de estos polinomios co-recursivos en términos de funciones
hipergeométricas se puede ver en [36 ]y [37 ] en donde ,ademas ,queda determinada la medida

espectral y la ecuacion diferencial de cuarto orden gue estos polinomios cumplen.

En el caso k=1, los coeficientes polindmicos de la ecuacién de Riccati que satisface la funcién

de Stieltjes Sp..l(z) , SOn:
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@°(z) =4 (0+2)2 2
B(2)=2 p (¢+2)23 - 2u(a+2)(u+3a+10) 22 + 2p{a+2)[2(a+3)u +3a’+160+25] z-
2(a+2)[(a+3)2p2+(a+3) (e +3a+ )+ 2(o+ 1) (0+2)]
C(2)= 4 p(a+2)22-4(a+2)[ p2 + (20+7) p +(0+2) ] Z +4(a+2)[(a+3)pl+(al+5a+8)p +(o+2)2]

D°(z)= 2u(a+2) z-2(a+2)[pl+(a+d)p+2(a+2)]

La nueva S.P.O.M. pertenece a la familia de Laguerre-Hahn de clase s'=1.

Ejemplo 3.

La familia (Bﬁ(x))(l) (a=-n/2 ,n=z (0 )constituida por los polinomios asociados de primer

orden a los polinomios de Bessel, es de Laguerre-Hahn de clase s=0. Denotando mediante u(1) el

correspondiente funcional,la funcién de Stieltjes, S(z)=S(u(1))(z) cumple la ecuacion:

228 (z) = - S2(z) + 2 (az+1o1)S(z) + (2a+1)

0.2(20.+1)

Efectuemos la siguiente perturbacidon en los coeficientes de la relacidén de recurrencia
* 1-a * . * )
Bo=fotu=siaen) ** » Bi=F =0 .y Bl (k=0),
La nueva familia de polinomios ortogonales es de Laguerre-Hahn de clase s*=0, satisfaciendo la
funcién de Stieltjes S5*(z)= Su 0 (z) la ecuacidén:
2a-1

2 Gre () = [ e
z Sk(z)_[az(z

. 2 (0az+1-a"1)+p2(20-1) ] S*2(2) + [2(az+1l-a-1)-2p(2a+1)15%(z) +
o+

+(2a+1)

1-a

Si efectuamos la perturbacion en el coeficiente B“l =By +p~ m +u ,

los coeficientes polinomicos de la ecuacion de Ricccati que cumple la funcidén de Stieltjes Sp 1(z),

son:



2
d°(z)= Y1 z2

(2a-1)

1
——— 2 - (1- = 2a+l 2
2(2ar 1) J+2pyq [ (1- )+(Za+1)By ] }2 +

2 1
B(2)= -2p(a+ 1)y 123 +{ W2[ (6a+5)p+6(1- =)py-

2 1 2 1
+{2028) [ (30+2) By + 3(1-0) By - 121y [ 0B+ 2(1- )Bg -

2ol

a?(2a+1)
2a-1

0.2(2a+1)

2a-1 2a-1 2}

1
) 1- =) Bo- -
1= 21, [(1-0) Bg a?(20+1) ] a2(2a+1) 1

2 2 1
+{ 428G [(2a+ )Ry +2(1- ) By -

1 2o-1
—) —————r——

2
)" 2 — ]+ 4pylﬁo(2a+l) +2u-,-1 } Z+

C(z)= -dula+1)y 122 +{ 202 [ (4a+3) 5‘(7') +4(1-

1 2a-1 2 1.2
+{-—2p.250 [(2a+1)ﬁ§+2ﬁ0(1-;)- = ) I-2pyy [Qatl)py + ]+2(1-;)v1}

az(ml a2(2a+1)

2a-1

) 1 2 1. L
D(z) = § 202 | Bola+1)+(1-5)] -2y, n (a+D)} z +§ pZ[(2u+1)50+2(1- o Bo” o277 1) +

2
+2py1 [(2a+ 1)y +(1- i—)] + Qo+1n}

B 1o B -4a
0" a(a-1) 17 2e+1)(a+1)2(20+3)

La nueva S.P.O.M. pertenece a la familia de Laguerre-Hahn de clase s°=1.

Ejemplo 4.

En este ejemplo efectuaremos la perturbacion a los asociados de primer orden a los polinomios

(o,B)

n (x))(l) .El correspondiente funcional para estos polinomios, que notaremos

de Jacobi, (P
por ull) ,es de Laguerre-Hahn de clase s=0 , cumpliendo la funcién de Sdeltjes S(z)=S(u(1))(z)

la ecuacién:

4(a+)(p+1)(atp+]) - aZ-p2
S 2)z-
(a+B+3)(at+p+2)2 155(2) + Llobr2) 2 o+p+2

(z%-1) S"(2) = [ 15(z) +(a+B+3)
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* al-p2 " *
Efectuemos la perturbacién Bo=Bp+m-= (@rpr2) (orprd) +po, Bi=By =0 , v Rl

( k=0 ).La nueva S.P.0.M., es de Laguerre-Hahn de clase s*=0, satisfaciendo la funcién de Stieltjes
S*(z2)= Su’0 (z) laecuacién:

T*(z2)S* " (2) = B*(z)S*z(z) + C*(z)S*(z) +D*(z) , donde

D*(z) = (22-1)

. 4{a+1)(B+1)(a+p+1) a2-p? 9
B*(z)= [ (ctB+3)(as e 2)2 1-u [{a+B+2) 2 ) 1+ p? (a+B+3)
o2-p2

C*2z)= [ (a+p+2) Z - ] -2 (a+p+3)

a+f+2
D*(z)= {(a+p+3)

(0.8)

Como caso particular de los polinomios de Jacobi Pnu’ (x) ,haciendocoa =p , aparecen los

polinomios de Gegenbauer (a =-n ,n =1}, (ver [51]).

Los asociados de primer orden a los polinomios de Gegenbauer pertenecen a la familia de

Laguerre-Hahn, s=0 y S(z)=S(u(1))(z) satisface:

(z2-1)S (2) =-2%52(z) + 2 (a+1)z S(2) + (2a+3)

Efectuando una perturbacién en el coeficiente By.delaforma f*a=fy+u =u , Bo=0 ;
ﬁ*i =B, =0 i=0 ,(k=0) ,obtenemos una co-recursiva S.P.0.M.de Laguerre-Hahn , s*=0 ,cumpliendo

S*{z)= Su,O(z)' la ecuacion:

(22-1)S*" (2) = [ -2u(a+1)z+p2(20+3) + ﬁiﬁl 15*2(2) + [2(a+1) -2p(20+3) ] SX(z) +(2a+3)
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En el caso de k=1, los coeficientes polinémicos de la ecuacién de Riccad que Satisface la

funcién de Sdeltjes S A 1(z) son

. _Ma+l) o 4
¢ (Z)= [(20.4_3)'('2'@'}'5) ] (Z '1)

e —Sletlles) g ol o g 32(0+1)2 “1&_(2&;)(0:_;,9_2
@)= 20+3)2045) * 2a+3 7Y T 3R ewis) b (2043)3(2a+5)2
_ _len+D(@r2) 5 o (arl) (a+1)2 (a+1)2
C@= T2ar3)2045) © 70 (2043) F 03y 200512 P Gan3)2(2a00)

(a+1){a+2) (a+1) 2 (a+1)

D)= -8t ur3)2ae5) “ * 4 o ey

La nueva co-recursiva S.P.0.M. co-recursiva es de Laguerre-Hahn de clase s=]1.

0
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2.3.Anexos ‘

Anexo 1.

Tabla 1.

La siguiente tabla da la expresién de los polinomios @, ¥, C y D asi como los momentos (u),

para los polinomios clésicos.

P.(2) o(2) ¥(z) C(2) D(2) (W),
Hn 1 2z -2z -2 | (u) n
L:la) z z-a-1 AN -1 (u):
P:la'ﬁ) 22—1 ~(a+p+2)z+af | (o+p)z+B-c a+p+1 (u)*:
ij“) 2 2aztl) | 2(-1)z+2 2a-1 (u)::k*

* el {2310
Wrne17Y o (Wpy = 2n . (Mo

27 nl

ok wor N n ! k.k -1

(u)n=(a+l)n(u)0 ) w, =2 IR -1y 2 (a+ 1)y (atpaz)y (W),
1o K !

Fodcick

@, =22, (u)

Tabla 2.

Igualmente daremos las expresiones de los polinomios &, W 1 R B1 ) C1 R D1
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de los polinomios asociados de grado uno a los clésicos. ' '

(1)

Polinomios asociados de orden uno a los clasicos de Hermite , Hn

-1
o(z)=1 l}‘l(z)=22 71B1(2)=-1 Cl(z)=-22 1] Dl(z)=—2

(a),(1)

Polinomios asociados de orden uno a los clasicos de Laguerre , (Ln )

&(z) =2 , \Pl(z)= z-a-3 , lel(z)= -a-1 s Cl(z)= -Z+a+2
-1
Yl Dl(z)= -1 ’
Polinomios asociados de orden uno a los clasicos de Jacobi , (Plga’ﬁ) )(1)
®(z) = 22—1 , 1}11(2) = - (a+[3+4)z+(a2-f52)(a+[5+2)-1

YlBl (z) = 4(a+1)(5+1)(a+[5+1)(a+5+3)-1(a+s+2)-2

Cl(z) = (a+ﬁ+2)z—(a2-52)(a+ﬁ+2)-l

-1
vy Dy(2) = (+ps3) | ,

1
Polinomios asociados de orden uno a los clasicos de Bessel , (B'(la))( )

O(2)= z2 , Wl(z) = -2[(a+l)z+l—a-1]
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-2 -1 -1 -1 ‘
v1B1(2) =(2a-1)a " (2a+1) , C(@) = 2(0z+l-a ), ¥ Dy(z) = (2a+l)

Nota: (a)n=a(a+1)...(a+n-1) , (a}0=-1.

Anexo 2.

Asi como los polinomios ortogonales semicldsicos vienen caracterizados por ser los Gnicos
polinemios ortogonales que satisfacen una ecuacién diferencial lineal de segundo orden con coeficientes
polinémicos de grado independiente den , en [12] y [18] se ha comprobadoc que los polinomios
ortogonales de Laguerre-Hahn cumplen una ecuacién diferencial lineal de cuarto orden con coefi-
cientes polindémicos de grado independiente de n.

Como ejemplo de ecuaciones diferenciales que satisfacen los polinomios ortogenales de Laguerre-
Hahn , indicamos explicitamente las ecuaciones diferenciales de cuarto orden que cumplen los

asociados de primer orden a los polinomios clasicos.También se incluye la relacién de estructura.
Ecuvacion diferencial y relacion de estructura de Jos polinomios asociados de orden uno a
los polinomios cldsicos.

\ . . . . (1)
Bolinomios asociados de orden uno alos clisicos de Hermite, H |

Relacian d

1 1
(Hf1 ))'(x)=-ZHEH)l(x)+2Hn+1(x) , nhz0

E 160 difs ial
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(1) (V)

) (1) (1) 1)
n+1

(H (x)+4(-x2+n+3)(l-ln+1) " (x)- 12x(l-[n+1) (x)+4(n+3)(n+1)Hn+1(x) =0 ;nz0

Polinomios asociados de orden uno a Jos clisicos de lLaguerre ,(L( ))(1)

Relacién de estructura

(a), (1) L (1)

x[( (“)”]()(nZ)(L Moo - )P0l 0, me0

Ecuacién diferencial

1.V 1) (111 1
X [( 1(11)1)( WMy 4 Sx[(L:Ii)l)( MU (x4 2(neas 3)xa +4][(Lfl°"1)( N oor
+3(-x+a+n+3)[(L(a) (1)] (x)+(n+3)(n+1)[(L( ) (a )]( =0 ,n0

Polinomios ascciados de orden uno a los cldsicos de Jacobi , (PI(IG'B))(I)

Relacién de estructura

( 1)[(P(°'ﬁ) ST (n+2)[o~B-(2n+4+a+p)x] (2n+d+asp) (P(a (1) 4
+2nrarpr3) Y P -(arpe PO Pg ne0.

Ecuacion diferencial

v a, I
-2 P P M ) 10x1 ) P M g 4 {ieem®-2G4n) @ep)-

-2n(n+5)+12]x +2(ﬁ -o )x—(a p) +2(3+n)(a+[5)+2n(n+5)+4}[(Pn ";))(1)] “(x)-
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{ [3(a+B)2+6(n+3)(a+ﬁ)+6n(n+5)+24]x+3(a2-t32)}[(P:]ig) Yy g
,ﬁ) Y
+(n+3)(n+1){n+a+5+2)(n+a+ﬁ+4)[(P x)=0 , n=0.
Polinomigs asociados de orden unos a los clésicos de Besse] , (B(a))(l)
Relacién de estructura
[(B( NIy () = <me2)[x-(aras 1) ](B(") (1)(x)+(2n+2a+1)(3(“) By )-(Za-l)B(;:jl(x)
n=0

Ecuacién diferencial

p@) (1) aV) 5@ (1.
1D 103 ) Wy,

+2{ [—2a2-2(1+n)a~n(n+3)+ 10]x2-4(q—1)x-2} [(B(;:l)(l)]' ’(x)+6{[—2a2-2(1+n)a-n(n+3)]x-
-2(a- 1)}](B(a) (1 )] (x)+(n+1)(n+3)(2u+n)(2a+n+2)(B( )1)(1)( =0 | n=0.
|
Anexo 3.
D PCION D POLINOMIOS DE IAGUERRE-HAHN DE CLASE CERQ. ({12

Polinomios_de Laguerre-Hahn de clase cero andlogos de los de Hermite, Hn(x).

o)< , Wi9-apxrag , Bx)=byx +b xsby

i) b2=2 (sucesion singular)

ﬂ0=l , AeC ; ﬁn+1 , nz0 ; 1] =(1/2)p ,p=0 ; 'yn+1=n/2 , nzl.
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Y(xX)=-2X B(x) =2x2 -2xx+1-p {

il) {bym2

{Hermite, co-recursivos,co-dilatados ,perturbados y asociados generalizados

a los polinomios de Hermite).

l+n+t

1
ﬁ0=7& , AEC Bn+1=0 , nz0 ; = p(%) ,p=0 Tnel= 2 ,nzl ; T=-n , nzl.
2
2p A p-1 2 2-p »
o(x)=1 ; Y(x) = 2'p—'x -4 ; : B(x)——-ZTx +2A—‘;—x +1-p(l47) - 2 T

< definido por Yy = (p/2}(1+7)

Tabla 3

Segun los valores de A, p ¥ =, tenemos:

I re C , peCr /  sucesién singular I
I =0 =0 ,p=1 /  polinomios de Hermitel
l =0 =0 ,pul /  co-recursivos de los po