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Introducción

Lateoríade laformafue introducidapor K.Borsulcen 1968 paraelestudiode las

propiedadeshomotópicasglobalesde los espaciosmétricoscompactos,aunque

las raicesde estateoría seremontana la obra de P.Alexandroff,S.Lefschetzy

E.tech, entreotros. En los trabajosde estos autoresaparecela idea — fuxx-

daxnentalparala génesisde la teoríade la forma y parala anteriorevolución

de la homologíasimplicial a la homologíade Úech — de aproximarlos espacios

topológicospor espaciosparticularmentesimples,como los poliedros.

En lascategoríasdela formay de la formafuerteparaespaciosmétricoscom-

pactos,paraevitarlasposiblescomplicacioneslocales,sepermitealasaplicacio-

nescontinuasentredosespaciostomarvajoresenentornosdel segundoespacio

enun retractoabsolutoquelo contenga,engeneralel cubodeHilbert. Tomando

entornoscadavezmenoresy estableciendociertasrelacionesdehomotopíaentre

aplicacionesseobtienenlos modismosde lascategorías.De estaforma secon-

siguenclasificacioneshomotópicasde los espaciosmétricoscompactosquetienen

en cuentasus propiedadesglobalesy no tomanen consideraciónlas locales,y

quecoincidencon la clasificaciónde la teoríadehomotopíaclásicaenel casode

los poliedros.

El contenidode estamemonasedivide en cuatrocapítulos,cuyo contenido

presentamosahoramuy generalmente,remitiendo a la introducción de cada

capítuloparaunaexposicióndetalladade los antecedentesdel temay del con-

tenido del capítulo.

En el primer capítulode la memoriapresentamosunanuevacaracterización

interna, de tipo discretoy degran sencillezformal, de la categoríade la forma.

Nuestroenfoque,quesuponela apariciónde técnicasdiscretasen el estudiode
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la teoríadela forma,sebasaenla ideade reemplazarlasaplicacionescontinuas,

que necesariamentedependenfuertementede la estructuralocal de losespacios,

por aplicacioneslocalmenteconstantesconsaltoscadavezmenores.Utilizando

estastécnicas,damostambién caracterizacionesen términos discretosde los

poliedrosaproximativos,de losespaciosmoviblesy delos internamentemovibles.

En el segundocapítulodamosla primeradescripcióntotalmenteintrínseca

de la categoríadela formafuerte. Nuestracaracterizaciónsebasaen la teoríade

aplicacionesmultivaluadas.Consideramostambiénuna topologíaen el espacio

de las aplicacionesmultivaluadasfinas entredos espaciosmétricoscompactos

que nospermitecaracterizarlos morfismosen la categoríade la forma como las

componentesconexasde eseespaciotopológico,y los morfismosen la categoría

de la forma fuertecomolas componentesconexaspor caminos,siendoademas

todo modismoen la categoríade la formala adherenciade un morfismoen la

categoríade la formafuerte. Finalmentemostramoscomoreducirel cálculo de

grupos‘shape’ fuerte al cálculode gruposde homotopíausualesde un cierto

espaciode lazos.

Enel tercercapítulopresentamosun nuevoenfoquedelas fibraciones‘shape’,

basadoen la teoría de aplicacionesmultivaluadas. De este modo, podemos

definirel concepto,másrestrictivoqueel de fibración deHurewiczconelevación

única de caminos,de fibración ‘shape’ con elevacióncercanade caminosmuí-

tivaluadoscercanos,siendoestasúltimas equivalentesa fibraciones‘shape’ con

fibras totalmentedesconectadas.Demostramostambiénresultadosrelativosa

propiedadesde elevaciónde aplicacionesligadasa los morfismos‘shape’.

En el cuartoy último capítuloretomamoslas caracterizacionesde la forma

y de la formafuertedeespaciosmétricos compactosporaplicacionesaproxuna-

tivas paraestablecernuevasconenonesentrela teoríade la formay la teoríade

sistemasdinámicos. La razón de utilizar estacaracterizaciónes que el flujo

de un sistemadinámico en un ANR induceuna aplicación aproximativade

cualquiercompactodel espaciode fasesen cualquierotro compactoquecon-

tengaal primeroen suregióndeatracción.Estonospermiteestudiarpropieda-

desreferentesala formadecompactospositivamenteinvariantesy decompactos
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establesde sistemasdinámicoscon atractorescompactosasintoticamenteesta-

bles.

Siguiendo,encierto modo,un caminoinverso,definimosun sistemasemidi-

námicode Bebutoven el espacioA(X,Y) de las aplicacionesaproximativasde

X a Y, con unamétricaadecuada,y estudiamossuspropiedadesdinámicas.

En todo el trabajo,siempreque tengamosun espaciométrico,denotaremos

por d la correspondientedistancia. Cuandoestemosconsiderandovarios espa-

cios métricossimultaneainente,denotaremoscon la misma letra d a todas las

métricas,siempreque quedeclaro porel contextoa cual de ellas nosreferimos

en cadacaso.

a



Contenidos

1 CARACTERIZACIÓN DISCRETA DE LA CATEGORIA DE

LA FORMA DE BORSUK 6

1.1 APLICACIONES DISCRETAS 9

1.2 LA CATEGORÍA DISCRETA SD DE LOS ESPACIOSME-

TRICOS COMPACTOS 19

1.3 SD ES ISOMORFA A LA CATEGORIA DE LA FORMA DE

BORSUK 34

1.4 CARACTERIZACIONESDISCRETASY DENSASDE LOS PO-

LIEDROS APROXIMATIVOS Y DE LOS ESPACIOS MOVI-

BLES E INTERNAMENTE MOVIBLES 44

2 CARACTERIZACIÓN MULTIVALUADA DE LA CATEGO-

RÍA DE LA FORMA FUERTE 54

2.1 LA CATEGORÍA MSHDE LOS ESPACIOSMÉTRICOSCOM-

PACTOSY LAS CLASES DE HOMOTOPIA DE APLICACIO-

NES MULTIVALUADAS FINAS 56

2.2 MSH ES ISOMORFA A LA CATEGORÍA DE LA FORMA

FUERTE 62

2.3 UNA TOPOLOGÍA EN EL CONJUNTODE APLICACIONES

MULTIVALUADAS FINAS ENTRE DOS ESPACIOSMETRI-

COS COMPACTOS 73

2.4 GRUPOSDE HOMOTOPÍA FUERTE Y ESPACIOSDE LA-

ZOS DE STEENROD 87

4



973 MULTIFIBRACIONES

3.1 MULTIFIBRACIONES 99

3.2 APLICACIONESCON LA PROPIEDADDE ELEVACIÓN CER-

CANA DE CAMINOS MULTIVALUADOS CERCANOS .... 120

3.3 RELACIONES CON LOS GRUPOSDE HOMOTOPÍA 131

3.4 ELEVACIÓN DE APLICACIONES MULTIVALUADAS FINAS 137

4 TEORÍA DE LA FORMA Y SISTEMAS DINÁMICOS 146

4.1 DESCRIPCIÓNDE LA CATEGORÍA DELA FORMA DEBOR-

SUK CON APLICACIONES APROXIMATIVAS 148

4.2 SISTEMAS DINÁMICOS Y SEMIDINÁMICOS 150

4.3 SOBRELA FORMA DE REGIONES POSITIVAMENTE IN-

VARIANTES DE SISTEMAS DINÁMICOS CON ATRACTO-

RES GLOBALES ASINTOTICAMENTE ESTABLES 154

4.4 PROPIEDADESDINÁMICAS DEL ESPACIO MÉTRICO DE

LAS APLICACIONES APROXIMATIVAS 162

5



Capítulo 1

CARACTERIZACIÓN
DISCRETA DE LA
CATEGORÍA DE LA FORMA
DE BORSUK

La teoríadehomotopíaclásicaseutiliza parael estudiodepropiedadesglobales

de los espaciostopológicos.Tieneel inconvemente,sin embargo,al estarbasada

enpropiedadesde lasaplicacionescontinuasdeunespacioenotro, desersensible

a las complicacioneslocalesde éstos. Por tanto solo essatisfactoriacuandose

aplicaa espacioscon un buencomportamientolocal, comolos poliedroso, más

generalmente,los espaciosANR.

La categoríade la formafue introducidaen 1968 por K.Borsuk [12] y [13],

como un medio de estudiarpropiedadesglobales, especialmentede tipo ho-

motópico,de los espaciosmétricoscompactos,ignorandocomplicacioneslocales

en suestructuratopológica.En la categoríade la formade Borsuk,paradefinir

los modismosentredosespaciosmétricos compactossesumergenen espacios

retractosabsolutos(engeneral,el cubodeHilbert), y sereemplazanlas aplica-

cionescontinuasentreellos por aplicacionesaproximativas,éstoes, sucesiones

deaplicacionescontinuasdelprimerespaciométricocompactoenentornos,cada

vez menores,del segundoespacioen el AR que lo contiene. Se exigeademás

que cadapardeaplicacionesconsecutivasseanhomótopas,tambiénenentornos

cadavez menores.
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Deestaformaseobtieneunaclasificaciónhomotópicade los espaciosmétricos

compactosque tieneen cuentasuspropiedadesglobalesy no toma en conside-

raciónlas locales,y que coincide con la clasificaciónde la teoría de homotopía

clásicaparalos espaciosANR.

En 1971, W.Holsztyúski[55] y [56]da unabaseaxiomáticaa la teoríade la

formabasandoseen los conceptosde la teoríade categoríasy mostrandouna

profundaconexiónentreel conceptode formay el de limite inverso. Pocodes-

pués,tambiénen 1971, S.Marde~iéy J.Segalextiendenen [80]y [81] la teoríade

la forma a espaciosHausdorffcompactosarbitrarioscaracterizandolos espacios

como límites inversosde ANL y definiendoaplicacionesentre los sistemasy

no directamenteentrelos compactos.Borsuk ([15], [17]) y R.H.Fox ([40], [41])

introduceny estudianen 1972 la teoríade la formaparaespaciosmétricosar-

bitrarios. Posteriormente,en 1973, MardeMé [75]extiendela teoríade la forma

a espaciostopológicosarbitrarios. Todasestascaracterizacionestienen el in-

convenientede precisarde elementosexternos,como espaciosAR ambienteso

sucesionesde espaciosANR.

J.E.Felt [38] estableceen 1974 unarelaciónentre los conceptosde forma y

e-continuidady en 1989J.M.R.Sanjurjo[98]da laprimeradescripcióncompleta

de tipo internode la teoríade la forma, usandoaplicacionesno continuas,exten-

diendoalgunasideasde Felt. Hastaentonces,todaslas descripcionesexistentes

de la categoríade la formaparaespaciosmétricoscompactosusabanelementos

externosparaintroducir las nocionesbásicas.

En 1990, Sanjurjo[100]daunadescripcióndelos modismosenlacategoríade

la formausandoaplicacionesmultivaluadasfinas,y en 1992, empleandoestades-

cripción, introduceunanuevacaracterizacióncompletade la teoríade la forma

para los espaciosmétricos compactosque no haceuso de elementosexternos

[102]. En estacaracterizaciónlos modismosentreespaciosmétricoscompactos

son sucesionesde aplicacionesmultivaluadassemicontinuassuperiormentecon

diámetroscadavez menores.En [101]y [103]se investigannuevaspropiedades

usandoestacaracterización.

La caracterizaciónmultivaluadade la teoría de la forma ha sido exten-
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didaa espaciosparacompactospor M.A.Morón y F.R.Ruiz del Portal [87] uti-

lizando recubrimientosabiertosnormales. Por otra parte, K.W.Kieboom [60]

ha obtenidorecientementeuna nuevadescripciónintrínsecade la forma de los

espaciosparacompactos,combinandola caracterizaciónno continuade [98] con

algunastécnicasde [87].

Parainformacióngeneralsobreteoríade la formarecomendamoslos libros de

K.Borsuk [18],J.M.Cordiery T.Porter[30], J.Dydalcy J.Segai[33],y S.Mardeii¿

y J.Segal[82]. Tambiénrecomendamosla colecciónde problemasabiertos[36]

deJ.Dydakand J.Segal.

En estecapítulopresentamosuna nuevadescripcióninternade la categoría

de la forma de espaciosmétricoscompactosutilizando unicarnenteaplicaciones

univaluadascontinuas. Paraevitar las complicacioneslocalesdel segundoes-

pacio, en lugar de ocultarlas tomandoentornosdel mismo en un espacioAR

determinado,lo que hacemoses aproximar las funcionescontinuasentredos

espaciospor aplicacioneslocalmenteconstantesdefinidasen partesdensasdel

primer espacioy cuyas imágenesvan tomando una cantidadfinita (cadavez

mayor si esnecesario)de puntos,de tal forma que los saltosentreesospuntos

permitenesquivarlas posiblescomplicacioneslocalesdel segundoespacio.En

concreto, los morfismosde la categoríason clasesde homotopíade sucesiones

deaplicacionesunivaluadascontinuasdefinidasensubeonjuntosabiertosdensos

del primer espacioy que tomansolo unacantidadfinita de valoresdistintos,de

tal forma que la oscilaciónde cadaaplicacióny la distanciaentreaplicaciones

sucesivastiende a cero. De estaforma obtenemosunacaracterizacióninterna

de la teoríade la forma, degran sencillezformal y que utiliza solamenteaplica-

cionescontinuas.Estenuevoenfoquesuponela apariciónde técnicasdiscretas

en el estudiode la teoríade la forma.

En la sección1.1 estudiamospropiedadesde las aplicacionescontinuasde-

finidas en conjuntosdensosy definimos las homotopíasentreellas. Introduci-

mos el conceptode aplicacióndiscretaentreespaciosmétricoscompactos(toda

aplicacióncontinuadefinida en un subconjuntodensodel primer espacioy con

imagenfinita), y el de aplicacionesdiscretasencadenables.
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En la sección1.2 introducimosel conceptodesucesióndensadiscreta.Defi-

nimosunarelaciónde homotopíaentresucesionesdensasdiscretasy mostramos

comocomponerclasesde homotopía,solventandoel problemade quela imagen

deunaaplicacióndiscretadeX aY no tieneporqueestarcontenidaenel dominio

de unaaplicacióndiscretade Y a Z. Finaimentedemostramosque si conside-

ramos la clasede los espaciosmétricoscompactosy las clasesde homotopía

de sucesionesdensasdiscretascon la composiciónmencionadaanteriormente

obtenemosunacategoría.

En la sección1.3 demostramosla equivalenciacon la categoríade la forma

de Borsuk.

En la sección1.4 presentamosnuevascaracterizacionesde espaciosimpor-

tantesenteoríade la formay en teoríade retractosutilizando aplicacionesdisc-

retas.Enparticular,probamosquelos espaciosAANR deOlapp[28] tienenpro-

piedadesdeextensiónaproximadadeaplicacionesdefinidasenconjuntosdensos,

y queestaspropiedadessoncaracterísticas.Asimismo probamosque los espa-

cios internamentemoviblessecaracterizanpor la propiedadde que aplicaciones

definidasen conjuntosdensossonaproximadamentehomótopasa aplicaciones

continuasdefinidasen todo el espacio. Finalmentedamosunacaracterización

en la mismalinea de los espaciosmovibles.

Parainformacióngeneralsobreteoríade retractosrecomendamoslos libros

de K.Borsuk [11] y S.T.Hu [57]. Paraun enfoquemásmodernosepuedecon-

sultar el libro de J.Van Mill [110]. Tambiénrecomendamosla colección de

problemasabiertos[113]de J.E.West.

1.1 APLICACIONES DISCRETAS

SeanX e Y espaciosmétricosy seaf D —* Y una aplicación (no nece-

sariamentecontinua)definida en un subconjuntodensoD de X. Dado x E X

denotamospor V(x) a la familia de entornosabiertosde x en X y definimos la
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oscilaciónde f en x comoel valor

0(1,x) = inf{diam(f(U fl Ji)) ¡ U E V(x)}.í

Obsérveseque si f escontinuaen D, entonces0(1,a,) = O paratodo x E Ji.2

Definimos 0(f,X) = sup{0(f,x) ¡ x E X}.3

Ejemplo 1.1.1 SeanX = Y = [0,1] y 1 : [0,1] — {0} —~ [0,1] definida por

f(x) = sen(~). Entonces:

0(f~x)={~ :k~g.
DadosJi y E subconjuntosdensosde X y dadasf : Ji —~ Y y g : E —* Y

aplicacionescontinuas,definimosparacadax E X,

o(f,g,x) = inf{diaan(f(U fl Ji) U g(U fl E)) ¡ U E V(x)}.

Es claro que e(f,g,x) = d(f(x),g(x)) paratodo x E Ji fl E. Definimos

~(f,g,X) = sup{e(f,g,x) Ir E X}.

Obsérveseque p(f,f,X) = O(f,X), o(f,g,X) = o(g,f,X) y que

p(f, h, X) =o(f,g,X) + ~(g,h, X),

para cualesquieraf Ji .—* Y, g : E —~ Y y h : F —~ Y aplicaciones

continuasdefinidasen subconjuntosdensosde X. Además,si ~(f,g,X) = 0,

entoncesf IDnE = 9IDnE~

Por otra parte,podemosasociaral par (f,g) el siguientevalor

d(f¡DnE,g¡DnE) = sup{d(f(x),g(x)) ¡ x E Ji fl E}.

15i Y esacotado,se tieneO(f,z) <diam(Y) paratodo a’ E X, y si Y no es acotadopuede
ocurrir que O(f,x) = oc.

2Por otra parte, si 1 es maximal, en el sentido de que no existe g E —. Y extensión
continuade f a E c X, entonces0(1, a’) > O, paratodo a’ ~ D.

3Si Y es acotado,se tiene O(f, X) < diam(Y), y si Y no es acotadopuedeocurrir que
O(f,X) = oc.
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Estevalor solamentetendráimportanciasi DflE esdensoenX e Y escompacto,

en cuyo caso es un númeroreal bien definido. En particular, si Ji o E es

subcon.juntoabierto de X, entoncesJi fl E es denso. Si ambosson abiertos

entoncessu intersecciónesabiertay densaen X.

Es fácil ver quesi Ji, E y F sonsubconjuntosdensosdeX, conintersecciones

densasdos a dos, y f : Ji —* Y, g : E —* Y y h: F —* Y sonaplicaciones

continuas,entonces

d(fInnF,hIDnF) =d(f InflE, 9¡DnE) + O(g,Y) + d(gLgnF,hIEnF).

Diremosque1 y y son¿-homótopassi existeC c X x [0,1] densotal que

C n (X x {0}) = Ji x {0}, C n (X x {1}) = E x

y existe H : C —. Y aplicacióncontinua con 0(H,X x [0,1]) < e tal que

H(x,0) = f(x) paratodox e Ji y H(x,1) = g(x) paratodox E E.

Es fácil ver que si Ji, E y F sonsubconjuntosdensosde X, y f : Ji —* Y,

g : E —~ y y h : F —* Y son aplicacionescontinuastalesque f y y son

e-homótopasy y y h sone-homótopas,entoncesf y h son¿-homótopas.

Proposición1.1.2 SeanX e Y espaciosmétricoscon X compacto,seanJi y E

subconjuntosabiertosdensosde X y sean! : Ji —.—~ Y continua con 0(1,X) < e

y y : E —* Y continua con O(g,X) <e. Son equivalentes:

i) f y y son¿-homnótopas.

Ii) Existe F c Ji fl E subeonjuntoabierto y densode X, existeuna partición

{0=to<t1<...<t,,1} de[0,1] y existe

H F x ([t0,t1) U (t1,t2)U... U ~ —+ Y

e-homotopíade IIF a 91F.

iii) Existe una ¿-homotopíade f a y definida en un subconjuntoabierto y denso

de X >< [0,1].

Dem. Vamosa ver que i) implica u). Supongamosque

f:Ji—*Yyg:E—*Y
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sone-homótopas.EntoncesexisteC c X x [0,1] densotal que

C n (X x {0}) = Ji x {0}, C n (X >c {1}) = E x {1},

y existeH C —* Y tal que 0(H, X x [0,1]) <e y tal que H(x,0) = 1(x) para

todo x e Ji y H(x, 1) = g(x) paratodox E E.

Como O(H, X x [0,1]) <e, paratodo (x, t) E Xx [0,1] existeu~a’~t~ entorno

abiertode (x, t) en X>< [0,1] tal quediam(H(U~’OflC)) <e. Porlacompacidad

de X >< [0,1] existe {Uí, . . . , U,,} recubrimientoabierto de X x [0,1] tal que

diam(H(Ue fl C)) <e paratodo i E {1,. . . ,p}.

Sea6 > O el númerode Lebesguede esterecubrimientoy sea {V
1,. . . , V}

e
recubrimientoabiertode X tal que diam(V) < g paratodo i E {1,.. . ,q}. A
partir de esterecubrimientodefinimos

= V1nJinE,F2 = (V2-W)nJiflE,..., N=(i4-(V1u...uV~S))flDflE,

familia desubconjuntosabiertos(quepodemossuponernovacíos)deX disjuntos

dosadostalqueFF1U... UFq esabiertoydensoenX.

Consideramos{0 = to < ti < ... < t, = 1} partición de [0,1] tal que la

distanciaentredos términosconsecutivosesmenorque¡ Entonces

es una familia de subconjuntosabiertosno vacíosde X x [0, 1] disjuntos dos

.5a dos tal que diam(F~ >< ~ < ~ para todo i E {1,...,q} y para todo

5 E {1,...,n}, y tal que i.J{F1 x (t,...1,t5) ¡1=z= q,1=a= n} es abierto

y densoen X >c [0,1]. Elegimospuntosx~ e (F1 x (tp.i,t5)) fl C, y definimos

F x ([t0,t1) U (t1,t2)U... U (t~....1,t4) —. Y tal que

H(x,0) =1(x) sitE [04w)

II’(x,t) = H(x, 1) = g(x) si t E (4....~,1]
H(x15) si x E F1,t1 =tp~ < t <t, =tn....x.

EntoncesH’ escontinuay paratodo (x,t) E Fx([to,t1)U(tí,t2)U.. .u(t,....1,t~])

existe (x’,t’) E C con d((x,t),(xtt’) < ~ tal que H’(x,t) = H(x’,t’). Esto

garantizaqueO(H’, X x [0,1]) <e puesdado(x, t) e X x [0,1], si consideramos
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unentornoU cualquierade (x, t) con diaxn(U) < setienequeparacualesquiera

(y,.,),(z,r) E Ur1F x ([t0,t~)U(t1,t2)U. . .u(t,....1,t,.])existen(y’, s9,(z’,r’) E C

con d((y, .s),(y’, s’)) < ~ y d((z,r), (.9,y’)) < ~ tal que H’(y, a) = H(y’, a’) y

H’(z, r) = H(z’, r’). Entonces

d(H’(y, a), H’(z, r)) = d(H(y’,a’), H(z’, r’)) < e,

puesd((y’, a’), (9, r’) < 6 y por tanto estánen un mismoelementodel recubri-

miento {U1,...,U,,}. Luego 0(H’,X x [0,1])<e.

Estopruebaque i) implica u). Vamosaver queu) implica iii).

Supongamosque existeF c Ji fl E subconjuntoabiertoy densode X, que

existe {0 = ta <ti < ... < t,, = 1} particiónde [0,1] y que existe

¿-homotopíade fIF a YIF. Definimos

Entoncesla aplicaciónH’: C —* Y dadapor

H’(x,t) = sitE [0~%)1 H(x,3t —1) sitE (4~ ~)

esunae-homotopíade1 ag definidaenun conjuntoabiertoy densodeXx [0,1].

El restode la demostraciónestrivial.

Introducimosa continuaciónunasubfamiliade la familia de las aplicaciones

continuasdefinidasensubconjuntosdensosdeun espaciométricocompacto.

SeanX e Y espaciosmétricoscompactos.SeaJi subconjuntodensode X y

seaf : Ji —* Y continua. Decimosque f esdiscretasi f(Ji) esfinito.

Si Ji es densoen X y 1 : Ji —~ {yí,. . . ,yn} c Y es discreta,entonces

{ f~
1(yi),... , f—’(y,,)} es unafamilia finita de conjuntos,abiertosy cerradosen

Ji, disjuntosdos a dos, tal que Ji = 11(yi)U ... U f’(y,.). Si ademásJi es

abierto,los conjuntos{1’(yí),.. •,f~i(y~)} sonabiertosen X.
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Si Ji1, . . . , D,,~ sonconjuntosdisjuntosdosa dos,abiertos(y por tanto cena-

dos)en Ji = Ji1 U ... U Ji, y Ji esdensoen X, y f esunaaplicaciónconstante

encadauno de esosabiertos,entonces1 escontinuay por tanto discreta.

Proposición1.1.3 (Aproximación por aplicacionesdiscretas). SeanX e Y

espaciosmétricoscompactos,seaJi .subconjuntodensode X y seaf : Ji — Y

una aplicación(no necesariamentecontinua)con O(f,X) < e. Entoncesexiste

E subconjuntoabierto y densodeX y existey : E —* Y aplicacióndiscreta con

O(g,X) c e tal que d(IIDnE,gInnE) <e.

Jiem. Como 0(f,X) <e, paratodo x E X existeU~ entornoabierto de x en

X tal quediam(f(Ux fl Ji)) c e. Por la compacidadde X existe {Uí,. . , U,,}

recubrimientoabiertode X tal que diam(f(U1)) <e paratodo i E {1, .. . ,p}.

Sea6 > O el númerodeLebesguede esterecubrimientoy sea{Vi,. . . , V} recu-

brimientoabiertode X tal que diam(V~) c ~ paratodo i E {1,. . . ,q}. A partir

de esterecubrimientodefinimos

familiadesubconjuntosabiertos(quepodemossuponernovacíos)deX disjuntos

dosa dos tal que E = Li U ... U E,~ esabiertoy densoen X. Elegimospuntos

x1 E E1 fl Ji, y definimos y E —* Y tal que g(E1) = 1(xí). Entoncesy es

continua,por ser cadaE1 abierto,y por tanto discreta. Además,0(g,X) < e

puessi rn ~ # 0, entoncesdiam(E1UE1) <6 y por tanto x~ y x5 estánenun

mismo elementodel recubrimiento{U1,... , U,,} y se tiene

d(g(E1),y(E5))= d(f(x1),f(x1)) <e.

Finalmentesetiene qued(fIDnE, gIDnE) <e, puesdadox E Jin E1 se tiene que

d(f(x),y(x)) = d(f(x),f(x1)) ce

puesd(x1,x) c ~ y por tanto x1 y x estánen un mismoelementodel recubri-

miento {U1, . . . , L!,}. Estocompletala demostraciónde la proposicion.
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Sif: Ji —* {Yí,...,Yn} C Y es discretase tiene

0(f,X) = max {d(yi,y1) ¡
i<:.j=n

ft’(zu) rl f—’%) # 01

— max{d(y,y’) ¡ TN~Ynf’W’) # 01.
y,y’EY

Definimos la elongaciónde 1 enX como

mm {d(f’(y~),f’(y1)) ¡ d(f’(y¿),f’(y1)) > 0}
lSiJ=n

— mm {d(f
1(y), f’(y’)) ¡ d(f’(y), f’(V)) > 0> > 0,

dondela distanciaentreun conjuntocualquieray el conjuntovacíoes O y donde

definimos e(f,X) = diam(X) si el conjuntoanterior es vacío, éstoes, si para

cualesquieray, y’ e Y se tiened(fi(y), f—i(yt)) = 0.

Obsérveseque si U c X verifica diam(U) c 41~ X), entonces

diam(f(UflJi)) =0(f,X).

Por otraparte,dadosJi y E subconjuntosdensosde X y dadas

aplicacionesdiscretasse tieneque, si definimos

es(f,g,X) — max {d(y¿,¡4) ¡ f...i(yjflgd(y’.) # 0)
i<:=n,i<jOn 3

= max{d(y,y’) ¡ f—’(y)flg—1(y’)# 0),
y,I,’EY

entonces

e(1~g,X) = max{0(f,X), O(g,X), p(f,g,X)}.

e(f,X)

Por otraparte, definimosla elongaciónde f y g en X como

e(f,g,X) = min{e(f,X),e(g,X),e*(f,g,X)}>0,

donde

e7(f,g,X)
— í<í<¶ _ ~{d(f1(y~),§’(t4)) ¡ d(1í(yí
— mm {d(f¶(y),fí(yf))

y,i/’EY
¡ d(f’(y),§’(y’)) > 01 > 0,

> 01
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donde,si el conjuntoanterioresvacío, definimose(f, g,X) = cliam(X).

Si Ji fl E es densoen X, se tiene que

d(f¡DnE,gInnE) = .max.<{d(y~,~4) 1 f’(y¿)flf’(y4) # 0}
— max{d(y,y’) ¡ f...i(y) ng~~’(y’) # 01.

y,y’EY

Dadasf : Ji —* Y y 9 : E —* Y aplicacionesdiscretas,decimosquef y g

sone-encadenables,si existen

fo: Ji0 —* Y,f1 : Ji1 —* Y,f2 Ji2 —* Y,... ,f,, : Ji,, —* Y

aplicacionesdiscretastalesque fo = 1, f~ = 9 y

.f1,X) e,e(fi,f2,X) < e,..., g(f,.—~,f~,X) < e.

Decimosentoncesque {fo, .Ñ,...,f,,} es unae-cadenade f a g.

Proposición1.1.4 SeanX e Y espaciosmétricos compactosy f : Ji —~ Y y

g : E — Y aplicacionesdiscretas con O(f,X) c e y O(g,X) c e. Entonces

son equivalentes:

i) f y g sone-encadenables.

u) f y g sone-homótopas(comoaplicacionescontinuasdefinidasen subeonjun-

tos densosde X).

iii) ExisteF subconjuntoabierto y densodcX y existenfi,... ,f,.~ : F —. Y

aplicacionesdiscretastales que {f,fi,. .. ~ es una e-cadenadef a g.

Jiem. Vamosa ver quei) implicau). Supongamosque1 y y son¿-encadenables.

Entoncesexisten

fí:Jií—*Y,...,fn:Jin—*Y

aplicacionesdiscretastalesque fi = 1, f~ = y, y

df1,f2,X) <e,.. .,0(f,....1,f,,,X) <e.

Consideramos
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densoenXx [0,1] tal que

Cn(Xx {0})=Jix{0},Cri(Xx {1})=Ex{1},

y definimosH C —* Y aplicacióncontinuatal que

f f(x)
H(x,t) = fk(x)

g(x)

si (x,t) E Ji x [04)
si (x,t) E Jik x (ÑA ~),1< le .cn
si (x,t) E Ex (n21, 1],

EntoncesH(x,0) = 1(x) paratodox E Ji y H(x, 1) = g(x) paratodox E E, y

se tiene que

O(H,X x [0,1]) < max{Q(fk..q,fk,X»<e.
_ <k<n

Luego f y g son ¿-homótopas(como aplicacionesdefinidasen subeonjuntos

densosdeX).

Vamosa ver queu) implica iii). Supongamosquef : Ji —* Y y g E —* Y

sone-homótopas(comoaplicacionesdefinidasen subconjuntosdensosde X).

EntoncesexisteC c X x [0,1] densotal que

Cfl(Xx{0})=Jix {0},Crl(Xx {1})=E>c{1},

y existeunaaplicacióncontinuaJi : C —~ Y tal que0(H,X x [0,1]) <e y tal

queH(x,0) = 1(x) paratodo x E Ji y H(x, 1) = g(x) paratodo x E E.

Como0(H,X x [0,1]) ce,paratodo (x, t) E X x [0,1] existeU<a’~~> entorno

abiertode (x,t) E X x [0,1] tal quediam(H(Ufr’t~ ~ C)) <e. Porla compacidad

de X x [0,1] existe {U
1,. .. , UJ recubrimientoabierto de X x [0,1] tal que

diam(H(U~nG)) <e paratodo i E {1,. . . ,p}.

Sea6 > O el númerode Lebesguede esterecubrimientoy sea {V1,. . . ,
5recubrimientoabiertode X tal que diamn(Ví) < ¡ paratodo i E {1,.. . ,q}. A

partir de este recubrimientodefinimos

familia desubconjuntosabiertos(quepodemossuponerno vacíos)deX disjuntos

dosadostalqueFzFíU...UF~esabiertoyden5OenX.
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Consideramos{0 = to .< t
1 < < tr = 1> particiónde [0,1] tal que la

4
distanciaentredos términosconsecutivosesmenorque ~

Entonces{F¿x(t5...í,t5)¡1 =i=q,1 =j=r}esunafamiliadesubconjuntos

abiertosdeXx [0, 1] disjuntosdosadostal quediam(F1x (t5...í, t5)) < paratodo

i E {1,.. . ,q} y todo 5 6 {1,. . . ,r}. Elegimospuntosx15 E (F1 x (t~...1,t~))rl

y definimosparatodo j E {1,. . . , r} unaaplicación

4Y

tal que f3(F1) = H(x~1) paratodo i E {1,. . . , q}. Entonces1> es discretapara

todo5 E {1,...,r} y 0(f5,X) ce puessiNflF~’# 0, se tiene que

diam(.F~ x (t~...1,t5)U F~. x ~ < 6,

por tanto ~#i y x1’~ estánenun mismoelementodel recubrimiento{U1,. . . , U,,}

y

d(f~(Fí),f1(F1’)) = d(H(x11),H(xÍ½))< e.

Por otra parte,si Nnr # 0, entonces

diam(F¿x ~ t5) U .Pí’ x (ti, t~.,.í)) < 6,

por tantox~ y xe’1p.íestánenun mismoelementodelrecubrimiento{U1,. . . , (4>
y se tiene

= d(H(x1~),H(x¿’,~+í)) .c e.

Luegoe(fs,~ X) .c e paratodo 5 E {1,. .. , r —1>. Finalmentep(f, f~, X) ce

puesO(f,X) ce, O(f1,X) <e y si t’(y) ~ # 0, entoncesexistex E t’(y)

tal que d((x,0), x~1) <6 y por tanto (x, 0) y xn estánenun mismoelementodel

recubrimiento{U1, ... , U,,> y setiene

d(y,f1(Fí)) = d(H(x,0),H(x~í))<e.

Y de forma análogaseve que e(fr,g,X) ce. Luego {f,fí,. . . ,f,...~,g} es una

e-cadenade f ag.

El restode la demostraciónes trivial.
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1.2 LA CATEGORÍA DISCRETA SD DE LOS
ESPACIOS MÉTRICOS COMPACTOS

Definición 1.2.1 SeanX eY espaciosmétricoscompactos.Unasucesióndensa

deX a Y esunasucesióndeaplicacionescontinuas{f» Ji» —* Y> donde{Ji»}

esunasucesióndesubconjuntosabiertosy densosdeX y paratodoe > O existe

no E IN tal que O(f,.,X) ce y f,, ese—homótopaa f»+í paratodo u ~ no.

Decimosque {f» : Ji» —* Y> y {g» : E,, —* Y> sucesionesdensasde X a Y

sonhomótopassi paratodoe > O existen0 E IN tal quef» y g,, son¿—homótopas

paratodo u > no.

Obsérveseque,por la proposición1.1.2,dosaplicacionesdefinidasensubeon-

juntosabiertosy densosde X sonhomótopassi y solo si existeuna¿—homótopía

definida en un subconjuntoabiertoy densodeX x [0,1].

Observación1.2.2 La intersecciónfinita o numerablede conjuntosabiertos

densoses tambiénun conjuntodenso(aunqueen el segundocasopuedetener

interior vacío).

Dem. Sea{Ji,.} unasucesióndesubconjuntosabiertosy densosdeX. Entonces,

dado G abiertode X, como Ji1 es abiertoy denso,entoncesJi1 ~ G esabierto

y existenG~ abierto y C1 cerradotalesque Gí c <~1 C Jií fl G. Como Ji2 es

abiertoy denso,existenG2 abiertoy (Y2 cenadotalesque G2 c C2 c Ji2 rl Gí.

En general,como Ji» es abiertoy denso,existenG,, abiertoy (Y,, cerradotales

que O,, c C,, c Ji,, rl G,,...~. Así, existenC1 D C2 D C3 D compactostales

que O fl (fl~1Ji») D rl~1C,, # 0. Luego rl~1D,, esdenso.

Paraver que puedetener interior vacío, consideramospara todo q E Q,
Jiq = [0,1]— {q} tal que riqe~([O,1] — {q}) = [0,1] Q.

Observación1.2.3 Enladefiniciónanterior,los conjuntosJi»sepodríanhaber

tomadosolamentedensosy no necesariamenteabiertos.

Definición 1.2.4 SeanX e Y espaciosmétricos compactos.Decimosque dos

sucesionesdensas{f» : Ji,, —* Y> y {g» : E» —* Y> de X a Y sonasintóticas
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si paratodo e > O existeu0 E IN tal que e(f»,g»,X)< e, paratodo it > no.

Decimos que {f,.} y {g,.} son casi asintóticassi para todo e > 0, para todo

u e IN, existenn’,n” > u tal que p(f».,g,,~~,X)<e.

Observación1.2.5 Sean{f,, : Ji» —+ Y> y {g,, E» —* Y> sucesionesdensas

de X a Y. Entonces,comoJi,, y E,, sonabiertos,paratodo u E ]N, setiene que

{f»} y {g,,} sonasintóticassi y solo si paratodo e > O existeno E ]N tal que

d(f»In,,nE,,,g»¡D,,nE,,) .c e, paratodo u =no. Analogamente,{f,.> y {g,,} son

casi asintóticassi y solo si paratodo e > 0, paratodo u E IN, existeu’, u”> u

tal que d(fw ¡D ,nE ,,,g»”¡D,,,nE~,,) <e.

Dem. Bastaobservarque si Ji y E son subconjuntosdensosde X con in-

tersecciónno vacía, y f : Ji —* Y y y E —. Y son continuas,entonces

e(f,g,X)=d(f¡nns,g¡DnE). Si ademásJi rl E es densoen X, entonces

e(f,g,X) =max{O(f,X),O(g,X),min{0(f,X),O(g,X)> + d(fIDns,9¡DnE)}.

La primeradesigualdadesinmediata.Paraprobarla segundadesigualdadcon-

sideramosx E X y 6 > O. Existe U entornodex enX tal que

diam(f

Y si x’ E U rl

(UflD)) c O(LX)+6 y diam(g(UrlE))< O(y,X)+6.

Ji y x” E U rl E, entoncesexisteny’, y” E Ji rl E rl U talesque

< 6 y d(g(x’9,g(y”)) < 6. Por tanto

g(x”)) ~ d(f(x’), f(y’)) + d(f(y’), g(y’)) + d(g(y’), g(y”))

+ d(g(y”), g(x”))

< d(f[z,ne, 9¡DnE) + 0(g, X) + 36

y también

d(f(x’), g(x”)) =d(f(x’), 1(1/’)) + d(f(y’), 1(y”)) + d(f(y”), ~(t”’))

+ d(g(y”), g(x”))

< O(f,X) + d(f¡DnE,gIDnE) + 36.

Luego

e(f~g,X) =max{0(f,X), 0(g, X), min{O(f, X), 0(g,X)> + d(f ¡nnE, 9¡LJnEÚ}.
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Proposición 1.2.6 SeanX e Y espaciosmétricos compactos,y sean{f,,} y

{g,,> sucesionesdensasde X a Y casi asintóticas. Entonces{f,.} y {g,,> son

homótopas.

Jiem. Seae > 0. Existe no E ]N, tal que 1~ y f»+’ son¿—homótopasy también

lo son~» y 9»+i, paratodou > it
0. Existenn1,n2 ~ u0 talesque

<e.

Entonces1»~ y 9fl2 sone—homótopasy por tanto, f,, y g» sone—homótopas,para

todo it > it0.

Definición 1.2.7 SeanX eY espaciosmétricoscompactos.Unasucesióndensa

discretade X a Y es una sucesiónde aplicacionescontinuas{f,, : Ji,, —* Y>

tal que:

a) Paratodo u e ]N, Ji» esun subconjuntoabiertoy densode X y f,,(D,,) es

finito.

b) Paratodo e >0, existeno E ]N tal que p(f,.,f,.+1,X) <e, paratodo u =it0.

Obsérveseque las sucesionesdensasdiscretassonun casoparticularde las

sucesionesdensas.

Observadón 1.2.8 En la condición a) sepuedetomar {Ji»> tal que D»~1 C Ji»

paratodo it E IN.

La condiciónb) esequivalentea que paratodoe > O existau0 e IN tal que

paratodou =no severifique:

bí) 0(f»,X) < e.

Proposición 1.2.9 Sean{f» : Ji,, —* Y> y {g,, E,, —* Y> sucesionesdensas

discretasde X a Y. Entonces{f,.} y {g»> son homótopassi y solo si para todo

e > O existeu0 E IN tal que para todo u =u0, f» y g» son¿—encadenables(de tal

forma que la cadenade f,, a g» estáformadapor aplicacionesdiscretasdefinidas

en subconjuntosabiertosy densosde X).
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Dem. Es consecuenciainmediatade la proposición1.1.4.

Vamosa estudiara continuacióndequeformasepuedencomponersucesiones

densasdiscretas.

Definición 1.2.10 SeanX, Y,Z espaciosmétricoscompactos,seanJi y E sub-

conjuntosdensosde X e Y respectivamentey sean

f :Ji —* {yi,...,ym> c Yyg:E—’ {Zi,...,Z,,> c Z

aplicacionesdiscretas.

Entonces,como f(Ji) no tiene porqueestarcontenidoen E, la composición

de f y g no estaráen generaldefinida.

Diremos que h : Ji —~ {zi,. .. ,z,.} c Z es unacomposiciónde f y g si

para todo i E {1,. . . ,m>, existe .7 E {1,... ,n>, tal que h(f’(y1)) = z5 con

yj E g...i(zJ. Obsérvesequeentoncestodo el conjuntof’(yí) seva al mismo

elementoz5, y comocadauno deestosconjuntosesabiertoenJi, éstogarantiza

que h escontinuaen Ji, y por tanto h esdiscreta.

Es inmediato quedadasf: Ji —* Y y g : E —* Z aplicacionesdiscretas,

existe h : Ji —* Z composiciónde f y g. Bastatomar paracaday E f(Ji)

(conjuntofinito) un punto z~ E Z tal quey E rNz~) y definir h(~’(y)) = z~.

Definición 1.2.11 Sea{f,, Ji,, —* Y> sucesióndensadiscretadeX a Y y sea

{g» : E» —. Z> sucesióndensadiscretadeY a Z. Decimosque unasucesiónno

acotadade númerosnaturales(le,,) es una sucesiónretardanteasociadaal par

({f»>~ {g,,}) si

i) le,, =k,,~1 paratodo it E IN,

u) k,,~1 — le» =1 paratodo u E IN,

iii) existe u0 E ]N tal que o(fn,f,,+í,X) < e(gm,gm+í,Y),para todo u =u0,

para todo m =k,,.

Entoncessetiene que

O(f,,,X) =e(fn,f»+i,X) < e(gm,gm+i,Y) =e(gm,Y)

paratodo it ~ u0, paratodo m=le».
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En particular,

e(f»,f»+t,X) < e(gk,,,gk,,+í,Y),

paratodo ti =no, y como (le») escreciente,setiene que

p(fn,f,,+i,X) < e(gk,,,,gk,,,+1,Y),

paratodo ti’ =it, paratodo u ~ no.

Obsérvesequesi (le,,) esunasucesiónretardanteasociadaal par({f4, {g»>)
y (le~) esunasucesióncrecientedivergentedenúmerosnaturalesverificandoque

0< k~~1 — k’ <1 y que k~ =le,, paratodo ti E IN, entonces(le~) estambién

una sucesiónretardanteasociadaal par ({f»>~ {g»}).

Proposición 1.2.12 Jiadas {f,, : Ji,, —* Y> sucesióndensadiscreta de X a

Y y {g,, : E,, —~ Z> sucesióndensadiscreta de Y a Z, existe (k,,) sucesión

retardante asociadaal par ({fr>, {9,,})

Dem. Existe mí <m2 <m3 < ..., tal que

e(f,,,fn+i,X) < e(gk,gk+í,Y),

paratodou ~ ~ Bastadefinir k,, = le sin E [mk, mk+i) y le,, = 1 si u E [1,mi).

Proposición1.2.13 Sea {f,, : Ji,, — Y> sucesióndensadiscreta de X a Y

y sea {g,, : E,, —* Z} sucesióndensadiscreta de Y a Z. Sea (le,,) sucesión

retardante asociadaal par ({f,j, {g¿J). Sea{h,, Ji,, —* Z} tal que h» es una

composiciónde f,, y 9k,, para todo u E IN. Entonces{h1,.} esuna sucesióndensa

discretay la clase [{h,,}] no dependede los representantesde las clases[{f,j] y
[{g,,}], de las compos:c:onesescogidas,ni de la sucesiónretardante(k,,) elegida.

Dem. Como (le,.) esunasucesiónretardanteasociadaal par ({f<1~ {g,.}), existe

no E ]N tal que

e(f,,,fn+í,X) c e(gm,gm+í,Y),

para todo it =no y todo m =le,,. Sea {h,, : Ji,, —~ Z} tal que h,, es una

composiciónde f,, y g¡~,, paratodo u E £4. Vamosa ver que paratodo ti =ito,

setiene

23



Si u =u0 y le,, = k,,+1, setiene que /t,, es unacomposiciónde 1» y 9k», y h,,+~

es unacomposiciónde fn+í y 9k,,, con

< e(gk,,,gk,.+í,Y) =e(g,~»,Y)= e(gk,,,gk.,,Y) = e(gk.,,gk,,+1,Y).

Por otra parte,si u =no y k»+i = le,~ + 1, setiene que h» esunacomposición

de f,, y 9k,,, y h,,+~ esuna composiciónde f,,+í y gk,,+1, con

e(f,,,fn+í,X) < e(gk»,gk,,+í,Y) = c(gk,,,gk»+1,Y).

Vamosa ver queen el primer casose tiene

e(h,,h,,~1,X)=p(g¡~,,,g~,,,Y)= e(gk,,,gk»+,,Y) =g4gk,,,gk,,+í,Y),

y en el segundo

e(h»,h,,+~, X) =e(g¡~,,, 9k»+1 , Y) = e(g,<,,, gk»+1, Y),

Paraello bastaver que dadasf : Ji —* Y, 1’: Ji’ —. Y, g E —* Z y

E’ —~ Z aplicacionesdiscretastalesque g(f,f’,X) < e(g,g’,Y) y dadas

h Ji —* Z composicióndef y g, y it’: Ji’ —* Z composicióndel’ y

entonces

o(h,h’,X)=g(g,g’,Y).

Consideramosun punto x E X. Comoe(f,f’, X) .c e(g,g’, Y),existeU’ entorno

dexenXtalquesix’,x”EU’rlJiyx”’,x”” E UXrlJi~ setiene que

d(f(x’), f(x”)) .c e(g,g’, Y), d(f’(x”’), f’(x””)) < e(g,g’, Y),

Si h(x’) = z’ con f(x’) E g
1(z’) y h(x”) = z” con f(x”) E r’(z”), entonces

d(
9’(z’), g’(z”)) = d(g’(z’), gí(z~’)) =d(f(x’), f(x”)) < e(g,g’,Y),

y por la definición de e(g,g’,Y)se tieneque

= 0.
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Luegog’ (z’) rl 4t(P’ # 0 y por tanto

d(h(x’), h(x”)) = d(z’, z”) =O(g,Y) =e(~~g’, Y).

Analogamente,si h’(x”’) = z”’ con f’(x”’) E (g’)’(z”’) y h’(x””) = Y”’ con

f’(x””) e (g’t’(z””), entonces

= d((g’<’(z”’), (g’<’(z””)) =d(f’(x”’), f’(x””))

< e(g,g’,Y),

y por la definición de e(g,g’, Y) se tieneque

d((gt)í(zI~f),(g’fl’(z””)) = 0.

Luego (gf)...i(zI~I) rl (g’ft’(z””) # 0 y por tanto

d(h’(x”’), h’(x””)) = d(z”’, Y”’) =O(g’, Y) =e(~~ g’, Y).

Finalmentese tiene que si h(x’) = z’ con f(x’) E g’(z’) y h’(x”’)

f’(x”’) E (g’ft’(z”’), entonces

con

d(§í(z~),(g¡)í(zIfI)) = d(gí(z~),(g’)’(z”’)) =d(f(x’), f’(x”’)) < e(g,g’, Y),

y por la definición de e(g,g’, Y) se tieneque

d(§í(z¡), (g’>’(z”’)) = 0.

Luego~71rl (g’ft’(z”’) # O y por tanto

d(h(x’), h’(x”’)) = d(z’,z”’) =e(o,y’, Y).

Hemosprobadoqueparatodo x E X existeU entornode x enX tal que

diam(h(UXrl Ji) U h’(Ua’ rl Ji’)) =o(y,g’,Y).

Portanto e(h,h’,X)=o(g,g’,Y).

Así, paratodo ti ~ lb, setiene

0(h,,, h,.+~, X) =0(9k,,, 9k,,~1 , Y) =0(9k», gk,,+1, Y).
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Por tanto, {h,,> es una sucesióndensadiscretaporserlo {g,,}.

Vamosa ver ahoraque su clasees independientede las eleccioneshechas.

Sea{f~ : —* Y> sucesióndensadiscretade X a Y homótopaa {f,,} y sea

{g~ : E~ .—* Z} sucesióndensadiscretade Y a Z homótopaa {g,,>. Sea(le~)

una sucesiónretardanteasociadaal par ({f,9, {g9) y seau’0 E £4 tal que

paratodoit=n’0ytodom<le’ Sea{/4:Ji4~—+Z>talque14esuna

composiciónde f, y 4, para todo ti E £4. Entonces{h9 es sucesióndensa

discretay vamosa ver que {h,,} y {h> sonhomótopas.

Seae > 0, existeu1 =max{tio, ,4> tal que

o(gk,,,gk,,+1,Y)< e,o(g~.,4’ ,Y) <e,

paratodo u =it1. Entoncesp(h,,,h,,+1,X)< e,g(h~,h~~1,X)< e, paratodo

vi =u1.

Como {g,.} y {g~} son homótopas,existeit2 =it1 tal que 9k,,2 y g’~.2 son

¿—encadenables,estoes,existen

Z,g~ E;’ Z, “ E” —. • r ~9o =9k,,2: —+ : —* ,g~..1 : ~ = g~, E”

aplicacionesdiscretastajesque

0(9g,9~,Y) <e, e(g’, g~’, Y) <e,.. .,o(gQ1,gflY)<C.

Seae = min{e(g~’, gfl Y),e(g’1’, g’, Y),...,e(94’..1,94’,Y)>.Existe vi3 > vi2 tal

que 1»~ y ffl3 son e—encadenables,estoes, existen
= f,3 : D’ —* Z,ff : Ji~’ —~ Z,...,f,~t1:Ji~Q.1 —* Z,f4’ =4: Ji” —,

r

aplicacionesdiscretastalesque

e(fg,ff, X) < e, g(f’, f, X) < e,... , e(fZ.~~í:’~ X) < e.

(Podemossuponer,por simplicidad, que estacadenay la anterior tienen el

mismo numerode funciones. Si no fuera así, repetimosalgunafunción en la

cadenamenor).
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Vamosa ver que ~2 y ‘¼2 son e—encadenables.Como

<e(g,n,gm+í,Y).ce(gm),

paratodo vi =vi
0 y todo m < le_ setiene en particular,por servi2 ~ vio y ser

(le,,) creciente,que

o(1,n,1,,2+i,X)< e(gk,,2,Y),o(f»2+í,f,,2+2,X)<

<

y entonces,si considerarnos,paratodo 1 E {n2,... , ti3>, it7 composiciónde fi y

9k,,2 dondetomamosit” = it seti

fl~ ~ eneque

Por tanto, h,,2 y it~, son ¿—encadenables.Por otra parte

0(fg,ffl X)<e<e(gg,g~,Y),p(ff,f’,X) ce

Y),

luegosi consideramos,paratodo 1 e .0.... , 4, it;” composiciónde f¡’ y ~, con

— it” ‘‘ se tiene
— ,,, (recordemosque f~ = f7t3, 0 = f~3, g¿’ = 9k,,2 y 0 =

que

Luego itfl3 y it~f’ son ¿—encadenables.Finalmente,como

paratodo ti vi~> y todo m =le,, setiene en particular,por seru2 =vi’0 y ser

(le~) creciente,que
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.~c

y entonces,si consideramos,paratodo ¡ E {n2,. .. ,via>, it7” composiciónde1/ y

dondetomamosit~’ = it~’yit~’=it~2, setiene que

Portanto, h7 y /42 son e—encadenables.

Así, una e—cadenade it,,2 a ~42vienedadapor las funciones

Finalmente,como g(h,,,it»+1,X)<e y e(it~, ~ X) <e paratodon ~

setiene que it,, y /4 sone-tncadenables,paratodo vi > vi2.

Corolario 1.2.14 Dada {f,, : Ji,, —* Y> sucesióndensadiscreta de X a Y,

y dada {g,, E» —* Z} sucesióndensadiscreta de Y a Z, podemosdefinir la

composiciónde clasescomo[{gj][{ 1»>] = [{it,,}] donde{it,, Ji,, —~ Z> esuna

sucesióndensadiscreta de X a Z tal que, para todo vi ~ ~, it,, es una com-

posición de 1» y 9¡r,,, con (le,,) sucesiónretardanteasociadaal par ({f,j, {g,..}).

Observación1.2.15 Dadas{f,, : Ji» —* Y> sucesióndensadiscretadeX a Y

y {9n : E,, —* Z> sucesióndensadiscretade Y a Z, la composiciónde {f,,> y

{g,,> no estádefinidade forma única(lo estásalvo homotopía).Sin embargosí

sepuedeescoger(le») sucesiónretardanteasociadaal par ({f,,}, {g,,}) deforma

unívocapor la siguienteconstrucción.Sean

— min{ti E ¡4 1 e(fm,fm+í,X) .c e(g1,g2,Y)paratodo m =vi>,

ni2 = min{vi > ni1 ¡ o(fm,fm+í,X) c e(92,ga,Y)paratodom =vi>,

— min{vi > m2 ¡ e(fm,fm+í,X).c e(g3,g4,Y)paratodo ni =vi>,...

y así sucesivamente.Definimos le,, = le sin E [mk,mk+í) y le,, = i si vi E [1,mí).

Entonces(le,,) es unasucesiónretardanteasociadaal par ({f,,}, {g»>) definida

umvocamente.Definimos {it,, : Ji,, —~ Z> sucesióndensadiscretade X a Z
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tal que it,, es una composiciónde f,, y 9k,,. Entonces {h,,> estádefinida salvo

asintoticidad,ésto es, si {/4 : Ji,, .—~ Z> es otra sucesióndensadiscretade

X a Z tal que /4 es una composiciónde f» y 9k,,, entonces{h,.> y {/4} son

asintóticas.4

Teorema 1.2.16 Si consideramosla clase de los espaciosmétricos compactos

y las clasesde homotopíade sucesionesdensasdiscretasentre ellos con la com-

posicióndefinida anteriormenteobtenemosuna cateyor(aque llamaremosSD.

Dem. Vamos a ver primero cual esel morfismo identidadde la categoría.Sea

X espaciométricocompacto.Vamosa definir {r,, : 1?» —* X> sucesióndensa

discretatal que si Y es espaciométrico compactoy {f» Ji,, —* Y> essucesión

densadiscretade X a Y y {g,, : E,, —* X} essucesióndensadiscretade Y a

setiene que

= [{f»>]~[{r,,>][{g,,>]=

Sea{e»> sucesiónnula(éstoes,positiva,decrecientey convergenteaO). Para

cadati E £4 existe{R,,i, . . . , R,,..,> familia desubconjuntosdisjuntosabiertosen

X tal que R,, = R,,i U ... U R,,,.,, es un subconjuntoabiertoy densode X, y tal

quediam(R,a) .c e», paratodo it E £4, paratodo i E {1,. . . ,s»>. Escogemos,

paracadavi E £4 y cadai E {1,...,s,,} un punto r,
1 E 1?,,~ y definimos

tal que r4R,,¿)= r»1. Evidentementer,, esaplicacióndiscretaparatodo vi E IN,

y paratodo e > O existevi0 E £4 tal que 2e,,0 <e. Entonces,paratodo vi =n0

severifica quee(r»,r,,+í,X) .c 2e,, <e y d(x,r,,(x)) <e» ce paratodox E 14.

Por tanto,

esunasucesióndensadiscretay vamosa ver quesu claseesla claseidentidad.
4En la demostraciónde la proposiciónanteriorse ve quesi h,, y h’,, sondoscomposiciones

del» y ~ con O(f»,X)c e(g&,Y), entoncesp(h,,,h,,X) < O(g,~,Y).
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Sea{f» : Ji,, —* Y> unasucesiondensadiscretadeX enun espaciométrico

compactoY. Tenemosque comprobarque [{f,,>][{r,,>] = [{f~>]• Sea(le,,) una

sucesiónretardanteasociadaal par ({r4, {f»}) que por tanto verifica que

o(r,,,r,.+í,X) .c e(fk,,,fk,,+í,Y)

para todo vi =4 para cierto 4 E £4. Podemossuponerque (le») verifica

tambiénque

para todo x E 1?», paratodo u > vio para cierto vio =4. Paraver éstocon-

sideramosm1 .c m2 < ni3 < ..., tal que d(r»(x),x) .c e(f¡~,X), para todo

vi ~ vn~, y definimos le~ = le sin E [mk,mk+í) y le~ = i si vi E [1,mí). Con-

sideraríamosentonces(k~) sucesióncrecientedivergentede númerosnaturales

tal que0= le~~1 —k”<lytal que leZ=min{le,,,kU,para todo vi E £4. En-

tonces(lefl es tambiénunasucesiónretardanteasociadaal par ({r,,}, {f..11) con

las condicionesdeseadas.

Entonces[{f,,}][{r,,>] = [{h,4] donde{it» : & —e. Y> esuna sucesióndensa

discretade X a Y tal que it,, es una composiciónde r» y 1k,, paratodo vi E £4.

Vamosa ver que [{h,,>] =

Seae > O y sean1=vio tal que O(fk»,X) <e, paratodo vi > vi1.

Seax E 1?,, rl Jik,,, con vi =vi1. Entoncesh,,(x) = y con r,,(x) E f~’(y). Por

otrapartefk,,(x) = y’ con x e f;i(y’). Perod(x,r,,(x)) < e(ft,,,Y). Entonces

< e(f~,,,X)

y por tanto f,;-’(y) rl f;i(y/) # 0. Luego

d(it»(x),fk,,(x))= d(y,y’) =O(fk,,,X)<e.

Por tanto, paratodo e > O y paratodo vi E £4 existeu’ > vi con le_~ > vi tal que

d(h»t¡n,,,~-,D~,,Ik»,¡n,,,nDe.,,,)< e.

Luego {~»> y {f,,} soncasi asintóticasy por tanto homótopas.
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Porotra parte,si {9,, : E,, —e.X} esunasucesióndensadiscretade Y a

vamosa ver que [{r,,>][{g,,}] = [{9»>].

Sea(k,,)una sucesiónretardanteasociadaal par ({g,,}, {r,,>), quepor tanto

verificaque p(g,,,9»+í, X) .c e(rk,,,rk,,+l, Y) paratodoit ~ vto paraciertono E £4.

Entonces[{r,,}][{gj] = [{h,,}] donde {it,, E,, —e. X> esuna sucesióndensa

discretade Y a X tal que it,, esunacomposiciónde y» y rk,, paratodo vi E £4.

Vamosa ver que [{h,,>] =

Seae > O y sean1=vi0 tal que d(rk,,(x),x) < ~, paratodo x E
11k,,, para

todo vi > vi

1. Seax E E,, con vi =vi1. Entoncesh,«x)= y cong,.(x) E r¡~(y), y

éstoimplica que

d(g»(x),it,,(x)) = d(g,,(x),y) =diam(r;,~(y)).

Por otra parte,para todo x E r;Q(y) se tiene que d(x,y) = d(x,rk,,(x)) <

Luegodiam(r;J(y)) < ~ <e. Portanto, d(g,,(x),h4x)) <e. Luegoparatodo

e > O existevi1 E £4 tal que paratodo vi =vi1 setiened(g,,, it») ce. Luego {g,,}

y {h,,} sonasintóticasy por tantohomótopas.

Paraprobarque SDesunacategoríasolamentenosquedaver que si X, Y,Z

y W sonespaciosmétricoscompactos,y {f,, : Ji» —e. Y}, {g,, : E» —e. Z> y

{ it» : F,, —~ W} sonsucesionesdensasdiscretasdeX a Y, de Y a Z y de Z a

W, respectivamente,entonces

=

Sea(le,,) unasucesiónretardanteasociadaal par({gj, {~»>) verificandoque

o(g,,,g,,+í,Y) .c e(hk,,,hk,,+í,Z)

paratodo vi ~ vio, paracierto vi0 E £4. Sea{s,, E,, —e. W> tal queparatodo

vi e £4, s,, es una composiciónde g,, y itk». Sea (le~) una sucesiónretardante

asociadasimultaneamentea los pares ({f»>~ {g4) y ({f»>~ {~,,>), ésto es, se

verifica que
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paratodo vi =~, paracierto 4 E £4. Entonces

=

donde{t» : Ji» —e. W> esunasucesióndensadiscretatal queparatodo u E ¡4,

t,, esunacomposiciónde f,,, y
5k,, donde5k, esunacomposiciónde 9k~ y ~

Sea{r,, : Ji,, —e. Z> tal que paratodo vi E £4, r» esunacomposiciónde1»

y 9k~. Como

e(f,,,f,,+í,X) < e(gk~,gk4+¶,Y),

paratodo u =4, entonces

p(r,,,r,,+í,X) =o(gk
4,gk~+í,Y),

y por tanto

e(r,,,r,,~1,X) =o(g~,9k:.+i, Y) < e(hk~,,hk~,+i, Z),

si vi =4 y le~ =it0. Entonces,comoevidentemente{ le,q> escrecientey recorre

todos los númerosnaturales,setiene que {lek~> esuna sucesiónretardanteaso-

ciadaal par ({r,,}, {~,,>)• Luego

1»>]) =

donde{t~, : Ji,, —e.W> esunasucesióndensadiscretatal queparatodou E ¡4,

esuna composiciónde r,, y hk~,, donder,, esunacomposiciónde f,, y 9k~.

Vamosa ver que se veríficaque

para todo vi > 4 con k~ =vto. Entoncestendremosque {t,,} y {<> son

asintóticas,y por tanto

= ([{h,4][{g4])[{ 14].

Paraello vamosa ver que,en general,dadas
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it: F —e. {w1,...,tv,> c TV,

aplicacionesdiscretastalesque O(f,X) <e(g,Y) y O(g,Y) <e(h,Z), y dadas

r:Ji-.~+{z1,...,z,,>CZcomposicióndefy9,5:E—4{Wi,...,Wp>CW

composiciónde 9 y it, t : Ji —e. {w1,.. .,w~> c W composiciónde 1 y s, y

Ji —e. {t»í,. . . ,wj c W composiciónde r y it, entoncessetiene que

e(t,t’,X) =O(h,Z).

Como s : E —e. {wí,. . . ,w~> c W esuna composicióndey y it, existen

{le1,...,le,.>C{1,...,p>

(posiblementerepetidos)talesque s(§’(z5)) = Wk~, con z~j E Ir’(wk~), para

todoj E {1,...,vi>. Obsérvesequeg
1(z

5) c s
1(wk,) paratodoj e {1,...,rij},

y que C’(wk) = U{r~’(z
5) ¡ le~ = le> paratodo le E {1,. . . ,p>.

Comot: Ji —e. {w1,.. . , w4 c W esunacomposiciónde f y a, existe

(posiblementerepetidos)tal que t(f
1(y~)) = tv¡~, con ¡u E rí(w,

1).

Entoncesparacadai E {1,. .. , ni>, como¡u E r’(w,J, existej~ E {1,. . . ji>,

tal que¡u eg
1(zj~), con le,

3 = l~. Portantola aplicación

r’ :Ji—*{zi,...,z4CZ

dadapor rt(1í(yí)) = es una composiciónde f y y. Además, t es una

composiciónde r’ y it puessi (rt)í(z1) # 0 setiene que

(r’7’(z~) = U{fA(yí) ¡ =

dondeparatodo i E {1, . . . ,m} tal que j~ = j setiene que

t(f’(¡u)) = = Wk~ = Wk..

Luego t((r’fl’(z5)) = Wk~ conzj E it
1(wk~).

Hemosprobadoque dadaa: E —e. {wí,. . . , w,> C Wcomposiciónde y y it

y dadat Ji —e. {uií, ... , w,} c Wcomposiciónde 1 y a existeunacomposición
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~t~Ji~~.{z1,...,z,}cZdefyytalquet:Ji—e.{Wx,...,Wp>CWesuna

composiciónde r’ y it.

Supongamosahoraque O(f,X) < e(g,Y). Sea r : Ji —e. {zí,.. .,z,.} c Z

unacomposicióncualquierade1 y y. Vimos enla demostracióndelaproposición

anterior, quesi it esuna composiciónde 1 y y, y it’ esuna composiciónde 1’ y

con e(f,f’,X) < e(y,g’,Y),entonces

0(h,it’,X) =o(g,g’,Y).

En estecasotenemosr,r’: Ji —e. {z1,.. .,z,> C Z composicionesde 1 y g con

e(f,f,X) .c e(g,g,Y). Entoncese(r,r’,X) =o(y,g,Y)= O(g,Y). Si además

O(y,Y) c e(h,Z),tenemosr,r’ Ji —e. {zi,...,z,.> C Z talesque

e(r,r’,X) =O(g,Y) c e(h,Z).

Entonces,si t’: Ji —e. {w1,. . .,w~,> c W es unacomposiciónde r y it se tiene

que

p(t,t’,X) =O(h,Z).

Volviendo a la demostracióndel teorema,como

paratodo vi ~ y’0 tal que k4~ =no, entonces

para todo vi =4 tal que le~ =vi0. Luego {t,,> y {t9 son asintóticas,y por

tanto,

[{h,,>]([{y»Jll{f,.}]) = ([{it,,>][{g,,}])[{f»I1].

Esto concluyela demostracióndel teorema.

1.3 SD ES ISOMORFA A LA CATEGORÍA
DE LA FORMA DE BORSUK

A continuaciónrecordamosbrevementealgunasnocionesbásicasde la teoríade

la forma introducidaspor K.Borsuk en [12].
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Definición 1.3.1 SeanX eY espaciosmétricoscompactosconY contenidoen

el cubo de Hilbert Q. Una sucesiónaproximativade X a Y esuna sucesiónde

aplicacionescontinuas{f» : X —e. Q> tal que paratodo entornoy de Y en Q
existevi0 e ¡4 tal que f,, y f,,+x sonhomótopasen V paratodo vi ~ vio.

Dos sucesionesaproximativas{f» X —e. Q> y {g,, : X —e. Q> de X a Y

sonhomótopassi paratodoentornoV deY en Q existevi0 E ¡4 tal que 1» y Qn

sonhomótopasen V, paratodo vi > vio.

Denotamospor [{f,,}] a la clasede homotopíaformadapor todas las suce-

sionesaproximativashomótopasa {f»>.

DadosX, Y,Z espaciosmétricoscompactos,dadas{f,, : X —e. Q} sucesión

aproximativade X a Y y {g,, : Y —e. ~4>sucesiónaproximativade Y a Z, se

definela compos{ción[{y,,>][{f,,}] como la clase[{g 1»>] donde{g4 : Q —e. Q}

esunaaplicaciónfundamentaldeX a Y tal que caday esextensiónde y,,.

Dadas{f,, : X —e. Q> y {g,, : X —e. Q> sucesionesaproximativasde X a Y,

decimosque {f,.> y {y,.} sonasintóticassi paratodoe > O, existeu0 E £4 tal que

d(f»,g,,) <e, paratodo vi > vi0. Decimosque {f,.> y {y»} soncasiasintóticassi

paratodoe > 0, paratodo vi E £4, existenn’,n” > vi talesque d(fw,g,,”) <e.

Teorema 1.3.2 (Borsuk [12]) Si consideramosla clasede los espaciosmétricos

compactosy las clasesde homotopíade sucesionesaproximativasentreellos con

la composiciónde clases definida anteriormenteobtenemosuna categoría que

llamaremosSH (categoríade la forma).

Teorema 1.3.3 SH y SD soncategoríasisomorfas.

Dem SeanX e Y espaciosmétricoscompactos,dondepodemossuponerqueY

estácontenidoenel cubode Hilbert (4. Sea{f» : X —e. (4> sucesiónaproxima-

tiva de X a Y. Vamosa ver que existe{f,~ Ji,, —e. Y> sucesióndensadiscreta

de X a Y casi asintóticaa {f,j, éstoes,tal que paratodo e > O y todo vi ~

existenvi’ vi” > vi tal que

paratodo n =no.

35



Sea{e,,> sucesiónnulatal que f» i f»+í sonhomótopasenB~,,(Y) paratodo

vi e £4. Vamosa ver que paratodo vi E £4, por serf,.(X) c B~,,(Y),existeD,,

subconjuntoabiertoy densode X y existef, : Ji,, —e. Y aplicacióndiscreta

con O(f,~,X) <2e,, taj que d(f,,¡D,,,f,’.) <e».

Vamosa ver que, engeneral,paratodaaplicacióncontinua1 : X —e.

existe Ji subconjuntoabiertoy densode X y existe1’: Ji —e. Y aplicación

discretaconO(f’,X) < 2e tal que d(fln,f’) <E.

Como X es compacto,existe O .c e’ c e tal que 1(X) c B51(Y). Para

cada x E X, existe Yx E Y tal que d(f(x),y~) c e’ y existe6,, > O tal que

d(f(x’), y,,) < e’ para todo x’ E 365(x). Entonces,por la compacidadde X,

existen{x¡,. . . ,x,,} CX talesque

X c U Be,(x1).

SeanJi1 = (x1),Ji2 = Bs,2(x2)— B61(xí),.

,Ji,, = B35,,(x»)— (Bs~1(x1) U... U

EntoncesJi = {Ji1,Ji2,... ,Ji»> esunafamilia de subconjuntosabiertosde X

disjuntosdosa dostal que Ji = Ji~U... U Ji,, esabiertoy densoenX. Definimos

1’: Ji —e. {y,,2,. . .

tal que f’(x) = y,,~ paratodo x E Ji~. Entonces,si x e Ji1 c B53.(x1), se

cumpled(f(x),f’(x)) = d(f(x),y,,J <e’. Luegod(fln,f’) =e’ <e y como íes

continua,es imnediato queO(f’,X) <2e.

Luegopara todo vi e £4 existeuna aplicacióndiscretaf,~ : Ji,, —e. Y con

O(f,~,X) .c 2e» tal qued(f,,¡D,,,ffl < e,,. Vamosa ver ahoraquepara todo

y E ¡4, como 1» y In+í son homótopasen B,,,(Y), entoncesf~ y f~4.í son

2e,,-encadenables.

Vamosa ver que,engeneral,si f,g X —e. B¿Y)sonaplicacionescontinuas

homótopasen B~(Y),y f’ : Ji —e. Y y g’: E —e. Y sonaplicacionesdiscretas

talesqueO(f’,X) .c2e,O(9
t,X) < 2e, d(f¡D,f’) <e y d(yIE,g’) <e, entonces

1’ y g’ son 2e-encadenables.
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SeaO ce’ .c e tal que 1 y y sonhomótopasenB~(Y), y tal que

O(f’,X) .c 2e’,O(y’,X) < 2e’,d(f¡D,f’) <e’ y d(~[g,g’) <e’.

Como f y y sonhomótopasen B~4Y),existeH : X x [0,1] —e. BC4Y)continua

tal que

H(x,0) = f(x),H(x,1)=

paratodo x E X. Sabemosque entoncesexiste (Y subconjuntoabiertoy denso

deXx [0,1] y existeH’ : (Y —e. Y aplicacióndiscretaconO(H’, Xx [0,1]) c 2e’

tal qued(H¡c,H’) <e’.

Ahora,paratodo (x, t) E X x [0,1] existeU(r,t) entornoabiertode (x, t) en

X x [0,1] tal que diam(H’(U~’t> rl (Y)) <2? y tal quediam(H(UkO)) <e — e’.

Por la compacidadde X x [0,1] existe {U
1,. . . , U,,> recubrimientoabierto de

X x [0,1] tal quediam(H’(U1 rl (Y)) c 2e’ y tal que diam(H(U1))<e —? para

todoie{1,...,p>.

Sea6 > O el númerode Lebesguede esterecubrimientoy sea {V1,. . . ,

6
recubrimientoabiertode X tal que diam(V.) c ¡ para todo i E {1,... ,q>. A
partir de esterecubrimientodefinimos

familiadesubconjuntosabiertos(quepodemossuponernovacíos)deX disjuntos

dos a dos tal que F = F1 U ... U F~ esabiertoy densoen X. Consideramos

particiónde [0,1] tal que la distanciaentredos términosconsecutivoses menor

que ~. Entonces

{F~ x ~ 11 =1 =q, 1 =J =r>

es una familia de subconjuntosabiertosde X x [0,1] disjuntosdos a dos tal

que dia¿rn(fl x ~ c ~ paratodo i E {1,. . . ,q> y todo5 E {1,. . . ,r>.

Elegimospuntosxíj E (F1 x (t5..4, ti)) rl (Y, y definimos,paratodo5 E {1, . . . ,

unaaplicacion

it’.:F1U ...UF—e.Y
.7 q
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tal que h(Fí) = H’(xíj) paratodo i E {l,... ,q>. Entoncesit’> es discretay

O(it;,X) <2e paratodo j e {1,. . . , 4 puessi E1 rl FQ # 0, entonces

diam(F¿x (tp.í,t1) U E’1. x (t~...í,t1))< 6,

por tanto x¿5 y x1’5 estánen un mismoelementodel recubrimiento{U1,... , U,,>

y setiene

E1’)) = d(H’(x15),H’(x¿.,)) <2e’.

Analogamente,si E; rl E;. # 0, entonces

diam(.Fj x ~ t5) U E;. x (ti, t5+1)) < 6,

por tanto x¿5 y xí.,s+í están en un mismo elemento del recubrimiento{U1,... , U,,>

y se tiene

d(h’>(Fí), h+dF1t)) = d(H’(xíj), H’(x1.4+1)) <2e’.

Luegoe(it%, h’>.~.1,X) .c2eparatodoje {1,...,r—1>. Tambiéne(f’,it’1,X) <2e

puesO(f’,X) < 2e, O(it’1,X) < e, y si (f’)í(y) <1 ~ # 0, entoncesexiste

a, e (f’)
1(y) tal qued((x,0),x¿

1) <6 y por tanto (x,0) y x~1 estánenun mismo

elementodel recubrimiento{Uí,. .. , U,,> y setiene

d(y,h(F¿)) = d(f’(x),it(Fí))

< d(f’(x), 1(x)) + d(H(x,0),H(x11))+ d(H(x11),H’(x11))

< e’+(e—e’)+e’<2e.

Deformaanálogaseve que e(h4, g’, X) .c2e. Luego1’ y y’ son2e-encadenables.

Así, paratodo vi e £4, f~ y f~ son2e,,-encadenables.Portanto, paratodo

vi E ¡4 existen

f~=f~:Ji,,o=D» —e. Y, f~ :Ji,,j —*1’,...

... fy~¡< = ~ : Ji»,~,, = ~,,±1 ~ Y

aplicacionesdiscretas(condominio abierto)talesque -
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Luego la sucesión

{í; = í;~’ít~... ,fikí = f~ = f,,f2’1,. . . ,f¿,,—i)k,,, = í: = 1n0~1ni’”>

es una sucesión densa discreta. Y como d(f~,f,,¡n,,) .c e,,, es casi asintótica a

{fn }.
Supongamosahoraque {g,, X —e. (4> esotra sucesiónaproximativade X

a Y tal que {f~> y {y,,> son homótopas.Sea {y : E,, —e. Y> sucesióndensa

discretadeX a Y casiasintóticaa {g’j. Vamosa ver que entonces{f~} y

sonhomótopas.

Seae > 0. Sean0E £4 taj que p(f~,f,~1,X) .c e, 0(9,g~1,X) c e y tal

que f,, y f»+~ son homótopasen .81(Y), 9,, y 9n+í son homótopasen B~(Y) y

f» y y,, sonhomótopasen Bt(Y), paratodo vi =u0, Existenvi’, ti”, vi”’, u””> no

talesque d(f,.~ ID,,,,, f,n) < e y d(g,.’.’Is,,,,,,,g.i~”) < e. Entoncescomo f,.~ y g,,”’

sonhomótopasen B1(Y) se tiene, por el resultadogeneraldemostradoantes,

que f,,, y ~ sone-encadenables.Por tanto paratodo vi =no setiene que f~

y g son e-encadenables.

Hemosprobadoque existeunacorrespondencia

~(X,Y) : SH(X,Y)—e. SJi(X,Y)

biendefinida taj que Q(xy)([{ 1,,>]) = [{f,9] con {f~> casiasintóticaa {f»>.
Paraver que essuprayectivaconsideremos{f,’, : Ji,, —. Y> sucesión densa

discretadeX a Y y vamosaver queexiste{f» X —e. (4>sucesión aproximativa

de X a Y asintótica a {f,9.

Sea{e,,> sucesión nula tal que p(f~,f,’,~1,X) ce,, para todo vi E £4. Vamos

a ver queparatodo vi E ¡4 existef,, : X —e. B~,jY) aplicación continua, tal

que d(f,’f,,In,,) <e,,.

Vamos a ver que, en general, si 1’ : Ji —e. Y es una aplicación discreta con

0(1’, X) ce, entonces existe 1 : X —~ Be(Y) continua tal qued(f’, f¡n) < e.

Paracadax E X, como 0(f’,x) <e, existe UX entornoabiertode x en X

tal que diam(1~(UZ11 Ji)) < e. Como X es espacio métrico compacto existe

{U1,. . . ,U»} recubrimiento abierto finito de X tal que diam(f’(U1 rl Ji)) .c e
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por

paratodoiE {1,...,ti>. Paracadale {1,...,vt>, definimos.A¿: X —e. IRdada

d(x,X — U1)
k(x) = 27-1d(x,X —

que verifica que >.1(x) # O si y solamentesi x e UI. Ademásparatodo x E X,
n

>3A1(x) = 1
1=1

y por tanto, paratodo x E X setiene

•1

= >3 Á4x)f’(x).
¿=1

Escogemos,paracadaiE {l,...,v4, x~ E U1flJi y definimos!: X —e. (4 como

1(x) = >3 A1(x)f’(x¿).
1=i

Como ~ >«x) = 1 y (4 es convexo, setiene que f es una aplicación continua

bien definida. Porotraparte,si consideramos

e’ = sup diam(f’(U¿rl ~».c e,
:E{i nl

setiene quedado x E Ji,

d(f(x), f’(x)) = ¡it

1=1

A1(x)f’(x¿) —EA¿(x)f’(x) ¡1
t=1

= ¡¡t >.j(x)(f’(xj) — f’(x))
1=1

= e’,
2=1 ¿=1

puessi A1(x) ~ O setiene quex E U~ y por tanto

d(f’(x), f’(xl)) =dian4f’(U1 rl Ji)) <e’.

Luego d(f(x), f’(x)) =e’ .cz e paratodo x E Ji. (En las expresionesanteriores

hemos usado la norma ¡¡ ¡¡ de (4). Finalmente, como f es continuaen X y

f(Ji) c B<4Y) con Ji densoen X, entonces1(X) C K(V} C B~(Y).
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Así, paratodo u E £4 existef,, X —e. B~jY) aplicacióncontinua, tal que

d(f~,f,,ID,,) ce,,. Además,como e(f,~,1,f~+1,X) ce,,, setiene d(f,,,1,.+1)=3e,,,

luego1» y fn+í son homótopas en Bn,,(Y). (Bastaconsiderar

definidaporH4x, t) = (1—t)f,,(x)+tf,,+1(x), paratodo x E X y todo t 6 [0,1]).

Luego {f,> es unasucesiónaproximativay esclaramenteasintóticaa {f,9.
Por tanto ~cx,y>es suprayectiva.

Vamos a ver que es inyectiva. Sean{f,, X —e. (4> y {y,, X —e. (4>
aplicacionesaproximativasde X a Y. Sean{f~ : Ji,, —e. Y> y {9 E,, —e. Y>

sucesionesdensasdiscretasde X a Y casiasintóticasa {f,,> y {y,,} respectiva-

mente. Supongamosque {f~Q> y {y> sonhomótopas.Vamosa verqueentonces

{f~,> y {y,,> sonhomótopas.

Seae > O. Seavi0 E £4 tal que

y tal quef~ y g son ~-encadenables,1» y f»+í sonhomótopasen B~(Y) y g,,

y 9,,+í son homótopas en B~(Y), para todo vi =vi0. Existen vi’,vi”,vi”’,vz””> vto

tales que d(f,,’¡D,,,,, f~.,) < ~ y d(y,..n¡D,,,,, y,,,n) < ¶. Como f,,, y g,~.., son

~-encadenables,existen

aplicacionesdiscretastalesque

e

Para todo i E {0, 1,.. . , r> existe h~ X —e. Bt(Y) aplicación continuatal

que d(h~,h1¡p’1) .c ~,y podemostomar h0 = f,,. y it,. = g,,m. Además,como

o(h~,h~+i,X) .c ~,setiene d(h1,it1+1) < ~ luego it1 y h~+í sonhomótopasen

.B~(Y). En particular,f,,~ y y,,”’ son homótopas en B~(Y). Entonces tendremos

que 1~ y g,, son homótopasen Be(Y),paratodo vi =vi0.
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Luego£4xy) es una biyección entre SH(X,Y) y SJi(X, Y). Porotraparte,

la aplicación {r,,} que da la clase identidad de SJi(X,X) es asintóticaa la

aplicaciónaproximativageneradapor la inclusión de X en (4. Luego 5l<x,x>

mandala claseidentidaden la claseidentidad. Entonces,paraprobarque Sil

y 5V soncategoríasisomorfas,solamentequedacomprobarque 1? conservala

composición,éstoes,que

£kx,z>([{gd] [{1»>])= Q(Y,Z)([{y,,>])Q(X,Y)([{

paracualesquiera{f,.} y {g,.> aplicacionesaproximativasdeX a Y.

Sean{f,, : X —e. (4>y {y,, : X —e. (4> aplicacionesaproximativasdeX aY.

Sean{f,~ : Ji» —e. Y> y {g : E,, —e. Y> sucesionesdensasdiscretasde X a Y

casiasintóticasa {f,,> y {g,,> respectivamente.EntoncesQCX,y)([{f4]) = [{12]
y f2(y,z)<j{9,,>]) =

Sea{e,,> sucesiónnula,entoncesexisten(m,,), (m~j, (mg) y (mg’) sucesiones

divergentes tales que

l7S~ »¾.

Entoncescambiandolos representantesde [{f»>]y [{y,,fl, podemossuponerque

ni,, = y m~ = mZ’ paratodo vi E ¡4. Esto es, podemos suponer que para

todo e > O paratodo it E £4 existenvi’,vt” > vi talesque

d(1,.’¡D,,f,~,) .c e,d(g,,’~IE,,,g,
3)<e.

Consideraremos{~» : (4 —— (4> aplicaciónfundamentalextensiónde {y,,}

quenosharáfalta paracomponer[{f»>]y

Vamosa construir, en primer lugar, un representanteadecuadode la com-

posición

= [{gj][{f,7J].

Para ello vamos a definir una sucesión retardante asociada al par ({f,9, {y9).

Sea {e,,> sucesión nula. Entonces existe otra sucesion nula ~ tal que 6,, =e,,

paratodo vi E ¡4 y tal que
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paracualesquieray,y’ e (4con d(y,y’) <6». Seanr1 <r2 <r3 < ..., talesque

paratodo s E £4

d(9réIEr,,9~4) <ea.

Existe (ni»), quese construyeinductivamente,tal que

<

paratodo m ~ ni,,. En dicha construcción, se puede conseguir que si vi es de

la forma r8, entonces existe 4 E (m,.~,m,..+í) tal que d(f¡5 ¡n1 ,f¿’.) <
6r

1~ y por

tanto

< e,.•.

Definimos le,, = le si u E [mk,mk+i) y le,, = i si vi E [1,m1). Entonces(le,,) es

unasucesiónretardanteasociadaal par ({f~}, {g9) y verifica además,por ser

le4 = r8, queparatodoe > O y paratodo vi E £4 existeu’> vi tál que

d(fn.ID,,,,1,hI)<e, d(gk,,,¡E~,,y~,) ~ d(4k,,,f,,hIn,,,,ñk,,,1,’..)<e.

Portanto,

= [{y>][{1,9] =

donde,paratodo u E £4, /4 : Ji,, —e. Z es una composición de f,’ y

Porotra parte,si consideramos{4» : Y —e. (4> tal que 4,, = 9k,,, paratodo

vi E ¡4, entonces{4,.} y {g,,> sonhomótopasy por tanto

Q<x,z>~{y»>] [{1.~>]) = (?<x,z>([{4,,H[{1n>] =

Vamosa ver que Wx,z)([{ñk,,f»>]) = [{h9]. Paraello bastaver que {it9 y

{9k,,1»> soncasi asintóticas.

Seae > O y seavi E £4. Existe ti’ =vi tal que

3

Vamos a ver que

d(ñk,f,.’¡D.,h;*) <e.
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Sea x E Ji,,~. Entoncesh,,(x) = z E Z con f,,(x) E (g~>~~(z). Existe entonces

y E Ek,,,, tan próximo a f~(x) comose quiera,tal que /4,(x) = yI.,(y), y por

tanto

dQk,(y),hQ(x)) = d(gk,,,(y),9~,(y))< 3
Además,podemosescogery suficientementepróximo a f~,(x) de forma quese

tenga
—.

3
Finajmnente,por la construcciónde la sucesiónretardante(le») setiene que

d(ñk,1,.’(x),4k,f,Q(x))<

Por tanto

dQk,,,1,.’(x),/4,(x)) = d(ñk,,,1».(x),gk,,,f~,(x))+ d(4k,,,1~(x),Qk..,(Y))

+ d(~k,,,(y),h;.(x))
e e e

< -+-+-=e.
~333

Por tanto (lcx,z>([{g,,>][{f,,}]) = [{~4>]= WY,z)([{y»}])f’(xy)([{f,,}]). Luego

Sil y SDsoncategoríasisomorfas.Estocompletala demostracióndel teorema.

1.4 CARACTERIZACIONES DISCRETAS Y
DENSAS DE LOS POLIEDROS APROXI-
MATIVOS Y DE LOS ESPACIOS MOVI-
BLES E INTERNAMENTE MOVIBLES

En esta sección se utilizan las técnicas de densidad para dar nuevas caracteriza-

ciones,en ciertomodointrínsecas,de espaciosimportantesen teoríade la forma

y teoríade retractos.

Lema 1.4.1 SeanX y Z espaciosmétricosy seaY c Z. Sea 1 : X —e. B,(Y)

una aplicación continua. EntoncesexisteJi subconjuntoabierto densode X y

existeuna aplicación localmenteconstanteg : Ji —e. Y tal que O(g,X) =2e y

d(f(x),y(x)) <e para todo x E Ji.
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Dem. Consideramos el conjunto G de todas las aplicacionesy Q —e. Y

localmenteconstantesdefinidasen subconjuntosabiertosG2 de X y talesque

d(f(x),9(x)) <e paratodo a, E Q.
(Y es no vacío, pues dado a,0 E X existe yo E Y tal que d(f(x0),yo) <e y por

la continuidadde f existeU entorno abierto de x0 enX tal queparatodo x E U

se tiened(f(x),1(xo)) < e — d(f(xo),Yo) y por tanto d(f(x), yo) < e. Entonces

la aplicación it U —e. Y dada por it(x) = yO, paratodo a, E U, es un elemento

deC.

Consideramosen (Y la relaciónde orden:

y =it e> C9 c Ch y h¡09 =

Entonces ((Y, =)es un conjunto ordenado y todo subconjunto de (Y totalmente

ordenadotieneunacotasuperior(si A c (Y está totalmente ordenado, entonces

Ch = UEAG9 esun subconjuntoabiertodeX y laaplicación it: Ch ——e. Y dada

porh(x)=g(x) paracualquieryEAconxEG, es unaaplicación locaimente

constantebien definida y esunacotasuperiorparaA). Entoncesestamosen

condicionesdeaplicarel Lemade Zorn y deducimos,por tanto, la existenciade

elementosmaximales.

Seay : Ji —e. Y uno deesoselementosmaximalesy supongamosqueJi no

es denso.Existeentonces.8 subconjuntoabiertode X tal que .8 fl Ji = 0.
Seaa,0 E B, existe Yo E Y tal que d(f(xo),yo) <e y por la continuidadde

f existeU c B entornoabiertode xo en X tal que paratodo x E U setiene

d(f(x),f(x0)) < e — d(1(xo),yo) y por tanto d(f(x),yo) < e.

Peroentoncesla aplicaciónit : Ji U U —e. Y dadapor

sixEU

eslocalmenteconstante,estádefinidaen un subconjuntoabiertode X y verifica

qued(f(x), h(x)) c e paratodo a, E Ji rl U, peroestocontradicela maximalidad

de y. LuegoJi ha de serdenso.

Finalmente,comod(f(x),g(x)) < e, paratodo a, E Ji y íes continuaen

entoncesO(g,x) =2e paratodo x E X.
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Lema 1.4.2 SeaZ un espaciovectorialnormadoo, mdsgeneralmente,un sub-

conjunto convexo de un espacio vectorial normado. Sea X un espacio métrico

e Y un subconjuntode Z. Sea Ji subconjuntodensode X y sea 1 : Ji —e. Y

una aplicación, no viecesanamentecontinua, con O(f,x) <e para todo a, EX.5

Entonces existey X —e. .B¿Y) continua tal que d(f(x),g(x)) c e para todo

a, E Ji.

Dem. Paracadax E X, como O(f,x) <e, existeU~ entornoabierto de x en

X tal que diam(f(UX rl Ji)) <e. Como X es espacio métrico, es paracompacto

y por tanto existe {U1 ¡ c 1> recubrimientoabiertolocalmentefinito de X tal

quediam(f(U~ fl Ji)) <e paratodo i E 1.

Paracadai E 1, definimos A
1 X ——e. IR dadapor

= d(x,X—U¿

)

2161d(x,X —
La suma en el denominadores finita puesd(x,X— U;) # O si y solo si x E U~.

Por la mismarazón, A1(x) # O si y solamentesi a, E U1• Ademásparatodo

a, E X,

>3A1(x) = 1
161

y por tanto, paratodo a, E X setiene

1(x) = >3 >«x)f(~).
161

Escogemosahora,paracadai E 1, a,1 E U~ rl Ji y definimosg : X — Z como

g(x) = >3 A¿(x)f(x1).
‘EJ

La sumavuelve a serfinita, y como2 .A1(x) = 1 y Z es convexo,se tiene que

y es una aplicacióncontinuabien definida. Por otra parte, dado x E Ji, si

U;’,..., ~ son los únicos abiertos del recubrimientoquecontienena a,, se tiene

n

d(f(x), y(x)) = ¡ >3 A;1(x)f(x) — >3 A;~(x)f(xj~)
1=1 t=i

5Paradefinir la oscilaciónde unaaplicacióndefinidaen un suhconjuntodensode un espacio
métrico, no es necesarioqueéstaseacontinuaen dicho subconjunto.
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= ¡¡E >.;~(x)(f(x) — f(x;~)) ¡¡
i=1

= >3 A~(x) ¡¡ 1(a,) — f(xs~) ¡¡< e(>3 A5~(x)) = e,
¿=1

puessi A1(x) ~ O se tiene que x E Eh y por tanto d(f(x),f(x1)) .c e. Luego

d(f(x),y(x)) <e paratodo a, E Ji. (En lasexpresionesanterioreshemosusado

la norma ¡¡ ¡¡ del espaciovectorialnormadoque contienea Y).

Finalmente,comog es continuaen X y y(Ji) c .B¿Y) con Ji densoen

entoncesg(X) c BdY).

Observación1.4.3 Si Ji no esdenso,el resultadono seríacierto. Paraverlo,
1bastaconsiderarX = [0,1],Ji = Y = {O, 1>, 1 la identidady e =

En la siguientedefinición introducimosel conceptode AANRC (M.H.Clapp

[28]), quejunto conel deAANRN (H.Noguchi [89]),ha sido extensamenteestu-

diadoen la literaturadeTeoríadeRetractos.Estosespaciostienenimportantes

propiedadesrelacionadasconel teoremadelpuntofijo deLefschetz’s([28] y [46])

y, como J.Dydaic y J.Segaldestacanen [35], los AANR’s de Clapp (AANRc)

formanunaclasenaturalenel sentidodequeequivalenalímitesdepoliedrosen

la métricade continuidaddeBorsuk [10].Tambiénson importantesen teoríade

la forma, en particularen conexióncon las propiedadesdemovilidad y movili-

dadregular([8], [35]). En [96], J.M.R.Sanjurjointroducela clasede losespacios

FAANR, que contienea los espaciosFANR y a los AANRC como subclases

propias.

Definición 1.4.4 SeaX espaciométricocompacto.Se dice queX E AANR6

si y solo si cuandoX sesumergeen el cubo de Hilbert (4,entoncesparatodo

e > O, existe U entornode X en (4, existe r~ : U —. X continua, tal que

d(re(x),x) <e paratodo x EX.

En lasiguientedefiniciónintroducimosel conceptodepoliedroaproximativo.

Porun resultadode S.MardeMé[77], los poliedrosaproximativoscoincidencon

los espaciosAANRC en lacategoríadelos espaciosmétricoscompactos.También

sonequivalentesen dichacategoríaa los conjuntosNE de K.Borsulc [19].
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Definición 1.4.5 Un espaciométricocompactoX esun poliedroaproximativo

si paracadae> O existeun poliedro P y existenf : X —e. P, y : P —e. X

aplicacionescontinuastalesque d(yf(x),a,) <e paratodo x E X.

El siguienteteoremamuestraquelos espaciosAANRc tienenpropiedadesde

extensiónaproximadaparaaplicacionesdefinidasen subconjuntosdensos.Estas

propiedadessoncaracterísticas.

Teorema 1.4.6 Sea Y espacio métrico compacto. Sonequivalentes:

i) Y E AANRC.

u) Para todo e > O existe6 > O verificandoquepara todo espaciométricoX, todo

subconjuntodensoJi de X y toda aplicación1 Ji —e. Y (no necesariamente

continua)con 0(1,X) .c 6, existe1’: X —e. Y continua tal que d(1’¡D, 1) <e.
iii) Para todo e > O existe6 > O verificando quepara todo espaciométricocom-

pacto X, para todo subconjuntoabierto y densoJi de X y para toda aplicación

discreta 1 : Ji —e. Y con 0(f,X) < 6, existe1’: X —e. Y continua tal que

d(f’ID,f) <e.

Dem. Vamos aver primero quei) implica u). SeaY espaciométricocompacto.

Podemossuponerque Y estácontenidoen el cubo de Hilbert (4. Supongamos

queY E AANRC. Entonces para todo e > O, existeU entornocompactode Y

en (4 y exister~ U —e. Y continua, tal que d(r~(y),y) < ~ paratodoy E Y.

Como U es compactoy re es continua,existe6 > O tal que

e

paratodo y, y’ E U con d(y,y’) < 6. Podemossuponerque 6 verifica también

queB6(Y)c U. Vamosa ver queeste6 verifica la condicióndel enunciado.

SeaX espaciométricoy seaJi subconjuntodensode X. Sea1 : Ji —e. Y

una aplicacióncon O(f,X) < 6. Entonces0(f,x) .c 6 paratodo a, E X, y

por el Lema anterior,existef” X ——e. B6(Y) C U aplicacióncontinuatal que

d(f”(x), 1(x)) < 6 paratodo x E Ji. Sea1’ = r~1”: X —e. Y. Entonces1’ es

unaaplicacióncontinuatal que

2e
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paratodo x E Ji. Portanto d(f’¡D,f) <e.

Evidentementeu) implica iii). Paraprobar queiii) implica i), suponemosde

nuevoque Y c (4. Dadoe > O consideramosO < 6 < e con la propiedaddel

enunciadopara ~. ConsideramosHI(YJ entornocompactode Y en (4. Como
4

Y es compacto,existeun subconjuntofinito E’ de Y tal que W(YJ C B¿(F).
4 3

Consideramosla inclusión

i:Bg(Y) —e. Bt(F).

Entoncesexisteun subconjuntoabierto densoJi de B4(Y) y existeuna apli-

cación locairnenteconstante,y por tanto discretaf : Ji ——e. E’ C Y tal que

d(f(x),x) < ~ paratodo a, E Ji y talque 0(1 a,) <~ paratodo x E flI(Y).
Por tanto

0(1,DT(Y»<6.

Porla hipótesisdel teorema,existe

B4Y) —e. Y

continuatal qued(r~¡D,f) < ~. Portantoparatodo x E Ji setiene

e 6 2e
d(re(x),x) =d(r~(x), f(x)) + d(f(x), a,) < — + — < —.

333

Finalmente, como r~ es continua en Bt(Y) y Ji es denso en Bt(Y) se tiene que

d(r~(x),x)= <e

paratodo x E B4(Y). Esto completa la demostración del teorema.

Vamos a definir a continuaciónel conceptode espaciométrico compacto

internamentemovible, introducidoporS.Bogatyi[8] en 1974, comoun casopar-

ticularde los espaciosmoviblesdefinidosporK.Borsuken [14]. En [31] J.Dydak

demuestraque todo compactomovible tiene la forma de un compactointer-

namentemovible. V.F.Lagunay J.M.R.Sanjurjo[71] introducenen 1984 una

teoría interna de la forma que coincide con la teoría de la forma de Borsuk para

espacios internamente movibles y M.A.Morón [85] extiende la teoríainternade
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la forma y el conceptode movilidadinternaa espaciosmétricosarbitrarios.Por

otraparte,Morón pruebaen [84] queun resultadode la teoríade la formapara

espaciosmétricoscompactos,referentea movilidady retraccionesmutacionales,

no puedeser transferidoal caso de espaciosmétricosarbitrarios. En [70] se

pruebaqueun espaciocompactoes movible si y solo si es limite de poliedros

en la métrica‘shape’. M.A.Morón y F.R.Ruizdel Portal demuestranen [86] la

existenciade un compactointernamentemovible que esespaciouniversalen la

categoríade la forma parala clasede los espaciosFANR.

Definición 1.4.7 SeaX espaciométrico compacto. Se dice que X es inter-

namentemovible si y solo si cuandoX se sumergeen el cubo de Hilbert (4,
entoncesparatodoentornoU de X en (4 existe (J0 entornode X en (4 y existe

4’: U0 x [0,1] —e. U continuatal que «a,, 0) = ~,«a,~ 1) E X, paratodo a, E Uo.

Teorema 1.4.8 Sea Y espaciométrico compacto. Sonequivalentes:

9 Y esinternamentemovible.

si) Para todo e > O existe6 > O verificando que para todo espaciométrico X,

para todo subconjuntodensoJi de X ypara toda aplicacióncontinua1: Ji —e. Y
con 0(1,X) < 6 existeg : X —e.Y continua, tal que 1 y y son e-homótopas.

su) Para todo e > O existe6 > O verificandoque para todo espaciométricocom-

pactoX, para todo subconjuntoabierto y densoJi de X y para toda aplicación

discreta1 : Ji — Y con O(f,X) < 6 existey : X —e. Y continua, tal que f y
g son¿-homótopas.

Dem. Vamosaver quei) implica u). SeaY espaciométricocompacto.Podemos

suponerqueY está contenido en el cubo de Hilbert (4. Supongamosque Y es

internamentemovible. Seae > O y seaU entornodeY en (4 tal queU c Bt(Y).

Existe
17o entorno de Y en (4 y existe 4’ : Uo x [0,1] —e. U continua tal que

«y, t) = y paratodoy E U
0 y todo t c [0,~],y «y, s) = «y, 1) E Y, paratodo

y E U0 y todo s e [~,1]. Sea O < 6 < ~ tal que B6(Y) c (Jo.

Vamos a ver que este6 verifica la condición del enunciado.

SeaX espaciométrico y seaJi subconjuntodensode X. Sea1 : 1) —e. Y

con O(f,X) c 6. Entoncesexiste 1’: X —e. Bs(Y) C Uo continua tal que
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d(f’(x), 1(x)) < 6 paratodo x E Ji. Sea i(o,i) : [0,1] —e. [0,1] la identidaden

[0,1] y consideremos

= «1’ x i[o,11) : X x [0,1] —e. U c Bf(Y)

continuatal queH(x, t) = f’(x) paratodo x E X y todo t E [0,~]. Vamosa ver

que1 es¿-homótopaa = 4’~f’ : X —e. Y.

Existe (Y denso en X x [0,1], existe il’ : (Y —e. Y aplicacióncontinuacon

O(H’,X x [0,1]) ~ tal que d(H(x,t),H’(x,t)) .c ~ paratodo (x,t) E C. Sea

y definimos il” : O’ —e. Y tal quef f(a,) si(x,t)EJiX[04)

H”(x,t) = H’(x,t) si (x,t) E Crl(X x1 H1(x) si(x,t)EEx(4,1]
Se tiene queil” escontinuaen (Y’ densoenX x [0,1], queH”(x, 0) = 1(z) para

todo x E Ji y que H”(x, 1) = Hi(x) paratodo x EX.

Finalmente,comod(H(x,t), H”(x, t)) < ~ paratodo (x, t) E (Y’, setieneque

O(H”,X x [0,1]) =~ <e. Por tanto íes e-homótopaaH1 = 4>~f’: X —e. Y.

Evidentementeu) implica iii). Paraver que iii) implica i) suponemosde

nuevo que Y c (4. Supongamosque Y verifica la condiciónde iii) y vamosa

ver que esinternamentemovible. SeaU entornode Y en (4 y seae > O tal que

B~(Y) c U. Sea O < 6 c e con la propiedaddel enunciadoy seaU~ entorno

de Y en (4 tal que U0 c Bt(Y). Vamosa ver que existe4”: U0 x [0,1] —e. U

continuatalque#(x,0) = x,4’(x,1) EX, paratodo a, E U0.

ConsideramosB~(Y) entornocompactode Y en (4. Se demuestracomoen

el Teorema1.4.6que existeun subeonjuntoabiertoy densoJi de B1(Y)y existe

unaaplicacióndiscreta1 : Ji —e. Y tal que d(f(x), a,) < ~ paratodo x E Ji y

tal que

O(f,B~(Y)) <6.

Por la hipótesisdel teorema,existey : Bó(Y) —e. Y continuae-homótopaa f.
T

Entoncesexiste(Y C BÉ(Y) x [~,~]denso tal que

Crl(BdY)x{~})=Jix{~},Cr1(~577YJX{~}) =w~yx{~},
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y existeil: (Y—e. Y tal queO(H,fl77} x [~,~j)<e y tal que H(x, ~)= 1(x)

paratodo ~ E Ji y H(x, ~)= g(x) paratodo x E B~(Y).

Existe il’ —e. B~(Y) continuatal que d(H(x,t),H’(x,t)) <e
Y x[~4]

paratodo (x,t) E (Y. Por otra parte, como i y H~ : B1(Y) —e. B¿Y) son
3 4

continuas,(4esconvexo,y

d(i,HI) = d(i¡D,HiIv) =d(ilr,,f) +d(f,Hi¡D) < 2e,
3 3

entoncesi y H~ sonhomótopasen B~(Y). Analogamente
3

d(g,H~) <e,
3

y por tanto y y H~ sonhomótopasen B2~(Y). Portanto existe
3

4’: U~ x [0,1]cD7(Y}x [0,1] —e. &(Y) c U

continuatal que «x,0) = x,4’(x,1) = g(x) E Y, para todo z E
17o~ Esto

completala demostracióndel teorema.

Definición 1.4.9 SeaX espaciométricocompacto.Se dice queX esmovible

si y solo si cuandoX sesumergeen el cubo de Hilbert (4, entoncesparatodo

entornoU deX en (4 existe17o entornodeX en (4 tal que,paratodo V entorno

deX en (4, existe4’: (Jo x [0,1] —e. U continua talque 4’(x,0) = x,4’(x,1) E V,

paratodo a, E U
0.

A continuaciónenunciamossin demostraciónuna nuevacaracterización,en

términosde densidad,de los compactosmovibles. La pruebaesanálogaa la del

teorema1.4.8.

Teorema1.4.10 SeaY espaciométrico compacto.Son equivalentes:

i) Y es movible.

u) Para todo e > O existe 6 > O verificatzdo que para todo espacio métricoX,

dado Ji subconjuntodensode X y dada f : Ji —e. Y continua con O(f,X) < 6,

dado tj > ~,existe E subcovijunto abierto y deviso de X y existey : E —e. Y

aplicación continua (con imagenfinita) con O(y,X) < yj, tal que 1 y y son

c-homótopas.
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:ii) Para todo e > O existe 6 > O verificando que para todo espaciométrico

compactoX, dado Ji subconjuntoabierto y denso de X y dada 1 : Ji —e. Y

discreta conO(f,X) < 6, dado ,~ > 0, existeE subeonjunto densode X y existe

g : E —e. Y continua con O(y,X) <q, tal que 1 y y sone-homótopas.

Utilizando la equivalenciade e-homotopíasy e-cadenaspara aplicaciones

e-discretasque sepruebaen la secciónprimera, setieneel siguientecorolario.

Corolario 1.4.11 SeaY espaciométricocompacto.Sonequivalentes:

:) Y es movible.

si) Para todo e > O existe 6 > O verificando que para todo espaciométrico

compactoX, dado Ji subconjuntodeviso de X y dada 1 : Ji —e. Y aplicación

discretacon O(f,X) < 6, dado q > O, existeE subeonjuntoabierto y denso de

X y existey : E —e. Y aplicación discreta con O(y,X) < ,~, tal que 1 y y son

e-encadenables.

¡u) Para todo e > O existe 6 > O verificando que para todo espacio métrico

compactoX, dado Ji subconjuntoabierto y densode X y dada 1 : Ji —e. Y

aplicacióndiscreta con 0(1,X) .c 6, dado ,~ > 0, existeE subeonjuntodensode

X y existe y : E —e.Y aplicación discreta con 0(g,X) < ~,tal que 1 y y son

e-encadenables.
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Capítulo 2

CARACTERIZACIÓN
MULTIVALUADA DE LA
CATEGORÍA DE LA FORMA
FUERTE

La categoríade la fonna fuerte para espaciosmétricoscompactosfue intro-

ducidaen 1973porJ.B.Quigley[92],aunquealgunasnocionesrelacionadasconla

teoríade la formafuertehabíansido consideradasanteriormenteporD.Christie

[27] y T.Porter [90], [91]. En particular, Christie definió los grupos ‘shape’

fuerte. En 1976 D.A.Edwardsy H.M.Hastings[37], motivadospor trabajosde

T.A.Chapman[25],obtuvieronun isomorfismode categoríasentre la categoría

de la forma fuertepara espaciosmétricos compactosen el pseudo-interiordel

cubo de Hilbert, (4,y la categoríapropiadehomotopíadesuscomplementosen

(4. La teoríade la formafuertefue extendidaa espaciostopologicosarbitrarios

por F.W.Bauer[1] y Edwardsy Hastings[37].

Parainformacióngeneralsobrela categoríade la formafuerteparaespacios

métricoscompactossepuedenconsultarlos artículos[34]de3.Dydaky J.Segaly

[20] de F.W.Cathey.El primerode ellospresentaun estudiogeométricobasado

en la noción de telescopiocontractible.El segundoanalizadiferentescaracteri-

zaciones.Nosotrosusaremosel enfoquedado por J.B.Quigley [92] o, en forma

más general,el dado por Y.Kodama y J.Ono [62], [63]. Contribucionesmás

recientesa la teoríade la formafuerteaparecenen los artículos[32]de J.Dydaic

54



y S.Nowa.k, [43] de R.Geoghegan y J.Krasinkiewicz y [47] de B.Giinther.

Todas las descripcionesexistentesde la categoríade la forma fuerte para

espaciosmétricoscompactosusanelementosexternospara introducir las no-

cionesbásicas.Generalmentese suponequelos compactosestáncontenidosen

el cubo de Hilbert o en un espacioambienteconveniente,comounavanedado

un poliedro,y las aplicacionestomanvaloresenentornosdel compactoenel es-

pacioambiente.Enotra descripciones,los compactossepresentancomolimites

inversosde sistemasde ANR y las aplicacionesse definenentrelos sistemasy

no directamenteentrelos compactos.

En estecapítulo presentamosuna nuevadescripciónde la categoríade la

forma fuertepara espaciosmétricoscompactos,eliminando todos los elemen-

tos externospara obtenerunacaracterizaciónintrínseca. Usamosen nuestro

acercamientola teoríade las aplicacionesmultivaluadas,siguiendoel programa

iniciado en [101], [102]y [103]parala categoríade la formade Borsuk.

En la primerasecciónde estecapitulodamosunadescripcióncompletade

la categoría,cuyosmodismossecaracterizancomoclasesdehomotopíade apli-

cacionesmultivajuadasfinas.

En la segundasecciónprobamosel isomorfismocon la categoríade la forma

fuerte.

En la tercerasecciónintroducimosuna topologíaen el conjunto M(X, Y)

de las aplicacionesmultivaluadasfinas entredos espaciosmétricos compactos

X e Y. Esto nos permite identificar los morfismos de X a Y en la categoría

de la forma con las componentesconexasde M(X, Y) y los morfismosde X a

Y en la categoríade la forma fuertecon las componentesconexaspor caminos

de M(X, Y). Usandoestarepresentación,probamosque todo morfismode X

a Y en la categoríade la forma es la adherenciade un morfismo de X a Y en

la categoríade la forma fuerte. De estaforma mejoramoslos resultadosdados

por V.F.Lagunay J.M.R.Sanjurjoen [72] y [73] parael espaciode aplicacio-

nesaproximativasy por J.M.R.Sanjurjoen [103]parael espaciode ‘multinets’.

En estosartículosse pruebaque los modismosen la categoríade la forma se

puedenidentificar con las componentesconexasporcaminosdel espaciocorres-
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pondientecon una topologíaadecuada,aunquecon otras topologíasnaturales

esteresultadono essiemprecierto.

En la cuartasección,dado(X, a,
0) espaciométrico compactopunteado,de-

finimos el espaciode lazos deSteenrodW(X, x0) comounaherramientaútil en

el estudiode los grupos‘shape’ fuertefl~(X, a,0). Hemosadoptadoestatermi-

nologíaporqueel nombrede Steenrodha sido asociadoa menudocon la teoría

de la forma fuerte (véase[50]). Probamosque ll~(X, za) = ll»~i(fla(X, za),*)

y, por tanto, el cálculode los grupos‘shape’fuertesereduceal de los gruposde

homotopíausualesdel espaciode lazosdeSteenrod.

Pararesultadosanterioressobrela relaciónentrela teoría de la forma y las

aplicacionesmultivaluadas,puedenconsultarselos artículos(22], [24], [61], [64],

[74], [99] y [108] de Z.terin, Z.Oerin y T.Watanabe,Y.Kodama, A.Koyama,

J.T.Lisica,J.M.R.Sanjurjoy A.Suszyckirespectivamente.

2.1 LA CATEGORÍA MSH DE LOS ESPA-
CIOS MÉTRICOS COMPACTOS Y LAS
CLASES DE HOMOTOPÍA DE APLICA-
CIONES MULTIVALUADAS FINAS

Definición 2.1.1 SeanX e Y espaciostopológicos. Una aplicaciónmultiva-

luadasemicontinuasuperiormentede X a Y es una función E’ : X —e. Y tal

queparatodo x e X se tiene que F(x) es un subconjuntocerradono vacío de

Y y paratodo entornoV de F(x) en Y existeU entornode a, en X tal que

F(U)= ~F(y)CV
“EL’

Si Y es espaciométrico,decimosque E’ ese-fina si diaxn(F(x)) <e paratodo

x E X.

SeanE’, G : X —e. Y aplicacionesmuitivaluadassenúcontinuassuperior-

mente. Sediceque F y G son¿-homótopassi existeunaaplicaciónmultivaluada

e-fina semicontinuasuperiormenteil : X x 1 —e. Y tal que H(x,0) = F(x) y

H(x, 1) = G(x) paratodo a, E X.
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Definición 2.1.2 SeanX e Y espaciosmétricoscompactos.Se dice queuna

aplicaciónmultivaluadaE’ : X x —e. Y esuna aplicaciónmultivaluadafina

si es semicontinuasuperiormentey para todo e > O existe to E ]R..~. tal que

diam(E’(x,t)) ce, paratodo a, E X y paratodo t =to.

Se dice que dosaplicacionesmultivaluadasfinas E’, O : X x IR+ —e. Y son

homótopas,si existeil : X x [0,1] x IR.~. -—e. Y aplicaciónmultivaluadafina tal

queparatodo (x,t) E Xx ]R~

H(x, O, t) = F(x, t), H(x, 1, t) = G(x, t).

Se dice queE’ y O sondebilmentehomótopassi paratodo e > O existeto E ]R+

tal queF¡xxlto.oo> y Glxxii0,oo> sone-homótopas.

La homotopíay la homotopíadébil de aplicacionesmultivaluadasfinas son

relacionesde equivalencia.Las correspondientesclasesde equivalenciade E’ se

denotaránpor [E’] y [E’],.,respectivamente.(Obsérveseque [E’]c [FI,,,).

Lema 2.1.3 Sean F,G X x 1II~ —e. Y dos aplicaciones multivaluadas fi-
nas asintóticas, ésto es, tales que para todo e > O existe to E IR.1. tal que

d(F(x,t),G(x,t)) <e, para todo a, EX y para todo t> 4>.

EntoncesF y O sonhomótopas.

Jiem. Bastadefinir il : X x 10,1] x lI1~ —e. Y, tal que:

f F(x,t) siO<s<1

G(x,t) si<s<1

Definición 2.1.4 Sean E’ : X x IR.4. —e. Y y O : Y x IR.~. —e. Z aplicaciones

multivaluadasfinas. Decimosque a : IR.,. —e. IR.,. esunaaplicacióndilatadora

asociadaal par (F, O) si escontinua,crecientey existen{e,,} y {,~,,>, sucesiones

nulastalesque:

a) diam(G(Kx {t>)) <en, paratodo K c Y con diani(K) <q,, y paratodo

tE [vz,n+ 1].

b) diam(F(x,t)) <‘y,,, paratodo a, EX, paratodo t > a(vi).
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La siguienteproposiciónmuestraque siempreexistenaplicacionesdilatado-

ras.

Proposición2.1.5 Sean F : X x IR4. —e. Y y O: Y >< IR~ —e. Z aplicaciones

multivaluadasfinas.

Entoncesexistea :111+ —e. IR.,. aplicación dilatadora asociada al par (E’, O).

Dem. Dada O consideramos{e,,> sucesiónnulatal que

diam(G(y, t)) <e,,

paratodo y E Y y todo t > vi. Entonces,comodiam(G(y,t)) .c ~í paratodo

y E Y y todo t E [1,2],existe fi tal que paratodo K c Y con diam(K) < 7)~

y para todo t E [1,2], se tiene que diazn(G(K x {~>)) <¿í. En general,para

todo y E £4, existeq» <7),,...q tal que diam(G(Kx {t>)) <e,,, paratodoK c Y

con diam(K) <q,, y paratodo t E [vi, vi + 1]. Así, obtenemospor inducciónuna

sucesiónnula fi > ‘fl > ?fl > ... tal que

diam(G(K x {t>)) <e»,

paratodoK c Y condiaan(K) <q,,, paratodo t E [vi, vi + 1], paratodo vi E £4.

Ahora,por serE’ multivaluadafina, existe O = t,, <ti ....... sucesiónno

acotadatal quediain(F(a,,t)) <7),,, paratodo x EX y todo t > t,, con vi> 1.

Consideramos,paratodo vi E £4 U {O>, el homeomorfismolineal

a,, : [vi,vi + 1] —~e. [t,,,t,,+í]

definido por a,,(t) = t,, + (t — vi)(t,,+i — t,,), paratodo t E [vi,n + 1]. Entonces

el homeomorflmoa : [0,~) —e. [0,~) definido por a(t) = a,,(t), paratodo

t e [u, u + 1], esuna aplicacióndilatadoraasociadaal par (F, O).

Como se demuestraen la proposiciónsiguiente,las aplicacionesdilatadoras

sepuedenutilizar paradefinir unacomposiciónde clasesdehomotopía.

Proposición2.1.6 Sean F: X x IR.,. —e. Y y O: Y x ]lI~ —e. 2 aplicaciones

multivaluadasfinas. Sea a : IR+ —e. »h aplicación dilatadora asociada al par

(F,O). Sea H : X x IR.,. —e. Z dada por H(x,t) = G(F(x,a(t)),t).
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Entoncesil es multivaluadafina y su clase de homotopía[il] no dependede

la elección de a ni de los representantesde las clases[E’]y [O] escogidos.

13cm. Es claro que II essenilcontinuasuperiormente.Paraver que esmuitiva-

luadafina consideremoslas sucesionesnulas {e,j, {~,,> asociadasa a. Entonces

dado e > O tomamosvi
0 E £4 tal que e,,~> < e y, como diam(F(x,a(t))) < ~

paratodo a, E X y todo t> vio, entoncesdianx(G(F(x, a(t)), t)) <e,,0 <e para

todo z E X y todo t =u0.

Parademostrarla segundapartede la proposicióntenemosque ver que sí

E” : X x lR.~ —e. Y y O’ : Y x IR+ —e. 2 sonaplicacionesmultivaluadasfinas

homótopasa E’ y O respectivamente,y sí a : IR.1. —e. IR..,. es una aplicación

dilatadoraasociadaal par (E”, O’) entoncesla aplicaciónil’ : X x ]R.+ ——e. Z

definida por

H’(x, t) = O’(E”(x, a’(t)), t)

eshomótopaa

Obsérveseprimeroquesi fi: IR+ —e. IR+ esunaaplicacióncontinuacreciente

tal que fi(t) =a(t) para todo t E IR.,., entoncesfi es tambiénunaaplicación

dilatadoraasociadaal par (E’, O). Además,la aplicación .1 : X x ]R.~ —e. Z

dadapor

J(x,t) = O(F(x, fi(t)), t)

es unaaplicaciónmultivaluadafina homótopaa il y la homotopíavienedada

por la aplicaciónmultivajuadafina K : X x [0, 1] x IR.,. —e. Z definidapor

K(x, s,t) = O(F(x,a(t)( 1 — s)+ fi(t)s), t).

Ahora, como E’ y E” sonhomótopas,existeF~ X x [0,1] >< ¡1+ —~ Y tal

queparatodo (x,t) E Xx llt~

F(x,0,t) = F(x,t),E’*(x,l,t) =

y comoO y O’ sonhomótopas,existe0 : Y x [0,1]x ]R~ —e. 2 tal que

O(y, 0, t) = O(y, t), O(y, 1, t) = O’(y, t),
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paratodo (y,t) E Y x IR.,.. ConsideramosE’: Xx [0,1] x IR.,. —e. Y x [0,1]

dadapor

É(x,s,t) = (F(x,s,t),s)

y seaa” : IR.,. —e. IR~. aplicacióndilatadoraasociadaal par (É, G) tal que

a”(t) =max{a(t), a’(t)> paratodo t e IR.,.. EntoncesH : Xx [0,1] x IR.,. —e. Z

definidapor

s,t) = 0(F(x, a, a”(t)), a,

esunaaplicaciónmultivaluadafina tal queparatodo (x,t) E X x Ilh:

H4(x,t) = H(x, 0, t) = O(F(x, 0,a”(t)), 0, t) = O(F(x,a”(t)), t)

H;(a,, t) = H(x, 1, t) = G~(F~(x, 1, a”(t)), 1, t) = O’(F’(x, a”(t)), t),

donde H es homótopaa H y Ht es homótopaa il’. Luego il y H’ son

homótopasy estoconcluyela demostraciónde la proposicion.

Corolario 2.1.7 DadasE’ : X x IR~ —e. Y y O: Y x IR,. —e. 2 aplicaciones

multivaluadas finas, podemos definir la composición de clases como [GflF] = [il]

donde il : X x IR.,. —e. Z viene dada por

H(x,t) = G(F(x,a(t)),t)

con a: IR.. —e. IR+ aplicación dilatadora asociada al par (E’, O).

Teorema 2.1.8 Si consideramosla clase de los espaciosmétricos compactosy

las clases de homotopíade aplicacionesmultivaluadasfinas entre ellos con la

composicióndefinida anteriormenteobtenemosuna categoría que llamaremos

MSit.

Jiem. DadoX espaciométricocompacto,el modismoidentidadenMSh(X,X)

viene dado por la clasede homotopíade la aplicación
1x : X x IR.,. —e. X

definida por Ix(x,t) = x, paratodo (x,t) E X x IR.,.. En efecto,si Y es un

espaciométrico compacto,F : X x IR.,. —e. Y esunaaplicaciónmultivaluada
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fina y a : IR.,. —e. IR,. es una aplicación dilatadoraasociadaal par (Ex, F),

entonces[F][Ix] = [J] donde

J(x,t) = F(Ix(x,a(t)),t) = F(x,t),

y dadaO : Y x IR.,. —e. X aplicación multivaluadafina y a’ : ]R~ —~ IR.1.

aplicación dilatadoraasociadaal par (O, Ix), entonces[Ix][G] = [K] donde

K(x,t) = Ix(G(x,a’(t)),t) = G(x,a’(t)) y por tantoK eshomótopaa O.

Para ver que MSit esunacategoríasolo falta comprobarque dadosX, Y, 2

y Wespaciosmétricoscompactosy dadasF : Xx ]R~ —e. Y, O : Y x IR.,. —e. Z

y il: Z x ]R+ —e. Waplicacionesmultivaluadasfinas, setiene

[H]([O][F]) = ([H][O])[F].

Pero [H]([O][F]) = [R] donde

R(x, t) = H(O(F(x, a1(a2(t))), a2(t)), t)

y ([H][O])[F] = [S] donde

S(x,t) = H(O(F(x, 132(t)), fií(t)), t),

dondeaí, 02, fií,fi2 sonaplicacionesdilatadorasasociadasaloscorrespondientes

paresde aplicaciones.Vamosa ver que, escogiendoadecuadamentelos repre-

sentantesde [E’] y [O], podemostomartodaslas aplicacionesdilatadorascomo

la identidad.

Sea {e,,> sucesiónnula tal que diam(H(z,t)) < en para todo z E 2 y todo

t > vi. Existe {‘i»> sucesiónnulatal que

dian«H(K x {t>)) < e,,

paratodo K c 2 con diam(K) <ii,, y todotE [vi,vi+ 1]. SeaO’ homótopaa O

tal que diaxn(O’(y,t)) <u,, paratodo y E Y y todo t > vi. Existe {6,.> sucesión

nula tal que

diam(G’(K x {t>)) <7),,
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paratodo K c Y con diam(K) <6,, y todo t E [vi,n + 1]. SeaF’ homótopaa

F tal quediam(F’(x,t)) < 6,, paratodox E X y todo t> vi.

Entonces[O][F¡ = [O’][F’] = [R1] donde

R1(x,t) = O’(E”(x,t),t)

y (H]([O][F]) = [1?]donde

R(x, t) = H(O’(F’(x, t), t), t).

Por otra parte, [H][G] = [H][O’] = [S1]donde

51(y,t) = H(O’(y,t),t)

y ([H][G])[F] = ([H][O’])[F’] = [5] donde

S(x,t) = H(O’(F’(x, t), t), t).

2.2 MSH ES ISOMORFA A LA CATEGORÍA
DE LA FORMA FUERTE

Definición 2.2.1 Sean X e Y espaciosmétricoscompactoscontenidosen el

cubo de Hilbert (4. Una aplicación fundamentalde X a Y es una aplicación

continua1 : Qx IR.,. —e. (4 tal que paracadaentornoV de Y en (4 existe U

entornode X en (4y existe4> E IR.,. talque f(U>< [to,oo)) C V.

Dosaplicacionesfundamentales1’ y : (4x 111+ —e. (4deX aY sonhomótopas

si existe it: (4x [0,1] x IR~ —e. (4 aplicaciónfundamentalde X x [0,1] a Y tal

que

it(x,0,t) = f(x,t),it(x,1,t) = g(x,t)

paratodo (x,t) E Qx IR.,..

Teorema 2.2.2 Si consideramos la clase de los espacios métricos compactosy

las clases de homotopíade aplicacionesfundamentalesentre ellos con la com-

posición usualseobtieneuna categoríaque se denotaSSit.
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Teorema 2.2.3 SShy MSit soncategoríasisomorfas.

Jiem. Seaf : Q>c IR.1. —e. (4 aplicación fundamental de X a Y. Vamosa ver

que existeunaaplicaciónmultivaluadafina E’ : X >c —e. Y asintóticaa 1,
éstoes, tal que paratodo e > O existe4> E IR.,. tal que d(F(x,t),f(x,t)) < e

paratodo a, E X y todo t > 4>.

Seae0 > e~ > e2 > sucesión nula tal que f(x,t) E B~~(Y) (la bolacenada

en Qpara todo x E X, paratodo t =vi, paratodo vi E ¡4 u {0}. Definimos

entoncesF : X x ]R+ —e. Y dadapor

‘‘‘>~1, B~~(f(x,t))rlY sitE (n,vi+ 1].

Es fácil ver que E’ esunaaplicaciónmultivaluadafina y como

d(F(x,t),f(x,t)) =e,,

paratodo a, E X y todo t> vi, setiene que f esasintóticaa E’.

Supongamosahoraquey: (4 >c IR.,. —e. (4 esunaaplicaciónfundamentalde

X a Y homótopaa 1. SeaO : X x IR.,. —e. Y unaaplicaciónmultivaluadafina

asintóticaa y. Vamosa ver que E’ y O sonhomótopas.

Como 1 y y son homótopas,existe it : (4 x [0,1] x IR.,. —e. (4 aplicación

fundamentalde X x [0,1] a Y tal que paratodo (x,t) E (4 x IR.,.

h(x,0,t) = f(x,t),h(x,1,t) = g(x,t).

Seail : X x [0, 11 x I1~ —e. Y aplicaciónmultivaluadafina asintóticaa it y sean

= H¡xx{o}xn+ , u = HIxx{i}xn+

talesque Ho y u sonhomótopas.Porotraparte,

d(F(a,,t), H0(x,t)) =d(F(x,t), 1(x,t)) + d(f(x, t), H0(x,t))

para todo (x,t) E X x ]R~, y como E’ y 1 sonasintóticasy it y il también,

entoncesE’ y Ho sonasintóticasy por tanto,porel Lema 2.1.3, sonhomótopas.

De formaanálogaseve que H1 y O son homótopas.Por tanto E’ es homótopa

aO.
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Hemosprobadoque existeuna aplicaciónbien definida

~(X,Y) : SSit(X,Y) —e. MSh(X,Y)

tal queSIcx,y>([f]) = [E’]con 1 asintóticaa E’.

Paraver que es suprayectiva,consideramosunaaplicaciónmultiva-

luadafinaF:Xx]R~——e.Yyescogemose0>ei>e2>~~•sucesiónnulatal

quediam(F(x,t)) <e,, paratodo x E X, paratodot> vi, paratodovi E INU{0}.
Entoncesparacadaa, E X y cadat E [vi,vi + 1], vi E £4, existe U<~,~> entorno

abiertode (a,, t) contenidoenX x (vi — 1, vi + 2) tal que

c BS(,)(F(x,t))

donde

6 — e,, — diam(F(x,t)

)

(xd) — 2

Luegodiam(F(U~’
0)) <e,,. Ahora, por la compacidadde X x [vi, vi + 1] para

todo vi e £4, podemosdefinir unasucesiónde conjuntosabiertosU2, U3, U4, ...
y unasucesióncrecientele

1 = 1 < le2 < le3 < le4 < ... denúmerosenterostal que

paratodo vi E £4,

Xx [vi,vi+l] CUk,,+iUUk,>+2U~~~UUk,,+, cXx(vi—1,vi+2)

y tal quediam(F(Uk)) <e,, paratodo le > k,,.

ConsideramosU~ = X x [0,1) y definimos para cada vi ~ ¡4 unaaplicación

6,, : X x IR.,. —e. IR tal que

6,,(x,t) — d((x,t),(X x 11I~) —U,.

)

Skd((x,t),(X x 111+) —

La sumaenel denominadoresfinita, puesd((x,t), (Xx IR.,.) — (A) # O si y solo

si (x,t) E Uk.

Escogemosahoraparacadavi E £4 un punto y,, E F(U,,) y definimosuna

aplicaciónlo : X x I1~ —e. (4 taj que

fo(x,t) = >364x,t)y,,.
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La sumavuelve a serfinita y como 26,,(x,t) = 1 y (4 es convexo, lo es una

función continuabien definida. Además,paracada(a,, t) E X x [vi, vi + 1] con

vi =2, si consideramosla familia deabiertos

a los que(a,, t) pertenece,setiene

1o(x, t) = 6~, (a,, t)y¿1 + ... + ~ir(~, t)y~~ con ~ (a,, t) + ... + 6¿~(x,t) = 1

y si yE F(x,t) setiene
r r 7

d(f0(a,,t),y) = fl >3 6~(x, t)y~~ — >3 61~(x, t)y ¡¡=¡¡ >3 61~(x,t)(y1~ — ~)¡¡
k=i k=i k=i

7

— >3 61,(x,t) ¡¡ ~ — y ¡1=max{I¡ ~ — y
k=i

En lasexpresionesanterioreshemosutilizado la norma¡¡ ¡¡ del espaciodeHilbert

12 que contienea (4.

Así, hemosprobadoqueparatodo e > O existevi E ¡4 tal que para todo

x E X y todo t > vi se tiene d(fo(x,t),F(x,t)) < e. Finalmente,estaúltima

condición implica que para todo entornoV de Y en (4 existe4> E IR..,. tal que

f0(X x [to,oc)) c y. En efecto,dadoV entornodeY en (4, existee > O tal que

.B~(Y) c V, y dado estee, existeto E IR..,. tal que d(F(x,t),10(x,t))< e, para

todo a, E X y todo t =to. Entonces f0(x,t) c BdY) c y, paratodo a, E X y

todo t > t0.

Finalmentevamosa ver, aplicandorepetidamenteel teoremade extensión

dehomotopía(ver [57]), quelo sepuedeextendera unaaplicaciónfundamental

f : (4 x IR.,. —e. (4 de X a Y que por lo anteriorseraasintóticaa E’.

Consideremos(4 = Vo D V~ D V2 D ... sucesión básica de entornos ANRde

Y en (4 (éstoes, tal que paratodo entornoV de Y en (4 existevi E £4 tal que

V»cV)yconsideremos0=to<tí<t2<...tal que fo(Xx[t,,,oc))CV,,

paratodo vi E ¡4. Tenemosentonces

folxx[o,í,] : Xx [o,t1]—e. (4
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que,por ser(4 EAR, seextiendea

fi : (4 x [0,t1] ——e. (4.

Ahora,11(X x {ti}) = f0(X x {til) c V1, luegoexisteU1 entornocerradode X

en (4 tal que fí(Uí x {t1}) c V1. Peroentoncestenemos

fo¡Xx[ti,t23 : X x [ti,t2] —e.V1 y íí¡u1x<e1> : (.J1 >< {tí} —e. Vi

quecoincidenen la intersección,y como Vi EANR, porel teoremade extensión

de homotopía,existe12,1 : U1 x [t1,t2] —e. y1, extensióncomún de ambas.

Además,de

12,1 : U1 x [t1,t2] —e. 14 c (4 y f~ : (4 x {tí} —e. (4

obtenemos,porser(4 EAR, 12,2 : (4x[t1,t2] —e. (4, extensióndeambas.Pegando

fi y 12,2 obtenemos12 (4x [0, t2] —e. (4 extensiónde fo¡xx(o,t2] tal que

x [t1,t]) c Vi.

Supongamosque hemosobtenidof,, : (4 x [0,t,,] —e. (4, extensiónde fo¡Xx[o,s,,]

y unafamilia U1 D U2 D ... D U,,—í de entornoscerradosde X en (4 tal que

f4Uí >c [t1,t,,]) c V1,f,,(U2 >c [t2,t,,]) cv’2,... ,f,,(U,,...í x [t,,...1,t4) CV,....1.

Entonces,como f,,(X x {t,,}) = f0(X x {t,,}) c y,,, existeU» C U»...~ entorno

cerradode X tal que f,,(U,, x {t,,}) c V,,. Tenemosentonces

10¡Xxh,,,t,,+i] : X x [t»,t,,+í] — y,, y f,,¡u,,x{e,,} : U,, x {t,,} —e.

con V,, EANR. Luegoporel teoremade extensiónde homotopía, existe

f,,+í,í : U,, >< [t,,,t,,+i] —e. 14,

extensiónde ambas.Ahora, de
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comoy»...1 EANR, obtenemosporel teoremade extensióndehomotopía

fn+í,2 : U,,—~ x [t,,,t,,+i] ——e.

extensiónde ambas.Deforma análogaobtenemos

f,,+í,a : U,,...2 x [t,,,t,.+i] —e.

Continuandoesteproceso,obtenemosf»~j,»~~ : (4 x [t,,, t»+í] —e. (4 tal que

= I»IQx{i,,>.

Pegandof» y 1,,+í,,,+í, obtenemosf,,+í : (4 x [O,t,,+1] —e. (4, extensiónde

fO¡Xx[O,t,,+d tal que

f,,+í(Uí x[ti,t»+í]) c Vi,f»+i(U2x[t2,t,,+í]) c V2,...,f,,+i(U,,x[t,,,t,,+í]) Cv,,.

Así, tenemosdefinidapor inducciónf: (4x 111+ —e. (4 extensióncontinuade

fo dadapor f(x, t) = f,,(x,t) si t =1,,, que esaplicaciónfundamentalpuespara

cadaentornoy de Y en (4 existevi E £4 tal que y,, C V y, por tanto, existeU,,

entornode X en (4 y existet,, E 111+ taj quef(U,, x [t»,oc)) C V» C V. Además,

esasintóticaa F porserlofo. Estopruebaque SI(xy) essuprayectiva.Vamosa

ver quetambiénes inyectiva.

SeanE’, O : X x IR~ —e. Y aplicacionesmultivaluadasfinashomótopasy sean

1,y : (4 x IR.,. —e. (4 aplicacionesfundamentalesde X a Y asintóticasa E’ y O

respectivamente.Como E’ y O sonhomótopas,existeH : X x [0,1] >c IR.,. —e. Y

aplicaciónmultivaluadafina tal queparatodo (a,, 1) E X x IR.,.

H(x, 0, t) = F(x,t), H(x,1, t) = O(x, t).

Existe it’ : (4 x [0,1] x ]l1~ —e. (4 aplicaciónfundamentalasintóticaa H y si

definimos it’0 = h’Iqx{o}xn+ y it’1 = h’¡QX{qxn+, entonces

d(f(x, t), it~>(x, t)) =d(f(x, t), F(x, t)) + diam(F(x,1))+ d(F(x, t), h,(x,t))

paratodo (x,t) e X x IR.,., y como1 y F sonasintóticas,H y it’ tambiény E’

es multivaluadafina, entonces1 y h~> sonasintóticasen X. De forma análoga

seve que it’1 y y son asintóticasen X.
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Como f y it’0 son asintóticasen X y (4 es convexo, existeuna aplicación

continua it” : X x [0,1] x —* (4 taj que

paratodo (x, t) E X x Il1~ y tal que paratodo entornoy de Y en (4 existe

4> E IR~ tal que h”(X x [t0,rio)) c y y, como it’1 y g son tambiénasintóticas,

existeh”’ : X x [0,1] x IR~ —e. (4 aplicacióncontinuatal que

para todo (a,,t) E X x IR~ y tal que paratodo entornoy de Y en (4 existe

4> E ]R.,. tal que it”’(X x [to,oc)) c V. Luego existeuna aplicacióncontinua

it : X x [0,1] x ]R~ -—-e. (4 tal que

it(x,0,t) = f(z,t),it(x,1,t) = y(x,t)

paratodo (a,, t) E X x R1. y tal que para todo entornoy de Y en (4 existe

to E IR.,. tal queit(X x [to,oo)) c y.

Finalmentevamosa ver, aplicandorepetidamenteel teoremade extensión

de homotopía,que it sepuedeextendera una aplicaciónfundamental

it: (4 x [0,1] x ]R~ —> (4

de X x [0,1] a Y tal que

h(a,,0,t) = f(x,t)J«x,1,t) = y(x,t),

paratodo (x,t) E (4x IR.,..

Pegando1, y y it, obtenemos

ito : ((4 x {0, 1} U X x [0,1]) x IR.,. —e. (4.

Consideremos(4 = yo D V1 D y2 ... sucesiónbásicade entornosANR

de Y en (4, y consideremos(4 = Uo D U D U~ D ... familia de entornos

cerradosde X en (4 y O = t0 < t~ < t2 < ... sucesióncreciente,talesque

it0((U, x {0, 1} uX x [0,1]) x [t»,oc)) c V» paratodo vi E £4. Tenemosentonces

ho¡(qx{o,¶}uxx[o,í])x[o,t,] : ((4 >< {0, 11 u X x [0,1]) x [0,t1] —e. (4
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y comoQEAR, seextiendea

ití : (4 x [0,1]x [0,t1]—e. (4

tal que hí¡(qx{o,í}uxx[o,í])x[o,t¡] = it0.

Ahora,it1 (Xx [0,1]x {tí }) = ito(Xx[0,1]x{tí }) c 14, luegoexisteU~ entorno

cenadodeX contenidoenU tal que h1(U1x [0,1] x {t1}) c Vi. Porotraparte

tenemosit0((U1 x {0,1} uX x [0,1]) x [t~,t2]) c ¾. Como ambascoincidenen

la intersección,podemospegarlasy obtenemosunaaplicacióncontinua

U1 x [0,1] x {t1}u(U1 x {0,1}UX>c [0,1)) x [t1,t2] —e. Vi

dondeUi x {0, 1} U X x [0,1] escenadode U1 x [0,1] y Vi EANR, y por tanto,

por el teoremade extensiónde homotopíaseextiendea

Uí >c [0,1] x [t1,t2] —e. 14.

Como ito¡(QX{o,í>uxx[o,í1)x[Í¡,e2), ití¡qx(o,í]x<ti} y it21 coincidenen todas las inter-

secciones,podemospegarlasy obtenemosunaaplicacióncontinua

que, como(4EAR, podemosextendera

it2 : (4 x [0,1]x [t1,t2] —e. (4,

tal que

it2~(Qx{0,i>UXx(O,I»X[t1 ,¿2] = itO¡(Qx{O,l)uXx[O,í])x[ti ,t2]

it2¡Q4O,i))C{i,} = iti ¡Qx[O,1]x{t¿}

it2(Uí x [0,1] x [t1,t2]) c Vi.

Supongamosque paratodo le E {1,.. .,vi} tenemos

(4 x [0,1]x [tk...í,tk] —e. (4

y tenemos(Jo = (4 D U1 D U2 D ... D U,,.1 entornoscenadosde X en (4 tales

que Ut c U~ paratodo le E {1,...,vi—1} y talesque

hk¡<Qx<01>UXx [O,i])x[t~..., ,tk) = ho¡(QX<o,í}uxx[o,í])xu&..., 4k]’
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= itk...1 ¡Qx[0,i]x{i~...g),

Entonces,it,,(X x [0,1] x {t,,}) = it0(X x [0,1] x {t,,}) c y,, , luego existe

U,, entorno cerradode X en U,,...1 fl U~ tal que it,,(U,, x [0,1] x {t,,}) C y,,.

Por otra parte it0((U,, x {0,l} u X x [0,1]) x [t,,,t»+1]) c 14. Como ambas

aplicacionescoincidenen la intersección,podemospegarlasy obtenemosuna

aplicacióncontinua

U,, >c (0,1] x {t,,} u((J,, x {0,1} uX x [0,1]) x [t,,,t,,+1] —e.

donde U,, x {0, 1} U X x [0,1] escerradode U,, x [0,1] y y,, EANR y por tanto,

porel teoremade extensiónde homotopía,seextiendea

Como ito¡<u,,..., ,c{04>uX ,c[O,1])x [t,,,tn+i]~it~ ¡u,,...~ ~[0,lfr{~,,> y it,,+í,1 coincidenen todas

las intersecciones,podemospegarlasy obtenemosunaaplicacióncontinua

U,, x [0,1] x [t»,t,,~1] u U»...1 x {0, 1} x [t,,,t,,+1] u U,,...1 x [0,1] >c {t,,} —e.y,,...1

dondeU,, >< [0,1]u (J»..í x {0, 11 escenadoen (J,,.~ x [0,1]y y,....1 EANR y por

tanto, por el teoremadeextensiónde homotopía,seextiendea

Continuandoesteproceso,llegamoshasta

Como ho¡QX{o,x)xu,,e,,..IUXX[o,ílx{t,,), it»¡~>q0,~j,<{~,,> y it,,.,1,,, coincidenen todaslas

intersecciones,podemospegarlasy obtenemosuna aplicacióncontinua

(J~ x [0,1] x [t,.,t,~+1]U(4 x {0,1} >c [t,.,t,.+1]U(4 x [0,1] x {t,.} —e. (4

que,como(4EAR, podemosextendera
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tal que

h,,+1 ¡(QX{0,i>UXX[O,i])X[tn,tn+I] = itO¡(QX(O,i)UXX[0,i1)X[t,,,i,,+i1

itn.¡.i¡Qx[O,i]x{t.,} = it»¡Qx[O,i]x<t,,>

Finalmente, como h»+í¡qx[o,i]x{t.,) = it,,¡Qx[0,i]X{i,.) para todo vi E £4, la

función

Ji: (4 >c [0,1]x IR~ —e. (4

dadapor T4x,.s,t)= it,,(x,s,t), si t E [t,,.1,t»] esuna aplicacióncontinuabien

definida tal que
14x,0,t)= f(x,t),h(x,l,t) = y(x,t)

paratodo (x,t) E (4x ll1~ y tal que paratodo entornoV de Y en (4 existeU

entornode X en Qy existete IR.,. tal que h(U x [t,oo) x [0,1]) CV. Por tanto

1 y y sonhomótopas.Estopruebala inyectividadde ~(x,v).

Luego SI<X,Y> es una biyección entre SSit(X,Y) y MSit(X,Y). Por otra

parte, es evidenteque Q<x,x> mandala clasede la identidaden la clasede la

identidadparatodo espaciométrico compactoX. Entoncesparaprobar que

SS/i y MSit soncategoríasisomorfassolo falta ver que paratodo parX, Y de

espaciosmétricoscompactos,~(x,r) conservala composición,éstoes

=

paratodo par de aplicacionesfundamentalesf: (4x IR.,. —e. (4de X a Y y

g:QxIR~—e.(4deYaZ.

SeanE’ : X x IR~ —e. Y y O Y x IR.,. —e. Z aplicacionesmultivaluadas

finas asintóticasa 1 y y respectivamente.Seae
1 > e2 > ... > e,, > ... sucesión

nula tal que

d(g(y,t),O(y,t))<e»,

paratodoyeYytodot>vi. Seaq1>q2>...>~,,>”~tal que

d(y(y,t),y(y’,t))<e»,
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paratodo par de puntosy, y’ E (4 con d(y, y’) < q,, y todo t E [vi, vi + 1]. Sea

a : IR~ —e. IR4 aplicacióndilatadoraasociadaal par (F, O) verificando que

diam(F(x,a(t))) <‘y,, paratodo t > vi.

Porel argumentodadoal principio de la demostración,existeunaaplicación

fundamentalf’tal que d(E’(x,a(t)),1’(x,t)) < tj,, para todo a, E X y todo

t > vi. Es fácil ver que O(x,r)([1’]) = [E’] y por tanto [1]= [1’].Vamosa ver

que Q(x,z)([g][1’]) = [G][F].

Paratodo (x,t) E X x [n,n + 1], como d(F(x,a(t)),f’(x,t)) < o,,, existe

y E F(x,a(t)) con d(y,f’(x,t)) < tj,, y por tanto d(y(y,t),y(f’(x,t),t)) < e,,.

Por otra parte,d(O(y,t),g(y,t)) < e,, y como y E F(a,,a(t)) entoncessetiene

que d(y(y,t),O(F(a,,a(t)),t))<e,,. Luego

d(y(f’(x, t), t), O(F(x, a(t)),t)) < 2e,,,

paratodo t > vi. Como consecuencia,

= £kx,z>([y][11) = [O][F] = IZ<y,z)[g]Q(xy)[f].

Esto completala demostracióndel teorema.

Si 1 : X —e. Y esuna aplicacióncontinuade un subconjuntocenadoX de

un espaciométricocompactoX’ en un espaciométrico compactoY, decimos

que 1 es e-extendiblea X’ si existeunaaplicaciónmultivaluadaE’ X’ —e. Y

e-fina tal queF¡x = 1. El siguienteresultadoda unacaracterizaciónde las

inclusionesqueinducenisomorfismosen la categoríaMSit. La demostraciónes

aplicaciónde las técnicasdesarrolladasen estaseccion.

Teorema2.2.4 SeaX un subconjuntocerradode un espaciométrico compacto

X’. Entoncesla inclusión i : X -——e. X’ induceun isomorfismoen la categoría

MSit si y solo si para todo e > O y para todo espaciométrico compactoY, se

verifica que para toda aplicación continua1 X —e.Y existeuna e-extensión

F : —e. Y y para toda aplicación continua y : X’ >c {0, 11 u X x [0,1] —e. Y

existeuna e-extensiónO : X’ x [0,1] —e. Y.
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2.3 UNA TOPOLOGÍA EN EL CONJUNTO
DE APLICACIONES MULTI VALUADAS
FINAS ENTRE DOS ESPACIOS MÉTRI-
COS COMPACTOS

Definición 2.3.1 SeanX e Y espaciosmétricos compactosy denotemospor

M(X, Y) al conjunto de aplicacionesmultivaluadasfinas de X a Y. Dadas

F, O E M(X, Y) y dado e > 0, decimosque O E B¿F) si existeuna sucesión

{e»} tal que>? <e, verificando:

a) Paratodo le E EJ y paratodo (a,, t) E X >c [0,le] existe(a,’, t’) E X x [0, le] con

d((x,t), (x’, t’)) < e~ tal que G(x,t) C B~~(F(x’,t’)).

b) Para todo (x,t) E X x IR.,. existe(z’,t’) E X x IR..,. con d((x,t),(x’,t’)) < e

tal quediam(O(z,t)) < diam(F(z’,t’)) + e.

Obsérvesequesi O E B~(F), entoncesdado le E EJ, si (a,,t) E Xx [0,le] existe

(a,’, t’) E X x [0, le] tal que d((x,t), (a,’, t’)) <
2k5 y O(x, t) C B2k8(F(x’, t’)).

En la siguienteproposiciónvamosa ver como definir una topologíaen el

conjuntoM(X, Y). Si E’ E M(X, Y) introducimosla notación

B(F)={B¿F)¡e>O}.

Proposición 2.3.2 La familia {L3(E’) ¡ E’ E M(X,Y)} es un sistemade en-

tornos para el conjunto M(X, Y). El correspondienteespacio topológico, que

denotaremostambiénpor M(X, Y), es un invariante topológico.

Jiem. Es evidenteque 13(F) # 0 para todo F E M(X,Y) y que F E B~(F)

paratodo e > 0. Tambiénes inmediatoque dadosBe(F),Be’(F) si tomamos

6 = min{e,e’} > O se tiene que B8(F) c B~(F) fl B~(F). Paraprobar la

primeraafirmaciónsolo falta ver que si G E B~(F), entoncesexiste6 > O tal

que B6(G) C B~(F).

Perosi O E B¿F) existe {e,,} tal que2 ~*<e verificando:

a) Paratodo le E £4 y paratodo (a,, t) E X x [0,le] existe(a,’, t’) e X x [0, le] con

d((x,t), (a,’,t’)) < ek tal que O(x,t) c .B~~(F(x’,t’)).
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b) Para todo (xi) E X x IR~ existe (x’,t’) E X x IR.,. con d((x,t),(x’,t’)) < e

tal quediam(O(x,t)) .c diam(F(x’,t’)) + e.

Sea le0 E EJ tal que diam(O(x,t)) < ~ para todo a, E X y todo t =le0,

y seaO .c 6 < min{~,e — tal que para todo (x,t) E X x [0,1v0]existe

(x’,t’) EX x ]lI~ con d((x,t),(x’,t’)) <e —6 tal que

diam(O(x,t)) < diam(F(x’,t’)) + e— 6.

SeaH E B5(G),entoncesexiste{6,,} tal que >~ <6, verificando:

a) Paratodo le E EJ y paratodo (x,t) E Xx [0,1v]existe(x’,t’) E Xx [0,1v]con

d((x,t), (a,’, t’)) < 4 tal que H(x,t) c Bs~(O(x’,t’)).

b) Para todo (a,,t) E X x IR.,. existe(x’,t’) E X x IR.,. con d((x,t),(x’,t’)) < 6

tal quediam(H(x,t)) .cdiam(O(x’,t’)) + 6.

Peroentonces{e,, + 6,,} verifica 2 <e y además:

a) Paratodo le E £4 y paratodo (a,,t) E X x [0,le] existe(a,’, t’) E X x [0, le] con

d((x,t),(x’,t’)) <
6k tal que

Por otra parteexiste (a,”, t”) E X x [0, le] taj que d((x’, t’), (a,”, t”)) .c e¡. y

O(x’, t’) c B~~(F(x”, t”)). Portanto d((x,t), (a,”, t”)) < t~ + 6k y

H(x, t) C BCk+sk(E’(x”, t”)).

b) Dado (a,,t) E Xx IR.,. existe(x’, t’) E Xx IR.,. cond((x, t), (a,’, t’)) < 6 tal que

diam(H(x,t)) .c diam(O(x’,t’)) +6.

Pero si (a,’, t’) E [0,leo] existe(a,”, t”) E X x IR.,. con d((x’, t’), (a,”, t”)) < e — 6 y

diam(G(x’,t’)) < diam(F(x”,t”)) + e — 6. Por tanto d((x,t), (a,”, t”)) < e y

diam(H(x,t)) c diam(O(x’, t’)) + 6 <diam(F(x”, t”)) + e.

Y si (x’,t’) e [le
0,oc), diam(H(x,t)) < diam(G(x’,t’)) + 6 < ~ + 6 < e. Esto

pruebaque {B(F) ¡ F E M(X, Y» esun sistemade entornosparael conjunto

M(X, Y).
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Paraprobarla segundaafirmación,supongamosprimeroque X’ esotro es-

paciométricocompactoy que 1 : X —e. X’ esunaaplicacióncontinua. Existe

unaaplicacióninducida

M(X’,Y) —e. M(X,Y)

definida por -y1(F)(x,t) = F(f(x),t) paratodo (x,t) E X x IR~. Vamos a ver

que si 1 esun homeomorfismo,entonces‘yj escontinua.

SeaFE M(X’,Y) y seae >0. SeaA> diam(Y) y seak0 E EJ tal que

E 12k 2~

Como f1 escontinuae Y escompacto,dadoe existe6~ > O tal que paratodo

parde puntos x’,y’ EX’ con d(x’,y’) <6~ setiene que

< ~i.
4

SeaS> O tal que 2k0¿ <nún{~,6í} y vamosa ver que si O E M(X’,Y) verifica

O E B6(F) entonces‘y~(O) E .B~(y1(F)).

Definimos {e*}, verificando2~4<e, como

~ si 1 < le =le~
sik0<le.

Sea (x,t) E X x [0,1v]con le =lea, entonces(f(x),t) E X’ x [0,1v]y como

O E B6(F), existe(x”,t’) EX’ x [0,1v]con d((f(x),t),(x”,t’)) < 2”6 tal que

O(f(x),t) c B2k6(F(x”,t’)).

Además,como d(f(x),x”)) < c 6~, si tomamosa,’ — fí(a,”) E X se tiene

que d(x,x’) < ¡ Por tanto, paratodo (x,t) E X x [0,1v]con le =k~, existe

(x’,t’) E Xx [0,k] cond((x,t),(x’,t’)) < d(x,x’)+d(t,t’) < ~+2ko6 < ~ talque

-y¡G(x,t) O(f(x),t) c B2k0¿(E’(f(x’),t’)) c B1(’yf(F(x’,t’)).

Y si t > k~, entoncesyjO(x,t) C BA(yf(F(x,t)).
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Porotra parte,para todo (x,t) E X x IR+ existe(x”,t’) E X’ >< IR.,. tal que

d((f(x),t),(x”,t’)) <6 y

diam(O(f(x),t)) <diam(F(x”,t’)) + 6.

Seax’ = f’(x”). Como d(f(x),x”) < 6 <4, setiene que d(x,z’) < ~. Luego

diam(-yfO(x,t)) = diam(O(1(x),t)) <diam(E’(f(x’), t’)) + 6

< diain(’y¡(F(x’, t’))) + e.

Luegoy¡(O) E B~b’i(F)) y -y¡ escontinua.

Además,y~yj-i = .7f-17f = lM(xy) y ésto implica que -y~ es un homeomor-

fismo. Luego si X, X’ e Y sonespaciosmétricos compactostalesqueX y X’

sonhomeomorfos,entoncesM(X, Y) eshomeomorfoa M(X’, Y).

De forma análoga,si Y’ esotro espaciométricocompactoy y: Y —e. Y’ es

unaaplicacióncontinua,existeunaaplicación inducida

M(X,Y) —e. M(X,Y’)

definidapor .-,“(F)(x,t) = yF(x,t) paratodo (x,t) EX >c Rl.. Vamos a ver que

y’ es continua.

SeaFE M(X,Y) y seae >0. SeaA> diarn(Y) y sea le~ E ¡4 tal que

É A<s
k=ko+12 2

Comog escontinuae Y escompacto,existe 6~ > O tal que

d(g(y),y(y’)) <

paracualesquieray,y’ E Y talesque d(y,y’) < 4.
Sea6 > O talque

2k06 .cmin{~,Sí}. Vamosa ver que si O E B6(E’) entonces

y’(O) E B~1jy~(F)).

Definimos {ek}, verificando2 ~*ce,como

~ si 1< le =k~si le~ < le.
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Sea(x,t) E X x [0,1v]con le =1vo, entoncesexiste (x’,t’) E X x [0,1v] con

d((z,t), (a,’, t’)) <
2k0¿ tal que

O(x,t) c B2*6(F(x’,t’)).

Entoncesparatodo ji E O(x,t) existey’ E F(x’,t’) tal que d(y,y’) <2k6 y por

tanto d(g(y),g(y’)) < £ Luego

‘9G(x,t) = g(O(x,t)) c B1(g(E’(x’,t’))) c

Y si t >
1vo, entoncesy~O(x,t) c B~Qy9(F(x,t)).

Por otra parte,paratodo (x,t) E X x [0,leo]existe (x’,t’) E X x 1R~ con

d((x,t),(z’,t’)) < ~ tal que -y’O(a,,t) c Bt(ME’(x’,t’)) y por tanto

diam(90(x,t)) .cdiam(9E’(x’,t’)) +e.

Y si t > 1vo, diam(O(x,t)) <diam((F(x,t))) + 6 < ~ +6 <6~ y por tanto

diam(gG(x,t)) <e =diarn(gF(x,t)) + e.

Luego9(0) E B,(-y~(F)) y -y9 escontinua.

Además,si y es un homeomorfismo,entonces~t’yD = y99’ = iM(x,Y) y

ésto implica que 9 es un homeom¿rfismo. Luego si X, Y e Y’ son espacios

métricoscompactostalesque Y e Y’ son homeomorfos,entoncesM(X,Y) es

homeomorfoa M(X, Y’).

Finalmente,si X, X’, Y e Y’ sonespaciosmétricoscompactostalesqueX es

homeomorfoa X’ e Y eshomeomorfoa Y’, entoncesM(X,Y) eshomeomorfoa

M(X’, Y’).

Observación2.3.3 La condiciónb) en la definición de los entornosde la to-

pología paraM(X, Y) refleja el hechode que aplicacionesmultivaluadasfinas

cercanastengandiámetroscomparables.La condicióna) es una reminiscencia

de la topologíacompacto-abiertaen espaciosde aplicacionesmultivaluadasse-

micontinuassuperiormenteentrecompactos.Esto puedeprecisarsedel modo

siguiente.
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Proposición 2.3.4 SeanX e Y espaciosmétricoscompactosy consideremoseí

conjuntor(X, Y) de las aplicactonesmultivaluadassemicontinuassuperiormente

de X a Y. Dadas F, O E r(X, Y) y E > 0, decimosque O E .B~(F) si para todo

a, E X existe x’ E X con d(x,x’) < e tal que 0(z) c .B~(F(x’)). Entoncesla

familia {.B¿F) ¡ FE r(X,Y),e > 0} defivieun sistemade entornosque induce

exactamentela topología compacto-abiertaen r(X, Y).

Dcm. La demostraciónde quela familia {B<(F) ¡ E’ E r(X, Y) y e > 0} define

un sistemade entornosesmássencillaque en el casode M(X, Y).

Paraprobarla equivalenciacon la topologíacompacto-abiertaconsideramos

F E r(X, Y) y sea<Ki, V1>fl. . .fl<K», y,,> entornodeF en la topologíacompacto-

abierta. Entonces,como es compacto,paratodo i E {l,. . . , vi}, setiene que

E’(K1) esun compactoy comoestácontenidoen y, existee > O tal que

paratodo iE {1,...,vi} y existe0< e’ <e tal que

EntoncesE’ E .B~.(F) c <Ks,Vi> fl ... ni (K,,,V,,> puessi O E B~’(F), entonces

paratodo a, EX existea,’ E X cond(x,x’) < e’ tal que 0(x) c B~(F(x’)) y por

tanto

paratodoie{1,...,n}.

Reciprocamente,dadaF E r(X, Y) y dadoe > 0, entoncesparatodo x E X

existe O <e,, <e tal que

Sea {x1,. . . ,x,,} tal queX c Be. (xi)U.. . UB,3,,(x,.) y consideremosparatodo

tE {1,.. . ,n}

= B~,.(x1),V.= B~(F(x¿)).
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EntoncesFs<Kí,Ví>fl...fl<K,,,V»> CB6(F)puessiGE<K1,Vt>fl...fl<K»,V»>

entoncesparatodo x EX existei E {l,. .. ,vi} tal que x E B~..(x1) y por tanto

0(x) c .B~(E’(x1)) cond(x,x1) < ea,~ <e.

Proposición 2.3.5 SeanX e Y espaciosmétricos compactosy consideremos
el conjunto M(X, Y) de las aplicacionesmultivaluadasfinas de X a Y. Dadas

F, O E M(X, Y), dadosK1,... , 14 compactos de X x IR.,. y dadoe > 0, decimos

que O E N(K1, . . . , K7, c)(F) si 0(K1) C B~(F(K1)) para todo i E {1,. . . , r}, y

para todo (x,t) E X x 11~ existe(x’,t’) E X >c IR.,. con d((x,t),(x’,t’)) .c e tal

que diam(O(x,t)) .c diam(F(x’,t’)) + e. Entoncesla familia

{N(K1,. . . , Kr, ¿)(E’) ¡ FE M(X, Y),.14,...,Kr compactos,e > 0}

define un sistemade entornosque induceexactamentela topologíadefinida an-

teriormenteen M(X, Y).

Dem. Es fácil probarque es un sistemade entornos. Vamosa demostrarla

equivalenciade las topologías. SeaF E M(X,Y), y seaN(K1,. .. ,K,,e)(E’)

entornode F en estatopología. Consideremosvi0 E £4 tal que

K1u...uK7cXx[0,vio].

Como F(K1) c B~(F(K1)) existe O <e’ < 2~o~’ tal que

F(Broe’(Kí)) c B4E’(K1)).

EntoncesF c B~(F) c N(K1,. . . ,Kr,e)(F) pues si O E B~’(F), paratodo

(x,t) EX >c [0,vi0] existe(a,’)’) E xx [0,vio]con d((x,t),(z’,t’)) < 2”~e’ tal que

O(x,t) c B2no~~(F(x’,t’)), luego

0(K1) c B2noe’(F(B2noe’(Kí)))c B~(F(K¿7O.

Reciprocamente,seaF: X x IR.4.. —e. Y muitivaluadafina y seae > O. Sea

A > diam(Y) y seavi0 E EJ tal que

~
2»~ 2
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Entonces,paratodo (x,t) EX x [Gozo]existeCfr,t) < ~ tal que

c B1(F(x,t)).

Sea{(x1,t1),. . . ,(x,.,t,.)} tal que

y tal queparatodo vi ~ ti0 y todo (x,t) E Xx [0,vi] existe (x1,t1) EX x [0,vi]

tal que (x,t) E Be(...)(xi,tí). Consideramosparatodo i E {1,. . . ,r}

= BE(,)(xÍ, t1).

EntoncesF c N(Kí,.. . , K,., ~)(E’)c B¿F) puessi O E N(K1,. . . , K7, ~)(E’)

consideramos{e,,}, verificandoSe,,<e, taj que

sil <vi =vio
si vi0 < vi.

Entoncesparatodo vi =vi0 y todo (x,t) E X x [0,vi] existe i E {l,. .. ,n} tal

que (x,t) E Be(t) (x~,t1) y (x1,t1)E [0,vi] y por tanto

C B1(F(x1,tO).

con d((z,t),(x1,t1))< ~<~1,~1> .c ~. Y para todo (x,t) E [vio,oo) setiene

O(x,t) c Bá(F(x,t)).

El siguienteteoremaesun resultadofundamentalenestasección.Tieneque

vercon propiedadesde tipo exponencialenel espacioM(X, Y) y los principales

resultadosde estaseccióny la siguientesonconsecuenciade él.

Teorema 2.3.6 SeanX, Y y Z espaciosmétricos compactosy consideremos

una aplicaciónmultivaluadafina E’ : X x Z x IR+ —e. Y. Entonces, la función

E” Z —e. M(X,Y) definida por F’(z)(x,t) = F(x,z,t) es continua. Recipro-

camente,si E” : Z —e. M(X, Y) es continua, entoncesla aplicación asociada
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F : X x Z x H1~ —e.Y defiviida por E’(z,z,t) = F’(z)(z,t) es una aplicación

multivaluadafina. Por tanto, existeuna biyecciónnatural entre los conjuntos

C(Z,M(X,Y)) y M(X x Z,Y), dondeC(Z,M(X,Y)) representael conjunto

de aplicacionescontinuasde Z a M(X,Y).

Dem. Seaz0 E Z. Vamosa ver que si E’: X x Z x IR.,. ——e. Y esunaaplicación

multivaluadafina entoncesE” escontinuaen z0. Seae > 0, seaA> diam(Y) y

sea
1va E EJ tal que

É A e

y tal quediam(F(x,z,t)) c e para todo (x,z,t) E X x Z >< [leo,oo). Por otra

parte,paratodo (x,t) E Xx [0,le~],existe0< 6(x,i) < ~ tal que

z
0,t)) c B1(F(x,z0,

y por la compacidaddeX x {zo} x [0,lea], podemosencontrarunafamilia finita

de puntos(x1,t1),...,(z,,,t»)y 6>0 talesque

Xx B6(zo) x [0,leo] C ú Be(.~.)(z¿,zo, t~)

y tal queparatodo le =k~ y todo (a,,t) E X x [0,1v]existe(a,1,t1) E X x [0, le] tal

que (x,t) E .Bs~~>(xí,t1). Luego, paratodo (x,z,t) E X x .Bg(zo)x [0,1v]con

le =lea, existe(x’,zo,t’) E Xx {zo} x [0,1v]con d((x,z,t),(x’,zo,t’)) < ~ talque

F(x, z, t) C Dt (F(z’, zo,

Definimosentonces{ek}, verificando2 ~*ce, del modo siguiente

si 1<1v=le~si
1vo < le.

Seaz E Z tal qued(z,zo) .c 6. Entoncesparatodo (a,, t) E Xx [0,1v]con le =le
0,

existe (x’,t’) EX x [0,1v]con d((x,t),(z’,t’)) < ~k tal que

Y si (x,t) E X x [0,1v]con le >
1vo entoncesF’(z)(x,t) c BÁ(F’(zo)(x,t)).

Por otra parte, para todo (x,t) E X x [0,le~]existe (x’,t’) E X x IR
4 con
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d((x,t),(x’,t’)) <e talque

diam(F’(z)(z,t)) < diam(F’(zo)(x’, t’)) + e.

Y paratodo (x,t) EX >c [leo,oc), se tiene

diam(F’(z)(x,t)) <e =diam(F’(zo)(x,t))+e.

Por tanto F’(z) E Be(F’(zo))y éstopruebala continuidadde F’ en zo.

Paraprobarel recíproco,consideramosF’: Z —e. M(X, Y) continuay sea

F : X x Z x IR.,. —e. Y su aplicaciónasociada.Vamosa ver primeroqueF es

semicontinuasuperiormente.Sea(xo,z0,4>) E X x Z x IR.,. y seae > 0. Como

E”(zo) es semicontinuasuperiormenteen (xo,to), existe6~ > O tal que

Sea le0 E £4 talque (to —61,4>+
6k) C [0,le~].Como E” escontinuaen z

0, existe

62 .c min{’t,e} verificandoque F’(z) E B1~(F’(zo)) paratodo z E Z con

d(z,zo) < 6~. Portantoparatodo (z,t) E X x [0, lea] existe(a,’, t’) E Ba(x, t) tal
2

queF(x, z,t) c Ba(F(x’, zo, t’)). Enparticular,paratodo (x, z,t) E Xx Z x IR.,.
2

con d((x, z,t), (za,zo,to))< 6~ existe(x’,t’) E Ba(z,t) tal que
2

E’(z,z,t) C BL(E’(x’, z0,

y comod((x’,t’),(xo,to)) < ~ + 6~ < 6~ esF(x’,zo,t’) c B1(F(xo,zo,to)).Por

tanto

y F essemicontinuasuperiormenteen (zo,za,4>).

Vamos a ver ahoraque F es multivaluadafina. Seae > 0, entoncespara

todo z E Z existe6 > O tal que paratodoz’ E Z con d(z,z’) < 6 setiene

E”(z’) E B±(E”(z)).

Por la compacidadde Z existeuna familia finita de puntos z1,z2,.. . , z,, E Z

tal que para todo z E Z existe i E {1,. .. ,vi} con F’(z) E B1(F’(z1)) y de
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ésto se sigueque para todo (x,t) E X x IR.,. existe (x’,t’) E X x IR.,. tal que

diam(F’(z)(x,t)) < diam(F’(z1)(x’,t’)) +

Como F’(z1) esuna aplicaciónmultivajuadafina existe4> E IR~ tal que

diam(F’(z¿)(x,t))<
2

para todo x E X, todo t = t0— ~ y todo i E {1,...,vi}. Así, para todo

(x,z,t) EX x Z x [4>,oo),existe(x’,z1,t’) EX x Z x [t0— !,oo) talque

C ¿ e
- + - = e.diam(F(z,z,t)) = diam(F’(z)(x,t)) < diam(E”(z1)(x’, t’)) + < 2 2

PortantoE’ esunaaplicaciónmultivaluadafina y éstocompletala demostración

del teorema.

Como consecuenciadel teoremaanterior obtenemosel siguienteresultado

queproporcionaunarepresentaciónde los morfismosen la categoríaMSh como

ciertossubeonjuntosde M(X, Y).

Corolario 2.3.7 Dos aplicacionesmultivaluadasfinas E’, O X x IlI~ —‘ Y

son homótopassi y solo si estánen la mismacomponentecoviexapor caminos

de M(X,Y). Comoconsecuencia,los morfismosdeX a Y en la cateyoríaMSh

se puedenidentificar con las componentesconexaspor caminosde M(X, Y).

Dem. E’ y O son homótopassi y solo si existe una aplicaciónmultivaluada

fina H : Xx 1 x IR.,. —e. Y tal que H(z,0,t) = F(x,t) y H(x,1,t) = O(x,t)

paratodo (x,t) E X x IR+ peropor el teoremaanterioréstoes equivalentea

la existenciade unaaplicacióncontinua it : .1 —e. M(X, Y) tal que h(O) = E’ y

h(1) = O.

El siguienteresultadoda una nuevacaracterizaciónde la clase [F].» y es-

tableceuna relaciónentre[E’] y [F]~.
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Teorema 2.3.8 Dos aplicacionesmultivaluadasfinas F, O : X x IR+ —e. Y

son debilmentehomótopassi y solo si estánen la mismacomponenteconexade

M(X,Y). Por tanto, las clases[F]~, ésto es, los morfismos ‘shape’, sepueden

identificar con las componentesconexasde M(X,Y). Además[F],,, = [F], es

decir, cada morfismo ‘shape’ es la adherenciade un morfismo ‘shape’fuerte.

Dem. La demostraciónseharáen varios pasos.Vamosa ver primero quesi E’

esdebilmentehomótopaa O entoncesparatodoe > O existeO’ E Be(O) tal que

O’ eshomótopaa F. Como consecuencia,[E’]c [E’],»C [E’] y por tanto [F],» es

un subconjuntoconexode M(X,Y).

Paraprobarestaprimeraafirmación,dadoe > O consideramosA > diam(Y)

y le~ E ¡4 tal que

L A e

y tal queFIxXrk0,«,)ese-homótopaa O¡xx[ko,~i). Esfácil ver queentoncesexiste

X x [0,1] —e. Y aplicaciónmultivaluadae-fina tal que = O¡xx{~ó ‘

= FIxx{~+í>. Definimos O’ : X x IR.,. —e.Y como

O(x,t) siO=t=ko
O’(x,t)= «x,t—le0) sileo=t=leo+l1 F(x,t) si

1vo +1= t.

Como O’(x,t) = F(x,t) paratodo t =le
0 + 1, entoncesO’ eshomótopaa F.

Paraver queO’ E Be(O) definimos {ek}, verificandoSek<e, como

si 1<1v=le~

si le~ < le.

Entoncesparatodo (x, t) E X x [0,lea] setiene queG’(x, t) = O(x, t), y si t =
1vo

entonces

O’(x,t) C BÁ(O(x,t)).

Por otraparteparatodo (a,,t) E X x [0,k~] setiene

diam(O’(x,t)) = diam(O(x,t))< diam(O(x,t)+e,

si (x,t) E Xx [ka, le~+ 1] es

diam(O’(x,t)) = diam(44z,t))<e =diam(O(x,t)+e,
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y si t =le0 + 1 setiene

diam(O’(x,t)) = diam(F(x,t))<e =diam(O(x,t)+e.

LuegoO’ E Be(O).

Vamosa ver ahoraque paratoda E’ E M(X, Y) y todo e > O existe6 > O

y existe le~, E EJ tal que para todaE” E B5(F), se tiene que Fjxx[k0,~) es 6-

homótopaa F’¡xx(k0,~.g. Como consecuencia[F].~,es cerradoen M(X, Y) y,

como [F] c [E’],»c [E’], deducimosque [E’]= [E’],».

Para probar la primera de estasdos afirmaciones,dado e > O tomemos

le~ E EJ talqueparatodo (x,t) E Xx f
1vo — 1,oo)

e

diam(F(z,t))< ¡
Ahora, comoE’ essemicontinuasuperiormente,paratodo (a,, <> E X x [0,k~]

existeO <Sfr,t> <mmn{~j, 1} tal que

F(BS(
3,)(z,t)) C B1(F(z,t)).

SeaO c 6~ <rnin{~, 2} menorque elnúmerode Lebesguedel recubrimientodel

compactoX x [0, k~] dadopor la familia

{Bs(.~)(x,t) ¡ (x,t) E X x [O,k~]}.

SeaE” E B6(F) con 6 = < 1. Entoncesparatodo (x,t) E X x {leo} existe

(x’,t’) EX x [0, k~] con d((z,t),(x’,t’)) .c 4 tal que

E”(x,t) C B151(F(x’,t’)).

Por otra parte como (z,t),(z’,t’) E X x [0,le~]y d((x,t),(x’,t’)) < 4 existe

(a,”, t”) E X >< [0,lea] tal que (a,,t), (x’,t’) E Bs(,.~,,)(x” t”)y

E’(z, t) U E’(z’, t’) C B&(F(x”, t”)).

Por tanto E”(z,t) c B~(E’(z’,t’)) c Bt+51(E’(z”,t”)) c B1(F(x”,t”)). Luego

F(z,t) U F’(x, t) c .Bj(E’(x”, t”)).
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Porotraparte,(a,”, t”) E Xx [leo—1, leo] (por ser (z,t) E X x {k0} y

6(x”,t”) < 1),

y por tanto diam(F(x”,t’9) <~. Luego

diam(F(z,t) U F’(z, t)) <e

y F¡xx{k
0) es¿-homótopaa E”¡xx{k0>. Finalmentecomo F’ E B6(F), entonces

paratodo (z, t) E X x [
1vo,oc), existe(a,’, t’) E B

6(x,t) c X x [leo—1,oc) tal que

e

diam(F’(z,t)) .c diam(F(z’,t’)) + 6 < + 6 <e.

De todo lo anteriorsededuceque E’¡xx[ko,oc.) ese-homótopaa

Paraver que [E’],»escenadoen M(X, Y) tomamosO E [F],»y vamosa ver

que O es debilmentehomótopaa F. Sea e > O y sean6 > O y

1va E EJ tales

queparatodoF’ E B
6(O) setienequeF’Ixx[k0,0~~) y O¡Xx[ko,oo) son¿-homótopas.

ComoO E jTjj dado6 > O existeF’ e B6(O) tal queF’ esdebilmentehomótopa

a F y por tanto dado e > O existeto =
1vo tal que F’¡xx[e

0.0.~) y FIxx(t0,00) son

e-homótopas.Luego FIxxp0,~) y G¡xxieo.co>son¿-homótopas.

Finalmente,tenemosquedemostrarquesi A c M(X,Y) esconexoy E’ E A,

entoncesA c [F],4,.Consideremosparacadae > O el conjunto

14 = {H E A 1 FIxx¡k~,~) e—homótopaa HIxx[k11,«,) para
1vH E ]R.+}.

Entonces14 es abiertopues.siH’ E 14 existe1vH’ E IR.,. tal que FIxx[kB,,,c,) y

H¡Xx[kH,,oo) son¿-homótopas.Peroporotraparteexiste6 > O y existelele > lew

talesqueparatodo H” E B
6(H’), se tiene que H”Ixx[k,,,,~) es e-homótopaa

H’¡xx~w,,,1,o>. LuegoB6(H’) c 14 y 14 esabierto.

Tambiénseverifica que 14 escerradoen A puessi H’ E IC (adherenciade

14 en A) existe6 > O y existe le0 E £4 talesque si H” E B6(H’) setiene que

H”¡xx[ko,oo) es ¿-homótopaa H’¡xx[k0,0.,>. Dado 6 > O, comoH’ E 14, existe

H” E B5(H’)flK<. ComoH” E 14 existeICH” talqueF¡xx[k»,,,<,0) ese-homótopa

a H”Ixx¡k~,,,oo). Así, tomando ¡CH’ = max{leo, le~”}, setiene que F¡xx[kH,,oc) es

e-homótopaa H’¡xx(k111,0cj. Luego H’ E 14 y 14 es cerrado. Por tanto 14 es

abierto y cenadoen A conexo. Como consecuenciaA = 14 paratodo e > O.

Luego si E’, O e A, entoncesE’ y O sondebilnxentehomótopas.Esto completa

le demostracióndel teorema.
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Observación 2.3.9 De la demostración del teorema anterior se deduce que,

dadaE’ E M(X,Y), tambiénesdensoen [E’],»el subconjuntode [E’] formadopor

las aplicacionesmultivaluadasfinas O E M(X, Y) talesque existe4> E IR~ tal

que O(z,t) = F(x,t) paratodoz EX y todo t =4>. En particular, tambiénes

densoen [E’],»el subconjuntode [F] formadopor las aplicacionesmultivaluadas

finas asintóticasa F. Ademásesfácil ver, por la construcciónde la homotopía

entredosaplicacionesmultivaluadasfinas asintóticas,que ambossubconjuntos

de [F] son conexospor caminos.

Observación2.3.10 DadaE’ E M(X, Y), dadoe > O, si definimos

[F]~ = {O E M(X,Y) 1 F¡xx[kG,,o) ¿—homótopaa GIxx(ko,oo), para leG E IR+}

setieneque [E’],»= fl00[E’]8. Además[F]6 verifica:

1. [E’]8es abiertoy cerradoen M(X,Y) paratodoe > 0.

2. [E’]61C [F]82si ~1 =C2.

3. [F]~ = M(X, Y) paratodo e> A = diam(Y).

Corolario 2.3.11 SeaF E M(X,Y). Entoncesla clase [E’],»sepuede identi-

ficar tambiéncon la quasicomponenteconexade M(X, Y) que contienea E’.

2.4 GRUPOS DE HOMOTOPÍA FUERTE Y
ESPACIOS DE LAZOS DE STEENROD

Definición 2.4.1 Sean X e Y espaciosmétricoscompactoscontenidosen el

cubo de Hilbert (4y seanX0 c X e Yo E Y. Una aplicaciónaproximativade

(X,X0) a (Y, yo) esunaaplicacióncontinua1: (X, X0) x lR~ —~ ((4,yo) tal que

paracadaentornoy deY en (4 existe4> E IR.,. tal que f(X x [4>,oc)) c y.

Dos aplicacionesaproximativas1, y : (X, X0) x —~ ((4,yo) de (X, X0)

a (Y,yo) sonhomótopas(rel.Xo), si existeit: (X,Xo) x [0,1] x IR.,. —e. ((4,yo)

aplicaciónaproximativade (Xx [O,1],X0 x [0,1]) a (Y,yo) tal que

it(x,0,t) = f(a,,t),it(z,1,t) = y(a,,t)
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paratodo (a,, t) E Xx IR.,.. Sediceque1 y y sondebilinentehomótopas(rel.Xo),

si paracadaentornoy deY en (4 existeto E 111+ y existeunaaplicacióncontinua

it: (X,Xo) x [0,1] x [to,oo) —e. (V,y~) talque

it(x,0,t) = f(a,,t),it(z,1,t) = g(x,t)

paratodo (z,t) EX x [to,oo).

Si (X, a,0) es un espaciométrico compactopunteadose define el n-ésixno

grupo ‘shape’ fuerte Ñ,,(X, z0) de X en a,0 comoel conjunto de clasesde ho-

motopia(rel.8I”) deaplicacionesaproximativas1: (1”, 81”) x IR.,- —~ ((4,3~0)

de (Ip, 81”) a (X, a,o) con la operación* definida como [f] * [y] = [it] donde

it : (1”, DI”) >c IlI~ ——y (X, xo) vienedadapor

= f f(2t1,t2,. . .,t,,,t) si 0=t1 =~

De forma análogase define el n-ésimogrupo de Borsuk ll~(X, a,o) de X

en a,0 comoel conjunto de clasesde homotopíadébil (rel.8I») de aplicaciones

aproximativas1 : (Ib, ¿91”) x ]R~ —e. ((4,a,o)de (1»,81») a (X, zo) con la misma

operaciónde grupoque enel casoanterior.

Definición 2.4.2 Sea(X, a,0) espaciométrico compactopunteado. Decimos

que dos aplicacionesmultivaluadasfinas E’, 0: (1”, 81») x IR.. —-e. (X, a,o) son

homótopas(rel.8I”) si existe H : (I~, 81») x 1 x IR4 —e. (X, za) aplicación

multivaluadafina tal que

para.todo (t1, . . . ,t,,) E 1” y paratodor E Ilh.

Definimos fl~(X, a,0) comoel conjunto de clasesde homotopía(rel.8I») de

aplicacionesmultivaluadasfinas de la formaE’: (1»,¿91”) x IR.,. —e. (X, a,0) con

la operacióndefinida por [F] * [O] = [H] dondeH : (1”, DI”) x IR.4. —e. (X, a,o)

viene dadapor

= 1 F(2ti,t2,. .. ,t,,,t) si 0=t1 =~
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Deforma análogadefinimos ll,,(X, a,
0) comoel conjunto de clasesde homo-

topía débil (rel.8P’) de aplicacionesE’ : (1”, 81”) x llI~ —e. (X, a,o) multiva-

luadasfinas con la misma operaciónque en el casoanterior. En este casoE’

y O sondebilmentehomótopas(rel.OI») si paratodo e > O exister0 E ]R+ y

existeunaaplicaciónH : (1”, 81”) x 1 x [re, oc) —. (X, a,o) multivailuadae-fina

semicontinuasuperiormentetal que

paratodo (t1,... ,t,,) El” y paratodo r =r0.

Observación2.4.3 Es inmediatocomprobarque ambosconjuntossongrupos

con la operación*.

Teorema2.4.4 ll(X, a,0) es ,somorfoa fÉ«X, a,0).

Dem. Sea[E’]E 11(X,a,0) con E’: (17,81”) x IR.,. —e. (X,zo) aplicaciónmulti-

valuadafina. Vamosa ver que existe1 : (17,81») x IR4 —e. (Q,zo)aplicación

aproximativade (1»,81») a (X, a,o) asintóticaa F que por tanto defineun ele-

mentode Ít(X,~0).
Vamosa ver, en general,que si K0 un subconjuntocenadode un espacio

métricocompactoK y E’: (K, Ko) x IR.4. —e. (X, a,o) es una aplicaciónmultiva-

luadafina, entoncesexiste1: (K, K0) x IR.,. —e. ((4,a,0) aplicaciónaproximativa

de (K, Ko) a (X, a,o) asintóticaa E’.

Seae0 > Ci > e2 > sucesiónnula tal que diam(F(x,t)) < e,, paratodo

a, E K, para todo t ~ vi, paratodo vi E EJ U {0}. Entoncesparacadaz E K y

cadat E [vi,n + 1], vi E EJ, existeU(x,t) entornoabierto de (z,t) contenidoen

K x (vi — 1,vi+2) tal que

C E
1F1t~’ donde6 = e,, —diam(F(z,t)

)

(r,t) 2

Luegodiam(F((JVt))) <e,,. Ahora,por la compacidadde K x [vi,vi + 1] para

todo vi E ]N, podemosdefinir una sucesiónde conjuntosabiertosU2, U
3, U4,...
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y unasucesióncrecientele~ = 1 < ~2< le3 c k4 < ... denúmerosenterostal que

paratodo vi E £4:

Kx[ti,n+1]CUk»+iUUk,.+2U~”UUk,,+l cKx(vi—1,n+2)

y tal quediam(F(Uk)) ce» paratodo le > le,,.

ConsideramosU~ = K x [0,1) y definimosparacadavi E £4 unaaplicación

6» : K x 1R4 ——e. IR tal que

6»(z,t)— d((x,t),(K x IR.,.) —U,,

)

Ekd((x,t),(K x IR.,.) —

La sumaen el denominadoresfinita, puesd((x,t), (K >< IR+) — Uk) # O si y solo

si (z,t) E
tk~

Escojemosahoraparacadavi E £4 un punto y,, E E’(U»), de tal formaque si

U,, fl K
0 # 0 tomamosy,, = a,o, y definimos1: K x IR.,. —e. (4 tal que

00

f(z,t) = >36,,(a,,t)y,,.

La sumavuelve a ser finita y como26,,(z,t) = 1 y (4 es convexo,1 es una

función continuabien definida. Además,si (a,, t) E K0 x 111+ y (a,,t) pertenece

solo a ~ . . , U1»} entonces

f(z,t) = 611(x,t)y11+ ... + 61ja,,t)y~,,= 611(a,,t)zo+ ... + 6~,,(z,t)z0= a,o

En general , para cada(x, t) E K x [vi, vi + 1], si consideramosla familia de

abiertos

a los que (z, t) pertenece,setiene

f(z,t) = 611(z,t)y11+ . . . + 6~(z,t)y17con 612(z,t)+ . . . + 61,(x,t)= 1

y si yE F(z,t) se tiene
r 7

d(f0(x,t), y) = ¡¡ >36~~(a,,t)y¿~ — >3 61~(z,t)y ~¡=¡¡>3 61~(z,t)(y1~ — u) ¡¡
k=I

1~

— >3 6~(z,t) I¡ ~ — y I¡=max{¡J u~ — y ¡II
k= i

< max{diam(F(U¿j)} <e,,...1.
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(Enlasexpresionesanterioreshemosutilizadolanorma~¡¡ del espaciodeHilbert

12 donde(4 se suponecontenido.) Luego hemosprobadoqueparacadae > O

existenE £4 talqueparacadaa, E K y cadat ~ vise tiened(f(z, t), F(z, t)) <e.

Finalmente,estaúltima condiciónimplica que paracadaentorno y de Y en

(4 existe 4> E 11W tal que f(K >c [to,oc)) C y. Por tanto, 1 es aplicación

aproximativadeK a X y por lo anterior1 esasintóticaa F.

Vamosa ver ahoraquesi O : (1», 81”) x IR.,. —e.(X, a,0) esotrorepresentante

de [E’] y y : (17,81”) x IR.,. —e. ((4,zo) es una aplicación aproximativade

(1», 81”) a (X, za) asintóticaa O entoncesf y y definenel mismoelementode

Ñ»(X,zo).Sea

H : (I»,81”) >c 1 >c IR.,. —e. (X,zo)

aplicaciónmultivaluadafina tal queparatodo (t1,.. . ,t,.) E 1” y todo r E ]R4

Seah : (1”, 81”) x 1>< IR4 —e. ((4,a,o) aplicaciónaproximativade (1»,81”) x 1

a (X, a,0) asintóticaa H. Entoncesf y it0 son asintóticasy como (4 es convexo

existeunaaplicaciónaproximativait’: (1», 81”) x 1 x IR+ —e. ((4,x0) de 1” x 1

a X dadapor

tal que it> = f y ¡4 = h0 y lo mismoocurrecon h1 y y. Luego1 y y definenel

mismoelementode ll,,(X, z0).

Luegoexisteuna aplicaciónbien definida

4’ : fl~(X, a,o) ——e. Ñ,,(X, a,o)

quea cada[F] E lt(X, a,o) la hacecorresponder[1]E lt(X, a,0)conF asintótica

a 1. Es inmediatoque 4’ eshomomorfismode grupos.

Parademostrarque$ essuprayectivo,bastaver quesi K0 esun subconjunto

cenadodeun espaciométricocompactoK y 1 : (K, Ko)x IR+ —~ ((4,zo)esuna

aplicaciónaproximativade (K, K0) a (X, z0) entonceslaaplicaciónmultivaluada
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fina E’: (K, K0) x 1l1~ —e. (X, a,o) dadapor la expresión

F(z,t) = {a,’ EX 1 d(f(z,t),z’) = d(f(z,t),X)},

esasintóticaal, puesd(f(~,t),F(x,t)) = d(f(x,t),X) paratodo a, E X y todo

t E E4.

Vamosa ver finalmenteque 4’ es inyectivo. Supongamosque $[F] = [1]y
que f es homótopaa C~. Seait : (I»,8I”) x 1 >< 1lI.~ —e. ((4,zo) aplicación

aproximativade (I»,81”) >c la (X,zo) talqueparatodo (ti,... ,t,,) E 1” y todo

r E ]R~

ExisteentoncesH: (17,81») >< 1 x 1R4 —e. (X, a,o) multivaluadafina asintótica

a it verificandoque

H(t1,...,t,,,l,r)=zo

para todo (t1,...,t») E 1” y paratodo r E IR.,.. Peroentonces,E’ y Ho son

asintóticasy por tantola expresión{ F(tí,. . . ,t,.,r) si O<s< 1
~‘~ttsr~ 2

define unahomotopíaH’: (I»,81”) x 1 x IR.,. —e. (X,zo)entreF y H0 y por

tanto F defineel mismoelementodeÑ»(X, a,0) que la aplicaciónconstanteC2,0.

Definición 2.4.5 Sea(X, a,o) espaciométricocompactopunteado. Definimos

el espaciode lazosde Steenrodde X en a,0 comoel conjuntoW(X, a,0) de todas

las aplicacionesmultivaluadasfinas de la forma E’ : (1,81) x 11W —e. (X, a,o)

con la topologíadesubespaciodeM(I, X). Denotamospor Co al lazo constante

dado por Co(t,r) = a,0, para todo t E 1 y para todo r E 1R~, y definimos

f?~(X, a,o) = &l(SV(X, a,o), C0) y, por inducción, Q/X, a,o) = f2(Q~ 1(X, a,o), *)

(dondef?( ) denotael espacioclásicode lazos).

Obsérveseque Q’(X, a,o) C M(I, X) y que no hay ningunarelación deequi-

valenciaentresuselementos.
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El siguienteresultadopermitereducirel cálculode los gruposdehomotopía

‘shape’ fuerteal de gruposde homotopíausuales.

Teorema2.4.6 fl~(X,xo) puedeidentificarse de modo natural con las compo-

nentesconexaspor caminosdel espaciode lazosde SteenrodQ’(X, z0). Sin > 2

fl~(X, x0) es isomorfo a ir,,...í(SV(X,a,0), C0) y por tanto a ir(Q~...1(X,zo), le.).

Dem. Vamosa demostrarla primeraafirmación. Sea[F] E fl(X, a,0), entonces

F (1,81) x 11W —e. (X, a,0) es unaaplicaciónmultivaluadafina y por tanto

F E W(X,a,0). Además, si [E’] = [O] existeH : (1,81) >c 1 x IR.4. —e. (X,za)

aplicaciónmultivaluadafina tal que paratodo t E 1 y todor E 111k

H(t, 0, r) = F(t, r), H(t, 1, r) = O(t, r).

Peroentoncesla aplicaciónH’: 1 —e. M(I, X) definidapor

H’(s)(t,r) = H(t,s,r)

es continua. Como H’(s)(t, r) = a,o paratodo t E 81 y todo r E 11W se tiene

Im(H’) c W(X, a,o). Luego H’ nosda un caminoen SV(X, a,o) de E’ a O.

Reciprocamentesi F y O esténen lamismacomponenteconexaporcaminos

de Q
8(X, a,o) y II’: 1 —e. M(I, X) esun caminoen fr(X, a,

0) deFa O, tenemos

inducidaH : 1 x 1 x IR.,. —e. X aplicaciónmultivaluadafina definida por

H(t, s,r) = H’(s)(t, r).

Como Im(H’) c W(X, a,o) setiene queH’(.s)(t, r) = zo paratodo t E 81 y todo

rE 11W. LuegoH(t,s,r) = a,o paratodot E 81, todos El y todo rE IR.,.. Por

tanto H : (1,81) x Ix IR4 —e. (X,zo) y verifica que para todo t E 1 y todo

r E IR~

H(t, 0, r) = F(t, r), H(t, 1, r) = O(t, r).

Luego [E’]= [O].

Vamosa probarla segundaafirmación. Sea[E’] E 11,(X, a,o) con

E’: (17,81») x IR.,. —e. (X,zo)
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aplicaciónmultivaluadafina. PodemosconsiderarF : P’~ x 1 x IR+ ——e. X

y por tanto tenemosinducida una aplicacióncontinuaF’ : .e. M(I, X)

definida por

dondesitE 81 entonces(tí,...,t»...í,t) E 81» paratodo (t1,...,t,,...1)EI»~ y

por tanto

= F(t1, . . . ,t,,..4,t,r) = a,0.

LuegoF’(I”’) c SV(X,zo). Por otraparte,si (t1,. .. ,t,,...~) E 81»’, entonces

(t1,... ,t».1,t) E 817 paratodo tEl y por tanto

Luego F’ (p.-i,¿9Ifl-1) .......e. (Qa(X,a,0),C0)y por tanto define un elemento

[E”] E ir»...í(W(X, a,o), C0).

Vamos a ver ahoraque la clasede E” solo dependede la clasede E’. Sea

O : (I”,81”) x 1R~ —~ (X,x0) aplicaciónmultivaluadafina homótopaa E’ y

seaO’ la aplicaciónasociadaa O. SeaH : (17,81») x 1 x 11W —e. (X,xo) una

aplicaciónmultivaluadafina tal que paratodo (t1,.. . ,t,.) E 1” y todo r E 11W

TenemosinducidaunaaplicacióncontinuaH’ : I»~ x 1 —e.M(I, X) definida

por

Como H’(t1,. . . ,t»...í,s)(t,r) = a,o paratodo (t1,. . . ,t,....~) E 1”~<’, todo a E 1,

todo t E 81 y todo r E IR.,. setiene Im(H’) C QS(~y, a,0). AdemásH’ verifica que

= Co paratodo (t1,.. .,t»..1) E 81”’ y todosEl. Entonces,

como = F’ y = O’, H’ es una homotopía(rel.81”
1) en W(X,zo) de E”

a O’. Estomuestraque la clasedehomotopía[E”] no dependedel representante

de la clasedehomotopía[F] y tenemosasí definidaunaaplicación

a : ll~(X, a,o) —e. r,,..q(SV(X,a,o), C
0)
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queesclaramentehomomorfismode grupos.

Vamos a ver que a esinyectiva. SeanF,O (17,81”) x ]R+ —e.X y sea

a([F]) = [E”],a([O]) = [O’] con

E”, O’: (17—’, 8.r’) —.~ (W(X, a,o), Co).

Supongamosque E” y O’ son homótopas(rel.81”’). Tenemosqueprobarque

E’ y O sonhomótopas(rel.&1”). Sea

H’: (I”’,81”’) x 1—e. (W(X, a,o),Co)

aplicacióncontinuaverificandoque para todo (t~,... , t,,q) E
1it~i,

Entoncesla aplicaciónII : 1” x 1 x I1I~ —e.X definidapor

es una aplicaciónmultivaluadafina. Ademássi (t1,... , t,,) E 81”, entonces

(t,,... ,t,,...,) E 81”’ o t,, E 81. En el primercasosetiene que

= H’(tí,...,t,,~,,s)(t»,r) =Co(t,,,r) =a,o,

y en el segundocaso,como Imn(H’) E SV(X, z0), entonces

paratodo r E ]R~ y todo a E 1. Luego H(81» x 1 x llI~) = {xo} y como = E’

y H, = O entoncesE’ y O son homótopas(rel.81”).

Finaimente,vamosa comprobarque a essuprayectiva.

Sea [E”] E ir,,...í(QS(X,a,o),Co)con E” (I”’,81”’) .......~e. (W(X,x0),Co)

continua. TenemosinducidaunaaplicaciónmultivaluadafinaF : 1” x 111+ —~ X

tal queparatodo (t,,...,t,,) El» y todorE IR~,
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Además,si (t1,. . . ,t») E 81” entonces(t1,. . . ,t,,.1) E 81”’ o t,, E 81. En el

primer casosetiene que

F(tí,...,t,.,r) = .F”(tí,...,t,,...í)(t,.,r) = Co(t,.,r) = a,o,

y en el segundoque

paratodo r E IR.4.. Luego E’: (17,81”) x IR.,. —e. (X,zo) defineun elemento

[E’] E 11,(X,xo) tal que a([F]) = [E”]. Luego a es suprayectivay por tanto

11/X,zo) esisomorfo a ,r,,...í(Q’(X,a,0), C0).

Finalmenteaplicandoque parael espaciode lazos clásico y los grupos de

homotopíausuales,lrk(Z, z0)esisomorfoa lrk...í(Q(Z,z0), C,0) paratodoespacio

topológico Z y todo le E £4, se tiene que r,,...1(W(X,a,o), C0) es isomorfo a

r,,...2(fl(S?(X,z0),C0), *) que es igual a r,..2(Q(X, a,0),*), éstees isomorfo a

r,,...3(f2«X,a,0), *), y así sucesivamentehastallegar a ir(fl~...1(X, z0),*). Esto

completala demostracióndel teorema.
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Capítulo 3

MULTIFIBRACIONES

Basandoseen trabajosde R.C.Lacher [68], [69] sobre aplicacionescelulares,

D.S.Coramy P.F.Duvall, Ir. [29]definieron en 1977 el conceptode fibración

aproximativaentreespaciosANR localmentecompactos,reemplazandola pro-

piedaddeelevacióndehomotopíade las fibracionesde Hurewiczporunapropie-

daddeelevacióndehomotopíaaproximada.Seobtieneasíunageneralizaciónde

las fibracionesde Hu¿rewiczcon propiedadesanálogasa las de éstas.Porejem-

pío, Coramy Duvalí demuestranquelas fibras son FANRS y que si el espacio

baseesconexoporcammostodaslas fibras tienenla mismaforma.

S.Marde~iéy T.B.Rushing([78] y [79]) introdujeronen 1979 el conceptode

fibración ‘shape’ entreespaciosmétricoscompactoscomola nociónde fibración

adaptadaa la categoríade la forma. Aunqueuna fibración ‘shape’ esunaapli-

cacióncontinuap: E —e. B, la propiedaddeelevacióncorrespondienteserefiere

a homotopíascon imágenesensistemasde ANRs y aplicacionesquetienena E,

B y p porlímite. Tambiéndefinenel conceptode fibración ‘shape’ entreespacios

métricos localmentecompactosy pruebanque enel casode ANRs localmente

compactoséstascoincidencon las fibracionesaproximativasde Coram y Du-

valí. Marde~ié [77] extiendeen 1981 el conceptode fibración ‘shape’ aespacios

topológicosarbitrarios.

Las fibraciones‘shape’ entreespaciosmétricos compactosverificantambién

propiedadesanálogasa las de las fibraciones de Hurewicz. Por ejemplo,si el

espaciobasees ‘joinable’ segúnKrasinkiewiczy Mmc [65],entoncestodaslas
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fibras tienenlamismaforma. Marde~i¿pruebaen [76],entreotraspropiedades,

que si el espaciobasees conexoy una de las fibras es conexa(o movible, o

un ANSR), entoncestodas lo son. T.Watanabemuestraen [112] que estas

propiedadesno son ciertas,en general,parafibraciones‘shape’ entreespacios

topológicosarbitrarios.

F.Catheyestudiaen [21] propiedadesde las fibracionesrelacionadascon la

teoría de la formafuerte y H.M.Hastingsy S.Waneren [54] y H.M.Hastings

en [53] clasificanparcialmentelas fibraciones ‘shape’ utilizando sucesionesin-

versasde espaciosy límites inversosde aplicaciones. En el trabajo [97] de

J.M.R.Sanjurjosepresentanpropiedadesde las fibraciones‘shape’ ligadasa la

categoríade Lusternik-Schnirelman.Otrostrabajosrelacionadoscon fibraciones

aproximativasy fibraciones‘shape’ son los artículos[26]de T.A.Chapman,[39]

de S.Ferry,[44] de K.R.Goodearly T.B.Rushingy [93] de F.Quinin.

En la primerasecciónde estecapítulopresentamosunanuevadescripción

de las fibraciones‘shape’ entreespaciosmétricoscompactos,eliminandotodos

los elementosexternospara obteneruna caracterizaciónintrínseca. Nuestro

enfoquese basade nuevo en la teoríade aplicacionesmultivaluadas. Las fi-

braciones‘shape’ secaracterizancomo aplicacionescontinuascumpliendouna

ciertapropiedadPEHM de elevaciónde homotopíasmultivaluadas,respectode

todos los espaciosmétricos. Introducimosel conceptomásrestrictivo de md-

tifibración y probamosquelas multifibracionestienenpropiedadesde elevación

de caimnosque resultancaracterísticas.Demostramosque lasmultifibraciones

verifican unapropiedadPEHMF de elevacióndehomotopíasmultivaluadasfi-

nasrespectode todos los espaciostopológicos. Finalmente,probamosque si

p: E —e. E tienela propiedadPEHMF respectode todos los espaciosmétricos

compactosy existeun camino multivaluadofino en E entre a, e y, entonces

SSh(p’(r)) = SSit(pí(y)). Este resultadoexpresacondicionesformalmente

másdébilesqueel resultadode Marde~ié[76].

Enlasegundasecciónintroducimoslapropiedad(másfuertequelapropiedad

de elevaciónúnicade caminos)de elevacióncercanade caminosmultivaluados

cercanosy probamosque una fibración ‘shape’ tiene la propiedadde elevación
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cercanade caminoscercanossi y solo si las fibrassontotalmentedesconectadas.

Tambiéndemostramosque todafibración ‘shape’ con la propiedadde elevación

cercanade caminoscercanosesunafibración de Hurewiczcon la propiedadde

elevaciónúnicadecaminos(el recíprocono escierto). Finalmentevemosque la

propiedaddeelevacióncercanade caminosmultivaluadoscercanosimplica una

propiedadde elevaciónasintóticade caminosmultivaluadosfinos asintóticos,y

éstaasu vez implica la propiedadclásicade elevaciónúnicade caninos.

En la tercerasecciónestudiamospropiedadesrelacionadascon los gruposde

homotopía,los grupos‘shape’ y los grupos‘shape’ fuerte. Probamosqueuna

fibración‘shape’conelevacióncercanadecaminosmultivaluadoscercanosinduce

monomorfismosentrelos grupos‘shape’y entrelos grupos‘shape’ fuertey, por

ser fibración con elevaciónúnicade caminos,tambiéninduce monomorfismos

entrelos gruposde homotopíausuales.

Por último, en la cuartasección,damoscondicionesnecesariasy suficientes

parala existenciadeelevacionesde aplicacionesmultivaluadasfinasdefinidasen

continuosde Peanoy convaloresen el espaciobasede unafibración ‘shape’ con

elevacióncercanade caminosmultivaluadoscercanos.

Parainformacióngeneralsobrela teoríadefibracionesdeHurewiczsepueden

consultarlos libros [58]y [107]de S.T.Huy E.H.Spanier,respectivamente.

3.1 MULTIFIBRACTONES

Definición 3.1.1 SeanE y B espaciosmétricoscompactosy p: E —* B una

aplicacióncontinua. Sedicequep tienela propiedaddeelevacióndehomotopías

multivaluadas(PEHM) respectode un espaciotopológicoX si paratodo e > O

existe6 > O con la siguientepropiedad:

DadasF X —* E y H X x 1 —* E aplicacionesinultivaluadas6-

finas semicontinuassuperiormentetales que d(pF(x),H(x,O)) < 6 para todo

x E X, existeH’ X x 1 —* E aplicaciónmultivaluadae-fina semicontinua

superiormentetal qued(H’(x,0),F(x)) <e,d(pH’(x,t),H(x,t)) c eparatodo

(x,t) E X x L
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Definición 3.1.2 SeanE y E espaciosmétricoscompactosy seap: E —* E

unaaplicacióncontinua. Se dice que p esunafibración ‘shape’ — enel sentido

de “Marde~ié-Rushing”— si y solo si cuandoX e Y se sumergenen el cubo de

Hilbert Q, y se considera~ Q —* Q extensiónde p, severifica lo siguiente:

DadaV1 D V2 D V3 D ... sucesiónbásicade entornoscompactosy ANR de

E en Q y dadaU1 D U2 D U3 D ... sucesiónbásicade entornoscompactosy

ANR de E en Q talesque ñ(U,.) c 14, paratodo u E £4, entoncesparatodo

e > O y paratodo i E £4 existe6 > O y existej =i con la siguientepropiedad:

DadoX espaciométrico y dadasf5: X —* : Xx i —4v; talesque

d(ñfs,(hs)o)<6,

existeh X x 1 —* U1 tal que:

Observación3.1.3 Es sabidoque el que p seafibración ‘shape’ es indepen-

dientede la extensiónñ: Q ~ Q y de las sucesionesdeentarnosescogidas.

El siguientelema apareceen [102]paraespaciosmétricoscompactos,la de-

mostracióndel casono compactoesanáloga.

Lema 3.1.4 SeaX espaciométrico,seaY una parte cerradadel cubo de Hilbert

Q, y seaF X —* Y una aplicación raultivaluada e-fina semicontinuasupe-

riormente. Entoncesexisteuna aplicación continuaf : X —* Q (univaluada)

tal que d(f(x), F(x)) <e para todo x E X.

Reciprocamente,si f : X —* B<(Y) es una aplicación (univaluada) con-

tinua, existe una aplicación rnultivaluada 2e-fina semicontinuasuperiormente

F : X —~ y tal que d(f(x),F(x)) < e para todo x EX.

Teorema 3.1.5 Sean E y E espaciosmétricos compactosy seap : E —. E

continua.

Entoncesp es una fibración ‘shape’si y solo sip tiene la propiedadPEHM

respectode cualquier espaciométricoX, de talforma que6 solo dependede e y

no de X.
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Dem. Supongamosque E y E estáncontenidosen el cubo de Hilbert Q y sea

ñ: Q QextensióndepaQ. SeaV1DV2 DV3 D sucesiónbésicade

entornascompactosy ANR de .8 y seaU1 D U2 D U3 D ... sucesiónbásicade

entornoscompactosy ANR de E talesque»(U~) c V,, paratodo n E £4.

Vamosa ver primero que si p es una libración ‘shape’ entoncesp tiene la

propiedadPEHM respectode cualquierespaciométrico X con las condiciones

del enunciado.

Seae > O. Existe O < e’ < ~ tal que para todo compactoK de Q con

diarn(K) < e’, setiene

diaxnQ3(K)> <

y por tanto, si K y K’ son compactasde Q con d(K, K’) <e’, entonces

d(P(K),ñ(K’)) < a
Seai E ]N tal que U~ c B6’(E) y 14 c B~’(B). Entoncesexiste6’ > O y existe

j > i asociadosa e’ y a i con la propiedadde la definición de libración ‘shape’.

SeaO < 6 < min{~4} tal queB4E) c UJ,EA(B) c Vj y tal queparatodo

compactoK de Q con diam(K) <6, setiene

diam(~K)) <

Vamosa ver que este6 verifica la condicióndel enunciado.

SeaX espaciométrico y seanF : X —* E y H X x 1 —~ E aplicaciones

multivaluadas6-finas semicontinuassuperiormentecon d(pF(x),H(x,O)) < 6

paratodo x e X. Existenf X —* E6(E) c U5 y h : X x 1 —* B6(B) c ~
aplicacionescontinuastalesque d(F(x),f(x)) <6 y d(H(x,t),h(x,t)) <6 para

todo (x,t) EX x 1. Por tanto

d(~f(x), h(x,O)) = d(»f(x),pF(x)) + diazn(pF(x))+ d(pF(x),H(x,O))

+ diam(H(x,O)) + d(H(x,O),h(x,O))
6’ 6’

< —+—+6+6+&
55

paratodox EX. Luegod(»f ho)<~+~+6+6+6<6’.
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Entoncesexisteh’ X x 1 —* U1 c E~dE> tal que

d(h~,f) <e’, d(¡3h’, It) <e’.

Y existeH’ : X x 1 —* E aplicaciónmultivaluada2e’-fina, y por tanto e-fina,

semicontinuasuperiormenteverificandoque d(H’(x, t),h’(x, t)) < e’ para todo

(x,t) E X x 1. Finalmentesetiene que

d(H’(x, O),F(x)) = d(H’(x, O),h’(x, O)) + d(h’(x, O), f(x)) + d(f(z),F(z))

d(pH’(x, t),H(x, t)) = d(pH’(x,t), »h’(x, t)) + d(»h’(x,t), h(x,t))

+ d(h(x,t),H(x,t))
e

< 3

paratodo (x,t) E Xx 1.

Vanosa ver ahoraque si p tiene la propiedadPEHM respectode cualquier

espaciométricoX con las condicionesdel enunciado,entoncesp esunalibración

‘shape’.

Seae > O y seai E £4. Existe O < e’ < ~ tal que E~4E) c U1 y tal que para

todo compactoK de Q con diam(K) <e’, se tiene

e

Sea6’ > O asociadoa e’ PO~ la propiedadPEHM. SeaO < 6 <min{~, ~} tal

queparatodocompactoK de Q con diain(K) <6, setiene

diaxn(»(K))< 6

y seaj =i tal que U5 c E6(E),1~5 C Es(B). Vamosa ver que 6 y j verifican la

condiciónde la definición de libración ‘shape’.

SeaentoncesX espaciométricoy sean

fi X —* U~j c Bs(E) y It, : X x 1 —~ Vs C E6(B)

talesque d(3f5, (It5)0) < 6. ExistenF: X —* E y H : Xx 1 —* B aplicaciones

multivaluadas26-finassemicontinuassuperiormente,y por tanto ¿‘-finas, tales
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qued(F(x),f5(x)) < 6,d(H(x,t),h5(x,t)) < 6 paratodo (x,t) E X x 1, y por

tanta

d(pF(x),H(x, 0)) = d(pF(x),frfj(x)) + d(~f5(x),h5(x,O))

+ d(h5(x,O),H(x,O))
6’

< —+6+6<6’,
3

paratodo x e X. EntoncesexisteH’ : X x 1 —* E aplicaciónmultivaluada

e’-fina semicontinuasuperiormentetal que

d(H’(x,O),F(x)) < e’,d(pH’(x,t),H(x,t)) <e’

paratodo(x,t)EXXL Yexisteh~:XxI—4B~’(E)C U¿talque

d(H’(x, t), h~(x,t)) <e’ paratodo (x, t) E X x 1. Finalmentesetiene que

d(h~(x,O), f~(x)) = d(h(x,O),H’(x, O)) + diam(H’(x,O)) + d(H’(x, O),F(x))

+ diaxn(F(x)) + d(F(x), f~(x))
96

< e’+e’+e’+26+6<—,
10

paratodo x E X, y

d(ñh~(x,t), h5(x,t)) = d(ñh(x,t),pH’(x, t)) + diaxn(pH’(x,t))

+ d(pH’(x,t),H(x, t)) + diam(H(x,t))

+ d(H(x,t), h5(x,t))
e , 96

55

paratodo (x,t) EX xI. Luego d((h~)0 f) < 2~ <e y d(~h,h5)=~ <e- Esto

concluyela demostracióndel teorema.

ZXJerin ha obtenido en [23] una caracterizaciónde las libraciones‘shape’

utilizando aplicacionesmultivaluadasaproxixnativamentecontinuas.

En lo que sigue, diremosque p : E —* E esunamultifibración si tiene la

propiedadPEHM respectode cualquierespaciotopológicoX, de tal forma que

6 solo dependede e y no de X. En el momentopresentedesconocemossi es
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suficienteque p gocede estapropiedadrespectode los espaciosmétricospara

que seaunamultifibración. Por tanto quedaabiertoel siguienteproblema.

Problema¿Es todalibración ‘shape’ unamultifibración?

El teorema3.1-6garantizaquelasmultifibracionessonfibraciones‘shape’. A

continuaciónveremosque las multifibracionesposeenpropiedadesde elevación

decaminosqueresultancaracteristicas.

Dado E espaciométricocompactoy dado6 > O consideramosel conjunto

P6(E) de las partescompactas6-pequeñas(éstoes, con diámetromenorque6)

de E con la topologíageneradapor el sistemade entornas

{B~(K) 1 K E Ps(E),e> 0>

dondeK’ e E6(K) si K’ c EC(K) en el sentidousuai. Esta topologíaes la

restricciónde la topologíasemi-flnitasuperiorestudiadaporE.Michael[83] (ver

tambiénKuratowski [66] pl7S).

PorotrapartedadoE espaciométricocompactoy dado6 > O consideramos

el conjuntoEf de las aplicacionesw : 1 —* E multivaluadas6-finas semicon-

tinuassupenormente(es decir, las aplicacionesunivaluadascontinuasde 1 en

con la topologíacompacto-abierta.Vimos en un capítuloanteriorque

estacoincidecon la generadaporel sistemadeentornos{E~t1w) 1 w E Ef, e > 01
donde w’ e B~(w) si para todo t e 1 existe t’ E 1 con d(t,t’) < e tal que

Finaimentedadap: E —~ E aplicaciónsuprayectivay dado6 > O, podemos

definir el conjunto

= {(K,w) E Ps(E) >< Ef 1 d(w(O),p(K)) <6> C P6(E) x .84,

con la topologíainducidapar la topologíaproductode P6(E) x Ef.
Se tieneentoncesel siguienteresultado,que caracterizalas multifibraciones

en términos intrínsecos,sin referenciasa espaciosexternosX respectode los

cualessepuedanelevar las homotopías.
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Teorema 3.1.6 SeanE y E espaciosmétricos compactosy seap E —* E

aplicación continuasuprayectiva.Entoncesson equivalentes:

p es una multifibrac:on.

:i) Para todo e > O existe 6 > O y existeA : f2~ —* Ef (univaluada)continua

tal que d(A(K,w)(O),K) <e y d(p(A(K,w)(t)),w(t))< e para todo (K,w) E (?6

y todo t E 1.

Dem. Vamos a ver primero que i) implica u). Seae > O. Entoncesexiste

6 > O tal que si X es un espaciotopológicoy F : X —* E y H : X x 1 —* E

son aplicacionesmultivaluadas6-finas semicontinuassuperiormentetales que

d(pF(x),H(x,O)) < 6 para todo x E X, existeH’ : X x 1 —. E aplicación

multivaluadae-fina semicontinuasuperiormentetal qued(H’(x, O), F(x)) <e y

d(pH’(x,t),H(x,t)) <e paratodo (x,t) EX x [0,1].

SeaX =
12e y seanF: ~e -~ E dadaporF(K,w) = K y H 0sx I—+ E

dadapor H((K, a,),t) = w(t), aplicacionesmultivaluadas6-finas semicontixiuas

superiormentetalesque paratodo (K, a~) E 0e severifica

d(pF(K,w),H((K,w),0)) = d(p(K),w(O))<6.

EntoncesexisteH’: (4 x 1 —* E aplicaciónmultivaluadae-finasemicontinua

superiormentetal que paratodo (K, w) E (2~ y todo t E 1 setiene

d(H’((K,w),O),F(K,w)) = d(H’((K,w),0),K) <e,

d(pH’((K,w),t), H((K,w),t)) = d(pH’((K,w),t),w(t)) <e.

Definimos A : 12e —~ Ef (univajuada)como A(K,w)(t) = H’((K,w),t). Está

bien definida puespara todo (K,w) E (2~, se tiene que A(K,w) : 1 —* E

es aplicaciónmultivaiuadae-fina semicontinuasuperiormente(por serlo H’).

Además,A es continuapuesdados(K
0, wo) y q > 0, para todo t0 E 1 existe

O < jz~0 < ~ tal que para todo K E Bm0(Ko), todo w E Ern0(wo) y todo t E 1

con d(t0,t) < p~ setiene

A(K,w)(t) = H’((K,w),t) c E,/H’((K0,w0),t0)) =
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Porla compacidadde1 existenti,... , 4, E 1 talesque

Si tomamosit = min{itg1,. - . ,~} > O se tiene que A(K,w) E E~(A(K0,w0))

paratodo K E B~(K0) y paratodo w E .B~(w0), puesparatodo t E 1 existe

t1 E {tí,... ,t,.> C 1 con d(t,t¿) < p~ <1) talque

>~(K,w)(t) = H’((K,w),t) c B,,(H’((Ko,w0),t1)) =

Finalmente,A verifica que

d(A(K,w)(O),K)= d(H’((K,w),0),K) <e,

d(p(A(K,w)(t)), w(t)) = d(p(H’((K, w), t)), w(t)) < e,

paratodo (K,w) E (4 y todo tEl.

Vanosa probar que u) implica i). Seae > O y sean6 > 0 y A: (4 —* Ef

en las condicionesdel enunciado.

SeaX espaciotopológicoy seanF : X —, E y H : X x 1 —* E aplicaciones

multivaluadas6-finassemicontinuassuperiormentetalesque

d(pF(x),H(x,O)) <6

para todo x E X. Vanosa ver que existeH’ : X x 1 —+ E aplicaciónmuí-

tivaluadae-fina sernicontinuasuperiormentetal que d(H’(x, O),F(x)) < e y

d(pH’Qr,t),H(x,t)) <e paratodo (x,t) E Xx [0,1].

ConsideramosG X —* EJ definida por G(x)(t) = H(x,t) bien definida

y continua (se pruebaigual que antespara A). A partir de G definimosuna

aplicacióncontinuaG’ : X —* (4 tal que G’(x) = (F(x), G(x)) queestábien

definida pues

d(pF(x),G(x)(O))= d(pF(x),H(x,0)) <6,

paratodo x E X. Consideramosla composición
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que esunivaluaday continua,y a partir deella definimos

H’:XxI—4E

taj queH’(x,t) = AG’(x)(t). EntoncesH’ esunaaplicaciónmultivaluadasemm-

continuasuperiormentepuesdado (za,t0) y dado ij > O por la semicontinuidad

superiorde AG’(xo) existeO < ‘h < q tal quesi d(t,t0) <lb entonces

AG’(xo)(t) c Ei(AG’(xo)(to)).

Por la continuidadde AG’ existeW
0 entornode x

0 en X tal que si x E Uro

entonces

AG’(x) E Ba(AG’(zo)).

Entoncesparatodot E 1 existet’ E 1 con d(t, t’) < ~>- tal que

AG’(x)(t) c BmSAG’(xo)(t’)).

En particularsi d(t, t0) < setiene d(t0,t’) <q~ y por tanto

.AG’(xo)(t’) c Bn(AG’(xo)(to)).

Luegoparatodo (x,t) EX X 1 tal que x E Uro y d(t,t0) < ~ setieneque

H’(z,t) = AG’(x)(t) c E,,(AG’(xo)(to)) = E~(H’(zo,to)).

LuegoH’ essemicontinuasuperiormente,y ese-finapuesparatodo (x,t) E Xx 1

se tiene

diarn(H’(x,t)) = diam(AG’(x)(t)) <e.

Finalmente,setiene d(H’(z, O),F(z)) = d(A(F(x),G(x))(O),F(x)) <e y

d(pH’(x,t),H(x,t)) = d(p(A(F(x),G(z))(t)),G(x)(t)) <e

paratodo (x,t) E Xx 1.

Observación3.1.7 Obsérveseque A ha de verificar que si K c K’ y w c ¿o’

entoncesA(K,w) c A(K’,w’).
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13cm. Supongamosque existe to E 1 tal que A(K,w)(to) ~ A(K’,w’)(t0). En-

toncesexistee > O tal que

Por otra parte,por la continuidadde >4K’,w’), existeO < 6 < ~ tal que

A(K’, w’)(B6(to)) c m (A(K’, w’)(to)).

Portanto

Luego,dadot0, paratodo t E 1 candQ,t0) < 6 setiene que

A(K,w)(to) « E4A(K’,w’)(t)).

Por tanto A(K,w) ~ B6(A(K’,w’)). Perodado 6 > O, por ser A continuaen

(K’,w’), existe q > O tal queparatodo K” E E~(K’) y todo w” E B,,(w’) se

tiene

A(K”,w”) E E8(A(K’,w’)).

En particular,comoK c K’ y w C ¿o’ entonces

A(K,w) E B8(A(K’,w’)).

Contradicción.

A continuaciónsepresentandasejemplosde multifibraciones. Es conocido

que ambosson ejemplosde fibraciones‘shape’.

Ejemplo 3.1.8 Seanlos conjuntos

E = {(z,y) E~
2 jO < x < 1,y = sen(!)} U {(z,y) E IR2 ¡x =0, —1=y Sí>

y E = [0,1], y seap: E —>E dadaporp(x,y) = x. Es conocidoque p es una

libración ‘shape’ pero ademásesmultifibración.
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Ejemplo 3.1.0 SeaE solenoidediádico definido como

E = fl~1Ek

dondeE~ esunasucesióndecrecientede torosmacizosde tal formaquecadauno

da dosvueltasdentrodel anteriory por tanto2k—1 vueltasdentrodeE1 - SeaB

la circunferenciaunidady seap: E —* .8 la proyeccióncanónica.Entoncesp

esunamultifibración.

SeaX espaciotopológico, Y espaciométrico y seaF : X >< IR+ —‘ Y

aplicación multivaiuada. Se dice que F es una aplicaciónmuitivaluadafina

si es semicontinuasuperiormentey para todo e > O existe r0 E IR+ tal que

diam(F(z,r)) <e paratodox EX y todor> r0.

Se dice queF y G son asintóticassi paratodo e > O exister0 E IR4 tal que

d(F(x,r),G(x,r)) <e paratodoz EX y todo r =r0.

Definición 3.1.10 SeanE y E espaciosmétricoscompactosy p : E —. E

continua. SeaX espaciotopológico. Se dice que p tiene la propiedadde ele-

vación de homotopíasmultivaluadasfinas (PEHMF) respectode X si dadas

E: X x 1R. —* E y H : X x 1 x ]I1~ —* E aplicacionesmultivaluadasfinas

talesquepF y H0 son asintóticas,existeH’ : X x 1 x Il1~ —~ E aplicación

multivaluadafina tal que H¿ y E sonasintóticas,y tambiénlo sonpH’ y H.

Observación3.1.11 Si p: E —* E tienela propiedadPEHMF respectodeX

espaciométricacompactoya, a’ : XxIR~ —* E sonaplicacionesmultivaluadas

finas hamótopas,entoncesG puedeelevarsea E — en el sentidode que existe

E: X x IR~ —* E aplicaciónmultivaluadafina tal quepF y G sonasintóticas

— si y solo si G’ puedeelevarsea E. Luegoel que unaaplicaciónmultivaluada

fina O : X x IR+ —* E sepuedaelevara E es unapropiedadde la clasede

homotopíade a,esdecir, del modismo‘shape’ fuertecorrespondientea O.

Teorema3.1.12 SeanE y B espaciosmétricos compactosy p E —* E con-

tinua. SeaX espaciotopológicoy supongamosque p tiene la propiedadPEHM

respectode X x 1. Entoncesp tiene la propiedadPEHMF respectode X.
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En consecuencia,si p es una multifibración, p tiene la propiedadPEHMF

respectode todo espaciotopológico X.

Bern. Supongamosque p tiene la propiedadPEHM respectode X x L Sea

{ e,,> sucesiónnula, entoncesexiste{,i,,} sucesión nula tal que,paratodon E ‘~,

n’. =e,, y ~,,estáasociadoa e,, par ladefiniciónde lapropiedadPEHMrespecto

de X x L Por otra parte,si p tiene la propiedadPEHM respectode X >< 1,

entoncesp tiene la propiedadPEHM respectode X. Por tanto existe {6,}

sucesiónnula tal que,paratodo vi E £4, ¿,, < ~ y 6,. estáasociadoa ~- por la

definiciónde la propiedadPEHM respectode X.

SeanF : X x IR~ —* E y H : X x 1 x 1lI~ —* E aplicacionesmultivaluadas

finas talesquepF y H0 sonasintóticas.Existe {k,.} C £4 sucesióncrecienteno

acotadatal queparatodo x E X, todo t E 1 y todor> k» setiene

diam(F(z,r)) <6,,, diam(H(x,t,r)) <6,,, d(pF(x,r),H(x,0,r)) < 6,,.

Entoncesparatodo vi E £4, existeO,, : X x 1 —* E aplicaciónmultivaluada

!~fina semicontinuasuperiormentetal que paratodo x E X y todo t E 1 se

tiene
‘1,

,

d(G,,(z,O),F(x,k,,))< __!±.,d(pa,,(x,t),H(x,t,k,,))< 3
Porotraparte,comod(G,,(x, O), F(x, k,,)) < !~ y d(O,.+1(z,O),F(x, k,,+1)) < “a-

3

podemosconsiderarO~ X x ({O} x [k,,,k,,+1] u 1 x {k,., k,,+1}) —. E aplicación

multivajuada,,,,-flnadadapor

1 G,.(x,t) sir=k,,,0<t=1

O}x,t,r) = F(x,r) sir E (k,.,k,.+1),t = Oj O4x,O)UF(z,k,.) sir=k,,,t=O
G,,+i(x,O)UF(x,k,,+x) sir = k,,~1,t = O

Tenemosentonces

0,: Xx ({0} x [k,,,k,,+1]ulx {Ic,.,k,,+í}) —* E

y HIxx¡x[k~,k~+1] : X x Ix [k,,,k,,+i]—+ E aplicacionesmultivaluadasi~,,-finas

semicontinuassuperiormentetalesque d(pG~(x,t,r), H(x, t, r)) <u,,, paratodo

(z,t,r) EX x ({0} x [k,,,k,,+1]UIx {k,,,k,,+1}).
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Entonces,comoexisteun homeomorfismodeX x 1 x [k,,, k,.+~] en si mismo

quemandaXx ({O} x [k,,,k,,~1]UIx {k,,, k,,~1})enXx {0} x [k,,, k,,+1], podemos

aplicar PEHM y tenemosque existeG~ : X x 1 x [k,,,k,.+1] —~ E aplicación

multivaluadae,.-finasemicontinuasuperiormentetal que

paratodo (x,t,r) EXx ({O} x [k,,,k,,+1]UIx ~ y

paratodo (x,t,r) E Xx 1 x [k,,,k,,+1].

Finalmente, definimos H’ : X x 1 x [k1,~) —+ E como

Gf(x,t,r) sir =

O~(x,t,r)UO~~1(x,t,r) si r= k,,~1,nE £4

£4, comoO’,.IXx{k.,+4x1= G~t+1IXx{kn+i>xI~ setiene que

= diam(G~(x,t, k,,~1) u O~~1(x,t, k,.~.1))

=diam(G~(x,t, k,.+1)) + d(a~(x,t, k,,~1),G,(x,t, k,,+1))

+ clian4Gjx,t, k,,~~))
+ d(O~+1(z,t,k,,+i),O~+1(x,t,k,,+o)

+ diam(G~~1(x,t,k,,+1))

< Se,,,

H’(x,t,r) = {
dondeparatodo n E

diam(H’(x,t, k,,+1))

paratodo (x,t) E Xx 1, y si (x,t,r) E Xx 1 x (k,.,k,,+1),entonces

diam(H’(x,t,r)) = diam(G~(x,t,r)) <e,,.

Además,paratodo (x,t,r) EX x 1 x [k,,,k,,+1]se tiene

d(H’(z,0,r),F(x,r)) = d(GZ(x, O, r), F(x, r))

d(a~(x, O, r), G,(z,O, r)) + diam(G~(x,O, r))

+ d(O~(x,o,r), F(x, y))

< 2e,.,
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y d(pH’(z,t,r),H(x,t,r)) =d(pG~(x,t,r),H(x,t,r)) <e,,.

Es fácil ver finalmente que H’ es semicontinua superiormente y que se puede

extender a una aplicación muitivaluada fina H’ : X x 1 x III~ —. E que, por lo

anterior, cumple las condicionesdeasintoticidadnecesarias.

Observación3.1.13 SeanE y E espaciosmétricoscompactosy p: E —+ E

continua- SeaX espaciotopológico y supongamosque p tiene la propiedad

PEHM respectode X x 1. Entoncesparatodasucesiónnula {e,,}, existe{6,,}

sucesiónnula tal que, dadasF X x ]R4 —* E y H X x 1 x ]R~ —* II

aplicacionesmultivaluadasfinas talesque

diam(F(z,r)) < 6,,, diam(H(z,t,r)) < 6,,, d(pF(x,r),H(x,0,r)) < 6,..

para todo x E X, todo t E 1 y todo r ~ k,., para cierta sucesión creciente no

acotada{k,,}, entoncesexisteH’ : X x 1 x IR~ —. E aplicación multivaluada

fina tal quediazn(H’(x,t,r)) <e,,,

d(F(x,r),H’(x,0,r)) <e,, y d(pH(x,t,r),H’(x,O,r)) <e,,,

paratodo z E X, todo t e1 y todo r =k,,.

Definición 3.1.14 Seanx,y E E. Un camino multivaluado fino entre x e

y es toda aplicaciónmultivaluadafina w : (1,0,1) x lR~ —* (E,x,y). Por

tanto, existeun caminomultivajuadofino entrex e y si y solo si las aplicaciones

multivaluadasfinasconstantese,,, c~, :111+ —* E, dadasporc,,(t) = x y c.~(t) = y

paratodo t E IR+, sonhomótopas.

El siguienteresultadoexpresacondicionesformalmentemásdébilesque el

resultadodeMardeMé [76],garantizandoque dos fibras p’(x) y p’(y) tienen

la mismaforma. El ejemplode Keesling-MardeM¿[59] pruebaque el resultado

no es ciertoen generalsin máshipótesisque la conexiónde E.

Teorema3.1.15 SeanE y E espaciosmétricos compactosy p E —* E

continua con la propiedadPEHMF respectode todos los espaciosmétricoscom-

pactos. Supongamosque existe un camsnomultivaluadofino entre x e y. En-

toncesSSh(p’(x)) = SSh(p’(y)).
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Bern. Vamos a ver primero que dado x E X y dado e > O, existe6 > O tal que

En caso contrario, existiría (x,) c E que, por la compacidad de E, podemos

tomar convergentea un cierto x’ E E, tal que para todo vi E £4 se tiene que

x~ e p’(B±(x)) pero x~ « E~(p’(z)). Peropor la primera condición setiene

que(p(x3) convergea x y por lasegundasetienequep(x’) ~ x y éstocontradice

la continuidadde p. Luegoexiste6 > O tal que

p’(Es(x)) c

Sean ahora x, y E E y supongamos que existe un camino multivaluado fino

entre x e y. Sea {e,,} sucesiónnula. Entoncesexiste{6,} sucesión nula tal que

p’(Ea~(z)) c E~,,(p’(z)) y p’(E~~(y)) c

paratodo vi E £4.

Sea¿o : (1,0,1) x IR~ —* (E,x,y) un camino multivaluado fino. Sean

F : ¡r’(x) >< IR..1. .—~ E dadapor F(x’,r) = a?, y O p’(x) x 1 x It.4. —* E

dadapora(x’,t, r) = ú4t,r), aplicacionesmultivaluadasfinas talesquepF =
0o

Entoncesexiste

H : p’(z) x 1 x IR
4 —‘ E

aplicaciónmultivaluadafina tal que H0 y F son asintóticas,y tambiénlo son

pH y O. Por otra parte,si consideramosE” r’(y) x ]R~ -~ E dadapor

F’(y’,r) = y’ y O’ p~
1(x)x 1 x 111.4. —* E dadapor G’(y’,t,r) = w(1 —

obtenemosdasaplicacionesmultivaluadasfinas talesque pF’ = O’~. Entonces

existeH’ p’(y) x 1 x IR~ —* E aplicaciónmultivaluadafina tal que H¿ y E”

sonasintóticas,y tambiénlo sonpH’ y O’. Entoncesexiste {k,,} c £4 sucesión

estrictamentecrecientetal que

diam(H(x’,t,r)) < 6,,, d(H(x’,O,r),x’) <6,,, d(pH(x’,t,r),w(t,r)) <6,,

paratodo a? E p’(z), todo t E 1 y todo r > k,,, y

diam(H’(y’,t,r)) <6,,, d(H’(y’,O,r),y’) < 6,,, d(pH’(y’,t,r),w(1 — t,r)) < 6,,
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para todo V E y’ (y), todo t E 1 y todo r > le_ En particular,paratodo

a? E p1(x), todo y’ E p’(y) y todo y> k_ setiene que

d(pH(x’, 1, r), y) < 6,, y d(pH’(y’, 1,r), x) < 6,.,

luego

H(z’, 1, r) fl p’(E¡,.(y)) # 0 y H’(y’, 1, r) fl g’(E
6~(x)) # 0

y por tanto

H(x’, 1, r) fl B~,.(p’(y)) # 0 y H’(y’, 1, r) fl B~,.(yr’(z)) # 0.

Seaa : y’(x) x IR.~. —~ y’ (y) dadapor

J y’(y) siO<r<k,
a(x’,r) = 1 ~~,}H(x’,1,r)) flp”(y) si le,, <r ~ Ic,,~,,nE £4.

Entoncesaesunaaplicaciónmultivaluadafina dep’(z) ap’(y), y si definimos

a’ ¡r’(y) x
111k ~ y’(x) dadapor

J’ p’(z) siO< r= le,
a’(y’, r) = _1~ Hen(H’(y’, 1, r)) n y’(x) si le,. < r =k,.~

1,n E £4,
obtenemosunaaplicaciónmultivaluadafinadep

1(y) a p”(x). Vamosaver que

[a’][a] = [12 donde1,, : p’(x) x 1R
4 —* p’(x) vienedadapor I~(x’,r) = a?.

Sea -y : ]R+ —> ]lI~ aplicación dilatadora asociada al par (a, a’), que pode-

mos tomar no acotada y tal que diam(H’(a(x’,y(r)),t,r)) < 6,, para todo

(x’,t) E p’(x) x 1 y para todo r > vi. Sabemosentoncesque [a’][a] = [fi]
dondefi : p’(x) >c ]R..~. -~ y’(x) vienedadapor fi(z’,r) = a’(a(x’,y(r)),r).

Vamosa ver que [¡3]= [1~].

ConsideramosJ : y’(x) x (1 x {O, 11 U {O} x 1) x 111k —+ E dadapor

H(x’,0,y(r)) U {x’} si t = O,s = O
H(x’,2t,y(r)) si 0< t < ~,s = O

1
J(z’,t,s,r) = H(x’, 1,y(r)) U H’(a(x’,y(r)),O,r) si t = 2’ s = O

— 1,r) si ~< t < 1 s = O
a? si t =O,O<s<1
a? si 0< t =1,s=1

que esuna aplicaciónmultivaluadafina pues

d(H(x’, 0, ‘y(r)), a?) < 6,,,d(H(x’, 1, -y(r)),a(x’, y(r))) =e,,,
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d(a(z’,y(r)),H’(a(z’,y(r)),O,r)) < 6,,,

para todo a? E p’(x) y todo y E IR~ con y(r)> le_

Por otra parte,existeK p’(x) x (1,0,1) x 1 x 1R~ —* (B,x,x) aplicación

multivaluada fina tal que

K’’t0~ J’ w(2t<y(r)) si 0< t~ w(2 — 2t,r) si 1=t <1

y tal que K(a?,t,1,r) = K(z’, 0,s,r) = K(a?, 1,s, r) = x. Además, como

d(pH(x’,2t,y(r)),w(2t,y(r))) < 6,,,

d(pH’(a(x’,y(r)),2t — 1,r),w(2—2t,r)) <6,,,

paratodo (x’,t) E p’(x) x 1 y todo r =le,, con y(r) =le,,, entoncesse tiene

queKI~—’(x)xcIx{a,llu{o1x¡)xa1. y pJ sonasintóticas.Portanto, por la propiedad

PEHMF,existeunaaplicaciónmultivaluadafinaK’ p’(z) x Ix 1 x IR4 —. E

tal que K’Ip—icx>x<¡x{o,i>u{o}xi>xn+ y J son asintóticas,y tambiénlo sonpK’ y

K. Luego existe {k,} c £4 sucesiónestrictamentecrecientetal queparatodo

a? E ¡r
1(x), todo s E 1 y todo r > le’ setiene

d(pK’(x’,1,s,r),x) <6,,,

y por tanto

Entoncessi definimos L : p1(x) x 1 x IR~ —* p’(x) tal que

L(x’,s,r) = 1 zr’(x) si0<r=le’
1

1 R1,(K’(x’,1,s,r)) flp~A(x) si k~ <r =lek1,rz E £4,

obtenemos una aplicación multivaluada fina tal que LI~-i<~>x{o>xn4 es asintótica

a K’I~—1(~)xxl}x{o)xn+, y ésta es asintótica a J¡p—’@>x{1}x{o}xn+, donde

B,,.(J(x’, 1,0,r)) rl p’(x) = ~~.}H’(a(x’, ‘y(r)), 1, r)) rl p’(x)

— a’(a(x’, y(r)), r),
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paratodoa? E p’(x) y todo r =le,.. Porotraparte,LI~-1(.jx{l>xn+ esasintótica

a K’I~—(~)x{t)x{l>xn4, y éstalo esa JIp—’(t)x{1)x{I}xn+ donde

J(x’,1,l,r) a?,

para todo a? E p’(x) y todo r E IR4. Luego [a’][a] = [1±]. Analogamente se

prueba que [a][a’] = [Ir]. Luego SSh(g’(x))= SSh(r’(y)).

SeaX espaciotopológico,Y espaciométrico y seaE’: X x IlI~ —* Y apli-

cación multivaluada. Se dice que E’ esunaaplicaciónmultivaluadalocalmente

fina si essemicontinuasuperiormentey paratodoe > O y para todo z E X existe

U” entornode x y exister~ E IR+ tal que diam(F(x’,r)) <e para todo a? E U”

y todo r =r2. Obsérveseque si X es compactolas aplicacionesmultivaluadas

localmentefinas coincidencon las aplicacionesmultivaluadasfinas.

Se dice que E’, G : X x R1. —* Y aplicacionesmultivaluadassonpuntual-

menteasintóticassi paratodo e > O y paratodo z E X exister~ E 111+ tal que

d((F(x,r),O(x,r)) <e para todo r > r~.

Dados E, E espaciosmétricos compactosy dadap : E —* E aplicación

suprayectiva,podemosdefinir el conjunto

12 = {(a,w) E M({O},E) x M(I,B) 1 wI{o>xn+ esasintóticaapa>,

donde M({O}, E) y M(I, E) son los conjuntosde aplicacionesmultivaluadas

finas de un punto en E y de 1 en E, respectivamente.Consideramosen (Ha

topología inducida por la topologíaproductode M({O}, E) x M(I, E).

Se tiene entonces el siguiente resultado.

Proposición3.1.16 SeanE y E espaciosmétricos compactosy p : E —* E

suprayectiva.Entoncesson equivalentes:

:) Para todo espacio topológico X y para cualesquieraE’ : X x 111+ —* E y

H : X x 1 x IR+ —* E aplicacionesmultivaluadaslocalmentefinas tales que pF

y H0 sonpuntualmenteasintóticas, existeH’ X x 1 x 111+ —* E aplicación

multivaluada localmentefina tal que H¿ y F sonpuntualmenteasintóticas, y

tambiénlo sonpH’ y H.
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si) Existe una aplicación (univaluada) continua A 12 —. M(I, E) tal que

y a sonasintóticas,y pA(a,w) y ¿o sonpuntualmenteasintóticas,

para todo (a,w) E 12.

Bern. Vamos a ver primero que i) implica II). Sea X = 12 y consideremos

la aplicaciónE’ 12 >‘ 111+ —* E dada por E’((a,w),r) = c4r) y la aplicación

H :12 xl x llI~ —~ E dadapor H((a,w),t,r) = w(t,r). Entonces E’ y H son

aplicacionesmultivaluadaslocalmentefinas. Además,severifica que

pE’ y

son puntualmente asintóticas. Entoncesexiste H’ 12 x 1 x I1{~ —~ E apli-

caciónmultivaluadalocalmentefina tal que E’ y H’¡ox{o}xn4 son puntualmente

asintóticasy tambiénlo sonpH’ y H. Definimos A 12 — M(I, E) (univa-

luada)como A(a,w)(t,r) = H’((a,w),t,r). Estábien definida puesparatodo

(a,w) E 12, se tiene que A(a,w) 1 x IR.,. —. E es aplicaciónmultivaluada

fina (por ser H’ localmentefina). Además, A es continua. En efecto, dados

(ao,wo) y e > 0, existeU(úo.a~) entornode (ao,wo) y existe le0 E £4 tal que

diam(H’((a,w),t,r)) <e paratodo (a,w) E U(oo.ú>o), todo t E 1 y todo r =le0,

y podemossuponerque,fijado A > diam(E), le0 verifica ademásque

£ 12k

Por otra parte, para todo t0 E 1 y todo r0 E [O,le0] existe U<úo.ú>o> c(to,ro)

entornode (ao,wo),y existeO < 6(¿o,ro) < ~ tal que para todo (a,w) E Uft~7> y

todo (t,r) E 1 x IR.1. con d((to,ro),(t,r)) < se tiene

A(a,w)(t,r) = H’((a,w),t,r)

cEj(H’((ao,wo),to,ro)) = E1(A(ao,wo)(to,ro)).

Parla compacidaddel x [O,le0]existen(tí,rí),.. . ,(t,.,r,,) talesque

1 >< [O,le0] C EBcsi ri>(tí~Tí) U - . . U Es(LT>(t,,, r,,),

y talesqueparatodo le < le0 y todo (t, r) E 1 x [0, le] existe (t1, r¿) E 1 x [O,le]

n r~tal que (t,r) E Sea V(úa(>~) -. <~,.,.,.> , y vanios a
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ver que A(a,w) E B6(A(ao,wo)),paratodo (a,w) E V(ao,ú< Definimos {ek},

verificando > ~ft<e, como

si 1< le =le0

si le0 < le.

Si (t,r) E 1 x [O,le]con le = le0, existe (t1,r1) E 1 >c [O,le] verificando que

d((t,r),(t1,r~)) < &(t¿,r~> < ¶ talque

Y si (t, r) E 1 x [O,le] con le > le0, entonces

>4a,w)(t,r) c EÁ(A(ao,wo)(t,r)).

Porotra parte,si (t, r) E 1 x [O,le0] existe (t’, r’) E 1 x IR.,. tal que

A(a,w)(t,r) c Et(A(ao,wo)(t’,r’)),

con d((t,r),(t’,r’)) < ~ y por tanto

diam(A(a,w)(t, r)) < diam(A(ao,w0)(t’, r’)) + e.

Y si r > le0, se tiene

diam(A(a,w)(t,r)) = diarn(H((a,w),t,r)) <e.

Por tanto, A es continua y, finalmente, verifica que dado (a, w) E 12 se tiene

d(A(a,w)(0, r), 0(r)) = d(H’((a, w), O, r), F((a, ¿o),r)),

paratodo r E ]R+. LuegoA(a,w)I{o}xn+ y a sonasintóticas.Por otraparte,

d(p(A(a,w)(t, r)), w(t,r)) = d(p(.B”((a,¿o),t, r)), H((a, ¿o),t, r)),

para todo t E 1 y todo r E IR~. Luego pA(a,¿o) y ¿o son puntualmente asintóticas.

Vamosa probarqueu) implica i). SupongamosqueexisteA : 12 —* M(I, E)

en las condicionesdel enunciado.

SeaX espaciotopológicoy seanE’ : X x —* E y H : X x 1 x IR..,. —* E

aplicaciones multivaluadaslocalmentefinas talesquepE’ y H0 son puntualmente

118



asintóticas.ConsideramosO : X —~ M({O},E) dada por O(x)(O,r) = E’(z,r)

y O’ : X —‘ M(I,E) dada por O’(x)(t,r) = H(x,t,r), bien definidaspor serE’

y H localmente finas, y continuas (se prueba igual que antespara A). Entonces

O”: X —* 12 dada por O”(x) = (0(x),O’(x)) es una aplicación continua, bien

definida puesparatodo x E X se tiene que pO(x) y G’I{o»<a~. son asintóticas,

por ser pE’ y H0 puntualmenteasintóticasy verificarseque

O’(x)(O,r) = H(x,O,r) ypE’(x,r) =pG(x)(O,r),

paratodo (x,r) E X x IR.,.. Consideramos la composición

que es univaluada y continua, y a partir de ella definimos

H’:XxIxIR~—E

tal que H’(x, t, r) = AG”(x)(t, r). Vamos a ver que 11’ es multivaluada semicon-

tinua superiormente.

Sea(zo,t0, ro) y seaq > O. Porlasemicontinuidadsuperiorde AG”(xo) existe

0< t~ <?7 talque si d((t,r),(to,ro)) < ~ entonces

AO”(zo)(t, r) c .8; (AO”(xo)(to,ro)).

Seak0 > ro + ~. Por la continuidadde AG”, existe UXO entornode x0 en X

tal que si x E U”
0 entonces >.O”(x) C E~ir(AO”(Xo))~ Por tanto paratodo

(t, r) E 1 x [0,le
0] existe (t’, r’) E 1 x [0, le0] con d((t, r), (t’, r’)) < !~I~ tal que

Aa”(x)(t, r) c Ea(AG”(xo)(t’, r’)).
2

En particularsi d((t, r), (to, ro)) < setiene d((to,ro), (t’, r’)) < q~ y por tanto

AO”(xo)(t’, r’) c Bi(AO”(xo)(to, ro)).

Luego H’(x,t,r) = AO”(x)(t,r) c E,,(AO”(xo)(to,ro)) = B~(H’(xo,to,ro)) para

todo (x,t,r) EX x 1>< IR.,. talque x E U”~ y d((tr),(to,ro)) < nl.
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Luego H’ es semicontinuasuperiormente,y es localmentefina puesdado

e > O y dado (zo,to) E Xx 1 existeU0 entorno de x0 tal que si x E U”
0

entonces

AG”(x) C

y porotraparteexister
0 tal quediam(AO”(xo)(t,r)) < ~ para todo t E 1 y todo

r =r0. Por tanto paratodo z E U”’>, todo t E 1 y todo r =r0 + £ setiene
2

diaan(H’(x,t,r)) = diam((AG”(x))(t,r)) < e.

Finalmente, dado x E X, setiene que

d(H’(x, 0, r), E’(x, r)) = d(A(O(x),O’(x))(0,r), O(z)(O,r))

pal-atodo (x, r) E X x IR.,., y por tanto H’Ixx{o>xn. espuntualmenteasintótica

a E’. Analogamente

d(pH’(x, t, r), H(x,t, r)) = d(p(A(GT(x),G’(x))(t, r)), G’(z)(t, r))

paratodo (x,t,r) EX x 1 x IR.,., y por tanto pH’ es puntualmente asintótica a

H. Esto completala demostracióndel teorema.

3.2 APLICACIONES CON LA PROPIEDAD
DE ELEVACIÓN CERCANA DE CAMI-
NOS MULTIVALUADOS CERCANOS

Comencemosrecordandoestabien conocidadefinición.

Definición 3.2.1 SeanE y E espaciosmétricoscompactosy seap: E —*E

unaaplicacióncontinua. Se dicequep tiene la propiedadde elevaciónúnicade

cammos si dadas ¿o’, ¿o” 1 —~ E aplicacionescontinuastalesquew’(O) = w”(O)

y p¿o’ = pciJ~’ entonces ¿o’ = ¿o”

Definición t2.2 SeaE espaciométricoy sea6 > O. Un camino 6-fino en E

estodaaplicación¿o : 1 —* E multivaluada6-fina semicontinuasuperiormente.

Llamamosn-camino6-fino en E a todaaplicación¿o : 1” —* E multivaluada

6-fina semicontinuasuperiormente.
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Definición 3.2.3 SeanE y E espaciosmétricos compactosy seap: E —.B

unaaplicacióncontinua. Decimosque p tienela propiedadde elevacióncercana

decaminosmultivaluadoscercanossi paratodoe > O existe¿ > O tal quedados

¿o’, ¿o” 1 —* E caminos6-finostalesque

d(¿o’(O),¿o”(O))<6 y d(pw’(t),pw”(t)) < 6

paratodo t E 1, entoncesd(w’(t),¿o”(t)) <e paratodo t E 1.

Proposición3.2.4 Seap : E — E una aplicación continua, entre espacios

métricoscompactos,con la propiedad de elevacióncercana de caminosmultiva-

luados cercanos. Entoncesp tiene la propiedad de elevacióniinica de caminos.

Teorema 3.2.5 Sean E y E espaciosmétricos compactosy seap : E —. E

continua con la propiedadde elevacióncercana de caminosmultivaluadoscer-

canos. Entoncespara todo e > O existe6 > O tal que dado X espaciométrico

compactoconexoy dadasE”, E”’ X —* E aplicacionesmultivaluadas6-finas

semicontinuassuperiormentetales que d(E”(xo), E”’(xo)) < 6 para un punto

cualquiera x0 E X y tales que d(pE”(x),pE”’(x)) < 6 para todo x E X, se tiene

que d(E”(x),E”’(x)) <e para todo x EX.

13cm. Supongamosque p tiene la propiedadde elevacióncercanade caminos

multivaluadoscercanos.Seae > 0 y sea 6 > O tal que dados¿o’, ¿o” : 1 —e E

caminos6-finos talesque d(w’(O),¿o”(0)) < 6 y d(p¿o’(t),p¿o”(t)) < 6 paratodo

t E 1, setiene d(¿o’(t),a>”(t)) < e paratodo t E 1.

SeaX espaciométricocompactoconexoy seanE”, E”’ : X —* E aplicaciones

multivaluadas6-finas semícontinuassuperiormentetalesqueexistex0 E X con

d(E”(zo),E”’(zo)) <6, y talesqued(pE”(x),pE”’(x)) <6 paratodo x E X. Sea

x E X y vamosa ver que d(E”(z),E”’(x)) <e.

Como E” y E”’ son aplicacionesmultivaluadas6-finas semicontinuassupe-

riormente,existe i~ > O tal que diam(P(K)) <6 y diam(E”’(K)) <6 paratodo

subconjuntocompactoK de X candiam(K) <ir>.
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ComoX es conexo existe ¿o : 1 —~ X camino u-fino tal que ¿o(o) = z0 y

w(1) = x. EntoncesE”ú’, E”’¿o :1 —* E son caminos 6-finos tales que

d(F’¿o(0),E”’¿o(O))= d(F’(xo),E”’(xo)) <6

y d(pF’¿o(t),pF”¿o(t)) <6 paratodo t E 1. Entoncessetiene que

d(F’¿o(t),E”’w(t)) <e

paratodo t E 1. En particulard(F’(x),E”’(x)) = d(F’¿o(1),F”¿o(1)) < e.

Paralas fibracionesde Hurewiczesconocido(ver [107], 11.2.5) el siguiente

resultado.

Teorema3.2.6 lIna fibración p : E —~ .B tiene la propiedad de elevación

tinica de caminossi y solo si ningunafibra tiene caminosno constantes.

En el siguienteresultadosepruebaquela propiedaddeelevacióncercanade

caminosmultivaluadoscercanosquedacaracterizadapor lacondiciónmasfuerte

de que las fibras seantotalmentedesconectadas,en el casode las fibraciones

‘shape’.

Teorema3.2.7 SeanE y E espaciosmétricos compactosy seap E —* E

suprayectivacon la propiedadPEHMrespectode 1. Entoncesp tienela propiedad

de elevacióncercanade caminosmultivaluadoscercanossi y solo si p’(x) es

totalmentedesconectado,para todo x E E.

Bern. Supongamosque p tiene la propiedadde elevacióncercanade caminos

multivaluadoscercanosy que existe x E X tal que p’(z) no es totalmente

desconectado.EntoncesexisteA a p’(x) tal que A es conexo y tiene más

de dospuntos. Seana?,y’ E A, x’ ~ ti. Entonces dado e = d(x’,y’), por la

propiedaddeelevacióncercanade caminos multivaluados cercanos, existe 6 > 0

tal que dados ¿o’,¿o” 1 —* E caminos6-finos talesque d(¿o’(O),¿o”(0))< 6 y

d(p.a’(t),pw”(t)) < 6 para todo t E 1, se tiene d(w’(t),¿o”(t)) <e para todo t E 1.

Pero como A es conexo, existe ¿o’: 1 —~ A a p’(x) camino 6-fino tal que

¿o’(O) = x’,¿o’(1) = y’, y podemos considerar, por otra parte, ¿o” i — p’(x)
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dado por ¿o”(t) = a? para todo t E 1. Entonces ¿o’ y ¿o” son caminos 6-finos tales

que ¿o’(O) = ¿o”(0) y p¿o’ = p¿o”, y por tanto d(w’(t),w”(t)) <e para todo t E 1.

En particular,

= d(y’,x’) <e.

Esta contradicción prueba la primera implicación.

Vamos a probar la otra implicación, ésto es, vamos a ver que si p’(x) es

totalmente desconectado para todo x E .8, entonces p tiene la propiedadde

elevacióncercanade caminos multivaluados cercanos.

Sea e > O. Vamos a ver que existe O < ~ <e tal que para todo A CE con

diam(A) < ,~ existen {U1, ... , U,,> subconjuntos abiertos de E disjuntos dos a

doscon diámetromenorque e tal que

f’(A)CUiU...UU,,

con d(U1,U5) > q para todo i ~J.
Paratodo z E E, como p’(z) es compactoy totalmentedesconectado,

existen{Ufl.. . , U} conjuntosabiertosy cenadosen p
1(x), disjuntosdosa

dosy con diámetromenorque ¶, talesque

Existe O <e
2 < ~ tal que d(Ufl Uf) > 3e2 para todo i ~ j - Entonces

= B.2(Ufl u... u B~.(U:j,

unión de bolas abiertas en E con d(E~.(Ufl,B~.(Uf» > e,, para todo i ~ ~j.

Ahora, existeO <q,, <e,, tal que

En casocontrario, existiría (y,.) C E que, por la compacidad de E, podemos

tomar convergentea un cierto y E E, tal que para todo vi E £4 se tiene que

y,, E p’(Et(z)) pero y,, « B~(p
1(x)). Pero por la primeracondiciónse tiene

que (p(y,,)) convergea x y por lasegundasetienequep(y) # x y ésto contradice

la continuidad de p. Luego existe O < ~,,<e
2 tal que
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y, por la compacidad de E, existe 0 < v~ < e tal que para todo A c E con

diam(A) <,~ existex E E tal que

p ‘(A) c p’(E,,2(x)) c E~,(p’(z)) = E~,(U~’) u - -. u E~,(U;3)

con d(B,.(Ufl,B..(Ufl) > q para todo i ~ j. Luego para todo A CE con

diam(A) < v¡ existen{U1, ... , U,,> subconjuntos abiertos de E disjuntosdosa

dos con diámetro menor que e tal que

c U, U ...U U,,

con d(U1, U5)> q para todo i ~J.
Sea O < 77’ c ~ tal que diam(p(K)) < ~ para todo K compactode E con

dian4K) <77’. SeaO < 6’ < ‘~‘ asociadoa q’ por la propiedadPEHM respecto

de 1, y sea O < 6 < L tal que diam(p(K)) < para todo Kcompacto de E3

con diam(K) < 6. Vamosa ver que 6 estáasociadoa e por la propiedadde

elevación cercana de caminos multivaluados cercanos.

Sean ¿o’,w” : 1 —* E caminos 6-finos tales que dQo’(O),¿o”(O)) < 6 y

d(pco’(t)qxo”(t)) <6 para todo t E 1. Fijamos a E 1 y consideramos las aplica-

ciones E’ 1 x {O} U {0, 1> x 1—’ E dada por

¿o”(2st—s) sihct<1,r=O
E’(t~r)=j sit=0

¿o’(s)
¿o”(s) si t = 1

y H : 1 x 1 —* E definida como

H(t,r) = { pco’(2rs+st—s--2rst) si 0< _
sil <t < í.

Entonces F y H son aplicaciones multivaluadas ¿‘-finas semicontinuas supenor-

mente tales que

d(pE’(t,r), H(t, r)) < 6’

para todo (t,r) E 1>< {O} U {0, 11 x 1. Entonces,comoexisteun homeomorfismo

de 1 >< 1 en si mismo que manda 1 x {0} U {O,1} x 1 en 1 x {O}, podemos
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aplicarPEHM y tenemosque existeH’: 1 >c 1 —~ E aplicación multivaluada

q’-fina semicontinun superiormentetal que d(H’(t, r), F(t, r)) < 77’ para todo

(t, r) E 1 x {O} U {O, 1> x 1 y d(pH’(t, r), H(t, r)) < ir~’ para todo (t, r) E 1 x 1.

En particular,

77d(pH’(t, 1), H(t, 1)) = d(pH’(t, 1),pw’(s)) < r,i’ <

para todo t E 1, y como H’ es 77’-fina, entoncespH’ es ¡finaypor tanto

H’(t, 1) E r’(B;(p¿o’(s))) para todo t E 1. Por otra parte ¿o” es 6-fina, luego

diam(p¿o”(s)) < ~ <q’ < ~ y, como d(pw’(s),pw”(.s))<6 <ir>’ < ~,entonces

¿o’(s),¿o”(s) E

Luegopodemosdefinir cD : 1 —* p’(Ei(w(s))) tal que

H’(O, 1) U ¿o’(s)
H’(t, 1)
H’(1, 1) U ¿o”(s)

si t = O

si O <t < 1
sit=1.

Es fácil ver que & es aplicación multivaluada 77-fina semicontinua superiormente.

Porotraparte,comodiaan(E~(p¿o’(s)))< 77 setienequeexisten{U1,... , U,,}

subconjuntosabiertosde E disjuntos dos a doscon diámetromenor que e tal

que

p’(Bri(p¿o’(s))) c U1 U... U U,,

con d(U1,U5) > 77 para todo i # j. Y como & es 77-fina, existirá U1 tal que

&(I) c LI1. En particular,w’(.s),w”(s) c U1 y d(co’(s),¿o”(.s)) < e.

La condición sobre la suprayectividad de p se puede suprimir

como muestra el siguiente corolario.

Corolario 3.2.8 SeanE yE espaciosmétricos compactosy sea

continua con la propiedadPEHM respectode 1. Entoncesp tiene

de elevacióncercanade caminosmultivaluados cercanossi y solo

no vacíaes totalmentedesconectada.

del teorema,

p: E —*.8

la propiedad

si toda fibra
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Dem. Bastaobservarque si p : E —* E tiene la propiedad PEHM respecto

de 1, entonces p: E —+ p(E) también la tiene. Además, p: E —~ E tiene la

propiedadde elevacióncercanade caminosmultivaluadoscercanossi y solo si

p: E -~ p(E) tiene la propiedad de elevación cercanadecaminosmultivaluados

cercanos y, par el teorema anterior, esta última propiedad equivale a que p’(x)

sea totalmente desconectado para todo x E p(E).

Observación3.2.9 La propiedad PEHM solamente se ha utilizado en la se-

gunda parte de la demostración del teorema. Luego para toda aplicación con-

tinua p: E —* E con la propiedadde elevación cercana de caminos multivalua-

doscercanossetiene que todafibra no vacíaestotaimentedesconectada.

Ejemplo 3.2.10 SeaE un solenoide diádico y seaB la circunferencia unidad.

La proyecciónde E sobre.8 del ejemplo3.1.9esunamultifibracióncuyasfibras

sonconjuntosde Cantory por tanto totalmentedesconectados.Por tanto p es

unamultifibración con la propiedadde elevacióncercanade caminosmultiva-

luados cercanos.

Teorema3.2.11 SeanE y E espaciosmétricos compactosy seap : E —~ E

una fibración ‘shape’con la propiedad de elevacióncercanade caminosmultiva-

litados cercanos.Entoncesp es unafibración (de Huremiez)con la propiedadde

elevacióniinica de cam:nos.

13cm. Vamos a ver que p tiene la propiedaddeelevacióndehomotopíarespecto

de cualquierespaciométrico. Sea X espaciométrico y sean1 : X —* E y

H X x 1 —* E aplicacionescontinuastalesque pf = H0. Vamos a ver que

existe H’ : X >c 1 -~ E continua tal que = f y pH’ = H.

Sea {e,,} sucesión decreciente verificando que e,. < ~y y que 2e,, está aso-

ciado a por la propiedad de elevación cercana de caminos cercanos, para

todo vi E £4.

Por la propiedad PEI-IM, para cada vi E £4 existe H~ X x 1 —* E aplicación

multivaluada e,,-fina semicontinua superiormente tal que

d(H~(x,0),f(x)) <e,, y d(pH,’,(x,t),HQc,t)) <e,,
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para todo (x,t) E X x 1. Entoncesparatodo x E X y todo vi E £4 se cumple

que

d(pH¿x,t),pH,~~i(x,t)) <e,, + ¿,,~q =2e,,

para todo t E 1. Y por la propiedad de elevación cercana de caminos cercanos

se cumple que

paratodo vi E £4, paratodo x E X y todo t E 1. Luego, comoH.+1 ese,,+i-flna

se tiene que

y por tanto

para todo vi E ]N, todo x EX y todo tEL Entonces, para cada (z,t) EX x 1,

se tiene que {r4 H,~¿x, t)} es una sucesión decreciente de conjuntos compactos

con diámetro tendiendo a cero. Luego existe un único elemento

00

~(z,t) E fl r!a«H,’.(z,t).
n=I

Definimos H’ X x 1 —. E tal que H’(x,t) = e(2,í> para todo (z,t) E X x 1.

Vamos a ver que H’ es continua. Sea (xo,to) E Xx 1 y sea e >0. Sean E £4

tal que ~ < ~ y e,, < ~. Entonces, como H’(x,t) E E~H4(x,t) C B~H~(x,t)

y diam(H~(x,t)) <e,, < ~,se tiene que H4(x,t) c EtH’(z,t) y por tanto

para todo (x,t) e X x 1. SeaS > O tal que H~(x,t) c BtHJxo,to) para todo

(x,t) EX x 1 con d(x,xa)<6 y d(t,to) <6. Entonces

H’(z,t) E B~H~(x,t) C E1E~H~(xo,to)c ELB3.H’(xo,to) c .B<H’(zo,to)

paratodo (z,t) EX x 1 con d(x,xo) < 6 y d(t,to) < 6. Luego H’ es continua.
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Además,como para todo a’ E X se tiene d(H~(x,O),f(x)) < e,,, entonces

H,’Jx,O) c E26,}f(a’)) y por tanto

H’(x, O) E fl?1.H,’¿x,O) c E2~+.a«(f(x))

paratodo n E £4. LuegoH’(x,O) = f(x) paratodo a’ EX.

Finalmente,paratodo (a’, t) E X x Iy todoy> O, por lacontinuidadde H’,

existenE£4talque e,, <~y

Por otra parte,como H’(z,t) E ~1,~.H~(z,t) setiene H4(x,t) c B~,..~j,.,H’(x,t).

Por tanto,

H(z,t) E B~,.(pH,(z,t))c E~,.(pE~+.k(H’(z,t))) c E.,(pH’(x,t)).

Luego pH’(z,t) = H(z,t) para todo (x,t) E X x 1.

Como consecuenciadel teoremaanterior y del teorema11.5.10de [107], se

tiene el siguiente corolario.

Corolario 3.2.12 SeanE y E espaciosmétricos compactosy seap: E —* E

una fibración ‘shape’con la propiedadde elevacióncercanade caminosmultiva-

litados cercanos. Supongamosque E y E son localmenteconexospor caminosy

que.8 essemilocalmente1-conexo(éstoes,todo puntob E E tiene un entornoN

tal que ir(N, b) —* r(B, b) es trivial). Entoncesp esuna proyecciónrecubridora.

El recíprocodel teoremaanteriorno escierto comomuestranlos siguientes

ejemplos.

Ejemplo 3.2.13 SeaK el pseudoarco [7] y E un espacio métrico compacto

cualquiera. Sea pi : E x K —~ E la proyección sobre la primera componente.

Entoncespi esunamultifibración(tambiénesunafibración deHurewicz)cuyas

fibrassonhomeomorfasa K, queesun continuotal quecadacomponenteconexa

porcaminosesun punto. Portantopi esunamultifibraciónqueesfibracióncon

la propiedadde elevaciónúnicade caminos,pero sin la propiedadde elevación

cercanade caminosmultivaluadoscercanos.
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Ejemplo 3.2.14 ([78], Ejemplo4) SeaK el pseudoarco, sea E = K y K y sea

p E —~ K. Entonces,como las componentesconexaspor caminosde K son

los puntos, todahomotopíade un espaciotopológico cualquieraen K es fija.

Luegop es unafibración de Hurewicz y, comosusfibras sondiscretas,tiene la

propiedaddeelevaciónúnicade carninas.Sinembargo,p no esfibración ‘shape’

(ver [78], Ejemplo 4), ni tiene la propiedadde elevacióncercanade caminos

multivaluadoscercanos.

Ejemplo 3.2.15 SeaK el pseudoarco,seaE = K x {O, 1> y seaE = K y K

(consideradocomoel cocientede E al identificar (a’
0, O) y (a’0, 1) paraun cierto

punto a’0 E K). Seap E --.* K la proyección. Entoncesp es una fibración

de Hurewicz con la propiedadde elevacióncercanade caminosmultivaluados

cercanospero no es fibración ‘shape’.

Definición 3.2.16 SeanE y E espaciosmétricoscompactosy seap: E —* E

unaaplicacióncontinua.Decimosquep tienelapropiedaddeelevaciónasintótica

de caminosmultivaluadosfinos asintóticossi dadas¿o’, ¿o” : 1 xIR+—*E

aplicacionesmultivaluadasfinas talesqueW’¡<oj}Xn~ y w”¡{~}~~ sonasintóticas,

y tambiénlo sonpca’ y pca” setiene que tambiénhan de serasintóticas¿o’ y ¿o”.

Observación3.2.17 Seap: E —* E una aplicacióncontinua,entreespacios

métricoscompactos,con la propiedadde elevaciónasintóticade carninasmuftí-

valuadosfinos asintóticas.Entoncesp tiene la propiedadde elevaciónúnicade

caminos.

Teorema3.2.18 SeanE y E espaciosmétricos compactosy seap : E —* E

una aplicacióncontinua con la propiedadde elevaciónasintóticadc cam:nosmuí-

tivaluadosfinos asintóticos. Entoncesdadas¿o’,¿o”: 1’ x ]R4. —* E aplicaciones

multivaluadasfinas tales que w’l{(o 0)}xf{+ y ¿o”I{(o 0)}xE+ son asintóticas,y

tambiénlo sonpca’ y pai’ se tiene que tambiénhan de ser asintóticas¿o’ y ¿o”.

Dem. Sean ¿o’, ¿o” : 1” x IR+ —~ E aplicacionesmultivaluadasfinas talesque

~>}~n+y w”I{<o 0)}x1L+ son asintóticas,y tambiénlo sonpca’ y ¡xo”. Sea
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a : 1 —* 1” aplicacióncontinuasuprayectivatal que a(O) = (0,.. . , O) y consi-

deremos&‘, 05” : 1 xIR~—4Edadaspor

&‘(t,r) = ¿o’(a(t),r), &“(t,r) = ¿o”(a(t),r).

Entonces05’ y 05” sonaplicacionesmultivaluadasfinas talesque

d(05’(0, r), 05”(O, r)) = d(ú/((O,... ,O),r),w”((0,... , O), r))

paratodo r E ]R~ y por tanto05’I{o}xa. y 05”I<o>xa,. sonasintóticas,y también

lo sonp&’ y PC?’ pues

d(p05’(t,r), pC”’(t, r)) = d(pw’(a(t), r), p¿o”(a(t),r))

paratodo r E ]R+. Entoncespor lapropiedaddeelevaciónasintóticadecaminos

multivaluadosfinos asintóticossetiene que05’ y 05” son asintóticas,y porsera

suprayectivasetiene que¿o’ y ¿o” sonasintóticas.

Deformaanálogaal teoremaanteriorseprueba,teniendoen cuentaquetodo

continuo de Peanoesimagencontinuade [0,1], el siguienteteorema.

Teorema3.2.19 SeanE y E espaciosmétricos compactosy seap : E —+ E

una aplicación continua con la propiedad de elevaciónasintótica de cam:nos

multivaluadosfinos asintóticos. SeanE”, E”’: X x IR.,. —* E aplicacionesmd-

tivaluadasfinas definidas en un continuo de PeanoX, tales que E”I{z’>}xn+ y

E”’I{x’>}xn+ sonasintóticaspara un punto cualquieraa’
0 E X y tales que también

lo sonpE” y pE”’. EntoncesE” y E”’ sonasintóticas.

El siguienteteoremarelacionala propiedaddeelevacióncercanade caminos

multivaluadoscercanosy la propiedadde elevaciónasintóticade caminosmuí-

tivaluadosfinos asintóticos.

Teorema3.2.20 Sea p : E —~ E una aplicación continua, entre espacios

métricos compactos,con la propiedad de elevacióncercana de caminosmultí-

valuadoscercanos. Entoncesp verifica la propiedad de elevaciónasintótica de

cam:nosmultivaluadosfinos asintóticos.
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Dem. Sean ¿o’, ¿o” 1 x IR.,. —. E aplicacionesmultivaluadasfinas tales que

¿o’I{o}xn4 y ca”I{o>xn+ son asintóticas,y tambiénlo sonpca’ y go”. Vamosa ver

que¿o’ y ¿o” sonasintóticas.

Seae > O y sea6 > O asociadoa e por la propiedad de elevación cercana

de caminosmultivaluadoscercanos.Entoncesexister0 E ]R.1. tal que ¿o’In«,~> y

¿oIIX{r> son6-finasy

d(¿o’(O,r),¿o”(0, r)) < 6, d(pw’(t, r),pco” (t, r)) < 6,

para todo t E 1 y todo r > r0. Entonces

d(¿o’(t, r), ¿o”(t, r)) < e

para todo t E 1 y todo r > r0. Por tanto, ¿o’ y ¿o” sonasintóticas.

De forma análoga al teorema anterior se prueba, a partir del teorema 3.2.5,

el siguienteteorema.

Teorema 3.2.21 Seap : E —* B una aplicación continua, entre espacios

métricoscompactos,con la propiedadde elevacióncercanade caminosmultiva-

litados cercanos. SeanE”, E”’ X >c ]R+ —* E aplicacionesmultivaluadasfinas

definidas en un espacio métrico compactoy conexoX, tales que E”¡{2’»~~4 y

son asintóticaspara un punto cualquieraa’0 E X y tales que también

lo son pE” y pF”. Entonces E” y E”’ sonasintóticas.

Observación3.2.22 Hay resultadosanálogospara ‘multinets’ (en el sentido

de [102]).

3.3 RELACIONES CON LOS GRUPOS DE
HOMOTOPÍA

Definición 3.3.1 SeaE espaciométrico, seavi E £4 y sean¿o’,¿o”: fl —o- E

n-caminos6-finos. Decimosque¿o’ y ¿o” sone-homótopos(rel.{8I~; q}), si existe

H 1” x 1 —o- E aplicaciónmuitivaluadae-fina semicontinuasuperiormentetal

que H0 = ¿o’, 111 = ¿o” y diam(H({t} x 1)) <n paratodo t E ¿91~.
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Observación3.3.2 Si ¿o’ y ¿o” sone-homótopos(rel.{{O, 1};q>) y ¿o” y ¿o”’ son

¿-homótopos(reL{{O, 1>; ,~>), entoncesse tiene que ¿o’ y ¿o”’ son e-homótopos

(rel.{{O, 1>; 2i9).

Observación3.3.3 SeaE espacio métrico y sean ¿o’,¿o” 1” —o- E n-caminos

e-finos talesque w’Iejn = ¿o”I~¡~ y ¿o’ y¿o” sone-homótopos(rel.{0I~; e>). En-

tonces¿o’ y ¿o” sone-homótopos(rel.0I’9.

Dem. Seanw’,¿o” : 1”’ — E n-caaninos e-finos tales que ¿o’Ia¡” = W”¡ain y sea

H 1” x 1 —o- E unae-homotopia(rel.{OP’;e}) entre¿o’ y ¿o”.

Sear 1” —~ P aplicacióncontinuatal que

y tal que en el resto de los puntos r es la proyecciónradial hacia OP desde

el punto (~4.. - , ~)(en particular, r1n = idem). Entoncesr es homótopa

(rel.0I~) a la identidaden

Sean 05’ =¿o’r:I~—o-Ey05”=¿o”r:I~——o-En-caminose-flnos. Es

inmediato,por ser ¿o’ y ¿o” e-finosque ¿o’ y 05’ sane-homótopos(reL0I~), y que

¿o” y 05” sone-homótopos(reL0I~).

Y por otra parte,H’ I~ x 1 —o- E dadapor

f w’(r(t)) = ¿o”(r(t)) si t E 1” — K
H’(t,s) = H({r(t)} x 1) si t eOK‘1 H(r(t),s) si t E int(K) (interior de K)

es una e-homotopia(rel.0I~) de 05’ a 05”. Luego ¿o’ y ¿o” son e-homótopos

(reí .0I~).

Teorema 3.3.4 Sean E y E espaciosmétricoscompactosy seap: E —o- E con

la propiedadPEHM respectode I~ y con la propiedadde elevacióncercanade

caminosmultivaluadoscercanos. Entoncespara todo e > O existe6 > O tal que

dados ¿o’,¿o” : 1” —o- E n-camínos6-finos con d(¿o’(0,. - .,O),¿o”(O,... ,O)) < 6

y tales que go’ y go” son6-homótopos(rel.{8I~;6}), se tiene que ¿o’ y ¿o” son

e-homótopos(rel.{01”; e>).
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13cm. Seae > O. SeaO < t~ < ~ asociadoa ~ por la propiedadde elevación

cercanadecaminosmultivaluadoscercanos.Sea0 <6 < ~‘ asociadoa ~ por la5 5

propiedadPEHM respectode I~.

Sean¿o’, ¿o” : —o- E n-caniinos 6-finos con d(¿o’(O),¿o”(0)) <6 tales que go’

y go” son6-homótopos(rel.{8I~; 6>). Existe H: 1” x 1 —o- E 6-homotopíatal

que H0 = go’, H1 = go” y diam(H({t} x 1)) < 6 paratodo t E 812. Entonces

si consideramosE’: 1” x {0} U 81» x 1 —o- E tal que

E’(t, a) = ¿o’(t)

paratodo (t, .s) E 1” x {O} U 81” x 1, setieneque E’ y H sonaplicacionesmulti-

valuadas6-finas semicontinuassuperiormentetalesque d(pE’(t, a), H(t, .s)) < 6
para todo (t, a) E 1” x {O} U 8I~ x 1. Entonces,como existeun homeomor-

fismo de 1» x 1 en si mismoque manda1» >< {O} U 81» x 1 en 1» x {O}, pode-

mas aplicar PEHM y tenemosque existeH’: 1» x 1 —o- E ‘
t-homotopíatal

que d(H’(t,s),w’(t)) < ~ paratodo (t,s) 6 1» x {O} U orn x 1 (y por tanto

diam(H’({t} x 1)) < ir> paratodo t E 81»), y tal que d(pH’(t,s),H(t,a)) < ~5

paratodo (t, a) E 1» x 1. Entonces¿o’ es 77-homótopa(rel.{81»; i~}) a H~ y H¿

es27-homótopa(rel.{8I”;q}) a H. Por otraparte,como

+diam(¿o’(O,...,O))

< 2+6+6<77
5

y
77d(pH(t),go”(t)) = d(pH’(t, 1), H(t, 1)) < < q,

paratodo t E 1”, se tiene que d(H’(t,1),¿o”(t)) < ~ paratodo t E 1”, y como

diam(H’(t, 1)) < < fg y diam(¿o”(t)) < 6 < fg para todo t E 1”, entonces

H y ¿o” son ~-homótopas (rel.{OI»; ~}).Por tanto ¿o’ y ¿o” sone-homótopas

(rel.{0I”; e>).

Corolario 3.3.5 SeanE y E espaciosmétricos compactosy seap : E —o- E

con la propiedadPEHM respectode 1» y con la propiedad de elevacióncercana
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de caminos multivaluados cercanos. Entonces para todo e > O existe 6 > O tal

que dadosw’,¿o” : 1» —o- E 6-finas tales que w’Iai~ = ¿o”¡a¡n y go’ y go” son

6-homótopos(rel.{81»;6>), setiene que ¿o’ y ¿o” sone-homótopos(rel.81»).

13cm. Seae > O y sea6 > O verificandolas condicionesdel teoremaantenor.

Sean¿o’,w”: 1» —o- E n-caminos6-finos talesque ¿o’¡ajn ¿o”Iar’ y go’ y go”

son6-homótopos(rel.{81»;6>). Entonces¿o’ y ¿o” sone-homótopos(rel.{8I»; e>)

y por tanto, por la observación 3.3.3, son e-homótopos (rel.OP’11.

Definición 3.3.6 SeaE espaciométricoy sean¿o’,¿o” : 1” x IR.,. —o- E aplica-

cionesmultivaluadasfinas. Decimosque¿o’ y ¿o” sonasintoticamentehomótopas

respectoa81» si existeH : 1» >c 1 >c IR.,. —o- E aplicaciónmultivaluadafina tal

que H¡¡nx{o>xn.,. = ¿o’, H¡jn,~{~>,<p~ = ¿o”, y para todo e > O existe r0 E IR..4. tal

quedian4ff({t} x 1 x {r})) <e, para todo t E 81” y todo r =ro.

Observación3.3.7 a)SeaE espaciométricoy sean¿o’, ¿o”: 1» xIR.4. —o- E apli-

cacionesmultivaluadasfinas. Entonces¿o’ y ¿o” sonasintoticaxnentehomótopas

respectoa 81» si y solosi sonasintóticasa dosaplicacionesmultivaluadasfinas

homótopas(rel.8I” >c ¡[1+).

b) SeaE espaciométricoy sean¿o’, ¿o” 1» x IR.. —o- E aplicacionesmultivalua-

dasfinas talesque¿o’Iarn,<n4. = ¿o”¡aI~xn4 y talesque¿o’ y ¿o” sonasintoticainente

homótopasrespectoa 81». Entonces¿o’ y ¿o” sonhomótopas(rel.8I” x

Teorema3.3.8 SeanE yE espaciosmétricoscompactosy seap: E ——o- E con

la propiedadPEHMF respectode 1» y con la propiedad de elevaciónasintótica

de caminos multivaluados finos asintóticos. Sean ¿o’,¿o” : 1» x IR+ —o- E

aplicaciones multivaluadas finas tales que ¿o’I{(o 0))XB+ y ¿o”I{<o 0)}xB4 son
asintóticasy tales quepca’ y pca” son asintoticamente homótopas respecto a orn.

Entonces¿o’ y ¿o’~ son asintoticamentehomótopasrespectoa 81».

Dem. Sean¿o’, ¿o” : 1» x 111+ —o- E aplicacionesmultivaluadasfinas talesque

¿o’I«o o)}xR4. y ¿o”I{(a~..,,o))xB+ son asintóticas y sea H : .1» x 1 x IR.,. —o- E

aplicaciónmultivaluadafina tal que HI¡nxxo}xn+ = go’, HI¡nx{í>xn.. = pca”, y
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u
tal que paratodo e > O existe r0 E IR.,. tal que diamn(H({t} x 1 x {r})) < e,

paratodo t E 01» y todo r > r0.

SeaE’: 1” x {0} x 11I~ U OP x 1 x IR,. —o- E dada por E’(t,s, r) = ¿o’(t, r)

para todo (t,s) E 1» >< {O} U 81» x 1 y paratodo r E IR,.. Por la propiedad

PEHMF existeH’ : 1” x 1 x IR~. —o- E aplicaciónmultivaluadafina tal que

H’Imnx{oíxn.o-uamnx¡xn.4. es asintóticaa E’, y tal que pH’ y H son asintóticas.

Entonces¿o’ esasintoticamentehomótoparespectoa 81» a H : 1» x IR.,. —o-E

dada por H(t, r) = H’(t, 1, r).

Por otra parte Hfl {«, o)>xfl es asintóticaa ¿o’I{(o o)}xn+ y éstalo es a

¿o”I{<o 0>lxIR+, y pH~ es asintóticaa HI¡nx{í}xn+ = go”. Luego H~ y ¿o” son

asintóticas.Por tanto, ¿o’ y ¿o” sonasintoticamentehomótopasrespectoa 81».

Corolario 3.3.9 SeanE y E espaciosmétricos compactosy p : E —o- E con la

propiedadPEHMF respectode 1» y con la propiedad de elevaciónasintótica de

caminosmultivaluadosfinos asintóticos. Entoncespara todo par de aplicaciones

multivaluadasfinas ¿o’,¿o” 1” x IR.,. —o- E tales que w’Ie¡”xn+ = w”k¡n~¡u~., y

tales que pca’ y go” son asintoticamentehomótopasrespectoa 01», se tiene que

¿o’ y ¿o” sonhomótopas(rel. 81» x 111+).

Observación3.3.10 Hay resultadosanálogospara‘multinets’.

Dado X espaciométricocompacto,dadoa’ E X, paratodo n E £4 pode-

mas considerarel grupo ‘shape’ fuerte fl~(X, a’) y el grupo ‘shape’ lI,,(X, a’),

introducidosen el capítulo2.

Además,si f : X —o- Y esuna aplicacióncontinuaentreespaciosmétricos

compactos,paratodo a’ E X, f inducehomomorfismos

fhh : ir,,(X,a’) —o- ,r»(Y,f(a’)), ft : r,,(X,a’) —o- lI~(Y,f(a’)),

fha> : ir»(X,x) —o- fl»(Y,f(z)), f’ : fljX,z) —o- 11(Y,f(x)),

rg(X, a’) —o- ll,.(Y, f(~)), f7’> : fl»(X, a’) —o- fl,,(Y,f(a’)).

Setienenlos siguientesresultados.
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Proposición 3.3.11 Seap (E, eo) —o- (B,b0) una aplicación continua entre

espaciosmétricos compactos, con la propiedad PERME respecto de 1” y con

la propiedadde elevaciónasintóticade caminosmultivaluadosfinos asintóticos.

Entoncesel homomorfismo

fl~(E, eo) —o- fl(E, b0),

es un monomorfismo.

Proposición 3.3.12 Seap (E, 60) —o- (B,b0) una aplicacióncontinua entre

espaciosmétricos compactos,con la propiedadPEHM respectode 1” y con la

propiedad de elevacióncercana de caminosmultivaluadoscercanos. Entonces

los homomorfismos

11(E, eo) —o- fl~(E, b0), <» fl»(E, e0) —o- fl»(B, 14

son monomorfismos.

Proposición 3.3.13 Seap : (E, e0) — (E, b0) una aplicación continua en-

tre espaciosmétricos compactos. Seaf : (X, a’0) —o- (B,b0) una aplicación

continua definida en un espacio métrico compactoX y supongamosque existe

f’: (X, a’0) —o- (E, eo) continua tal que pl’ = f. Entonces

f;(Ig(X, xc)) c p’(fl,(E, eo)), f.”a>(fl»(X, a’o)) c p’a>(fl»(E, 60)).

Corolario 3.3.14 Sea p : (E, ea) —o- (E, b0) una aplicación continua entre

espaciosmétricos compactos,con la propiedadPEHMF respectode 1” y con

la propiedadde elevaciónasintótica de caminosmultivaluadosfinos asintóticos.

Supongamosque existes : (E, b0) —o- (E, ea) continua tal queps = Id (ésto es,

existee secciónde p). Entoncesel homomorfismo

11¿E, eo) —o- fl(E, be),

es un isomorfismo.
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Corolario 3.3.15 Seap (E, eo) —o- (E, b0) una aplicación continua entre

espaciosmétricos compactos,con la propiedad PEHM respectode 1» y con la

propiedadde elevacióncercanade caminosmultivaluadoscercanos.Supongamos

que existe s : (.8,60) —o- (E, eo) continua tal que ps = íd (ésto es, existe s

sección de p). Entonces los homomorfismos

it : ¡~(E, en) —~ fl~(B, b0), p~’ : fl,4E, eo) -~ ll»(B, bo),

son isomorfismos.

3.4 ELEVACION DE APLICACIONES MUL-
TIVALUADAS FINAS

Dados X e Y espaciosmétricos compactosy E’ : (X,zc) x IR4 —o- (Y,yo)

aplicaciónmultivaluadafina, E’ inducehomomorfismos

ll»(X, a’o) —o- ll»(Y,yo), F~ : W(X,a’o) —o- ll~(Y, yo),

11(X, a’o) ——o- fl,,(Y, yo),

dadospor E’.¶t~~t~([¿o]a>) = [a]a>,E’.á([¿o]) = [a] y F.fl’([¿o]) = [a],±,,donde

a(t, r) = E’(¿o(t, a(r)), r)

con a aplicación dilatadora asociada al par (¿o,E’). También E’ induce

E’.hS ir,,(X,a’o) —o- fl~(Y,yo),E’.hw : ir,,(X,a’o) —o- ll»(Y, yo),

dadospor E’t~([w]) = [a]y E’.hÚ>([¿o]) = [o],1,y dondea(t,r) = E’(¿o(t),r).

Se tiene el siguienteresultado

Proposición 3.4.1 Seap : (E,eo) —o- (E, bo) una aplicación continua entre

espaciosmétricos compactos.SeaE’ : (X, a’o) x IR.,. —o- (E, b0) una aplicación

multivaluadafina definida en un espaciométricocompactoX y supongamosque
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existe E” : (X, a’o) x IR~ —o- (E, 60) aplicación multivaluadafina tal que pF’ y

E’ sonasintóticas. Entonces

El resultadoanterioradmiteel siguienteresultadorecíproco.

Teorema3.4.2 Seap: (E, Co) ——o- (E, 60) una aplicacióncontinuasuprayectiva

entre espaciosmétricos compactos,con la propiedadPEHM respectode 1 x 1 y

con la propiedad de elevacióncercana de caminosmultivaluadoscercanos. Sea

X un continuo de Peano y sea E’ : (X, a’
0) x IR+ —o- (.B,b0) una aplicación

multivaluadafina tal que

Fw(ri(X, a’o)) c p”’»(fl(E, ea)).

EntoncesexisteE” : (X, a’0) x ]R+ —o- (E, ea) aplicación multivaluada fina tal

que pE” y E’ son asintóticas.

13cm. Sea {e»} sucesiónnula. Vimos en la demostracióndel teorema3.2.7 que

existe {lr>,,} sucesiónnula tal que O < q,, < e,, y tal queparatodo A c E con

diaxn(A) <~» se tiene quep
1(A) = U

1 U . -. U U,., donde diarn(U1) <e» para

Por otra parte, existe {it»} sucesión nula con O < it» < 77» tal que dados

r’, r” 1 — E caminosp»-finos con d(r’(O), r”(O)) c p,, y talesque pr’ y

pr” son p,.-homótopas(rel.{{O, 1>; j¿»}), se tiene que r’ y r” son q,,-homótopas

(rel.{{O, 11; r~»}).

Sea{4~,.} sucesiónnulacon O <‘fi» < ~ tal que diam(p(K))< %‘ paratodo5

K c E con diam(K) <ifl».

Porla observación3.1.13, se tiene queexiste {6,,} sucesiónnulacon 6» < 4’,,
tal que dadasO: IR~ —o- E y H : 1 x IR~ —o- E aplicaciones multivaluadas

finas tales que

diam(O(r)) < 6,,, diam(H(t,r)) < 6,,, d(pG(r),H(O,r)) <6»,
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paratodo t E 1 y para todo r > le_ para cierta sucesión creciente no acotada

{Ic,.} c £4, entoncesexisteH’ : 1 x IR.,. —o- E tal que

diam(H’(t,r)) .c 4’,,, d(H’(O,r),O(r)) < 4’,., d(pH’(t,r),H(t,r)) < 4’,.,

para todo t E 1 y todo y> le,,.

SeaE’ : X x III~ —o- .8 una aplicación multivaluada fina definida en un

continuode PeanoX. Sea{k,.} sucesióncrecienteno acotadatal que

diam(E’(a’,r)) <6,.

para todo (a’, r) E X >c [le»,cxj.

Sea a’ E X. Por ser X conexo por caminos existe ¿o : 1 —o- X aplicación

continuatal que¿o(O) = zay w(1) = a’. Sea a : Ix IR~ —o- E aplicación multiva-

luadafina dadapor a(t, r) = F(¿o(t),r), que verifica que a(O, r) = F(z0,r) = 60
y a(1,r) = E’(z,r) para todo r e IR~, y que diam(a(t,r)) < 6,, para todo

(t,r) E 1 x [le»,~).

Comoa(O,r) = E’(a’o, r) = b0 = p(e0)paratodo r E IR.,., existe una aplicación

multivaluadafina r 1 x IR.,. —o- E tal que

diam(r(t,r)) <4’,,, d(r(O,r),eo) <4’,,, d(pr(t,r),a(t,r)) <4’»,

paratodo t E 1 y todo r > le,,. En particulard(pr(1,r),F(a’,r)) <4’,, paratodo

r ~ le».

Sea¿o’ : 1 —o- X otra aplicacióncontinuatal que ¿o’(O) = a’o y ¿o’(í) = a’.

Seaa’ : 1 x IR.,. —o- E dada por a’(t,r) = E’(¿o’(t),r). SeaY : 1 x ]R.,. —o- E

aplicaciónmultivaluadafina tal que

diam(r’(t,r)) <4’,,, d(r’(O,r),ea) <4’,,, d(pr’(t,r),a’(t,r)) <4’»,

paratodo t E 1 y todo y> le,,. Vamosaver queentonces

diam(r(1,r)Ur’(1,r)) <11,,

para todo r =le,,.
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Consideramosla aplicación ¿o’ : 1 —o- X dada por ¿o’(t) = ¿o’(1 — t).

Entonces¿o *¿o’ : 1 —o- X dada por

¿o*¿o’(t)—I ¿o(2t) siO<t<
1 2—2t) si

defineun elemento[¿o* ~‘jh E iri(X, a’
0) y par tanto

* ¿o’ih) = [o * a’i.~, E E’.twlrdX, za) c PWWfli(E, en) c l1~(B, 60),

si t = O

si O < t < 1
si t = 1,

si t = O

si O <t < 1
si t = 1,

donde a * a’ : 1 x IR.,. —o- X viene dada por

‘12—2tr) si4=t<1.
Entoncesexiste[n]~ E 111(E, ea) tal que a * a’ y pn son debilmente homótopas

(rel.{O, 1} x IR+). Además,escogiendoadecuadamenteel representantede [¡c]~

podemosconseguirquediamQc(t,r)) < 4’,, y que a * «‘I1x{r} y wcl¡x{r> sean

g,,-homótopas(rel.{O, 1>) paratodo r =le».

Sea?: 1 x ]R~ -~ E dada por

J r(0, r) U {eo}
f(t,r) = r(t,r)

r(1,r) U r’(1,r)

sea?‘: 1 x 11I~ —o- E dadapor

J r’(0,r) U {eo}

?‘(t,r)= r’(t,r)1 r(1,r) U r’(1,r)

IR..,. —o- E dadapor

J ic(0,r)Ur(0,r)=r(0,r)U{eo} sit=O
&(t, r) = ,c(t,r) si 0< t <11 ,c(1,r) U r’(O,r) = r’(O,r) U {eo} si t =1,

multivaluadassemicontinuassuperiormente.Entoncesp?y p?’ son

multivaluadasfinas talesque pi y a son asintóticasy tambiénlo

Entoncesa * u’ y p7 * p?’, dada por

pr(O,r)U {be}
pr(2t,r)
p,-(1,r)Upr’(1,r) _
pr’(2 — 2t, y)

pr’(O,r) U {60}

y seaFc: 1 X

aplicaciones

aplicaciones

sonpf’ y a’.

p?*p?’}t,r) = { si t = O

si O <t < 4
1

~ — 2
•1

si < t < 1,
sit=1
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son asintóticas.Además, como

it» it”

diam(a(t,r)) <6,, < LS, diam(a’(t,r)) < 6» <
5 5’

5

para todo t E 1 y todo r > le_ entonces a * a’Imx{,j y p? * PT’iIx{r} son

~,,-homótopas (rel.{{0, 1>; 2un}) para todo r = le,.. Por otra parte, es fácil

ver que a * a y pRlix{r> son p,,-homótopas(rel.{{O, 1>; 2~fl.}) para todo

y > le Luegop~*pf’j Ix{r> y PRI¡x{r> sonp,,-homótopas(rel.{{O, 1>; p»}) para

todo r > le,,. Por tanto, por la observación 3.3.3, se tiene quep? * P#’tx{r} y

P~IIx{r} sonp»-homótopas(rel.{0, 1>) paratodo r > le». Por tanto, P?I¡x{4 y

(pR* Pf’)Iix{r}, dada por

p¿c(O,r) Upr(O, r) = pr(O, r) U {b
0}

pni(2t,r)
pic(l, r) U pr’(O, r) = pr’(O, r) U {b0}
pr’(2t — 1, r)
pr(1,r) Upr’(1,r)

son~»-homótopas (rel.{O, 1>).

Seanahora~: 1 x ]R~ —o- E dada por

t(t, r) = r(O,r)U {e0}
r(t, r) _

si t = O

si O < t < 1,

si t= O
si O < t < 2
~ — 12•1
si — < t < 12
si t = 1,

~,.7:I~ ~ x IR4. —o- E dadapor

= { ;~~‘2 U {eo}
si t = O

si 0< t < 1.

Entonces,paratodo r > le_ fI¡x{r> y Fc * ~‘I¡x{r> dada por

1 ¡c(O,r)Ur(O,r)=r(O,r)U{eo} sit=O
#c(2tr) = ‘(O) ~ {> siO<t<41 ¡c(1,r) Ur’(O,r) si t =

1. r’(2t—1,r) si4<t<1

son p»-flnascon #O,r) = R(0,r) talesque p~Imx{7> y (pR * p~’)¡¡~{T>, son 1-1,,-

homótopas(rel.{{O, 1>; it~})• Por tanto fl¡x{r} y Fc * f’Imx{r> son 77,.-homotopas

(rel.{{O, 1>; q,,}). En particular,diam(r(1,r)Ur’(1,r)) <77» para todo r > le».

pR *pY(t,r) = {
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Sea ahora (a’,r) E X >c (le,.,k,,+1]. Se tiene diam(B~a(E’(a’,r))) < itn y por

tanto

_ U... U
~<s,r)

dondediam(KIXr>) < e,. paratodo i E {1,. . . ,vi(x,r)}, y d(Ktr),KY.r)) > 77

para todo i ~ j. Supongamosque tambiénse cumple que ningún KIX.r> se

puededescomponercomo unión de dos subcompactosque distenmas de 77»

(éstasiemprees pasiblepor la compacidadde E). Es fácil ver que existeuna

única descomposiciónde p’(EL±,1.(E’(a’,r))) can estaspropiedades. Par otra

parte,como

r(1, r) Ur’(l, r) c p
1(Bae.,,.(E’(a’,r))),

K~x~r) tal que r(1,r) C
se tiene que existe J(r,r) paratodas las aplicacionesr

obtenidassegúnla construcciónanterior.

DefinimosE” : X x (le
1,oc) —o- E dadapor

F’(a’,r) =

EntoncesE” verifica que diain(F’(a’,r)) < e,, para todo (a’,r) e X x (le,,,oo).

Vamosa ver que essemicontinuasuperiormente.

Sea (a’,-0) E X x (k»’>,k,,’>+i] y seaV entornode F’(a’,ra) en E. Existe U

entornoabierto de p
1(B2~n.(E’(a’,ro))) en E tal que U = U

1 U ... U
5

dondediam(U~) < e,,’> paratodo i E {1, . . . , fl(r,r’»}, d(U1, U5) > 77,,’> paratodo

# j, y tal que US(,r) c V. Existe a > O tal que diam(E0(F(a’,ro))) < 6,.’> y

tal que

En casocontrario, existiría (yk) c E que, par la compacidadde E, podemos

tomarconvergentea un cierto y E E, tal que para todo le E £4 se tiene que

Yk E p’(B~~~~1(E’(a’,re))) peroYk « U. Peropor la primeracondiciónsetiene

que, como(p(y&)) convergea p(y), ha de sery E p’ (.B~,.ZE’a’,ro ) y por la
5

segundasetiene quey « U y éstoesunacontradicción.

SeaO<fi < r0—le,’> tal queparatodaa”EXytodar’ E IR.,. con d(a’, a”) <fi
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y d(ra,r’) < fi setiene que F(a”,r’) c B~(E’(x,ra)). Entonces

E”(a”, r’) c p’(E~±~.(F(a”,r’))) c g1(B2~,.. + (E’(x, ir

0))) c U,
5 5

y, por la construccióndc E”, existeU5, tal que E”(a”, r’) c U5’. Sea W en-

torno conexopor caminosde a’ contenidoen B4(a’) (verificandopor tanto que

diam(E’(W x E~(ra))) < 6,.’>). Seaa” E W y sear’ E IR.,. con d(ro,r’) < fi, y

vainasa ver queE”(a”,r’) C C V.

Sea ¿o : 1 —o- X aplicacióncontinuatal que ¿o(o) = a’0 y ¿o(l) = a’. Sea

a: IxlR~ —o- E dadapora(t,r)=E’(¿o(t),r). Sear IxIR.,. —o- Eaplicación

multivaluadafina tal que

diam(r(t,r)) < 4’», d(r(O,r),ea) < 4’,., d(pr(t,r),a(t,r)) < 4’,,.

paratodo t E 1 y todor> le,., paratodo vi E £4.

Dado a” E W, existe ¿o’ : 1 —o- W c E~(a’) aplicación continuatal que

¿o’(O) = a’ y ¿o’(i) = a”. Sea a’: 1 x IR+ —o- E dada por

a’(t, r) = E’(w(2t),r) si 0< t

EntoncesUIIx{r’» y a’~j~’» son6,,’>-homótopaspor unahomotopíaso tal que

#{O, 1) x 1) c E’(W x {ra}),

y porotraparte~‘I¡x{r’>)y O’IIx{r’} son6,,,-homótopasporunahomotopía~o’tal

que

so’({O, 11 x 1) c F(W x .Bp(ra)).

Entonces,como diam(F(W x .Bp(ra))) < 6,,’>, setiene que aI¡x{r’>} y ~‘IIx{r’} son

~-homótopas (rel.{{O, 1>; t0
Sear’ : 1 x lEI~ —o- E aplicaciónmultivaluadafina tal que

diam(r’(t, r)) < 4’,., d(r’(O, r), eo) < 4’,., d(pr’(t, r), a’(t, r)) < 4’,,

paratodo t E 1 y todo r> le», paratodo vi E £4.

EntoncesTI¡x{r’>j y r’$c{,a} soncaminos¡~»‘>-finos talesque

d(r(O,ro),r’(O,r’)) < tu»’>
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y talesqueprl¡x{7’» y pr’~j,<{~’> son p,.’>-homótopas(rel.{{O, 1>; ji,,0 }). Entonces

TIIx{r’» y T’I>rx{r’} son~,,‘>-homótopas(rel.{{O, 1>; ‘1v’>>).

En particular,diam(r(1,ro) U r’(1,r’)) < ir>,,’>. Y como i-(1,ro) c US(,r’>) y

9(1, r’) C U, ha de ser9(1, r’) C Uj(r’>)~ y por tanto E”(a”, r’) C US(sr’>) C V.

Luego E” essemicontinuasuperiormente.

Por otra parte, como paraa’0 podemosconsiderar¿o~ 1 —o- X tal que

¿o0(t) = a’0 para todo t E 1, y podemostomar r0 1 x ]R4 —o- E dadapor

ro(t,r) = e0, entoncese0 E E”(a’o,r) paratodo r E (le1,oo).

FinalmenteE” : Xx (le1,oc) —o- E seextiendea unaaplicaciónmultivaluada

fina E” Xx IR.,. —o- E talquee0 E E”(a’o,r) paratodo r E IR4. Además,como

p(F’(a’,r)) c E~(F(a’,r)), paratodo (a’,r) E X x (k,.,oc), setiene quepF’ y

E’ son asintóticas.

Vamosa construirE”” X x IR4. —o- E aplicaciónmultivaluadafina tal que

pE”” y F sonasintóticasy tal que E””(a’o,r) = e0 paratodo r E lR~. Sean {~»}
y {-y,,} sucesionesnulastalesque

x [vi,n+ 1]) C .t~(eo)

paratodo vi E £4 U {O}. DefinimosE”’: X x IlI~ —o- E tal que

E”(a’, r) si (a’, r) « UfleNu{o>B,,.(a’o) x [vi, vi + 1]
F”(a’,r) = B#’>(eo) si (a’,r) E B~(a’0) x [0,1]1 E~,.(co) si (a’,r) E B~,.(a’o) x (n,n+ 1]

aplicaciónmultivaluadafina (por ser U,,Eyqu{oJB,~(a’o) x [vi, vi + 1] cerrado en

X x IR.,.) tal que E” c E”’ y por tanto pr’ y E’ sonasintóticasy e0 E F”(a’o, r)

para todo r E IR+.

SeaE”” : (X, a’0) x ]R+ —o- (E, eo) dadapor

si (a’,r) « U,,ENU{O}B.~,}a’O) x [n,n + 1)
E””(a’,r) = { F”(z~r) si (a’,r) E E~,.(a’o) x [n,n+ 1)

EntoncesE”” es multivaluadafina (par ser U,,ENuxo>E.Y,.(a’o) x [vi, vi + 1) abierto

en X x IR.,.) y verifica que E”” c E”’, y por tantopE”” y E’ son asintóticas.Esto

completala demostracióndel teorema.
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Oorolaiio 3.4.3 Seap : (E, eo) —o- (B,b0) una aplicación continua entre es-

pacios métricos compactos, con la propiedad .PEHM respecto de 1 >c 1 y con la

propiedad de elevacióncercana de caminosmultivaluados cercanos. SeaX un

continuo de Peano y seaE’ : (X, a’o) x IR+ —o- (E, bo) una aplicaciónmultiva-

litada fina tal que

Entoncesexiste E” (X, a’0) >c IR+ —o- (E, e0) aplicación multivaluada fina tal

quepE” y E’ sonasintóticas.

Bern. Bastaobservarque si F.~s(,ri(X,a’o)) c p:(flftE, e0)), entoncestambién

setiene que E’:a>(ri(X,a’o)) Cpra>(fli(E,e0)).

Observación3.4.4 El corolario anteriorsiguesiendocierto si sereemplazala

condición

por la condición

o por
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Capítulo 4

TEORÍA DE LA FORMA Y

SISTEMAS DINÁMICOS

La categoríade la formaseutiliza parael estudiode laspropiedadesglobalesde

losespaciosmétricoscompactos,siendoespecialmentesatisfactoriaen el casode

espaciosconestructuralocal complicada.Esteesel caso,enfrecuentesocasiones,

de los atractoresde sistemas(semi)dinámicos,quepuedentenerunaestructura

local muy complicada. Por ejemplo la adherencia de la curva

1
{(x,sen(—)) la <~ <1>,

a’

que aparecefrecuentementeen teoría de la forma, es atractor de un sistema

dinámicoen el plano [52].

En 1991, B.M.Garay[42]daunacaracterizacióntopológicade los compactos

K atractoresglobalesasintoticamenteestablesdesistemas(semi)dinámicosde-

finidos en espaciosde Banachinfinito-dimensionales.En concreto,pruebaque,

enestascondiciones,K tieneforma trivial.

En 1993, J.M.WSanjurjo[103]pruebaquetodo atractorcompactoasintotica-

menteestabledeun sistemadinámicodefinidoenun ANR localmentecompacto

es un FANR. Independientemente,B.Gñnthery iSegal [48], demuestranque

un compactofinito-dimensionales atractorasintoticamenteestablede un ms-

temadinámico definido en unavariedadtopológicasi y sólo si tiene la forma

de un poliedrofinito. Partede susresultadosfueron publicadosanteriormente

(en ruso) por S.A.Bogatyi y V.I.Gutsu en [9] para flujos generados por campos
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vectorialesO envariedadesdiferenciablesfinito-dimensionales.

Para más resultadossobre sistemasdinámicos,utilizando la teoría de la

forma puedenconsultarselos trabajosde H.M.Hastings[51], [52], J.W.Robbin

y D.Salamon[94], J.T.Rogers,Jr. [95], J.MR.Sanjurjo[104]y C.Tezer[109].

En estecapítuloestablecemosnuevasconexionesentreambasteorías.

En la primerasecciónde estecapítulorecordamosla descripcióndela teoría

de la forma usandoaplicacionesaproximativasy en la segundaenunciamosdi-

ferentesconceptosde sistemas(semi)diná¡nicos.

En la tercerasecciónestudiamospropiedadesreferentesa la forma de com-

pactospositivamenteinvariantesy de compactosestablesdesistemasdinámicos

conatractorescompactosasintoticamenteestables.Probamosquesi un sistema

dinámicotieneun atractorglobalasintoticamenteestableentoncestodocontinuo

positivamenteinvarianteconteniendoal atractortiene forma trivial. Si además

el atractoresunidimensional,entoncestodo continuopositivamenteinvariante

tiene formatrivial. Tambiéndemostramosqueen estascondiciones,el flujo en

un continuoestableesatraidoporun subcontinuoinvariantequetiene lamisma

forma (obsérveseque todo continuo establees positivamenteinvariante,péro

no tiene porqueserinvariante).El estudiode los sistemas(semi)dinámicoscon

atractoresglobalesasintoticamenteestableses uno de los principalestemasde

investigaciónen la teoríatopológicade sistemasdinámicos[49].

En la cuarta secciónconsideramosel espacioA(X,Y) de las aplicaciones

aproximativasde X a Y con una métrica inspiradaen la topologíadel espa-

cio M(X, Y) de la sección2.3. En estecaso, obtenemosun espaciométrico

(obsérvesequeM(X, Y) no esni siquieraHausdorff). Además,las principales

propiedadesde M(X, Y) siguensiendociertasparaA(X,Y). Por ejemplo,dos

aplicacionesaproximativassonhomótopassi y solo si esténen la mismacom-

ponenteconexapor caminosde A(X,Y), y sondebilmentehomótopassi y solo

sí esténen la mismacomponenteconexade A(X,Y).

Definimosun sistemasemidin¿niicode Bebutov [2], [3] (ver [106],1V20) en

A(X, Y) y estudiamossus conjuntospositivamenteinvariantes. Demostramos

que el primer límite prolongacionalpositivo de unaaplicaciónaproximativaf
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coincide conel conjuntode aplicacionescontinuasde X x IR+ a Y debilmente

homótopasa f, y deducimosvarioscorolariosrelativosalos diferentesconjuntos

límitesdeunaaplicaciónaproximativa. Probamosqueunaaplicaciónaproxima-

tiva esLagrangeestablesi y solo si esuniformementecontinuay comocorolario

obtenemosque si una aplicación aproximativaf es uniformementecontinua,

entoncessu clasede homotopía débil tiene un representantegeneradopor una

aplicación continuade X a Y. Tambiénvemosque el conjunto de elementos

‘non wandering’del sistemasemidinámicocoincide con el conjuntode aplica-

cionescontinuasde X x IR.,. a Y. Finalmentedamoscaracterizacionesde las

trayectoriaspositivasatractoresorbitalesy de lasLyapunovestables,de los con-

juntoscerradosestables,y demostramosvariosresultadosrelativosalas regiones

de atracciónde diferentesconjuntos.

Parainformacióngeneralsobreteoríadesistemasdinámicosy semidinámicos

recomendamoslos libros [5], [6], [45], [88], [105], [106]y [111] de N.P.Bhatiay

O.Hájek,N.P.Bhatiay G.P.Szego,W.H.Gottschalky G.A.Hedlund,V.V.Nemyt-

skii y V.V.Stepanov,P.Saperstone,K.S.Sibirsky y 4J.deVries respectivamente.

Para información sobreatractoresen espaciosHausdorffarbitrarios (no nece-

sariamentelocalmentecompactos),sepuedeconsultar[4].

4.1 DESCRIPCIÓN DE LA CATEGORÍA DE
LA FORMA DE BORSUK CON APLICA-
CIONES APROXIMATIVAS

SeanX e Y espaciosmétricoscompactostalesqueY estácontenidoen el cubo

de Hilbert Q. Una aplicaciónaproximativade X a Y esunaaplicacióncontinua

f X x IR,. —o- Q tal queparacadaentornoV de Y en Q existe to E ]R+ tal

que f(X x [to,oo)) C V.

Dosaplicacionesaproximativasf, g Xx II1~ —o- Q deX aY sonhomótopas

si existeh : X x [0,11 x ]R~ —o- Q aplicaciónaproximativade X x [0,1] a Y tal

que

h(a’,0,t) = f(~,t),h(a’,1,t) = g(a’,t)
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paratodo (a’,t) EX x llI~.

Se dice que f y g son debilinentehomótopassi para todo entornoV de Y

existeto E IR.,. tal queflxxu’>,oo) y gIxx~’>,oo) sonhomótopaseny (éstoes,existe

unaaplicacióncontinua/t X x [0,11x l4~ oc) —o- V tal que

h(a’,O,t) = f(a’,t),h(a’,1,t) = g(a’,t)

paratodo (a’,t) E X x [to,oo).

Denotamospor [f] a la clasede homotopíade ¡ y por [f]a> a la clasede

homotopíadébil de f. Obsérveseque [f]a>D [f].
SeanX, Y y Z espaciosmétricoscompactostalesqueY y Z estáncontenidos

en el cubo de Hilbert Q. 5eanf:XxIR~—o-Qyg:YXR,.o-Q

aplicacionesaproximativasde X a Y y de Y a Z respectivamente.Entonces

existe9’: ~ x IR+ —o- Q aplicaciónfundamentalde X a Y extensiónde g. Sea

h : Xx it,. —o- Q dadapor h(x,t) = g’(f(a’,t),t). Entonceshesunaaplicación

aproximativade X a Z cuyaclasede homotopíasolo dependede las clasesde

homotopíade f y g, y cuyaclasedehomotopíadébil solo dependede lasclases

dehomotopíadébil def y g, y no de la extensióng’ escogida.Entoncespodemos

definir las composiciones[g][f] = [h] y [g]dfla>= [h]a>.

Teorema4.1.1 Si consideramosla clasede los espaciosmétricos compactosy

las clases de homotopia de aplicaciones aproa’imativas entre ellos con la com-

posición de clasesde homotopt’a definida anteriomentese obtieneuna categoría

isomorfa a la categoríaSSh.

Teorema 4.1.2 Si consideramosla clase de los espaciosmétricos compactosy

las clases de homotopía débil de aplicacionesaproximativasentre ellos con la

composiciónde clasesde homotopíadébil definida anteriomentese obtieneuna

categoría isomorfa a la categoría Sh.

Observación 4.1.3 Si en vez de considerar Y c Q se considera Y contenido

en un espaciométricoM E ANR y entornosde Y en M seobtienencategorías

isomorfasa lasanteriores.

149



4.2 SISTEMAS DINÁMICOS Y SEMIDINÁ-
MICOS

SeaM un espaciométrico. Un sistemadinámico(semidinámico)sobreM esuna

terna(M, IR, Ir) ((M,IR+or)) dondeir : M x IR ——o- M (ir Mx IR.,. —o- M) es

unaaplicacióncontinuatal que

a) ir(a’, O) = a’ paratodo a’ E M,

b) ir(ir(a’,t),s) = ir(a’,t+s) paratodoa’ EM y cualesquierat,sE IR(t,.s E I11~).

Dadoa’ E M definimos1r~ : IR —o- M (ir : IR~ —o- M) dadapor ir,,(t) = ir(a’,t).

Dado a’ E M, sedefinela senaitrayectoriapositivade a’ como

= {ir(a’,t) It E 111+1,

sedefineel embudoen a’ comoel conjunto

y (a’) = {y E M ¡ a’ E ~(~)}

y el recorridode a’ como -¡(a’) y~(a’) U -f}a’).

Dado a’ E M setienenlas siguientesposibilidades:

1. Existe to tal que ,r(a’,t) = ir(a’,to) paratodo t > t0 y se dice que <(a’)

lleva a un estadoestable(a partir de to). Se dice quey+(z) es estableo

críticasi ir(a’,t) = ir(a’,O) paratodo t.

2. Existe to y exister> O tal que ir(a’,t + r) = ir(a’,t) para todo t > to y se

dice que<(a’) lleva a un ciclo de periodo r (a partir de to). Se dice que

y~(a’) esperiódicade periodor si ir(a’,t + r) = ir(a’,t) paratodot.

3. Paratodo t ~ t’ setiene que ir(x,t) # ir(a’,t’) y se dice que <(a’) esno

singular o no autointersecante.

En un sistemadinámico,si y+(a’) lleva a un estadoestable,entoncesesestable,

y si <(a’) lleva a un ciclo, entoncesesperiódica.

SeaL c M. Se dice queL es positivamenteinvariantesi <(a’) c L para

todo a’ E L. Se dice queL esnegativamenteinvariantesi y}a’) c L para todo
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a’ E L. SedicequeL esinvariantesi espositivamenteinvariantey negativamenteu
invariante.

Dado a’ EM sedefine

A~(a’)={yEM¡ existet,—o-octalquer(z,t»)---o-y}

U limite positivode a’. Se tiene que

Se dice que

¡ 1. ira, espositivamente‘departing’ si A~(a’) = 0.

2. ira, espositivamenteasintóticosi A~(a’) # 0 y A~(a’) ~ -¡+(a’) = 0.

3. ira, espositivamentePoissonestablesi A~(a’) n ~(~)# 0.

4. ira, es positivamenteLagrangeestablesi ‘y+(a’) es compacto.

U Dado a’ E M, sedefine

D~(a’) = {v E Mi existen{a’,,} —o-a’ y {t,,} clR~ con ir(a’,,,t,,) —o- ¡4

primeraprolongaciónpositiva de a’, y

J~(a’) = {y E M ¡ existen{a’,.} —o- a’ y {t»} —o- oc talesque ir(a’,,,t,,) —o- ¡4

U primer limite prolongacionalpositivo de a’. Se tieneque

D~(a’) = >~~(~) U J~(a’) = -y~(a’) U J~(a’).

Se dice quea’ es ‘non-wandering’si a’ E J+(a’).

SeaL c M. Se dice queL espositivamentemiimal si esno vacío,cenado

y positivamenteinvariantey todo L’ c L no vacío cenadoy positivamente

invariantecoincidecon L.

Seana’,y EM. Sediceque y~(a’) recurrea y si paratodoe >0 existeT >0

tal que y E B~(ir({a’} x [t,t+T])) paratodotE IR... Se define

¡ R~(a’) = {y E M ~ recurrea ¡4 C A~(a’).
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Se dice que-((a’) esrecurrentesi a’ E R+(a’).

Seaa’ E M. Se dice que ira, es positivamenteLyapunovestablesi paratodo

e > O existe6 > O tal que d(ir(a’,t),ir(y,t)) < e para todo y E E6(a’) y todo

t E IR+. Se dice que ira, es uniformementepositivamenteLyapunov estable

si para todo e > O existe6 > O tal que d(ir(x,t + r),,r(y,t)) < e para todo

y E Bs(ir(a’, r)) y cualesquierat, r E IR.,..

Sean a’, y E M. Se dice que ir1, es orbitalmenteatraidapor ira, si existe

to E IR~ tal que hm d(ir(a’, t + to), ir(y, t)) = O. Se define

A~(a’) = {y E M ¡ ir1, orbitalmenteatraidapor ir1,>

región de atracciónorbital de ira,. Sediceque ira, esun atractororbital si ..4+(a’)

esun entornode y+(a’)

Seaa’ E M. Se dice queira, esorbitalinenteasintoticainenteestablesi ira, es

un atractororbital uniformementepositivamenteLyapunovestable.

En lo que quedade secciónvamosa definir conceptosrelativos a estabili-

dad y atracciónparaconjuntoscerrados.Utilizaremosel enfoquedadoen [6],

dondesedefinenestasconceptosparaconjuntoscenadosL enespaciosmetricos

arbitrarios,en función de entornasdel tipo E~(L). En otros textossobresis-

temasdinámicos,sedanestasdefinicionesenbaseaentornoscualesquieradeL.

ObsérvesequecuandoL escompacto,comoesnuestrocasoen la seccióntercera

de estecapítulo,ambosenfoquessonequivalentes.

Sea(M, IR, ir) ((M,IR~,ir)) un sistemadinámico (semidinámico). Se dice

queun subconjuntocerradoL de M esestablesi paratodo a’ E L y todo y « L

existenU y y entornasde a’ e y respectivamentetalesque ir(U x IR+) fl V = 0
(L esestablesi y solo si D~(L) = L). Se dice queL esorbitalmenteestablesi

paratodo a’ E L, paratodo e > O existe6 > O tal que ir(Es(a’) x IR4.) C B6(L).

Se dice que L es uniformementeestablesi para todo e > O existe6 > O tal

que ir(Es(L) x IR.,.) c B~(L). En el casode M localmentecompacto,las tres

nocionesde estabilidadcoincidenparalos conjuntoscompactos.

SeaL un subconjuntocenadono vacío de M. Seaa’ E M. Se dice que
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1. a’ esdebilmenteatraido a L si paratodo e > O y paratodo i- E ]R~ existe

t> r tal que ir(a’,t) E E~(L).

2. a’ es atraidoa L si paratodoe > O existet E IR~ tal que

ir({a’} x [t,oc)) C Be(L).

3. a’ es fuertementeatraido a L si para todo e > O existe6 > O y existe

t E ]lI~ tal que ir(Es(a’) x [t, oc)) c B6(L).

Se define

1. A,}L) regiónde atraccióndébil de L.

2. Á(L) regiónde atracciónde L.

3. .4(L) regiónde atracciónfuertede L.

Se tiene que

y sonconjuntosinvariantes.

Se diceque L esun atractordébil, atractoro atractorfuertesi existe6 > O

tal queE8(L) estácontenidoen 4(L), A(L) o .4(L), respectivamente.

Se dice queL es asintoticamenteestablesi y solo si L es un atractoruni-

formementeestable.

Unafunción ~ : M —o- IR+ es unafunción de Lyapunovsí:

a) so escontinua,

b) so(ir(a’,t)) =so(a’) paratodo a’ EM y todotE 111+.
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4.3 SOBRE LA FORMA DE REGIONES PO-
SITIVAMENTE INVARIANTES DE SIS-
TEMAS DINÁMICOS CON ATRACTO-
RES GLOBALES ASINTOTICAMENTE
ESTABLES

Comenzamosestaseccióncon un teoremaquecaracterizatotalmentela forma

de los compactospositivamenteinvariantesde sistemasdinámicoscon atrac-

taresglobalesasintoticamenteestablesunidiinensionales.Parainformaciónso-

bre atractoresunidimensionalessepuedeconsultar[114].

Teorema4.3.1 Sea(M, IR, ir) un sistemadinámico definido en M E AR (en

particular, un espaciode Eanacho una variedadcontractible). Supongamosque

ir tiene un atractor global compactoasintoticamenteestableK. Entoncestodo

compactopositivamenteinvariante conteniendoal atractor tieneforma trivial.

Si ademásK esunidimensional,entoncestodo continuopositivamenteinva-

riante tieneforma trivial.

La demostraciónhaceuso del siguienteLema.

Lema 4.3.2 Sea(M, IR, ir) un sistemadinámico definido enM E ANR. SeaL0

un compactopositivamenteinvariante contenidoen un compactoL verificando

que para todo entornoV de L0 enM existeto E IR.,. tal que ir(L x [to,oc)) C V.

EntoncesL0 es un retracto ‘shape’fuerte de L.

Si ademásL es positivamenteinvariante> entoncesL0 es un retracto de de-

formación ‘shape’fuerte de L.

Dem. En las condicionesdel enunciadosetiene que

filiLxR+ :LxIR~—o-M

esunaaplicaciónaproximativade L a L0. ComoL0 espositivamenteinvariante,

1 kx~0,’>’» es homótopaen L0 a la aplicaciónaproximativade L0 en sí mismo
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generadapor f¡1>’>,<{o} = 4.,’> (la identidaden L0). Luego [f] es unaretracción

‘shape’ fuerte.

Si, además,L espositivamenteinvariante,entoncesfILx[o,co) eshomótopaen

L a la aplicaciónaproximativageneradapor fILx <o) =
tL• Luego,en estecaso,

[f] esuna retraccióndedeformación‘shape’ fuerte.

Demostracióndel Teorema. SeaK atractorglobal compactoasintoticamente

estable.Vamosa verqueK tiene formatrivial. Seah: K —o- (4 una inmersión

en el cubo de Hilbert y seaf : M —o- (4 extensión de h. Seag : (4 —o- M

unaextensiónde ¡rí : h(K) ——o- K (que existeporserM E AR). Por el Lema,

comoK esatractorglobal asintoticamenteestable,entoncesK esun compacto

positivamenteinvariantetal que K c g(Q) y paratodoentornoV deK en M

existeU entornode g(Q) en M y existeto E lR~ tal que ir(U x [te,oc)) c V.

Portanto K esun retracto‘shape’ fuertedeg(Q) y existeo : g(Q) x IR
4 —o- M

aplicaciónaproximativadeg(Q) a K tal que[o] esunaretracción‘shape’fuerte.

Entonces,si definimos r : Qx IR.,. —o- (4 dadapor r(q,r) = f(u(g(q),r)), se

tiene que [r] es una retracción‘shape’ fuertede (4 a h(K). Por tanto h(K) (y

en consecuenciaK) tiene formatrivial.

SeaahoraK’ un compactopositivamenteinvarianteconteniendoa K. Como

K esatractorglobal asintoticamenteestable,entoncesK esun compactopositi-

vainenteinvariantetal que K c K’ y paratodoentornoV de K en M existeU

entornode K’ en M y existe±oE 111+ tal que ir(U x [to,oo)) c V. Por tanto K

es un retractode deformación‘shape’ fuertede K’ y Sh(K’) = Sh(K). Luego

Sh(K’) es trivial.

Supongamosahoraque dim(K) =1 y queL es un continuopositivamente

invariante,y sea = LriK. EntoncesL0esnovacíopues,comoLes compacto

positivamenteinvariante contenidoen A(K), se tiene 0 # A~(L) c L fl K.

Además,L0 es compactoy positivamenteinvariantey vamosa ver que verifica

que para todo entornoV de L0 existe4, E 11+ tal que ir(L x [to,oc)) c V.

Entoncesse tendráque L0 esun retractode deformación‘shape’ fuertede L.
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SeaV entornoabiertode L0 y seaW entornode K tal que Wfl L = V fl L

(bastatomarW = M — (L — y)). Entoncesdado W, como L c A.(K), existe

to E ]R~ tal que ir(L x [te,oc)) c W. Por otra parte,comoL espositivamente

invariante,ir(L x [±~,oc)) c L. Por tanto,

ir(Lx[±o,oc))CWflLVflLCV.

Así, L0 esun retractode deformación‘shape’ fuertede L y Sh(L) = Sh(Lo).

Como la conexiónesun invariante‘shape’, setiene que L0 es conexo.

Por tanto, L0 esun subcontinuode K y vamosa ver que, como Sh(K) es

trivial y dim(K) =1, entoncesSh(Lo)estambiéntrivial. ComodimK < 1 y L0

esun subcontinuodeK, todaaplicaciónh : L0 —o- P de L0 enun poliedrofinito

P sepuedeextendera unaaplicaciónh : K —o- P ([57], TeoremaV.1O.1). Como

Sh(K) estrivial, A es inesencialy por tanto h es homótopaa una constante.

Por tanto Sh(Lo)es trivial y por tantotambiénlo es Sh(L). Esto completala

demostracióndel teorema.

Proposición 4.3.3 Sea (M, IR, ir) un sistemadinámico definido enM E ARR.

SeaK compactopositivamenteinvariante y supongamosque existeL compacto

con forma trivial, tal que K c L c A.(K). Entoncestodo compactopositiva-

menteinvarianteK’ con K c K’ c A~(K), tieneforma trivial.

Si ademásK es unidimensional,entoncestodo continuopositivamenteinva-

riante K’ c 4(K) tieneforma trivial.

Dem. SeaK compactopositivamenternvanante.Observemospnmeroque si L

un compactotal queK c L c 4(K), entoncesK esun compactopositivamente

invariantetal queK c L y paratodoentornoV de K en M existeU entornode

L en M y existeto E IR.4. tal que ir(U x [t0,oc)) c V. Luego, porel lema 4.3.2,

K esun retracto ‘shape’ de L. Por tanto, si L tieneforma trivial, tambiénK

tieneforma trivial.

El restode la demostraciónesigual que la del teoremaanterior.

Ejemplo 4.3.4 El teoremano es cierta si reemplazamoslos conceptosde la

teoríade la formapor los correspondientesde la teoríadehomotopía.Existeun
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sistemadinámicoen 1112 [52] quetiene poratractorglobal el conjunto

K = {(x, y) E 1112 ¡0< a’ <1, y = sen(’)} U {(a’, y) E IR2 a’ = 0, —1 =~ =1},

cantodos suspuntosde equilibrio. EntoncesK esun atractorcompactounidi-

mensionalasintoticainenteestable,peroel tipo dehomotopíadeK no estrivial.

Ejemplo 4.3.5 La segundaconclusióndel teoremano se cumple, ni siquiera

para continuosestables,si dimK > 1. Consideramosel sistemadinámicoen

1112 cuyasórbitasson espiralesaproximandosea la circunferenciaunidad para

puntosdel exteriordel círculounidad,circunferenciasparalas puntosdel círculo

unidadmenosel origen,y con el origencomopuntoestable.Entoncesel círculo

unidadesun atractorglobal asintoticamenteestablededimensióndoscon forma

trivial, pero la circunferenciaunidadesun continuoestableque no tieneforma

trivial.

Observación4.3.6 En cualquierdimensión, si K es ademáspositivamente

minimal, entoncestodo compactopositivamenteinvariantecontienea K y por

tanto tiene forma trivial.

Corolario 4.3.7 Sea(M, IR, ir) un sistemadinámico enun AR localmentecom-

pacto M. Supongamosque ir tiene un atractor global compactounidimensional

asintoticamenteestableK y seaL un continuo de M. Entonces

:) Cada componenteconexade A+(L) es un subcontinuode K positivamente

invariante conforma triviaL’

si) J+(L) esun subcontinuode K positivamenteinvariante con forma trivial.

su) y~(L) y D~(L) son continuospositivamenteinvariantescon forma trivial.

Bern. i) esconsecuenciadel teoremaanteriorpuesA+(L) esun subcompactode

K positivamenteinvariante.

u) es tambiénconsecuenciadel teoremaanteriorpuesJ+(L) esun subcom-

pactode K positivamenteinvariantey vamosa ver quees conexo.Supongamos

‘En particular si L = {x}, es conocidoque A+(aj, por sercompacto,es tambiénconexo,y
por tanto es un suhcontinuode 1< positivamenteinvariantecon formatrivial. Por otraparte,es
fácil encontrar,en las condicionesdel enunciado, ejemplos decontinuosL con A+(L) no conexo.
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queno lo es. EntoncesexistenL¿ y L~ subconjuntoscerradosde 34(L) no vacíos

talesqueJ~(L) = 4 U 4 y existenU
1, U2 subconjuntosabiertosy disjuntosde

M con14 c U~, i = 1,2. Porotraparte,comoLes compactose tienequepara

todo a’ E L es

0 # A~(a’) c P(a’) c J~(L).

LuegoL c A~(J~(L)) y porserL escompacto,existe4, E IR tal que

ir(L>< [to,oc)) cU1 UU2

y, comoL es conexo,habráde estarcontenidoen algunode los dasy podemos

suponerque ,r(L x [to,oc)) c U1. Pero4 espositivamenteinvariantey, por

tanto, ir(Lg x [to,oo)) c 4 c U2. Esta contradicciónpruebaque J~(L) es

conexo.

Analogamente,iii) estambiénconsecuenciadel teoremaanteriorpuesy+(L)

y D~(L) = >y~(L) U J~(L) soncontinuospositivamenteinvariantes.

El siguienteresultadoafirma que el flujo enun continuoestablees atraido

por un subcontinuoinvarianteque tiene la mismaforma. Obsérveseque todo

continuoestableespositivamenteinvariante,perono tieneporqueserinvariante.

Teorema4.3.8 Sea(M, IR, ir) un sistemadinámico definido en un ANR local-

mentecompacto.Sea L un continuo establey seaL0 = J+(L). EntoncesL0 es

un subcontinuoestablede L tal que

i) L0 esinvariante.

ss) L c A,(Lo).

su) L0 es un retracto de deformación‘shape’fuertede L.

Además, si ir tiene un atractorfuerteglobal compactoK, entoncesL0 c K.

Bern. SeaL un continuoestabley sea = (L). Como L esestable,setiene

que

_ J~(L) c B~(L) = L.

Además,L0 esinvariantepuesJ+(a’) esinvarianteparatodo a’ E L.
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Porotra parte,comoL escompactoy positivamenteinvariantesetieneque
paratodo a’ E L es

0 # A~(x) c J~(a’) c J~(L) = L0.

Luego L c A8(Lo).

Vamos a ver que L0 es compacto. Supongamosque no lo es. Entonces

existeunasucesión(a’,,) c Lo tal que a’ = lima’» E L — L0. Para todo n E IN

tenemosunasucesión(a’~) c M con a’~ ---—o- y» E L y unasucesión(«9 c IR con

——o- oc tal quea’,, = lim ir(a’~,t~). Podemossuponer(por la compacidadde
k—.oo

L) que y,, —o- y E L. Entoncespodemosseleccionarunasucesión(le,,) c IN tal

que

hm a’~” = y, lim ±~»= oc, lim r(x~t±~~)= a’.
»—oo n ~ 00

Luego a’ E J~(y) c Lo. Estacontradicciónpruebala compacidadde L0.

Así, L0 esun subcompactode L y como

D~(Lo) = y~(Lo) U J~(Lo) c Lo U J~(L) =

entoncesesestable.

Paraver queL0 esun retractode deformación‘shape’fuertedeL, bastaver

queparatodoentornoV deL0y todo a’ E L, comoL c A¿L0),existeU” entorno

dea’ y existet., E IR+ tal queir(U” x [ta,,oc)) c V y por tanto,por la compacidad

de L, existeU entornodeL y existe±oE IR,. tal que ir(U x [t0,oc)) C V. Luego

esun retractode deformación‘shape’ fuertede L.

Como la conexiónes invariante‘shape’, L0 es conexo. Por tanto L0 es un

subcontinuoestablede L verificandoi), u) y iii).

Finalmentesi ir tiene un atractorfuerteglobal compactoK, entonces

= J~(L) c K.

Esto completala demostracióndel teorema.

Paraatractores2-dimensionalessetiene el siguienteresultado.
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Teorema 4.3.9 Sea(M, IR, ir) un sistemadinámicodefinido enM E ANR. Sea

K una 2-variedadcompactapositivamenteinvariante y seaL un compactopo-

sitivamenteinvariante tal que L c A.(K). EntoncesL es movible.

Bern. SeaL un compactopositivamenteinvariantecontenidoen A8(K) y sea

= L fl K. Se pruebacomo en el teorema4.3.1 que L0 es un subcompacto

positivamenteinvariantede L tal que Sh(L) = Sh(L0). Como L0 c K y todo

compactode una 2-variedades movible, entoncesL0 es movible y por tanto

tambiénlo es L.

Ejemplo 4.3.10 Esteresultadono escierto si dimK > 2, ni siquieraparacon-

tinuos establesy atractorescompactosasintoticainenteestables.Consideramos

el sistemadinámicoen IR~ cuyasórbitassonrectasaproximandaseperpendicu-

larníentea la esferaunidadK parapuntos de IR
4 — K distintos del origen, y

tal que el origeny los puntosde K sonpuntosestables(éstoes,sustrayectorias

sonpuntos). EntoncesK es una3-variedadcompactaque es atractorasintoti-

camenteestable.Porotraparte,si L esun solenoidecontenidoenK, entonces

L esun continuoestableque no esmovible.

Teorema4.3.11 Sea (M, IR, ir) un sistemadinámico definido en un espacio

ANR completo. Sea ira, orbitalmente asintoticamenteestable con >y+(a’) com-

pacto. SeaL compactopositivamenteinvariante contenido en A(y+(a’)). En-

toncesL tiene forma trivial o la forma de la circunferenciaM.

Bem. Como ir, es orbitalmenteasintoticamenteestabley y+(a’) es compacto,

entonces([105], 111.5.4)-y+(a’) esasintoticamenteestable. Además,comoM es

completo, A~(x) es una órbita periódica ([105], 111.5.5) y por tanto A~(x) es

homeomorfaa un punto o a la circunferenciaSt

SeaahoraL un compactopositivamenteinvariantecontenidoen AQy+(x))

y sea L
0 = L fl .y+(a’). Se pruebacomo en el teorema4.3.1 que L0 es un

subcompactopositivamenteinvariantede -¡+(a’) tal que Sh(L) = Sh(Lo). Por

otraparte,como

L0 c ~(a’)— ~(~)U A~(a’),
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setiene que,o bien L0 fl -y+(x) = 0, o bienL0 fl y~(a’) # e.
En el primer caso se tiene que L0 c A+(a’) y como L0 es positivamente

invariantey A+(a’) esunaórbitaperiódica,entoncesL0 — A+(a’) En el segundo

casose tiene,por serL0 compactopositivamenteinvariante,queexiste te E IR4.
tal que

= -y+(ir(a’, ±~))= >y~(ir(a’, te)) U A~(a’).

Perocomoy+(a’) es compacto,paratodo entornoV de A+(a’) existe±~E 111+ tal

quey+(ir(a’,±1))c V y por tanto existe±2E IR~ tal que ir(Lo x [t2,oc)) c V.

Por tanto A+(a’) es un retracto de deformación ‘shape’ fuerte de L0.

Así, encualquierade los doscasosposiblessetieneque Sh(L0)— Sh(A~Qc)).

LuegoL0, y por tanto L, tiene formatrivial o la forma de la circunferencia51~

Ejemplo 4.3.12 El teoremano escierto si reemplazamoslos conceptosde la

teoríade la formapor los correspondientesde la teoríade homotopía.En par-

ticular, el tipo de homotopíade y~(a’) no tiene que ser ni trivial ni el de 5’.

Considereseel sistemadinámicoen IR
2 ([105], 111.5.7)cuyo flujo encoordenadas

polaresvienedadopor

,O) sip=O

—(1 —p)ct,O+t) sil < p.

Susórbitassonespiralesaproximandosea la circunferenciaunidadparapuntos

no de la circunferenciay distintos del origen, los puntos de la circunferencia

forman una órbita periódica de periodo 2ir y el origen es un punto estable.

Entoncesdado a’ = (p, 6) con O < p c 1, se tiene que ir
1, es orbitalmente

asintoticamenteestablepero es un continuocuyo tipo de homotopíano

es ni trivial ni el de S’.
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4.4 PROPIEDADES DINÁMICAS DEL ES-
PACIO MÉTRICO DE LAS APLICACIO-
NES APROXIMATIVAS

Definición 4.4.1 SeanX e Y espaciosmétricoscompactostales queY está

contenidoen el cubo de Hilbert (4, y denotemospor A(X, Y) al conjunto de

aplicacionesaproximativasde X a Y. Dadasf, g E A(X, Y), definimos la dis-

tanciade f a g como:

d(f¡xx[0,k], g¡xx[o,k]

)

d(f, y) = max 2k , sup ¡d(f(a’,s),Y) — d(g(a’,s)~Y)¡}
tkEJM XXB+

Entonces,si d(f,g) < e, se tiene que d(f¡xx[o,k],glxx[o,k]) < 2’~e, para todo

le E IN.

Observación4.4.2 Es fácil ver que d es unamétricaen A(X,Y).

Consideraremosel espacioÁ(X, Y) con la topologíageneradapor la métrica

d. Se puedever quees un invariantetopológico del par (X, Y). En concreto,

sí a es un homeomorfismode X aX’ y ~9es un homeomorfismode Y a Y’, la

aplicación -y : A(X,Y) —o- A(X’,Y’) dadapor ‘y(f)(a”,t) = ~3f(cr’(x’),t), es

un homeomorfismo de A(X, Y) a A(X’, Y’) (ver 2.3.2).

El siguienteteorema,quese demuestrade forma parecidaa los resultados

de la sección2.3, enumeralas principalespropiedadesdel espacioA(X, Y).

Teorema 4.4.3 a) Dos aplicacionesaproximativasde X a Y sonhomótopassi

y solo si estánen la mismacomponenteconexapor caminosde A(X,Y). Como

consecuencia,los morfismosde X a Y en la categoríaSShsepuedenidentificar

con las componentesconexaspor caminosde A(X,Y).

b) Bos aplicacionesaproximativasde X a Y sondebilmentehomótopassi y solo

si estánen la mismacomponenteconexade A(X,Y). Por tanto, los morfismos

de X a Y en la categoríaSh sepuedenidentificar con las componentesconexas

de ~4(X,Y).
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c) Dada 1 E A(X, Y), si consideramos los conjuntos

a(f) = {g E A(X,Y) ¡ g asintóticaa

c(f) = {g E A(X,Y) ¡existe4, E IR~ tal que f¡Xx[io,oo) = 9¡XxUa,oo)},

se tiene que c(f) c a(f) c [f] c [1]~~>y RYY = = fjj = [f]~,. En particular,

todo morfismoen la categoríaSh es la adherenciade un morfismoen la categoría

ssh.
d) Dada f E A(X,Y), dado e > O, si definimos

[lb = {g E A(X,Y) ¡ f ¡Xx[k,,oo) homótopaa YIXX[kg,oo) en .B~(Y),le2 E IR4.}

se tiene que [f]~es abierto y cerrado en A(X,Y) y que [f]~ = n~>0[fb. Por

tanto, los morfismosde X a Y en la categoríaSh sepaedenidentificar también

con las cuasicomponentes conexas de A(X, Y).

El siguienteteoremaintroduceun sistemasemidinámicoen A(X, Y).

Teorema4.4.4 SeaIr : A(X,Y) x IR~ —o- A(X,Y) tal que si f E A(X,Y) y

±E IR+, definimosir(f,t) : X x IR.4. —o- (4 como:

ir(f,t)(a’,s) = f(a’,±+s).

Entonces(A(X,Y),IR+,ir) esun sistemasemsdinámico.

Además,si X’ es homeomorfoa X e Y’ es homeomorfoa Y, entonceslos

sistemassemidinámicos(A(X,Y),]R+,7r) y (A(X’,Y’t]Pt+,ir’) son isomorfos.

Dem. Vamosa ver que ir escontinua. Sea(fo,±o)E A(X,Y) x lEI~ y seae >0.

Sea le0 > 4, tal que

k~í .<,conádiam(Y),

y tal qued(f0(a’,t),Y) < ~ para todo a’ EX y todo ±> le0. Por ser fo continua

en X x [O,2le0], existe6 > O con ±0+ 6 < le0 tal que

d(fo(a’,to+s),fo(x,t+s)) <
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paratodo a’ E X, todo t E IR~ con ~t— t~¡ <6 y todo £ E [O,lea], y por tanto
¡d(f0(x,to+ s),Y) — d(f0(a’,t + s),Y)¡ <~.

4

Y si s > leo, entonces4, + s,t + s > le0 y

¡d(f0(a’,±o+ .s),Y)— d(f0(x,t + s),Y)

para todo a’ E X.

Por otra parte si d(f, fo) < 22k0+2~ entoncespara

todo .s < le0 se tiene

d(fo(a’,t+s),f(x,t+s)) <

y para todo t,s E ]R~

¡d(f0(a’,±+ s),Y) — d(f(a’,t + s),Y)I < 4

Por tanto si d(f, fo) < p4n y It — tol <6 setiene que

z s)EXx[0,k] d(fo(a’, to + s),f(a’, ±+ s)) ko £
~ sup~a,

¡<=1 2k k=1
2:

k=k0 +i

A e e

y
e e

sup ¡d(f0(a’,to+ s),Y) — d(f(a’,t + s),Y)j =~+ <e.
xx14

Así d(ir(fo, 4,), ir(f, t)) <e. Luego ir es continua.

Por otra parte,si 1 E A(X,Y) se tiene que

ir(f,O)(x,s) = f(a’,s + O) = f(a’,s)

para todo (a’,s) E Xx lR~, y

ir(ir(f, t), s)(a’,y) = ir(f, t)(a’, r + s) = f(x, ‘- + ±+ s) = 41~±+ .s)(a’,r)

paratodo (a’, .s) E X x IR~ y cualesquierat, s E IR~. Luego (A(X,Y), IR.,., ir) es

un sistemasemidinámico.

Supongamosahoraque a esun homeomorfismode X a X’ y ~9es un ha-

meomorfismode Y a Y’ y sean(A(X, Y),111+, ir) y (A(X’, Y’), IR+, ir’) sistemas

semidinámicosdefinidos como en el enunciadodel teorema. Sabemosque la

e e

42

todo a’ E X, todo±< le0 y
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aplicacióny : A(X, Y) —o- A(X’, Y’) dadapor y(f)(x’, s) = /3f(cr’(x’), s), es

un homeomorfismo de A(X,Y) a A(X’, Y’) y vainasa ver queverifica que

y(ir(f,t)) =

paratodo (f,t) E A(X,Y) x IR.,.. En efecto, dado (a”,s) E X’ x IR4 setiene

-y(ir(f,t))(x’,s) = ¡3r(f,±)(&’(x’),s) = f3f(aí(a’f),±+ .s)

— y(f)(a”, t + .s) = ir’Qy(f), t)(a”, s).

Por tanto, los sistemassemidinámicos(A(X,Y),IR+,ir) y (A(X’,Y’),IR+or’)

son isomorfos.

Teorema4.4.5 Sea,para cada t E IR~, ir~ : A(X,Y) —o- A(X,Y) definida por

irt(f) = ir(f,t), para todo fE A(X,Y).

Entonces ir1 es continua, abierta, suprayectivae invertible por la derecha,

para todo t E IR+ (en generalno es inyectiva).

Dem. Si t = O entoncesir0 es la identidad,que es evidentementecontinua,

abierta,suprayectivae invertiblepor la derecha.Seat > O y vamos a ver que ir1

esabierta. SeaO abiertode A(X, Y) y seaf E O. Vamosa ver queexistee > O

tal queB~(ir(f,t)) c ir1(G). Como Gesabierto,existe6 > O tal que.B6(f) c O

y por tanto irí(Bs(f)) C Irj(G).

Seale0 > ±tal que

2: —.<—dondeAzzdiam(Y),
k=ko+i 2k 2

&y seae = 2ko+2~

Entoncessi d(ir(f,t),g) <e se tienequeparatodo a’ EX y todo a <le0

d(f(x,t+s),g(a’,s)) <

En particular d(f(a’,t),g(a’,O)) < y existe0< i~ .ct tal que

6
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paratodo a’ E X. Entoncesexisteh X x [t — ~, t] —o- (4 tal que

h(x,t — r) = f(a’, t — ii), h(a’, t) = g(a’, O), d(f(a’, s), h(a’,

paratodoxE Xytodos E [t—,~,t].Entoncessiconsideramosf’XxIR~ —o- (4
dadapor

f’(a’,s) = { f(a’,s)
h(a’, s)
g(a’,s —t)

51 8 =t — 17

si ±— 77 =.9 < t
si a > ±

se tiene que

d(f(a’,s),f’(a’,s)) = O

si (x,s) E Xx [O,t —‘1],

d(f(a’,s),f’(a’,s)) = d(f(a’,s),h(a’,s)) <
6

i
si (a’,s) E Xx [t —

d(f(a’, a), f’(a’, a)) = d(f(a’,±+ (a — t)), g(a’, a — t)) <
6
4

si (a’, a) E X x [t, le0], puesO < a — t < le0, y

d(f(x,s),f’(a’,s)) <A

sí (a’, .s) E X x [le0,oc). Porotraparte

jd(f(a’, a),Y) — d(f’(a’, a),Y)
6
2

sí (a’,s) E Xx [O,k0],y

¡d(f(a’, s),Y) — d(f’(x, a), Y)¡ = ¡d(f(a’, a),Y) — d(g(a’,a — t), Y)¡
6

<e<

sí (a’, a) E X x [le0,oc). Por tanto d(f, 1’) <6 y como ir(f’, t) = g se tiene que

Paraver que irj esinvertible por la derecha,bastaconsiderarla aplicación

ir.t : A(X,Y) —o- A(X,Y) dadapor

ir....j(g)(a’,s) = { g(a’,O)
g(x,a — t)

si .9 < t
si a > t,
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paratodag E A(X, Y). Vamosa ver que ir...~ escontinua. Sea9o E A(X, Y) y

seae > 0. Seale0 > t tal que

E ~.<1,conLX=diam(Y).
k=ka+i

Sea g E A(X,Y) tal que d(g,go)< ~4r. Entoncesparatodo a’ E X y todo

sE [O,±]se tiene

dQr....t(g)(a’,s),ir..e(go)(a’,s))= d(g(a’,O),go(a’,O)) <

y si s E [t, le0] setiene

e
d(ir...~(g)(a’,s),r...j(go)(a’, s)) = d(g(a’,s — t), go(a’, .s — t)) <

puesa — t E [O,le0]. Por tanto

..~.. suPfr,46Xx[0,kl d(ir...~(gfla’, a), Ir...4go)(a’, ~O) ka — e e
1 <Z~2~+Éá -+--=e

_ 2k2k ~ 2 2k=i k=ko+i

y

sup ¡d(ir...~(g)(a’, a),Y) — d(r..~(g0)(a’,a), Y)j < e.
xx ]R+

Así d(ir..q(g),ntj(go)) <e. Luego ir...t es continua. Finalmentesetiene que

= f re(f)(a’,0) = f(a’,t) si .s <
Ir..qir~(f)(a’, a) ire(f)(a’, a — t) = f(a’, s) si a =t,

y irjirq(f)(a’,s) = iu.e(f)(a’,t + a) = f(a’,s), para todaf E A(X,Y).

Observación 4.4.6 Dada f E A(X, Y) setiene:

1. .y+(f) esestablesi f estágeneradaporunaaplicacióncontinuadeX a Y.

2. y+(f) lleva a un estadoestablesi existe±0E IR~ tal que f(a’,t) = f(a’,t0)

paratodo t > to.

3. >y~(f) es periódicasi existe r > O tal que f(a’,t + r) = f(a’,±)para todo

t E IR.,., éstoes,si f esperiódica.

4. y~(f) llevaaunciclo si existet0E IR~ y exister >0 tal que f(a’,t+r) =

f(a’,t) para todo t> 4,.
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5. ~4(f)es no autointersecantesi paratodo to,t~ E IR4. existet =±oy existe

a’ EX tal que f(a’,t+tí)) # f(a’,t).

Observación4.4.7 Seaf E A(X, Y). Entonces[f] y [f],,son conjuntosin-

variantes.

Observación4.4.8 Denotamospor

C(X,Y) = {f E A(X,Y) ¡ f(a’,±)= f(a’,O), paratodo a’ EX y todo tE IR+}

al conjuntode aplicacionesaproximativasgeneradasporunaaplicacióncontinua

(homeomorfoal conjunto de aplicacionescontinuasde X a Y con la norma del

supremo)2.ObsérvesequeC(X, Y) esel conjuntodepuntosestablesdeA(X,Y).

Sea

C(X x IR+,Y) = {f E A(X,Y) ¡ f(X x IR.,.) c Y>.

EntoncesC(X, Y) y C(X x IR.,., Y) sonsubconjuntoscenadosde A(X, Y) posi-

tivamenteinvariantes.

Tambiénes positivamenteinvarianteel subconjuntoformado por las apli-

cacionesperiódicas. Dado r > O, el conjunto de aplicacionesaproximativasde

X a Y periódicascon periodomenoro igual que r es cerradoen A(X, Y). El

formadopor las aplicacionesperiódicasesdensaenC(X x IR.,., Y).

Porotra parte,el subconjuntode A(X, Y) formadopor las aplicacionesque

llevan apuntosestablesy el formado por las quellevan a ciclos son invariantes.

Proposición 4.4.9 Sea1 E A(X,Y). Entonces-y(f) c I/] y ‘y(f) c [f]¶L~.

Teorema4.4.10 Seaf E A(X,Y). EntoncesJ~(f) = [1].~~fl C(X x ]R~, Y).

Bem. Vamosa ver primero que J~(f) c [f],~,fl C(X >c IR+,Y). Supongamos

gE J~(f). Sea(a’
0,±0)EX x IR~ y seae >0. Seat1E IR..,. tal que

ed(f(a’,t0+t),Y) < —

3
2Obsérvesequesi consideramosC(X, Y) con la métricainducidapor la métricade A(X, Y)

y consideramospor otraparteel conjuntodeaplicacionescontinuasde X aY con la métricain-
ducidapor la normadel supremo,entoncesla aplicaciónquehacecorresponderacadaaplicación
continuade X aY la aplicación aproximativageneradapor ella es unaisometría.
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para todo a’ E X y todo t =t~. Como g E J~(f), existe h E A(X,Y) con

d(f,h) < ~ y existe±2=t1 tal que d(ir(h,t2),g) < Entonces

¡d(f(a’o, ±0+ ±2),Y) — d(h(a’0,4, + ±2),Y)¡ <

¡d(h(a’o,to + t2),Y) — d(g(a’o,to),Y)j < 5.3
Por tanto ¡d(f(a’0, to+4), Y)—d(g(a’o,to),Y)¡ < ~ y como d(f(a’, ±0+t2),Y) <

se tiene d(g(a’o,to),Y) < e para todo e > O, y por tanto d(g(a’0,t0),Y) = O y

como Y es compactohade serg(a’o,to) E Y.

Paraprobarque f y g son debilmentehomótopasconsideramosV entorno

de Y en (4 y seae > O tal que B¿Y) c y. ExisteO < 6 <e y existe le0 E IN tal

queparatodo Ii E A(X,Y) con d(f,h) < 6 se tiene que f¡xx[&~,00) y h¡xxpc.,,oo>

son homótopasen V y paratodo h’ E A(X, Y) con d(g,h’) c 6 se tiene que

9¡Xx[ko,oo) y h’Ixx[k0,00) son homótopasen V. Ahora, como gE J+(f) existe

h E ~4(X,Y) con d(f,h) < 6 y existe to E IR~ tal qued(g,ir(h,to)) < 6. Pero

entonces

f¡Xx[ko,oo) y h[xx[iq~,co>

sonhomótopasen V y tambiénlo son

9IXx[ko,oo) y ir(h,to)¡xx1i~,00>,

y comoh(X x [le0,oc)) c V entoncestambiénsonhomótopasen V

h¡Xx[ko,oo> y ir(h,to)¡xxp,o,w>.

Luego fIXx[ko,00) y 9¡Xx[ko,oo) sonhomótopasen V.

Hemosvisto que J~(f) c [f]~ fl C(X x IR+,Y) y vamosa probar el otro

contenido. Seag E [ftt~nC(X x IR~,Y). Vamosa ver quepara todo e > O y

todo±oE IR~, existeo’ E B~(f) y existet =4, tal que ir(g’,t) = g.

Seae> O y consideremosle0 =±~tal que

E ~<e~ dondeA=diaxn(Y),
k=ko+i
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y tal que fIXX[~,00) Y 9IXx[ko,oo> son homótopasen Bt(Y). Existe entonces

h : Xx [0,1] —o- B~(Y) continuatal queh0 = fixx{k0j}, h1 = O¡xx{ko>~ Definimos

X x 111+ —o- (4 como

f(a’,t)
h(a’,t — le0)
g(a’,2k0+ 1 —t)
g(a’,t — 2k0 — 1)

si t =le0
si le0 =t =le0 + 1
si le0 + 1 =t =2k0 + 1
si 2le0+ 1 =t.

suPfr,.)Exx[%k] d(f(a’, s), g’(a’, s)

)

E
k=1

Por otra parteparatodo (a’, t) E X x [O,le0] se tiene

¡d(g’(x, t), Y) — d(f(a’, t), Y)¡ = O,

sí (a’,t) E Xx [le0,le0+ijes

¡d(g’(x,t),Y) — d(f(a’,t),Y)¡ < 1 + = e
2

y si t =le0 + 1 se tiene

¡d(g’(a’,t),Y) — d(f(a’,t),Y)¡ = ¡d(f(a’,t),Y)¡ < <e.

Luegog’ E B¿f) y ir(g’,2leo + 1) = g con 2le0 + 1 =±~.Luegog E J~(f).

Corolario 4.4.11 Si J~(f) # 0 entonces[f]~~~tiene un representantegenerado

por una aplicacióncontinua de X a Y.

Corolario 4.4.12 Seaf E A(X,Y). Entonces

B~(f) = ~ U ([f]~ fl C(X x IR~, Y)> c [1]U ([f]m n C(X x IR~, Y)) c [f]~.

Teorema4.4.13 Seaf E A(X,Y). EntoncesA~(f) c [fk.n C(X x ]R~, Y).

Ademássi y E A(X,Y) estal que hm ir(f, t) = y, entonces

y E a(f)flC(X,Y) c [f]flC(X,Y),

donde a(f) es el conjunto de aplicacionesaproximativasasintóticasa f.

g’(a’,t) = j
Entonces

<>4+ 2:
k=ko+i

A
<e.
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Dem. La primeraafirmaciónesconsecuenciadel teoremaanterior. Paraprobar

la segundaafirmación consideremos.s0 E 111+ y e > O. Sea le0 > ~ Como

hm ir(f,±)= y existe4, >.9o tal que

e e

d(ir(f,t),g) < y d(ir(f,t — 80),g) < 2k0+1

paratodo t =±o,y por tantopara todo a’ E X

Entoncesd(g(a’,so),g(a’,O)) <e, para todo e >0. Luego g(a’,s0) = g(a’,O) para

todo
5o E IR.,.. Además,entoncesf y y sonasintóticas,y por tanto homótopas.

Corolario 4.4.14 Si A+(f) # 0 entonces[f],
t,tiene un representantegenerado

por una aplicacióncontinua de X a Y.

Corolario 4.4.15 Sea fE A(X,Y). EntoncesR~(f) c [f]~flC(X x 1R4,Y).

Por tanto, si ~y+(f)es recurrente, entoncesf E C(X x IR+,Y).

Teorema 4.4.16 Sea f E A(X,Y). Entoncesir1 es positivamenteLagrange

establesi y solo si f es uniformementecontinua.

Dem. Supongamosque ir¡ es positivamenteLagrangeestablepero que f no

es uniformementecontinua. Entoncesexistee > O tal que para todo n E IN
1

existen(a’,,,t,,),(y»,s,,) E X x IR.,. tales que d(a’,,,y,) < 1. t,, =.s,, < t,, + ; Y
d(f(a’,,,t,,),f(y,,,s»))> e.

Por la compacidadde -y~(f) existe {ir(f, tk.,)} convergente. Luego dado

e > O, existen0 E IN tal que, para todo n =n0 se tiene que

e

y por tanto paratoda (a’, t) E X x [0,1],
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Como r(f,tk~) es continuaen X x [0,1], existeO < 6 < 1 tal que para todo

a’, y E X y todo s E ]R~ talesque d(a’, y) <6 y O < s <6 se tiene

d(f(a’,tk~Jf(y,±k~0+s)) <

Por tanto, paratodo ii > n0 y paratodo a’,y E X talesque d(a’,y) < 6 y todo

.s E 111+ tal que O <s <6 se tiene

d(f(a’, ±kn)~f(y,
tk~ + a)) = d(f(a’, ±kn),f(a’, tk~

0))

+ d(f(x, tk~0 ), f(y, tkno + 0)

+d(f(y,tk~0 +s),f(y,±k~ +0)
e e e

< -+-+-=e.
333

Portanto paratodo n =ti0 tal que ~- <6 setiene que d(a’k~,yk»)< ~ <6 y

0<
8k, — tk~ <9— <6 y por tanto

d(fQrk,,, tk,D, f(y&», Sk~)) < e.

Contradicción.Luegof esuniformementecontinua.

Vamosa ver ahoraque si f es uniformementecontinuaentoncesir¡ es po-

sitivamenteLagrangeestable. Paraello tenemosque ver que todasucesiónen

y+(f) tieneunasubsucesiónconvergentey bastaverlo con sucesionesen

estoes, con sucesionesdel tipo {ir(f, ±,,)}. Finalmentepor la continuidadde ir

basta considerar el caso en que t» —o- oc.

Por ser X compactoexisteE conjunto numerabledensoen X x IR+. Por

la compacidadde (4 existe {tk~} tal que {ir(f, tk~ >1 convergepuntualmenteen

E a ciertafunción (si E = {(x
1,t~)} setoma {ir(f,t~j} subsucesiónconvergente

puntualmenteen (a’1, t1), deéstasesaca{ir(f,±~)}subsucesiónconvergentepun-

tualmenteen (a’1,±1)y (a’2,±2),y así sucesivamente.Entoncesla subsucesión

diagonal{ir(f, t~)} esconvergentepuntualmenteen E).

Además,si (a’,t) E (X x IR4) — E, dado e > O, por la continuidaduniforme

de f, existe(y,a) E E tal que paratodo n E IN,
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Porotra parte,existeti0 E IN tal que,paratodo ti =no,

Por tanto, para todo ti =no,

+ d(f(y, tk~ + a),f(y,
tk% + a))

+ d(f(y, ±kn + a),f(a’, tk~ + t))
e e e

< -+-+-=e.333

Luego para todo (a’,t) E (X x 111+) — E, {f(a’,tk,, + ±)}es de Cauchy en (4
compactoy por tanto convergente.Luego{ir(f, tk,9} converge puntualmente en

X >c 1R~ a cierta función g : X x IR.,. —o- (4.

Además,paratodo (a’,±) EX x I1I~, dado e > 0, existen
0E IN tal que, para

todo ti > no,

y existen =no tal que
e

por tanto d(g(a’,t),Y) ce. Luegog(X x IR.,.) c Y.

Vamosa ver que g esuniformementecontinuay en

o E A(X,Y). Para todo e >0, existe6 >0 tal que d(

todo (a’,t),(y,s) EX x IR~ talesque d((a’,t),(y,s)) <

(a’,t),(y,a) existe ti0 E IN tal que

particularse tendráque

f(a’, t),f(y, a)) .c ~ para

6. Por otrapartedados

e

d(f(a’,tk~0 +t),g(a’,±)) c , d(f(y,±k~0+a),g(y,.s)) < 3

Por tanto, si (a’,t),(y,a) EX x IR,. son tales que d((x,t),(y,s)) < 6, se tiene

d(g(a’, t),g(y, a)) = d(g(a’,t),f(a’,tk~0+

+ d(f(y,tk% + a),g(y,s))
e e e

< -+-+-=a
333
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Finalmente vamos a ver que {ir(f,tk~)} convergeay en A(X,Y). Sea e >0

y seale0 tal que

2: —<— dondeA = diam(Y).
k=ko+i 2k 2

Como f y y sonuniformementecontinuas,existe6 > O tal que

paracualesquiera(a’,t),(y,s) E Xx IR..,. cond((a’,t),(y,s)) <6. Porotraparte,

existen{(a’1,±1),. . . ,(a’,.,t,)} CX x [O,le0]talesque

Xx [O,leo]c B6(x1,t1)U . .. UBs(a’r,±r),

y existen0E IN tal queparatodo i E {1,...,r} y todo ti =no,

d(f(a’¿,±k~+ t~),g(a’~,t~)) <

Así, para todo (x,t) EX x [O,k0],existei E {1,. .. ,r} tal que (a’,t) E B6(a’1,±~)

y por tanto, para todo ti> no,

d(f(a’,
tk~ + ±),y(x,t)) = d(f(a’, tk~ + t), f(x

1, tk,, + ti))

+ d(.f(a’¿,tk.. + t1),g(a’1,t~))

+ d(g(a’1,t~),y(a’,t))
e e e e

< 6+6+62

Luego

2: supfr,t)cxx[o,k]d(f(a’,tk.. + t),y(a’, t)) .t$~e
k=1 2k

Y por otra parte, podemos escoger ti0 de forma que para todo ti> no severifique

tambiénque
d(f(x, ti., + t), Y) < e

paratodo (a’,t) EX x 1114, y comoy(X x 111+) c Y, setiene

sup Id(f(a’,tk~ + t),Y) — d(y(a’,±),Y)¡<e.
X x14

Entoncesd(lr(f,tkj,g) c e paratodo n =no. Portanto {ir(f,±k~)} convergea

gen A(X,Y).

174



Teorema 4.4.17 Seaf E A(X,Y) tal que ir
1 espositivamenteLagrangeestable.

EntoncesA+(f) # 0 y por tanto [fht~tiene un representantegeneradopor una

aplicación continuade X a Y.

Corolario 4.4.18 Si f E A(X,Y) es uniformementecontinua, entonces[fk.

tiene un representantegeneradopor una aplicacióncontinuade X a Y.

Teorema 4.4.19 Sea f E A(X,Y) positivamenteasintótica. Entonces[f],1,
tiene un representantegeneradopor una aplicacióncontinuade X a Y.

Si [f]~ no tiene ningdn representantegeneradopor una aplicacióncontinua

de X a Y, entoncesf es positivamente‘departing’.

Teorema 4.4.20 Seaf E A(X,Y) positivamentePoisson estable. Entonces

existeto E IR.,. tal que f(X x [te,oc)) c Y y por tanto [1] tiene un representante

generadopor una aplicacióncontinua de X a Y.

Teorema 4.4.21 Sea M el conjunto de puntos ‘non-tuandering’. Entonces

M =C(X xIR~,Y).

Dem. Si fE M, entonces¡ E J~(f) c C(X x ]R~,Y).

Reciprocamente,si f E C(X x IR+, Y), entonces

fe 1f]~flC(XxIR+,Y)— J~(f).

Teorema 4.4.22 SeaL c A(X,Y), L positivamenteminimal. Entoncesexiste

f E A(X, Y) tal que L c [fi,,,fl C(X x IR~, Y).

Proposición 4.4.23 Seanf,g E A(X,Y). Entoncesir, es orbitalmenteatraida

por ir1 si y solamentesi existe
te E IR+ tal queir(f, ±~)y g sonasintóticas.Luego

Á~(f) = U aQr(f,t)) = U {o E A(X,Y) ¡ y asintóticaa ir(f,t)} c [f].
tER+ ¿SIR

4

Además,si ir1 es atractor orbital, entonces

A~(f) = U a(ir(f,±))= [1]= [f].±..
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Dem. Laprimeraafirmacionesinmediata.Paraprobarla segunda,supongamos

que A~(f) esentornode ~T7}. Entoncesexistee > O tal que .BtU) c Á~(f).

Seay E [f]~.Vamosa ver que entoncesexisteh E .B~(f) y existe±oE IR4. tal

que ir(y,to) = ir(h,to). En efecto,dadoe > O, consideremosle0 tal que

2: á<e, dondet=diam(Y),
k=ko+i

y fIXx[ko,oo) y y¡xx[ko,00) son homótopasen B1(Y). Es fácil ver que entonces

existe1: Xx [0,1] —o- B1(Y) tal que 1<> = fIXx{k0},ll = 9¡Xx{ko+i>- Definimos

h : X x IR.,. —o- (4 como

f(a’,t) si t =le0
h(a’,t)= l(a’,t—le0) siko=t=leo+1

y(a’,t) siko+1=t.

Entoncesh E B,(f) c ...4~(f) y por tantoexiste±E IR~ tal que h esasintóticaa

ir(f, t). Por otra parte, como ir(h, le0 + 1) = ir(g, le0 + 1), tambiény esasintótica

a ir(f,±).Luegoy E Á~(f). Portanto

Proposición 4.4.24 Seaf E A(X,Y) tal que ir1 es positivamenteLyapunov

estable. Entonces

[f]~= [f] = a(f) = {g E A(X,Y) ¡ g asintóticaa f}.

Bern. Sea g E [fk y seae > O. Existe 6 > O tal que para toda h E B6(f) y

todo±E iR..,. setiene

d(ir(f,t),ir(h,±))<e.

Por otra parte, como y E [f]~, vimos en la demostraciónde la proposición

anterior que dado 6 > O existe h E B6(f) fl [f]~’,y existe±oE IR.,. tal que

ir(y,t0) = ir(h,to). Luego

d(ir(f,t),ir(g,±))ce,

para todo t =to y por tantod(f(a’, t), g(a’,t)) <e para todo a’ E X y todo ±=4>.

Luego f y y son asintóticas.
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Observación4.4.25 SeaL C A(X,Y). EntoncesL esestablesi y solo si para

todaf E L setiene que

D~(f) = <-(f) U ([f]~ nC(X x IR~, Y)) c L.

Por tanto, C(X x IR~,Y) esestabley paratodaf E A(X,Y), los conjuntos

[fbi y [f]~ fl C(X x IR.,.) sonestables.

Por otra parte, si consideramos

S = {f E A(X,Y) ¡ [f]~nC(X x IR~,Y) =

entoncestodo subconjuntocerradode5 positivamenteinvarianteesestable.En

particular, [f]~,y -y+(f) = y~(f) sonestablesparatodaf E 5.

Observación4.4.26 Dada f E C(X,Y), el conjunto -y~(f) = {f} no es, en

general,estableni orbitálmenteestable. Por tanto (A(X, Y), Ir, IR.,.) no es, en

general,estableni orbitálmenteestable.

Proposición4.4.27 Dado L c A(X,Y) no vacío y dado e > O consideramos

= LulC(X x IR+,B~(Y)).

Entonces t(L) = A~(L~), A(L) = A(L~) y A.(L) = A.(L~), para todo e > O

(dondesi L~ = 0 para algtin e > O se consideranvacías las correspondientes

regiones de atracción).

Bem. Bastaver que si y E A(X, Y) entoncesexistet E IR.,. tal que

ir({g} x [±,oc)) c C(X x

y por tanto ir(B j¡y) >c [t, oc)) C C(X x IR+,WV}).

Proposición 4.4.28 SeafE A(X,Y). Entonces

= A([f]~») = [f]~.

177



Dem. Sea y E A~([f]~) y seae > O. Existe t0 E IR4. y existef’ E [f]~>tal que

e
d(ir(g,to),f’) c

y g(X x [to,oc)) c B1(Y), y por tantof’(X x [O,oc)) c B~(Y). En particular se

tiene quef’(X x {O}) c B~(Y),y(X x {t0}) c B1(Y)y d(f’¡xx{o},g¡xx{¿a>) <

Por tanto f’¡xx{o} y 9¡xx{eo> son homótopasen B~(Y) y tambiénlo son f’ y

ir(g,to). Por otra parte, existe t1 E IR.,. tal que g¡xx[¿1,<,ó) y 7r(g,to)lxx[tl,«>) son

homótopasen B~(Y) y tambiénlo son f¡xx(Éi,có) y f’¡xx[ei,oo>. Luego f¡xx[¿¡,o”>

y g¡x,q~3,~> sonhomótopasen B~(Y). Por tanto y E [fi,» y A~([f].») C [f]±,.
Finalmente,parademostrarque [f]~ c A([f],»), bastaver que si y E [fbi

entoncesir({g} x [O,oc)) c [f].».

Corolario 4.4.29 Seaf E A(X, Y). Entonces

~t«f].» nC(X x IR4.,B~(Y)))= A([f],» nC(X x IR+,B¿Y)))= [f]~

para todo e > O.

Corolario 4.4.30 Sea f E A(X,Y). Entonces

Además,dado L cerrado se tiene que [f],,,flC(X x 1R4,Y) c A(L) si y solo si

Bern. La primera parte es imnediataapartir de laproposiciónanterior. Además

si [f]t, flC(X x IR.,,Y) c L se tieneque

[1].» nC(X >< 1R4,Y) c A([fk, OC(X x IR+,Y)) c A(L).

Reciprocamente,supongamosqueexistey E [f],1,flC(X x IR+,Y) tal que y « L.

Entoncesexistee > O tal que Be(L)flBe(y)= 0. Consideremosh : Xx IR.,. —o- Y

dadapor

g(x,t) siO<t<1
h(a’,t) = y(a’,n

2+n—t) sin<t=n2+n,nEIN

y(a’,t —ti2— ti) sin2 + ti ~ t =(ti + i)2,n E IN.
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Entoncesh E [f]~flC(X x IR~, Y) pero h « A(L) puesir({h} x [t, oc))flB~(y) # 0
paratodo±E IR~ y por tanto ir({h} x [t,oc)) « .B,(L).

El siguienteejemplo muestraque ningunode los tres contenidosse puede

cambiar, en general, por una igualdad.

Ejemplo 4.4.31 SeaX = [0,1] y sea

1
Y = {(a’,y) E IR2 ¡ a’ E [—1,1]—{O},y = sen(—)} U ({O} x [—1,1]).

a’

Entonces[f]~,= A(X, Y) paratodaf E A(X,Y) y setiene:

a) A(C(X x IR~,Y)) # C(X x IR+,Y) puessi consideramosf E A(X,Y) dada

por f(±,r) = (4-ii O), entoncesf e A(C(X x IR.,., Y)) — C(X x IR.,., Y).

b) t(C(X x IR+,Y)) # A(C(X x IR+,Y)). Paraverlo, consideramosuna

sucesióncreciente{r,,} c IR.,. tal que — r,,} esdivergente.Entoncesexiste

f E A(X, Y) tal quef(O, r..) = (—1,0)y f(1, r,,) = (1,0)y tal quef(t,r) = (0,0)

para todo ±E [0,1] y todo r E [2rn ~ ~~1+1, ~,, +rn+j, para todo ti E IN. En-

tonces,por la primera condición setiene que f « A(C(X x IR.,., Y)), y por la

segundasecumplequef E A~(C(X x IR4.,Y)).

c) A~(C(X x IR+,Y)) # A(X,Y), pues si consideramos1 E A(X,Y) tal que

f(O,r) = (—1,0) y f(l,r) = (1,0), entoncesf « .~t(C(X x IR+,Y)) pues para

today E C(X x ]R+,Y) y paratodo r E IR~ setiene d(ir(f,r),g) > 1.

Proposición4.4.32 SeaL c A(X,Y) cerrado no vacío y seaf E A(X, Y) tal

que f E A.(L). Entonces[f],±,c A(L).

Dem. Seay E [f],»y seae > O. Comof E A.(L), existe 6 > 0 y existe t E IR.,.

tal que ir({f’} x [t, oc)) c B~(L) para todo f’ E Bs(f). Por otra parte,como

y E [1]~~existey’ E B
6(f) tal que r(y,t2) = ir(y’,t2) para cierto t9 E IR.,.. Por

tantoy E A(L).

Proposición 4.4.33 SeaL c A(X,Y) atractor débil cerrado. Entonces.4~(L)

es una unión de clasesde homotopíadébil.
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Si L es ademásatractor, entoncesA(L) es tambiénuna unión de clasesde

homotopíadébil y

L D {[f].» ni C(X x IR.,., Y) ¡ f e A(L)}.

Dem. Sea L atractordébil cerradoy seaf E 4(L). Como4(L) es abierto,

existee > O tal que Be(f) C 4(L). Sea g E [f],1,entonces existe g’ E B6(f) tal

que ir(g,t,) = ir(g’,t,) paracierto ±9E IR~. Luego, comog’ E B~(f) c A~~4L),

tambiéng E 4(L).

Por otra parte, si L es atractor,esatractordébil y A(L) = 4(L) esunión

declasesde homotopíadébil.

Finálmente,si f E A(L) con L atractor,entonces[f],» c A(L), y por la

proposiciónanterior, [f],»nC(X x IR.,., Y) c L.

Observación4.4.34 La función ~o:A(X, Y) ——o- IR.1. dadapor

= max{d(f(a’,±),Y)¡ (a’,t) EX x IR+}

para toda 1 E A(X,Y), esuna función deLyapunoven A(X, Y).

Obsérvesequeso(f)=d(f,C(X x ]R+,Y)) para todaf E A(X,Y) y que

.B~(C(X x IR+,Y)) c <‘([O,e)) c <í([(),~]) = C(X x IR~,4(Y))

paratodo e > O.
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