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Capitulo 1

Introduccion

1.1 Modelado de Sistemas Concurrentes

Quedan ya lejanos los tiempos en los que la programacién de los computadores
se hacia manualmente y con elevados tiempos de ejecucién para pequenas ruti-
nas de cdlculo. Hoy nos encontramos incluso con méiquinas dotadas de miles de
procesadores capaces de realizar en unos segundos cdlculos mucho mds complejos,
como inversién de grandes matrices, procesamiento de imagenes, etc; y sistemas
en tiempo real, disenados para responder a ctertos eventos externos en un plazo de
tiempo muy limitado. En todos estos ejemplos aparecen de forma natural varios
procesos concurrentes que cooperan entre si para la consecucién de su objetivo
final, que es conseguir el funcionamiento correcto del sistema, tanto desde el punto

de vista funcional como de eficiencia.

En principio, la concurrencia comenzé a ser estudiada en el marco del disefio de
los sistemas operativos, donde surgen diversas situaciones en las que es necesario
proteger un recurso compartido contra accesos concurrentes indiscriminados. Pos-
teriormente, la aparicién de los sistemas en tiempo real y de los sistemas distribui-

dos ha motivado que éste sea un campo de intensa investigacién en la actualidad.

Ahora bien, la enorme complicacién de estos sistemas concurrentes ha hecho
imprescindible el desarrollo de modelos formales que permitan estudiar con rigor,
con la consiguiente seguridad que ello comporta, la correccién de los sistemas
disefiados. Los modelos introducidos se basan todos ellos en el concepto de abs-

traccion, en el sentido de que todo modelo tal debe capturar inicamente aquellas
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caracteristicas del sistema considerado que se consideren importantes. En el caso
del modelado de sistemas concurrentes abstraemos gran parte de las acciones de-
sarrolladas por los procesos, para centrarnos, especialmente, en la cooperacién
entre los procesos, que es el punto de maxima dificultad en el disefio de sistemas
concurrentes. Una vez construido el modelo, es necesario disponer de herramientas
que nos permitan analizar determinadas propiedades de “buena conducta™ del
mismo. Las propiedades a estudiar se dividen en dos clases: por una parte tenemos
las propiedades de seguridad (safeness), que garantizan que el sistema no alcanzara
nunca un estado no deseado; y por la otra propiedades de actividad (liveness), que
garantizan que el sistema, con independencia del estado en el que se encuentre,
alcanzard eventualmente un determinado estado de un cierto conjunto de estados.

Dentro de los modelos formales introducidos distinguiremos los basados en
“representaciones graficas”, que expresan a un nivel espacial el paralelismo del
sistema, de entre los cuales las Redes de Petri [Pet62] son sin duda el modelo
més divulgado y estudiado, y los modelos algebraicos como CCS [Mil80, Mil89],
CSP [Hoa78, Hoa85], ACP [BeKl84a, BeKI84b], etc, que se basan en un lenguaje
estructurado con una serie de operadores, cada uno de los cuales expresa una forma

distinta de construir un sistema a partir de otro u otros mds simples.

1.2 Importancia del tiempo en las especifica-

ciones

Tal y como hemos indicado anteriormente, la aparicidén de los sistemas en tiempo
real ha originado que el factor tiempo, que antes era abstraido en los modelos,
pase a ser considerado como un elemento especialmente importante de los mismos.
Evidentemente, si debe disefiarse un sistema que sea capaz de responder a un
cierto estimulo externo en un plazo de tiempo limitado, esta claro que el modelo
que utilicemos debe ser capaz de describir el tiempo a un nivel cuantitativo, y
no sélo cualitativo, para asi poder determinar si el diseno realizado satisface los
requerimientos impuestos. Otro ejemplo igualmente interesante lo encontramos
en el disefio de protocolos de comunicacion, que constituyen uno de los productos
software de mayor complejidad en su desarrollo. Los problemas que encontramos en

el disefio de protocolos se relacionan con la necesidad de garantizar una fiabilidad
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superior a la que habitualmente proporciona una via de comunicacién, lo que
conlleva la aparicién dentro del disefio de time-outs, que permiten la reemisién de
un mensaje cuando se detecta, pasado un cierto tiempo, que no se ha recibido el

preceptivo acuse de recibo del receptor del mismo.

En consecuencia, han aparecido diversas extensiones de los modelos clasicos que
incorporan el tiempo como un factor mds de disefio. Si nos centramos en primer
lugar en los modelos algebraicos, podemos comenzar citando a Reed y Roscoe,
que han definido una extensién temporizada de CSP [ReRo88] manteniendo los
principios basicos del CSP cldsico. En este modelo la ejecucién de acciones no
toma tiempo, pero se incluye un nuevo operador (delay) que permite modelar el
paso del tiempo. Ademds, para evitar que se dé el fendmeno irreal de la ejecucién
en un periodo finito de tiempo de infinitas acciones, es necesario asumir un retraso
minimo entre la ejecucién secuencial de cada par de acciones. Moller y Tofts
[MoT090] han definido una extensién temporizada del CCS, TCCS, donde de nuevo
las acciones no toman tiempo y se crean nuevos operadores para disefiar el paso
del tiempo, asi como un nuevo operador de eleccién, llamado eleccién débil. Una
aproximacién diferente ha sido adoptada en [Ort90], donde se define una extensién

temporizada de CSP, TCSP, basada en la idea de asociar duraciones a las acciones.

En el marco de las redes de Petri, contamos de nuevo con referencias mas an-
tiguas, entre las que destacaremos las que dieron lugar al estudio de dos extensiones
temporizadas diferentes del modelo original. En la primera de ellas, las Redes de
Petri con Tiempos (ver[Mer74]) las transiciones no toman tiempo en su disparo,
pero se asoclan a cada transicion de la red dos nimeros enteros, que representan,
respectivamente, el primer instante en el que la transicién puede ser disparada,
y el instante final en el que ésta debe ser disparada, ambos periodos de tiempo
contados desde el momento en el que la transicidn comienza a estar permitida.
En la segunda extensién, las Redes de Petri Temporizadas (ver [Ram74]), son di-
rectamente las acciones quienes llevan una duracién asociada. Es éste el modelo
que estudiaremos a lo largo de esta tesis, centrandonos en el estudio de diversas
propiedades sobre el mismo, obtenidas por lo general extendiendo de forma natural

las propiedades cldsicas de las Redes de Petri, concentréndonos en especial en el
estudio de su decidibilidad.

Citaremos por ultimo el modelo de Redes de Petri con Arcos Temporizados
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introducido en [Wal83], que estd basado en la asociacién de un intervalo de tiempo
a cada arco de la red de la forma (p,t). En dicho modelo los tokens sobre los
lugares tienen también asociada una edad, la cual es 0 cuando estos son generados,
y va incrementéndose con el paso del tiempo, hasta que el token sea consumido
por el disparo de alguna transicién. Una transicién sélo puede dispararse cuando
cada lugar precondicién tenga un conjunto suficiente de tokens validos, que son
aquellos cuya edad estd comprendida en el intervalo asociado al arco que conecta
el lugar con la transicién en cuestién. Aparecen asi tokens muertos, cuya edad
ya no les permite intervenir en el disparo de ninguna transicién, pudiendo ser por

tanto ignorados en lo sucesivo.

Una linea de investigacién diferente, que no serd abordada en esta tesis, la
constituye la evaluacién de rendimientos, que consiste en la utilizacidn de estos
modelos temporizados para extraer conclusiones acerca de los tiempos esperados
de respuesta, de espera, etc. Se ha desarrollado asi al efecto una nueva extensién de
las Redes de Petri, las Redes de Petri Estocasticas [MBC84, FINa85}, que permite
llevar a cabo tales estudios cuantitativos. En consecuencia, la realizacién de estos
estudios requiere el uso exhaustivo de técnicas probabilisticas, como los procesos
de Markov. Tales resultados se basan en ciertas hipotesis probabilisticas sobre el
comportamiento de la red. Es mucha la investigacidn reciente centrada en este
campo, citaremos por ejemplo [AMBC84, AMBC86, AMBB+89, RP34, HV85,
Zub85, Cam90].

1.3 Resumen del Trabajo

En el capitulo 2 presentamos las definiciones, notaciones y técnicas que serin
utilizadas en el resto del trabajo. Se describen asi las principales técnicas de andlisis
de propiedades sobre Redes de Petri: el andlisis por enumeracidén, el anélisis por

transformacidn, el andlisis estructural y el andlisis per simulacicn.

En el capitulo 3 se definen las Redes de Petri Temporizadas, asociando dura-
ciones enteras positivas a las transiciones. El marcaje de una Red de Petri Tempo-
rizada incluye por tanto no sdlo la distribucién actual de tokens sobre la red, sino
también la indicacion de qué transiciones estan en ejecucién, y cudnto tiempo le

queda a cada una de ellas para terminar. En cuanto a la regla de disparo, tenemos
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que el disparo de una transicién sustrae de forma inmediata los tokens correspon-
dientes (segun la regla cldsica de disparo) de sus precondiciones, debiendo esperar
para afadir los tokens correspondientes sobre las postcondiciones (también segin
la regla de disparo clasica) a que la transicién termine su ejecucién. Mientras tanto
guardaremos cuenta de dicha transicién en la lista de transiciones en ejecucién. En
consecuencia, los pasos vaclos son validos en este modelo, reflejando el paso del
tiempo sin que sea disparada ninguna nueva transicion, pero modificindose la se-
gunda componente del marcaje actual en tanto y cuanto no sea vacia, y también

la primera en caso de producirse la terminacién de alguna transicién en ejecucion.

Ademas, se definen dos semanticas restrictivas para las Redes de Petri Tem-
porizadas, basadas en prohibir la ejecuciéon simultanea de varias instancias de una
misma transicion (semdnlica de secuencias de pasos temporizadas ss-finitas), o
bien unicamente el disparo simultaneo de varias instancias de una misma tran-

sicion (semdntica de secuencias de pasos sds-finitas).

En la seccién 3.2 se definen las extensiones temporizadas de las propiedades
clasicas sobre Redes de Petri, que seran objeto de estudio en los siguientes capitulos.
En concreto se define una versién temporizada del alcance, la alcanzabilidad es-
tricta, que consiste en determinar si un marcaje es alcanzable en un instante de-
terminado. Se definen asimismo dos extensiones temporizadas de la ilimitacién,
la s, k-ilimmitacion lineal y la s-ilimitacidn uniforme; en la primera de ellas se mira
si un lugar s puede tener en algin instante # mayor que k un nimero de tokens
igual o mayor que f, mientras que en la segunda se mira si un lugar s desde
cualquier marcaje alcanzable puede llegar a ganar tokens a mayor velocidad que el
paso del tiempo. Definimos también una versién temporizada de la vivacidad, la
B-vivacidad, que mira si desde cualquier marcaje alcanzable cada transicién de la
red es disparable en tiempo . Finalmente, definimos la ausencia de S-bloqueos,

en la que se mira si una red puede bloquearse en tiempo S.

En el capitulo 4 se presenta una codificacién de las redes temporizadas por
medio de redes no temporizadas, que nos permite estudiar la decidibilidad de las
propiedades introducidas en el capitulo 3. La codificacidén se presenta gradual-
mente, comenzando con una primera versién que permite capturar la semantica de
secuencias de pasos temporizadas ss-finitas de la red dada; es decir, se demuestra

que para toda Red de Petri Temporizada con dicha semdantica, toda secuencia de
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pasos temporizada ss-finita puede ser simulada por una secuencia de ocurrencia
sobre la red obtenida por la codificacién. En un segundo paso, se presenta una

codificacién que cubre la seméntica de secuencias de pasos sds-finitas.

Ambas codificaciones se basan en la definicién de un autémata de estados finitos
que modela la conducta de la red. En ambos casos, los estados del autémata nos
indican las transiciones en ejecucién, las entradas los conjuntos de transiciones
disparadas, y las salidas los conjuntos de transiciones que terminan su ejecucion.
Cada transicién de estados corresponde al paso de una unidad de tiempo. Los
autématas obtenidos son posteriormente codificados mediante sendas Redes de
Petri No Temporizadas, en las que se aflade ademas un lugar reloj, cuyo marcaje
representa el instante actual de tiempo, produciéndose en consecuencia la adicién
de un nuevo token a dicho lugar cada vez que se produce una transicién de estados

en el automata simulado.

Con dichas codificaciones es posible demostrar la decidibilidad de las propieda-
des introducidas en el capitulo 3, pues las mismas quedan reducidas a propiedades
equivalentes sobre la Red de Petri No Temporizada obtenida, cuya decidibilidad

es conocida o sencilla de demostrar.

La construccién general, que considera la semdntica sin restricciones, se pre-
senta en la seccién 4.4. Esta construccion no puede seguir el mismo mecanismo que
las anteriores, pues en general se obtendria como resultado una red con un nimero
infinito de lugares. Comenzamos entonces considerando Redes de Petri No Tem-
porizadas con la semantica de pasos, sobre las cuales pueden definirse propiedades
analogas a las introducidas en el capitulo 3. Se presenta una codificacién de las
mismas mediante la semdntica de secuencias de ocurrencia de dichas redes. Dicha
codificacién se basa en el disparo secuencial de las transiciones que constituyven un
paso, distinguiendo entre la primera transicién y las demads, para contabilizar de
esa forma el numero de pasos simulados. Para poder simular correctamente un
paso no se restauran de forma inmediata los tokens obtenidos sobre las postcondi-
clones, sino que se crean unas copias de los lugares de la red de partida que recogen
dichos tokens, en espera de que finalice la simulacién de un paso. Una vez con-
cluida la simulacién de un paso se procede a instalar los tokens que se encuentran

sobre dichos lugares sobre los lugares originales.

Esta codificacién nos permite probar la decidibilidad de las propiedades citadas
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sobre Redes de Petri No Temporizadas con su seméntica de pasos.

En un segundo paso, las Redes de Petri Temporizadas se codifican mediante
Redes No Temporizadas con la seméntica de pasos, diviendo cada transicién %, en
funcién de su duracién, en nuevas transiciones, cada una de las cuales corresponde
a un instante en la ejecucién de t. Esta codificacion permite reducir la decidibilidad
de las propiedades introducidas en el capitulo 3 a la decidibilidad de las propiedades

analogas sobre Redes de Petri No Temporizadas con la semdntica de pasos.

En el capitulo 5 se definen las Redes de Petri Temporizadas bajo la semadntica
de Maximo Paralelismo. Estas redes evolucionan en cada instante disparando un
multiconjunto maximal de transiciones permitidas, lo que en principio obliga a con-
siderar redes sin transiciones auténomas, pues la presencia de las mismas nos con-
duciria a la imposibilidad de encontrar un multiconjunto maximal de transiciones
permitidas. De nuevo se definen dos modelos restrictivos, uno basado en forzar
unicamente el disparo de una instancia de cada transicién permitida (mdrimo pare-
lelismo débil), y otro que sélo permite el disparo de conjuntos maximales (mdzimo
paralelismo débil conjuntista).

Las propiedades introducidas en el capitulo 3, adaptadas a esta seméntica de
una forma natural, son analizadas bajo la semantica de maximo paralelismo sin
restricciones. La propiedad de alcance estricto y la ausencia de S-bloqueos son
trivialmente decidibles, bastando la inspeccién del arbol de accesibilidad hasta la
profundidad § (pues no hay transiciones autdénomas). Sin embargo, el problema
ordinario de alcance es indecidible, lo que se demuestra definiendo una codificacién
de las Redes de Petri con Arcos Inhibidores mediante Redes de Petri Temporizadas
con la semantica de maximo paralelismo. El resto de las propiedades se analizan
mediante una codificacién de las maquinas de registros por Redes de Petri Tempo-
rizadas con la semantica de maximo paralelismo. Utilizando la misma se demuestra
la indecidibilidad de las propiedades de ausencia de bloqueos, s, k-ilimitacion lineal,
ilimitacién, s-ilimitacién uniforme, #-vivacidad y vivacidad.

Posteriormente, en la seccién 5.3 consideramos redes con transiciones auténo-
mas (redes no restrictivas), estudiando la decidibilidad del problema de alcance es-
tricto bajo la semantica de maximo paralelismo sobre transiciones no auténomas; es
decir, el maximo paralelismo sélo se aplica sobre las transiciones no auténomas. No

tiene sentido en este caso plantearse la decidibilidad de la ausencia de #-bloqueos,
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debido a la presencia de transiciones auténomas. El resto de propiedades seran ob-
viamente también indecidibles para esta semaéntica, pues las redes sin transiciones
auténomas son un caso particular de éstas. La decidibilidad del alcance estricto
se demuestra codificando las Redes de Petri No Temporizadas con la semantica
de maximo paralelismo sobre transiciones no auténomas mediante Redes de Petri
No Temporizadas, con la seméntica de secuencias de ocurrencia, reduciendo el
problema de alcance estricto a un conjunto finito de problemas de alcance de sub-
marcajes. Después, este resultado se traslada de forma inmediata a las Redes

Temporizadas.

La codificacién se basa en considerar para cada transiciéon ¢ y cada lugar p de la
red de partida una coleccién de 8 nuevos lugares. Asimismo, para cada transicidn
de la red se introducen 3 copias de la misma que sustituyen a la transicién original.
Después de simular la ejecucién de cada paso, una de las copias indicard el estado
resultante en la red de partida una vez sustraidos los tokens de las precondiciones de
las transiciones disparadas, no siendo modificado en lo sucesivo. Esta informacion
se utilizard al final de la simulacién para testear si se ha respetado la condicién de

maximo paralelismo sobre las transiciones no auténomas.

En el capitulo 6 se definen varios modelos de Redes con time-oufs. Estos
modelos se dividen en dos grupos: modelos sin transiciones especiales, en los que
simplemente se asocia a ciertas transiciones de la red un numeroc entero, que re-
fleja el margen de tiempo que tiene dicha transicion para dispararse; y modelos
con transiciones especiales, que consideran la presencia de nuevas transiciones es-
peciales (en tanto y cuanto la regla de disparo las trata de una forma especial),
asociadas a clertas transiciones de la red. Estas nuevas transiciones solo estan
permitidas, debiendo ademas ser disparadas entonces, cuando cumple el time-out

de la transicién a la que van asociadas.

En ambos casos, definimos cuatro tipos de modelos de time-outs. El primer
modelo que consideramos es el modelo dindmico basado en el estudio de las pre-
condiciones, en el cual un time-out empieza a contar desde el momento en que
una transicién estd permitida, y sélo se desactiva cuando la transicién se dispara
o cuando no hay suficientes tokens en un conflicto dindmico para disparar la tran-

sicién simultdaneamente junto con el paso ejecutado. Se pueden considerar dos
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variantes del modelo, segun el significado de los {ime-outs. Una primera posibi-
lidad consiste en considerar que los time-outs representan un tiempo miximo de
disparo, obligando a las transiciones a ocurrir cuando al fime-out le quede una
unidad de tiempo para cumplir. La segunda posibilidad consiste en imponer que
la red se bloquee si un time-out llega a vencer. En ambos casos, es posible codificar
mediante dichas redes con time-cuts las redes con méximo paralelismo débil, de lo

que se concluye que el problema de alcance es indecidible.

El segundo modelo considerado es el modelo dindmico basado en el estudio de
las postcondiciones, en el que un time-out no se desactiva en tanto y cuando la
transicién asociada siga estando permitida en el marcaje obtenido tras la ejecucion
de un paso. De nuevo es posible considerar dos variantes del modelo; ahora bien, la
primera de ellas, basada en forzar el disparo de conjuntos maximales de transiciones
para las que reste una unidad de tiempo para que cumpla su time-out asociado,
genera un modelo semdantico un tanto extrano, por lo que decidimos abandonar su
estudio. En lo que se refiere a la segunda variante, basada en el bloqueo semantico
de la red cuando cumpla un time-out, la indecidibilidad del problema de alcance se
prueba mostrando una codificacién en base a dicho modelo de las Redes de Petri

con Arcos Inhibidores.

El tercer modelo considerado es el modelo estatico basado en las precondiciones,
en el que un time-out se desactiva tanto con el disparo de una transicion, como
con la resolucién de un eventual conflicto estructural en el que la transicién esté
involucrada. Este modelo semantico captura un médximo paralelismo "débil” en
el que unicamente se obliga a disparar conjuntos de transiciones maximales, en
el sentido de que sus elementos resuelvan todos los conflictos estructurales entre
transiciones activables en el marcaje actual. Pero a pesar de las peculiaridades del
modelo, la codificacién de las Redes con Arcos Inhibidores mediante redes dotadas
de la semdntica de méximo paralelismo, también es vilida para esta semdntica, y

por tanto, el problema de alcance es de nuevo indecidible.

El dltimo modelo considerado es el modelo estitico basado en el estudio de
las postcondiciones, que funciona fijindose en la estructura de la red, a través del
concepto de resolucién de los conflictos estructurales. Asi, un fime-out se desactiva
cuando se resuelve un conflicto estructural que involucra a la transicién en cuestion,

pero ello sdlo si tras la ejecucién del paso se han perdido tokens sobre alguno de los
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lugares que motivé dicho conflicto estructural. Tal y como ocurria con el modelo
dindmico basado en las postcondiciones, la seméntica de disparos maximales genera
comportamientos extrafios, por lo que hemos desechado la profundizacién en su
estudio. Por su parte, la semantica de bloqueos sigue permitiendo codificar las
Redes con Arcos Inhibidores, por lo que de nuevo se concluye la indecidibilidad del

problema de alcance.

En el capitulo 7 se estudian las Redes Temporizadas con duraciones racionales y
duraciones reales. En este caso, el tiempo ya no es discreto, de modo que no puede
ser controlado por medio de un reloj que avanza como antes, tic a tic a intervalos
regulares, por pequefios que estos sean. Ello hace que el efecto del disparo de un
multiconjunto de transiciones no pueda reflejarse en base al marcaje correspon-
diente al “instante siguiente” a aquel en el que se produjo. Por el contrario, dicho
efecto tendrad que ser reflejado en el mismo instante del disparo a fin de que quede
constancia inmediata de ello. Imponemos ademas la restriccién de que en cada
instante se dispare a lo mas un unico multiconjunto no vacio de transiciones, por
lo que en cada instante tendremos a lo sumo dos marcajes diferentes. Ello es asf
a fin de evitar el disparo "en secuencia” en un mismo instante de tiempo de una
cantidad infinita de transiciones, en contra del principio usual de finitud.

Los marcajes siguen siendo en este caso pares cuya primera componente nos
indica la distribucién actual de tokens sobre la red, y cuya segunda componente
seflala el conjunto de transiciones en ejecucidn, junto con el tiempo pendiente para

la finalizacién de cada una de ellas.

Las Redes con duraciones racionales pueden ser codificadas mediante Redes con
duraciones enteras, lo que nos permite demostrar la decidibilidad del problema de
alcance, del de alcance estricto, de la ausencia de S-bloqueos y de la B-vivacidad.
Sin embargo, dicha codificacién no nos permite concluir la decidibilidad de las
dos extensiones temporizadas de la propiedad de ilimitacién, debido al cambio de
escala que dicha codificacién introduce, por lo que de momento dichas cuestiones
han quedado abiertas,

En el caso de las Redes de Petri Temporizadas con duraciones reales, signiendo
estas mismas ldeas no es posible codificar tales redes por medio de redes con
duraciones enteras. Hemos visto de hecho que no se puede siquiera pensar en una

leve modificacién (tan pequefia como fuera precisa) de los instantes de disparo,
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para ajustarlos a instantes racionales cercanos, pues con ello se podrian perder

algunos marcajes alcanzables.

Ahora bien, utilizando una aproximacién alternativa al problema, hemos sido
capaces de definir una codificacién que permite simular el funcionamiento de una
red temporizada con duraciones reales hasta un cierto instante, la cual presenta-
mos en la seccién 7.2. Dicha codificacién se basa en el conocimiento del instante
simbdlico (midiendo el tiempo tomando como unidades simbdlicas las duraciones
de las transiciones) en el que se produciria cada token. Al no compararse en prin-
cipio los instantes de tiempo reales, tenemos que no se produce una simulacién
en “tiempo real” del funcionamiento de la red original, sino que se permite un
disparo desordenado en el tiempo de las transiciones de la red original. Entrando
mas en detalle, en lo que se refiere a su posicién en las secuencias de ocurrencia
de la red construida por la codificacién, cada token de dicha red obtenida va ano-
tado con una cierta informacion, que refleja en la medida precisa la “historia” de
ese token. Se obtiene asi una red coloreada {con un conjunto finito de colores),
que como es bien sabido puede ser codificada utilizando Redes de Petri No Tem-
porizadas, con su semdntica usual de secuencias de ocurrencia. Utilizando dicha
codificacién es posible decidir (al menos siempre que el instante 8 considerado no
sea una combinacién lineal con coeficientes enteros no negativos de las duraciones
de las transiciones) la propiedad de alcance estricto, la 8-vivacidad y la ausencia
de G-bloqueos.

Sin embargo, no hemos podido determinar si las extensiones temporizadas de
la propiedad de ilimitacién (la s, k-ilimitacién lineal y la s-ilimitacién uniforme)

son en este caso decidibles o no.

Los capitulos 8 y 9 estdn dedicados al estudio de la decidibilidad de la bisi-
mulacién preservando historias (ver {RT88, Vog91]). En concreto, en la seccion
8.1 revisamos un concepto clasico de la teor{a de Redes de Petri Ordinarias, como
el que constituyen los procesos de Redes de Petri. En la seccién 8.2 definimos
los eap-procesos, que capturan cada paso ejecutado sobre la red de partida en
un solo evento, para estudiar si con tal modificacién se obtiene una informacién
sobre paralelismo més refinada, obteniendo una respuesta negativa, que fortalece

la eleccidn de la definicién clasica de dicho concepto.

En la seccién 8.3 se incluye la demostracién de Vogler [Vog91] de la decidibilidad
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de la bisimulacién preservando historias para Redes No Temporizadas 1-seguras
con su semantica de secuencias de ocurrencia, extendiéndose dicho resultado para
la semdntica de pasos. Dicha demostracién se basa en el concepto de marcaje
ordenado, que introduce en el concepto de marcaje una cierta informacion que
nos indica el orden de generacion de sus tokens. En base a dicha informacién se
define una nueva relacién (OM-bisimulacidén), que se prueba es equivalente a la
bisimulacién preservando historias. De dicha equivalencia, y teniendo en cuenta
que el nimero de posibles marcajes ordenados de una Red de Petri No Tempo-
rizada 1-segura es finito, se concluye la decidibilidad de la bisimulacién preservando
historias.

Posteriormente, en la seccidén 8.4 extendemos dichos resultados a redes n-
seguras con su semantica de pasos. Se prueba primero el resultado para una
semantica de secuencias de ocurrencia (sobre redes n-seguras), tal como se hizo en

la seccion anterior, y después se extiende dicho resultado a la semantica de pasos.

En el capitulo 9 se demuestra la decidibilidad de la bisimulacidn preservando
historias para Redes de Petri Temporizadas 1-seguras. Para ello, en la seccién
9.1 se definen los procesos temporizados, que extienden de forma natural a las
Redes de Petri Temporizadas el concepto de proceso. Se define un concepto de
compatibilidad entre procesos temporizados y secuencias de pasos temporizadas,
y se prueban resultados similares a los presentados en la seccién 8.1.

La seccién 9.2 esta dedicada a la prueba de la decidibilidad de la bisimulacién
preservando historias para Redes de Petri Temporizadas. La demostracién esta
inspirada en la prueba de la citada propiedad para redes sin tiempos, presentada
en el capitulo 8. Asi, se comienza definiendo el concepto de marcaje ordenado
temporizado, que en este caso requiere incorporar una tercera componente, que
nos indica que tokens existentes en la red seran menores o iguales que los que
genere, cuando termine, cada transicién en ejecucion. Posteriormente se define
la TOM-bisimulacidn, version temporizada de la OM-bisimulacién, demostrindose
que es equivalente a la bisimulacion preservando historias, lo que permite de nuevo

concluir la decidibilidad de esta dltima nocién.

Para finalizar, en el capitulo 10 presentamos un resumen de algunos trabajos
relacionados, en los que se definen diferentes modelos temporizados de Redes de

Petri, y se estudian diversas propiedades sobre los mismos. Hemos dejado para el
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final la presentacidn de los trabajos relacionados, en contra de lo que suele ser usual,
porque aparte de ciertas definiciones, no hemos encontrado en la bibliografia a la
que hemos tenido acceso trabajo alguno en la misma linea que el nuestro, de modo
que no siendo necesaria la lectura previa de dichos trabajos para una completa
comprensién de nuestro trabajo, hemos preferido dejar dicho estudio para el final,
una vez que esté ya disponible todo el bagaje técnico desarrollado a lo largo de

nuestro trabajo, evitindose asi repeticiones innecesarias.
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Capitulo 2
(Generalidades

En este capitulo presentamos una revisién de los principales conceptos relacionados
con las Redes de Petri. Por tanto, el objetivo de este capitulo seré proporcionar la
base de trabajo de los siguientes, asi como fijar la notacién que va a ser utilizada
a lo largo de la tesis. Puesto que los resultados presentados en este capitulo son
clasicos en la teoria sobre Redes de Petri, algunas demostraciones son omitidas,

indicando unicamente las citas bibliogrificas en las que pueden encontrarse.

2.1 Notacion

La notacién empleada a lo largo de este trabajo seré la siguiente:

1. Nimeros
Denotaremos por IN los nimeros naturales incluyendo el 0, por IN* los natu-
rales excluyendo el 0, y denotaremos por Z al conjunto de numeros enteros.
Asimismo, denotaremos por @ los mimeros racionales, y por @* los niumeros

racionales positivos.

2. Conjuntos y Multiconjuntos
Utilizaremos la notacién usual para trabajar con conjuntos. El cardinal de

un conjunto A se denotara de la forma }A|.

Los multiconjuntos se considerardn formalmente como funciones con codo-
minio en IN, aunque en ocasiones se utilizard para ellos una notacién con-

juntista. Asi, diremos que z € R, para un multiconjunto B : A — IN sil

15
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R(z) > 0; asimismo utilizaremos el simbolo § para denotar el multiconjunto
vacio (R(z) = 0, Yz € A); mientras que, por ejemplo, un multiconjunto que
consta de dos instancias de un elemento z y una instancia de un elemento y
serd denotado en la forma {2z,1y}. Dado un conjunto A, denotaremos por

B(A) el conjunto de multiconjuntos sobre A.

. Relaciones

Dado un conjunto X, una relacién sobre X serd un conjunto £ € X x X.

Llamaremos dominio de R al conjunto dom(R) definido de la forma siguiente:
dom(R)={ze X|dye X : (z,y) € R}

y codominio de R al conjunto cod( R) definido como sigue:
cod(R)={z € X|3ye X : (y,z) € R}

Dada una relacidn K, se define el cierre reflexivo y transitivo de R, R*, como

sigue:
R ={{z,y)|z=y V Jz1,..., 2, (z,21) € R,...,(zn,y) € R}

Asimismo, se define el cierre transitiveo de R, R*, como sigue:

?

R+ = {(m,y)|3:c1,...,a:n, (mal‘l) ER&"':(Inay) ER}

. Vectores

La notacién empleada para representar los vectores serd la usual, mediante
tuplas. En el caso de vectores con componentes en IN, diremos que v > w sii
todas las componentes de v son mayores o iguales que las correspondientes

de w. Ademas, diremos quev >wsiv> wy v # w.

2.2 Redes de Petri

Definicién 2.1 (Redes de Petri Ordinarias)
Una terna N = (P, T, F), formada por dos conjuntos P y T, y una relacién F

definida sobre P U T, se dice que es una Red de Petri Ordinaria si satisface:

. PNT=10
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Figura 1: Ejemplo de Red de Petri

2 FC(PxT)u(TxP)
3. dom(F)U cod(F)=PUT

Al conjunto P se le llama conjunto de lugares, al conjunto T' conjunto de tran-
siciones y a F relacidn de flujo. F relaciona lugares con transiciones en forma
de arcos entre lugares y transiciones o entre transiciones y lugares. Salvo que
se indique lo contrario, supondremos que las redes con las que trabajaremos son
finitas (los conjuntos P y T son finitos). Las redes de Petri pueden representarse
graficamente por medio de grafos bipartitos, que son grafos que constan de dos
tipos de nodos (lugares y transiciones). Los lugares se representan con circulos y
las transiciones con rectangulos.

Sea el conjunto X = PUT. Entonces, para todo 2 € X se definen los conjuntos
siguientes: *z = {y € X |(y,z) € F'} (preconjunto de x), z* = {y € X |(z,y) €
F} (postconjunto de x).

Se dice que N es T-restringidasii*t =t* =0 Vte T. 0O

Ejemplo 2.1 Sea N = (P, T, F'), siendo:

P = {p1, pz2, p3}
T = {tl, tz}

F= {(plgtl)a (pZ:tl): (t11p3)’ (p3’t2)}

Esta red estd representada graficamente en la figura 1. o
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Figura 2: Ejemplo de Red de Petri Marcada

Definicién 2.2 (Marcajes de Redes de Petri Ordinarias)

Sea N = (P, T, F) una Red de Petri Ordinaria. Una funcion M : P -— IN se
llama un marcaje de N. Entonces, (P, T, F, M) se llama una Red de Petri Ordinaria
Marcada. o

Los marcajes de las redes de Petri se representan graficamente incluyendo en
cada lugar tantos puntos como tokens le corresponden, o bien anotando cada lugar

con el nimero de tokens asociado al mismo.

Ejemplo 2.2 En la Red de Petri del ejemplo 1 podemos considerar el siguiente

marcaje:
M(p) =1, M(pa)=1, M(p3)=0

La representacion grafica de la misma, correspondiente a la primera variante, puede

verse en la figura 2. 0

La semantica de una Red de Petri estd definida mediante la siguiente regla de

disparo, que define el marcaje alcanzado tras el disparo de una transicién.

Definicién 2.3 (Regla de Disparo)
Sea N = (P, T, F, M) una Red de Petri Ordinaria Marcada. Una transicién t € T
se dice que estd permitida bajo el marcaje M, lo cual se denota por M{t), si para
todo lugar p € P tal que (p,t) € F se verifica M(p) > 0.

El disparo de una transicién permitida ¢ bajo el marcaje M resulta en un nuevo

marcaje de la red, M’, definido de la forma siguiente:

M'(p) = M(p) — Wy(p,t) -+ Wy(t,p) Vpe P
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siendo Wy(z) =1siz € Fy Wy(z) =0, paraz € F, paratodoz € (T x P) U
(P x T). Ello se denota en la forma M[t)M'. m

Ejemplo 2.3 En el ejemplo 2, el disparo de la transicién {; conduce la red al
marcaje M’
M'(p1) =0, M'(p2) =0, M'(ps) =1

Definicién 2.4 (Activacion Concurrente de Transiciones)
Sea N = (P, T, F, M) una Red de Petri Ordinaria Marcada. Sea R C 7 un conjunto
de transiciones de la red. Se dice que las transiciones de R estdn permitfidas
concurrentemente, lo que se denota por M[R) sii M(p) 2> T1cr Wy(p,t), Vp € P,
donde Wy(p,t) esta definido de la misma forma que en la definicién anterior.
Podemos incluso extender esta definicidn a multiconjuntos, permitiendo asi la
posibilidad de que varias instancias de una misma transicion sean disparadas en
un solo paso. De esta forma, diremos que un multiconjunto de transiciones R esta
permitido bajo el marcaje M sii M(p) 2> 5,7 Wy(p,t) - RB(t), Vp € P.
El disparo de un multiconjunto de transiciones R bajo el marcaje M conduce
la red a un nuevo marcaje M’, dado por:

M'(p) = M(p) = 23 (Wy(p,t) = Wi(t,p)) - R(1)

Esta evolucién de la red en un solo paso la denotaremos por M[R)M'. O

Definicién 2.5 (Redes de Petri Generalizadas)

Una Red de Petri Generalizada (aunque en el futuro nos permitiremos eventual-

mente la licencia de llamarlas simplemente Redes de Petri) es una tupla N =

(P, T,F,K,W), donde:
1. (P,T, F) es una Red de Petri Ordinaria.

2. K : P— INU {00} es una funcién que indica el nimero maximo de tokens

que puede haber en cada lugar (funcidn de capacidad).

3. W : F — IN' es una funcién que indica la multiplicidad de cada arco

(pesos de los arcos).
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Se suele omitir la funcién de capacidad, por innecesaria, si ésta es infinita para
todos los lugares. Ademas, es usual extender la definicion de W a todo el universo

de posibles arcos, haciéndola nula para pares (p,t) o (¢,p) que no estén en F'. O

Definicién 2.6 (Regla de Disparo para Redes de Petri Generalizadas)
Sea N = (P, T,F,K,W) una Red de Petri Generalizada.

1. Una funcién M : P — IN se dice que es un marcaje de N sii M(p) < K(p),
para todo p € P.

2. Una transicion ¢ € T estd permitida bajo un marcaje M, lo que se denota
por M[t) sii W(p,t) < M(p) £ K(p) — W(t,p), para todo p € P. El
disparo de ¢ resulta en un nuevo marcaje de la red M’, dado por: M'(p) =
M(p) — W(p,t) + W(t,p), para todo p € P. De nuevo, esta evolucién la

denotamos por M[t)M’.

3. Un multiconjunto de transiciones R estd permitido bajo el marcaje M, lo
que se denota por M{R), si y sélo si M(p) > Y,er W(p,t) - B(t). El disparo

de R resulta en un nuevo marcaje M’, dado por:

M) = M(p) = (W (p,0) = W) B(0), Vo€ P
te

Lo que se denota por M[R)M'.

Definicién 2.7 Sea N = (P,T, F, K, W, M) una Red de Petri Marcada.

1. Se dice que ¢ = Myt M, ...t, M, es una secuencia de ocurrencia finita de &
siy sblosi Vi€ {1,...,n}, Mi_1[t:)M;. En algunas ocasiones denotaremos
las secuencias de ocurrencia en la forma ¢ ...t,, ya que a partir del marcaje
de partida My y a partir de la secuencia de transiciones disparadas a partir

de él, es posible obtener los demas marcajes M;.

Extendemos la notacién habitual a secuencias de ocurrencia, obteniendo
Molo)M,. Se denota mediante L{N, M) al conjunto de secuencias de ocu-

rrencia de N que parten de Mp.
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2. Se dice que 0 = MgBRy M, ... R, M, es una secuencia de pasos finita de /N si
y sblosi Vi € {1,...,n}, M;.1[R:;)M;. De nuevo se extiende la notacién ha-
bitual a secuencias de pasos: My[o)M,. Se denota por P(N, My) al conjunto

de secuencias de pasos de N que parten de M.

En lo sucesivo trabajaremos usualmente sobre la semantica de secuencias de

ocurrencia, salvo que explicitamente se indique lo contrario.

Definicion 2.8 (Matrices de Incidencia)

Sea N = (P, T, F,W, My) una Red de Petri Marcada.
1. Se dice que N es purasiiVt € T,Vpe P, W(t,p) - W(p,t) = 0.

2. Si N es una red pura, podemos definir su matriz de incidencia previa, C~ =
(cij)s i =1,...,|Plyj = 1,...,|T|, siendo ¢;; = W(pi,t;), y su matriz
de incidencia posterior C* = (c};), ¢ = 1,...,|P|;j = 1,...,|T|, siendo

¢t = W(t{,pj).

4,7

3. S1 N es una red pura se define su matriz de incidencia C por medio de

C=Ct-C-.
0

La matriz de incidencia puede ser definida también sobre redes que no sean
puras, pero en tal caso no caracteriza a las mismas, pues una misma matriz de

incidencia corresponde a varias redes diferentes.

Ejemplo 2.4 Es sencillo obtener dos Redes de Petri diferentes con la misma ma-
triz de incidencia. Para ello basta tomar una Red de Petri Ordinaria y elegir
un Jugar y una transicién no conectados inicialmente, y conectarlos formando un
loop. Por ejemplo, las dos redes de la figura 3 tienen la misma matriz de incidencia.
De hecho, si se trabaja con Redes Generalizadas el afiadido se puede hacer sobre

cualquier par. O
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O

'/

O

Y

Figura 3: Dos Redes de Petri con la misma Matriz de Incidencia

Proposicién 2.1 (Ecuacién de Estado)

Sea N = (P,T,F,W,M;) una Red de Petri Marcada Pura, 0 € L(N,M,), y
Mo[o)M. Entonces se tiene: M = My + C - 7, siendo & el vector de Parikh
asociado a la secuencia o, que estd definido como &(¢) =numero de ocurrencias de

la transicién {; en la secuencia o.

Demostracién: Sea la secuencia de marcajes producida a lo largo de la ejecucion
de o: Mot;, M, ...t;,M,. Entonces, de la regla de disparo se concluye que M; =
Moy + C - Uy, siendo U;, el vector cuyas componentes son todas nulas, salvo la

t1-ésima, que vale 1. En general, se obtiene que My = My, + C - Uj,.

Por tanto:
k
My=Mir +C- (U, +Us)=...= Mo+ C - 3 U,
7=1
k
Ahora bien, Y, Ui, = &, lo que termina la demostracion. a
Jj=1

2.3 Analisis de Redes

Cuando se plantea el disefic de un sistema, aparte del interés que suscita el tener
un modelo grafico del mismo, resulta importante disponer de herramientas que
nos permitan obtener propiedades a partir del modelo considerado. En el caso de
los sistemas concurrentes, la verificacidn del cumplimiento de ciertas propiedades
se hace mas dificil que en el caso de los sistemas secuenciales, por lo que dichas
herramientas cobran un particular interés. El andlisis de la conducta de los sistemas
tiene por objeto determinar el cumplimiento de ciertas propiedades, como por

ejemplo, que el niimero de procesos en una cierta cola del sistema no excede cierta
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cantidad, que se garantiza la exclusién mutua en el acceso a cierto recurso del
sistema, etc.

En el caso de las Redes de Petri, junto con su notable interés para el modelado
de sistemas, por su naturaleza grifica que permite tener un modelo facilmente com-
prensible de un sistema, se tiene también una herramienta poderosa para analizar
formalmente el cumplimiento de determinadas propiedades de buena conducta de
los mismos, como la ausencia de bloqueos, la alcanzabilidad de un cierto estado,
la posibilidad de alcanzar la situacién de partida del sistema con independencia de

su estado actual, etc.

Habitualmente se dividen las propiedades de los sistemas en dos clases:

2.3.1 Propiedades de Seguridad

Garantizan que el sistema no alcanzard nunca un conjunto de estados no deseados,
o que nunca ejecutard una secuencia de pasos que pertenezca a un determinado

conjunto.

Son propiedades de Seguridad las siguientes:

1. Propiedad de Alcance. Un marcaje M de una Red de Petri Marcada
N = (P, T,F, W, M) se dice que es alcanzableen N sii existe una secuencia de
ocurrencia ¢ € L(N, My) tal que My[o) M. Denotamos por [Mp) al conjunto
de marcajes alcanzables en NV a partir del marcaje inicial My, y por [M) al

conjunto de marcajes alcanzables en N a partir de un marcaje M.

2. Propiedad de Seguridad. Una Red de Petri Marcada N = (P, T, F, W,
M,) es n-segura, para un cierto n € IN dado, si todo marcaje alcanzable M
a partir de My cumple la propiedad M(p) < n, para todo p € P. Las redes
l-seguras se llaman habitualmente segures, y en ellas los marcajes pueden

identificarse con subconjuntos de lugares.

Bajo los mismos requisitos, se dice que un lugar p € P es n-seguro si M(p) <

n, para todo marcaje alcanzable M a partir de M,.

3. Propiedad de Limitacién. Sea N = (P, T, F,W, M) una Red de Petri

Marcada. Se dice que un lugar p € P es limitado si existe un nimero natural
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n € IN tal que dicho lugar es n-seguro; y se dice que NV es limitada si todos

sus lugares son limitados.

. Ausencia de Bloqueos. Dada una Red de Petri Marcada N = (P,T, F, W,

Mpy), y un marcaje alcanzable M a partir de Mp. Se dice que M es un marcaje
muerto si no existe ninguna transicién permitida bajo dicho marcaje. La red
N se dice que estd libre de bloqueos si no existe ningun marcaje alcanzable

muerto.

. Conservacién Respecto a un Vector de Pesos. Sea una Red de Petri

Marcada N = (P,T,F,W, M), con P = {p1,...,pn}. Se dice que N es
conservative respecto a un vector de pesos w, con w € IN", si para todo

marcaje alcanzable M a partir de My se cumple:

n

i M(p) = 3 wi - Mo(pi)

i=1 1=1

. Cubrimiento de Marcajes. Sea una Red de Petri Marcada N =

(P,T,F,W,M;). Dado un marcaje M de N, se dice que N cumple la
propiedad del cubrimiento de marcajes para el marcaje M si existe M’ € [Mg)
tal que M’ > M.

NOTA: Para ser mds precisos, la alcanzabilidad no es exactamente una propiedad

de seguridad, sino la negacidn de la propiedad, la no alcanzabilidad. Analogamente

ocurre con el cubrimiento de marcajes.

2.3.2 Propiedades de Actividad

Garantizan que el sistema, con independencia de su estado actual, podra even-

tualmente alcanzar un determinado estado de un cierto conjunto de estados, o

podré eventualmente ejecutar una cierta secuencia de eventos. Son propiedades de

actividad las siguientes:

1. Vivacidad. Sea N = (P,T,F,W, M,) una Red de Petri Marcada. Una

transicién ¢t € T se dice que es viva si para todo marcaje alcanzable M € [My)
existe una secuencia de ocurrencia ¢ que parte de M tal que o = t;.. .1,

con t,, = 1. Se dice que N es viva si todas sus transiciones son vivas.
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2. Home State. Sea N = (P, T, F, W, M,) una Red de Petri Marcada. Se dice
que un marcaje M de N es un home state si para todo M’ € [My) se tiene
M e [M').

3. Home Space. Sea N = (P, T, F, W, M) una Red de Petri Marcada. Se dice
que un conjunto de marcajes M es un home-space de N si para todo marcaje
M' € [ M) existe un marcaje M"” € M tal que M" € [M’).

4. Ciclicidad. Sea N = (P, T, F,W, Mp) una Red de Petri Marcada. Se dice
que N tiene un comportamiento ciclico si para todo marcaje M € [M,) existe

una secuencia de ocurrencia o que parte de M tal que M[o)M,.

2.3.3 Decidibilidad del Alcance y la Vivacidad

Al abordarse el estudio de la decidibilidad de algunas de estas propiedades ante-
riormente citadas, se comprobé que en absoluto se trataba de problemas sencillos,
no encontrandose en principio en la mayor parte de las ocasiones mas que un me-
canismo de reducibilidad que nos permitiria resolver unos problemas reduciéndolos
a otros en apariencia mas sencillos. De esta forma, la decidibilidad de la propiedad
de alcance aparecié como bésica para resolver la decidibilidad de las demas. Sin
embargo, pronto se constaté que la prueba de la decidibilidad del alcance no era
ni mucho menos sencilla. Por ello, se plantearon las siguientes propiedades rela-

cionadas con la alcanzabilidad, a las que se consiguié reducir esta ultima.

1. Propiedad de Alcance de Submarcajes. Sea N = (P, T, F, W, M) una
Red de Petri Marcada. Dado P/ C P, se dice que N cumple la propiedad

de Alcance de Submarcajes para P’ si existe un marcaje M’ € [Mo) tal que
M'(p) = M(p), Vp € P'.

2. Propiedad de Alcance Nulo. Sea N = (P, T, F, W, M;) una Red de Petri
Marcada. N cumple la propiedad de Alcance Nulo sii 0 € {My), donde O es

el vector cuyas componentes son todas nulas.

3. Propiedad de Alcance Nulo de un Solo Lugar. Sea N = (P, T,
F,W, Mp) una Red de Petri Marcada. Dado py € P, se dice que N cumple

la propiedad de Alcance Nulo de un Solo Lugar para pg si existe un marcaje
M e [Mo) tal que M(po) =0.
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Teorema 2.1 En lo que a su decidibilidad se refiere, son equivalentes los siguientes

problemas.
1. El problema de alcance.
2. El problema de alcance de submarcajes.
3. El problema de alcance nulo.

4. El problema de alcance nulo de un solo iugar.

Demostracién: Ver [Pet81]. o

Sin embargo, a pesar de este resultado, posteriormente se vio que la dificultad
de resolver cualquiera de los tres nuevos problemas introducidos es la misma que
la de resolver el problema de alcance. En todo caso, aunque no se conocia st esta
propiedad era decidible, si se obtuvieron resultados que ya dejaban ver que en caso
de que fuera decidible, la complejidad del algoritmo empleado seria prohibitiva
(por ejemplo, Lipton [Lip76] demostré en 1976 que un algoritmo para resolver el
problema de alcance requerirfa al menos una cantidad exponencial de espacio de
almacenamiento y de tiempo con respecto al nimero de arcos de la red). Final-
mente, la decidibilidad del problema de alcance fue resuelta en 1981 por Mayr
(ver [May81]), y mas tarde por Kosaraju (ver [Kos82]) que corrigié algunos errores
de la demostracién original. Pueden encontrarse demostraciones mas legibles en
[Lam86, Reu90, Lam92).

Una vez probada la decidibilidad del problema de alcance, se obtuvo inme-
diatamente la decidibilidad del problema de vivacidad, pues previamente [Pet8l]
también se habia probado que dicho problema era equivalente al problema de
alcance. Posteriormente pudo hacerse lo propio con otras propiedades. Asi [Fru86]
probé la decidibilidad de la propiedad de ser home-state, posteriormente extendida

a home-spaces en [JoFr91).

2.3.4 Técnicas de Analisis de Propiedades

Las técnicas de analisis de propiedades de Redes de Petri suelen clasificarse en 4

grupos:
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Anilisis por enumeracidn.

Analisis por transformacién.

Analisis estructural.

Analisis por Simulacidn.

Analisis por enumeracion

En el andlisis por enumeracién se construye un arbol de marcajes, que expresa las
posibles evoluciones de 1a red. El arbol asi obtenido se llama drbol de accesibilidad,
el cual es en general infinito. Por ello, aun a costa de perder cierta informacion,
se define el llamado drbol de cobertura, que es siempre finito (para redes finitas),
lo que permite estudiar sobre él aquellas propiedades para las que dicho arbol

proporcione la informacién necesaria para establecer su decidibilidad.

Definicién 2.9 (Arbol de Cobertura)
Sea N = (P, T, F, W, Mg) una Red de Petri Marcada. Se define el drbol de cobertura
de N, T(N), de la forma siguiente:

1. La rafz se etiqueta con el marcaje inicial My.

2. Un nodo z etiquetado con un marcaje M es una hoja del arbol si ocurre una

de las siguientes posibilidades:
(a) O bien no existe ninguna transicién permitida bajo M.
(b) O bien hay un nodo y, y # z, en el camino que va desde la raiz a z,

etiquetado también con M.

3. Si z es un nodo con etiqueta M, y no es una hoja, entonces para cada tran-
sicion t permitida por M se introduce un nuevo arco en el arbol, etiquetado
con esa transicion ¢, con destino en un nuevo nodo y, cuya etiqueta se obtiene

en base a los pasos siguientes:

(a) Para todo lugar p € P se calcula: M(p) = M(p) + W(p,t) — W(t,p).
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(b) Si en el camino de la raiz a z hay un nodo z, z # y, con etiqueta M”
tal que: M(p) > M”(p), para todo p € P, entonces se etiqueta el nodo

y con M’, definido de la forma siguiente:

M(p) si M(p)= M"(p)

w en caso contrario

M'(p) = {

(c) Si la condicién anterior resulta falsa, se hace M’ = M, y el nodo y se

etiqueta con M'.

En esta definicién se considera que n < w, ¥n € N, yquen+w =w+n =
wtw=w—n=w, ¥n € IN. 0

Teorema 2.2 El 4rbol de cobertura de toda Red de Petri Marcada N, T(V), es
finito.

Demostracién: Ver [Pet81]. a

No es posible decidir mediante el drbol de cobertura la propiedad de alcance,
pues no puede establecerse si un marcaje concreto pertenece o no al alcance de
la red. Sin embargo, si es posible decidir el cubrimiento de marcajes, asi como la

seguridad, limitacién y conservacidn (ver [Bes86, BF86, Petd1]).

El siguiente teorema, extraido de [Fru86|, establece que para toda red N es
posible encontrar un conjunto finito de marcajes accesibles con la propiedad de que

cualquier marcaje accesible de N cubre a alguno de los marcajes de este conjunto.

Teorema 2.3 Sea N = (P, T, F,W, My) una Red de Petri Marcada. Existe un
conjunto finito de marcajes alcanzables en N, {M}, ..., M4}, tales que VM € [My)
existe 7 € {1,...,b} tal que Mj C M.

Demostracién: Ver [Fru86]. |

Analisis por transformacién

En el analisis por transformacion se aplican diversos mecanismos de reduccion de
redes que se aplican a una red para obtener redes mds sencillas, que preservan
algunas propiedades de la red de partida, lo que permite estudiar sobre estas

ultimas dichas propiedades. Las simplificaciones mas usuales consisten en eliminar
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los lugares implicitos (ver [Sif78, Esp90]), lo que conserva la vivacidad y limitacién
de la red de partida, o bien el reemplazamiento de una subred por un dnico lugar
(ver [Bra86]), cuando ésta cumple ciertas condiciones. De nuevo, esta reduccién
preserva la limitacién y vivacidad. Otras técnicas de reduccién (ver [Ber80, Bra86])
se basan en sustituir un lugar por un conjunto de transiciones, o en la eliminacién

de algunas transiciones irrelevantes en el funcionamiento de la red, etc.

Analisis Estructural Basado en el Algebra Lineal

Los métodos de analisis estructural estudian las propiedades de las redes de Petri
haciendo uso exclusivamente de su topologia. Estos métodos se dividen en dos
grupos, con relacién a las herramientas que utilizan: Métodos basados en el dlgebra
lineal y métodos de cerrojos y trampas.

Los métodos de analisis estructural basados en el dlgebra lineal se apoyan en
la ecuacién de estado de la red (trabajan por tanto sobre redes puras). Para ello
definen los P-invariantes como P-vectores anuladores izquierdos de la matriz de

incidencia.

Definicién 2.10 (P-invariantes)
Sea N = (P, T, F,W, M) una Red de Petri Marcada Pura. Entonces, a los vectores

V : P — Z se les llama P-vectores.

1. Un P-vector I se llama un P-invariante de N si IT-C = 0, siendo 0 el vector

cuyas componentes son todas nulas.

2. El soporte de un P-vector H € Z¥ se define como sigue:

Py ={pe P|H(p) # 0}

3. Un P-invariante I de N se dice que es no-negativo si todas sus componentes

son mayores o iguales que 0.

4. Un P-invariante no-negativo se dice que es minimal si no hay otro P-inva-

rignte I' no-negativo tal que 0 < [ < I.
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5. Un P-invariante positivo (todas sus componentes son positivas o nulas, pero

al menos una es estrictamente positiva) se llama un P-semiflujo.

0

La ecuacién IT - C = 0 puede ser resuelta mediante el algoritmo de Farkas
(ver [MeVa86]), que proporciona un conjunto de generadores del conjunto de P-
semiflujos soluciones. La siguiente proposicidon dernuestra que los P-semiflujos
minimales generan todas las soluciones de Y7 - C =0, con Y un vector con coefi-
cientes en @ U {0}.

Proposicién 2.2 Sea una Red de Petri Marcada Pura N = (P, T, F,W, M) y C
su matriz de incidencia. Sea Y un vector con coeficientes en @+ U {0} tal que

YT.(C =0. Entonces, Y = E AiY;, siendo los Y; P-semiflujos minimales de N.

Demostracién: Ver [Esp90]. o

La siguiente propiedad de los P-invariantes permite resolver el problema de la

conservacion.

Proposicién 2.3 Sea una Red de Petri Marcada Pura N = (P, T, F, W, My) y sea
I un P-invariante suyo. Entonces VM’ € [My), : IT - M = IT - M,.

Demostracién: Basta aplicar la definicién de P-invariante y la ecuacién de

estado, multiplicando dicha ecuacién por su izquierda por I7. o

De esta propiedad se concluye que si NV es una Red de Petri Marcada Pura
dotada de un P-semiflujo, entonces N es conservativa respecto de dicho P-semiflujo.
Ademds, aunque dicha propiedad no permite resolver el problema de alcance, si
permite demostrar que un determinado marcaje no estd en el alcance de la red.
Es decir, un marcaje determinado M no estaré en el alcance de N si [T - M #
IT-M,. Otra propiedad que puede ser resuelta mediante el uso de P-semiflujos es la
seguridad, pues una consecuencia de que el niimero entero n = IT- M sea constante
para todos los marcajes alcanzables es que todos los lugares de N asociados a
componentes no nulas de I (lugares del soporte de I) son n-seguros.

Lamentablemente, la propiedad anterior de invarianza de la cantidad I7 - M no

caracteriza plenamente a los P-invariantes, es decir, el reciproco no es en general



2.3. ANALISIS DE REDES 31

cierto. Ello se debe a la posibilidad de que en el marcaje inicial no contemos con
suficientes tokens como para poner a prueba todas las transiciones del sistema.
Sin embargo, si fortalecemos un poco las condiciones del marcaje de partida, con-

Seguimos un reciproco.

Teorema 2.4 Sea N = (P, T, F,W, My) una Red de Petri Marcada Pura, con My
un marcaje que cumple la siguiente propiedad: Vi € T IM, € M) que permite la
activacion de ¢t. Sea ademds I un P-vector tal que 1T - M = IT . My, para todo
M € [My). Entonces I es un P-invariante de N.

Demostracién: Para cada transicién t sea el marcaje M;. El disparo de t bajo
dicho marcaje proporciona el marcaje M{, dado por:

M! =M, + C(-,1)

Ahora bien, por la hipdtesis efectuada sobre I, 17 M = IT - My, lo que implica:
IT.C(—,t) = 0. Esto es valido para todo ¢, por tanto I7.C = 0. 0

De forma totalmente simétrica podemos definir los T-invariantes, como anu-
ladores derechos de la matriz de incidencia. Ellos nos permitiran resolver también

algunos de los problemas planteados.

Definicién 2.11 (T-invariantes)
Sea N = (P, T, F,W, My) una Red de Petri Marcada Pura. Un vector de la forma

J : T —s Z se llama un T-vector.

1. Se dice que un T-vector J es un T-invariante de N sii C'-J = 0, siendo C la

matriz de incidencia de N.

2. un T-invariante de N se dice que es no-negativo sii todas sus componentes

son mayores o iguales que 0.

3. Un T-invariante no-negativo J de NV se dice que es minimal si no existe otro

T-tnvariante no-negativo J' tal que 0 < J' < J.

0

El teorema siguiente relaciona los marcajes reproducibles (home-states) con los

T-invariantes.
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Teorema 2.5 Sea N = (P, T, F,W, M) una Red de Petri Marcada Pura, y sea
M un home-state de N. Entonces, las transiciones de cada secuencia de ocurrencia

o tal que M[a)M constituyen el soporte de un T-invariente no-negativo de V.

Demostracién: Inmediata, a partir de la ecuacién de estado. O

Su reciproco es igualmente cierto, lo que transforma este teorema en una

propiedad caracterizadora de los T-invariantes.

Teorema 2.6 Sea N = (P, T, F,W, M,) una Red de Petri Marcada Pura y sea J
un T-invariante no-negativo de N. Entonces existe un marcaje M, reproducible
con el disparo de las transiciones del soporte de J, disparadas tantas veces como

indique la correspondiente componente en J.

Demostracién: Basta considerar el marcaje M;(p) = 2 J(@t)-W(p,t),Vpe P.
tep*

Su definicién es correcta, al ser T' no-negativo. Basta entonces aplicar la ecuacién

de estado para obtener M; +C-J = M;+0=M;. 0

No obstante, la ciclicidad de la red no puede ser resuelta mediante el simple
uso de T-invariantes. De hecho, tal cosa no puede garantizarse ni siquiera aunque

cada estado alcanzable sea un home-state.

Anadlisis Estructural Basado en Cerrojos y Trampas

El otro tipo de técnicas estructurales se apoyan en los conceptos de cerrojos y
trampas, que son propiedades puramente estructurales, prescindiendo del marcaje
de la red en un momento dado. Los cerrojos son conjuntos de lugares, que una vez
que han perdido conjuntamente sus tokens permanecen desmarcados por siempre.
Simétricamente, las trampas son conjuntos de lugares que permanecen marcados

una vez que tienen un token.

Definicién 2.12 {Cerrojos y Trampas)
Sea N = (P,T, F, M,) una Red de Petri Ordinaria Marcada Pura Fuertemente
Conexa (es decir, desde cualquier nodo, ya sea transicién lugar, se puede ir a

cualquier otro nodo).

1. 5 C P se llama un cerrojo de N sii *S C 5°.
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2. § C P se llama una trampa de N sii §* C*S.

3. Un cerrojo (resp. trampa) se dice que es minimal sii no existe otro cerrojo

(resp. trampa) contenido en él de forma estricta.

a

El siguiente teorema expresa la interpretacion realizada de los cerrojos y tram-

pas.

Teorema 2.7 Sea N una Red de Petri Ordinaria Marcada Pura Fuertemente

Conexa.
1. Sea S un cerrojo de N. Entonces:
(VseS : M(s)=0)=>VMec[M):Vse€S: M(s)=0

Es decir, si en algiin marcaje M el cerrojo se vacia, entonces en todo marcaje

posterior permanece vacio.
2. Sea S una trampa de N. Entonces:
(Js€ S : M(s)>0) = VM e[M)IseS: M(s)>0
Es decir, si en algiin marcaje M la trampa adquiere un token, entonces en

todo marcaje posterior la trampa permanece marcada.

Demostracién: Ver [Lau86]. o

E] teorema siguiente proporciona una condicién suficiente para decidir la ausen-

cia de bloqueos.

Teorema 2.8 Sea /N una Red de Petri Ordinaria en las condiciones de la definicién
anterior. Si todo cerrojo no vacio de N contiene una trampa marcada en Mo,

entonces N no se bloquea.

Demostracién: Ver [Lau86). 0

Sin embargo, el problema de la vivacidad tampoco puede resolverse en general
con el uso de cerrojos y trampas, salvo en casos concretos, como son los grafos
marcados, que son redes fuertemente conexas en las que todo lugar tiene una

inica transicién precondicién y una tnica transicién postcondicién.
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Capitulo 3
Redes de Petri Temporizadas

En este capitulo introducimos las Redes de Petri Temporizadas, para las cuales
definimos una semdntica de pasos, asi como dos semdnticas restrictivas, la primera
de ellas basada en no permitir ejecuciones solapadas de la misma transicién, y
la segunda basada en no permitir disparos simultdneos de varias instancias de la
misma transicién. También se introducen las propiedades cuya decidibilidad sera

objeto de estudio en los siguientes capitulos.

Existen basicamente dos extensiones temporizadas de Redes de Petri. Las Re-
des de Petri con Tiempo (ver {Mer74]) y las Redes de Petri Temporizadas (ver
[Ram74]). Las primeras asocian dos niimeros enteros a cada transicién, que repre-
sentan, respectivamente, el primer instante en el que la transicién asociada puede
ser disparada, y el instante en el que debe ser disparada como muy tarde (ambos
con respecto al instante en el que la transicién estd permitida). En este tipo de
redes el disparo no toma ningin tiempo. La segunda versién es la que considera-
mos a lo largo de la tesis, se basa en la asociaciéon de una duracién (en principio
entera, aunque luego consideraremos modelos con duraciones racionales y reales)

a cada transicién.

3.1 Conceptos Generales

Definicién 3.1 (Red de Petri Temporizada)
Se define una Red de Petri Temporizada (RPT) como una quintupla (P, T, F, W, é),

35
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donde:
P : Conjunto finito de lugares

T - Conjunto finito de transiciones (disjunto con P)
FCPxTUT x P (Conjunto de arcos)

W : F — IN* (Peso de los arcos)

§ : T — IN* (Duraciones)

]

Esta definicidn esta basada en la terminologia introducida en [BF86] y difiere
de ésta en la introduccién de duraciones enteras no nulas para las transiciones.

El modelo de tiempos considerado estd basado en la existencia de un unico
reloj global, que coordina la evolucién del sistema. Por otra parte, el espacio de
tiempo considerado es discreto, lo que resulta més coherente con el funcionamiento
de los ordenadores, que estan controlados por un reloj discreto, que emite tics a
intervalos regulares de tiempo. Asi la duracién de todas las acciones en el sistema

es un multiplo de este intervalo de tiempo.

La introduccién de marcajes en las Redes de Petri nos permite especificar su
evolucién, anotando cada lugar con el nimero de tokens que hay sobre él en cada
instante. En el caso de las Redes de Petri Temporizadas, el concepto de mar-
caje requiere considerar las duraciones de las transiciones. El efecto del disparo de
estas transiciones temporizadas se formalizara de la forma siguiente: cuando se dis-
para una transicién se sustraen de sus precondiciones los tokens correspondientes,
y s6lo anadimos los tokens correspondientes sobre las postcondiciones cuando la
transicién termine. Como consecuencia de ello, tenemos que afiadir al concepto de
marcaje ordinario una segunda componente, que indique qué transiciones estan en

ejecucién, asi como los tiempos que les quedan para terminar.

Definicién 3.2 (Marcajes de Redes de Petri Temporizadas)
Sea N = (P,T,F,W,6) una RPT. Un marcaje M para N es un par (M, Mz),
donde M; € IN¥ y M, es un multiconjunto finito de pares en T x INT tal que
Vie T y ¥y > 6(t) : Ma(t,y)=0.

Llamamos entonces a toda tupla (P, T, F,W,§, M) cuyas 5 primeras compo-

nentes forman la descripcién de una RPT, y la sexta es un marcaje de la misma

Red de Petri Temporizada Marcada (RPTM). a
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Dado un marcaje M = (M, M;) de una RPT, llamaremos a M el marcaje ac-
tual (donde aqui marcaje tiene el significado ordinario) de la red, y decimos que M,
es el multiconjunto de transiciones pendientes. Hemos considerado multiconjuntos
de transiciones pendientes para permitir la ejecucién solapada de varias transi-
ciones, incluyendo la de varias instancias simultdneas de la misma transicién. De
esta forma obtenemos la méxima generalidad, pudiéndose establecer restricciones

sobre la regla de disparo, cuando asi se considere oportuno.

Al contrario de lo que ocurre en redes no temporizadas (nos referiremos en lo
sucesivo con este nombre a las Redes de Petri ordinarias introducidas en el capitulo
2), es posible que en un instante concreto una Red de Petri Temporizada tenga un
marcaje actual determinado, y en el instante siguiente este marcaje cambie, ain
cuando no se haya disparado ninguna nueva transicién, por efecto de la terminacion
de algunas transiciones que estuvieran en ejecucion.

Sin embargo, si no se dispara ninguna nueva transicién a partir de un cierto
instante, entonces el marcaje de la red sélo sufrird variaciones durante un periodo
de tiempo finito, estabilizindose a partir de un instante determinado.

Podemos asi definir una funcién Estable que para cada marcaje M = (M, M,)
nos indique el tiempo necesario para la estabilizacién, supuesto que no se dispare

mientras tanto ninguna nueva transicion.

Definicién 3.3 (Funcién de estabilizacién)
Sea N = (P,T,F,W,6) una RPT y sea M su conjunto de marcajes. Se define la

funcién Estable : M — IN de la forma siguiente:
Estable(M) = Maz {f € N* |Ft € T : My(t,B) > 0}

donde Maz es la funcidén que retorna el midximo de un conjunto de naturales, con

el convenio habitual de devolver 0 cuando el conjunto es vacio. a

Parece razonable exigir que todo marcaje inicial esté estabilizado. Por ello,

decimos que un marcaje My puede ser inicial cuando Estable( M) = 0.

Ejemplo 3.1 La figura 4 nos muestra un ejemplo de Red de Petri Temporizada,
en la que los nimeros que acompafian a las transiciones indican sus duraciones

enteras. a
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I D2
2

t1,2 t2,4
3 4

Pa P4

13,6
Ps

Figura 4: Ejemplo de Red de Petri Temporizada

Como ocurre en las Redes de Petri No Temporizadas, la evolucion del sistema
se especifica en términos de disparos de transiciones. En este caso, la activacion
de multiconjuntos de transiciones tiene lugar de acuerdo a la siguiente regla de

activacion.

Definicién 3.4 (Regla de Disparo)
Sea N = (P,T,F,W,6) una RPT y M = (M;, M;) un marcaje de ésta en un
instante 8 € IN. Un multiconjunto de transiciones R se dice que estd permitido

en el instante § bajo el marcaje M sii

M(p) 2 > R(t)-W(p,t), VpE P

teT

Si un multiconjunto de transiciones R estd permitido en un instante § € IN bajo
un marcaje M, y lo disparamos en ese instante, el marcaje alcanzado en el instante
B+ 1 es el marcaje M’ = (M|, M}) definido de la forma siguiente:

M! = M, — tEECO R(t)-W(—,t)+ tEZ}Cl R(t)-W(t,—)+ “’12)202 My(t,1) - W(t,—)

donde: Cy = {t € T'|R(t) > 0}
Ci={teT|R(t)>0A6(t)=1}
Cy = {(¢,1) € T x IN| M,(¢,1) > 0}
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M}: TxINt* — IN con

R(2) si B = 6(t) — 1

M(t,8 +1) en caso contrario

M;(t, B') = {

Es inmediato comprobar que M’ cumple las condiciones para ser un marcaje.

El paso descrito se denota con la notacién usual: M{R)M'. O

De esta forma, el marcaje actual alcanzado correspondiente al instante g -+ 1
se obtiene sustrayendo al marcaje actual M; los tokens correspondientes a los
lugares de entrada de las transiciones en R, y afladiendo los correspondientes tokens
sobre los lugares de salida de las transiciones en R con duracién 1 y de aquellas
transiciones pendientes en M, que terminan en ese momento. En lo que concierne
a M}, éste refleja el paso del tiempo, de modo que incluye aquellos elementos en
M, alos que les queda més de una unidad de tiempo para terminar decrementados
en una unidad, y también incluye las transiciones de R con duracién mayor que
una unidad de tiempo, anotadas con el tiempo que les queda para concluir §(¢) — 1.

Un caso particular de la definicién anterior ocurre cuando R es vacio. En tal
caso, los cambios en el marcaje reflejan el paso de una unidad de tiempo para cada

transicién pendiente.

De esta definicién se deduce que, de forma anéloga a lo que ocurre en redes no
temporizadas, si un multiconjunto de transiciones R esta permitido en un instante
3, entonces también estd permitido en todo instante posterior, al menos mientras
no se disparen nuevas transiciones. Ello se debe a que el efecto del paso del tiempo
sélo puede ser positivo, en el sentido de que el marcaje actual sélo puede ganar

nuevos tokens, cada vez que la ejecucién de una transicidon pendiente termina.

En el ejemplo 3.1 puede dispararse el conjunto {t;, t2} de forma simultinea
en cualquier instante de tiempo. Supongamos, por ejemplo, que se dispara en el
instante 0. Entonces, en el instante 1 el marcaje de la red seria My = (M1, M 2),
con M;, = (0,0,0,0,0) y My = {1.(£;,1), 1.(¢2,3)}. Esto significa que los tokens
correspondientes a las postcondiciones no se han afiadido ain a sus lugares corres-
pondientes, y que tenemos una copia de la transicién ¢ a la que queda una unidad
de tiempo para terminar y una copia de ¢; a la que quedan tres unidades de tiempo
para terminar. En el instante 2 tendremos el siguiente marcaje: My = (My 1, M2 ),
con Mz = (0,0,3,0,0) y M2 = {1.(22,2)}. Es decir, la transicion ¢; ha terminado
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Figura 5: Ejemplo de Red de Petri Temporizada

ya su ejecucién, y por tanto, han sido afiadidos los correspondientes tokens sobre
los lugares postcondicién. En el instante 4 terminara la ejecucidn de t,, llegdndose
a un marcaje estable, el cual permite ademas el disparo de la transicion {s.

En este ejemplo no hemos solapado la ejecucion de varias copias de la misma

transicion. Consideremos ahora el siguiente ejemplo:

Ejemplo 3.2 Seala Red de Petride la figura 5. En este segundo ejemplo podemos
disparar en el instante inicial dos copias de ¢;, obteniendo asi en el instante 1 el
siguiente marcaje: M; = (M1, My2), con My, = (1,0,0) y My, = {2.(¢1,3)}.
En el instante 2, por ejemplo, podemos disparar otra copia de ¢;, obteniendo en
el instante 3 el marcaje siguiente: M; = (Ma;1, M32), con M;3; = (0,0,0), y
Mz, = {2.(t1,1), 1.(t1,3)}. En el siguiente instante terminaran las dos primeras

copias de t1, lo que permitira el disparo de t,. O

La definicidon de la regla de disparo nos va a permitir asociar a las Redes de
Petri Temporizadas una semantica de pasos. No obstante, si limitamos la regla
de disparo permitiendo tnicamente el disparo de una transicién en cada instante,
obtendremos una semantica de secuencias de ocurrencia. Otras dos semanticas
restrictivas son también de interés para nosotros, basadas en prohibir la ejecucion
solapada de varias instancias de la misma transicién y en prohibir el disparo si-

multdneo de varias instancias de la misma transicion, respectivamente.

Definicién 3.5 (Secuencias de Pasos Temporizadas)

Sea N = (P, T, F,W,6) una RPT y sea M un marcaje inicial de ésta; se dice que
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o = Mo|Ro)... M1[Ra.—1)M, es una secuencia de pasos temporizada finita de
(N, My) sii:

1. ¥ie {0,...,n~1}: R;es un multiconjunto de transiciones en T (que puede

ser vacio)
2. Vie{l,...,n}: M;_1[Ri_1)M;, siendo M;_, y M; marcajes de N.

A partir del marcaje inicial Mp, la duracién de la secuencia y los pasos F; no
vacios con sus tiempos de disparo podemos reconstruir toda la secuencia de pasos.

Por tanto, habitualmente escribiremos M[o(™)M, , donde ¢ = R") ... R(®) con

B < B2 <...< B,y cada R; es un multiconjunto no vacio de transiciones en T'.
Denotamos por P(N, My) al conjunto de secuencias de pasos temporizadas, que
define la semantica de pasos de N. Es decir:

P(N, M) = {c| o es secuencia de pasos temporizados finita para N desde My}

O

Las dos semdnticas restrictivas citadas se obtienen de la forma siguiente:

Definicion 3.6 (Reglas de Disparo Restrictivas)
Sea N = (P,T,F,W,§) una RPT y M = (M;, M) un marcaje de la misma.

e Se dice que un multiconjunto de transiciones R estd permitido sin sola-
pamiento de ejecuciones de la misma transicion (ss-permitido) bajo el mar-

caje M si y sdlo si esta permitido sin restricciones, y Vi € T se tiene:

1. S8i 3y € IN, Ma(t,v) > 0 entonces R(t) =0
2. R(t) <1

e Se dice que un multiconjunto de transiciones R estd permitido sin el disparo
simultdneo de varias instancias de la misma transicion (sds-permitido) bajo
el marcaje M si y sélo si estd permitido sin restricciones, y Vi € T se tiene

R(t) < 1.
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Definicién 3.7 (Secuencias de Pasos Temporizadas Restrictivas)
Sea N = (P,T,F,W,6) una RPT, M; un marcaje inicial de N y ¢ =
Mo[Ro) ... Mp_1[Ryn—1)M, una secuencia de pasos temporizada de N.

e Se dice que ¢ es una secuencia de ocurrencia temporizada st y sélo si todo

paso no vacio consta dnicamente de una transicidn, es decir

Vie{0,...,n—1} |Ri| <1

e Se dice que o es una secuencia de pasos temporizada ss-finita de (N, Mg) si y
solo si todos los pasos en ella estan ss-permitidos sobre los correspondientes

marcajes de partida.

o Se dice ¢ es una secuencia de pasos temporizada sds-finita de (N, My) si y
solo si todos los pasos en ella estan sds-permitidos sobre los correspondientes

marcajes de partida.

Definicién 3.8 (Semanticas de Pasos Temporizadas Restrictivas)
Sea N = (P,T,F,W,§) una RPT y My un marcaje inicial de ésta.

e Se define el conjunto de las secuencias de ocurrencia temporizadas finitas
de N a partir de My, que define su semdntica de secuencias de ocurrencia

temporizadas de la forma siguiente:

L{N, Mo) = {0 € P(N, M) | o es secuencia de ocurrencia temporizada finita}

e Se define el conjunto de las secuencias de pasos temporizadas ss-finitas de N
a partir de My, que define su semdntica de secuencias de pasos temporizadas

ss-finitas de la forma siguiente:

S(N, M) = {c € P(N, M) | o es secuencia de pasos temporizada ss-finita}

e Se define el conjunto de las secuencias de pasos temporizadas sds-finitas de N
a partir de My, que define su semdntica de secuencias de pasos temporizadas

sds-finitas de la forma siguiente:
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D(N, M) ={c € P(N, M) | o es secuencia de pasos temporizada sds-finita}

O

Proposicién 3.1 Las Redes de Petri Temporizadas tales que todas sus transi-
ciones tienen una duracién igual a una unidad de tiempo son equivalentes, bajo la
semantica de secuencias de ocurrencia introducida, a la misma red sin tiempos, con
la semdntica de secuencias de ocurrencia (ordinaria). También son equivalentes,
bajo la semantica de secuencias de pasos temporizadas a la misma red sin tiempos

con su semantica de pasos ordinaria.

Demostracién: Es inmediata, pues al tener todas las transiciones duracion 1,

las estabilizaciones ocurren de forma inmediata. O

3.2 Analisis de Problemas para RPT

3.2.1 Problema de Alcance

El problema de alcance para una Red de Petri Temporizada N consiste en decidir si
un marcaje dado M es alcanzable en V. También vamos a considerar el Problema
de Alcance Estricto, que esta definido tomando como entrada no soélo el marcaje

M, sino también el instante en el que debemos alcanzarlo.

Definicién 3.9 (Problema de Alcance para Redes de Petri Temporizadas)
Sea N = (P, T,F,W,§, Mp) una RPTM y M un marcaje de ésta. Se dice que M
es alcanzable en N, lo que se denotard por M € [Mp), sii existe un § € IN y una

secuencia de pasos temporizada finita ¢ tal que Mo[cP)M . a

Puesto que no imponemos ninguna restriccién sobre el instante en el que debe-
mos alcanzar el marcaje M, es relativamente facil concluir que este problema es de-
cidible, ya que podemos ver que si algin marcaje es alcanzable, éste también puede
ser alcanzado por una secuencia de pasos temporizada sin ejecuciones solapadas de
transiciones. Estas secuencias pueden ser sirnuladas por secuencias de ocurrencia
ordinarias de la Red de Petri No Temporizada asociada; y reciprocamente. Asi, el
problema se reduce al Problema de Alcance para Redes de Petri No-Temporizadas,
el cual es decidible (véase [Kos82, Lam86, May81)]).
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Teorema 3.1 (Decidibilidad del Problema de Alcance para Redes de Petri Tem-
porizadas) Sea N = (P, T,F,W,§, M) una RPTM y M un marcaje de ésta.
Podemos decidir si M € [My).

Demostracion: Debemos distinguir dos casos:

1. Si M es estable, entonces M es alcanzable en N con respecto a la semantica
de pasos temporizada sii es alcanzable en la red no temporizada asociada a

N, lo que se obtiene ignorando las duraciones de las transiciones.

Ello se debe a que siempre podemos disparar las transiciones de forma mas
lenta, obteniendo en particular una secuencia equivalente sin ejecuciones so-

lapadas de transiciones.

2. Si M no es estable, consideramos el marcaje estable 3’ obtenido anadiendo
al marcaje M los tokens sustraidos por los disparos de las transiciones que
estan en ejecucidon en M. Entonces, si M es alcanzable, M’ también sera
alcanzable, ya que si tomamos la secuencia de pasos que nos conduce a M, y
omitimos la ejecucién de las transiciones en ejecucién en M, obtenemos una
secuencia de pasos que nos conduce a M. Resulta obvio que en M’ podemos
disparar (incluso juntas) todas esas transiciones, y en particular podemos
dispararlas de la forma adecuada para alcanzar M. Asi, si M’ es alcanzable,

M lo sera también.

a

Definicién 3.10 (Problema de Alcance Estricto para Redes de Petri Tempo-
rizadas) Sea N = (P, T, F, W, §, My} una RPTM, M un marcaje de ésta, y § € IN.
Decimos que M es alcanzable en N en el instante £, lo que se denotard por

M € [Mo)g, sii existe una secuencia de pasos o tal que Mo[o®)M . O

La interpretacién del problema de alcance estricto es obvia, se trata de ver si
un sistema puede alcanzar un cierto estado en un plazo de tiempo limitado.

Cuando la Red de Petri Temporizada considerada no contiene transiciones
auténomas, es decir, cuando no hay ninguna transicién sin precondiciones, el Pro-
blema de Alcance Estricto es trivialmente decidible, ya que podemos enumerar

de forma finita los marcajes alcanzables en el instante 8. Ello se debe a que en
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cualquier instante sélo podemos disparar un ndmero finito de multiconjuntos de

fransiciones.

Teorema 3.2 (Decidibilidad del Problema de Alcance Estricto para Redes de
Petri Temporizadas sin transiciones auténomas} Sea N = (P, T, F,W, é, My) una
RPTM tal que ¥t € T : *t # @. Sea M un marcaje para ésta, y § € IN. Podemos
decidir si M € {Mg)s. o

Posteriormente demostraremos, usando una codificacién de las RPT mediante
Redes de Petri No Temporizadas, que el Problema de Alcance Estricto es también

decidible para Redes de Petri Temporizadas con transiciones auténomas.

3.2.2 Otros problemas relacionados

Los siguientes problemas pueden ser planteados sobre Redes de Petri Tempo-
rizadas, y pueden ser resueltos (probando la decidibilidad de las propiedades aso-

ciadas) mediante la codificacién que presentaremos en Ja Seccion 4.

Definicién 3.11 Sea N = (P, T, F,W,§, Mg) una RPTM, s € Py k€ IN.

1. Decimos que N es s, k-ilimitada linealmente sii existe algin § > k, y algln
marcaje M tal que M € [Mp)s y Mi(s) = 5.

2. Decimos que N es s-ilimitada uniformemente sii para todo 8 € IN y para
todo M € [Mop)s existe algiin v € IN y algin marcaje M’ € [M), tal que
Mi(s) 2 v+ 5.

O

No es facil dar una interpretacidn a estas propiedades, que hemos definido como
extensiones temporizadas de la nocién de ilimitacién. En la s, k-ilimitacién lineal
estudiamos si el lugar s puede llegar a tener en algin instante § mayor que k, un
nimero de tokens igual o mayor que 8. Con ello queremos capturar la idea de
que es posible hacer crecer al menos una vez el nimero de tokens sobre el lugar en
cuestién de forma (al menos) lineal, durante un intervalo de tiempo de duracién
mayor o igual a 8. Por contra, en la s-ilimitacién uniforme miramos si el lugar s

puede llegar desde cualquier marcaje alcanzable a ganar tokens a mayor velocidad
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que el paso del tiempo. Exigimos pues que se cumpla la propiedad anterior para
algun periodo de tiempo «, pero no sélo a partir del marcaje inicial, sino también
a partir de cada marcaje alcanzable. A ello nos referimos cuando hablamos de

uniformidad.

Definicién 3.12 (8-vivacidad)

Sea N = (P, T,F,W,é, M) una RPTM, f € INy t € T. Decimos que t es F-viva
sii para cualquier marcaje alcanzable M existe un marcaje M’ € {M)g que permite
el disparo de la transicién t.

Decimos que N es §-viva sii todas sus transiciones son $-vivas. G

La nocidén de f-vivacidad de una transicion ¢ extiende de manera natural la
de vivacidad a Redes Temporizadas. Si en aquel caso exigiamos que desde cada
marcaje alcanzable fuese posible volver a disparar la transicién ¢, ahora exigimos

lo mismo, pero limitando a 8 unidades el tiempo que tenemos para lograrlo.

Definicién 3.13 (Ausencia de 8-bloqueos)
Sea N = (P,T,F,W,§ Mp) una RPTM, y 8 € IN. Decimos que un marcaje estable
M de N es muerto sii no hay ninguna transicién permitida bajo M. Decimos que

N puede B-bloguearse sii existe algin marcaje muerto M’ € [My)g. a

La interpretacién de esta propiedad es obvia, se estudia si la red puede blo-
quearse en un tiempo menor o igual a G,

También podriamos considerar las nociones usuales de vivacidad y ausencia de
bloqueos sobre Redes de Petri Temporizadas, sin introducir en las mismas modifi-
cacién alguna. Pero como ya sucedié en la nocién de accesibilidad, tendriamos que
la temporizacién de la red no afectaria en absoluto al hecho de que se cumpliesen o
no dichas propiedades. Resultaria en particular de forma trivial, que también sobre
Redes Temporizadas, ambas propiedades son decidibles (sin mas que olvidarnos de

la temporizacién, y estudiarlas tras ello).



Capitulo 4

Simulacién de RPT’s con Redes

sin Tiempos

Veremos en este capitulo que, con vistas a estudiar el problema de accesibilidad
estricto, junto con el resto de las propiedades presentadas en el capitulo anterior,
es posible simular las Redes Temporizadas por medio de Redes Ordinarias con su

semantica usual.

La idea clave para obtener esta simulacidn se basa en dividir cada transicién
en otras transiciones de duracién 1, y aplicar la proposicién 3.1. A fin de facili-
tar la comprensién de la misma, la construccién se realiza de una forma gradual.
Comenzamos con una construccién que permite simular la seméntica de secuen-
cias de pasos temporizadas ss-finitas de la Red Temporizada dada. En un segundo
paso, modificamos la construccién para cubrir la semantica de secuencias de pasos
temporizadas sds-finitas. Finalmente, se presenta una construccién general que
cubre la regla de disparo general, para Redes de Petri Temporizadas. Hemos de
hacer notar, sin embargo, que si bien hemos presentado las construcciones par-
ciales anteriores a fin de facilitar la comprensién de esta construccién final, la
misma exige una aproximacién un tanto diferente a la que nos conduce a las ante-
riores, pues mientras que no permitimos el disparo simultdneo de varias instancias
de una misma transicién, estd limitada la capacidad de memoria que precisamos
para “recordar” las transiciones que en cada momento tenemos pendientes de ter-

minacidn, desapareciendo dicha limitacién al eliminarse la citada restriccién.

Un hecho importante para comprender las construcciones que presentamos, es

47
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que en las mismas no se representa el paso del tiempo mediante una transicién
especial, sino que contamos con un reloj implicito, representado por el niimero de
tokens sobre un lugar distinguido. Cada token afiadido a este lugar representa
el paso de una unidad de tiempo (es decir, la ejecucién de un paso) en la Red
Temporizada original.

En la bibliografia que hemos podido consultar, sélo hemos encontrado un es-
quema de codificacién de Redes de Petri Temporizadas mediante Redes No Tem-
porizadas [And86]. Dicha codificacién (ver capitulo 10) se basa, en linea con la
alternativa por nosotros descartada, en la presencia de una transicién que genera
tics periddicamente, de modo que el disparo de cada transicién de la red construida
debe sincronizarse con el disparo de dicha transicién. Este esquema de codificacién
da lugar a una extraordinaria complejidad a la hora de modelizar las sincroniza-
ciones. Ademads, dicha construccién sélo es valida para la semdntica de secuencias
de pasos temporizadas ss-finitas; es decir, no se permite la ejecucion solapada de
varias instancias de una misma transicién, con la consiguiente simplificacién con-

ceptual que ello conlleva.

4.1 Codificacién de los Autématas de Estados
Finitos

Comenzamos recordando una definicién extraida de [Pet81] que nos permite mo-

delar todo autémata de estados finitos mediante una Red de Petri Ordinaria.

Definicién 4.1 (Red de Petri que Modela un Autémata de Estados Finitos)
Sea A = (@', %,0,8,1”,q0) un autémata de estados finitos, siendo

@’ : Conjunto finito de estados

¥’ . Alfabeto de entrada

©' . Alfabeto de salida

&' :  Funcién de transicién de estados: &' : Q' x &' — Q'
I¥: Funcién desalida:I": @' x &' — O

go : Estado inicial, ¢ € @’

verificando que @', L’ y ©’ son disjuntos entre si. Entonces definimos la Red de
Petri Ordinaria N(A) = (P, T, F, W, My) que modela la conducta de A de la forma
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T, O q
(g,0)

F’(Qa O’) 5

O ® (¢,0)

Figura 6: Construccién de N(.A)

siguiente:
P = QUEUO
T= {{(g.0) g€ Q Ao €L}
F= {(g;t) | g€ @ At=(q,0)€T}U

{(o,t)|lce X At=(q,0) €T} U

{t,d) ¢ =8(q,0)€Q Nt=(g,0) €T} U

{(t,8) |t =(q,0) €T A §=T"(q,0) € O}
W(f)= 1, VfeF

1 sip=gqo
Mo(p) =
olP) { 0 en otro caso

La construccién esta ilustrada en la figura 6.

Comenzamos entonces con la construccién para el caso en el que no permitimos

que una misma transicién tenga varias ejecuciones solapadas.

4.2 Caso 1: Semdntica de Secuencias ss-finitas

La construccién se basa en controlar el funcionamiento de la red a través de un
autémata de estados finitos, cuyos estados nos indican si tenemos transiciones a
medio ejecutar, y en caso afirmativo, el tiempo que les queda a cada una de ellas

para terminar.
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Definicién 4.2 (Red de Petri No Temporizada asociada a una RPT)
Sea N = (P,T,F,W, 6, My) una RPTM. La Red de Petri No Temporizada aso-
ciade a N es la red N" = (P",T", F", W" M{) obtenida aplicando la siguiente

construccion:

En primer lugar se define el autémata A = (@', 2/, 0,6, 1", go) que controla la

evolucion de N de la forma siguiente:

Q={(g,....¢a) EN|n=|T| A g; €{0,1,...,6(¢;) - 1}}
g0 =(0,...,0)
{(A,in)| A € P(T)}
{(out,A)|A € P(T)}
§: Q@ xL—@Q y I": Q x¥ — ©, definidas como sigue:
(z) &'(q,(A,in)) estd definida sii Vt; € A, ¢; = 0.
En tal caso: é§'(q, (A, in)) = ¢, donde:

E!
el

/e q,-—'l Sit,'éA
T 6t -1 sitica

donde - representa la sustraccién corregida, definida como sigue:
z - y=Maz{0,z — y}

(i2) T"(q,(A, in)) = (out,C), donde

C = {(teT|d=8qAimn) A ((>0Aqg =0V
(gi=0 A t; €A N S(t;)=1))}

Los estados de este autémata nos serviran para representar las transiciones en
ejecucion en los marcajes de la Red Temporizada original. Cada componente de
un estado nos dice si hay alguna instancia pendiente de cada transicién, y en tal
caso, cudl es el tiempo que le queda para concluir su ejecucién. En particular, el
estado inicial corresponde a cualquier marcaje estable. Las entradas del autémata
representan los pasos que seran ejecutados en cada instante de tiempo, mientras
que las salidas indican los conjuntos de transiciones que terminan en cada instante.
En particular, el conjunto vacio en ¥’ corresponde al paso del tiempo, es decir, a
pasos vacios. Finalmente, las funciones §’ y I codifican la regla de disparo de la

Red Temporizada original.
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Sea N(A) = (P, T, F',W',M{}) la Red de Petri Ordinaria que modela el
autémata que acabamos de definir. Definimos la Red N” = (P, T" F”",
W" M§) que representa (bajo la restriccién actual) a la Red de Petri Temporizada

original de la forma siguiente:

P'=P U @ U {reloj}
TH:‘TJ'
F'=F'U F}, donde:
Fi'f — {fl E Fflff — (qn”t.') V f! — (tf, qn’)’ donde ql E QJ‘, .t.f 6 T!}
Fir= {(pth|lpeP At eT ANt =(¢,(Ain)) A\tecANLEDP}IU
{t,p)lpePAVET A({t',(out,A)) e FF Apet* ANte AU
{(¥', reloj) |t' € T}

r 1 si f={(t,reloj) Vv f€F/
Y Wpt;) sif=(t)eFy At =(q (A
W”(f)= { t;€ANp® (pv J) Slf (pa ) 2 (Q=( 1”3'))
tEET Wi(t,p) sif=(tp) eFy dondeTy={tcAlpect)
| ? con (¥, (out, A)) € F”
(0 si p = reloj
MY (p) = 1 s? p corresponde al estado inicial del automata
Mo(p) sipe P
L 0 en otro caso

En esta red hemos integrado la red de partida N con la red N(.A), de la forma
siguiente: como lugares hemos considerado los lugares de N, los lugares de N(.A)
correspondientes a estados del autémata simulado por la misma y un lugar especial,
reloj, cuyo numero de tokens representard el tiempo transcurrido. Las transiciones
de T se han suprimido, de forma que la evolucién de N se simula por pasos, que
vienen modelados en forma de transiciones de N(.A). Los arcos de FY’ son los arcos
de N(A) que conservaremos, que son aquellos que conectan una transicién con un
lugar que representa un estado. En F} afiadimos arcos para conectar los lugares
de la red de partida con las transiciones de N(.A), asi como arcos hacia el reloj
desde cada transicién de la red. Los primeros sirven para hacer jugar a los lugares
de P el papel de entradas y salidas de las transiciones de T': para cada arco (p,t)

en la red de partida incluimos en N” todos los arcos posibles (p,t’), para toda
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t' € N(A) que incluya en su conjunto de transiciones asociado a la transicién ¢,
anilogamente, para cada arco (¢,p) de la red de partida incluimos en N” todos los
arcos posibles (¢, p), para toda ¢’ € N(A) tal que estaba conectada en N(A) con
un lugar (out, A), con t € A. Estos tltimos arcos son los que nos permiten aiadir
a los lugares postcondicién de las transiciones los correspondientes tokens, una vez

terminada la ejecucién de las mismas.

En lo que respecta a los pesos, dado que hemos fundido en una sola transicién
todo un conjunto de transiciones de la red de partida, a cada arco (p,t'), con p € P
y t' = (¢',(A,in)), le hemos de asociar la suma de todos los pesos W(p, ¢,), para
todas las transiciones ¢; de la red de partida tales que p estaba conectado con ¢;
en dicha red de partida y ¢; € A. Por el mismo motivo, a los arcos de la forma
(t,p), con p € Py (t,(out, A)) € F’ les asociamos la suma de los pesos de los
arcos (t,p), para las transiciones t de la red de partida conectadas con p con un

arco (t,p) tales que ¢t € A.

Para cada 8 € IN podemos establecer una relacién biyectiva entre los marcajes
de NV y los marcajes de la red asociada N” que cumplen la restriccién de que solo

hay un lugar marcado en el conjunto P’ y que tienen S tokens en el lugar reloj.

Definicién 4.3 Sea N una RPTM y sea N” la Red de Petri No Temporizada
asociada. Denotamos por M al conjunto de marcajes de N y por M” al conjunto de
marcajes de N”. Para todo marcaje M = (M, M) en M sea S(M) = (¢1,.--,¢n)

el estado asociado en @, que estd definido de la forma siguiente:

4 = 0 si Ay tal que My(t;,y) >0
? v si 3y tal que Ms(¢;,v) > 0

Este estado captura las transiciones que se encuentran en ejecucién con el mar-
caje M. Estd definido correctamente, ya que sélo puede haber un v verificando la

propledad impuesta, debido a la restriccién actual de no permitir varias ejecuciones

solapadas de cada transicidn.



4.2. CASO 1: SEMANTICA DE SECUENCIAS SS-FINITAS 53

Se define entonces la funcidn de correspondencia de marcajes tp?v M — MY

asoctada a NN para un instante 8 de la forma siguiente:

B si p = reloj
1 sip=3S8(M)
P (M)(p) = .
Mi(p) sipe P
0 en cualquier otro caso

O

Esta funcion relaciona los marcajes de ambas redes, y a través de ella podremos

ver que la red N” asi construida simula correctamente la evolucion de la red V.

Teorema 4.1 Sea N = (P,T,F,W, 4, My) una RPTM y sea N” = (P",T", F",
W M) la Red No Temporizada asociada. Entonces, para dos marcajes cua-

lesquiera en N, M;, M,, y para cualquier conjunto de transiciones £ C T se tiene:

Mi[RYM, siy sdlo si @ (M)[(S(My), (R, in))) o (My) VB €N

Demostracién: Sea M, = (Myy, My12). Si M\[R)M,, entonces para todo p € P
se tiene: My 1(p) > Suer W(p,t). El marcaje @i M;) tiene la siguiente forma:

B si p = reloj
PR (M:)(p) = .
Myy(p) sipe P
0 en cualquier otro caso

Entonces, la transicién ¢ = (S(M;), (R, in)) est4 permitida en N bajo iy (M)).
Tras su disparo obtenemos un marcaje MY, que coincide con ¢ (M,), segin

demostramos a continuacion:

En principio, dado que toda transicién de N” es precondicién de reloj, es claro
que MY (reloj) = @%(Mi)(reloj) +1 =B +1 = &5 (My).

Para p € P se obtiene: MJ(p) = Mi:(p) — Sier W(p,t) + Tier, W(t, ),
siendo A el conjunto de transiciones que terminan en el instante § 4 1 y siendo
T4 = {t € A|p € t*}. Ahora bien, por la regla de activacién de la Def. 3.4 es claro
que esta expresién es My 1(p). Por tanto, MY (p) = v (M)(p), Vp € P.
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Por otra parte, tras el disparo de (R, in) se desmarca el lugar asociado a S(M;)

y se marca con un token el lugar asociado al estado ¢ dado por:
55 -1 s tj e R
Y1 s) -1 sit; eR

siendo s = §(M;). En base a la regla de activacidn, y en base a la construccién

realizada, es inmediato que §(Ms) = g, y por tanto:
M;(S(Mz)) = 1 = off (Ma)(S(Mz))

Finalmente, el resto de lugares permanecen desmarcados tanto en M como en
T (My). Por lo tanto: MY = o5 (My).

Reciprocamente, si @ (M;)[ (S(M;), (R, in))) ¢t (My), VB € IN, entonces R
debe estar permitido en N bajo M;. Tras su disparo obtenemos un marcaje Mo,

y por tanto, aplicando el sentido directo, ya demostrado, obtenemos

PN (M)[(S(ML), (R, in)) ) o (M)

De ahi concluimos i (M) = &% (M), v por tanto, como oat! es inyectiva
obtenemos que M, = M,. 0

La siguiente definicién nos permite asociar a cada secuencia de pasos tempo-

rizada ss-finita en N una secuencia de ocurrencia en N”, que la simula.

Definicién 4.4 Sea N = (P,T,F,W, §, My) una RPTM y sea N” = (P",T". F",
W, Mg) la Red No Temporizada asociada para la semdntica de las secuencias
de pasos temporizadas ss-finitas. La funcién ¢ : S(N, My) — LY(N", M{), que
relaciona ambas semanticas estd definida tomando (o) para cada ¢ = My[Bq)
. My_1[Br-1)M,, como sigue:

$(0) = oy (Mo)toph (M) ... o (M1 )t _ i (M)
donde t; = (S(M;),(B;,in)), para j =0,...,n — 1. o
Corolario 4.1 Sea N = (P,T,F,W,§, My) una RPTM, N” la Red No Tempo-
rizada asociada segin la semdntica de las secuencias de pasos temporizadas ss-

finitas y 0 = B .. BB con B; CT,B; # 0,8, € N,Vj € {1,....r} y
B1 <...< B.. Entonces
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Mo[o™) M, si y sélo si X (Mo)[¥(0))pP (M)
a

A continuacidn estudiamos la decidibilidad de las propiedades que hemos in-
troducido en la Seccién 3 para esta semantica restrictiva. En primer lugar, como
no puede haber ejecuciones solapadas de la misma {ransicién, el arbol de computa-
ciones es finitario, por lo que el Problema de Alcance Estricto, la §-vivacidad y la
ausencia de 8-bloqueos son trivialmente decidibles. Para ello basta explorar dicho
arbol hasta la profundidad 5.

Para decidir la propiedad de s, k-ilimitacidn lineal, y la s-ilimitacién uniforme

podemos aplicar la simulacién presentada, pues tenemos la siguiente propiedad.

Proposicién 4.1 Sea N = (P, T, F, W, §, My) una RPTM, y sea N' = (P', T, F,
W', M) la Red No Temporizada asociada siguiendo la Def. 4.2. Entonces:

1. N es s, k-ilimitada linealmente sii en la red N’ existe algin M’ € [M{) con
M'(s) = M'(reloj) > k.

2. N es s-ilimitada uniformemente sii en la red N’ para todo M’ € [M{) existe
algin M" € [M') con M"(s) > M"(reloj).

Demostracién: Ambos resultados son consecuencias inmediatas del corolario
4.1. 0

Corolario 4.2 La propiedad de ilimitacion s, k-lineal y la s-ilimitacién uniforme
de Redes de Petri Temporizadas con su semdntica de secuencias de pasos tempo-

rizadas ss-finitas, son ambas decidibles.

Demostracién: En lo que concierne a la primera propiedad, podemos decidir
la propiedad equivalente sobre Redes de Petri No Temporizadas a la que hemos
reducido ésta, anadiendo a la red una nueva transicién t disparable una vez que
haya transcurrido el tiempo k (ver figura 7). El efecto de esta nueva transicién es
extraer un token de los lugares s y reloj. Sélo podemos disparar la transicion ¢
cuando tengamos un token en el lugar pz, que sélo puede obtenerse disparando ;.
Esta transicién (t;) sélo puede ser disparada una vez (sélo hay un token en pi1),

que es precisamente cuando dispongamos de k o mds tokens sobre el lugar reloj.
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"

O.s reloj Q

k
ko |/t

Figura 7: Red utilizada para decidir la s, k-1limitacion lineal

Entonces, N’ tiene la propiedad deseada sii existe un marcaje alcanzable distinto
del inicial que no tenga tokens sobre el lugar reloj. Es decir, hemos reducido el
problema a un problema de alcance en uno o mas pasos de un marcaje en el que
un lugar tenga cero tokens {problema de alcance nulo), el cual es decidible (ver
[Pet81]). -

Para la segunda propiedad, afiadimos a N’ una transicién t cuyo efecto sea
extraer un token de s y un token del lugar reloj. De esta forma, N’ tiene la
propiedad deseada sii el conjunto de marcajes que no tienen tokens en el lugar reloj

es un home space de la red, propiedad que es decidible (véase [Fru86, JoFr91]). C

4.3 Caso 2: Semantica de Secuencias sds-finitas

Nuestro objetivo ahora es generalizar la construccién presentada en la seccién
anterior al caso de la semdntica de secuencias de pasos temporizadas sds-finitas.
Ello significa que eliminamos la restriccién introducida de que no haya transiciones
con varias ejecuciones solapadas.

Para ello, no son necesarias demasiadas modificaciones con respecto al caso
anterior, ya que, aunque podemos tener varias instancias de la misma transicién
ejecutandose simultdneamente, no podemos tener dos ejecuciones de la misma
transicion que hayan comenzado en el mismo instante. Entonces, podemos repre-
sentar los estados de las computaciones mediante un marcaje y una funcién que
nos indique si para cada transicién ¢ y cada numero natural 8 < §(t), tenemos

una ejecucién pendiente de ¢ que termine después de § unidades de tiempo. Asi,
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las diferencias entre la construccion previa y la actual se basaran en la sustitucion
de las tuplas que indicaban si habia alguna ejecucién pendiente de cada tran-
sicién, por conjuntos de pares (¢,n), cuyos elementos indican que hay alguna eje-
cucién pendiente de ¢ que terminara después de n unidades de tiempo. Puesto que
hay un ndmero finito de tales conjuntos, podemos obtener una Red de Petri No-
Temporizada cuya semantica de secuencias de ocurrencia codifique la semdntica de
secuencias de pasos temporizadas sds-finitas de la Red de Petri Temporizada con-
siderada. De nuevo, esto se hace definiendo un autémata de estados finitos cuyos
estados correspondan a aquellos conjuntos de pares, de una forma muy similar a

como se hizo en la seccion anterior.

Definicién 4.5 (Red de Petri No-Temporizada asociada a una RPT)
Sea N = (P, T, F,W,§, M) una RPTM. Se define el autémata de estados finitos
A que controla la evolucién del sistema seglin la semdntica de secuencias de pasos

temporizadas sds-finitas de la forma siguiente:
A= (Q’1 211 @I, 6’: Fi} qo)
donde:

R =PHt,n)|teT A ne{l,....5()-1}})
go=10
S ={(A,in)|A€P(T)}
0" = {(out, A)|A € P(T)}
§: QxE— @ y I": Q x¥ — 0O, definidas como sigue:
(¢) 8(q,(A,in)) = {(t,n)|n>21 A (t,n+1)€q}U
{(t,6(1) = 1) |t € A A 8(t) > 1}

(22) T(q,(A,in)) = {t e T|(t,1)eq vV te A A §(t) =1)}

En este caso, los estados son conjuntos de pares (¢,n), que indican qué tran-
siciones estan en ejecucién, y cuanto tiempo les queda para concluir su ejecucidn.
Por supuesto, puede haber varias copias de una misma transicién en ejecucién, es
decir, una misma transicién puede aparecer en varios pares en un mismo estado.
El estado inicial corresponde a un marcaje estable, en el que no hay ninguna tran-

sicién en ejecucién; por lo tanto, éste se corresponde con el conjunto vacio. Las
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entradas y salidas del autdmata son de nuevo conjuntos de transiciones, que repre-
sentan respectivamente los pasos disparados en cada momento, y las transiciones

que terminan su ejecucién. Las funciones § y I' codifican la regla de disparo.

De nuevo, la Red de Petri No Temporizada se obtiene aplicando primero la
construccion de la definicidén 4.1 al autémata que acabamos de definir, y obteniendo

a partir de la red resultado, la red N” exactamente como en la definicién 4.2. O

Los algoritmos para decidir las propiedades introducidas en la Seccién 3 son
analogos a los correspondientes al caso de la semdntica de secuencias de pasos tem-
porizadas ss-finitas. En particular, el arbol de computaciones todavia es finitario,
por lo que las propiedades decididas a partir de él en el primer caso son de nuevo

decidibles, por medio de su exploracién hasta la profundidad dada.

4.4 Construccion general

En esta seccion eliminaremos todas las restricciones impuestas a las secuencias de
pasos temporizadas, permitiendo ahora que cada transicién se dispare varias veces
en cada instante de tiempo. La construccién no puede seguir el mismo procedi-
miento que en los casos anteriores, pues es claro que en general obtendriamos una
red con un numero infinito de lugares. Por ello, seguiremos un camino diferente. Su
primer paso consistird en considerar las Redes No-Temporizadas, con su semantica
de pasos, demostrando que esta semantica puede ser simulada por la semantica de

secuencias de ocurrencia de una Red de Petri asociada.

4.4.1 Simulaciéon de la Semantica de Pasos de las Redes

de Petri No Temporizadas

Comenzaremos definiendo las versiones de los problemas presentados en la Seccién

3, para Redes de Petri No-Temporizadas con su semantica de secuencias de pasos.

Definicién 4.6 (Problema de Alcance Estricto para la Semantica de Pasos)
Sea N = (P,T,F,W, My) una Red de Petri No-Temporizada Marcada, M un
marcaje de ésta, y # € IN. Se dice que M es alcanzable en N en 8 pasos, lo que

denotaremos por M € [My)g, si y sdlo si existe una secuencia ¢ de pasos no vacios
de longitud 8 tal que Mpfo) M . =
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También aceptaremos en ocasiones pasos vacios, lo que es equivalente a permitir
secuencias (de pasos no vacios) de longitud menor o igual que el nimero de pasos

B. La correspondiente relacién de alcance se denotard por M € [Mo)5 .

Definicion 4.7 Sea N = (P, T, F, W, M) una Red de Petri No-Temporizada Mar-
cada, s € P,y k€ IN.

1. Se dice que N es s, k-ilimitada linealmente sii existe algin 8 > k, y algin
marcaje M tal que M € [Mo)p y M(s) > 5.

2. Se dice que N es s-thimitade uniformemente sii para todo # € IN y para todo
marcaje M € [My)s existe algin v € IN y algin marcaje M’ € [M), tal que
M'(s)z~v+ 8.

Definicién 4.8 (8-vivacidad para la Semdantica de Pasos)

Sea N = (P, T, F,W, M) una Red de Petri No-Temporizada Marcada, y § € IN.
Se dice que t € T es 3-viva sii para cualquier marcaje alcanzable M existe otro
marcaje M’ tal que M’ € [M)g que permite el disparo de ¢.

Se dice que NV es B-viva sii todas sus transiciones son 3-vivas, g

Obsérvese que al tratarse de redes no temporizadas, la definicién de la propiedad
de B-vivacidad exige que t sea disparable exactamente en § pasos (pues no se per-
miten pasos vacios). No obstante, si somos capaces de decidir esta propiedad
también seriamos capaces de decidir en todo momento si ¢ es disparable en tiempo
B, es decir, podremos decidir si para todo marcaje alcanzable M existe otro
M’ € [Mo)§ que permite el disparo de ¢. Para ello bastaria afiadir una transicién
“indcua” sin precondiciones ni postcondiciones, que por tanto siempre podra dis-
pararse, sin alterar por ello el estado del resto de la red, lo que nos permitiria

“rellenar” sin consecuencias los pasos vacios.

Definicién 4.9 (Ausencia de 3-blogqueos para la Semantica de Pasos)
Sea N = (P, T,F,W, M) una Red de Petri No-Temporizada Marcada, y § € IN. Se
dice que un marcaje M de N es muerto sii no hay ninguna transicién permitida bajo

M. Se dice que N puede B-bloguearse sii hay algin marcaje muerto M’ € [Mp)g.
a
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Para demostrar la decidibilidad de estos problemas, vamos a construir para
cada red otra, que simule la seméntica de pasos de la primera (teniendo en cuenta
la longitud de las secuencias) mediante la semantica de secuencias de ocurrencia

ordinaria de la red construida.

Definicién 4.10 Sea N = (P, T,F,W, My) una Red de Petri No-Temporizada
Marcada con su seméntica de pasos. Para simular su comportamiento por medio
de la seméntica de secuencias de ocurrencia de una red asociada vamos a considerar
dos nuevos lugares p! y p°, cuyo objeto serd permitirnos separar la ejecucién de
una primera transicién de un paso de la de las demds. La utilidad de los mismos
consiste en que nos permiten contabilizar el nimero de pasos, que identificamos con
la primera transicién escogida de cada uno de ellos. Para ello anotaremos un token
sobre un lugar reloj al ejecutar cada una de dichas primeras transiciones. Para
poder distinguir entre la primera y las demas necesitamos asimismo reemplazar
cada transicién t de la red de partida por dos copias: t! y 5, que representan
respectivamente el disparo de ¢ como primera transicién de un paso y el disparo

de t en un paso, pero no como la primera transicién ejecutada en la simulacién de

€3€ paso.

Por otra parte, para poder simular correctamente un paso no podemos colocar
de forma inmediata sobre las postcondiciones de las transiciones disparadas los
correspondientes tokens. Al efecto, introducimos unas copias de los lugares de
partida, sobre las que depositamos los tokens que a ellos iban destinados. Por
supuesto, una vez concluida la simulacién de un paso, procederemos a instalar los

tokens que se encuentran en esos lugares sobre los lugares originales.

En definitiva, consideramos los siguientes conjuntos de lugares y transiciones:

P ={p|pe P}
T ={t!|t e T}
TS ={t°|te T}

T, ={ty|lp e P}

Utilizando los mismos definimos la red asociada a N, N' = (P, T, F', W', M{)

de la forma siguiente:
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P =
T =
F =

reloj

»OF

"3 O
L 4
—3

Figura 8: Construccidén para la Semantica sin Restricciones

P U P U {p,p° reloj}

T U T U Ty U {npaso)

{(p°,1%), (£5,0%), (p1, 1)), (¢, %), (¢',reloj) [t € T} U

{(t1,p), (¢5,8) | (t,p) € F'} U {(P', ), (ta: "), (B, %5) (3sP) [P € P} U
{(P* mpas0), (Mpasor ')} U {(p,t"), (2,°) | (p,t) € F}

[ W(p,t) sif=(pt) Vv f=(pt5), teT

Wi(f) =y Wt,p) sif=(tp) Vv f=(t55)

L1 en otro caso

[ Mo(p) sipe P

Mg(p) =< 1 sip=pl

0 en otro caso

\

Esta construccion esta ilustrada esquemiticamente en la figura 8.

Con esta construccidn, la simulacién de un paso de la red original se realiza

como sigue: todas las transiciones disparadas en un paso son ahora disparadas

secuencialmente, de modo que los tokens generados por estos disparos se colocan

en las copias p de los lugares de partida. Para ello comenzamos disparando la copia

t! de la primera transicién (una cualquiera de ellas) dentro del paso a simular.

El disparo de esta transicién ¢/ ya anota un nuevo token sobre el lugar reloj para

indicar la ejecucién de un paso mas, y coloca sobre las copias de sus postcondiciones
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los tokens correspondientes. Ademaés, con su disparo el lugar p! queda desmarcado,
lo que prohibe el disparo de otras transiciones en TZ. Por contra, el lugar p° queda
marcado, lo que permite disparar las demas transiciones del paso disparando las
copias t° asociadas, que también envian a las copias de sus postcondiciones los
correspondientes tokens.

Una vez disparadas todas esas transiciones, se trasladan los tokens desde las
copias hasta los lugares originales. Para ello debemos dar por concluido el paso
disparando la transicion mpes,., que recupera el token sobre p, y deja desmarcado
p°. En ese momento, las transiciones ¢, tales que su lugar asociado p esté marcado
estaran permitidas, y podran ser disparadas para recuperar los tokens sobre los

lugares de partida.

A cada marcaje de la red de partida N le podemos asociar un marcaje en la

red construida N’ segin la definicién anterior. Para ello introducimos la siguiente

funcidn.

Definicién 4.11 (Funcién de Correspondencia de Marcajes)
Sea N = (P, T,F,W, M;) una Red de Petri No Temporizada Marcada y sea
N'= (P, T, F',W' M}) la red asociada segin la construccién anterior. Para cada

B € IN se define la funcidn de correspondencia de marcajes de la forma siguiente:
o M — M, con

M(p) sipp=peP
1 sip' = pf
8 si p' = reloj
0

en cualquier otro caso

siendo M y M’ los conjuntos de marcajes correspondientes a N y N’ respectiva-

mente. O

Definicién 4.12 (Multiconjunto asociado a una Secuencia de Ocurrencia)
Sea N = (P, T, F,W, M) una Red de Petri No Temporizada Marcada y sea ¢ una

secuencia de ocurrencia de la misma. Se define el multiconjunto B{e): T — IN,

asociado a o, de la forma siguiente:
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0 sio={)
B(o)(t)= 4 B(s)(t)+1 sioc={(s)ot
B(s)(t) siog=(syot', t'#1

a

El siguiente teorema refleja el hecho de que cada paso de la red de partida NV

puede ser simulado en la red N':

Teorema 4.2 Sea N = (P, T, F, W, M) una Red de Petri No Temporizada Mar-
cada y sea V' la red asociada a NV segin la construccidon de la Def. 4.10. Entonces,
dados dos marcajes cualesquiera de N, M y M,, y dado un multiconjunto R de
transiciones en T, se tiene M[R}M, si y sélo si existe una secuencia de ocurrencia

o en N’ que verifica las dos condiciones siguientes:
L QR (Mol (M), VBeNN

2. Vi € T : B(o)(t!) + B(o)(t°) = R(t)

Demostracidn:
= : Supongamos que M[R)M,. Entonces, sea Cr = {t € T|R(f) > 0} =
{t1,...,tn}. Dado que R estd permitido en N bajo el marcaje M, la secuencia de

disparos: t{t5 ... t5t5...¢5...15 ... t5 (repitiendo R(t,) — 1 veces t5 y R(t;) veces
cada t;, para cada 2 < j < m} estard permitida en N’ bajo el marcaje o5 (M).
Tras dicha secuencia de disparos se obtiene el siguiente marcaje en N':

¢

1 sip =p°
0 si pr — pI
Mi(p') = 9 B+1 si p’ =reloj

M(p) - YL R(t:))-W(p,ti) sip =peP
\ Lot;e% R(t;) - W(t;,p) sipp=p€P

Entonces, como el lugar p® estd marcado, es posible disparar la transicién npaso,
que desmarca dicho lugar y coloca un token sobre el lugar p!. En esta situacién es
posible disparar las transiciones t, que tengan marcado su lugar p asociado hasta

que lleguemos a vaciar todos esos lugares. Cuando esto ocurra, todos los tokens
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que cada lugar p tenia habran sido depositados sobre p. Por tanto, el marcaje en
ese momento sera:

s

1 sip =pl
0 sip =p°
My(p') = B+1 s p/ = reloj
M(p) ~ Ty R(t:) - W(p,ti) + Tyenp R(25) - W(tj,p) sip=pe P
| 0 sipf=p€ P

Es decir, M; = c,oﬁ,(Ml), como queriamos demostrar. Por otra parte, el mul-
ticonjunto asociado a la secuencia de ocurrencia obtenida restringido a las transi-

ciones de 71 U T% coincide con R.

< : Reciprocamente, supongamos que existe una secuencia de ocurrencia o en N
con las condiciones citadas. Entonces, tentendo en cuenta la forma del marcaje
de partida: ¢ (M), la forma del marcaje final: o' (M) (en el que los lugares 7
estan todos ellos vacios), y dado que el lugar reloj gana solo un token, o debe ser

una cadena de transiciones de la forma siguiente:

Y . s
o =115 . . .t Npasolp, - - - Iy

Entonces, como las transiciones ¢{¢5 .. .7 pueden dispararse en cualquier otro or-
den, podemos agrupar en particular los disparos de cada transicién, obteniendo

una secuencia de ocurrencia equivalente de la forma:

o

thd S S Lt Lt Mpaselsy - - - o

Ademds, dado que B{c)(t!) + B(c)(t5) = R(t), para toda t € T, obtenemos:
Cr={teT|R(#) >0} = {tr.. .. 1n}

En consecuencia, el paso R estara permitido en N, ya que los lugares de P tienen
el mismo marcaje en N y N'. Sea entonces M; el marcaje obtenido en N tras el
disparo de R. Este marcaje coincide con el marcaje M, obtenido en N’ tras el dis-
paro de la secuencia de transiciones t1¢5...tJ¢5...45...¢5 ... ¢35, si se identifican
los lugares p y p; es decir, M;(p) = M!(p) + M{(p), Vp € P. El disparo de npg,, no
modifica la validez de lo anterior, ni tampoco los disparos de las transiciones t,_,

pues mantienen invariable la suma M](p;) + M{(p;)}. Por tanto, como al final de
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ese proceso los lugares § estan desmarcados y el valor de esa suma no se ha visto

alterado, obtenemos que el marcaje @'y(M;) tiene la forma siguiente:

1 sip=pf
B+1 sip =relog
My(p) sipp=pecP

0 en otro caso

on(M)(p') =

lo cual coincide con ¢ (My)(p'), Vp' € P', y por tanto, por la definicién de ¢
obtenemos M; = M;, y de ahi M[R)M;. 0

Este resultado se extiende a secuencias de pasos mediante el siguiente teorema,

que requiere una definicion previa:

Definicién 4.13 (Secuencia de pasos de N correspondiente a una secuencia de
ocurrencia de N') Sea N = (P, T, F,W, M,) una Red de Petri Marcada y N’ su
red asociada segin la Def. 4.10. Si para dos marcajes cualesquiera de N, M y M’

se tiene (M )[o)ph (M), con o = gy ... oy, definimos:

1. La subsecuencia tac de o, tac({c) = oy, -- - 0y, , constituida por los disparos

de la transicién npey, .

2. La descomposicidn guiada por pasos de o se define tomando ¢ = ¢lo---0o™

donde para cada j € {1,...,n} tenemos ¢? = Oi;141°°+ 0i; ,tomando o = 0.

3. La secuencia de pasos de N simulada por ¢ BS(¢) = B(o!)--- B(c™),

tomando el multiconjunto asociado a cada secuencia o/ sobre el conjunto

T.

O

Teorema 4.3 Sea N = (P,T,F,W, M) una Red de Petri Marcada, N’ su red
asociada segin la Def. 4.10, y n € IN. Si para dos marcajes de N, M y M’
tenemos @ (M)[o)5 ™ (M), entonces en N tenemos M[BS(c))M; .

Demostracién: No podemos aplicar directamente el teorema 4.2, ya que no
sabemos como son los marcajes intermedios. Sin embargo, al final de ¢ alcanzamos

un marcaje que se encuentra en el rango de go‘?v*'", por lo que todos los lugares en
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P estan vacios. Entonces, podemos adelantar los disparos de las transiciones {,
hasta que se ejecuten con el paso que gener6 los correspondientes tokens sobre el
lugar p, para obtener marcajes intermedios sin tokens sobre los lugares 5. De esta

forma, ya es posible aplicar el teorema 4.2 para concluir la demostracién. 0O

Corolario 4.3 Las propiedades siguientes son decidibles para Redes de Petri No

Temporizadas con la semdntica de pasos:
1. El Problema de Alcance Estricto.

2. La propiedad de s, k-ihmitacion lineal y la propiedad de s-ilirnitacién uni-

forme.

Demostracién:

1. El problema en cuestién se reduce via la codificacion introducida a un proble-
ma de alcance ordinario sobre la Red de Petri que se obtiene: se ha de obtener
el marcaje deseado sobre los lugares de la codificacién correspondientes a los
originales, # tokens en el lugar reloj y el submarcaje inicial sobre el resto de

los lugares.

2. La demostracidon de la decidibilidad de la s, k-ilimitacidén lineal y la s-ilimi-

tacion uniforme es analoga a la realizada para el corolario 4.2.

0

También podemos decidir la B-vivacidad usando esta simulacion. Esto es lo

que establece el siguiente teorema.

Teorema 4.4 Siendo N = (P,T,F,W, M) una Red de Petri Marcada con su

semantica de pasos, y B € IN, podemos decidir si N es f-viva.

Demostracién: Consideremos la red N’ asociada a N aplicando la Def. 4.10
yseat € T. Aplicamos a dicha red el teorema 2.3, para obtener un conjunto de
marcajes { M}, ..., M4} con la propiedad de que para cualquier marcaje alcanzable
M de N’ existe un ¢ tal que M < M.

Consideramos entonces el marcaje M* asociado aten V', definido por: M*(p) =
W'(p,t), Yp € P'.
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Tenemos que analizar si para todo ¢ € {1,...,b} existe algin M” € [M}) tal
que M"(reloj) = M§g(reloj) + 8y M* < M".

Para ello definimos una nueva red N = (P, T, F" W", M’g’i) asociada a N,
que se obtiene a partir de N’ invirtiendo el tiempo, lo que significa invertir todos
los arcos en F' que alcanzan el lugar reloj, e inicializar este lugar con 3 tokens. El
resto de los lugares se marca con su nimero de tokens en M}. Entonces tenemos
que analizar si hay algin M” € [M'2%) tal que Mt < M" y M"(reloj) = 0. Esto
puede hacerse estudiando el 4rbol de cobertura de N*.

Si alguno de estos tests fallase, entonces ¢ no seria 3-viva en la red original N.
En caso contrario, ya que para cualquier marcaje alcanzable M; en N' hay algin
i€ {1,...,b} tal que M} < M, , tenemos algin marcaje alcanzable M" a partir del
marcaje My tal que M"(p) > M*(p), paratodo p € Py M"(reloj) = Mi(reloj)+B.
La secuencia de ocurrencia o tal que Mi[e)M” puede ser disparada a partir de
M, pues éste cubre a M}, conduciéndonos a un marcaje que cubre a M", con
f tokens mas sobre el lugar reloj que el marcaje original. Asi, el correspondiente
marcaje puede ser alcanzado en N por una secuencia de pasos de longitud G, v ¢

estara permitido bajo este marcaje, lo que prueba que la transicion t es 3-viva en
N. a

Teorema 4.5 Sea N = (P, T, F,W, M) una Red de Petri Marcada con su seman-
tica de pasos, y § € IN. Podemos decidir si la red N puede 3-bloquearse.

Demostracién: Sea N'la Red de Petri con la semantica ordinaria asociada a N
segun la def. 4.10. Sobre esta red afiadimos una nueva transicién t, la cual estara
siempre permitida una vez que el lugar reloj alcance 8 tokens. Para ello se conecta

dicha transicidn al lugar reloj como sigue:
W(reloj,t) = 8 = W(t, reloy)

En consecuencia, tras 8 pasos no podrd haber bloqueos en esta red, y por tanto
ésta sdlo podra bloquearse si en la red de partida habfa f-bloqueos. De esta forma,
hemos reducido el problema a un problema de ausencia de blogueos en una Red de

Petri con su seméntica ordinaria, propiedad que como sabemos es decidible (véase

[Frug6]). 0
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4.4.2 Simulacién de las Redes de Petri Temporizadas con

su semantica sin restricciones

Regresamos a nuestro problema de codificar Redes de Petri Temporizadas con Re-
des de Petri No Temporizadas. La construccién a realizar para codificar las Redes
de Petri Temporizadas con su seméantica general se basa en dividir cada transicién
t en 6(t) transiciones, cada una de las cuales corresponde a un instante en la eje-
cucién de t. Para que esta codificacién simule directamente el funcionamiento de la
red N se requeriria la aplicacién de una hipdtesis de maximo paralelismo para las
transiciones correspondientes a transiciones (originales) en ejecucién. No obstante,
como posteriormente veremos, aunque ignoremos esta restriccidn (que ademads es
en general imposible de representar sobre Redes de Petri No Temporizadas), las
ejecuciones de las transiciones que no obedezcan esta hipdtesis pueden ser conside-
radas como si hubieran empezado un poco mas tarde, obteniendo asi una secuencia

de pasos equivalente que si satisface la hipétesis de maximo paralelismo requerida.

Definicién 4.14 (Red asociada a una RPT)
Sea N = (P,T,F,W,é, My) una RPTM. Para cada t € T consideremos el conjunto

de transiciones (atémicas) Cy = {t1,...,%s5q)}. Definimos entonces la Red de Petr:
asociada a N, N' = (P',T', F', W', M}), de la forma siguiente:
P = Pu U {p0i=1,...,6(t)~1}
€T
T'= U Ct
t€T
Ff = {(ptsy) lpe P Atel A (pt)€ F}U
{" ) 1teT Aiefl,...,6()~1}} U
{(#1,p)|t€T A peP A {t,p)€ F} U
{(,+1p5"|teTf\ze{1 ,6(t) ~1}}
W i (p1 tb'(t))
W'(f) = Wit si f=(t,p)
en cualquier otro caso
Mi(p) = My(p) sipe P
0 en caso contrario

Esta construccién esta representada en la figura 9.
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O——0 5~ —0p——o0

- ()
P sy Psry—1 ts(t)-1 P 31 P
Figura 9: Red asociada a una RPT: simulacidén de una transicién

Definicién 4.15 Sea N = (P,T,F,W, 6, M) una RPTM y sea N' = (P, T, F,
W' M) la Red de Petri asociada. Se define la funcidn de correspondencia de

marcajes py : M — M’ de la forma siguiente:

M(p) sip=peP

M)(p) =
LPN( )(p { Mz(t,z) Si p’:pgt), conie {1:’6(t)#1}

Definicién 4.16 Sea N = (P, T, F,W,§, M) una RPTM y sea N’ = (P', 7", F",
W', My) la red asociada obtenida segiin la construccién anterior. Se define la
funcidn de correspondencia de pasos 7 : M x B(T) — B(T"), de la forma siguien-

te:

Bt 1t =+t teT
T(M,B)(t’) - ( ) ST 8(t)s =
Mg(t,’)() sit = ty, 7 < tg(t), teT

[

El teorema siguiente establece que las seménticas de pasos de N y N’ son

equivalentes.

Teorema 4.6 Sea N = (P, T, F,W,§, M) una RPTM y N' = (P, T', F',\ W', M})
la red asociada obtenida segiin la construccién de la definicién 4.14. Sean ademis
M, M' dos marcajes cualesquiera de N y B un multiconjunto de 7. Entonces se
tiene:

MIB)M' si'y sélo si on (M) [~(M, B) ) o (M')

Demostracién: Supongamos que M[B)M' en un instante § € IN. Entonces
7(M, B) est4 permitido bajo el marcaje ¢pn(M). Para demostrarlo hemos de ver
que on(M)(p") > W/(p',t') - (M, B)(¥), V¥’ € T', y Vp' € *t'.

A partir de la construccién, sélo pueden darse dos casos:

l.p=p€ P At =15 En estecaso, pn(M)(p') = Mi(p), W!(p',t") =
W(p,t) y 7(M,B)(t') = B(t). Entonces la condicién deseada es inmediata,

teniendo en cuenta que B estd permitido en M.
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2.9 ¢ P At =t,, cony <é(t). En tal caso, o = pﬁf), y de ahi: on(M)(p') =
Ma(t,y), W'(p',t") =1y 7(M,B)(t') = My(t,v). Y ahora es ya inmediato
que wn(M)(p') 2 W'(p',¢) - (M, B)(¥').

Por tanto, 7(M, B) est4 permitido bajo wn(M). Sea entonces M’ el marcaje

obtenido como consecuencia de su disparo, es decir, @x(M) [7(M, B) ) M’. Veamos
que M’ = on(M'):
1. Sea p € P, entonces se tiene
1'(p) = on(M)(@) = 1 W'ip.t) - m(M, BY) + 5 W'(¢,p) m(M, B)(¥) =
My(p)- X y: Y W(t,p) Maf(t,1 2 W(t,p)-B(t) =
() - ZWen-BO+ B W M)+ B W) B
Mi(p) = on(M’)(p)
(t)
M) = on(M)@) = D W, t) 7(M, BY) + 5 W) m(M, B)(Y) =
Mot 1) = 1.Ma(t,3) + LMa(t,i + 1) = Ma(t,s + 1) = Mi(t,3) = on(M')(P')

2. Sip’ € P, entonces p’ = p;”’, para un ciertoi € {1,...,8(t)—1}. De ahi se obtiene:

En consecuencia, M’ = @n(M').

Reciprocamente, supongamos que on(M) [7(M, B) ) pn(M'). Por tanto, tene-
mos

en(M)(p) 2 W'(p,tsi) - (M, B)(tsy) Vp€ P, VieT, 1 €p’

Ademads, M, (p) = en(M)(p) y 7(M, B)(ts) = B(t),Vpe P,Vt €T, t € p*. Por
tanto, Mi1(p) = Wi(p,t) - B(t), lo que implica que B esta permitido bajo M.

El disparo de B da lugar a un marcaje M en N. Aplicando entonces el sentido
directo obtenemos que @ (M) = wn(M'), lo que implica que M = M’, pues wn

es inyectiva. O

Corolario 4.4 Sea N = (P, T,F,W,§, My) una RPTM, N’ la red asociada apli-
cando la construccién de la def. 4.14 y N” la red construida sobre N' aplicando la
construccion de la Def. 4.10. Entonces, M = (M, M,) es un marcaje alcanzable

en N en el instante 3 si y sélo si existe un marcaje alcanzable M’ en N” tal que:
(1) M'(p)=M(p) VpeP
(2) M) = My(t,i) VieT A Vie{l,...,5(t)—1}
(3) M(reloj) = §
(4) M'(p)=0 en otro caso
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Demostracién: El sentido directo es una aplicacién inmediata de los teoremas
4.6 y 4.2. Veamos el reciproco.

Sea M' un marcaje alcanzable en N” que verifica las condiciones (1-4). Para
este marcaje existe un marcaje M en N’ tal que o (M) = M'. Entonces, a partir
del teorema 4.3 obtenemos que M es alcanzable en 3 pasos. Ademds, M = en{M).
La secuencia de pasos en N’ que nos permite alcanzar M no satisface necesaria-
mente la hipdtesis de méximo paralelismo restringida a las transiciones atémicas
correspondientes a los instantes de las transiciones en ejecucién. En consecuencia,
no podemos aplicar el teorema 4.6 paso por paso para concluir que M es alcan-
zable en f pasos en N. Sin embargo, podemos retrasar los tiempos de activacién
de los componentes de cada ejecucién de cualquier transicién (original) que no
satisfaga la condicidn de maximo paralelismo definida. Para ser exactos, obser-
vamos el instante en el que la ultima componente de cada transicién original ha
sido disparada, y tomamos como instante de disparo de la misma dicho instante
menos la duracién de la transicidén, mds uno. Entonces, consideramos el disparo
secuencial de los componentes de la transicién desde ese instante, y de esta forma
obtenemos una secuencia de pasos equivalente que si satisface esta condicién. En-
tonces, podemos aplicar el teorema 4.6 paso por paso, concluyendo que el marcaje

M es alcanzable en  pasos en N. O

Finalmente, obtenemos el siguiente corolario:

Corolario 4.5 Sea N = (P,T, F,W, 6, M) una RPTM, M un marcaje de ésta, y

3 € IN. Entonces, las siguientes propiedades son decidibles:
1. El problema de alcance estricto.

2. La propiedad de s, k-ilimnitacion lineal y la propiedad de s-ilimitacién uni-

forme.
3. La propiedad de ausencia de #-bloqueos.

4. La propiedad de §-vivacidad.

Demostracién: La primera de ellas es una consecuencia inmediata del corolario

previo. Las otras se obtienen considerando que estas propiedades se preservan por
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la codificacién a Redes No Temporizadas con su seméntica de pasos, para las cuales

ya hemos probado que son decidibles.

Ahora bien, el resultado no es inmediato para las propiedades de 8-vivacidad y
de s-ilimitacion uniforme, pues ambas consideran marcajes no estables como punto
de referencia para encontrar otro marcaje (en 8 unidades de tiempo).

En ambos casos, al trasladar un marcaje no estable M a la red N’ obtenida
aplicando la construccién de la Def. 4.14 nos encontramos con un problema, y es
que obtenemos marcajes alcanzables en N’ en  pasos que no se corresponden con
marcajes alcanzables en N en f unidades de tiempo a partir del marcaje M. Ello
se debe a que no estamos obligados a terminar la ejecucién de las transiciones que
se encontraban en ejecucién en M.

En lo que respecta a la g-vivacidad, si en la red N’ somos capaces de encontrar
en f pasos un marcaje que permita el disparo de una transicion ¢, entonces también
podremos considerar una modificacién de esa secuencia de pasos que si considere la
correcta finalizacidén de las transiciones que estaban en ejecucién {eso no modifica la
posibilidad de disparar los pasos de la secuencia de pasos anterior). Esta secuencia
de pasos genera un marcaje que sigue cumpliendo la propiedad deseada y que tiene
correspondencia con un marcaje de la red temporizada de partida.

En lo que respecta a la s-ilimitacién uniforme, el razonamiento es similar, pues
nétese que la nueva secuencia de pasos genera un nuevo marcaje que en todo caso
tendra mas tokens sobre el lugar s, lo que mantiene la propiedad de que este lugar

tenga mds de B + v tokens. O



Capitulo 5
Maximo Paralelismo

Hasta ahora, una vez que una transicidn de una Red de Petri Temporizada esta
permitida, puede dispararse. Sin embargo, su disparo puede retrasarse todo lo que
desee, lo que puede provocar que se pierda la posibilidad de dispararla, al adelan-
tarse el disparo de otra transicion en conflicto con ella. Una posible variacién sobre
la regla de activacidén consiste en incluir en ella la hipdtesis de mdximo paralelismo,
forzando a las transiciones a ocurrir en cuanto estén disponibles. Comeo consecuen-
cia de ello, aparecen tramsiciones cuya ejecucién resultara imposible, estando sin
embargo permitidas sin la hipdtesis de maximo paralelismo. Por ejemplo, en la red
de la figura 10 la transicién ¢3 no puede ocurrir bajo miximo paralelismo.

Asi, una Red de Petri Temporizada bajo la semantica de maximo paralelismo
evolucionard disparando en cada instante un multiconjunto maximal de transi-
ciones disparables al univoco. Una consecuencia inmediata de ello es que no pode-

mos permitir la presencia de transiciones auténomas, es decir, transiciones sin

O O

t1,4 12,2

o s

3  e—

Figura 10: Red de Petri bajo maximo paralelisrﬁo
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precondiciones, pues nos obligarian a considerar multiconjuntos con un nimero in-
finito de instancias de una transicién. Definiremos también un modelo seméntico
de méximo paralelismo en el que para cada transicién permitida sélo forzamos
el disparo de una instancia de dicha transicién. A dicho modelo seméntico lo
llamaremos de mdzimo paralelismo débil. Finalmente consideraremos un modelo
semantico de maximo paralelismo en redes con transiciones auténomas, donde la

hipétesis de maximo paralelismo no afecta a dichas transiciones auténomas.

5.1 Conceptos Generales

Comenzamos definiendo la clase de Redes de Petri Temporizadas que vamos a

considerar:

Definicién 5.1 (Redes de Petri Temporizadas Restrictivas)
Se define una Red de Petri Temporizada Restrictiva (RPTR) como una Red de
Petri Temporizada N = (P, T, F, W, 6) tal que *t # 0, Vi T.

Los marcajes de las RPTR se definen igual que en la Def. 3.2. Como alli, a las
tuplas (P, T, F, W, 6, Mp) las llamaremos Redes de Petri Temporizadas Restrictivas
Marcadas (RPTRM). a

Ahora vamos a definir la condicién de disparo. En esta definicidn se impone la
maximalidad del multiconjunto de transiciones como condicién necesaria para que
éste esté permitido. De esta forma, forzamos a las transiciones a ser disparadas
tan pronto como estan permitidas, a menos que estén en conflicto con otras tran-

siciones.

Definicién 5.2 (Condicidn de disparo para la Semantica de Maximo Paralelismo)
Sea N = (P,T,F,W,§) una Red de Petri Temporizada Restrictiva y sea M un
marcaje de la misma. Se dice que un multiconjunto de transiciones R estd permitido
bajo este marcaje, con la semantica de maximo paralelismo, si y sdlo si se cumplen

las dos condiciones siguientes:
L Mi(p) 2 2 R() W(pt), VpeP

2. At € T tal que el multiconjunto de transiciones RU {¢} satisface la condicién
(1) de esta definicién.
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Lo que denotamos por M[R),. El conjunto de multiconjuntos maximales de tran-
siciones permitidas bajo el marcaje M se denota por E(M). Este conjunto es
finito (y no vacio), debido a la restriccién impuesta de ausencia de transiciones

autéonomas. ]

La primera condicién de esta definicién no es otra que la usual definiendo la
posibilidad de disparo de una bolsa de transiciones. La segunda condicién impone
la restriccién de que este multiconjunto debe ser maximal. En esta definicién
es esencial la restriccién impuesta sobre las transiciones, pues si una transicién
no tuviese precondiciones, no habria multiconjuntos maximales de transiciones
permitidos, pues tendrian que contener un niimero infinito de instancias de dichas

transiciones.

Definicién 5.3 (Condicién de disparo para la Semantica de Maximo Paralelismo
Débil) Sea N = (P, T, F,W,6) una Red de Petri Temporizada Restrictiva y sea
M un marcaje de la misma. Un multiconjunto de transiciones R se dice que estd
permitido bajo el marcaje M con la semdntica de maximo paralelismo débil s1 y

sélo si se cumplen las condiciones siguientes:
1. Mi(p) 2 :E"R(t) -W(p,t), VpeP

2. At € T, t ¢ R tal que el multiconjunto de transiciones R U {t} satisface la

condicién (1) de esta definicién.

Lo que denotaremos por M[R)p4. O

En este caso, la condicién (2) sélo nos obliga a disparar una instancia de cada
transicién permitida. Sin embargo, es posible disparar multiconjuntos de transi-
ciones, y en particular, es posible disparar un multiconjunto de transiciones que
esté en conflicto con el disparo de alguna transicién. Es decir, la semantica de
Maéximo Paralelismo Débil no impone la necesidad de prescindir del disparo de
una o varias instancias de alguna transicién para disparar al menos una instancia
de otra transicién.

En este sentido, podemos definir finalmente una seméantica de maximo paralelis-

mo débil basada en el disparo de conjuntos de transiciones, y no de multiconjuntos.
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Definicién 5.4 (Condicién de disparo para la Seméntica de Maximo Paralelismo
Débil Conjuntista) Sea N = (P, T, F, W, §) una Red de Petri Temporizada Restric-
tiva y sea M un marcaje de la misma en un instante determinado. Un conjunto
de transiciones R se dice que estd permitido bajo el marcaje M con la semantica
de Méaximo Paralelismo Débil Conjuntista si y sélo si se cumplen las condiciones

siguientes:
1. My(p) > %W(p,t), Vpe P

2. At € T tal quet € R y el conjunto de transiciones R U {t} satisface la

condicién (1) de esta definicién.

Esto lo denotaremos por: M[R)q.. a

Definicién 5.5 (Regla de Activacidn Bajo Méaximo Paralelismo)

Sea N = (P, T, F, W, §) una Red de Petri Temporizada Restrictiva, M = (M, M)
un marcaje de la misma en un instante § € Ny E(M) = {Ry,...,R.} €l con-
junto de multiconjuntos maximales de transiciones permitidas bajo ese marcaje.
Entonces, debemos disparar uno de estos multiconjuntos en ese instante 3, obte-
niendo un nuevo marcaje M’ = (M{, M,) en el instante § + 1, dado por:

1. M! = M, — tEECD Ri(t)-W(—, )+ :e% Ri(t)- W(, =)+ (M)EGCQ Ma(t,1)-W(t, ~)

donde R; es el multiconjunto disparado y Cq, C1, C; estdn definidos de la

forma siguiente:

Coi{tET]R,'(t)>0}
Cr={teT|R(t)>0A8(t)=1}
Co={(,1) € T x IN| My(t, 1) > 0}

2. Mj: T'xIN* — IN con

Ri(t), sif=6(t)~1

Mo(t,3) =
2(t, F') { My(t, 5"+ 1), en otro caso

Este paso se denota por: Mg[R),M". a
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De nuevo es importante notar que es posible que en un cierto instante, el
Unico multiconjunto de transiciones permitido (y en consecuencia el maximal) sea
el multiconjunto vacio. Este caso refleja los cambios que sufren los marcajes por
efecto de la terminacién de las transiciones pendientes. Por supuesto, si obtenemos
suficientes tokens para disparar una o varias transiciones en un instante posterior,
tendremos que dispararlas en ese instante. También es posible que el marcaje de la
red llegue a estabilizarse y ninguna transicién pueda ser disparada. En este caso,

la red ha quedado bloqueada.

Definicién 5.6 (Secuencias de Pasos Temporizadas bajo la Seméantica de Maxi-
mo Paralelismo) Sea N = (P, T, F,W,§) una RPTR con marcaje inicial My. Se
dice que 0 = Mo[Ro)p ... Mu1[Rn-1)p My, es una secuencia de pasos temporizada
mp-finita de (N, Mp) sii:

1. Vi€ {0,...,n—1}: R; es un multiconjunto de transiciones (que puede ser

vacio) permitido en el sentido de la definicién 5.2 bajo el marcaje M;.
2. Vie {l, .o ,n} : Mg_l[R,'_1>pMi.

De nuevo, a partir de los pasos que constituyen la secuencia de pasos o, asi como
de sus tiempos de disparo, puede reconstruirse toda la secuencia de pasos. De esta

forma escribiremos: M[ot™), M, a

Definicién 5.7 (Semdntica de Pasos Temporizada de Maximo Paralelismo)

Sea N = (P,T,F,W,§) una RPTR y Mp un marcaje inicial de ésta. Se define el
conjunto de secuencias de pasos temporizadas mp-finitas de N a partir de Mg, que
define su semdntica de secuencias de pasos temporizadas mp-finitas de la forma

siguiente:
M(N, M) = {o | o es secuencia de pasos temporizada mp-finita}

a

Por tltimo, las definiciones 5.5,5.6 y 5.7 se adaptan con muy pocos cambios a
la semantica de maximo paralelismo débil y a la semdntica de maximo paralelismo

débil conjuntista.
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5.2 Anadlisis de Propiedades bajo Maximo Para-

felismo

En esta seccidn consideramos Redes de Petri Temporizadas con la seméantica de
Méximo Paralelismo. Esta consideracién serd valida salvo que explicitamente se

considere otro tipo de semantica.

Comenzamos definiendo las propiedades que serdn objeto de estudio:

Definicién 5.8 (Problema de Alcance)
Sea N = (P,T,F,W,6§)una RPTR con marcaje inicial My y sea M = (M, M) un
marcaje de esta. Se dice que M es alcanzable en NV bajo la semantica de maximo
paralelismo, lo que se denotard por M € [Mg),, sii existe ¢ € M(N, My) tal que
Mole™), M para un cierto instante 7.

De nuevo, se extiende de forma natural dicha notacién para considerar marcajes

cualesquiera M, es decir, [M), denota el conjunto de marcajes alcanzables a partir
de M. a

Definicién 5.9 (Problema de Alcance Estricto)
Sea N = (P, T,F,W,8) una RPTR con marcaje inicial My, M = (M, M;) un
marcaje de ésta y n € IN. Se dice que M es alcanzable en N en el instante n bajo

la semdntica de maximo paralelismo, lo que se denotard por M € [Mo)7, sii existe
o € M(N, M) tal que My[o™), M. m]

Definicién 5.10 Sea N = (P, T, F,W, §) una RPTR con marcaje inicial Mo, s €
P,ykelN.

1. Decimos que N es s, k-ilimitada linealmente sii existe algin § > k, y algin
marcaje M tal que M € [Mo)2 y M(s) > 8.

2. Decimos que N es s-ilimitada uniformemente sii para todo f € IN y para
todo M € [Mo)g existe algin v € IN y algin marcaje M’ € [M)] tal que
Mi(s) > ~v+ 8.
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3. Decimos que N es ilimitada sii existe un lugar s’ € P tal que no existe un

entero m € IN verificando M;(s’) < m, para todo marcaje alcanzable M.

Definicién 5.11 (Vivacidad)

Sea N = (P, T, F,W,§) una RPTR con marcaje inicial My y ¢t € T. Decimos que ¢
es viva sii para cualquier marcaje alcanzable M existe un marcaje M’ € [M), que
permite el disparo de la transicién §.

Decimos que N es viva sii todas sus transiciones son vivas. a

Definicién 5.12 (f-vivacidad)

Sea N = (P,T,F,W,6) una RPTR con marcaje inicial My, € Ny t € T.
Decimos que ¢ es 3-viva sii para cualquier marcaje alcanzable M existe un marcaje
M’ € [M)2 que permite el disparo de la transicién .

Decimos que N es 3-viva sii todas sus transiciones son 3-vivas. )

Definicién 5.13 (Ausencia de bloqueos)

Sea N = (P, T,F,W,§) una RPTR con marcaje inicial Mp. Decimos que un
marcaje estable M de N es muerto sii no hay ninguna transiciéon permitida bajo
M. Decimos que N puede bloquearse sii existe algiin marcaje muerto M’ € [Mo),.

O

Definicién 5.14 (Ausencia de -bloqueos)
Sea N = (P, T, F,W,§) una RPTR con marcaje inicial My, y 8 € IN. Decimos que
N puede B-blogquearse sii existe algiin marcaje muerto M’ € [Mp)5. G

Todos estos problemas son decidibles en el caso de redes n-seguras. Ello es
una consecuencia inmediata de que el conjunto de marcajes alcanzables es finito.
Ademads, podemos codificar las RPTR n-seguras bajo la semantica del maximo

paralelismo mediante redes no temporizadas.

Definiciéon 5.15 (Red de Petri Temporizada n-segura)
Sea N = (P,T,F,W,6) una RPTR con marcaje inicial Mp. Se dice que N es
n-segura sii para todo marcaje M € [My), se tiene: M:(p) <n,Vpe P.
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Definimos ademds los siguientes conjuntos:

M, = {M | M es marcaje de N verificando M;(p) <n,¥pe P,y
My(t,7) <, Vi€ T, Vy < 6(t) — 1)
Hl(Mn) = {Ml | 3M = Mn, M= (M],Mz)}

ad

Una consecuencia inmediata de la definicién anterior es que no pueden dis-

pararse simultaneamente mas de n instancias de una misma transicién.

Definicién 5.16 (Codificacién de las RPTR n-seguras bajo Maximo Paralelismo)
Sea N = (P,T,F,W, §, Mp) una RPTRM n-segura. Se define la red asociada a N,
N = (P",T" F" W" M{), como sigue:

En primer lugar, dado V € II,(M,), denotaremos por Ry el conjunto de los
multiconjuntos maximales de transiciones permitidos bajo el marcaje (ordinario)

V. Definimos entonces el autémata de estados finitos que modela la conducta de
N, A=(Q %, 0,§T, q), de la forma siguiente:

Q' = M,

go = Mo

Y= {R|R € Ry, para V € II,(M,)}

©' = {A| A es un multiconjunto de transiciones en T tal que A(t) < n, ¥Vt € T'}
§: Q' x¥ — @

§'(M, R) estd definida sii R € Rpy,. En tal caso: §(M, R) = M’, donde
M' es el marcaje alcanzado en N tras el disparo de R (puesto que la

red es n-segura la definicidn es correcta).
I": Q' x ¥ -— 0
I"(M,R) = A, siendo
M(t,1) Vit e Ttal que Ma(¢,1) >0
Alt)y= 4§ R(t) Vte T tal que §(t) =1, y R(t) > 0

0 en caso contrario

Los estados de este autémata son los posibles marcajes de la red, de los cuales

hay una cantidad finita, pues ésta es n-segura. En consecuencia, el estado inicial
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corresponde al marcaje inicial. Las entradas del autémata son los multiconjuntos
maximales de transiciones permitidos, y las salidas son los multiconjuntos de tran-
siciones que terminan su ejecucién en el instante considerado. Las funciones 6 y T’
codifican la regla de activacion.

Sea entonces N(A) = (P, T, F',W’, M/) la red que modela la conducta de este
autémata. A partir de esta red construimos la red N” elimirando los lugares de
entrada y salida (y los arcos conectados a ellos) que aparecen en la construccién

de N(A). Ademas afiadimos un lugar reloj para contabilizar los pasos disparados.

P" = Q' U {reloj}

T” —_ TI

F'" = (F'=E;)U {(t',reloj) |#' € 1"}, con E; = {(R,(M,R))|Re ¥, M € '}

U{((M,R),A)|M € @, Re T, A=T'(M,R)}

W"(f) =1, para todo f € F"
, 1 sip=gq

Mg(p) = { °

0 en caso contrario

Definicién 5.17 (Correspondencia de marcajes)
Sea N = (P,T,F,W,§, My) una RPTRM n-segura. Sea N' = (P',T", F', W', My)
la Red asociada a ésta segun la definicidn anterior. Definimos entonces la funcién
siguiente:

cpgr M, — M

B sip = reloj
o (M)(p') ={1 sig=M
VM =My M;)EMn, Vp'EP’ 0 en cualquier otro caso

a

Teorema 5.1 Sea N = (P, T, F\W, §, My) una RPTRM n-segura y sea M € M.
Sea N' = (P, T, F',W' M{) la Red asociada a ésta segiin la Def. 5.16. Entonces
para cada S € IN se tiene:

M[B), M si y sdlo si (M) [(M, B)) (M)

Demostracién: Supongamos que M[B),M’. En tal caso, ¢y (M) es un marcaje

de N’ que permitiré el disparo de la transicién (M, B), ya que por la definicién de
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n,o’,'i, el lugar M € P’ de N’ estard marcado, y este lugar es la inica precondicién de
(M, B) (esta conexién existe por ser B un multiconjunto maximal de transiciones
permitido bajo el marcaje M;) y por tanto, como hemos indicado, se permitira el
disparo de dicha transicién. Ahora bien, tras el disparo de (M, B) en N’ obtenemos
un marcaje en N’ en el cnal estard marcado el lugar M’ € P’ (estado siguiente en
el autémata), por lo que: @i (M)[(M, B))p'%(M').

Reciprocamente, supongamos que apfi,(M)[(M, B))(p%(M’). En tal caso, por la

construccion de N’, B debe ser un multiconjunto maximal de transiciones permi-
tido bajo el marcaje M;. En consecuencia, es posible su disparo a partir de M en
N. El marcaje obtenido como consecuencia de ese disparo es M’, de nuevo por la

construccidén de N’. O

El teorema anterior nos permite definir la siguiente funcién, que captura la

codificacién de una RPTR. en términos de una Red de Petri No Temporizada.

Definicién 5.18 Sea N = (P, T, F,W, 6, My) una RPTRM n-segura. Definimos

la siguiente funcién:
¥n o M(N, Mo) — L'(N', My)
Yn(o) = on(Mo)tyon (Mi)ty ..t (M)
siendo t; = (M;_1, R;), donde o = Mo{R1), M1 ...[Rn)p M, . 0
Corolario 5.1 Sea N = (P,T,F,W,§, My) una RPTRM n-segura. Sea N’ =
(P, T, F', W', M) la Red asociada a ésta segin la Def. 5.16. Entonces
Mo[o"™), My, st y s6lo si oy (Mo (o)) (Min)
O

Hemos visto que los problemas planteados son trivialmente decidibles para redes
n-seguras con la semantica de maximo paralelismo. Ahora vamos a analizar estos
problemas bajo esta seméntica en el caso general, sin imponer ninguna restriccién

especifica sobre el nimero de tokens que puede haber en cada lugar.

En principio, el problema de alcance estricto y la ausencia de 3-bloqueos seran
trivialmente decidibles, pues al no haber transiciones auténomas, es posible ins-
peccionar el drbol de accesibilidad hasta la profundidad 8. Sin embargo, como

vamos a demostrar a continuacidn, el problema de alcance es indecidible.
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Sec

Figura 11: Conexién del lugar sec a todas las transiciones de la red de partida

Para ello vamos a presentar un esquema de codificacién de las Redes de Petri
con Arcos Inhibidores con una semantica de Secuencias de Ocurrencia en Redes
de Petri Ordinarias con la semantica de Maximo Paralelismo. Como consecuencia
de ello, puesto que el problema de alcance para las Redes con Arcos Inhibidores
es indecidible (véase [Brag86]), el problema de alcance en Redes de Petri con la
semantica del Méximo Paralelismo seré indecidible, y en comsecuencia, también
serd indecidible el mismo problema de alcance en Redes de Petri Temporizadas

(las primeras son un caso especial de éstas).

Definicién 5.19 (Codificacién de las Redes con Arcos Inhibidores en Redes de
Petri con la semantica de Maximo Paralelismo) Sea N = (P, T, F, A, Mp) una Red
de Petri con Arcos Inhibidores (conjunto A C P x T'). Definimos la Red Ordinaria
asociada (con la seméntica de pasos con miximo paralelismo), N', de la forma

siguiente:

En primer lugar, para evitar problemas derivados de la seméantica de maximo
paralelismo, que podria no capturar adecuadamente la semantica de secuencias
de ocurrencia de la red original, es conveniente secuencializar la red. Para ello
incluimos un lugar sec conectando toda transicién de la red original a dicho lugar
segin se indica en la fig. 11.

Este lugar sec estara inicialmente marcado con un token, por lo que en cada
momento no permitird nada méas que el disparo de una transicién (no obstante, la

semantica ordinaria no se ve afectada en absoluto).

En segundo lugar vamos a afiadir a la red original una serie de lugares y transi-
ciones. Para cada lugar p € P de la red original se afiade un lugar pi, y una tran-
sicidn t,, y se establecen las conexiones siguientes: (Pin,tp), (Pstp), (tp,P) - Ademas,
para todo ¢t € T tal que (p,t) € A (el lugar p inhibe la transicién t) se elimina
dicho arco inhibidor {parte (A) de la figura 12). Finalmente, para todo ¢t € T
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(A) P P o

(B) O p O D Pin

Figura 12: Codificacién de una red con arcos inhibidores

tal que (p,t) € A (el lugar p no es inhibidor suyo) se establecen las conexiones
(Pin,t), (t,pin) (parte (B) de la figura 12).

En definitiva, N' = (P', 7", F', M), siendo:

Pl = P U P, U {sec}, con Py ={pinl|p€ P}
T = TUT,, conT,={t,|p€ P}
F' = F U {(pinstp), (9, 1p), (tp,p) Ip € P}U

{(Pins 1), (8, i) | (P, t) € A} U {(sec,1), (t,5ec) |t € T}
Mo(p) sip=peP
Mi(p') = 1 sip € By,
1 st pf = sec

0O

La red construida conserva los marcajes accesibles de la red con arcos in-
hibidores de partida. El resto de los marcajes accesibles en la red construida
son facilmente distinguibles, pues contienen algunos lugares p;, desmarcados; se

tiene asi pues una simulacién de la red original.

Teorema 5.2 Sea N = (P, T, F, A, M) una Red de Petri con Arcos Inhibidores
(conjunto A € PxT)ysea N' = (P',T", F', M}) la red asociada segiin la definicién
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anterior. Entonces M es un marcaje accesible de N si y sélo si el marcaje M’
definido por M'|p = M, M'(sec) = 1y M'|p,_ = 1 (como vector cuyas componentes

son todas ellas iguales a 1) es accesible en N'.

Demostracién: Basta tener en cuenta las siguientes consideraciones. En princi-
pio, la presencia del lugar sec impide el disparo simultdneo de varias transiciones
de T en N’. No obstante, la hipStesis de maximo paralelismo obliga a disparar
(en N') junto a una transicién de t, aquellas transiciones ¢, que estén permitidas.
Para cada transicién t € T se considera el conjunto de lugares I(t) que inhiben a

t: I{t) = {p € P|(p,t) € A}. Entonces, pueden presentarse los siguientes casos:

1. Si la transicidén no esta permitida en N debido tnicamente a la presencia
de tokens en algunos lugares p; € I(¢), entonces sin la presencia de los arcos
inhibidores (p;,t) estarfa permitida en N. Esta transicién estara permitida en
N’ s1 bien su disparo ird necesariamente acompafiado (maximo paralelismo)
del disparo de las transiciones ¢, (pues los lugares p; estan marcados). Tras
ello se obtendria un marcaje de N’ en el que p;, estd desmarcado. Nétese
ademads que cuando un lugar p;, se desmarca, entonces no puede ya recuperar
su token, quedando definitivamente desmarcado. Es decir, tras el disparo de
la transicidn ¢ solo son accesibles en N’ marcajes que no cumplen la condicidén

de que todos los lugares en P;, estan marcados con un token.

2. 5i la transicion ¢ estd permitida en N, entonces todos los lugares p € I(t)
deben estar desmarcados. En consecuencia, las transiciones t, (para p € I(t))
no pueden ser disparadas. De esta forma, esta transicion ¢ debera dispararse
sola en N’ (estd conectada a todos los s;, tales que el lugar s no inhibe a t).
En consecuencia, una vez disparada dicha transicién, cada lugar s;, recupera
su token y se obtiene un marcaje que proyectado sobre P coincide con el

obtenido en N tras el disparo de t.

O

Hemos probado que toda red con arcos inhibidores puede ser simulada por
la red ordinaria asociada (sin arcos inhibidores), con su semdntica de maximo
paralelismo. Como consecuencia de ello concluimos que el problema de alcance en

redes de Petri Ordinarias con la semantica de maximo paralelismo es indecidible.
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Corolario 5.2 E} problema de alcance para Redes de Petri Ordinarias con la
semantica de Maximo Paralelismo es indecidible. El problema de Alcance para
Redes de Petri Generalizadas (con un vector de pesos arbitrario) con la semdntica

de maximo paralelismo es indecidible.

Demostracién: La primera consideracion es una consecuencia inmediata de
la indecidibilidad del problema de alcance en redes con arcos inhibidores (vease
[Bra86]) y de la construccién de la Def. 5.19. La segunda es trivial, dado que las

redes ordinarias son un subconjunto de las Redes de Petri Generalizadas. o

Corolario 5.3 El problema de Alcance para Redes de Petri Temporizadas con la

semantica de maximo paralelismo es indecidible.

Demostracién: Inmediata, dado que las Redes de Petri Generalizadas son un
subconjunto de las Redes de Petri Temporizadas (considerando duracion 1 para

todas las transiciones). .

La construccién anterior nos ha permitido codificar las redes con arcos in-
hibidores mediante redes ordinarias bajo maximo paralelismo. De manera natural
surge la pregunta de si podremos encontrar una construccién que nos permita
codificar las redes con maximo paralelismo mediante redes con arcos inhibidores.
Efectivamente, tal construccién existe, presentandose a continuacion en dos pasos.
En primer lugar planteamos la construccién para el caso de Redes de Petri Ordi-
narias con la semantica de Maximo Paralelismo, y posteriormente analizamos las
modificaciones necesarias para adaptar esta construccién a Redes de Petri Tempo-

rizadas.

Definicidn 5.20 (Codificacién de Redes de Petri con Maximo Paralelismo en Re-
des con Arcos Inhibidores) Sea N = (P, T, F,W, My) una Red de Petri Marcada
con la semantica de Maximo Paralelismo tal que toda transicién ¢ € T verifica
*t # 0. Se define la Red de Petri con Arcos Inhibidores asociada a N siguiendo la

siguiente construccion:

En primer lugar, numeramos las transiciones de T, T' = {t1,...,t,}, y apli-
camos para cada una de ellas un test que nos permita determinar si dicha transicién
estd permitida bajo el marcaje actual. Es precisamente para realizar este test para

lo que usamos los arcos inhibidores. Una vez realizados estos tests, conoceremos
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si existe alguna transicidén que pueda ser disparada en el momento actual. De
entre estas posibles transiciones se disparara una de ellas, sustrayendo los tokens
correspondientes de sus lugares precondicion. Sin embargo, todavia no se actualiza
el nimero de tokens de los lugares postcondicidn, sino que se realiza de nuevo el
test para determinar si pueden dispararse otras transiciones. De esta forma, se
repite este razonamiento hasta que el test determine que ya no puede dispararse
ninguna transicién mas. En ese momento se actualizan los lugares postcondicién
de las transiciones disparadas y se da por terminada la simulacién de un paso de
la red original. Este esquema de codificacién conseguird de esta forma reflejar la
semantica de mdximo paralelismo, pues un ciclo de simulacién no termina hasta
que no puedan dispararse transiciones, lo cual corresponde a un paso de la red

original.

Por ello, consideramos un lugar especial medias, el cual indica si hay o no
un pasc en mitad de ejecucién. Es decir, cuando este lugar esté desmarcado nos
indicara que se esta simulando un paso de la red original. A partir de este lugar

hay que lanzar las siguientes actividades:

1. En primer lugar se hace el test de las transiciones, para determinar si hay

transiciones disparables.

2. Si hay transiciones disparables se dispara una de ellas, retornandose al paso

(1).

3. Si no hay transiciones disparables se restauran los tokens pendientes y se

recupera el token sobre el lugar medias.

Vamos a construir la Red de Petri con arcos inhibidores buscada de una forma
gradual, planteando la forma de realizar cada una de estas actividades, e integrando

las redes obtenidas progresivamente.

En principio, para realizar los tests se consideran los lugares precondicién de
cada transicién t;, *t; = {pj1,...,Pir; }, ¥ Para cada k= 1,...,r; se construye la

siguiente red con arcos inhibidores {en funcién del valor n;e = W{(pj, t;)):

Nk = (P ks Tis Fiky Aok Wik)
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3
Figura 13: Red N;; paranj, =3
siendo:
Py = {pie} U pisli=1,.. . nn— 1}
Tj,k = {fl’l I?. =1,. n_.,-k} L {ff?'a !i =1,... ,nj‘k}
1,
Fi = {(;5" pix )} U{(pis,tii)li=1,...,n} U
{(pgk’ }i‘c‘i.l)'g = 11"'!”.?. _1}U
{(pg,ks fl:+1) |2 =1,.. <1 ik — 1}U
{( Jk’pjk)li:]' nj-k_l}
Aje = {(psr: 152 I! =1,...,n5%}
( an’pJu )
en caso contrario, con f € Fjy

Por ejemplo, para n;; = 3 se obtendria la red de la figura 13.

Una vez construidas estas r; redes se considera la red siguiente, N;, obtenida

componiendo dichas redes y afladiendo unos lugares s;, SI(p;) .

N; = (P;,T;, Fy, Aj, Wj)



5.2. ANALISIS DE PROPIEDADES BAJO MAXIMO PARALELISMO 89

siendo:

1
P1 = kLéJl Pl,k U {30, 31} U {SI(pl'k)|k=1,...,T1—l}

P; = ;}-jl Pir U {s;} U {SI(pja)|k=1,...,rj—1} paraj=2,...,n
£
= 0 T

rj n:
Fi= U Fu U{ERSTeu) k=1, r = 13U

{(Sj_ht;"ll), (Sj_l,t?"ll)} U {(ti’;;,s_,') | k= 1,... 3Ty 1= 1,... ,nj'k} U
{(SI(pik)s tia)s (STPis)stie) =1, r5 — 1}

Wik(f) sif € Fi
1 en otro caso, con f € F

Wj(f):{

QObsérvese la importancia que adquiere el token de control (token que colocare-
mos en cada lugar s; para comenzar a testear cada transicién ¢;). Este token se
encontrara en so en el momento de comenzar el test, y es el encargado de regular
el desarrollo del mismo. Cada vez que se termina de testear una precondicion de
una transicién, este token indica cédmo debe continuar el test. En concreto, si la
precondicién testeada no tiene suficientes tokens para permitir la activacién de t;,
este token se encontrard en s; (para permitir la activacion del test correspondiente
a t;41). Si, por el contrario, dicho lugar tiene suficientes tokens para permitir la
activacién de t;, entonces el token se encontrard en el lugar SI(p;r) (para ini-
ciar el test correspondiente a la siguiente precondicién). Finalmente, si llegamos
a testear la dltima precondicién de t;, y ésta resulta suficientemente marcada, en-
tonces se detiene el test, ya que no llevamos el token de control a ningtn sitio.
En esta situacién hay al menos una transicién permitida, lo que posteriormente
reflejaremos en un nuevo lugar SL

En definitiva, esta red codifica una conectiva légica AND relacionando los
marcajes de todas las precondiciones de t;. La figura 14 contiene la representacion
grafica de la misma.

El paso siguiente consiste en componer adecuadamente las n redes asi obtenidas.
Esta composicién codificara una conectiva légica OR relacionando las n transi-

ciones. Como ya hemos indicado anteriormente incluiremos un nuevo lugar SI,
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Figura 14: Red N;

que nos indicard (una vez concluido el test) si hay alguna transicién permitida. Es
precisamente a este lugar donde enviamos el token de control cuando una tran-
sicion estd permitida (de esta forma implementamos la conectiva OR). Ademas, el
lugar s, nos indica el momento en el que ya no pueden dispararse mas transiciones.
Ello se debe a que la Unica forma de llegar a él es cuando ninguna transicién estd
permitida.

La red resultante de esta nueva composicién de redes es la siguiente (figura 15):

TEST = (PT, TT, FT, AT, WT), siendo;

Pr = {medias, SI} U U P;
i=1

i
Tr = {inictogese} U U T
=1

Fr = {(medias, inicioygs,), (1R1€i0paq0, So)} U CJ tlv’:&#'rj,SI U U F;
P b =4 §irs P
Ar= U A;
j=1

W;i(f) sifeF;

1 en caso contrario, con f € Fr

Wr(f) ={

El lugar medias, que inicialmente estad marcado, indica el comienzo de un ciclo
de simulacién (correspondiente a un paso de la red original). En concreto, a partir

de este lugar se disparard la transicidén iniciog.s,, lanzando asi el test. Una vez
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O—J}—0O- 0
- . . &
medias INLCLOpas0 e \& I )

ST

Figura 15: Red TEST

concluido el test obtendremos un token en el lugar SI o en el lugar s,. De esta
forma conoceremos si hay alguna transicién disparable. En ese caso, el lugar S1

habrd quedado marcado, y debe permitirse el disparo de alguna de las transiciones
de la red.

De esta forma, entramos en la segunda parte de la simulacién, que consiste en ir
disparando las transiciones permitidas, pero guardandonos los tokens generados en
algin sitio intermedio (para poder simular correctamente el méximo paralelismo).

De entre las transiciones permitidas, una de ellas serd disparada, y los tokens
que se generarian sobre sus lugares postcondiciones se guardan en unos lugares
duplicados. Cada vez que se dispara una transicién es necesario volver a realizar
el test, ya que puede haber situaciones de conflicto. Por tanto, tras la ejecucion

de cada transicién de la red de partida enviamos un token al lugar so.

Definimos entonces la red N = (P, T, F, A, W), de la forma siguiente (figura
16):

P= Pr U P, siendo P = {p|p€ P}
T = Tr U T U {finpaso}
F= Fr U Flpxr U {(SLt)), (t;,50)|t; € T}U
) {(t5:8) [ {t5,p) € F} U {(5n, finpaso) }
A= Ar
Wr(f) siferFr
W= | W sifeF

W(tj,p) sif=(t,5)
1 en caso contrario, con f € K

Cuando el test determine que ninguna transicién puede ser disparada, entonces

s6lo podra dispararse la transicién fing... (sn estard entonces marcado). Con su
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TEST

Diisj

Figura 16: Red N

disparo pasamos a la tercera etapa de la simulacidn, que consiste en recuperar los

tokens que se encuentran en los lugares duplicados. Con tal fin, se considera la red
N' = (P, T, F",W' A", M}), definida como sigue (figura 17):

P =
T =
F' =

W'(f) =

A=

Mi(p) =

el

U {c}
T U {t,|p € P} U {term}

Fu{(B.4), (p)p € PY U {(ctp), (fne)|p € PYU
{(c,term), (term, medias), (finpese, €} }
(f) sifekF
en caso contrario, con f € F’
A U {(p,term)|p € P}
M(p) sipe P

si p = medias

e e,
— %i

o

en otro caso

Una vez disparada la transicidn fing.s., se procede a recuperar los tokens de

los lugares p. Sélo cuando todos ellos estén vacios se permite el disparo de la

transicién term, que marca el fin de la simulacién de un paso. o

Corolario 5.4 Toda Red de Petri Temporizada con la semdntica de Maximo Pa-

ralelismo puede ser codificada en términos de una Red de Petri Ordinaria con Arcos

Inhibidores.

Demostracién: Basta reemplazar cada transicién ¢ de la red de partida por &(%)

transiciones de duracién 1 (vedse fig. 18). En este caso, la hipétesis de maximo
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Figura 17: Red NV’

paralelismo fiene un efecto beneficioso, en el sentido de que una vez comenzada
la. ejecucién de una transicidn, las transiciones asociadas (como consecuencia de
la divisién de la transicién) a dicha transicién van a ir ejecutandose sin retrasos.
En comsecuencia, la Red Temporizada obtenida tiene en todas sus transiciones
duracion 1, y por tanto es equivalente a una Red de Petri No Temporizada con
semantica de Maximo Paralelismo, a la cual se puede aplicar la construccién an-

terior. O

Seguidamente vamos a analizar el resto de los problemas de andlisis planteados.
Previamente, presentamos una codificacién de una mdquina de registros mediante
redes con maximo paralelismo, que luego serd utilizada para demostrar la indecidi-

bilidad de algunos de los problemas planteados.

Definicién 5.21 (Codificacién de una maquina de registros con RPTR)

Una mdquina de registros estd definida de la forma siguiente:
M=(R,PE)

siendo R un conjunto finito de registros, E un conjunto finito de etiquetas (estados
posibles de la mdquina), entre las que existen dos etiquetas especiales e, efin € E,
y P el programa de la miquina, definido de la forma siguiente: P C E x I (donde

I es un conjunto de instrucciones), tal que no hay ninguna instruccién asociada
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al estado ey;,. Las lineas del programa, que se denotardn de la forma estado:

instruccion, s6lo pueden ser de 2 tipos:
l.e: rj=r;+1; ir a e
2. e;:sir;=0irae;sinor;:=r;—1; ira e,

Una ejecucién del programa comienza en una instruccidn etiquetada con eg, y
si termina, lo hace en la instruccién etiquetada con efi,. La maquina se dice que
es determinista si para cada etiqueta e; # ef, hay una unica instruccién ¢ tal que
e; : 1 s una linea del programa. En caso contrario, se dice que es no-determinista.

Recordemos que la semantica de una maquina de registros es el conjunto de
computaciones que induce. Estas computaciones se definen usando vectores de
estado de la forma (e,7), donde e € E y # € INWEl, La primera componente es el
estado de la maquina, y 7 son los valores actuales de los registros de la maquina.

Entonces, el vector de estado inicial es el vector de estado para el cual e = e
yr; =0,Yj5 e {1,...,|R]}, siendo 7 = (ry,..., 7).

Un vector de estado (e, 7) puede transformarse en un vector de estado (', 7),

lo que se denota por (e,7) bpr (€¢/,7) si y s6lo si ocurre una de las siguientes

condiciones:

- Existe p =(e,i) € P,stendot=e : rj:=r; +1; irae, y se tiene rj, =ry,

parah=1,... |R, h#j,yri=r;+ 1L

- Existe p = (e,i) € P,slendoi=e :sir; =0irae sinor;:=7r;—1; irae”,

conr;=0,7, =ry, parah=1,...,|R|

- Existe p = (e,¢) € P,slendoi=e :sir;=0irae’sinorj:=r;—1; ira¢’,

conr; #0,r, =rp,parah=1,...  |B,h#jyr,=r;—L

Una computacién es una secuencia de vectores de estado de la forma (eq, 7o) Far

(e1,71) Far ... (€n,Tn), siendo (e, 7o) el vector de estado inicial. a

Una maquina de registros M puede ser codificada mediante una Red de Petri
Temporizada con la semantica de Maximo Paralelismo (incluso con la seméntica

débil y con la semdntica débil conjuntista, pues no necesitamos multiconjuntos de

transiciones para ello) de la forma indicada en la siguiente definicién.
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o——ﬂ;——o %6 O—]—r----—{—0O

L
131 st

Figura 18: Reemplazamiento de cada tramsicién ¢t de la red de partida por (%)
transiciones

Definicién 5.22 Sea M = (R, P, E) una maquina de registros. Podemos asociar

a M una Red de Petri Ordinaria Temporizada Marcada de la forma siguiente:

1. A cada registro r; le asociamos un lugar p;,.
2. A cada etiqueta e; le asociamos un lugar pe,.

3. Cada instruccidn de la forma ¢; : rj :=r; 4+ 1; ir a e se codifica de la forma

indicada en la figura 19.

4. Cada instruccién de la forma e; : sir; =0iraegsinor;:=r; —1; irae,

se codifica de la forma indicada en la figura 20.

Todas las transiciones llevan asociada una duracién de una unidad de tiempo.
Entonces, a cada vector de estado (e,7) le asociamos el marcaje @(e,7) en N,

definido de la forma siguiente:

1 sip=p. V p=s(eekenr;)
(,0(6, F)(p) = T s1 p= Prj
0 en caso contrario

0O

Teorema 5.3 Sea M = (R, P, E) una maquina de registros, N la Red de Petri
Ordinaria Temporizada Marcada asociada a M segun la definicién anterior y
(e,7), (¢',r") vectores de estado de M. Entonces (e,7) Far (e/,7') si y sdlo si existe
una secuencia de pasos ¢ en N (con la semdntica de méximo paralelismo débil
conjuntista) tal que contiene una tnica transicién en Pg, siendo Pg = {p.|e € E}
y ele,F) o) ele, 7).

Demostracion:

=: Si(e,7)tum (¢/,7), entonces pueden darse 3 casos:

- Existe p = (e,i) € P,cont =e : r; :=r;+1; ira ¢, r, = ry, para

h=1,...,|Rl, h#jyr,=r;+1. Entonces basta tomar ¢ = (e, €',7;).
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Pe;

P1(es, e, T5)

O

Dey, pr_,

Figura 19: Codificacién de la instruccidén e; : r; :=r; + 1; ir a ¢

De;

¢2,1

it Lo
2,2 g ¢23 1,(;2’1 = ’t,bg'l(ei,ek-; emrj)

o2 = Pa2(ei, ek, en,75)
2,3 = Pa3(ei, ek, €0, Tj)
Yo4 = ¢2,4(6i, €k, en,?"j)

P24 Pa5 a5 = P 5(ei, ek, €n,75)
s = s(e;, ek, €n,Tj)

Pey, Pen

Figura 20: Codificacién de la instruccién e; : sir; = 0 ir a e sino rj :=r; — 1;
ir a ey,
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- Existep=(e,i) € P,coni=e :sir;=0irae sinorj:=r; —1; irae”,
r; =0, v, = rn, para b = 1,...,|R|. Entonces basta tomar la secuencia

o= {¢2.1(e: e’: e”: rj)} {¢2.2(e$ e’a e”: ri)}i {¢2.4(ea efa e”a rj)}-

- Existe p=(e,;i) € P,coni =e :sir;=0irae’sinor;:=r; —1;irac¢,
ri # 0,7, =rp, parah =1,...,|R|, h # jyr,=r; —1. Entonces basta
tomar la secuencia ¢ = {¢q (e, ", ¢',r;)} {122(e, ", €', 1), Y23(e, ", €, rj)},

{25(e, e, ¢',7;)}.

<: Una secuencia ¢ que cumpla las condiciones del enunciado sélo puede ser de
una de las tres formas indicadas en la prueba del sentido directo, las cuales se
corresponden de forma inmediata con las instrucciones de la maquina de registros.

o

Una primera propiedad cuya indecidibilidad puede ser demostrada a partir de
esta construccidn es el alcance nulo de un lugar, que serd utilizada para demostrar

la indecidibilidad de algunas de las propiedades planteadas.

Proposicién 5.1 Dadauna RPTRM N (con la semdntica de Méximo Paralelismo)
y un lugar de la misma s, no es posible decidir la existencia de un marcaje alcan-

zable M bajo dicha semadntica tal que M;(s) = 0.

Demostraciéon: Se considera la codificacién anterior. Si la citada propiedad
fuera decidible, podriamos decidir el problema de parada, incluyendo un lugar
en la simulacién que quede desmarcado una vez que la mdiquina se pare. En
consecuencia, la propiedad de alcance nulo de un lugar es indecidible para redes
con maximo paralelismo.

Dicha propiedad es también indecidible para la semantica de Maximo Parale-
lismo Déblil, y para la semantica de Maximo Paralelismo Débil Conjuntista, ya que

la codificacion anterior funciona también bajo estas semanticas. O

Proposicién 5.2 La ausencia de bloqueos es indecidible para RPTR con la se-

mantica de Maximo Paralelismo.

Demostracién: Hemos visto que podemos codificar una mdquina de registros
mediante RPTR con la seméantica de Maximo Paralelismo. Una méquina de regis-

tros sélo se bloquea cuando llega al final del programa. Por tanto, si la ausencia
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de bloqueos fuese decidible para RPTR, también seria decidible la parada de una
maquina de registros, lo que es absurdo. En consecuencia, la ausencia de bloqueos

es indecidible para RPTR con la seméantica de Maximo Paralelismo. O

Proposicidn 5.3 La ilimitacién es indecidible para RPTR con la seméntica de

Méximo Paralelismo.

Demostracién: De nuevo se hace uso de la codificacién presentada de las maqui-
nas de registros. Basta afiadir un lugar a la codificacién, que gana un token con la
simulacién de la ejecucién de cada instruccion de la maquina. De esta forma, si la
ilimitacion fuese decidible, también seria decidible la parada de la maquina, pues

sélo podriamos ejecutar un nimero finito de instrucciones. G

Proposicién 5.4 La s-ilimitacién uniforme es indecidible para RPTR. con la se-

méntica de Maximo Paralelismo.

Demostracién: Consideramos redes sin tiempo con la seméntica de maximo pa-
ralelismo débil conjuntista. Sea entonces N = (P, T, F, W, M) una red arbitraria

con la semantica débil conjuntista, y p € P un lugar de la misma. Construimos la
red N' = (P, T, F', W', M{), de la forma siguiente:

P =PU {s|teT} U {5, sz}

T'=T U {1, t2}

Fr= F U {(t,s:), (st,t) (s, t2) [t € T} U {(t2,52), (s2,t1),
(t1,82), (p, f1), (t1,p), (t1,51)}

[ W(f) sifeF
Wi(f)=1 2 si f' = (t1,1)

[ 1 en otro caso

[ Mo(p') sip' € P
Mi(p)=41 sip = s, parateT

| 0 en otro caso

Esta red esta representada graficamente en la figura 21. Con esta construccién
reducimos el problema a un problema de alcance nulo de un lugar, que hemos
visto que es indecidible.

Para ello, sea M un marcaje alcanzable de la red de partida N. A dicho

marcaje le podemos asociar el marcaje (M) en la red N’, construida segtin la
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51

Figura 21: Red N’

figura anterior, definido como sigue:

M(p) sip'eP
p(M)(p") =431 sip =5, pataalgint € T

0 en caso contrario

Dado un paso M[R)p4. M’ sobre la red de partida, el paso o(M)[R)pg.0(M') puede
ser ejecutado en N’ ya que los lugares s, contienen todos ellos un token, y R es un
conjunto de transiciones (es una restriccién impuesta por la seméntica de Maximo
Paralelismo Débil Conjuntista). Es importante notar que para que ello sea cierto es
esencial que el marcaje del lugar s, sea nulo, porque en caso contrario, la semantica
de Méaximo Paralelismo Débil Conjuntista nos obligaria a disparar la transicion ¢,
si el lugar p estuviera marcado, lo que podria alterar la seméntica de la red de
partida (estariamos permitiendo a N’ “congelar” tokens de p). Por tanto, si en NV
existe un marcaje M alcanzable en el que el lugar p esta desmarcado, entonces el
marcaje (M) sera alcanzable en N'. Disparando sobre dicho marcaje la transicién

13 bloquearemos la red N’, con lo cual no serd s;-ilimitada uniformemente.

Reciprocamente, si el lugar s, no es uniformemente ihimitado en N’, entonces
? ?
no puede existir un marcaje alcanzable en N’ bajo el cual la transicién ¢, pueda

ser disparada, pues si dicha transicién puede ser disparada en algin momento,
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tuA St

~—
Figura 22: Lugar asociado a cada transicién

entonces los lugares s; y p tendrian que estar marcados, y en consecuencia todos
los lugares s; estarian desmarcados. En esa situacidn la transicién ¢; podria ser
disparada infinitas veces, lo que nos conducirfa a una contradiccién con el hecho
de no ser el lugar s; uniformemente ilimitado, pues gana tokens mas deprisa que

el transcurso del tiempo (en cada unidad de tiempo gana 2 tokens).

Tenemos pues que s; es uniformemente ilimitado si y sélo si p no puede desmar-
carse en N, de lo que se deduce que dicha propiedad es indecidible para Redes de
Petri Temporizadas con la semantica de Maximo Paralelismo Débil Conjuntista.
Sin embargo, de esta indecidibilidad es facil concluir la indecidibilidad también para
la semdntica de Mdximo Paralelismo, pues si cogemos una Red N con la semantica
débil conjuntista y a cada transicién se le afiade un lugar asociado conectado a
ella tal como se indica en la figura 22, entonces la semantica débil conjuntista
coincide con la de Maximo Paralelismo. Por tanto, si el problema fuese decidible
con la semantica de Maximo Paralelismo, también lo serfa con la semantica débil

conjuntista, lo que es absurdo, tal como hemos visto. g

Proposicién 5.5 La s, k-iimitacién lineal es indecidible para RPTR con la se-

mantica de Maximo Paralelismo.

Demostracién: Consideramos de nuevo redes con la semantica débil conjuntisti.
De nuevo tomamos un lugar cualquiera p en la red de partida N, y aplicamos la
siguiente construccién para obtener una red N’ :
PP=PU{s|teT}U {s;]t=1,...,8}
T'=TU {li=1,...,7}
Fr= FU{(ts), (s,t) (st,11) |t € T} U {(t1, 88), (S8, 12),
(t2,86), (t2,87), (36,%3), (I3, 33), (33,%6), (16, P), (fe) $4),
(s5:t6), (P 13), (Se,ts), (8a,13), (57,L4), (ts,85), (35, 15),
(ts,52), (ts,54), (84,15), (82,%7), (L7, 52), (7, 81)}
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Figura 23: Red N’

's

W(f) sifleF
W'(f) =1 2 si f! = (tr,s1)
[ 1 en otro caso
[ Mo(p') sip'€P
Mi(p)=<¢1 siph =g, parateT V p =s4
a en otro caso

.

Esta red estd representada grificamente en la figura 23.
En este caso, el disparo de la transicion ¢, lanza la ejecucién de un test que
detecta si el lugar seleccionado p est4d marcado o no, y en funcién de ello se permite

el disparo indefinido de la transicién 7 o no.
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De nuevo, un marcaje M de N tiene asociado un marcaje (M} en N', definido

COmo sigue:

M(p) sipeP

1 sip' =5, paraalgint €T
w(M)(') = y

1 s1p = 84

0 en caso contrario

Con el mismo razonamiento empleado en la proposicién anterior es sencillo
demostrar que si M[R)ps.M' es un paso de N, entonces ¢(M)[R),4.0(M’) es un
paso de N'.

Si existe un marcaje alcanzable M en N con 0 tokens en el lugar p, entonces
el marcaje (M) es alcanzable en N, y sobre él podemos disparar la transicién
t1, iniciando de esta forma el test, que terminard disparando la transicién is, la
cual marca el lugar sz, y permite el disparo de t; un ntimero infinito de veces. Por

tanto, N' seria sy, k-ilimitada linealmente para cualquier & que hubiésemos elegido.

Reciprocamente, si N’ es sy, k-ilimitada linealmente, debe existir un marcaje
alcanzable en N’ en el que s; tenga un nimero positivo de tokens. Por tanto,
para poder haber alcanzado ese marcaje ha debido dispararse en algin momento
la transicién t;, y ademas, el lugar p debié estar desmarcado en ese momento.
Por tanto, el marcaje de N’ anterior al disparo de ¢; era también alcanzable en
N (proyectado sobre los lugares de P}, y de ahi concluimos la existencia de un
marcaje alcanzable en N con 0 tokens en el lugar p.

De nuevo, la indecidibilidad de esta propiedad para la semantica débil conjun-
tista se extiende de forma inmediata (con el mismo razonamiento empleado en la

proposicidn anterior) a la semdntica de Médximo Paralelismo. O

Proposicién 5.6 La S-vivacidad es indecidible para RPTR con la semdntica de

Méximo Paralelismo.

Demostracién: Sea de nuevo una red N con la semdntica débil conjuntista.

Consideramos un lugar cualquiera p € P y construimos la red N’ siguiente:

PP=PU{s|teT} U {sili=1,...,7} U {w;|i=1,...,8}
T'=TU {t|i=1,...,8} U {al|i=1,...,6}
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F'= FU{(ts), (s,8)(st,c) [t €T} U {(wi, )i =1,...,8}U
{(ti,wipa) e =1,...,8~1} U {(e1,51), (51,¢2), (c2,82), (2, 83),
(82,¢3), (€3,384), (54, cs): (ce;P); (<61 55), (35, ¢3), (P, ca), (86, 6),
(cs, 85) (83,¢4), (ca,S6), (S6,C5), (Ss5,¢5) (83,¢5), (87,¢5), (s7,%1),

(11,37), (t.@: wl)}
W) = { W(f) sifeF

1 en ofro caso
Mo(p') sip' e P

@y=<1 sipf=s,, parat €T V p' € {35,387, w1}
0 en otro caso

Esta red estd representada graficamente en la figura 24. A un marcaje M de N le

podemos asociar el siguiente marcaje en N':

M(p) sipeP

1 sipf =3, paraalgint € T
e(M)(p') = .y ) )

1 stp=w Vp =55V p =37

0 en caso contrario

Con un razonamiento similar al empleado en los dos casos anteriores es sencillo
demostrar que si M[R)y4s. M’ es un paso de N, entonces ¢(M)[R})pacp(M') es un
paso de N,

Si en la red N existe un marcaje alcanzable M tal que el lugar p estd desmar-
cado, entonces el marcaje ¢(M) es alcanzable en N’, y sobre él podemos disparar
la transicién c;, lo que termina por conducir la red a un bloqueo, pues al estar p
desmarcado se disparara la transicién cs, que sustrae el token de s;. Por tanto, la

transicién tg no serd B-viva.

Reciprocamente, si la transicién tg no es S-viva, entonces existird un marcaje
alcanzable en N’ bajo el cual s; no esté marcado (es la tinica forma de que tg no
sea (-viva). Para ello, la transicién es ha debido ser disparada en algiin momento,
y esto requiere a su vez que la transicién ¢; haya sido disparada con anterioridad y
ademas, que el lugar p no estuviese marcado. El marcaje de N’ anterior al disparo
de ¢, es un marcaje alcanzable en N (proyectado sobre los lugares de P) en el que
el lugar p estd desmarcado. En consecuencia, existe un marcaje alcanzable en N

en el que el lugar p esta desmarcado.
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...........

Figura 24: Red N’
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Figura 25: Red V'

La extensién de la indecidibilidad de esta propiedad a la semantica de Maximo

Paralelismo sigue el mismo razonamiento que en los casos anteriores. O

Proposicién 5.7 La vivacidad es indecidible para RPTR con la semantica de

Maximo Paralelismo.

Demostracién: Dada una red N con la semantica débil conjuntista y un lugar

de la misma p, se construye la red N’ como sigue:

P = PU {s;|teT} U {s;}
T = T U {t1, ta}
Fl = F U {(tast)s (Stat) (Sht2) It € T} U {(t2=‘91)1 (Sl,tl)v

(t1=51)1 (P,tl), (tl,p)}
W) = { W(f) siffeF

1 en otro caso
Moy(p') sip € P

Mi(p) = 1 sip =8y, parat €T
0 en otro caso

Esta red estd representada grificamente en la figura 25.

Como en los casos anteriores, dado un marcaje alcanzable en N, le podemos
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asociar un marcaje (M) en N’, definido de la forma siguiente:
M) sipeP
e(M)(p)=1¢1 sip’ =5, paraalgint € T

0 en caso contrario

Una vez més, si M{R),q. M’ es un paso de N, entonces (M )| R)paco(M') es un
paso de V',

51 en la red IV existe un marcaje alcanzable M con 0 tokens en el lugar p, el
marcaje (M) serd alcanzable en N’ y sobre él podemos disparar la transicién 5,

que genera ¢l bloqueo de la red N’. Por tanto, la transicién ¢; no sera viva.

Reciprocamente, si la transicion ¢; no es viva, existird un marcaje alcanzable
M en N' tal que desde dicho marcaje no es posible disparar dicha transicién. Si
en el marcaje M el lugar s; est4 marcado, el lugar p debe estar desmarcado pues
en caso contrario ¢; podria ser disparada. Ademds, el ultimo paso posible de N’
fue {t2}, que no afecta al marcaje de p. Por tanto, el marcaje anterior al disparo
de t, proyectado sobre P es un marcaje alcanzable en N en el que el lugar p esta
desmarcado. Si, por el contrario, el lugar s; no estd marcado en el marcaje M,
podremos disparar sobre dicho marcaje la transicién t,, lo que generara un nuevo
marcaje M, en el que el lugar s, ya estard marcado. Por hipétesis, el marcaje M,
no puede permitir el disparo de ¢;, por lo que el lugar p debe estar desmarcado.
De nuevo, el disparo de {; no afecta al marcaje del lugar p, y por tanto, concluimos
la existencia de un marcaje alcanzable en N con 0 tokens en el lugar p.

Como en los casos anteriores, la indecidibilidad de esta propiedad se extiende

de forma inmediata a la semantica de Maximo Paralelismo. [}

5.3 Maximo Paralelismo en Redes No Restric-

tivas

En esta seccidén vamos a estudiar la decidibilidad del problema de alcance estricto

sobre Redes de Petri Temporizadas No-Restrictivas con la semantica de maximo

paralelismo sobre transiciones no auténomas.

Definicién 5.23 (Condicién de Disparo para la Semantica de Maximo Paralelismo)

Sea N = (P,T,F,W,6) una Red de Petri Temporizada y sea M un marcaje de
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N en un instante cualquiera. Se dice que un multiconjunto de transiciones R estd
permitido bajo ese marcaje con la semantica de mdzimo paralelismo no restrictiva

si y sélo si se cumplen las condiciones siguientes:
1. My(p) > th(t) -W(p,t), Vpe P
2. AteT,*t#0,tal que B U {t} satisface la condicién (1) de esta definicién.

Lo denotaremos por M[R),n. o

Definicién 5.24 (Regla de Activacidn Bajo Méximo Paralelismo en Redes No
Restrictivas) Sea N = (P,T,F,W,§) una Red de Petri Temporizada, M =
(My, M3) un marcaje de la misma en un instante 3 € IN y £(M) el conjunto
siguiente: -

E(M) = {R]| M[R)p}

Entonces, debemos disparar un multiconjunto R € E(M) en el instante § con-
siderado, obteniendo un nuevo marcaje M’ = (M, M}) en el instante § + 1, dado

por
1. M =M, — 2 R{t)-W(—,t)+ & R(t)-W(t,— Y My(t,1)-W(t,—
(=M= B ROW0+ B ROWE-)+ S M)W, -)

donde R es el multiconjunto disparado y Cy, C1, C; estdn definidos de la

forma siguiente:
Co= {t € T|R(t) > 0}

Cy={teT|R({t)>0A5t)=1)
Cy = {(t,1) € T x IN| My(t,1) > 0}

2. M}: T x Nt —s IN con

R(t), sif =6t)—1

My(t,8") =
(65) { M,(t,B + 1), en otro caso

Esta evolucién en un paso se denota por: My[R),.M'. a

También pueden definirse (de forma aniloga a como se hizo para redes restric-
tivas) bajo esta semdntica los problemas de alcance, alcance estricto, vivacidad,

B-vivacidad, etc. En la seccién anterior vimos que el problema de alcance, la
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vivacidad, la B-vivacidad, la ausencia de bloqueos, la ilimitacién, la ilimitacién s-
lineal uniforme y la ilimitacion s, k-lineal eran todos ellos indecidibles para Redes
de Petri Temporizadas Restrictivas. Por tanto, también seran indecidibles para la
semantica de Maximo Paralelismo no Restrictiva, pues las anteriores son un caso
particular de éstas. No tiene sentido plantearse la decidibilidad de la ausencia de
B-bloqueos, debido a la presencia de las transiciones auténomas. Veamos entonces
qué ocurre con el alcance estricto, que si era decidible.

Comenzaremos estudiando el alcance estricto en Redes No Temporizadas con
la semantica citada de méximo paralelismo para las transiciones no auténomas
(la formalizacién de esta semantica para redes no temporizadas es ya inmediata)
y mas tarde extenderemos este estudio a redes temporizadas. La simulacion que
presentamos de cara a estudiar la decidibilidad del alcance estricto se basa en las
ideas siguientes. Dado un 3 € IN, consideramos para cada lugar p y cada transicién
no auténoma t de la red de partida 8 nuevos lugares {pi1,...,pes}. Ademds,
cada transicion ¢t de la red de partida es reemplazada por § nuevas transiciones
{tl, ce ,tg}.

Para cada i € {1,...,8}, el conjunto de lugares {p;;|p € P, t € T, *t # 0}
nos servird para guardar el estado resultante una vez disparadas (en secuencia)
las transiciones correspondientes al paso i, es decir, una vez sustraidos los tokens
de las precondiciones de dichas transiciones. En consecuencia, una vez simulada
una secuencia de pasos disponemos de la informacién de estado tras la simulacién
de cada paso, la cual se utiliza posteriormente para testear si dicha simulacién

ha respetado o no la condicién de maximo paralelismo sobre las transiciones no

auténomas.

Veamos la simulacién con mayor detalle:

Definicién 5.25 Sea N = (P, T, F,W, M;) una Red de Petri Marcada con la
semantica de Médximo Paralelismo No-Restrictiva y 8 € INT. Se define la Red de

Petri que simula N hasta el paso § de la forma siguiente:

En primer lugar construimos una red N, (figura 26), que nos permite simular
una semantica de secuencias de pasos sin méximo paralelismo. En un segundo paso
aitadiremos el test que nos permita determinar si la secuencia de pasos ejecutada ha

respetado la condicidn de maximo paralelismo sobre las transiciones no auténomas.
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Figura 26: Representacidn parcial de la red N;

P=PUPFP,UPF, siendo:
Poo={pilpePteT,t#0,1<i<8}
Prp={r|1 <i< B}

Ty=T1y UT, siendo:

Niao={tteT, 1<i<p}
Tia={fin;]1 £1 <8}

= {(pt;)|(pst) € F, 1 <5 < B} U {(fini,rigi) |1 S < -1} U
{(ti-;pt',j) | (t’p) € Fa i e T1 *t’ ‘-/é ma J .>_ 1+ 1} U {(Tiafini) |l < ? < ﬁ} U
{(Pt',i,tj) | (p7t) € F: t'e T: *t 7“' @, i 2> J}
W(p,t) si f=(puit;) V f=(pt;)
Wi(f) =< W(t,p) si f=(ti,pu;) V f=(,p)
1 en caso contrario
Mo(p) sip=pe; VP =p
M(p)=<1 sip =r

0 en caso contrario
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Figura 27: Representacion parcial de la Red N,

La red N; no captura todavia la semantica de maximo paralelismo, ya que se

permiten secuencias de pasos que no cumplen la condicién de maximo paralelismo.

Por ello, a continuacidn se aflade a esta red un test que nos permite determinar si

la secuencia de pasos que ha sido ejecutada ha cumplido o no dicha condicién.

Definimos entonces la red N; (ver figura 27) como sigue:

Pp= PLU{s;[t€T,"t#0,1<; <P} U {z,|pe Pa}U
{e;[1 <5 <8}

Ty=Ti U {test;|1 <1< B} U {t; {p € P }U
{rejlteT,*t£0,1<7<p)}

Fy= FL U {(fing,e:), (e, testy)) |1 <i < BIU
{(testi, se:), (seirrei) |t E€T,*t#0,1<:<B}U
{(rep,zp )|t eT,t#0,1<:<B,pe Ppdt}u
{(p,t;), (t;’xp): (a:p,t;) |p € Pl.l}

W2(f)={ Wi(f) sifeF

1 en caso contrario
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M(p) sipe P

0 en caso contrario

Ma(p) = {

a

Definicién 5.26 Sea N = (P, T, F,W, M,) una Red de Petri Marcada y R un
multiconjunto de transiciones sobre T'. Definimos el conjunto de posibles secuen-

cializaciones de K como sigue:
sec(R) = {6 |5 es una secuencia de transiciones tal que &(t) = R(t), Vt € T'}

siendo &(t) el nimero de instancias de ¢ en &. 0

Teorema 5.4 Sea N = (P,T, F,W, M) una Red de Petri Marcada con su seman-
tica de pasos, B € IN*, o0 = My[R\)M;...[Rg)Mp, una secuencia de pasos (en
la que permitimos pasos vacios ') y N’ la red obtenida aplicando la construccién
anterior.

Para cada ¢ € {l,...,8} consideremocs un 7; € sec(R;). Entonces definimos
la subsecuencia o] considerando las copias i-ésimas de cada transicién en o;, e
incluyendo al final la transicién fin;; es decir, si &; = t'...#%, con t/ € T, para

1 € j < s, se considera of =t} ...t{ fin; (donde ahora t;f € T11, paral <7 < ).

: . TP, 1 — . , .
Entonces se tiene: M{{ol }M/,,, parat =0,...,8 — 1, siendo M{ un marcaje

de N’ definido de la forma siguiente:

4

Mi(p) sipp=pePVp=pr€P,y,conk>i+l

1 sip=e,jefl,....0A1=0

Mi(p)= 1 sit#FBAp =rin

vpeP, Mi-i(p) = 23 Rilt) W(p,t) sip/ =pis € Py ALk <

0 en caso contrario

En definitiva, M{{c’) M}, siendo ¢’ = o} ... 0.

Demostracién: La demostracion del teorema es sencilla, aunque relativamente
3 q

larga, por lo que sélo damos las ideas principales de la misma. Observamos en

primer lugar que el marcaje M| coincide en efecto con el marcaje inicial de N/, tal

como fue definido en la definicidn 5.25.

1De esta forma admitimos secuencias de pasos no vacios de longitud menor o igual que 3.



112 CAPITULO 5. MAXIMO PARALELISMO

Se realiza un razonamiento por induccién sobrei. En el caso base (i=0) tenemos
que en My hay suficientes tokens para disparar (de forma conjunta) las transiciones
de R; {en N). En el marcaje M tenemos un token en el lugar r), y tenemos des-
marcados los demas lugares r;, lo que dnicamente nos permite disparar transiciones
con subindice 1 (es decir transiciones correspondientes al primer paso). Las transi-
ciones asociadas a las de R; en N’ con subindice 1 tienen como precondiciones las
mismas que las de dichas transiciones originales en N (aunque aparezcan repeti-
das); por tanto, estas transiciones pueden ser disparadas secuencialmente en N'.
Nétese, sin embargo, que o} no deposita tokens sobre los lugares con subindice 1,
por lo que estos lugares pierden los tokens que hayan sido sustraidos por efecto del
disparo de las transiciones en ¢, que en definitiva es lo mismo que se sustraec en N
por efecto de R;. El resto de lugares (los que tienen subindice mayor que 1 y los
de partida) quedan marcados exactamente igual que sus correspondientes en N.
Finalmente, con el disparo de fin, se desmarca el lugar ry, y el lugar r, obtiene

un token. En definitiva, se ha alcanzado el marcaje M].

Para el caso general se supone que hemos probado M!_;[¢/) M. El razonamiento
a seguir es analogo al del caso base, teniendo en cuenta que ahora las transiciones
tienen como precondiciones tnicamente las copias de los lugares de partida con
subindice mayor o igual que i+1, y que el marcaje de estos lugares es exactamente el
mismo que el de M;. En consecuencia, o}, es una secuencia de ocurrencia vélida en
N', y con su ejecucién se obtiene el marcaje M/ +1- La unica diferencia con respecto
del caso base es que ahora hay lugares que no modifican su marcaje (aquellos

con subindice menor o igual que i), para los cuales basta aplicar la hipétesis de

induccion. a

Definicién 5.27 Sea N = (P, T, F,W, M,) una Red de Petri Marcada, N’ la red
obtenida aplicando la definicién 5.25, y ¢/ una secuencia de ocurrencia en N’ tal
que My[oYM', con M'(e;) =1, Yj€{1,...,8}.

Definimos la descomposicién en pasos de ¢’ como sigue: ¢’ = o ... ap, siendo

para cada ¢ o} de la forma siguiente:

ol =th.. . t% fin;
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con #7 # finp, paral € j € &, 1 € A < . Esta descomposicién existe 2
debido a la estructura de N’, y dado que M'(e;) = 1, Vj € {1,...,8}. Ademids,
las transiciones ¢/ deben ir asociadas a transiciones de la red N, y exactamente al
paso ¢ (es decir, tienen subindice 7 en la notacién introducida). Por tanto, podemos

de hecho escribir ¢! como sigue: of =t} ...t} fin,. 0

Teorema 5.5 Sea N = (P,T,F,W, M;) una Red de Petri Marcada, N’ la red
obtenida aplicando la definicién 5.25, y ¢’ una secuencia de ocurrencia en N’ tal
que M{[c"YM’, con M'(e;) =1, ¥j € {1,...,8}. Consideremos la descomposicidn
en pasos de o', o’ = 0] ...}, con o} =t} ...t} fin,.
Para cada ¢ sea M/ el marcaje obtenido tras la ejecucion de la secuencia
!

o1 -..0;. Entonces se tiene M’ = My.

A cada ¢! le podemos asociar un paso en N como sigue:
R;(t) = nimero de instancias de ¢; en o}

Entonces R;...Rg es una secuencia de pasos (algunos de los cuales pueden ser
vacios) en N y los marcajes M; obtenidos a lo largo de la ejecucién de dicha
secuencia son tales que M} = M/, estando los M definidos como en el teorema
5.4.

Demostracién: De nuevo se aplica un razonamiento por induccién del que ex-
ponemos las ideas principales. En el caso base, el disparo conjunto de R; es posible
debido a que en N’ el disparo de o/ no genera tokens sobre las copias de los lugares
de N con subindice 1, aunque si sustrae los tokens correspondientes. Por tanto,
si podemos disparar secuencialmente las transiciones ¢} ...¢7!, también podremos
disparar R; en N. Sea M, el marcaje obtenido con el disparo de R; en N. En-
tonces o} € Sec(Ry), y aplicando el teorema 5.4 obtenemos M{[oj)M{. De ahi,
M| = M/.

Supongamos entonces que R; puede ser disparada en N, y que su disparo
produce un marcaje M;, con las condiciones indicadas. Entonces, la secuencia
de transiciones o}, sabemos que puede ser disparada en N', y que sustrae tokens
de las copias de los lugares de N que tengan subindice mayor o igual que : +1, pero

no aiiade tokens sobre las copias con subindice 2 + 1. En consecuencia, R;y; puede

2No obstante, obsérvese que algunos of pueden constar inicamente del disparo de fin; .



114 CAPITULO 5. MAXIMO PARALELISMO

ser disparado bajo M; (pues M} = M]). Sea entonces M;;1 el marcaje obtenido

con el disparo de R;;; en N. De nuevo se aplica el teorema 5.4 para obtener que
M, = M,. o

Con estos dos teoremas hemos visto que la codificacién realizada simula las
secuencias de pasos de la red de partida, hasta alcanzar un marcaje en el que los
lugares e; quedan marcados. Veamos ahora como el test nos permite decidir si se

ha respetado la condicion de méaximo paralelismo.

Definicién 5.28 Sea N = (P, T, F,W, M) una Red de Petri Marcada, 8 € INt
y N' la red obtenida aplicando la definicién 5.25. Entonces, de acuerdo con

los dos teoremas anteriores podemos definir el siguiente conjunto para todo o €

Py(N, My) :
Cor(c) = {¢'|o’es s.0. en N’ obtenida segiin el teorema 5.4 a partir de o}

siendo Ps(N, My) el conjunto de secuencias de pasos no vacios de longitud menor

o igual que § de N. a

Teorema 5.6 Sea N = (P,T,F,W, Mp) una Red de Petri Marcada, 8 € IN*,
o = Mp[R1)M, ...[Rg)Mp una secuencia de pasos de N (en la que permitimos
pasos vacios) y N’ la red obtenida aplicando la definiciéon 5.25. Si ¢ cumple la
condicién de maximo paralelismo para las transiciones no auténomas, entonces
para toda o] € Cor(c) existe gj tal que o’ = ¢} 0} es secuencia de ocurrencia en

N’, cumpliendo:
-Vie{l,...,0),Vte T,*t#0, 3pe P,p e*t,tal que M'(pts) < W'(peirti) .
-Vie {l,...,8L,VieT,t#0,Vpe P,pg*t = M'(p,;)=0.
- M'|p = M.

siendo M’ el marcaje alcanzado tras la ejecucién de ¢’ en N'.

Demostracién: Basta tener en cuenta que después de simular la ejecucién de
cada paso en N’, las copias de cada lugar de N correspondientes a dicho paso
almacenan el marcaje de dicho lugar en N una vez sustraidos los tokens correspon-

~ dientes. Esta informacion estd ademds repetida para cada transicién no auténoma
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de la red de partida. Ademas, esta informacidn no sufre cambios hasta que se inicia
la ejecucion del test. Por tanto, para cada ¢ € {1,..., 8}, las copias de lugares con
subindice 7 tienen como marcaje el que habia una vez disparado en N el paso R;,
pero antes de generar los tokens correspondientes sobre las postcondiciones. Sin
embargo, los lugares p € P mantienen (en N’) al término de cada paso el mismo
marcaje que en V.

Por tanto, si o cumple la hipdtesis de mdximo paralelismo sobre las transiciones
no auténomas, para cada o] € Cor(c), para cada 1 € {1,...,8} y para cada
t €T, *t # @, la informacién almacenada en las copias de los lugares de N de la
forma p,; debe reflejar la imposibilidad de disparar transiciones no autonomas.

Entonces, cada transicion test; tiene por objeto lanzar un test para analizar si
en el paso ¢ dejo de dispararse alguna instancia permitida de alguna transicién no
autonoma. Estos tests pueden realizarse ademas simultaneamente, pues las copias
de los lugares originales que utilizan son distintas. Obsérvese ademas que cada
uno de estos tests lanza a su vez un test por cada transicién no auténoma en la
red original. De nuevo, las copias de los lugares originales utilizadas en cada uno
de estos tests son diferentes, lo que permite su ejecucién en paralelo.

Paracada i € {1,..., 0}, el disparo de test; marca con un token los lugares del
conjunto {s;;|t € T, *t # 0}, lo que permite disparar las transiciones del conjunto
{rei|t € T, *t # 0}. El disparo de cada transicién r;; marca con un token los
lugares z,, ;, para p ¢ *t, permitiendo de esta forma el disparo de las transiciones
t,.; hasta vaciar los lugares p;; (para p ¢ *t).

En consecuencia, la condicién de mdximo paralelismo fue respetada en lo que
al paso 7 y a la transicién no auténoma ¢ respecta si el marcaje que queda en los
lugares p;; (con p € *t) no permitia el disparo de nuevas instancias de la transicién

t;, es decir, debe existir un lugar p;; marcado insuficientemente. O
El reciproco de este teorema es igualmente cierto:

Teorema 5.7 Sea N = (P, T, F,W, M,) una Red de Petri Marcada, 8 € IN*, y V'
la red obtenida aplicando la definicidn 5.25. Si of es una secuencia de ocurrencia
en N’ tal que Mi[o]) M7, con M{(e;) = 1,Vj € {1,...,8}, y existe o} tal que

o' = o] o} es secuencia de ocurrencia en N’, cumpliendo:

-vVie{l,...,B},VteT,*t#0, 3pe€ P,pet, tal que M'(pri) < W(pri,ti) .
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-Vie{L,...,B},Vte T, t£0,Vpe P,pgt = M(p:)=0.
- M'(e;) =0, M'(r;) =0, Vj€{l,...,8}.
- M(se;) =0, Vi€ T,*t#0,¥ € {L,...,8).

siendo M’ el marcaje alcanzado tras la ejecucion de ¢’.
Entonces la secuencia de pasos ¢ asociada a o} segin el teorema 5.5 cumple la

condicién de mdximo paralelismo sobre las transiciones no auténomas.

Demostracién: Por reduccidn al absurdo, si existe un paso j que no cumple dicha
condicién, entonces es porque una transicién no auténoma ¢ € 7' permitida no fue
disparada en dicho paso. Entonces, en N’ las copias de los lugares de partida de la
forma p, ; reflejardn un marcaje en el que la transicién t; esta permitida. Por tanto,

no podra existir un ¢} que cumpla con las condiciones indicadas anteriormente. O

Corolario 5.5 El problema de alcance estricto es decidible en Redes de Petri con

la Seméantica de Maximo Paralelismo No Restrictiva.

Demostracién: Sea N una Red de Petri con la semantica de maximo paralelismo
no restrictiva, 8 € IN, N’ la codificacién obtenida por aplicacién de la definicién
5.25 y M un marcaje de N.

Por los teoremas 5.6 y 5.7 tenemos que M es alcanzable en N en tiempo 4 sii

existe un marcaje alcanzable en N', M’, tal que:
-Mlp=M

- M(p:)=0,Vie{l,...,5},VteT,*t#0,Vpc P,p&*t

Vie{l,...,8}, VteT,*t#0, Ip € *t tal que M'(p:;) < W'(ps,i,t:)-
- M'(e5) =0, M'(r;) =0, ¥Yje{1,...,8}.
- M'(s;) =0, VteT,*t#£0,VYj€{l,...,8}.

Entonces la decidibilidad del alcance estricto la trasladamos a la decidibilidad
de esta propiedad de alcanzabilidad en N’. La existencia de un marcaje M' que
cumpla las susodichas condiciones puede determinarse estudiando un numero finito
de problemas de alcance de submarcajes, considerando todos los casos posibles

(en cuanto a los valores posibles de M‘(p,;)). En consecuencia hemos reducido
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el problema de alcance estricto a un numero finito de problemas de alcance de

submarcajes, por lo que podemos concluir que el alcance estricto es decidible. 0O

Corolario 5.6 El problema de alcance estricto es decidible en Redes de Petri

Temporizadas con la semantica de Maximo Paralelismo No Restrictiva.

Demostracién: Basta dividir cada transicién de la red temporizada en 6(¢) tran-
siciones, cada una con duracién 1, correspondiendo a un instante de la ejecucién
de la transicién. La condicién de Maximo Paralelismo sobre las transiciones no
auténomas nos favorece en este caso, pues las transiciones asociadas a una tran-
sicién de la red de partida van a ir ejecutandose sin retrasos. Como la red obtenida
tiene en todas sus transiciones duracion 1, es equivalente a una Red no temporizada
con una semantica de Maximo Paralelismo No Restrictiva sobre la que podemos

aplicar el corolario anterior. -
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Capitulo 6
Time-outs

En sistemas en tiempo real y en protocolos de comunicacidn resulta necesario
disponer de mecanismos que nos permitan controlar la conducta temporal del sis-
tema. En los sistemas en tiempo real se espera una respuesta por parte del sistema
a determinados eventos externos en un plazo de tiempo limitado, mientras que en
los protocolos de comunicacién es habitual esperar durante un cierto tiempo tras
una emisién, para obtener el acuse de recibo del receptor. Si dicho tiempo transcu-
rre y el acuse de recibo no se ha recibido, se reemite el mensaje. En ambos casos,
las restricciones temporales son un factor importante en la especificacién del sis-
tema, que no podemos especificar con el modelo de Redes de Petri Temporizadas.
Es pues importante incorporar a nuestro modelo alguna clase de time-outs, que
nos permitan especificar restricciones de tipo temporal.

De esta forma, algunas transiciones de la red llevaran asociado un numero
entero positivo, que llamaremos su time-out, que refleja la restriccion temporal
para el disparo de dicha transicién, desde el momento en que ésta estd permitida.

La semantica concreta de los time-outs dependera del modelo que se utilice.

En esta seccion vamos a definir varios posibles modelos de time-outs. Estos
modelos los vamos a dividir en dos grupos. Por una parte, aquellos modelos en
los que los time-outs suponen asociar simplemente un nimero entero a algunas
transiciones de la red, que representa el margen de tiempo que tiene para dispararse
la transicién a la que va asociada. La segunda clase de modelos considera ademas
una transicién (en cierta forma especial), asociada a las transiciones con time-

outs. Estas transiciones solo estaran permitidas cuando cumpla el time-out. Esta

119
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Figura 28: Ejemplo de Time-Out

ultima clase de modelos se corresponde con los modelos implementados en algunos

lenguajes de programacion, como Ada.

6.1 Modelos de time-outs sin transiciones espe-

ciales

Vamos a definir cuatro modelos semanticos de time-outs basandonos en la forma
de decidir cuindo desactivar un time-out, asi como en la forma de decidir cuando

dispararlo.

6.1.1 Modelo dinamico, basado en las precondiciones

La idea basica es que para cada transicién que lleve asociado un time-out, éste
empieza a contar desde el momento en que la transicidén esta permitida. La de-
sactivacion de un time-out tiene lugar cuando se dispara la transicién o cuando
en un conflicto dinadmico no hay suficientes tokens para que esa transicién ocurra
simultdneamente con el paso que va a ser ejecutado, independientemente de que
a la salida puedan afiadirse a sus lugares precondicién los tokens necesarios para
que ésta vuelva a estar permitida (en este caso se reinicializa el time-out).

Por ejemplo, en la red de la figura 28 el disparo de ¢’ reinicializa el time-out de
i, pues t no puede dispararse a la vez que t'. No se desactivaria el time-out si en el
lugar p hubiese dos tokens.

Podemos considerar dos variantes del modelo, en funcién del significado que
demos al time-out. En principio, podemos decidir que los #me-outs representen
un tiempo maximo de disparo, obligando a las transiciones a ocurrir cuando al

tiempo del time-out le quede una unidad de tiempo para expirar. En este caso,
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lo que forzamos realmente es el disparo en cada instante de un conjunto maximal
de transiciones de entre las que tienen un tiempo restante de time-out con valor 1.
Ello se debe a la posible presencia de conflictos, pues puede darse el caso de que dos
transiciones estén en conflicto, y ambas tengan un tiempo restante de time-out igual
a 1, con lo que en el instante siguiente sélo una de ellas puede ocurrir, desactivando
automaticamente el time-out de la otra. Esta primera variante refleja un no-
determinismo temporal interno, entendiendo que el sistema tiene un margen de

tiempo para disparar una transicién, desde el momento en que ésta esta permitida.

Definiciéon 6.1 (Modelo 1)
Se define una Red de Petri Temporizada con Time-Outs de clase 1 (RPTTO-1)

como sigue:

N=(P,T,T,D,F,W,§)
siendo:

P : conjunto de lugares

T : conjunto de transiciones

T'CT : subconjunto de transiciones que llevan asociado time-out
D :T' — INt : tiempos de time-out

FC(PxTHU(T xP) : arcos

W : F—INt . pesos

§ : T — IN" : duraciones de las transiciones
Un marcaje para una RPTTO-1 N es una terna M = (M;, My, M3) tal que:
1. My € NP
2. My : TxINt — N, tal que VE € T y ¥y > 6(¢) : Ma(t,y) =0
3. M3 : T" — IN, verificando:

(a) Vit € T’ tal que (3p € P : Mi(p) < W(p,t)) = M3(t) =0
(b) VieT' : (Vp€ P, Mi(p) > W(p,t)) = 0 < Ms(¢t) < D(t)
La primera componente corresponde al concepto cldsico de marcaje, como un

numero de tokens sobre cada lugar de la red. La segunda componente refleja los

tiempos restantes para las transiciones que se encuentran en ejecucién de forma
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analoga a la definicién de marcaje para RPT. La tercera componente representa los
tiempos restantes para el disparo de los time-outs. Las dos condiciones impuestas
sobre esta componente reflejan el hecho de que las transiciones de 1" no permitidas
no tienen activado su time-ouf, mientras que por el contrario, las transiciones de

T" que si estén permitidas tienen lanzado su lime-out.

Un marcaje puede ser inicial cuando cumple las dos condiciones siguientes:

1. My es vacio

0 sidp € P @ My(p) < W(p,t)

D(t) en caso contrario

2. Ve T Mg(t):{
O

[.a notacién que vamos a utilizar para especificar un paso en este modelo
semantico serd la siguiente: M{f2); M’. Para definir la regla de disparo haremos

uso de la definicion de la misma vista para el caso de RPT, que especificamnos con
la notacion: M{R)M'.

Definicion 6.2 [Regla de Disparc para RPTTO-1)
Dada una RPTTO-1 V y un marcaje de la misma M, decimos que un muliticon-
junto de transiciones R de 1" esta permitido bajo el modelo I sobre el marcaje M,

lo que denotarnos por M[R),, si satisface las condiciones siguientes:
L Mip) 2 L R(t) W(p,1), Vpe P
2.vteT  My(ty=1= (R(t) >0 VvV (R(t) =0 A (M, M)[R U {t})))

La segunda condicién refleja la obligatoriedad de disparar aquellas iransiciones
que lleven asociado un time-out al cual le queda sélo una unidad de tiempo para
cumplir, a menos que no estén permitidas simultaneamente con el paso actual.

El disparo de R da lugar al marcaje M’ = (M{, M}, M}), definido de la forma

sigulente:

1. (M7, M) se obtienen en base a la regla de disparo para RPT:

(My, My )[R)(My, M)
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2. M, : T" —+ IN" esta definida como sigue:

Ms(t) =1 st Ma(t) > 1, R(t) =0y (M, Ma)[R U {t})
D(t) si Ms(t) = 0y (M7, M3)[{t})
et am -] PO 8 M0 >0y RO >0y (MM
D(t) si My(t) > 0, (M, Ma)[{2}),
=(My, Ma)[R L {t}), (My, M)[{t})
0 en otro caso

0

Una posibilidad de estos time-outs consiste en la posibilidad de modelar con
ellos el maximo paralelismo para conjuntos, lo que se logra poniendo a cada tran-
sicidn un time-out igual a 1. En efecto, en este caso estamos obligados a dis-
parar conjuntos maximales de transiciones, por lo que capturamos la semdntica de
maximo paralelismo débil. En consecuencia, el problema de alcance sera indecidi-
ble para este modelo (la demostracion realizada para demostrar la indecidibilidad
del problema de alcance para multiconjuntos sélo hacfa uso en realidad de conjun-

tos de transiciones).
Proposiciéon 6.1 El problema de alcance para RPTTO-1 es indecidible. .

La segunda variante posible del modelo consiste en considerar que si damos
lugar a que un time-out expire, llegando a tomar un valor 0, entonces se bloquea la
red automaticamente. La diferencia con la variante anterior, es que aqui permiti-
mos a la red disparar en el ultimo momento alguna transicién que pudiera estar
en conflicto con ¢, evitando as{ el bloqueo de la misma. Por otra parte es claro que

este modelo introduce situaciones de bloqueo.

Definicidn 6.3 (Modelo 2)
Una Red de Petri Temporizada con Time-Outs de clase 2 {RPTTO-2) se define de
una forma idéntica a la vista para el modelo 1: N = (P, 7,7, D, F,W,§).

Un marcaje para una RPTTO-2 N es una tupla M = (M, M, M3) tal que M,
v M, cumplen las condiciones 1 y 2 de la definicion 6.1 y M3 satisface ahora las

dos condiciones siguientes:

. ¥ieT tal que (dp e P 1 Mi(p) < W{p,t)) = Ms(t) =0
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2. Vte T : 0< Ms(t) < D(t)

La diferencia fundamental con el modelo anterior, es que ahora M; puede ser
0 para transiciones permitidas (en el sentido ordinario de tener suficientes tokens
para poder dispararlas). Este caso corresponde a un marcaje terminal, desde el
que ya no es posible evolucionar, dada la definicién que vamos a realizar de la regla
de disparo.

De nuevo, un marcaje puede ser inicial cuando cumple las dos condiciones para

ser 1nicial de la definicién 6.1. 0

Los pasos en este modelo seméntico serin denotados en la forma siguiente:
M([R); M'.

Definicién 6.4 (Regla de Disparo para RPTTO—?)
Dada una RPTTO-2 N y un marcaje de la misma M, decimos que un multicon-
junto de transiciones R de T' estd permitido bajo el modelo 2 sobre el marcaje M,

lo que denotamos por M[R},, si satisface las condiciones siguientes:
L Mi(p)2 L R(t) W(p,1), Vpe P
2. ¥te T : =(Ms(t) =0 A (M, Ma)[{t}))

La segunda condicidn refleja la situacién de bloqueo gue se produce cuando cumple
un time-oul y la transicion sigue estando permitida.

El disparo de R da lugar al marcaje M' = (M}, M}, M}) definido de la misma
forma que en la Def. 6.2 a

Proposicién 6.2 El problema de alcance para RPTTO-2 es indecidible.

Demostracién: Los marcajes alcanzables en este modelo son los marcajes alcan-
zables en el modelo de los disparos maximales mds algunos marcajes terminales,
que podemos distinguir perfectamente, ya que para ellos existen transiciones permi-
tidas en el sentido ordinario tales que M3 es 0. En consecuencia, como el problema
de alcance para el modelo 1 era indecidible, concluimos que el problema de alcance

para este segundo modelo es también indecidible. a
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Figura 29: Red con dos transiciones en conflicto, con un time-out igual a 1 ambas
transiciones '

6.1.2 Modelo dinamico, basado en las postcondiciones

En este caso, un fime-out sdlo considera la posibilidad de disparar la transicién a
la que va asociada en cada instante, prescindiendo de si hay tokens suficientes o
no en un momento dado para dispararla conjuntamente con el paso disparado en
ese momento. En concreto, en la red de la figura 28 el disparo de ¢ no desactiva
el time-out de t, que sigue contando normalmente. Por supuesto, si se desactiva
un time-out si la transicion deja de estar permitida en el marcaje obtenido tras

ejecutar un paso.

En principio, podriamos considerar de nuevo dos variantes del modelo, en
funcién del significado que demos al #ime-ouf. Sin embargo, la primera de ellas
(basada en forzar el disparo de conjuntos maximales de transiciones para las que
resta una unidad de tiempo a su time-out asociado)} no permite definir en este caso
un modelo semantico razonable. La razén es que estamos obligados a razonar en
cada momento de la ejecucién de la red para realizar un paso que no provoque
el cumplimiento de un fime-out. Ahora bien, no es dificil imaginar una situacién
de conflicto entre dos transiciones, que tienen ambas un time-out asociado de una
unidad de tiempo, donde ambas transiciones restauran el token sobre el lugar
de conflicto (ver figura 29). En dicha situacién, la red estaria semanticamente
bloqueada, pues el disparo de cualquiera de las dos transiciones haria cumplir el
time-out de la otra.

Por lo tanto, nos centramos en este caso en la segunda variante, basada en la
idea de bloquear la red cuando un time-out alcance el valor 0. Esto genera de nuevo
marcajes terminales, que pueden ser distinguidos directamente con un mecanismo

similar al utilizado en el modelo anterior.

El modelo formal queda ahora como sigue:



126 CAPITULO 6. TIME-OUTS

Definicién 6.5 (Modelo 3)
Una Red de Petri Temporizada con Time-Outs de clase 3 (RPTTO-3) N =
(P,T,T",D, F,W,§) se define de forma idéntica a la vista para el modelo 1.

Los marcajes para RPTTO-3 se definen exactamente de la misma forma que
los marcajes de RPTTO-2. U

Como de costumbre, denotaremos los pasos en este modelo semadntico en la
forma siguiente: M[R)s M.

Definicién 6.6 (Regla de Disparo para RPTTO-3)
Dada una RPTTO-3 N y un marcaje de la misma M, un multiconjunto de tran-
siciones R de T' decimos que estd permitido bajo el modelo 3 sobre el marcaje M,

lo que denotamos por M|R)3, si satisface las condiciones siguientes:
L My(p) > L R(t)-W(p,t), Vp€ P
2.Vte T« ~(Ms(t) =0 A (M, M)[{t})
Su disparo da lugar al marcaje M’ = (M|, M}, M%) definido de la forma siguiente:
1. (M{, M) se obtienen en base a la regla de disparo vista para RPT.
2. M} : T — IN* estd definida como sigue:

Ms(t) —1 si Ma(t) > 1, R(t) =0y (M}, M3)[{t})

vier, M =4 DO M) =0y (M, M)[{2})
e D(t) si Ms(t) >0, R(t) > 0y (M, Mj)[{t})
0 en otro caso
(]

Veamos que este modelo nos permite modelar Redes de Petri con arcos in-
hibidores. Para ello, tomamos la codificacién vista para el caso del maximo para-
lelismo, asociamos un time-out igual a 1 a todas las transiciones ¢, y modificamos
la codificacién en el caso de que p no sea arco inhibidor de ¢ como sigue:

En lugar de conectar directamente la salida de ¢ con pis, introducimos un lugar
asociado a %, $;, ¥ una transicién r;, para no restaurar de forma inmediata los
tokens sobre los lugares pin,. Se envia un token al lugar s, cuando se ejecuta la
transicion t, que indica que debemos restaurar los tokens sobre los lugares p;,

correspondientes.
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see P Pin

Ty

Figura 30: Modelado de Redes con Arcos Inhibidores con el Modele 3 de Time-Quts

Definicién 6.7 Sea N = (P, T, F, A, Mp) una Red de Petri con Arcos Inhibidores.
Definimos la RPTTO-3 asociada, N' = (P, 7", 7", D', F', W', §, M{) de la forma

siguiente:

P'= P U {sec} U Py, U Sr, donde:

P ={pn|p€ P}, St ={s |t €T}
T'=T U Tp U Tr, donde:

Tp={tylpec P}, Tr={r. [t €T}

T" = Tp

D'(t)y=1,vt'eT"

F'= Flpyr U {(sec,t), (¢,3:),(8t,7¢), {re,8ec) |t € T}U
{(pins 1), (0, 1p), (tp,2) 1 € P} U {{rs,q) |(t,q) € F}U
{(Pins 1) | () & A} U {(re,pin) |t € T, (p,t) & A}

Wf(fl) — 1, Vfl E FI

FYy=1,VvteT

My(p) sip’=peP

Mip)=11 sipi=secV p € P,

0 en caso contrario
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Definicién 6.8 (Correspondencia de Marcajes)
Sea N = (P,T, F, A, My) una red con arcos inhibidores, N' = (P',T",T", D', F",
W', &, M) la red construida segin la def. 6.7 y M un marcaje de N. Se define el

marcaje correspondiente en N, oy (M), de la forma siguiente:

M(p) sipp=p€P
en{M)(p)Y=< 1 sip=secV p € Py,
0 en caso contrario
W}

Teorema 6.1 Sea N = (P, T,F, A, M) una red con arcos inhibidores y N’ =
(P, T, 7", D', F' W', § M) la red construida segin la def. 6.7. Entonces en
N se tiene M[t)M' si y sélo si en N’ existe una secuencia de pasos o' tal que
en{M){o"}spn(M’), donde exactamente aparece una instancia de ¢ en ¢’ y no hay

otras transiciones de T en ¢’.

Demostracidn:

=: Sea t una transicién permitida en N, y sea I(t) el conjunto de lugares in-
hibidores de ¢, I(t) = {p € P|(p,t) € A}. Puesto que t esti permitida en N
hemos de tener M(p) =0, Vp € I(t). Por tanto:

M(p) sipp=p€P Ap¢glI(t)
en(M)(p) =<1 sipf =secV p € Py,

0 en caso contrario
Entoncest est4 permitida en N’, pues sus precondiciones son sec, las precondiciones
de ¢ y los lugares p;, asociados a los lugares que no la inhiben, que estan todos
ellos marcados. Bajo el citado marcaje @n(M), las transiciones t, asociadas a
los lugares p que inhiben a ¢ no pueden ser disparadas pues el marcaje de dichos
lugares es nulo. Por tanto, sélo podemos disparar t en N’, lo que desactiva de
forma automatica los time-outs de las ¢, que si estaban permitidas (las que estan
asocladas a lugares que inhiben a t).

Tras el disparo de t en N’ se obtiene el siguiente marcaje:

M(p)—1 sipp=pe P pct
My =] Me) v =pePpghpd )
1 1 Sip’=Sth’=pinEPt'n1 Pa-ra(P:t)eA

0 en caso contrario
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Bajo el marcaje M] podemos disparar la transicion ry, y ademads, las transiciones
t, asociadas a los lugares p;,, marcados siguen estando no permitidas, por 10 que su
time-out se mantiene desactivado. Tampoco podemos disparar ninguna transicion
de T, pues sec estd desmarcado.

Tras el disparo de la citada transicién r; el marcaje serd:

Mi(p)+1 sip=pe P pet

Mé(p')': (1] :Z:i:ecvplzpinepim para (p,t)ﬁA
- vt
M!(p") en caso contrario

Ademads, no habra cumplido ningin time-out. Ahora bien, M} = on(M’), ¥

por tanto, hemos obtenido una secuencia de pasos ¢’ tal que @n(M)[o"}zon(M’).

<=: Suponemos que existe o’ en las condiciones indicadas. Veamos cudl puede
ser el primer paso en ¢, segin la forma del marcaje pn(M). En principio, el primer
paso en ¢’ puede ser o bien la transicién ¢ o bien puede consistir en el disparo de
una o varias transiciones t,. Ahora bien, el disparo de una f, bajo el marcaje
wn(M) conduce a N' a un marcaje en el que el lugar p;, asociado a la transicion ¢,
disparada ha perdido su token, y de hecho, dicho lugar permanecera desmarcado
en lo sucesivo, es decir, cualquier posible continuacidn de la secuencia no generara
nunca un token sobre dicho lugar (ver la construccién). Por tanto, como ¢’ nos
termina conduciendo por hipétesis a un marcaje ¢n(M’) (en el que todos los
lugares p;, estan marcados), el primer paso de ¢’ no puede ser otro que el disparo
de t. Ademds, para que t pueda ser disparada en N’ bajo ¢n(M) es necesario que
los lugares precondicién estén marcados, lo que implica que los lugares precondicién
de ¢ en N estdn marcados. En lo que respecta a los lugares inhibidores de ¢, su
marcaje debe ser nulo, porque en otro caso la semantica impuesta en N’ daria lugar
al disparo simultdneo con t de las transiciones t, asociadas a los lugares inhibidores
de t que estuviesen marcados, o bien al cumplimiento de sus time-outs, si no se
disparan simultdneamente con t. En el primer caso, el disparo de las £, desmarca
el lugar p;, asociado, quedando éste desmarcado en lo sucesivo. En el segundo caso
se produciria el bloqueo semdntico de la red. En definitiva, en cualquiera de los

dos casos no podria alcanzarse el marcaje on(M’). Por lo tanto, t estd permitida
en N.
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Con el disparo de ¢ se llega en N’ a un marcaje M idéntico al expuesto en la
prueba del sentido directo. Bajo dicho marcaje sélo es posible disparar la transicion
T4, lo cual conduce la red a un marcaje en el que el lugar sec estd marcado, todos
los lugares s, estan desmarcados y todos los lugares p;, estdn marcados. Es decir,
se alcanza un marcaje M} para el que existe un M’ tal que on(M'} = M,. De
hecho, el marcaje M’ no puede ser otro que el marcaje de la hipdtesis, pues no
podemos disparar nuevas transiciones sobre M}, ya que éstas tendrian que ser de

T, y por hipétesis, t era la tnica transicién de T en ¢'. O

Corolario 6.1 Sea N = (P,T,F, A, M) una red con arcos inhibidores y N' =
(P, 7, 7", D', F'\ W', &, M{) la red construida segin la def. 6.7. Entonces en N
existe una secuencia de ocurrencia ¢ = ty...1, tal que Mp[o)M si y sélo si en N
existe una secuencia de pasos ¢’ = R;... R, tal que on(Mo)|o"}zon(M), verifi-

cando:

-Vt e T : o(t) = o'(t), siendo o(t) (resp. ¢’(t)) el niimero de ocurrencias de

t en la secuencia o (resp. ¢'(t)).

- Viyt; €0, <j = Jh,ktalesquet; € Ry, t; € R, h < k.

En consecuencia, este modelo nos permite codificar redes con arcos inhibidores,

de lo que concluimos que el problema de alcance es indecidible también para este

modelo.

Proposicién 6.3 El problema de alcance para RPTTO-3 es indecidible. ]

6.1.3 Modelo estatico, basado en las precondiciones

En este caso, un time-out se desactiva con el disparo de la transicién y con la reso-
lucién de un conflicto estructural en el que la transicién est4 involucrada, aunque
hubiese suficientes tokens para dispararla simultineamente al paso ejecutado. En
la figura 28, si ponemos 3 tokens sobre el lugar p, entonces el disparo de t' desactiva

el time-out de ¢, aunque haya suficientes tokens para disparar ambos.
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Definicién 6.9 (Modelo 4)
Una Red de Petri Temporizada con Time-Outs de clase 4 (RPTTO-4) se define de
una forma idéntica a la vista para el modelo 1: N = (P, T,T', D, F, W, ).

Los marcajes para RPTTO-4 se definen exactamente igual que en la definicién
6.1. o

Definicién 6.10 (Conflicto estructural)

Sea N una RPTTO-4. Dos transiciones ti, t € T se dice que estan en conflicto

estructural si y sdlo si existe al menos un lugar p € P tal que (p,t1), (p,t2) € F.
Para cada transicién t € T’ denotamos por C(t) al conjunto de transiciones en

conflicto estructural con ella. Es decir,
C(t) = {t € T |t estd en conflicto estructural con t}

O

La notacién que vamos a utilizar para especificar un paso en este modelo

semdntico serd la siguiente: M[R),M'.

Definicién 6.11 (Regla de Disparo para RPTTO-4)
Dada una RPTTO-4 N y un marcaje de la misma M, decimos que un multicon-
junto de transiciones R de T estd permitido bajo el modelo 4 sobre el marcaje M,

lo que denotamos por M[R)4, si satisface las condiciones siguientes:
L. Mi(p) 2 23 R(t) W(p,2), Vp€ P
2.VvteT : My(t)=1= (R(t) >0 v 3t € C(t), R(t') > 0)

La segunda condicién refleja la obligatoriedad de dispararse para las transiciones
que llevan asociado un #ime-out al que queda una unidad de tiempo para cumplir, a
menos que estén en conflicto estructural con alguna de las transiciones disparadas.
El disparo de R da lugar al marcaje M’ = (M], Mj, M3) definido de la forma

siguiente:
1. (M], M}) se obticnen en base a la regla de disparo para RPT:

(M, Ma)[RY(M;, M)
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2. M} : T" — INT estd definida como sigue:

Mg(t) -1 si M3(t) > ]., R(t) =0
yVtre C(t) - R(t') =0

Vee T, Mi(t)=1{ D(t) si Ms(t) =0y (M, Mp)[{t})
D(t) si Ma(t) >0, y R(t) >0
L 0 en otro caso

O

Si asociamos un time-out igual a 1 a cada una de las transiciones de una red,
entonces este modelo semantico captura (tomando la seméntica que fuerza los dis-
paros) un maximo paralelismo en el que unicamente se obliga a disparar conjuntos
de transiciones que resuelvan los conflictos estructurales. No obstante, la cons-
truccion vista para codificar redes con arcos inhibidores mediante la semantica de
maximo paralelismo es vilida también para esta semdntica, pues en dicha codifi-
cacién no aparecian conflictos estructurales (excepto aquellos que ya tuviera la red

de partida). Por tanto, el problema de alcance para este modelo seméntico es de

nuevo indecidible.
Proposicién 6.4 El problema de alcance para RPTTO-4 es indecidible. 0

Si por el contrario consideramos que los time-outs tienen un caricter blo-
queante, entonces obtenemos de nuevo marcajes terminales que pueden ser iden-
tificados mediante el mismo mecanismo utilizado en los modelos anteriores. En

consecuencia, el problema de alcance sera de nuevo indecidible.

6.1.4 Modelo Estatico basade en las postcondiciones

Se trata de un modelo extrafio, que considera la desactivacidén de un time-out segiin

dos factores:

¢ La estructura de la red, materializada en los arcos y los pesos asociados a los

mismos.

e La resolucién de situaciones de conflicto estructural.



6.2. MODELOS DE TIME-OUTS CON TRANSICIONES ESPECIALES 133

Figura 32: Ejemplo 2 del modelo Estatico basado en postcondiciones

Cuando se plantea un conflicto estructural, un time-out se desactiva una vez re-
suelto el conflicto, sélamente si tras la ejecucién del paso se han perdido tokens
sobre uno de los lugares que motivé dicho conflicto estructural.

Por ejemplo, en la red de la figura 31, si la transicién ?; lleva asociado un fime-
out, éste no se desactiva con el disparo de t,. Sin embargo, en la red de la figura
32, el disparo de t; desactiva el time-out de t;.

De la misma forma que ocurria con el modelo dindmico basado en el estudio de
las postcondiciones, la semdntica de disparos maximales genera comportamientos
extranos, de dificil estudio. En lo que respecta a la semantica de bloqueos, ésta
nos permite seguir codificando redes con arcos inhibidores, siguiendo la misma
construceidn que la realizada para el modelo dinamico, basado en el estudio de las
postcondiciones. De ahi concluimos de nuevo la indecidibilidad del problema de

alcance para este modelo semantico.

6.2 Modelos de time-outs con transiciones es-

peciales

En este caso, algunas transiciones de la red llevan asociada una transicion especial
(en un sentido que ahora precisaremos). Estas transiciones especiales son los time-

outs, los cuales tienen las mismas precondiciones que las transiciones a las que
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van asociadas, y su objetivo es fijar una conducta alternativa si cumple el tiempo
maximo fijado para el disparo de la transicién a la que van asociadas. Tras el
disparo de una de estas transiciones el sistema continda normalmente, reseteando
el time-out de la transicién. Este es el modelo de time-out adoptado en lenguajes
de programacién como Ada, donde se fija una conducta alternativa si cumple un

tiempo maximo para que ocurra un evento.

Definicién 6.12 (RPT con Time-Outs con Transiciones Especiales)
Se define una RPT con Time-Outs con Transiciones Especiales (RPTTOE) como
sigue:

N =(P,T,E,i,D, F,W,§)

siendo:

P : conjunto de lugares

T : conjunto de transiciones normales

E : conjunto de transiciones especiales

t: BE— T (funcibén de asociacién de time-outs a transiciones)
D : F— INt (tiempos de time-out)
FC(Px(TUE)U({TUE)xP) (arcos)

W : F —s IN*t  (pesos de los arcos)

§: EUT — IN' (duraciones de las transiciones)

donde : una funcién inyectiva y F' cumple la siguiente condicién:
Vi' e E : (p,t') € Fsii (p,i(t) € F
Ademds, W(p,t') = W(p,i(t)), Vt' € E. O

Para estas redes podemos definir de nuevo cuatro modelos seménticos, de forma
andloga a lo visto para los modelos sin transiciones especiales. En todos ellos se
considera que el time-out (la transicién especial) se dispara una vez que alcanza
el valor 0 (si sigue permitida la transicién). Por ello, los dos modelos basados
en las postcondiciones generan de nuevo modelos extrafios, y pueden plantearse

situaciones confusas como las discutidas en los modelos sin transiciones especiales.

En los otros casos podemos usar el time-out para marcar un lugar especial,

que ya no puede desmarcarse. Entonces, esto nos permite capturar los modelos
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de time-outs sin transiciones especiales basados en el bloqueo seméantico de la red.
Por tanto, el problema de alcance es indecidible en todos ellos.

Como ejemplo presentamos el modelo dinamico basado en precondiciones.

Definicién 6.13 (Marcajes en el modelo de RPTTOE basado en precondiciones)
Sea N = (P, T,E,:,D, F,W,§) una RPTTOE. Un marcaje para N es una terna
M = (M, M,, M3) tal que:

1. M, € ]NP
2. My : TxINt — INtal que Vie T y Yy > §(t) : Ma(t,7) =0
3. M3 : E — IN, verificando:

(a) Ms(t) =0, Vt' € E tal que Ip € P, Mi(p) < W{(p,i(t"))
(b) V' € E : (Vpe P, My(p) = W(p,i(1))) = 0 < Ms(t') < D(¢)

Un marcaje puede ser inicial si cumple las dos condiciones siguientes:
1. M2 - @

0 sidp € P Mi(p) < W(p,i(t))

D(t') en caso contrario

2. Vt’ e E . Ms(t') = {

Definicién 6.14 (Condicién de Disparo)
Sea N =(P,T,E,:,D,F, W, §) una RPTTOE, M un marcaje de N y R un multi-

conjunto de transiciones sobre T' U E, satisfaciendo las condiciones siguientes:

E R(t) ’ W(p,t)

teTu E
2. Ve E,R¥)<1 A (R{t)=1= Ms(t') =1)
3. At' € E tal que My(#) =1 A (My, )[R U {i(t)}) A R(t') =0

Entonces se dice que R esti permitido bajo el marcaje M, y se denota por
M[R).. 0
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La primera condicién es la usual, que refleja que R debe estar permitido en el
sentido clasico. La segunda condicién establece que para las transiciones especiales
(los time-outs), sélo puede dispararse una instancia y ademds, sélo cuando el time-
out vaya a cumplir. La tercera condicion establece que si un ¢time-out va a cumplir,
estamos obligados a dispararlo, salvo que la transicidn correspondiente esté en

conflicto con otras disparadas en R.

Definicién 6.15 (Regla de Disparo)

Sea N = (P,T,E,+,D,F,W,§) una RPTTOE, M un marcaje de N y R un multi-
conjunto de transiciones sobre T U F permitido bajo M. El disparo de R da lugar
al marcaje M’ = (M], M}, M}) definido de la forma siguiente:

1. (M], M!) se obtienen en base a la regla de disparo vista para RPT.

2. M} : E — IN estd definida como sigue:

.

M3(t) —1 s M3(¢) > 1, R((¢)) =0,
(M, Ma){R U {i(1)})
D(t") si Ma(t') =0, (M, M3)[{i()})
M) = 4 D(t") si Ms(t') >-0, R(i(¢)) > 0,
e (M, M)
D(¢') si Ms(t') > 0, (My, Ma)[{2(')}),
—(My, Mp)[R U (8], (M1, M) [{a(2)})
| 0 en caso contrario




Capitulo 7
Modelos de tiempo continuo

Al definir nuestro modelo de Redes de Petri Temporizadas hemos considerado un
espacio de tiempos discreto, basandonos en la idea de que el funcionamiento de los
ordenadores estd controlado por un reloj que emite tics a intervalos regulares de
tiempo. Sin embargo, podemos considerar también un modelo en el que el espacio
de tiempo sea continuo. Para ello vamos a seguir dos pasos. En un primer paso
consideramos un espacio de tiempos racionales, es decir, consideramos @* U {0}
como instantes posibles de tiempo. Veremos que este modelo puede ser codificado
con nuestro modelo discreto de partida, lo que nos perim'te resolver casi todos
los problemas de analisis planteados. Posteriormente, consideramos un espacio
de tiempos en RY, y veremos que en este caso las cosas se complican, y asi solo
hemos podido demostrar la decidibilidad de algunos de los problemas de andlisis
planteados. Sin embargo, tampoco hemos podido probar hasta el momento la

posible indecidibilidad de los mismos.

7.1 Sistema Racional de Tiempos

Consideraremos ahora una Red de Petri Temporizada como una tupla N =
(P, T,F,W,6), donde P,T, F y W tienen el significado habitual, pero § : T —
Q*.

El concepto de marcaje tiene ahora que ser un poco mas fino, pues ahora
el tiempo no corre como antes, tic a tic. Por tanto, no podemos considerar el

efecto del disparo de un multiconjunto de transiciones sobre el instante siguiente

137
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de tiempo, ya que esto carece ahora de sentido. Por otra parte, los marcajes siguen
siendo dindmicos, ya que con el paso del tiempo van terminando transiciones que
se encontraban a medias en su ejecucion. Ademas, no podemos capturar esas
variaciones dindmicas introduciendo pasos vacios, pues carece de sentido hablar
del “instante siguiente de tiempo”. Por tanto, los marcajes seguiran teniendo dos
componentes, con el mismo significado que en Redes Temporizadas con duraciones
enteras, pero ahora el efecto del disparo de un multiconjunto de transiciones hemos

de reflejarlo de alguna forma en el mismo instante del disparo.

Definicién 7.1 (Marcajes de Redes de Petri Temporizadas)

Sea N = (P, T,F,W,é) una Red de Petri Temporizada con duraciones racionales.
Un marcaje M para N es un par M = (M;, M,), siendo M; un marcajeen el sentido
ordinario y M un multiconjunto que indica qué transiciones estan en ejecucion y

los tiempos que les quedan para terminar. Ademds, imponemos la restriccion de
que Vt € T, Vr € QtF, r > §(t) = My(t,r) = 0.

Un marcaje M puede ser inicial si y sélo si My = 0. o

S1 no disparamos ninguna transicién, la evolucién dindmica de un marcaje

M = (M,, M,) viene definida de la forma siguiente:

Definicién 7.2 (Funcidn de evolucién de marcajes)
Sea N una RPT con duraciones racionales y sea M = (M;, M;) un marcaje de
la misma en un instante 3. Entonces, si no disparamos ninguna transicién entre

medias, el mé,rcaje en el instante J + 7 es el siguiente:
Ev(M,y) = (M, M)
siendo:

o Mi=M+ 2 XN Mta) W(t,-)
teCy acEnd{ty)
donde:

Ci={teT|ae QT : My(t,a)>0 A a <~}

y para cada t € C| se define End(f,v) = {a € @+ | My(t,a) > 0 A a < v}.
Este conjunto representa los tiempos para la finalizacién de las instancias en

ejecucion de la transicién ¢ a las que quedan menos de + unidades de tiempo
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para concluir. Asi, el conjunto C; contiene las transiciones con instancias

pendientes en M cuya ejecucion termina antes del instante 5 + «.

o Mi(t,B) = Ma(t, 8 +7)

La regla de disparo queda ahora como sigue:

Definicién 7.3 (Regla de disparo)
Sea N = (P, T, F,W,§) una Red de Petri Temporizada con duraciones racionales.
Sea M = (Mi,M;) un marcaje de N en un instante 8. Un multiconjunto de

transiciones R estd permitido en un instante J + v bajo el marcaje Ev(M,y) =
(M7, M}) si y sélo si:

M{(p) = > R(t)-W(p,t), VpeP

teT

St R se dispara en ese instante, entonces obtenemos en ese mismo instante el
marcaje M = (M,, M;) dado por:

My, = M! - th(t) W (=, 1)

i, ) = { R(t) si B = 6(t) |
Mj(t,5’) en caso contrario
Este paso se denota como sigue: g M[RP+M)M. Extendemos la notacién de la
forma siguiente g MR+, M’, para indicar que M’ es el marcaje alcanzado en el
instante ', una vez que R fue disparada en el instante 8+ -, siendo M el marcaje
en el instante B; es decir, M’ = Ev(M,v' — (8 + 7). Ademis, sélo permitimos
un disparo en cada instante, lo que queda reflejado en la segunda condicién de la

siguiente definicion. O

Definicién 7.4 (Secuencias de Pasos Temporizadas)
Sea N = (P, T, F,W,§)una RPT con duraciones racionales y My un marcaje inicial

para N. Una secuencia de pasos temporizada de NV a partir de My es una secuencia

o = Mo[R¥VY o, My[RY)p, . .. My [RE™)5,,, M, donde:

- Vi=1,...,n, R; es un multiconjunto de transiciones no vacio sobre Ty M;

es un marcaje de V.
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- <P2<... < B
-Yi=1,...,n: 3,-_1Mg_1[R$‘G‘))gi+1M,-, tomando por definicién £y = 0.
8

Para demostrar que podemos codificar las RPT con duraciones racionales con
RPT con duraciones enteras vamos a demostrar el siguiente lema, el cual nos
permite “ajustar” los instante de los disparos de los pasos a instantes mdltiplos de

un namero racional concreto.

Lema 7.1 Sea N = (P, T, F,W,6) una Red de Petri Temporizada con duraciones
racionales. SeaT = {t1,...,tm} con 6(t;) = a;/b;, cona;, b; € Nt Vie {1,...,m}
y sea ¢ = mem{by,...,bn}.

Si Mo[R{PY s, My ... [R5, M, es secuencia de pasos de N, existe una se-
cuencia de marcajes M{,..., M! en N, tal que Mg[Rﬁﬁ“)ﬁéM; . [R&ﬁﬁ))ﬁ:‘“M;E es
secuencia de pasos de N, siendo 8] = [f;.c]/c, donde My = My y M{ > M;,, con
M; = (M,,, M), M! = (M! ,M!.).

7 i2
Demostracién: Empecemos analizando el primer paso. Es claro que podemos
anticipar todo lo que queramos el disparo de R;. En particular, podemos ajustar
su disparo al instante ] indicado. Por otra parte, como las duraciones de las
transiciones tienen en sus denominadores divisores de ¢, sus duraciones pueden
ser expresadas de la forma siguiente: §(¢;) = z;/¢, con z; € INT. Por tanto, las
transiciones disparadas en R, han de terminar en instantes de la forma z /¢, con
z € IN. En lo que respecta a la finalizacién de las transiciones, para cada transicién

ty disparada en el instante 8; y cada §;, con 2 < j < n+1 pueden presentarse dos

Casos:!

1. Que ¢; termine antes del instante 3;, es decir, ) + §(¢x) < B;. En tal caso

tenemos las tres desigualdades siguientes

B+ 2 < B
dj<:1:-
—d; <0

siendo d; = §3; — I-@-‘c-"l Sumando las desigualdades y pasando d; al segundo
miembro obtenemos:
‘ 1

C

o ‘,-ﬁl"‘."dl_"}-‘m'?k<ﬁj—dj+
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Y como B! = f; — d;:
1
B+ 6(t) < B+ -

En consecuencia, como 8] y ! son de la forma z/¢c, ha de ocurrir:
B+ 6(tx) < B;

Por tanto, ¢x termina ahora antes del instante 3} o en dicho instante, lo que

en todo caso no afecta al marcaje en el instante §;.

2. Que {; termine después del instante §; o en dicho instante, es decir, £ +
6(tk) 2 B
En tal caso tenemos las desigualdades siguientes:
dy <3
—d; <0
B <P+

Sumando las desigualdades y pasando #; al segundo miembro obtenemos:

$k+1
[

Bi—di < py—di +

De ahi, como 8] y f! son de la forma z/c obtenemos:
Te
%Sﬂ+7

Asi pues, el disparo de la transicién ¢ en el instante 8] puede terminar
ahora en el instante B]. Ello puede traer como consecuencia que en ese
instante tengamos mas tokens sobre algunos lugares que los que tenfamos
con la secuencia de partida. En todo caso, eso no afecta a la posibilidad de

disparo del multiconjunto R;.

Extendemos el razonamiento por induccién comno sigue: Suponemos (hipétesis
de induccidn) que el disparo de R;, para j < :—1 ha sido desplazado al correspon-
diente instante J;. Ademas se supone que las transiciones en ejecucion terminan
todas ellas en instantes de la forma £, para z € IN, y que M} > M,,, para
k=1,...,1.
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Como M| > M;,, concluimos que R; es disparable en el instante 3{. De nuevo,
como B es de la forma ¥, las transiciones disparadas en R; terminardn en instantes
de la forma Z. Ademds, para cada f;, con ¢ < j < n + 1, por la hipdtesis
de induccién, las transiciones que estaban en ejecucién que terminaban antes de
dicho instante ahora terminan antes del instante B o en dicho instante, y las que
terminaban después o en ese instante ahora terminan después del instante 8} o
en dicho instante. En lo que respecta a las transiciones que han sido disparadas
en R;, se puede repetir el razonamiento realizado en el caso base de la induccién
para demostrar que también cumplen lo anterior. En consecuencia, el marcaje M/
alcanzado en el instante B{,; permite el disparo de Ri;1, pues tiene mds tokens
que M;, . , ]

Definicién 7.5 Sea N = (P, T,F,W,§, My) una RPT con duraciones enteras,
M un marcaje de N, R un multiconjunto de transiciones permitido bajo M y
B, Bz € IN, By < fa.

Escribiremos M[R(#}) 5, M', para significar que M’ es el marcaje obtenido en
el instante 3;, suponiendo que R haya sido disparado en el instante 8; bajo el

marcaje M.

Mantendremos el criterio de que si 82 no aparece, éste se sobreentiende igual
al instante 3, + 1. O

Definicién 7.6 Sea N = (P, T, F,W,§) una RPT con duraciones racionales, con
T={t1,...,tm}, 6(t;) = ai/b;, con a;, b; € IN*. Sea ¢ = mem{b,...,bn} ¥y sean
las cantidades enteras ¢; = {ai/b;)c. Definimos la RPT con duraciones enteras
asociada a N, N, de la forma siguiente N = (P,T,F,W,8), siendo 8(t;) =¢;. O

Definicién 7.7 Sea N = (P,T, F,W, §) una RPT con duraciones racionales, N la
red con duraciones enteras asociada a N, ¢ = MO[R?“)% My .. [RF) 8,y Mn una
secuencia de pasos de NV, siendo f! = B;/c, con f; € N, parai=1,...,n+1,yc
definido como en la definicién anterior.

Definimos los siguientes marcajes de N y N :

(i) Para cada i € {1,...,n} se define el marcaje M; = (M1, M;,) de N, que es

el obtenido en el instante 3] tras el disparo de R; bajo el marcaje M;_;.
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(i1) Para cada i € {1,...,n} se define el marcaje M; de N como sigue:

Mi,l = Mi,l y Mi,z(t:7) = Mi,2(t:7/c)a Vit e T, Vye€ Q+

(iii) Para cada i € {0,...,n} se define el marcaje M; = (M;1, M;s) de N como
sigue:

M; = Bo(M;, Biy1 — B:)

siendo por definicion 8y = 0.
O

Lema 7.2 Sea N = (P, T, F, W, §) una RPT con duraciones racionales y N1aRPT
con duraciones enteras asociada a N. Entonces M(,[Rg’6 ;)) g My .. [RF) g1, Mn €3
secuencia de pasos de N, siendo 8! = B;/c, con ; € N, paraz =1,...,n + 1,
sl y sblo st MO[R?‘))M ... [R¥B=))g .. M, es secuencia de pasos en N, estando los
marcajes M;, para i =0,...,n, definidos segun la Def. 7.7.

Ademas, M;; = M;;,parat=1,...,n.

Demostracién: El razonamiento es similar en ambas direcciones, por lo ciue
solo realizamos la demostracidn para el caso directo. Esta se basa en un razona-
miento por induccidn, para el cual consideramos las duraciones de las transiciones
expresadas de la forma siguiente: §(t;) = z/c.

Ademas, para facilitar el seguimiento de la demostracidn, en la figura 33 estan
representados los marcajes que utilizamos en N y N a lo largo de la demostracidn,
con sus relaciones indicadas mediante arcos.

Para el caso base (n = 0) el lema se cumple trivialmente. Supongamos entonces
que M; = Evw(M;, Bis1 — B:) (el arco que conecta M; con M; en la figura 33 refleja
el paso del tiempo, mientras que el que conecta M; con M; refleja el cambio de
escala para pasar de N a N ). Entonces, en primer lugar debemos demostrar que
Riy1 esté permitido bajo M;. Para ello analizamos la primera componente de dicho
marcaje:

My = M;1 + tEEC'4 QGEEMM M;o(t,«)  W(t,-)

siendo Cy = {t € T|Ja € @, Mi5(t,a) >0 A a < Bipn — Bi} y End(t) = {a €
QF [ Mia(t,0) >0 A a < B — Bi}.



144 CAP{TULO 7. MODELOS DE TIEMPO CONTINUO

RED INSTANTES DE TIEMPO EN N
N Bi f+1 :"+2
: i+l .
Mi-l Ml _..Mi i+l M:-i-l
M,'+1 ; Mi+1
: i
Mt i,
RED Bi Biv1 Biv1+1 Bit2
N INSTANTES DE TIEMPO EN N

Figura 33: Marcajes de N y de N
Desarrollando esta expresién obtenemos:

Mii=Mia— 2 Rite) Wi—t)+ & 5 Mot afc) Wit —)
t€T tx€Cy a€End(ty)

Aplicando la definicién de M,-'z obtenemos que Il;L-,l = M,,, por lo que con-
cluimos que R;y, estd permitido bajo M; en N (Riy; estd permitido bajo M;, y
su disparo en el instante §/,; produce en ese mismo instante el marcaje M,-.,.l,
situacién que hemos indicado en la figura 33 mediante un arco conectando M; y

M£+1 etiquetado con R;4q).

En lo que respecta a la segunda componente de M; tenemos:

M;5(tk, ) = Mia(te, v + Biys — Bi) = Mig(ty, HEn=biy =

{ Ri(te) si XBnhi = 5(1,) A Ri(tx) > 0

M;_q 2(tk, w) en caso contrario

Analicemos ahora el marcaje M+1, obtenido en N tras el disparo de Riyq bajo
el marcaje M,- en el instante G;1; (esta situacién esta de nuevo reflejada en la figura
33 mediante un arco que conecta ambos marcajes, estando este arco etiquetado

por R;.H )

o Mlyy, =M, - 23«+1(t) W(=-t) + E Rz+1() Wi(t,~) +
Y Mia(t,1) - W(t,—)

{t1)eCs
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bt M5‘+1,2(tk: ’)’) =
Yk=1,...m

~

- { -Ri-}-l(tk) siy=axx—1A -R-i+1(tk) > 0

M;»(tg,y +1) en caso contrario

siendo Cs = {t; € T|8(ts) = 1 A Ria(ts) > 0}, vy Co = {(tx,1) € T x IN|
M;,z(tk,l) > 0}

Si desde el marcaje M +1 dejamos pasar B3 — Bi41 — 1 pasos vacios obtenemos
el marcaje M,—’f{_l (lo que hemos reflejado en la figura 33 conectando ambos marcajes

por un arco que sefala el paso del tiempo), dado por:

. ~;!:I-1,1 = Mm - %;Riﬂ(t) ) W(—at) + "5207 Ri+1(t) ’ W( ,_) +

~

e Ve=1,...,m, M, ,(tr,7)=
{ R (te) siy =2k — (Biya — Biz1) N Ripa(tx) > 0

M;a2(tk,y + Bizz — Biy1) en caso contrario

siendo C7 = {tx € T|8(te) = 1 A Ripa(te) > 0}, y Cs = {(tr,@) € T x IN|

M;o(tg,a) >0 A a < fige— Binn }-

Analicemos ahora los marcajes de V. En primer lugar, el disparo de R;;; bajo

el marcaje M; (en N) en el instante 3/, , genera en ese mismo instante el marcaje

M4, dado por:

o Mgy =M - g;_ Ripa(t) W(—,1)

R,‘+1(fk) sy = a:k/c N R,‘+1(fk) >0

M;2(tk,y) en caso contrario

~

o Mip1p(tr,7) = {

Vk=1,...m
De ahi obtenemos que:

Ria(ty) siy=ar A Riga(te) >0

M; 2(tk,v/c) en caso contrario

Mi+1,2(tks7/6) = {

Consideremos entonces el marcaje M;;; obtenido sometiendo M;;; a un cambio
de escala (en la figura 33 los cambios de escala estan representados por arcos

verticales). Este marcaje vendrd dado por

© My =M1,
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o Mip2(t,7) = Mip12(t,7/c)
Si desde este marcaje (de N) dejamos pasar Biy; — Biy1 pasos vacios, obtenemos
el marcaje My = Ev(M;i1, Biva — Bis1) definido por

L] ~i+1.1 = Mi+1,1 + te%g aegd(t) Mi+1.2(i,0’) -W(t,—)

° Mi+1,2(fk, v) = Mg,k v + Bivz — Bit1)

siendo Cg = {tk = T[Ela € Q+ : Mg+1'2(tk,d) >0 A S ﬂ{+2 - ﬁi-!—l}u Y
End(te) = {a € QY | Mip12(th, @) > 0 A & < Biya — Bin }

Desarrollando Cy, y aplicando el resultado obtenido para M;,, obtenemos que

Miyia = Mffq-m-

1

Finalmente obtenemos:

Migp12(te,v) = Moy o(ti, ¥ + Biva — Bipr) = Migq o(ts, BE2=finy —

Ria(te) siy+ Biv2a — Birr =T A R () > 0
M; (1, M) en caso contrario

De ahi, ~,-’f}_1,2 = Mi+1,2, por lo que Mi+1 = M{fi_l, lo que concluye la de-

mostracion. O

Corolario 7.1 Sea N = (P, T, F,W,§, My) una RPTM con duraciones racionales
y N la RPTM con duraciones enteras asociada a N. Entonces un marcaje estable

M es alcanzable en N en tiempo 3 si y sdlo si es alcanzable en N en tiempo [f.c].

Demostracion: Si M es alcanzable en N en tiempo §, entonces existe una
secuencia de pasos 0 = Mp[R¥)s, ... [RE™)4,., My, con fpp = B, M, = M,
a la que podemos aplicar el lema 7.1, obteniendo de esa forma una secuencia de
pasos o’ = Mé[Rg‘B“)ﬁ; . --[RSF:‘))ﬁ:,HM:;- Ademids, M, , > M,,, y de hecho, la
diferencia de tokens en algunos lugares era debida tnicamente a la anticipacién
en la terminacién de algunas transiciones con relacién a algin §; posterior. Como
este no puede ser el caso para o, pues M, es estable, necesariamente ha de ocurrir
que Myp1 = M,y M2 = M, =0 (las transiciones no terminan en ningin caso
después de £, ,). En consecuencia, M, es alcanzable en N en tiempo [fn41.¢]/c,

a través de una secuencia de pasos con disparos en tiempos de la forma z/c. Por
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tanto, M es alcanzable en N en el instante [f.c], lo que se obtiene aplicando el
lema 7.2.

Reciprocamente, si M es alcanzable en N en tiempo [8.¢], entonces aplicando
el lema 7.2 obtenemos que también es alcanzable en N en tiempo [B.c|/c (en
la demostracién del lema se obtuvo que M;; = M), y por tanto, también es

alcanzable en tiempo 8. ]

Corolario 7.2 Sea N = (P, T, F,W,§, My) una RPTM con duraciones racionales
y N la RPTM con duraciones enteras asociada a N. Entonces un marcaje M es
alcanzable en N en tiempo 8 si y sélo si M’ es alcanzable en N en tiempo [#'.c],
siendo M’ el marcaje estable obtenido omitiendo los disparos de las transiciones

que se encuentran en ejecucién en M, y B’ el instante en que M’ es obtenido.

Demostracion: La obtencién de M' a partir de M es trivial, asi como la ob-
tencion de B’. Como M’ es estable, tenemos que M’ es alcanzable en N en tiempo
B si y sélo si es alcanzable en N en tiempo [f.c], por el corolario 7.1. Ahora bien,
es claro que M es alcanzable en tiempo § si y sdlo si M’ es alcanzable en tiempo
B, por tanto M es alcanzable en NN en tiempo 8 si y sélo si M’ es alcanzable en
N’ en tiempo [#'.c]. o

Este corolario nos permite concluir de forma inmediata que el problema de
alcance, la vivacidad, el problema de alcance estricto, la ausencia de bloqueos
y la ausencia de f#-bloqueos son decidibles en Redes de Petri Temporizadas con
duraciones racionales, pues estos problemas se trasladan a los mismos problemas
sobre redes con duraciones enteras, para las cuales sabemos que son decidibles.
Veamos a continuacidn que también la §-vivacidad es decidible para las Redes con

duraciones racionales.

Teorema 7.1 Sea N = (P,T,F,W,§, M) una RPTM con duraciones racionales
y N la RPTM con duraciones enteras asociada a N. Entonces N es B-viva si y

sélo si N es [B.c]-viva.

Demostracion:
=: Seat € T, M un marcaje alcanzable en N y ¥ € INT tal que M € [Mo)5-

Consideremos la secuencia de pasos que nos conduce a M en N:

Mo[ ROV, - [BE) gy M
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siendo Mn = M, ﬁn+1 = :Y, Y Mg = M(].

Entonces, por el lema 7.2 tenemos en N:
Mo[RP /) g, oMy . [RE D) g 1M,

siendo M; un marcaje tal que M; = Ev(M;, Biy1—Bi), con My = Miq, M;a(t,a) =
M;(t,afc), donde M; es el marcaje de N obtenido en el instante 8;/c al disparar
R;. Ademas M;, = M;'l, para ¢ = 1,...,n. Por tanto, M, = Mn,1 = M.

Como N es 3-viva, existe una secuencia de pasos que parte de M, y nos conduce

en tiempo £ a un marcaje M’ que permite el disparo de t. Es decir:

M [ +1)1"2 n+l - [ +.a),@+ﬂn+1fcMn+s

siendo M, +, = M’. Como B,4+1 = ¥, tenemos que M’ es alcanzable en el instante
B+ #/c. Por el lema 7.1 concluimos la existencia de marcajes My, ..., My, tales

que:

M [le/c)>ﬁg/cM M [Ri’ll)rz Mn-{-l v [Rg:.-lg-l MTH’-’

i
donde rl = [ri.cl/cy Muyin = Mpsin, parai=1,...,s. Ademads, de la prueba de
dicho lema es ficil deducir que M; = M;, para:=0,...,n

En particular tenemos que My, > M,,,, = M!. Por tanto, t estd permitida

bajo el marcaje M,;,. Ademas,

Topr = [(B+F/c)el/c=([B.c] +7)/c=F/c+ [B.c]/c
Esto se traslada de forma inmediata a N aplicando el lema 7.2.

<: Supongamos ahora que N es [B.c]-viva, y sea t € T, M un marcaje
alcanzable en N y v € @* el instante en que alcanzamos M. Supongamos por el
momento que M es estable y sea la secuencia de pasos que nos permite alcanzar

M:

MO[R&BI));:}ZM'I . [R‘gﬁn)) M,

Bnt1

siendo fB; € Q%,parat=1,...,n+1, M, =M y B.41 = 7. Aplicando el lema 7.1

concluimos la existencia de marcajes M, ..., M) tales que:

7 ﬁ{ 7 !
MRy g MY (RPN g M,
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siendo 8] = [fi.cl/c, para it = 1,...,n+ 1y M}, > M;,, para i = 1,...,n.
Ademas, como M, es estable tenemos M}, ; = M, ;. Aplicando el lema 7.2 podemos

trasladar esta secuencia a IV, obteniéndose:
Mo[RPOVNL, ... Mned [RED) g B,

donde ¥ = fBl.¢,parai =1,...,n+1. Ademds tenemos Mml =M, , = Mny =M
(primera componente de M )
Como N es [B.c]-viva existe una secuencia que parte de M, y nos conduce en

tiempo [$.c] a un marcaje que permite el disparo de t:
MRS Moy . (RS M
71[ n+1 ) n+l - [ 43 )ﬂ'{"_'_l-{-[ﬁ.c] n+3

donde M,,[t).

Aplicando el lema 7.2 trasladamos esa secuencia a NV, con lo que tenemos un
marcaje M) alcanzable en tiempo ([, ] + {B.c])/c = Biy + ([B.cl)/c =
([Brsr-c] + [B.c])/e = ([v.c] + [B.c])/c que permite el disparo de ¢.

Ademads, esa secuencia pasard por M., lo que significa que ese marcaje se
alcanza desde M en [B.c]/c unidades de tiempo. Esos pasos pueden hacerse
también desde ese marcaje M, pero en el instante 7, con lo que en [3.c]/c unidades
de tiempo tendremos un marcaje que permite . Como [S.c]/c < 3, se tiene que
en particular en B unidades de tiempo podemos alcanzar un marcaje que permite

ejecutar {.

Si el marcaje M de partida no fuera estable, podemos considerar el marcaje
estable M’ = (M;,0). Para él podemos aplicar el razonamiento anterior, con lo que
encontramos un marcaje M" € [M')5 tal que M”[t). Entonces la misma secuencia
de pasos la podemos ejecutar desde M, obteniéndose incluso marcajes intermedios
con mas tokens. Se obtiene as{ que existe M € [M)g tal que M"'[t), lo que

concluye la prueba. O

Sin embargo, esta codificacién no es de utilidad para resolver las dos extensiones
temporizadas de la propiedad de ilimitacidén, al no preservar dichas propiedades.
Ello se debe al cambio de escala que la codificacién introduce. Como ejemplo
podemos considerar la red IV de la figura 34, la cual es s, k-ilimitada linealmente,
para cualquier k. Sin embargo, la red con duraciones enteras asociada N (ver

figura 35) no es s, k-ilimitada linealmente para ningtn k.
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3/7 2/7

Figura 34: Red NV

Figura 35: Red N asociada a N
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n

t,m

D2
ty,d—m
D3

Figura 36: Red de Petri con Duraciones Reales

7.2 Sistema Real de Tiempos

Consideremos ahora un sistema real de tiempos. Asi, una Red de Petri Tem-
porizada es ahora una tupla N = (P, T,F,W,§), donde P,T,F y W tienen el
significado habitual y 6§ : 7' — R*.

El concepto de marcaje se define de la misma forma que en el caso del sistermna
racional de tiempos, por lo que ya no lo repetimos. Lo mismo sucede con la regla
de disparo y las secuencias de pasos.

Es claro sin embargo que no es posible aplicar las ideas que alli hemos utilizado
para codificar estas redes en términos de Redes Temporizadas con un sistema
discreto de tiempos. De hecho, no podemos pensar ni tan siquiera en una leve
modificaciéon de los instantes de disparo, para ajustarlos a instantes racionales
cercanos, pues con ello podemos perder algunos marcajes alcanzables.

Por ejemplo, en la red de la figura 36 es imposible anticipar los disparos de las

transiciones, pues el marcaje (0,0,1) es alcanzable en el instante 4, pero no antes.

No obstante, una nueva codificacién basada en una aproximacion completa-
mente diferente nos ha permitido resolver algunos de los problemas de anilisis
planteados. En concreto, la codificacidén se basa en el conocimiento del instante
simbdlico (medimos el tiempo tomando como unidades las duraciones de las tran-
siciones) en el que se produce cada token, y asi no se produce una simulacidn “en
tiempo real” del funcionamiento de la red original, sino que se permite un disparo

desordenado en el tiempo de las transiciones. Una limitacién importante de la
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codificacién es que exige una limitacién finita del periodo de tiempo a simular,

pues de lo contrario obtendriamos una red infinita.

Definicién 7.8 Sea N = (P,T, F,W, §, My) una Red de Petri Temporizada Mar-
cada con duraciones reales y 8 un instante real dado. Asociamos al par (N, 3)
una Red de Petri Coloreada Nj basada en la propia red N, pero sin tiempos,
N; = (P,T,F,W, M,). Ahora bien, los tokens de Nj vendrdn etiquetados por
tuplas (c1,...,¢,) € IN*, donde n = |T| y T c - 6(¢;) < B, que codifican el ins-
tante de tiempo en el que han sido producidos. Cada anotaciéon es un vector de
n componentes, uno por transicion, que indica cuantas copias de cada transicidon
han sido disparadas (en secuencia) hasta la obtencién de ese token. En realidad,
se anota la serie de transiciones que tienen una duracién més larga (disparadas en
secuencia). Por supuesto, los tokens del marcaje inicial tienen como anotacién la
tupla (0,...,0).

En lo sucesivo denotaremos por C al conjunto de posibles anotaciones de un
token, y por n{p, ¢) al niimero de tokens sobre el lugar p con anotacién c. Para cada
etiqueta ¢ € C definimos el “instante de disponibilidad” del token correspondiente

como sigue:

NE

c =

Ck - 5(th)

B
[l

i
que recoge la suma de las duraciones de las transiciones incluidas en su anotacidn.

A partir de dicho concepto podemos definir un preorden sobre los tokens de la
forma siguiente: ¢! < ¢? si y sélo si &' < &2.

La regla de disparo de la nueva red IV} se define como sigue:

Sea M un marcajede Ny yt € T, con *t = {py,...,p} ¥ t* = {p},..., 01 };
y sean W(p;,t) = nj, para j = 1,...,k y W(t,p},) = ma, para h = 1,...,[. De
cara a disparar ¢ se precisa en primer lugar que la misma esté permitida segiin el
concepto ordinario de activacion. Si ¢ estd permitida en dicho sentido es porque en
cada lugar p; hay al menos n; tokens. Consideremos para cada uno de esos lugares

p; los nj tokens que pretendamos utilizar en el disparo, y supongamos que llevan
k

‘como anotaciones los vectores de C; = {d, ..., (:31:} Definimos C = |J Cj, ¥
=1

Maz(C) = maz {&}

L3%
que representa el primer instante posible de disparo de ¢, utilizando los tokens

escogidos. El disparo sera entonces admisible sii Maz(C) + 6(t) < . En tal
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caso su efecto consistird en sustraer de cada lugar p; los n; tokens considerados,

generandose nuevos tokens sobre los lugares postcondicion, todos ellos anotados

por

d = cj- + x(¢)
d:)nde x(t) es el vector caracteristico de ¢; asi, si t = t, se tiene x(¢,) = (0,...,0,
T,O, ...,0), y ¢ es la etiqueta en la que se alcanza el méiximo de C, esto es

& = Maz(C). Es decir, anotamos como “historia” de estos tokens la historia de
su token precondicién mas tardia, prolongada por la transicion disparada .

Denotamos esta evolucién por M[t).M'. o

Esta red asi construida, NVj, nos permite capturar los marcajes estables alcan-
zables en la red original hasta el instante 5. Ello nos permite resolver algunos de

los problemas de anélisis que hemos definido.

7.3 Analisis de Problemas

Exactamente como hicimos para las Redes de Petri Temporizadas con duraciones
enteras, es posible demostrar la decidibilidad del problema de alcance mediante la
secuencializacién de todos los pasos. También podemos demostrar la decidibilidad
del problema de alcance estricto si no hay transiciones autdonomas limitandonos
para ello a inspeccionar el drbol de accesibilidad. De nuevo pues, las dificultades
se limitan al caso general, en el que permitimos la existencia de dichas transiciones
auténomas. De cara a la resolucién de este problema es precisamente para lo que

hemos introducido la construccién anterior.

Dicha construccién nos ha producido una Red de Petri Coloreada. Ahora bien,
es bien sabido que al habernos limitado a un niumero finito de colores (razén
por la cual utilizamos 8 en la construccién) podemos representar esta red por
medio de otra con una semantica de ocurrencia ordinaria. Para ello duplicamos
los lugares y transiciones, en funcién de todas las posibles etiquetas de los tokens.
En concreto, extraemos una copia de cada lugar por cada etiqueta, incluyendo
para cada transicién tantas copias como formas distintas tengamos de activar la
transicidén original de la red coloreada en virtud de la regla de disparo definida

anteriormenite.
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Veamos esta codificacidn mas formalmente.

Definicién 7.9 (Codificacién de la semantica de anotaciones con la semdntica
ordinaria de secuencias de ocurrencia) Sea N = (P, T, F,W,6) una Red de Petri
Temporizada con duraciones reales, 8 un instante real dado y My un marcaje
inicial de N. Sea entonces Nj = (P, T, F, W, My) la red coloreada asociada segin
la definicién 7.8 y C el conjunto de posibles etiquetas de los tokens de Nj. Definimos
lared de Petri Nj = (P",T", F",W", M{'} con la semantica ordinaria de secuencias

de ocurrencia de la forma siguiente:

P'=PU |J P., siendo P.={(p,c)|p € P}

cEC
T'= U {(=,8)]z € A1)}, siendo A(1) = {((pry 1), -, (procd)),

(P2, ), (P2, @2,)s o (PacE )b € C, 1< RSk 1 Si<my,
y Maz{c!} 4 8(t) < B}, con*t = {p1,..., px}, yny = W(p;, 1),
paral <j <k

Fr= {{p,(z, ) l(pt) € F, (z,8) € T"} U {((2,8),p) | (t,p) € F, (z,8) € T"}U
{((p, ), (z,1)) [ (p,c) € F, (2,t) € T", 3k tal que (p,c) = zx} U
{{z,t),(p,c)) | (p,c) € P, (z,t) € T", p € t*, c es la etiqueta obtenida

tras el disparo de ¢ bajo la configuracién de tokens z}

R d =, ((pirh): (z,8)) € F"}| si f = ((pj, cly)s (2,1)), con
W) = ho€{1,...,n;}yvie{l,...,k}

W(t,p) si f=((zt),(p,c)) vV f=((2,1)p)

Wip,t) sif=(p(z,t))

ot M p SiP’=P€PVp'= p,{0,...,0
Mo(p)={ o(p) (#,(0,...,0))

0 en caso contrario

Definicién 7.10 Sea N = (P, T, F, W, 4, M) una Red de Petri Temporizada Mar-
cada con duraciones reales, § un instante real dado, Nj = (P, T, F, W, My) la red
coloreada asociada segun la definicién 7.8 y Nj = (P, T", F", W" M{) la Red de

Petri No Temporizada asociada a N} segin la definicion 7.9.

Definimos la funcién ¢ : M’ — M", donde M’ es €l conjunto de marcajes
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de Ny M" es el conjunto de marcajes de N, de la forma siguiente:

M ip = p
VM e M, Wy € P, p(M)() = { P) P =PE
n{p,¢) sip =(p,c) € P,
|

Teorema 7.2 Sea N = (P,T,F,W,§, My) una Red de Petri Temporizada Mar-
cada con duraciones reales, 8 un instante real dado, Nj = (P, T, F, W, My) la red
coloreada asociada segin la definicién 7.8, Nj = (P, T", F" W", M) la Red de
Petri No Temporizada asociada a Nj segin la definicién 7.9,t € T y M, M' dos
marcajes de Ng.

Entonces M{t).M' ocurre en Nj si y slo si p(M)[(z,t))p(M’) ocurre en N,

para una cierta = € A(t).

Demostracién: Supongamos que M([t). M’ ocurre en Np, y sean *t = {p1,...,p:},
t* = {pl,.-. 0t} nj = W(p;,t), m; = W(t,p}). Sean d,...,c]

2 las etiquetas de

los n; tokens de p; utilizados en el disparo de t.

Consideremos = = ((p1,¢1),--.,(P1, ¢4, )5+« - (B> 5), . .., (Bk, €5, ). Entonces,
(z,t) € T”, pues el disparo de ¢ es admisible en Nj. Esta transicién estd ademdés
permitida pues los lugares p; tienen el mismo marcaje que sus originales en Nj y
cada lugar (pj,cl) € P",paraj € {1,...,k}, h € {1,...,n;} estd marcado con el

nimero de tokens de M(p;) cuya anotacidn sea ¢, y el arco ((p;,c}),(z,t)) tiene

por peso el nimero de etiquetas ¢! iguales a c}.

El efecto del disparo de (z,t) sobre los lugares de P C P” es idéntico al del
disparo de t en N} (abstrayendo los colores). Sobre los lugares (p;,c}) su efecto es
sustraer un nimero de tokens igual al nimero de etiquetas ¢ tales que c,’ = c;’;, y
sobre los lugares (pf,c’} (siendo ¢’ la etiqueta obtenida por aplicacién de la regla
de disparo) su efecto es afiadir W (¢, p) tokens. En definitiva, el marcaje obtenido

es exactamente @(M').

Reciprocamente, supongamos que o(M){(z,t))p(M’) ocurre en Nj, para un
cierto z = ((p1;¢1),-- -5 (P1, €8, )5 s (Ps1F)s .. (Dh, €E,)) € A(2). Los lugares
precondicién de (z,t) son precisamente los p;, para j = 1,...,k, y los (p;, ),
paray=1,...,kyh=1,... n,.

Entonces { estd permitida en Nj bajo el marcaje M, utilizando en particular

para cada lugar p; los tokens con anotaciones ¢, ..., ¢ . Basta entonces aplicar
3
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el sentido directo para concluir que el marcaje obtenido con el disparo de t en Np

es M’ pues ¢y es inyectiva. O

Teorema 7.3 Sea N = (P, T, F,W,§) una Red de Petri Temporizada con dura-
ciones reales, 8 un instante real dado y My un marcaje inicial de V. Sea entonces
Ny = (P, T,F,W, Mp) la red de Petri coloreada asociada segiin la definicién 7.8.
Entonces un marcaje estable M = (M',0) es alcanzable en N en el instante
B si y solo si M es alcanzable en /Vj; haciendo abstraccién de las etiquetas que

portan los tokens de dicha red.

Demostracidn:

= : Supongamos que existe una secuencia de pasos en N tal que:
Mo[R¥Yg, My .. Moy [RE)g,,, M,

siendo M, = M y 8 = B,4.. Empecemos analizando el disparo de R;. En N”
hay un marcaje inicial en el que todos los lugares tienen el mismo marcaje que en
N, pero con una anotacién (0,...,0). Esto implica que todas las transiciones de
R; pueden ser disparadas de forma independiente en N’'. Estas transiciones, una
vez disparadas generan un nuevo marcaje M! en N’, en el que los nuevos tokens
llevan anotada la transicién ¢ que los produjo. Eso significa que estan disponibles
en tiempo 6(t). En todo caso, en el instante f; estardn disponibles los tokens
necesarios para el disparo de las transiciones de Ra, con el que podemos razonar
de forma analoga a como lo hemos hecho para R;. Extendemos el razonamiento
hasta llegar al instante 8, en el que tenemos disponibles los tokens necesarios para
el disparo de las transiciones de R,,. Con su disparo se generan nuevos tokens, cuyas
anotaciones incluyen las citadas transiciones. Estas transiciones terminan ademds
(asi como las que estuvieran en ejecucién) antes del instante 8 (en IV), pues M es
estable. Por tanto, en V' los tokens estan disponibles antes de dicho instante. Por
tanto, M! es alcanzable en N’ y no hay tokens con un instante de disponibilidad

mayor que f.

<: Si & es una secuencia de ocurrencia en N' que nos conduce a un marcaje
estable M;, entonces las transiciones de & pueden ser disparadas en N en sus

instantes de disponibilidad, lo que permite alcanzar M = (M, ) en tiempo 5. D
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Corolario 7.3 Sea N = (P, T, F,W,6) una Red de Petri Temporizada con du-
raciones reales, § un instante real dado y My un marcaje inicial de N. Sea en-
tonces Ny = (P, T,F,W, My) la red de Petri asociada segin la definicién 7.8 y
Nj = (P",T", F",W", M{') la red obtenida aplicando la definicién 7.9.

Entonces un marcaje estable M = (M;,0) es alcanzable en NV en el instante 3

si y sdlo si existe un marcaje M" alcanzable en Ny tal que M"|p = M.

Demostracién: Por el teorema anterior M es alcanzable en N en el instante
B si y sélo si M; es alcanzable en Nj. Ahora bien, M; es alcanzable en Nj siy
sélo si existe un marcaje M" alcanzable en Nj tal que M”|p = M, lo que puede

obtenerse facilmente a partir del teorema 7.2. 0

Parece por tanto que el problema de alcance estricto para redes temporizadas
con tiempos reales ha quedado reducido al problema de alcance sobre redes no
temporizadas con su semantica ordinaria, que como sabemos es decidible. Sin
embargo, dicha reduccidn exige que seamos efectivamente capaces de construir la
red coloreada Nj, lo que exige en principio la capacidad de decidir la relacién <
entre las etiquetas posibles, asi como la de definir efectivamente dicho conjunto
de etiquetas posibles. En abstracto podriamos decir que tenemos un resultado
de decidibilidad mddulo la decidibilidad de dichas cuestiones. Ahora bien, como
consideramos que este no es el momento ni lugar para profundizar en cuestiones
relativas a la computabilidad con niimeros reales, hemos considerado oportuno
presentar aqui un caso particular concreto de dicho resultado, que es el que corre-
sponde a aquellos instantes de tiempo £ tales que no sean combinacidn lineal con

coeficientes enteros no negativos de las duraciones de las transiciones.

Corolario 7.4 Sea N = (P, T, F,W, 6, My) una Red de Petri Temporizada Mar-
cada con duraciones reales, § € R que no sea combinacién lineal con coeficientes
enteros no negativos de las duraciones de las transiciones de N. Entonces es de-

cidible si un marcaje M cualquiera es alcanzable en NV en tiempo 5.

Demostracién: En principio, al no ser 8 combinacién lineal con coeficientes
naturales de las duraciones de las transiciones, podemos decidir si una transiciéon
es disparable, dada una configuracién cualquiera de tokens sobre sus precondi-

ciones. Ello se debe a que en este caso son decidibles las comparaciones de la
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forma 3" n; - 8(¢;) < B, pues al ser distintos los dos miembros de la relacién sera
posible determinar en tiempo finito cual de ellos es mayor.

Sin embargo, todavia existe otro punto que tenemos que ser capaces de decidir,
que es la obtencién de la etiqueta de los tokens producidos por el disparo de una
transicién. Ello requiere que seamos capaces de obtener el token precondicion de ¢
(entre los utilizados para su disparo) cuyo instante de disponibilidad sea méaximo.
Si todos estos instantes de disponibilidad son distintos, entonces podremos deter-
minar en tiempo finito el maximo; sin embargo ; Qué pasa cuando tenemos dos
tokens maximales con el mismo instante de disponibilidad? En este caso no po-
dremos decidir cudl de ellos es mayor, pues de hecho ninguno lo es, pero tampoco
seria posible en general concluir en tiempo finito que cualquiera nos sirve, por ser
ambos iguales. Ahora bien, afortunadamente es siempre posible encontrar un ¢
suficientemente pequefio, tal que si los instantes de disponibilidad de los tokens
en litigio no difieren en mds de € unidades de tiempo, entonces cualquiera de ellos
puede ser utilizado como si fuese el maximal (no afectando la eleccién a la validez
de la construccién para decidir la alcanzabilidad en tiempo §). La determinacion
de dicho valor € es compleja, y se basaria en aprovechar las diferencias positivas
entre toda combinacién lineal con coeficientes naturales de las duraciones de las
transiciones y 8. No obstante, confiamos que con esta informacién el lector quede

convencido de la existencia de dicho ¢, que en el fondo es lo que importa.

Consideremos entonces un marcaje M de N. Si M es estable podemos aplicar
el teorema 7.3, y dado que el problema de alcance de submarcajes es decidible en
redes no temporizadas con su semantica ordinaria, concluimos la decidibilidad del
alcance estricto en redes temporizadas con duraciones reales. Si M no es estable,
entonces es posible volver hacia atras el marcaje M hasta un marcaje estable
anterior. Dado que podemos decidir la alcanzabilidad de este marcaje estable,

podremos decidir la alcanzabilidad del marcaje no estable de partida. O

Seguidamente definimos una codificacién que nos permite demostrar también
la decidibilidad de la §-vivacidad. Dicha codificacidén estd inspirada en la utilizada
anteriormente para resolver el alcance estricto; sin embargo, puesto que los marca-
jes de partida que ahora hemos de considerar son todos los marcajes alcanzables,
no podemos anotar informacién sobre los tokens desde el marcaje inicial, pues

esto nos conduciria a trabajar con un numero infinito de colores. Por tanto, la
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codificacién en este caso funciona en tres fases, que describimos a continuacidén
informalmente.

En una primera fase permitiremos a la red construida evolucionar libremente
bajo la regla clasica de disparo, manteniendo la anotacién (0, ...,0) sobre todos los
tokens. Entonces, todo marcaje estable alcanzable en la red de partida podra ser
alcanzado también en la codificacién en esta primera fase. El paso de la primera
fase a la segunda fase puede ocurrir en cualquier momento, y éste se sefiala me-
diante la ocurrencia de una nueva transicién fin;, afiadida a la red construida.

En la segunda fase ya empezamos a anotar informacién sobre los tokens, aunque
solo se permite el disparo de transiciones que utilicen tokens con anotacién (0, ..., 0).
Entonces, los tokens generados por las transiciones disparadas en esta segunda fase
no pueden ser utilizados en nuevos disparos en esta fase. Simulamos asi la ejecucién
de un paso en la red original. La finalizacién de la segunda fase ocurrird cuando
se dispare una nueva transicién fins.

Finalmente, en la tercera fase ya se permite el disparo de transiciones de acuerdo
con la semantica introducida en la definicién 7.8, lo que incluye en particular la
utilizacién de todos los tokens producidos por las transiciones disparadas en las

fases anteriores.

Definicién 7.11 Sea N = (P, T, F, W, §, Mp) una Red de Petri Temporizada Mar-
cada con duraciones reales y # un instante real dado. Asociamos al par (N, 3)
una Red de Petri Coloreada Nj basada en la propia red N, pero sin tiempos,
Ny = (P, T, F', W', M{). De nuevo, los tokens de Nj estardn etiquetados por
tuplas (¢1,...,¢,) € IN*, donde n = |T'| y ;- () < B.

La red Nj se define como sigue:
P'=P U {p1, ps, p3}
T'=T U {finy, fina}
Fr=FU {(Pl,finl), (finl’p2): (pg,fiﬂ.z), (fin2=p3)}

i< { PO 1<
0 si P
My(p) = { fﬂp) SiZipl

Por supuesto, los tokens del marcaje inicial tienen como anotacién (0,...,0).
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La regla de disparo de la nueva red Nj se define como sigue:

El disparo de la transicién fin;, para i = 1,2 esta permitido cuando el lugar p;
esté marcado por un token. El disparo de dicha transicién produce un token sobre
el lugar p;41, €l cual va anotado con (0,...,0).

Sea entonces t € T con *t = {p1,...,pe} ¥y t* = {p},.--,D|}; ¥ sean W(p;,t) =
nj, para 7 = 1,...,k y W(t,p}) = my, para h = 1,...,1l. La transicién t estd
permitida bajo un marcaje M de Nj si y s6lo si estd permitida en el sentido clasico
(hay suficientes tokens para dispararla en sus lugares precondicién) y ademas se

cumple una de las siguientes condiciones:
- M(p)=1.

- M(py) =1,y Vj € {1,...,k} existen al menos n; tokens en el lugar p;

anotados con (0,...,0).

- M(p3) =1y el disparo de ¢ es admisible (para un cierto conjunto de tokens

sobre sus lugares precondicién) en el sentido de la definicién 7.8.

El efecto del disparo de t dependera de la fase en que nos encontremos, y de las
etiquetas de los tokens utilizados para su disparo (de nuevo representamos por

las etiquetas de dichos tokens):

- Si M(p;) = 1, entonces se sustraen de cada lugar p; los n; tokens conside-
rados, y se generan nuevos tokens sobre los lugares postcondicién (segiin la

regla clasica de disparo), todos ellos anotados con (0,...,0).

- Si M(p2) = 1y é(t) > B, entonces Unicamente se sustraen de cada lugar
p; los n; tokens considerados, no creandose nuevos tokens sobre los lugares

postcondicion.

- 51 M(p1) = 0 y 6(¢) < B, entonces se sustraen de cada lugar p; los n; to-
kens considerados, y se ahaden nuevos tokens sobre los lugares postcondicion
(segin la regla clasica de disparo), todos ellos anotados por ¢ = cj + x(1),

siendo ¢’ la etiqueta del token de C en la que se alcanza el maximo instante
de disponibilidad.

La notacién para representar la evolucién de Nj es la usual, M[t)sM’. c
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De nuevo, es posible codificar estas redes coloreadas mediante Redes de Petri

No Temporizadas con su semdantica ordinaria.

Definicién 7.12 Sea N = (P, T, F,W,§) una Red de Petri Temporizada con du-
raciones reales, 8 un instante real dado, Mo un marcaje inicial de N y Nj =
(P, T, F,W, My) la red coloreada asociada segin la definicién 7.11. Definimos la
red de Petri Nj = (P, 1", F",W", M} con la semdntica ordinaria de secuencias

de ocurrencia de la forma siguiente:

P”-_-PUP1 U LEJC Pc, siendoPcz{(p,c)IPEP}, P1={f1,f2, f3}

T"= ThU{(z,t,0)|teT,1<i<2, ze B{t)} U {{(z,t,3}|t € T, z € A(t)},
siendo A(t) definido como en la def. 7.9, Ty = {ry, r2}, y B(t) =
{UBrs s (P dseos (Bor )y iy k) [k =0, 1 S h < K,
1 <i< ny}, siendo 0 =(0,...,0),*% = {p1,..., 0}, 7; = W(pj,1),
para j € {1,...,k}
F = {(farrs), (riy firn) |1 = 1,2} U A{(fi, (=, 8,7)), (=, 8,9), fi) |1 = 1,2,3,
(z,t,1) € T"} U {(p,(z,t,2)) | (p,t) € F, (z,t,1) € T} U
{((z,t,4),p) | (t,p) € F, (=, 4,4) € T"} U {((p,0),(z,%,4)) |1 S i £ 2,
teT, (p0)€ B, (x,t,1) € T", 3k tal que (p,0) =z} U
{((@:£,1),(2,0)) | (8,0) € B, (z,5,1) € T, p € £} U
{((z,£,2), (p,c)) [ (pc) € P, (2,8,2) €T", 8(t) < B, pE€1°, ycesla
etiqueta obtenida tras el disparo de t bajo la configuracién de tokens z}
U{{(p,c),(z,£,3))|(p,c) € P., (z,t,3) € T”, Tk tal que (p,c) = 24} U
{((z,,3),(p, ) | (p,¢) € Pe, (z,t,3) € T”, p € 1*, y ces la etiqueta
obtenida tras el disparo de ¢ bajo la configuracién de tokens z}
(k16 = dl (b (@80 € P s = ((pischo). (0,,0)
conho € {1,...,n;}yg €{l,...,k}
W(t,p) sif=((z,t,1),(p,c)) V f=((z,t,12),p)
L Wp,t) sif=(p,(z,1,i))
' Mo(p) sip=p€PVyp =(p(0...,0)
Mg(p') =4 1 sip'=fi

0 en caso contrario

Wﬂ(f) — <

\
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Es relativamente sencillo, aunque si un tanto aparatoso y aburrido, probar que
Nj codifica efectivamente a la red N} (la demostracion sigue argumentos similares

a los utilizados en la prueba del teorema 7.2).

Definicién 7.13 Sea N = (P, T, F, W, §, My) una Red de Petri Temporizada Mar-
cada con duraciones reales, 8 un instante real dado y Nj = (P', T, F', W', M{) la

red coloreada asociada a /N segun la definicién 7.11.

1. Definimos el siguiente conjunto de marcajes de Nj
CM = {M|3M’ € [Mt)s, 3o = fin ... fing, M'[o)aM}

Nétese que por la forma de o el marcaje M’ debe cumplir en particular que
M'(p,) = 1. Los marcajes de C M son los marcajes de Nj que son alcanzables

al finalizar la fase 2.

2. Definimos la funcién ¢ : CM — M, siendo M el conjunto de marcajes de
N, de la forma siguiente: (M) = (M;, M;) siendo

- My(p) = M(p) = l{n(p,¢)|c € C = {(0,...,0)}}]

-Vt e T,t* # 0, Myt,6(t)) = n(t,x(p))/W(t,p), siendo p € t*.
Obsérvese que esta definicion no depende del lugar p € t* elegido, pues
MeCM.

-Vt €T, Vo < 6(t) My(t,0) =0

Esta funcién asocia a cada marcaje de C M un marcajede N, que corresponde
al marcaje que se obtendria en N disparando todas juntas las transiciones
(cuyo conjunto de lugares postcondicién sea no vacio) que estan en ejecucién
en M. Entonces (M) es el marcaje obtenido tras ese disparo, pero en el
mismo instante del disparo. En esta definicién la informacién de qué tran-
siciones estan en ejecucion se obtiene en base a las etiquetas asociadas a los
tokens de los lugares postcondicién. En concreto, una transicién ¢ habra sido
disparada si tenemos al menos W (¢, p) tokens con anotacién y(t) sobre cada
lugar p € t*. Evidentemente, esta informacién sélo puede obtenerse para
aquellas transiciones cuyo conjunto de lugares postcondicién sea no vacio.

Sin embargo, tal definicién es perfectamente licita, pues las transiciones en
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ejecucién en M que no tengan postcondiciones pueden verse como si hu-
bieran ocurrido en el ultimo momento de la fase 1. Queda asi correctamente
simulado su efecto, pues desaparecerfan en efecto los tokens correspondien-
tes a sus precondiciones, con lo que no podrian ser utilizados para disparar
las transiciones de la fase 2 que si tienen postcondiciones; mientras que el
tratamiento {vacio) que reciben sus lugares postcondiciones es el adecuado,

pues los mismos no existen.

3. Sea M € M. Consideramos el multiconjunto de transiciones R en ejecucién

en M,y el marcaje M de Nj inducido por M definido por

Mip)+ X R(t)-W(p,t) VpEP sip=peP
M(P,) = si p' = py
0 en caso contrario

estando todos sus tokens etiquetados por (0,...,0).

Definimos entonces la funcién ¢ : M — CM, de la forma siguiente:
(M) = M', siendo M| finy}yM', donde o € sec(R) (ver definicién 5.26).

Obsérvese que esta definicién no depende del o elegido en sec(R), pues las
transiciones disparadas en ¢ no usan tokens producidos por transiciones de

la propia o.

Esta funcién asocia a cada marcaje de NV un marcaje de Nj, obtenido dis-
parando secuencialmente las transiciones que se encuentran en ejecucion en
M partiendo del marcaje estable obtenido a partir de M anulando la eje-

cucién de las transiciones en H.

Teorema 7.4 Sea N = (P, T,F,W,6, My) una Red de Petri Temporizada Mar-
cada con duraciones reales, t € T', # un instante real dado y Nj = (P, T", F', W,
M) la red coloreada asociada a N segun la definicién 7.11.

Entonces ¢ es §-vivaen N siy s6lo si para todo marcaje M’ de Nj perteneciente
al conjunto C'M definido segin la Def. 7.13 existe un marcaje alcanzable desde M’,

M", que permite el disparo de t.
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Demostracién:

=: Supongamos que ¢ sea §-viva y sea M’ € CM. Entonces, el marcaje @(M’)
es alcanzable en N en un cierto instante. Es mas, este marcaje puede obtenerse
por el disparo del paso constituido por las transiciones (de T') de la secuencia &
proporcionada por la definicion de CM en ese mismo instante.

Como ¢t es por hipétesis -viva, existird un marcaje alcanzable en § pasos desde
w(M') (en N) que permite el disparo de t. La secuencia de pasos que nos conduce
a dicho marcaje en N puede ser ejecutada también (secuencializando los pasos} en
Nj desde el marcaje M’, lo que nos conduce a un marcaje M"” en Nj que permite

el disparo de ¢, tal como pretendiamos demostrar.

<: Sea ahora M un marcaje de N. Consideremos entonces el marcaje M’ =
#(M) € CM. Por hipdtesis, existe o tal que M'[c)qM”", con M"[t};. Ahora bien,
Jas transiciones de o pueden también ejecutarse en N desde el marcaje M (teniendo
en cuenta los instantes de disponibilidad de los tokens que utilizan), pues los tokens
producidos por las transiciones en ejecucién en M estan disponibles antes o a la
vez que en M’ (en Nj). Es decir, podremos encontrar un marcaje alcanzable en 3

pasos desde M que permite el disparo de ¢. a

Teorema 7.5 Sea N = (P, T, F,W, 6, My) una Red de Petri Temporizada Mar-
cada con duraciones reales, t € T, 8 un instante real dado que no sea combinacién
lineal con coeficientes enteros no negativos de las duraciones de las transiciones de
Ny Ny = (P,T, F',W’, M{) la red coloreada asociada a N segun la definicidn
7.11.

Es decidible si VM’ € C'M existe un marcaje alcanzable desde M’ (en Nj) que

permite el disparo de ¢.

Demostracién: Sea Nj la Red de Petri No Temporizada asociada a Nj (ver
definicién 7.12). Entonces consideremos la red Nj obtenida a partir de NJ, eli-
minando la transicién fins y el lugar ps. Los marcajes alcanzables de la red asf
obtenida son entonces los marcajes alcanzables en Nj en la fase 2.

Consideremos entonces el conjunto de marcajes {M3,..., M}} obtenido para
dicha red por aplicacién del teorema 2.3. Recordemos que este conjunto de mar-
cajes verifica que para cualquier marcaje alcanzable M’ en NJ' existe algtn 1 €
{1,...,b} tal que M’ cubre a M}.
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Entonces VM' € CM existe un marcaje alcanzable desde M’ (en Nj) que
permite el disparo de ¢ si y sélo si para todo ¢ € {1,...,b} existe un marcaje
alcanzable a partir de M en Nj que permite el disparo de i.

La implicacién directa de tal afirmacién es inmediata. Veamos la prueba del
reciproco:

Suponemos que para todo ¢ € {1,...,b} existe un marcaje alcanzable que
permite el disparo de t. Sea entonces M’ € C'M. Por definicién de CM existirdn
My o= fin,... fin, tales que M[c)4M’. Sea entonces o' la secuencia obtenida
a partir de o cancelando el disparo de fin,, y sea M” dado por M[o")sM". El
marcaje M” basicamente coincide con M’ (sélo difiere en el marcaje de los lugares
1 Y P2), pero con la diferencia de que es alcanzable en la fase 2. Por tanto puede
ser alcanzado en la red Nj. Existe entonces un 7 € {1,...,b} tal que M" > Mp.
Por hipétesis, desde el marcaje M4 podemos alcanzar (en Ng) un marcaje que
permite el disparo de f. Por tanto, la secuencia de ocurrencia que nos permite
alcanzar dicho marcaje puede también ser disparada desde M”, pues M"” cubre a

Mj, y en consecuencia, desde M’ (pero ahora en Nj).

En definitiva, hemos reducido el problema a un nimero finito de problemas de

cubrimiento de marcajes, que como sabemos es un problema decidible. 0

Corolario 7.5 Sea N = (P,T, F,W, §, M) una Red de Petri Temporizada Mar-
cada con duraciones reales y # un instante real dado que no sea combinacién lineal

con coeficientes enteros no negativos de las duraciones de las transiciones de N.

Es decidible st N es S-viva. O

Teorema 7.6 Sea N = (P,T,F,W, §, My) una Red de Petri Temporizada Mar-
cada con duraciones reales y £ un instante real dado que no sea combinacién lineal
con coeficientes enteros no negativos de las duraciones de las transiciones de V.

Es decidible la propiedad de ausencia de §-bloqueos.

Demostracién: Vamos a considerar una variacién sobre la codificacién intro-
ducida en la definicion 7.8. En concreto, permitimos también el disparo de cualquier
transicién ¢ cuando Maz(C)+ 6(t) > 3, sélo que en este caso el tinico token gene-
rado es un token sobre un nuevo lugar exzcede. De esta forma, si dicho lugar esta

marcado es porque se ha disparado al menos una transicién que termina mas tarde
del instante 3.
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excede

Figura 37: Conexidn del lugar ezcede con las nuevas transiciones

Es de nuevo relativamente sencillo codificar esta seméntica con la semantica
ordinaria de redes no temporizadas.

Por definicién, un marcaje muerto es estable y no permite el disparo de nuevas
transiciones. De esta forma, un marcaje muerto alcanzable en tiempo 3 en N es
estable, y al trasladar el problema a la codificacién citada no obtenemos tokens
sobre el lugar excede. Por tanto, la propiedad de 3-bloqueo de la red N se reduce al
problema. de que la red construida (/Nj) pueda bloquearse por ausencia de tokens,
no por la restriccién semdntica introducida. Esto no se traslada evidentemente de
forma directa a un problema de ausencia de bloqueos en la red no temporizada
construida para simular esta seméantica ordinaria especial, dado que estas redes
terminan generalmente en bloqueos (salvo que haya transiciones auténomas).

Sin embargo, podemos afiadir una transicién ¢ conectada con el lugar ezcede
tal como se indica en la figura 37. Con esta transicién ¢ conseguimos que la red
no temporizada (que nos permite simular la semantica introducidaj no se bloquee
en cuanto aparezca un token con un instante de disponibilidad mayor que 3. En
consecuencia, si esta red se bloquea es porque ha aparecido un bloqueo antes del
instante 8, como querfamos. De esta forma, nuestro problema de ausencia de -
bloqueos lo reducimos a un problema de ausencia de bloqueos sobre una Red de

Petr: No Temporizada, que como sabemos es decidible. o



Capitulo 8
Bisimulacion

En este capitulo introduciremos la nocién de bisimulacién, que ha sido propuesta
para reflejar la semantica de una Red de Petri desde el punto de vista observacional.
Esto se hace de una forma indirecta, por medio de una nocién de equivalencia entre
Redes de Petri, que nos indica cuando dos redes son indistinguibles respecto de
dicho criterio. Como quiera que se trata de una nocidén de equivalencia "muy

fuerte” !

es de gran utilidad de cara a demostrar o que un sistema cumple las
propiedades mas usuales, por ser éstas preservadas por la bisimulacién. Para ello
bastaria obtener un sistema bisimilar con el de partida, sobre el que sea mas sencillo

comprobar dichas propiedades.

En concreto consideraremos en este capitulo la nocién de bisimulacion preser-
vando historias introducida en [RT88] bajo el nombre de bisimulacidn de estruc-
turas de conducta. En [Vog9l] se estudia esta nocién de bisimulacién bajo la
semantica de interleaving, demostrando la decidibilidad del problema de determi-
nar si dos redes son bisimilares. Nosotros extenderemos este concepto para cubrir

la semantica de pasos, que captura de forma mas explicita la concurrencia real.

En el capitulo siguiente definiremos el concepto de proceso temporizado y lo
relacionaremos con las secuencias de pasos temporizadas. Ello nos permitira exten-

der el concepto de bisimulacién preservando historias a las Redes Temporizadas.

1En el sentido de que es una nocidn de equivalencia verificada por “pocos” pares de redes, por
lo que preserva muchas propiedades.
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8.1 Procesos de Redes de Petri

Presentamos primeramente el concepto de proceso y las relaciones con la seméantica
de interleaving para Redes de Petri No Temporizadas (ver [Bes86]).

La definicidn de procesos requiere considerar un tipo especial de Redes de Petri,
las llamadas Redes de Ocurrencia, que se caracterizan por la ausencia de conflictos

y de ciclos.

Definicién 8.1 (Redes de Ocurrencia)
Una Red de Petri Ordinaria (B, E, F) se dice que es una Red de Ocurrencia sii

satisface las dos condiciones siguientes:
e Vbe B : |*b <1, || L1

e Vz,y€ BUE : (z,y)e Ft = (y,z) ¢ Ft
siendo F'* = |J {F*|n€ N, n # 0}

O

En las Redes de Ocurrencia los lugares representan condiciones y las transi-
ciones eventos. Las Redes de Ocurrencia expresan una dependencia causal entre
los eventos del sistema que se pone de manifiesto en la posibilidad de definir un

orden parcial global sobre la red.

Definicién 8.2 (Orden Parcial Asociado a una Red de Ocurrencia)
Sea N = (B, E, F) una Red de Ocurrencia. Sea el conjunto X = B U E. Definimos

el orden parcial < sobre X asociado a N de la forma siguiente:
<=

Igualmente definimos < = F*.

s inmediato comprobar que “<” es efectivamente un orden parcial. O

Definicién 8.3 (Cadenas y Anticadenas)

Sea (B, E, F') una Red de Ocurrencia y sea < el orden parcial definido anterior-
mente.

1. Se definen las relaciones li = (< U >), co = (X x X — li) U idx, donde
X=BUE.
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2. Se dice que ! € X es una cadenasii Vz,y € I, (z,y) € 1.

3. Se dice que I € X es una linea sii es una cadena maximal, es decir, ¥z €

X-UL3rel (z,2) ¢ 1.
4. Se dice que ¢ C X es una anticadena sii Vz,y € ¢, (z,y) € co.

5. Se dice que ¢ C X es un corte sii es una anticadena maximal, es decir,
Vz€X —¢,dz ¢, (z,2) € co.

6. Un corte ¢ se dice que es un B-corte sii ¢ C B.

Las relaciones Ii y co denotan, respectivamente, la causalidad y la concurrencia.
Las lineas vienen a ser los subprocesos secuenciales de (B, E, F'), mientras que los

cortes reflejan los estados posibles de (B, E, F).

Definicién 8.4 Sea N = (B, F, F') una Red de Ocurrencia, X = BU E,y (X, <)

el conjunto parcialmente ordenado asociado. Se definen:
I. Min(N)={z € X |*z =0}
2. Maz(N)={z € X|z* =0}

3. Para dos anticadenas ¢;,¢; C X, se define el intervalo entre ¢; y ¢; por medio
de

[01,62] = {ZEX|3$ Eclvay € Ca, $§ < Sy}
4. Sea A C X. Se definen

lA={yeX|[Izec A y<z}
TA={ze X |z € A z <z}
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8.1.1 Procesos de Redes de Petri con la Semantica de

Interleaving

Definicién 8.5 (Procesos)

Sea N = (S,T, F, My) una Red de Petri Ordinaria Marcada T-restringida. Sea
N'= (B, E, F') una Red de Ocurrencia,y p : B U E — S U T una funcién de
etiquetado.

El par m = (N, p) es un proceso de N sii satisface los siguientes axiomas:
1. Min(N') es un B-corte de N'.
2. p(B)S S, p(E)CT.

3. Ve € Ea Vs € 8, W(s,p(e)) = [p™'(s) N *e|, y W(p(e),s) = [P~ (s) N ey,
siendo W(f)=0,si f€ F,y W(f)y=1,s1 fe F.

4. Vs € S, Mp(s) = |p~1(s) N Min(N)|.

O

El axioma 1 establece que s6lo los lugares pueden ser elementos iniciales, y
ademads, los lugares iniciales no guardan relacién causal. El axioma 2 indica que
la funcidén de etiquetado relaciona lugares condicién de N’ con lugares de N, y
eventos de N’ con transiciones de N. Es importante precisar que la funcién p no
es necesariamente inyectiva, lo que significa que varios lugares condicién de N’
pueden corresponder a un mismo lugar de N, y que varios eventos de N’ pueden
corresponder a una misma transicién de N. La idea en este sentido consiste en que
cada token sobre un lugar s de la red de partida NV va asociado a un lugar condicidén
distinto de la red de ocurrencia N’, y que cada instancia de una transicién de la
red de partida {que pueda ser disparada de forma simultanea varias veces) lleva
asociado un evento diferente en la red de ocurrencia N’'. El axioma 3 refleja esta
idea, estableciendo que dados un lugar s y un evento e cualesquiera, existe un arco
desde s a la transicién asociada a e (resp. de la transicidn asociada a e a 8) en N
si y sélo si hay un dnico lugar condicidén que esté en la precondicién de e (resp.
postcondicidn) que esté asociado al lugar s en la red N'. Finalmente, el axioma 4
fija que los lugares condicién iniciales de N’ corresponden exactamente a los tokens

del marcaje inicial; es decir, para cada lugar marcado de la red NV y cada token
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Figura 38: Red de Petri V

a1 1 1 1 a2 21
OO -3

F2)) 63

Figura 39: Un proceso de la red N

sobre dicho lugar, se dispone de un lugar condicién asociado a dicho lugar en la
red N'.

Ejemplo 8.1 Consideremos la Red de Petri Marcada N = (5,7, F, M,) definida

de la forma siguiente (ver figura 38):

S = {a, b}
T ={z,y, 2}
F= {(aam)$ (Eab): (bay): (y:a')) (aaz)a (Z:b)}
Mo(a) =2, Mp(b)=0
y sea N' = (B, E, W) la red de ocurrencia siguiente (ver figura 39).

B = {a.l, az, a3, bl, bz, 53}
E= {31: i, 71, ZZ}
W ={(a1,21), (21,51, (b1, 31), (41, 0a), (a2, 21), (21, b2), (a2, 22), (22, b3)}

Entonces (N’,p) es un proceso de N, tomando p(a;) = a, p(b;) = b, p(z;) = =,
plyi) =y v p(z) = 2. =
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Dada una Red de Petri Ordinaria Marcada T-restringida N, podemos definir
un proceso especialmente simple asociado a N, de la forma siguiente: ng(N) =
({Bq,0,8), po), siendo By = {b;{s)|s € 5,1 < j < My(s)}, v po(b;j(s)) = s, Vs €
S, Ve {l,...,Mu(s)}.

NOTACION: Dado un proceso 7w = (N’,p), se suele denotar por *r al conjunto
Min(N'), y por 7* al conjunto Maz(N").

Definicién 8.6 (Isomorfismo entre Procesos)
Sea N una Red de Petri Ordinaria Marcada T-restringida, y sean my, w3, procesos
de N. Se dice que m y w2 son isomorfos, lo que se denota por m; = 7y, si y sélo

si existe una biyeccion £ : X; — X, tal que

1. Vz € Xy, pi(z) = p2(B(z))

2. Ve, e X, 01 S22 & 5(5’31) < 3(372)
d

Es de interés el poder relacionar los procesos de una Red de Petri con sus
secuencias de ocurrencia. La idea es que los marcajes que van siendo obtenidos
a lo largo de la ejecucién de la secuencia de ocurrencia corresponden a B-cortes
de la red de ocurrencia de un proceso compatible (en un sentido que mds tarde
precisaremos) con dicha secuencia. Ademas, el orden de disparo de las transiciones
en la secuencia de ocurrencia se corresponde con el orden parcial que guardan los
eventos asociados a dichas transiciones en la red de ocurrencia citada. Todo ello

se precisa en la siguiente definicién y en los teoremas posteriores.

Definicién 8.7 (Compatibilidad entre Procesos y Secuencias de Ocurrencia)

Sea N = (5,T, F, My) una Red de Petri Ordinaria Marcada T-restringida, = =
(N',p) un proceso de N,y o0 = Mot M, ... M,_1t, M, una secuencia de ocurrencia
de N. Sea I = {1,...,n} el conjunto de indices en . Entonces decimos que ¢ y

T son compatibles sii existe una funcién biyectiva pos : E = I tal que

1. Ve € E, p(e) = tpos(e) (la funcién pos da la posicién de la transicién asociada,

al evento e en la secuencia o).
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2. Ve,e' € E, e < &' = pos(e) < pos(¢’) (la funcién pos respeta el orden).

Teorema 8.1 Sea N = (S,T, F, M) una Red de Petri Ordinaria Marcada T-
restringida, 7 = (N’,p) un proceso de N y ¢ una secuencia de ocurrencia de N

compatible con # mediante una biyeccion pes. Se definen de forma recursiva
l. ¢g="*m
2. ¢ = (ci-1 —*(pos™'(1))) U (pos™'(z))*
Entonces
1. Vo€ I U {0}, ¢; es un B-corte de N'.
2. Yie I U {0}, Vs €S, M(s) =[p71(s) N ]
3. Vie I U {0}, [*r,c;] N E = {pos~(j)|j <i,j €I}

4, B = s
ieIH{o} ¢

Demostracién: Ver [Bes86). O

Definiciéon 8.8 Sea N = (S5,T, F, My) una Red de Petri Ordinaria Marcada T-

restringida.
1. Dada una secuencia de ocurrencia ¢ de N definimos

H(c) = {x | 7 es proceso de N compatible con o}

2. Dado un proceso 7 de N, definimos

Lin(n) = {o | & es secuencia de ocurrencia compatible con =}
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Teorema 8.2 Sea N = (5,7, F,My) una Red de Petri Ordinaria Marcada T-
restringida, y sea o = Mot M, ... M,,_1t, M, una secuencia de ocurrencia de N.
Entonces existe al menos un proceso 7 que es compatible con ¢. De hecho, todos los
procesos compatibles con o pueden construirse en la forma indicada en la siguiente

demostracidén, que en este caso, por su interés, incluimos parcialmente.

Demostracién: Cada uno de dichos procesos se construyen de forma inductiva
sobre el nimero de transiciones en ¢, comenzando con el proceso mo(N).

Supongamos entonces definido uno de ellos, m; = (N;, pi), y veamos cémo ex-
tenderlo de cara a obtener un proceso w;4y. Para ello, para cada s € *¢;;; se elige
una condicién b5(s) no elegida anteriormente, con b(s) € #! N p;'(s), y se adade
un nuevo evento e, con (b(s),e) € Fiyy, piyi(e) = tiy:. Ademds, para cada s € 1],
se aflade una nueva condicién ¥'(s), con pip (¥(s)) = 3, y (e,¥(3)) € Fipa.

Para cualesquiera z,y € B; U E; se hace: piy1(z) = pi(z), v (z,¥) € Fit1 &
(z,y) € Fi.

Esta extensién del proceso n; al w4 se denota como sigue:

tig1
T — M4l
Este razonamiento inductivo finaliza cuando 7 = n. Las demostraciones de
que los 7; estan bien definidos, de que son efectivamente procesos y de que to-
dos los procesos compatibles con ¢ pueden ser construidos de esta forma no son
excesivamente dificiles, aunque si muy aparatosas, por lo que se omiten. Pueden

encontrarse con detalle en [Bes86]. O

Una consecuencia inmediata del teorema anterior es la ausencia de unicidad en
la relacién de compatibilidad establecida entre secuencias de ocurrencia y procesos.
De la demostracién se concluye que cada forma de extender un proceso =; al si-
guiente m;y;, pasa por seleccionar un lugar b{s) de entre los varios posibles que
cumplan una cierta condicién (la idea intuitiva que hay detras es que la definicién
que hemos introducido de procesos es capaz de distinguir tokens), lo que al final
genera varios posibles procesos compatibles con una misma secuencia de ocurrencia.
Si pretendemos que se dé necesariamente dicha unicidad, hemos de restringirnos a
una clase adecuada de redes, para las cuales no exista tal posibilidad de eleccién.

Tal es el caso de las redes 1-seguras, en las que al disponer de a lo més un token
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en cada lugar, no podemos “seleccionar” un token particular a la hora de disparar

una transicién. Por tanto, tenemos el siguiente

Corolario 8.1 Sea N una Red de Petri Ordinaria Marcada 1-segura y sea o una

secuencia de ocurrencia de N. Entonces [z(¢)| = 1. o
El siguiente teorema nos proporciona el reciproco del anterior.

Teorema 8.3 Sea N una Red de Petri Ordinaria Marcada T-restringida, y sea

m = (N, p) un proceso de N. Entonces:

1. Existen enumeraciones (una al menos, pero en general varias) E = {e1,...,¢en}

tales que e; < ¢; = j < 1.

2. A partir de cada numeracién E de las anteriores, puede construirse (siguien-
do el procedimiento que exponemos en la demostracién) una secuencia de

ocurrencia diferente o compatible con .

3. Todas las secuencias de ocurrencia compatibles con 7 pueden construirse de

esta forma.

Demostracién: La obtencién de todas las susodichas enumeraciones es inme-
diata, teniendo en cuenta que < es un orden parcial, siguiendo el procedimiento
usual de obtencién de las ordenaciones topoldgicas inducidas. Sea entonces F
una ordenacién en los términos indicados. Se define la secuencia o, como sigue:
t; = p(e:), y pos(e;) = i, para 1 < 1 < n. Como F es una enumeracién se
concluye que pos es una biyeccidn, y que satisface las condiciones de la definicién
8.7. Ademas, se definen ¢y = *x, ¢; = (¢i—1 — *e;) U e!. No es dificil, aunque si

aparatoso, demostrar que:
1. Los ¢; son B-cortes.
2. P'rye]l N E={eg,...,en}, vy que®e; Ccim, para 0 <i<n.

3. 0 = Myt M, ... M, es una secuencia de ocurrencia de NV, siendo M;(s) =

lp~1(s) N &, para 1 < i < n.
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Los detalles de estas demostraciones pueden encontrarse en [Bes86], asi como
la prueba de que todas las secuencias de ocurrencia compatibles con 7 pueden

construirse en dicha forma. a

Definicién 8.9 Sea N = (5,7, F, My) una Red de Petri Ordinaria Marcada T-

restringida, sea # = (N', p) un proceso de N, y sea ¢ un B-corte de V. Definimos
1. | (¢, m) como la restriccién de = a los nodos | c.

2. T (e,7) como la restriccién de 7 a los nodos T .

]

Teorema 8.4 Sea N = (5,7, F, M) una Red de Petri Ordinaria Marcada T-
restringida, # = (N',p) un proceso de N y ¢ un B-corte de N. Entonces:

1. | (¢,m) es un proceso de N.
2. Vs €5, M(s) ={p~!(s) N ¢| es un marcaje alcanzable de N.
3. T {(c, ) es un proceso de la red marcada N = (S, T, F, M).

4. 51 oy = Moty My ... M, es una secuencia de ocurrencia de N compatible con
1 (e,®) y 02 = Mt M, ... M, es una secuencia de ocurrencia de N compati-
ble con T (c,7), entonces M = M,, y 0102 = Mot1 My .. . Mpti M, ... M/ es

una secuencia de ocurrencia de VN compatible con 7.

Demostracidn:
1. Es una comprobacién rutinaria de los axiomas que definen un proceso.

2. Se realiza un razonamiento inductivo sobre n = |E N [*r, |

Paran =0: ¢ =*m, y entonces basta aplicar el axioma 4 de la definicién de

proceso.

Para n > 0: Sea e un evento extremo de | (¢, n), es decir, un evento tal que
no existe ¢’ € EN[*r,¢], con e < €. Entonces, puede demostrarse que e* C ¢,

‘eNc=10,yquecd =(c—e") U?*eesun B-corte tal que | (¢, ) tiene n — 1
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eventos. Puede entonces aplicarse la hipétesis de induccién, obteniéndose

que el marcaje dado por
M(s)=lp'(s) N ¢|

es alcanzable en N. Basta entonces aplicar el axioma 3 de la definicién de

proceso para concluir que el marcaje M es alcanzable.

3. Es de nuevo una comprobacidén rutinaria, en la que se aplica el apartado 2

de este mismo teorema.

4. Basta considerar la igualdad M,(s) = |[p~1(s) N ¢|, que puede demostrarse
por induccion. La compatibilidad de o0 puede probarse por medio de la
funcién

posi(e) sie€ E N [Min(N),d
pos(e) = {

n + posz(e) en caso contrario

También es cierto el reciproco de este teorema.

Teorema 8.5 Sea N = (5,7, F, M) una Red de Petri Ordinaria Marcada T-
restringida, 7 = (N’,p) un proceso de N y o = Myt; My ... M, una secuencia de
ocurrencia de N compatible con ». Entonces, para todo n € IN, n < r, existe
un corte ¢, tal que o3 = Myt M;... M, es una secuencia de ocurrencia de N

compatible con | (¢n,7), ¥ 02 = Mutnyr ... M, es una secuencia de ocurrencia de
(5,T, F, M,) compatible con T (c,, ).

Demostracién: Basta considerar los ¢; del teorema 8.1. a

Las anticadenas que estan formadas inicamente por lugares condicién son sub-

conjuntos de B-cortes, lo queda reflejado en el siguiente teorema.

Teorema 8.6 Sea N = (5,7, F, M) una Red de Petri Ordinaria Marcada T-
restringida, # = (N',p) un proceso de N y ¢g una anticadena tal que ¢ C B.

Entonces existe un B-corte ¢ tal que ¢y C c.

Demostracién: Ver [Bes86]. =
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El teorema siguiente expresa la relacion existente entre la activacién concurrente

de transiciones y la relacién co.

Teorema 8.7 Sea N = (5,7, F, M) una Red de Petri Ordinaria Marcada T-
restringida y = = (N’, p) un proceso de N.

1. Si (e1,eq) € co, para €1,e; € E, entonces hay un marcaje alcanzable M de

N tal que p(e;) y p(ez2) son activables concurrentemente.

2. Si existe un marcaje alcanzable M de N tal que dos transiciones {1,t; (no
necesariamente distintas) son activables concurrentemente, entonces hay dos

eventos distintos e, ez tales que {e1,e2) € co, p(e1) = t1 y plez) = ta.

Demostracién:

1. Sea ¢p = *e; U *e;. Consideraremos el conjunto A = *x U [*m,¢o] U {V €
B|*Y C [*7,c0)}, vy tomaremos ¢ = {¥' € A|¥* N A = B}. Es relativa-
mente sencillo demostrar que ¢ es un B-corte. Sea M entonces el marcaje
correspondiente a c. Este marcaje es alcanzable en virtud del apartado 2 del
teorema 8.4. Como *e; U *e; Ccy *e; N *ex = B, es claro que ple;) v plez)

estan permitidas de forma concurrente.

2. Como M es un marcaje alcanzable, hay una secuencia de ocurrencia ¢ =
Mot\ M, ... 80 M,, tal que M,, = M. Entonces, ¢ es compatible con un pro-
ceso © = {N', p), tal que m* es un B-corte correspondiente a M. Ahora bien,
como t; y iz estdn permitidas concurrentemente bajo M, debe haber dos
eventos e; y ep, etiquetados con ¢, y t; respectivamente, tales que la secuen-
cia de ocurrencia ¢ = Mot] M/ ... Mt,M't;M" es compatible con un nuevo

proceso y (e, ez) € co.

a

8.1.2 Procesos de Redes de Petri con la Semdntica de

Pasos

Aunque la definicién de proceso la hemos hecho en el marco de una semantica

secuencial, también es posible considerar los procesos desde la perspectiva de una
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semantica de pasos. De esta forma, el concepto de proceso no sufre variaciones
mientras unicamente consideremos redes finitas, que es nuestro caso, si bien, si
hemos de introducir un nuevo concepto de compatibilidad entre un proceso y una

secuencia de pasos.

Definicién 8.10 (Compatibilidad entre Procesos y Secuencias de Pasos)

Sea N = (S5,T, F, M;) una Red de Petri Ordinaria Marcada T-restringida, = =
(N',p) un proceso de N y ¢ = MR, M, ... R, M, una secuencia de pasos de V.
Se dice que o y = son compatibles si y solo si existe una funcién suprayectiva

pos : B — {1,...,n}, tal que:
1. Vte T, Vi€ {1,...,n}, |pos™1(z) N p~1(t)| = Ri(t)
2. Ve, € E, e < € = pos(e) < pos(e)

0

Teorema 8.8 Sea N = (S,T, F, M) una Red de Petri Ordinaria Marcada T-
restringida, # = (N, p) un proceso de N,y ¢ = MpR;M; ... R, M, una secuencia
de pasos de N compatible con 7 a través de una funcion pos. Se definen recursi-

vamentie:

1. C0=.7T

Entonces:
1. Vi€ {0,1,...,n}, ci es un B-cortey Vs € S : M;(s) = [p~1(s) N «il-

2. Pl N E= U posTi(j)

i<
3. B= U
i€{0,...,n}
Demostracién: Similar a la del teorema 8.1. a

Definicién 8.11 Sea N = (5,7, F, My) una Red de Petri Ordinaria Marcada T-

restringida. Se definen:

1. ZIi(c) = {7 |7 es compatible con o}
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2. Step(n) = {o|o es compatible con =}

O

Teorema 8.9 Sea N = (5,7, F, My) una Red de Petri Ordinaria Marcada T-
restringida y ¢ = MoFR1 M, ... R, M, una secuencia de pasos de N. Podemos
asociar a ¢ un proceso 7 compatible con ella. De hecho, todos los procesos com-
patibles con ¢ son los que pueden ser construidos de la forma indicada en la

siguiente demostracién.

Demostracién: Construiremos los procesos en cuestién de forma inductiva,
comenzando con mg = mp(N).

Una vez construido un proceso m;, el mismo puede extenderse a un proceso ;4
en la forma siguiente:

En primer lugar, para cada par z,y € B! U E! se toma: p;yi(z) = p:i(z), con
(m,y) € Fil+1 sil (m:y) € Fz'l'

A continuacidn, para cada transicién t;4.; € Riy se repiten los siguientes pasos

Rip1(tiy1) veces:

1. Se aflade un nuevo evento e y para cada s € *;,1 se elige un lugar condicién
b, € w2 Np;Y(s), diferente de los elegidos anteriormente, haciéndose p;;;(e) =
tiy1 y (bs e) € Fiyyp.

2. Para cada s € t},, se afade un nuevo lugar condicién ¥, y se hace: p;11(#,) =
s,y (e, ) € Fli1

Esta extension del proceso w; al w;;; mediante el disparo del paso R;y; se
representard como sigue:

Ry
Ti—pTi+1

La construccién anterior termina cuando ¢ = n. La demostracién de que los 7;
as{ obtenidos son procesos, y de que todos los procesos compatibles con ¢ pueden

construirse en esta forma, es similar a la del teorema 8.2. a

Teorema 8.10 Sea N = (S5,T, F, M) una Red de Petri Ordinaria Marcada T-
restringida y # = (N’, p) un proceso de N. Entonces hay una secuencia de pasos

o tal que 7 puede construirse a partir de o por medio de la construccién anterior.

Demostracion: Ver [Bes86). o
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8.2 eap-procesos

Una modificacién posible al concepto de proceso consiste en capturar de forma
directa en los eventos los pasos que van ocurriendo. De esta forma, obtendremos

lo que llamaremos procesos con eventos asociados a pasos o eap-procesos.

Definicién 8.12 (eap-procesos)

Sea N = (S,T, F, M) una Red de Petri Ordinaria Marcada T-restringida. El par
= = (N',p), siendo N’ = (B, E, W) una Red de Ocurrencia y p = (p1,p2) un par
de funciones de etiquetado p; : B — S, p; : E — B(T), es un eap-proceso

de N si y sdlo si se cumplen las condiciones siguientes:
1. Min(N’') es un B-corte de N'.
2. Vec E,Vse€ 5 :

2 pae)(t) - F(s,1) = |pr*(s) N %]

tepa(e)
2 pa(e)(t)- F(t,s)=[pr(s) N €|

tEpa(e)

siendo F(f) =1s1 f € F, y 0 en caso contrario.
3. Vs€8,: My(s) =|pr*(s) N Min(N")]
a

Veamos qué relacién guardan estos nuevos eap-procesos con los procesos ordi-

narios.

Teorema 8.11 Sea N = (5,7, F, My) una Red de Petri Ordinaria Marcada T-
restringida, y # = (N, p) un proceso de N. Entonces, # = (', 5), definido por
1 = pls, p2(e) = {p(e)}, Ve € E, es un eap-proceso de N.

Demostracién: Inmediata, lo Unico que requiere alglin comentario es la condi-
cién (2), que se obtiene como resultado de la condicién (3) de proceso normal, al
ser pa(e}(p(e)) =1, Ve € E. m

Veamos que podemos encontrar un reciproco.
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Definicién 8.13 Sea N = (5, T, F, My) una Red de Petri Ordinaria Marcada T-

restringida, y sea 7 = (N’,p) un eap-proceso de N. Definimos # = (N, $) como

= t LY t
egE tET,pQL(Je)(t)>U {61’ ’epz(e)(t)}

Por la condicién 2 de la definicion de eap-proceso tenemos para cada s € Sy

cada e € E: |pTi(s) N%e| = E( )pg(e)(t) -+ F(s,t).
tepa(e
De ahi concluimos que para cada t € pa(e), t € s* existe un conjunto de lugares

{65, -, 8 ey} € P (8) N *e. De hecho se tiene:

(s} N *e = B,...
i (s) e e 00 pa(e)(t) )

Por Io tanto, podemos definir una biyeccidn ¢, .(b}) = €.
Andlogamente, para cada s € 5, cada e € E y cada t € *s, t € p2(e) existe un

conjunto de lugares {5, ..., &;Jg(e)(t)} C prl(s) N e, tal que:

-1 . __ i it
pr(s)net= :em(g,:e's {615+ B}

Entonces podemos defirir una biyeccion @, .(b%) = el.
Definimos entonces F' como sigue:

F=F, U F, siendo:

A= U U U {8 e(85)) |5 =1,...,pa(e)(t)}
} el s€8,p; L(s)n®e#d tEpale),t€s* R R
F2 = U U U {((I)-%B(b;):b;) |.7 = 1,...,p2(6)(t)}

e€E  se5,p7 (s)net#0  tEp2(e), tE%
B(b) = p1(b), Vbe B
plet) =t, Vel € E.

La comprobacién de que # es efectivamente un proceso es sencilla. El tnico
punto que requiere algiin comentario es la prueba de que F'(s, 5(et)) = |57 (s)N*e],
F(p(ef),s) = |p71(s) N ei*], Vel € E,¥seS.

Si (s,B(e})) € F, entonces (s,t) € F. Sea el evento e € E desde el que se
obtiene el e!. Entonces tenemos ¢ € s* N py(e). De ahi, por la definicién de F
tenemos un tnico bt tal que (b%,€!) € F.

Si, por el contrario, (s,p(e}))} ¢ F, entonces §~!(s) N *e} = @, porque en caso
contrario, existird & € 71(s) N *ef, y por tanto, (s,t) € F, lo que contradice la
b

et), s) se razona de forma andloga. O

hipdtesis de partida. Para (f(e}
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En la siguiente definicién, dado un eap-proceso 7, la extensién en un paso a =’
se hace de la forma usual, ahadiendo en este caso un tnico evento correspondiente

a dicho paso.

Definicién 8.14 Sea N = (5,7, F, M,) una Red de Petri Ordinaria Marcada T-
restringida, y sea v = (N',p) un eap-proceso de N, con N’ = (B,E,W). Sea R
un multiconjunto de transiciones. Decimos que 7 puede ser extendido por R siy

solo si Vi € Ry Vs € *t existen b}, ..., 5] py € 7* tales que pi(b];) = s, para todo
j€{l,...,R@®)}.

Decimos entonces que 7' es una eztensién de m por R, lo que denotamos por

wieapvr’ , i se verifican las condiciones siguientes:
x' = (N",p"), siendo N" = (B",E",W"), donde
B'"=B U {b,,...,b5p |t € R, s €1}
E'=FEU {CR}
W"=W U {(b];,er) |t € R, s €, 1< < R(t)}U
{(er,bi;) |t € R, s €t*, 1 < j < R(¥)}
" p2(e) sie##en
p3e) = .
R sle=epg
B p(b) sibe B
(b) = N
8 sib=1"8;
Veamos que 7' es efectivamente un eap-proceso:
o Min(N") es un B"-corte de N”, pues Min(N") = Min(N'),y B C B".
s Yeec B Vse 5§ :

2 pi(e)(t)- F(s,t) = [p"7'(s) N *e|

2
teEpy(e)

Si e # ep, al ser * un eap-proceso, esto se obtiene inmediatamente. Si, por

el contrario, e = eg, entonces dado s € § tenemos:
pnl—l(s) N *eg = {b:’l,. .. ’b:,R(t) |t €s' te R}

Es decir, en total hay ) R(t) elementos, expresién que coincide con
tEs®

2 pi(er)(t) - F(s,t), pues pj(er) = R.

t€pl(er)
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La ecuacién dual correspondiente a las postcondiciones se prueba de idéntica

forma.

e Vs e85 1 Mp(s)=Ip{(s) N Min(N")|.

Es inmediata, teniendo en cuenta que 'p’l’ |Min(vy = Pilminyy ¥ que
Min(N'}y = Min(N").

El teorema siguiente nos permite relacionar los eap-procesos con los procesos
normales. En él denotamos por ¥ la funcién que a cada eap-proceso le asocia el

proceso definido en la Def. 8.13. .

Teorema 8.12 Sea N = (5,7, F, Mp) una Red de Petri Ordinaria Marcada T-
restringida, R un multiconjunto de transiciones y = un eap-proceso de N.
Entonces el diagrama de la figura 40 es conmutativo (salvo isomorfismo de

procesos).

Demostracién: Aplicando /£ con la semantica eap primero y luego ¥ obtenemos
# = ((B', E', F"),7'), que vendrd dado por:

B'=B"=BU (b, .., bipylteT,sct)

E’—-_- t,..., t,u = t,..., tu
b teT,:LéJpg(e) ten o ehyaen} e85 (en) teT,tLEJp’z’(e) ten o ey
Fr=y U U {8 el =1,...,pie)t)} U

eEE"  5€8,p" P (s)ni%etd  tEPY(c),tEs*

tEAY 5 =1,... plle)(t
e€E" 55,77 (s)net#D  tEPY(e)(t), tE%s {(61’ 7)1 s> P (e)(t)}

1
7'(b) = pi(b)
Pet)=t, Vel € B

Sea ahora #' el proceso obtenido aplicando en primer lugar ¥ y luego la
semantica de procesos clasica. Bajo dicha semaéntica para cada instancia {; de
una transicién ¢ € T se crea un nuevo evento €}(t), y para cada lugar s € t} se crea

un nuevo lugar b;(¢, s).

Entonces, 7’ es como sigue:
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Figura 40: Diagrama conmutativo

B'=B U {b(t,s)|te R, s€t*,1<j<R(#)}
E'=FEu{et)|te R 1<j<R(t)}=

EEJE tET.tLépz(e) {&h - emt Y {ei(t) [t € R, 1 <5 < R(t)}

Fr=F u {(b;t,s),ei(t)) |t € R, s €%, 1< j < R(t)}U
{(ej(1),b;(t,8)) |t € R, s€t°, 1 <j S R(t)} =

2

EJE €S "‘L{) #0 t€p (L{ tes® {(b;"s’ é.tf) [7=1,....,p2(e)(t)} U
€ €S, py (s)N%e 2({e),i€s
U U U @515 =1,...,p(e)(t)} U

e€E se5,p7i(s)net#B tEpa(e), 1€’
{(b;(t,s),¢i(t)) [t € R, s €%, 1 <j < R()}U
{(ei(2),bi(t,8)) |t € R, s €% 1 <5 < R(t)}

M

Loy ) B(b) sibE bt s)
7(0) = { s si b = b;(t,s)

Ple;(t)) =t
P(E) =pe) =t

o~

Para ver que ¥ = #’ construimos la funcién

8:BUE —B UE

definida como sigue:

w
—_
1]
S R
—
[
—
ol
s
ek
=
5
=4}
1]
I
m
v

Es pesado, pero no dificil probar que 3 es biyectiva, que Vz € B'U £’ : p'(z) =
7(8(z)), y que V1,22 € B' U E' : 2, <p x5 51 B(z1) <# B(za).

Por lo tanto, 7' & #'. a
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11 . b
4

Figura 41: Dos Redes de Petri identificadas por la bisimulacién basada en inter-
leaving.

8.3 Bisimulacion P.H. para Redes 1-Seguras

En esta seccién presentamos la bisimulacién preservando historias, introducida en
[RT88] y estudiada por W. Vogler (ver [Vog9l]) para redes 1-seguras sin tran-
siciones internas, y una semantica de secuencias de ocurrencia. Posteriormente
extenderemos la misma a la semdntica de pasos y a redes n-seguras. El motivo
para no considerar transiciones internas es que cuando se admiten acciones inter-
nas la bisimulacién preservando historias deja de ser una congruencia con respecto
al refinamiento de acciones (reemplazamiento de una accién por un subsistema de
acciones), lo que hace que dicha nocién general resulte menos interesante.
Usualmente la bisimulacidn se define en términos de una semantica de interlea-
ving (ver definicién siguiente). Sin embargo, bajo dicha semdntica la bisimulacién
identifica sistemas que se diferencian en el nivel de concurrencia real que exhiben.
Por ejemplo, la bisimulacidén basada en interleaving identifica los dos sistemas de

la figura 41.

Definicién 8.15 (Bisimulacién Basada en Interleaving)

1. Siendo N = (5, T, F, Myp) una Red de Petri Ordinaria Marcada T-restringida,
% un alfabeto finito y A : 7 — ¥ una funcién de etiquetado, diremos que

la tupla (S, T, F, My, A) es un sistema etiquetado.

2. Sea X un alfabeto finito y Ny = (81, T, Fi, M}, M), Ny = (52, T3, Fa, MZ, X2)
dos sistemas etiquetados sobre . Se dice que N7 y N, son bisimilares si y

sélo si existe una relacidn p C [M]) x [ME) tal que:

(a) (Mg, ME)€p
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(b) Si (My, M) € p, entonces:

i. Vi, € Ty tal que Mt )1 M] existe un t; € T tal que M;[t) M3,
con (M, M}) € p, vy M(t1) = Aa(t2).

ii. Ytz € Ty tal que Myfta)o M) existe un t; € Ty tal que M, {t;) M},
con (M7, M}) € p, ¥y Ai(t1) = Xa(ta).

a

La bisimulacion preservando historias es capaz de capturar, aiin basada en la
semantica de interleaving, el grado de concurrencia real exhibido por un proceso,
lo que en particular permite distinguir las dos redes de la figura 41. De hecho,
nuestra primera aportacion al tema consistira en la prueba de que dicha nocién
de equivalencia no cambia aunque pasemos a definirla basada en la semantica de

pasos.

Comenzamos definiendo las estructuras de eventos (ver [Win86]).

Definicién 8.16 (Estructuras de eventos)

Sea ¥ un conjunto infinito (alfabeto de acciones). Una estructura de eventos sobre
el alfabeto ¥ es una tupla ev = (F, <, #, A), siendo £ un conjunto (congunto de
eventos), < una relacion de orden parcial sobre E (relacidn de causalidad), # una
relacién simétrica y no-reflexiva sobre E (relacidn de conflicto) y A una funcién de
etiquetado A : E — L.

La relacién de causalidad se interpreta en la forma siguiente: si e < ¢/, con
e # €', entonces la ocurrencia de e es una precondicién necesaria para que ocurra

e'.

En consecuencia, usualmente se impone la siguiente restriccién (principio de
causa finita):

Vee E [{e € E|e/ <e}{ < oo

El motivo de incluir esta restriccién es que suponemos que en un intervalo de
tiempo limitado sélo pueden ocurrir una cantidad finita de eventos, por lo que
jamas podran ocurrir eventos con una cantidad infinita de causas.

La relacion de conflicto indica que cuando se tiene e#e’, a lo largo de una
historia sélo puede ocurrir uno de ellos. Con respecto a esta relacién se impone

también usualmente el denominado principio de conflicto hereditario:

Ve, e' e efe N e <e' = efe”
b} 1 —
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El motivo de incluir esta restriccién es que al ser ¢’ una precondicién necesaria de

H

e”, si se resuelve el conflicto entre e y €’ ejecutando e, entonces e” ya no podra

ejecutarse.

Una estructura de eventos ev se dice que es una estructure de eventos libre de
conflictos sii Ve,e’ € E : -efte’. En tal caso omitiremos (por innecesaria) la

relacién de conflicto. O

Definicién 8.17 (Isomorfismo entre Estructuras de eventos libres de conflictos)
Diremos que dos estructuras de eventos libres de conflictos evy = (Ey, <1, A1), eva =

(Eq, <2, A2) son isomorfas (ev; = evq) sii existe una biyeccidn
B:E — E
tal que:
L. Ve € Ey : Mer) = A2(B(e1))

2. Vey, e2 € By, 1 €1 <4 €3 51t Bler) <o Bler)

Definicién 8.18 (Estructura de Eventos Asociada a un Proceso)
Sea N = (8,7, F, My, ) un sistema etiquetado T-restringido y sea 7 = (N', p),
con N' = (B, E, F'), un proceso de N. Se define la estructura de eventos asociada

a = de la forma siguiente:

6'0(71') = (E, <r IEXE:A OPIE)

Evidentemente, como los procesos son redes de ocurrencia, estdn exentos de
conflictos, y por tanto, esta estructura de eventos es una estructura de eventos

libre de conflictos. 0

Definicién 8.19 (Bisirnulacidn Preservando Historias)

Sea I un alfabeto finito y sean N; = (8;, Ty, Fi, M, X;), con 7 = 1,2 dos sistemas
etiquetados sobre ¥ T'-restringidos. Un conjunto R de triples (1, 72, f), con m;
un proceso de /Ny, 73 un proceso de Ny y f : ev(m) — ev(w) un isomorfismo
entre estructuras de eventos exentas de conflictos, se dice que es una bisimulacion

preservando historias para Ny y N, si y sélo si se cumplen las condiciones siguientes:
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1. (mo(Ny), mo(Ny),0) € R.

2. Si (1,70, f) € R, ym 7} (esta nocién de extensién de procesos por
transiciones fue introducida en la prueba del teorema 8.2), entonces existen
ty € Tz, T, f', tales que 73 33 =, (75,75, ) €ER, Y Fllevim) = f-

3. Simétricamente, si (1, s, f) € R, y 72 23 }, entonces existen ¢, € T4, 7,

¢
tales que m, = 7], (71,75, f) € R, ¥ Flev(m) = f-

Si existe una bisimulacién preservando historias para Ny y N,, se dice que éstas

son bisimilares preservando historias. o

Con esta definicién, los procesos vienen a ser estados del sistema. La restriccién
impuesta a los triples que forman una bisimulacién indica que si 7, y w5 son dos
procesos relacionados, entonces sus estructuras de eventos asociadas son isomorfas
(via f). La condicién (1) establece que los estados iniciales de ambos sistemas
estan relacionados, mientras que las condiciones (2) y (3) garantizan que si un
sistema puede evolucionar ejecutando una transicién asociada a una cierta accién
a, entonces el otro puede ejecutar otra transicidn, asociada a la misma accién a,
de modo que los procesos resultantes estdn relacionados.

Al trabajar sobre procesos cuyas estructuras de eventos son isomorfas se con-
sigue capturar el orden parcial de eventos, con lo que se captura el nivel de concu-

rrencia real exhibido por un proceso.

En [Vog91], Vogler ha probado que el problema de determinar si dos sistemas
etiquetados 1-seguros son bisimilares preservando historias es decidible. No es
ésta una cuestién inmediata, pues ain cuando el nimero de posibles marcajes sea
finito, no lo es sin embargo el sistema de transicién que aparece implicitamente en la
definicién de bisimulacién preservando historias. Para resolver el problema Vogler
introduce el concepto de marcaje ordenado, que captura en sus tokens el orden
de generacién de los mismos; con esta informacién es posible definir una nueva
relacion que llamaremos OM-bisimulacidn, que sera equivalente a la bisimulacién

preservando historias.

Definicién 8.20 (Marcajes Ordenados)
Sea N = (5,T, F, My, M) un sistema etiquetado 1-seguro (lo que nos permite iden-

tificar un marcaje con un subconjunto de lugares). Un marcaje ordenado de N
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es un par (M,<), donde M C S, v < es un preorden (es decir, es una relacién
reflexiva y transitiva) sobre M.

El marcaje ordenado inicial se define como sigue:
mzt(N) = (Mo,Mg X Mu)
El conjunto de marcajes ordenados se denota por OM(N). O

Definicién 8.21 (Evolucidn de Marcajes Ordenados)

Sea N = (5,T, F, My, \) un sistema etiquetado 1-seguro, M, M’ marcajes de NV,
y t € T tal que: M{t)M’. Entonces, si (M, <) es un marcaje ordenado, decimos
que t estd permitida bajo dicho marcaje ordenado, lo que denotamos de la forma
siguiente: (M, <)[t). El disparo de t en tales circunstancias genera el marcaje
ordenado (M’, <'}, donde <’ esta definida como sigue: Vs,s' € M’, s <' &' siy sélo

si ocurre una de las tres condiciones siguientes:
-8,8eM—-*tAs<s,06
-SEM-12t, et Ads" et tal ques < $", 06
- 8,8 et

Es inmediato comprobar que la definicién es correcta, es decir, que <’ es un
preorden.
La extensién a secuencias de ocurrencia es inmediata, de forma que diremos que

un marcaje ordenado (M, <) es alcanzable sii existe una secuencia de ocurrencia ¢

tal que init(N)[e (M, ). g
A continuacién vamos a relacionar los marcajes ordenados con los procesos.

Definicién 8.22 Sea N = (5,7, F, Mo, A) un sistema etiquetado 1-seguro, 7 =
(N',p) un proceso de N y (M, <) un marcaje ordenado. Decimos que (M, <) es
generado por el proceso #, y lo eseribimos init(N)[x)(M, <), sii p es una biyeccidn
entre 7* y M, tal que Vb,¥ € n* tenemos p(b) < p(¥) & be’m V (*b,° # P A*b <,
o). O

Teniendo en cuenta que para todo proceso la aplicacidn p es inyectiva sobre 7°,
que p(7*) es un marcaje alcanzable, y que <, es un orden parcial, es sencillo ver

que para todo proceso w, el marcaje ordenado (M, <) existe y es dnico.
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El siguiente lema nos dice que la definicién de marcaje ordenado es coherente

con la definicién introducida de evolucién de marcajes ordenados.

Lema 8.1 Sea N = (5,7, F, My, A) un sistema etiquetado 1-seguro, = un proceso
de N, t €Ty (ML), (M, <) marcajes ordenados tales que init(N)[m){M, <).
Entonces, (M, <)[t)(M’',<") si y sdlo si existe un proceso 7’ tal que # 5 n' y
init(N)[=") (M, <.

Demostracién: Ver [Vog91]. o

Definicién 8.23 (OM-bisimulacién) .
Sea ¥ un alfabeto finito, y Ny = (5, Th, Fi, M}, M), N = (S, Ta, Fy, M2, A2) dos
sistemas etiquetados sobre ¥ l-seguros. Una relacién B C OM(N;) x OM(N2) x

P(S: x S2) es una OM-bistmulacidn sii:
1. (init(Ny),init(N,), M} x M2) e B

2. 51 ((My, £4),(M2,<9),8) € B,y (M, <y)[t1)(M], <)), entonces existen t; €
Ta, v (M}, <%) tales que:

- Ai(t) = Aalts), (M, <o)[t2) (M3, <), de modo que para ' definido
de la forma siguiente: Vs, € M], Vs, € Mj, (s1,82) € @ sii (51 €
My = *ty, 52 € My — *t3, (51,82) € B) V (81 € 11, s2 € t3) se tiene
(M1, <), (M3, <5), B') € B.

- V81 €1y ds] €%y, sy € *ty, tales que 53 <y 8], y (s7,55) € B.

- Vg € *ty dsfh € *y, 8] € *11, tales que so <o 85, y (87,55) € 5.
3. Simétrico a 2, intercambiando los papeles de Ny y N,.

Si existe una OM-bisimulacién para N; y N;, se dice que éstos son OM-

bisimilares. O

La condicién (1) establece que los marcajes ordenados iniciales deben estar
relacionados, y que todos los tokens de dichos marcajes iniciales estan relacionados
entre si. Las condiciones (2) y (3) establecen que si un sistema puede evolucionar
ejecutando una transicién asociada a una cierta accién, el otro puede ejecutar

otra tramsicion asociada a la misma accién, quedando los tokens producidos por
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ambos disparos relacionados a través de la correspondiente relacién ', y estando
los tokens consumidos no necesariamente relacionados de una forma directa, pero
si verificdindose que cada token consumido por ¢; preceda a algin token relacionado
con un token consumido por {9, y viceversa.

Seguidamente presentamos el resultado central de esta seccién, debido a Vogler,
que establece la equivalencia entre la bisimulacién preservando historias y la OM-

bisimulacion.

Teorema 8.13 Sea T un alfabeto finito y sean N, Ny dos sistemas etiquetados

sobre ¥ l-seguros. Entonces, Ny, NV, son bisimilares preservando historias sii son

OM-bisimilares.

Demostracién: Ver [Vog91]. a

Corolario 8.2 Es decidible si dos sistemas etiquetados 1-seguros son bisimilares

preservando historias.

Demostracién: Es una consecuencia inmediata de que la bisimulacidn preser-
vando historias sea equivalente a la OM-bisimulacién, pues el nimero de elementos
posibles de una OM-bisimulacion es finito, asi como las posibles OM-bisimulaciones

entre dos redes cualesquiera. o

8.3.1 Bisimulacién P.H. bajo la Semadantica de Pasos

Veremos en esta breve seccién que la extension a pasos de la bisimulacidn preser-
vando historias no supone ninguna variacién con relacién a la nocién basada en la
semantica ordinaria. Evidentemente, en el caso que nos ocupa, al estar restringi-

dos a redes l-seguras, los pasos s6lo pueden ser conjuntos de transiciones, y no

multiconjuntos.

Definicién 8.24 (Bisimulacién Preservando Historias bajo la Seméntica de Pasos)
Sea ¥ un alfabeto finito y Ny, N, dos sistemas etiquetados sobre ¥ 1-seguros. Un
conjunto R de triples de la forma (mq, 72, f), con 7; un proceso de Ny, m2 un pro-
ceso de Ny, y f : ev(m) — ev(w2) un isomorfismo entre estructuras de eventos
exentas de conflictos, se dice que es una bisimulacidn preservando historias para

la semdntica de pasos sii se satisfacen las condiciones siguientes:
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L. (mo{N1), mo(N2),0) e R

2. Si(m,m, fER, 7y ™ E‘rp 7 para un cierto paso R; en 7 (la extension de
procesos por pasos fue infroducida en la prueba del teorema 8.9), entonces
existe un paso R; en T3, y existen 7}, f’, tales que m; E%p wh, (11,75, f') € R,
y fllev(m) = f.

3. Si (m,m2,f) € R, y 72 E%p 75 para algun paso R, en T3, entonces existe
un paso R; en Ti, y existen 7}, f’, tales que m I—{-i,, 7, (7,75, fYER, y

f’|cv(1r1) = f

Si existe una bisimulacién preservando historias bajo la seméntica de pasos para
N; y Ng, se dice que éstas son bisimilares preservando historias con la semdniica

de pasos. a

Teorema 8.14 Sean N;, N, dos sistemas etiquetados 1-seguros. Entonces Ny, N,
son bisimilares preservando historias con la semantica de secuencias de ocurrencia

sii son bisimilares preservando historias con la seméantica de pasos.

Demostracién:

=: Supongamos que N, N, son bisimilares preservando historias con la seman-
tica de secuencias de ocurrencia. En ese caso, existe un conjunto de triples R
que cumple las condiciones de la definicién 8.19. Veamos que el mismo conjunto
R es también una bisimulacién preservando historias con la semdntica de pasos.
Para ello, sea (my, 72, f) € R, y sea un conjunto de transiciones R, C Tj, tal que
Ty ﬂp 7. Es claro que podemos disparar las transiciones de R; en secuencia,

dando lugar a una serie de procesos intermedios:

t1,1 t12 ’
T — M ...M

L]

Como N; y N, son bisimilares preservando historias para la semantica de se-
p P

cuencias de ocurrencia, para cada t;; existe una ¢, una funcién f; y un proceso

7o, tales que:

tz,1 2,2 '
Ty —* W21 — ...Ty

Hemos de probar entonces que el conjunto de transiciones ,; puede ser dis-
parado en un nico paso en N3, o lo que es lo mismo, que sus precondiciones son

dos a dos disjuntas, pues no olvidemos que trabajamos en redes 1-seguras.
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Para ello procedamos por reduccién al absurdo. Supongamos que existen i
¥ t2,;, con 7 < j (de hecho podemos suponer que j es el menor indice para el que
ocurre esto) y un lugar s tal que s € *t3; N*ty j; sea b;(s) el lugar condicién asociado
a $ en 7y .1, utilizado para extender dicho proceso, y b;(s) el correspondiente en
T2,i-1-

Sea entonces e;; el evento asociado al disparo de la transicion t;; en my;
(prier,s) = t1,i), y sea ey; €l evento asociado al disparo de la transicién #;; en
71,; (P1.j(e1,;) = t1;). Sea ademas eq; = f;(eq,i), el evento asociado a #5; en ma;, ¥
e2; = fi(e1,;), el evento asociado a t3; en 72 ;.

Entonces concluimos que ez; —* b;(s), pues el disparo de iy ; requiere que el
lugar s recupere el token que pierde al disparar t;;, lo que necesariamente implica
la existencia de un circuito en la red N, que involucra al lugar s.

De ahi, e2; <», €3, ¥y teniendo en cuenta que f; es un isomorfismo: €, ; <, €1,
lo que es absurdo pues eso implica que ¢;; necesita algin token producido como

efecto de £, ;.

< : ]Inmediata. a

8.4 Bisimulacién P.H. Para Redes n-Seguras

Nuestro objetivo en esta seccién es extender los resultados de las anteriores a
redes n-seguras. En efecto, es posible demostrar que la bisimulacién preservando
historias sigue siendo decidible para redes n-seguras. Para ello vamos a seguir una
argumentacién similar a la utilizada en la seccién anterior. Comenzaremos por
tanto probando la decidibilidad con la semantica de secuencias de ocurrencia, para
después extender el resultado a la semantica de pasos.

En la siguiente definicién extendemos el concepto de marcaje ordenado a redes

n-seguras.

Definicién 8.25 Sea N = (5,7, F, My) una Red de Petri Ordinaria Marcada n-

segura T-restringida.

1. Para cada s € S se define el conjunto de posibles tokens del lugar s de la

forma siguiente:

TOK, = {(i,5)]1 < i < n}
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2. Se define el conjunto de tokens de toeda la red de la forma siguiente:

TOK = | TOK,
seSs

3. Un marcaje ordenado de N es un par (M, <), donde M C TOK verifica la

restriccién
VseS, ((i,s)EMAj<i)=(j,s)eM
y SCTOK x TOK es un preorden.
El conjunto de marcajes ordenados de N se denota por OM(N).
Para cada s € S definimos M(s) = {(i,$)]|(,s) € M}. Ademds, decimos
que (M, <4) = (M, <3) 2 si y sélo si para todo s € S se tiene |[M,(s)| =
[M2(s)| = r, y existe una biyeccién x, : {1,...,7s} — {1,...,7,} tal que:
Vs,s'e S, Vie {l,...,r,},Vi€{1,...,ra} :
(4,8) <1 (5, 5") sli (xs(2), 5) <2 (x2(7), 5)
4. Dado un marcaje ordenado (M, <) de N, se define el marcaje asociado M
como sigue M(s) = [M(s)l, Vs € S.

5. Se define el marcaje ordenado inicial de la forma siguiente:
init(N) = (Mo, <o)

siendo My(s) = {(3,s)|1 < i < Mo(s)}, vy <o= My x Mp. Es inmediato
comprobar que <g es efectivamente un preorden, y que el marcaje asociado
es M.

Definicién 8.26 (Evolucién de Marcajes Ordenados)

Sea N = (5,T, F, My) una Red de Petri Ordinaria Marcada n-segura T-restringida,
(M, <) un marcaje ordenado suyo y t € T una transicién permitida bajo el mar-
caje asociado M, con M[t)M’. Definimos el marcaje ordenado asociado (M’, <')

siguiendo los pasos siguientes:

2Utilizamos el simbolo ”=" para denotar esta relacién de equivalencia, por el hecho de que

el noembre de los tokens, fuera de que se verifique la condicidn impuesta, no tiene ningin valor.
No obstante, y como quiera que en la prictica tendremos que escoger en cada caso una cierta
enumeracion, no pasaremos a trabajar formalmente con el conjunto cociente inducido, sino que
seguiremos hablando de los marcajes ordenados individuales.
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1. Para cada s € *¢ extraemos un token (elegido de forma arbitraria} del con-

junto M(s).

2. Para cada s € t* se aflade un nuevo token z, = (z,s) al lugar s, tal que

(,8) & M(s), definiéndose la relacién <’ como sigue:

(a) Si y,¥ € M, y < %', y no han sido eliminados en el primer paso,

entonces y <' ¢/,

(b) Si s,s' € t*, entonces z, <’ zy, para los tokens z,, =, ahadidos por
efecto del paso 2.

(¢) Siy € M, es un token no eliminado por efecto del paso 1, pero existe

y' € M tal que y < g, con ¥’ un token eliminado por efecto del paso 1,

entonces y <’ z,, para cada token z, afadido por efecto del paso 2.

3. En cada lugar en que sea necesario se renombran los tokens obtenidos para
respetar la restriccidon impuesta sobre la numeracidn que los identifica en

cada lugar.

Es inmediata la comprobacién de que <’ es efectivamente un preorden. Como
de costumbre, denotaremos el paso en cuestién con la notacién (M, <)[t)(M', <').
a

La definicién anterior es no-determinista, pues existen varios posibles (M’, <)
tales que (M, <)[t)(M’, <'), en funcién de los tokens elegidos en el paso 1.
- Pasamos ahora a estudiar la evolucién de las redes n-seguras basada en sus

procesos.

Definicién 8.27 Sea N = (S,T, F, M) una Red de Petri Ordinaria Marcada T-
restringida n-segura, 7 = (N', p) un proceso de N y (M, <) un marcaje ordenado

de N. Se dice que init{N)[r)(M, <) sii se cumplen las siguientes condiciones:
1. Vs S, [p~t(s) N =*f = M(s)
2. Existe una biyeccidn ¢ : m* — M tal que Vb € 7* : @(b) € M(p(b)).
3. Vb, ¥ € w*, (b) < (¥') sii ocurre una de las dos condiciones siguientes:

- b &€*r, 6 bien
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S b B g Ah <,
O

Proposicién 8.1 Sea N = (5,7, F, Mp) una Red de Petri Ordinaria Marcada
T-restringida n-segura. Entonces se verifica tnit(N)[mo(N))init(N).

Demostracion: Veamos que se cumplen las condiciones de la definicién 8.27.

1. Se verifica por definicién de proceso, y por ser mo(/V) un proceso.

2. Basta tener en cuenta que para cada s € S hemos considerado un conjunto
de My(s) condiciones, por lo que a cada una se le puede asociar un token de

forma univoca en My(s).

3. Inmediata.

]

Teorema 8.15 Sea N = (5,T, F, Mp) una Red de Petri Ordinaria Marcada T-
restringida n-segura, (M,<) y (M’,<’) marcajes ordenados, y # = (N',p) un
proceso tal que init(N)[z)(M, <). Entonces (M, <)[t}(M’, <') sii existe un proceso
7' tal que 7 -5 7/ e inat(N)[=) (M, <').
Demostracién: Veamos en primer lugar el sentido directo. Para cada s € *¢
tomamos M(s) = {zi,.. -3 Th1(s))}» donde zi es el token elegido para disparar 1.
Sabemos ademas que M(s) = [p~1(s) N m*|, y que existe una biyeccién ¢ : ©* —
M tal que Vb € 7*, p(b) € M(p(b)).

Sean entonces {3{,...,b3s(,} los lugares condicién de 7* asociados a s, y sea
en particular ¢~!(z}) = b, para un cierto j € {1,..., M(s)}.

Extendemos entonces 7 a #’ tomando para cada s € *t como lugar a extender el
lugar b? asi obtenido. Hemos de demostrar entonces que init(N )[®N(M’, <'); para

ello iremos comprobando cada una de las condiciones de la definicién 8.27.

1. Al proceso 7 le podemos asociar una secuencia de ocurrencia compatible
con €l, cuyo marcaje final es precisamente M, debido a la condicién (1) de
init(N)[x)(M,<). Como 7' es una extensién de 7 realizada manteniendo la
compatibilidad entre la secuencia de ocurrencia resultante y 7’, concluimos

por el teorema 8.1 que:

Vs €S, |p(s) N =" = M'(s)
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2. Definimos ¢’ : 7'* — M’ en la forma siguiente:

¢'(b)

_{ﬂ&sﬁéf

z, sibgn*, b= f);’, con f;j el lugar afiadido para cada s € t*

Es inmediato comprobar que ¢’ es biyectivay que Vb € B, ¢'(b) € M'(p'(b)).

3. Supongamos en primer lugar que b,8 € 7'*, con ¢'(d) <’ ¢/(b). Entonces

pueden darse los siguientes casos:

e ©'(b) y ©'(¥) son tokens relacionados por < no eliminados por el disparo

de ¢. En tal caso ¢'(b) = p(b) y ¢'(¥') = ¢(¥), y como ademds tenemos
init(N)[r)(M, <), obtenemos que ¢(b) < ¢(¥) implica que b € *r V
(b, 4 &°*r A *b <, W), lo que se traslada inmediatamente a 7.

w’'(d), ¢'(b') son tokens generados por el disparo de ¢. En tal caso ¢'(b) =
T, y ¢'(b') = z4, para ciertos lugares s,s’ € t*. Entonces es claro que
b & *n', pues b = ij para un cierto 7 y o = f)f; para un cierto k.
Como estos tokens han sido producides a la vez, ha de ocurrir que
'?)j = *by = {e}, con ?'(e) = t. De ahi, por ser <, reflexiva, obtenemos
e < e

©'(b) es un token no eliminado por el disparo de ¢, y ¢/(¥') es un token
generado por t, tales que ¢’(b) < ¥, para un token y’ eliminado con
el disparo de t. Entonces, ©'(8) = ©(b), e ¥y’ = z}, para un cierto
s € *t y un cierto h. Sea b" = o~ '(y’). Tenemos que ¢(b) < (b"),
e init(N)[r)(M, <), de donde obtenemos que b € °*x, o bien b, 0" &
*r, *b <, *b.

Si b € *m entonces b € *n’, con lo que ya acabarfamos. Si por el contrario,
b,b" & *1, entonces tenemos b, b’ ¢ *x’, pues ¥ no esté en *r’. Como y' es
eliminado por el disparo de ¢, 8" <, ¥, y por tanto, por transitividad,

*b < *b, como querfamos demostrar.

Reciprocamente, supongamos en primer lugar que b € *x’. Entonces para

probar que ¢’(b) <’ ¢'(¥) hemos de considerar los siguientes casos posibles:

o Si & no es un lugar condicién producido por el disparo de t, entonces

¢'(6') = o(b'), y de ahi, aplicando que init(N)[r)}(M, <), obtenemos
que ¢(b) < (). En consecuencia, ¢'(b) < ' (¥).
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e Sil = f:;, para un cierto j y un cierto s € t*. Entonces sea b” € "faj,
que estara en w*. Del hecho de que init(V)[r)(#, <), obtenemos ¢ (b) <
@(b"). De ahi, como ¢(¥") es el token consumido por el disparo de t,
por la definicién de <’ se concluye que ¢'(b) <' ¢/ (¥').

Finalmente, supongamos que b, ¥ ¢ *r', *b </, *V. En tal caso pueden

presentarse los casos siguientes:

o Si'(b) y ¢'(b') son ambos tokens generados por el disparo de ¢, entonces

por la definicién de <’ concluimos: ¢'(d) <’ '(¥).

e Si ¢/'(b) y ¢'(¥) no son ninguno tokens generados por el disparo de ¢,
entonces son tokens no consumidos, y b,% € w*. De ahi, ¢'(b) = ©(b),
y ¢'(¥) = o(¥). Se concluye entonces que @(b) < ('), y de ahi, por
la definicién de <’ (al ser tokens no consumidos) ’(b) < (V).

e Si ¢/(b) es un token no consumido por el disparo de ¢ y /(%) es un
token consumido por el disparo de ¢, entonces ©'(b) = @(b), con b € #°.
Entonces deben existir 4, b, tales que by € (*0)*, b2 € **V, by <; bs.
Entonces, como b y b; fueron producidos a la vez, se tiene: ©(b) < (b},
por definicién de <. Ahora bien, *b; <, *by, y b1,b; € 7*, por lo que
go(blj < (b;). Como < es transitiva concluimos que @(b) < @(b2),
y como b, es consumido para generar &, tenemos ¢'(b) <' ¢/(b), por

definicién de <.

Veamos €l sentido inverso del enunciado del teorema. Supongamos que existe
7 tal que m 5 ' y init(N){r')(M’, <'). Obtenemos en primer lugar M[t)M’ de
las propiedades de los procesos y por la condicién (1) de la def. 8.27.

Para cada s € * podemos elegir un token del conjunto M (s), pues M(s) > 1,
lo que se obtiene de la condicion {1) de la definicién 8.27 teniendo en cuenta que
la extensidén de 7 a 7’ requiere para cada s € *t un lugar condicién b(s) que esté en
7* N p~1(s). Elegimos en particular el token ¢(b(s)), y lo extraemos del conjunto
M(s).

En lo que a las postcondiciones hace referencia no hay problema alguno, pues
basta afadir los tokens correspondientes. Sea entonces (M’, <{) el marcaje orde-

nado asi obtenido, y veamos que <} coincide con <’
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Sea y <] y’. Ello puede darse de alguna de las formas siguientes:

- y £y, con y,y’ tokens no consumidos. Entonces se tiene

e i) eV (07 ), e M Y) €07 AT y) <t YY)

Como todo ello sigue siendo cierto en 7', concluimos que y <’ ¥, por tenerse

init(N) [y (M, <).

¥,y son ambos generados por el disparo de t. Entonces hemos de tener en
cuenta que el nimero de tokens generados por el disparo de ¢ es igual al
numero de lugares afadidos al pasar de = a 7', por lo que se puede establecer
una biyeccidn entre ellos. En base a esta biyeccidn podemos escoger los dos
lugares condicién asociados a y,y’, los cuales seran postcondicién del mismo

evento, y por tanto, de la condicién (3) en la def. 8.27, concluimos y <’ y'.

¥ es un token no consumido por el disparo de ¢, pero existe ¥ consumido por
el disparo de t tal que y < y”, e ¥’ es un token producido por ¢{. Entonces
tomamos para y’ el lugar condicidén correspondiente en 7’* (obtenido segin
el razonamiento del caso anterior), y como y < y”, aplicamos la condicién

(3) correspondiente a la definicién de init(N)[r)(M, <), obteniéndose

e y) € V (07 (), 0T (") €01 A e y) < T (Y)

Como y” es consumido por el disparo de ¢, tendremos ¢~ (y") <. ¢~ (y).
De ahi, por transitividad y por la condicién (3) de la def. 8.27 se concluye
y Sf yl‘.

Como de costumbre, la demostracién de que y <’ y* implica y <} ¢’ es dual de

la anterior. a

Del teorema anterior concluimos que la evolucién de marcajes ordenados me-

diante disparos de transiciones es coherente con la evolucién basada en procesos.

Definicién 8.28 (OM-bisimulacidn para Sistemas Etiquetados n-seguros)
Sea ¥ un alfabeto finito y N1 - (Sl,Tl,Fl,M&,)\l), N2 = (Sg,Tg,Fz,ﬂ/fg,/\g)

dos sistemas etiquetados sobre ¥ n-seguros. Denotaremos por TOK, y TOK,

los conjuntos de posibles tokens de Ny y N, respectivamente. Una relacién B
OM(N1) x OM(N,) x P(TOK, x TOK,) es una OM-bisimulacién para N, y N,

si y sélo si se cumplen las siguientes condiciones:
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1. (init(Ny), init(Ny), M} x M3) € B

2. S‘l ((Mlv Sl): (MQ: 52)) ﬁ) € B, y (Mls Sl)[tl)(M{a S;)a entonces existe t; €
T, y existe (M3, <}), tales que:

hd ’\l(tl) = ’\2(t2)’ (M%S?)[t?)(ﬂé’s—;)a y ((M{asi)a(Méisa%ﬂ’) € B:
para /' definido por:

V-’B1 = M{, VZEQ = Mé H (31,.’1.:2) S ﬁj sil

(a) 1 y z2 son ambos tokens no consumidos por el disparo de ¢, y 2
respectivamente y (z;,z2) € 8, o bien
(b) z; y z2 son ambos tokens generados por el disparo de ¢, y t; res-

pectivamente.

e Para todo token z; consumido por el disparo de ¢, existe otro token zi,
también consumido por ¢;, y existe un token z} consumido por t; tales
que 7, <y 2}, vy (2),25) € 5.

e Para todo token z, consumido por s existe otro token z5, tambien
consumido por %3, y existe un token z} consumido por i, tales que:

T S? maa Y (.’L‘;,&:’Q) < ﬁ
3. Analogamente a la condicién (2), intercambiando los papeles entre N, y Ny.
a
Definicién 8.29 Sea I un alfabeto finito, Ny = (51,11, F1, M¢, A1), N2 = (5,3, T,
Fa, M2, X2) dos sistemas etiquetados sobre ¥ n-seguros y B una OM-bisimulacién

para Ny y Na. Decimos que ((Mj], <)), (M}, <4),8') € B es alcanzable sii ocurre

una de las dos condiciones siguientes:
o ((Mi,<}),(Mj,<3),8') = (init(N1), init(Ne), Mg x M§)

o Existe un ((Mi, <1), (M3, <3),8) € B alcanzable y existen t; € T, t; € T3
que satisfacen las propiedades de la condicién 2 de la definicién de OM-

bisimulacion.
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Proposicién 8.2 Sea ¥ un alfabeto finito y Ny = (51,1, F1, M5, M), N2 =
(S2, Tz, Fy, MZ, X2) dos sistemas etiquetados sobre I n-seguros y sea B una OM-
bisimulacién para ellos. Si ((M;, <1),(M,, <3), 8) € B es alcanzable, entonces para

cualesquiera (1, T2), (), z5) € B se tiene z; <1 7§ si y sdlo si 23 < 25,

Demostracién: La haremos por induccién estructural respecto de la definicién
de ternas alcanzables. El caso base es trivial, ya que para (M;, <i) = init(N,),
(M, <3) = init(N,), se tiene § = M} x M2 (todos los tokens estdn relacionados
entre si).

En el caso general, supongamos que (1, z2), (2}, z}) € §’. Pueden presentarse

los casos siguientes:

o Que (z1,z2) € 3, (z],24) € B, es decir, que sean tokens no consumidos. En
este caso, por hipétesis de induccidn, 71 <y 2} sii z2 <4 14, lo que se extiende

a <] y <) de forma inmediata, por tratarse de tokens no consumidos.

o Que (ry1,22) € B, (21,25) € 8. En este caso, z; y z, son tokens no consu-
midos, mientras que z} y =} son tokens generados por el disparo de ¢ y {2,
respectivamente. Supongamos que z; <} z{, entonces por definicion de <}
existe z{ consumido por ?; tal que z; <; zf, y por definicién de @', para z{

existen z{’ consumido por ¢y, y z§’ consumido por i, tales que =¥ <; zf,

con (z{,z4) € B. Como <, es transitiva tenemos: z; <; z{". Ademds

14 i

sabemos que (z1,z,), (', z¥) € 8, por lo que podemos aplicar la hipdtesis

de induccién, concluyendo que z3 <z 24, Y como quiera que z3’ es un token

consumido por i3, concluimos que zp <} z).
El reciproco es dual.
e Que (zy,2,), (z}z}) € 8. En este caso todos los tokens en juego son genera-

dos por los disparos de t; y tq, por lo que z; <} 2} y z, <} 4 por definicién
de <} ¥ <.

0
Teorema 8.16 Sea ¥ un alfabeto finito y Ny = (51,71, F1, M3, M), Na = (52, T,

Fy, ME, A;) dos sistemas etiquetados sobre ¥ n-seguros. N; y N, son bisimilares

preservando historias si y solo si son OM-bisimilares.
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Demostracion:

=: Sea R la bisimulacién preservando historias entre N, y N,. Definimos la

OM-bisimulacién B como sigue:
((My, <1), (M, <3), B) € B sii I(my, 72, ) € R tal que :
1. inat(N))[m)(M;, <;), para i = 1,2.

2. Vl‘l e Ml(sl), V:Bg € Mg(Sg) se tiene:

(z1,22) € B sii (w7 (z1) € °m1 A 071 (z2) €°m2) V (o7 (z1) # 0 A3 (22) #
0 A f(CpiHz)) = 'c,o;l(:cg)), siendo ¢; la biyeccién entre 7! y M,;, para
1=1,2.

Veamos que B es efectivamente una OM-bisimulacién.

En principio, (init(Ny),init(N,), M} x ME) € B, pues en lo que respecta
a la primera condicién tenemos que init(N;)[mo(N;))init(N;), para 2 = 1,2, y
{mo(N1), ®o(N2),0) € R. En lo que respecta a la segunda condicidn, ésta se ob-
tiene sin mas que tener en cuenta que todos los tokens estin relacionados entre si,
y sus lugares asociados estidn en *m; y *w; respectivamente.

Supongamos entonces que (s, <1), (M, <z),8) € B, y que (i, <i)lt1)
(M, <{). Entonces existe (71,72, f) € R que cumple las condiciones indicadas.

En particular:

init(N;)[m)(M;, <) parai = 1,2

El hecho de que ¢; sea disparable bajo M; nos permite concluir que podemos
extender m; mediante ¢,. Es decir, existe un 7} tal que 7, <5 n{. Podemos elegir

el 7] de forma que los lugares en los que ©

‘enganchamos” el nuevo evento estén
relacionados con los tokens elegidos en la evolucién de los marcajes ordenados. De
ahi, como R es una bisimulacién preservando historias existen t; € T3, 75, f' tales
que 73 % mh, con (74,74, 1) € R, ¥ Flagmy = /-

Con t; podemos extender w5, por lo que también podemos extender (M., <3).
La extension de (Mz, <3) debe hacerse ademds eligiendo los tokens relacionados
con los lugares condicién en los que se ha “enganchado” el nuevo evento en ;. Asf
obtenemos: (M, <o)[t2) (M, <b).

Ademds, se tiene: A1(t1) = Az(t2), pues f es un isomorfismo y fl .y = f-
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Sea ahora z; un token consumido por t; y sea b = 7'(z;). Pueden ocurrir

dos casos:

1. Si Aé € ev(m) tal que & <; ey, siendo e; el evento asociado a la transicidén
t1, entonces *b; = @; de ahi, como f’ es un isomorfismo, Aé; € ev(m;) tal que
€, <2 ey. Asi pues, dby € *e; tal que*by = 0. De ahi, z; = ¢,(b;) es un token
consumido por #; y como b, € *my, by € *x; tenemos que (z1,z2) € B, pues
(M, <i1), (Mz, <}, B) € B.

2. En caso contrario podemos distinguir dos subcasos:

(a) *b; = 0. Sabemos que tenemos un €; € ev(w;) tal que & € "ey, y como
f' es un isomorfismo Jé,; € ev(m,) tal que f(€;) = &z, é; € **e;. Sea
entonces b, € &8 U *e, y sea by € & U ®ey. Sea &, = ¢1(b;), que existe
pues b; € 7y, Y &2 = QD:(BQ), que también existe, pues b, € 3.

Ademis, f(*h) = f("e7!(%1)) = f(&1) = é;. En definitiva tenemos i,

Z2 que cumplen:

‘TN &) # 0 A0 (E2) £ 0 A F7(E1)) =07 ' (£2)
En consecuencia: (#;,%;) € 8. Ademas, como b, €°my, by € x2, b, € 77,
por definicién de <, se tiene ¢y(b1) <, @1(51), es decir, z; < %;.

(b) Si *b # O, podemos considerar un evento & € *b;. Como & <; e,
Jé; € ev(m,) tal que & <y e2 y f(&1) = és.
Sea b, €%y U 5. Entonces tenemos &, = cpg(l;g), que esta definido pues

b, € 73. Ademas, tenemos

"Pfl(xt) = #0

En consecuencia: (z1,%2) € 8, y ademads, z; <; ;1.
Para los tokens consumidos por ¢; se razona igual.

Queda tnicamente por probar que (M, <4), (M}, <5),8') € B. En principio,
por el teorema 8.15 tenemos init(N,)[x{)(M],<}) e init(Ny)[r5)(M}, <3). Sean
entonces z; € Mj(s1), T2 € M}(s), y supongamos que (z,,%z;) € A’. Pueden

ocurrir 2 casos:
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e 5i (z1,22) € B, entonces son tokens no consumidos y por definicién de
B, como tenemos que ((My,<1),(Ms, <2),B) € B, se verifica (21,2;) €
B (pi(er) € *mi A 9iM(ma) € ma) V (%6iM(m) # B A (o) #
B A f(e1'(21)) = *¢7'(z2)), lo que se extiende a ¢}, @}, 71, 7, de forma

inmediata.

¢ 5i son tokens generados por el disparo de t; y t; respectivamente, entonces
es claro que %07 (z1) # 0 y *¢';'(z;) # 9. Sean entonces by, by v €, tales
que @} (b1) = z1, ¢h(b2) = 23, &1 =*¢'T'(z1) y sea &3 = f'(e1).
Entonces, f'(%'7" (1)) = *¢'7(22)-

El reciproco se obtiene teniendo en cuenta que b, y b, corresponden a tokens

generados por t; y i, respectivamente, por lo que estén relacionados por §'.

<=: Supongamos ahora que existe una OM-bisimulacién B para N; y N,. Vamos a
definir la bisimulacion preservando historias R a la vez que una funcién o : R —

P(B) que las relaciona.

o En primer lugar tomamos (wo(N,), mo(N2),0) € R, ¥ o{mo( Ny), mo(N2),0) =
{(enit(Ny),indt(No), M x ME)}

L Sl (Wl,ﬂg,f) € R Yy ((MI:SI)a(MZ:SZ),ﬁ) S O(Wlafr?:f)a con (Mlaél)a
(M, <), (M1, <)), (M3, <), B, B, t1 v t, satisfaciendo las condiciones de

OM-bisimulacién. Entonces, por el teorema 8.15 obtenemos procesos =/, 7}
tales que init(Ny)[m) (M, <1), indt(No)[x}) (MY, <b), con my 25 o), w1y B @)

Definimos entonces f' mediante f'|eyx,y) = f ¥ f'(€1) = e, siendo e el

evento asociado a ¢, y e; el evento asociado a t,, e imponemos (#!, 7}, f') €
R, ((M], <)), (M3, <5),8') € o(wy, s, f').
Para poder aplicar el teorema 8.15 se requieren dos hechos de facil prueba:

- ¥(my, 7o, f) € R se tiene o{my, w2, f) # 0

- Si (m, 7w, f) € R, entonces ((My, <1), (M, <2),8) € o(my,ms, f) implica
init(Nl)[Tl'l)(M]_, S]), Enzt(Nz)[’Ng)(Mg, Sz)

Por otra parte, se cumple también de manera inmediata el siguiente hecho

relacionado, que serd necesario mas adelante:
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e Si (771:7721f) = R? ((MI:SI)'}(M%SZLIB) € O(ﬂ-l‘)ﬂ-%f)ﬂ Y bl € T’TI’ b2 € TF;

son tales que (@1({b1),pa{b2)) € B, entonces:

by # 0 = f(*b) = b
b2 # 0 = f(*hs) =t

Queda por ver que la funcién f’ arriba definida es un isomorfismo entre ev(r])

y ev(n}). Para ello, como sabemos que f es un isomorfismo entre ev(r1) y ev(xs),

y f' extiende a f, basta chequear las dos condiciones siguientes:

e Si e/ es un predecesor inmediato de e, (evento asociado a t;) en ev(wy),

entonces f{e}) es un predecesor de e, (evento asociado a t2) en ev(m}).
Para demostrarlo consideremos el e} dado; para él existe un & € *e; N €'y.
Sean entonces sy = pi(d;) € *t1 y 71 = w1(b). Por definicién de OM-
bisimulacién existen z{ y z} consumidos por t; y t; respectivamente, tales
que z1 <y 2}, (27,23) € B.

Sean entonces b, = @i!(z)), b = wi'(z}). Se tiene *b <, *b por ser
ingt(N1)[71) (M, <1), y de ahi, aplicando el tercer hecho indicado obtenemos
f(0) =°b;. Ademds, b} = eg, y de ahi, f(e]) = f(*b1) <r, f(*b]) =*0; <,

Ea.

Si e} es un predecesor inmediato de e; en ev(m}), entonces f~1(e,) es un

predecesor de e; en ev(w}).

Inmediata, pues es la dual de la anterior.

0O

Corolario 8.3 Sea ¥ un alfabeto finito. Dados dos sistemas etiquetados sobre X

n-seguros, es decidible si son bisimilares preservando historias. 0

A continuacion extendemos este resultado a la semdntica de pasos en sistemas

etiquetados n-seguros.

Teorema 8.17 Sea X un alfabeto finito y Ny = (51,71, Fi, M¢, M), N2 = (52, T,

Fp, M}, X\;) dos sistemas etiquetados sobre ¥ n-seguros. N; y N, son bisimilares

preservando historias con la seméntica de pasos si y sélo si son bisimilares preser-

vando historias con la semantica de secuencias de ocurrencia.
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Demostracion:

=>: Inmediata.

<=: Sea R la bisimulacién preservando historias para la seméantica de secuencias de
ocurrencia. Veamos que es también una bisimulacién preservando historias para la
semantica de pasos. Para ello sélo hemos de ver que si m; A Ty, con (7,7, f) €ER

y secuencializamos el disparo de R, obteniendo

t1,1 t1,2 tl,n !
T T+ T12... M
y consideramos que para cada t; ; existen un {3 ; € T3, un isomorfismo f; entre las

estructuras de eventos ev(m; ;) y ev(ma;), y un proceso de Ny, 73 ;, tales que:

2,1 2,2 20
Mg — W21 — M22... — Ty
entonces las ¢; ; pueden dispararse en un solo paso.
Para ello sea ey ; el evento asociado a la transicién t;; en m;, ¥ ey ; el evento
asociado a t3 ; en my ;.

Podemos encontrar (M;, <;), (Ma, <;) tales que:
init(Ny)[m1)(My, <1), inat(No)[ma) (Ma, <)

y por tanto existen dos biyecciones ¢, : 1} — M, @q @ 7§ — M.

Aunque lo vemos sélo para 2 transiciones, el razonamiento se generaliza sin
mayores problemas a conjuntos arbitrarios de ellas. Por tanto, supongamos que
existe ¢ tal que existe 7, 7 < j, de modo que t,; y ¢, ; son dos transiciones (quizds
idénticas) que no pueden ser disparadas a la vez, y ademaés j es el menor para el
que esto ocurre. Entonces existe algin lugar s € *t3; N {3 ; que no dispone de
suficientes tokens para disparar simultdneamente ambas transiciones. Sea entonces
bi(s) el lugar que corresponde (mediante ) al token de s consumido por t; y
bj(s) el que corresponde al token consumido por ¢y ;. La ocurrencia del evento
e2,; requiere que el lugar s recupere el token perdido por el disparo de ¢34, lo
que implica: ez; <n,; €2j. De ahi, como f; es un isomorfismo concluimos que

€14 <m ; €1,, 10 que es absurdo. ]
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Capitulo 9

Bistmulacién P.H. en Redes

Temporizadas

9.1 Procesos Temporizados

En esta seccién vamos a definir sobre Redes de Petri Temporizadas el concepto
de proceso temporizado, como una extensién natural del concepto de proceso.
La diferencia fundamental respecto al concepto clasico (ver seccién 1 del capitulo
anterior) consiste en que ahora asociamos a los lugares condicién un nimero natural
que representa el tiempo que queda para que el token asociado a dicho lugar esié
disponible. Consideraremos dnicamente redes ordinarias, es decir, redes con peso
1, si bien todos los conceptos introducidos pueden ser extendidos sin problemas a

redes generalizadas.

Definicién 9.1 (Procesos Temporizados)

Sea N = (5,7, F,6, M) una Red de Petri Ordinaria Temporizada Marcada T-
restrictiva. Un proceso de V es un par m = (N, p), con N’ = (B, E, W, A), donde
(B, E,W) es una red de ocurrencia, A : B—— N, p: BUE —SUT, de

modo que:
1. Min{N’) es un B-corte de N',
2.p(B)C S, p(E)CT
3. Vse 5,Vee E F(s,ple)) = {p~'(s} N %e|, Flple),s)=[p~'(s} N e

209
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4. Vs € S, Ml(s) =|p~(s) N Min(N")|, siendo My = (M},®)
5. Vb, (b€ Maz(N') vV be Min(N') N Maz(N')}) = A(b) =0
6. Vb€ Maz(N"), A(b) € {0,...,8(p(*b)) — 1}

7. Ve € E, Vbl,bz S 6., A(bl) = A(bg)

Las cuatro primeras condiciones son las usuales, y por tanto, no requieren mayor
comentario. Con la condicion 5 obligamos a que el numero entero asociado a los
lugares no maximales sea nulo, pues si el token asociado se ha consumido es porque
antes ya estaba disponible. Lo mismo imponemos a los lugares correspondientes a

los tokens del marcaje inicial.
Por su parte, la condicion 6 indica que cada lugar maximal no minimal tendra
un nimero entero asociado menor que la duracion de la transicién que generd el

token asociado al lugar.

Finalmente, la dltima condicién indica que todos los tokens producidos por el

disparo de una transicién han de tener asociado el mismo tiempo.

Ejemplo 9.1 Consideremos la Red de Petri Temporizada Marcada N = (S, T, F,
8, My) siguiente (ver figura 42):

S = {513 S92, 83, 54, ‘55}
T = {tla tg, t3}
F = {(Sl’tl)’ (31’t3): (52at2): (32:t1)a (S‘htl)a (351t3):
(t1?55)7 (t2352)1 (t2’33)= (t2,34), (t3:57)a (t3)34)}
2 sit=¢ Vi
HOER S
3 sit=t;
2 sis=s Vs=s
Mi(s)=1¢ 1 sis=s4

0 en caso contrario
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y la red de ocurrencia N' = (B, E, W) dada por (ver figura 43)

B = {51,1, bi,2, ba,1, b2, by, bag2, 23, bs 1, 55,2}

E= {62,1, €1,2, 61,1}

W = {(52,1,32,1), (b1,1, 61.2), (bl,z, 61,1), (52.2,61,1),
(54,1,61,1), (62,1,54,2), (82,1,52,3), (54,2,61,2),
(52,3, 61.2) (61,2, b5,1)1 (61,1, 55,2)}

Entonces, ((B,E,W,A),p) es un proceso temporizado de N, siendo A y p

definidos como sigue:

1 sib= bs,l \'% b=b5‘2

A(b) = {

0 en caso contrario

p(bi;) = siy plei;) =t
En la figura 43 se ha representado graficamente la funciéon A en forma de

anotaciones enteras bajo cada lugar. (!

Veamos como podemos relacionar los procesos temporizados con las secuencias

de pasos temporizadas.

Definiciéon 9.2 (Compatibilidad de Procesos Temporizados con Secuencias de Pa-
sos Temporizadas) Sea N = (5,7, F, 6, Mp) una Red en las condiciones de la
definicién 9.1, # = (N', p) un proceso temporizadode N y 0 = Mp{R))M; ... [Ra) M,
una secuencia de pasos temporizada de N. Se dice que o y 7 son compatibles sii

existe una funcién pos : E — {1,...,n}, tal que
1. Vte T, Vi€ {l,...,n}, [pos~2(z) N p~1(¢)| = Ri(t)
2. Ve,e' € E, e < ¢ = pos(e) < pos(e') A pos(e') — pos(e) = 6(p(e))

3. Vte T, Vo € INt, M2(t,¢) = |E(t, )|, siendo M,, = (M}, M?) y
Et,ay={ecE|ple)=t A (bee* = (be Max(N') A A(b) = a))}

O
La primera condicién y la primera parte de la segunda no sufren cambios con

respecto del concepto de compatibilidad para redes no temporizadas. En la se-

gunda parte de la segunda condicién se refleja el efecto de las duraciones de las
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b1 b2 b2.1 b2 bq

Figura 43: Un Proceso Temporizado de N
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transiciones mediante una relacién entre las posiciones de los eventos. La ter-
cera condicién relaciona la segunda componente del marcaje final con la funcién
A (ambas expresan un mismo significado, que no es otro que el tiempo que le
queda a la transicién en cuestién para terminar, si bien, la funcién A lo hace de
forma indirecta, sobre los lugares condicién asociados a los tokens producidos por
la transicién).

No exigimos que la funcién pos sea suprayectiva debido a la posible presencia

de pasos vacios. Para completar la notacién definimos *@ = §* = 0.

Teorema 9.1 Sea N una red en las condiciones de la definicién 9.1, # = (N’,p) un
proceso de N y ¢ una secuencia de pasos temporizada compatible con 7 mediante

una funcién pos. Se definen de forma recurrente:

co = Min(N')
¢ = (ci—1 — *pos™(1)) U pos™(z)*

Entonces se tiene:
1. ¢; es un B-corte de N'
2. Vie {0,...,n}, [Min(N),c;] N E = jLéit_ pos~(y)
3. *pos™ i+ 1) C e, Vie {0,...,n}
4. B= U o«
i€{0;..n}
Demostracién: No difiere excesivamente de la correspondiente al caso no tem-

porizado, si bien ahora aparece una ligera complicacién al poder haber pasos vacios.

Comenzamos demostrando simultaneamente por induccién las tres primeras propie-

dades.
CASO BASE:

La primera y la segunda propiedades son inmediatas, pues ¢g = Min(N') y
pos™(0) = 0. Veamos entonces que *pos~!(1) C cp. Si pos~2(1)} es vacio, es
inmediato. En caso contrario, sea b € *pos~1(1) y supongamos que b & ¢o. Entonces
existird un cierto e € *b. Ademds, como b € *pos~1(1), existe e’ € pos~1(1) tal

ue b € *¢’. Por tanto, e < €', y de ahi, por la condicién 2 de compatibilidad,
q p
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pos(e) < pos(e’). Como pos(e’) = 1 llegamos al absurdo de que pos(e) = 0. Por
tanto, *pos~1(1) C ¢p.

CASO GENERAL:

Suponemos que las tres primeras propiedades son vélidas hasta el paso ¢ —1. Si
el paso i es vacio ¢; = ¢;—, v todo se mantiene como hasta el paso ¢ — 1, por lo que
basta aplicar la hipétesis de induccién. Supongamos entonces que pos~'(i) # @.
En principio es claro que ¢; € B. Veamos que E N [Min(N'), ¢} = .L<J£ pos~1(j).
Sea e; € pos~1(1), entonces existe un cierto b € *e;, y por la hipétesis .Zl—e induccidn
*pos~ (i) C ci—1. Por tanto, b € ¢;_q, y de ahi, e; € E N {Min(N'),c]. Por la
hipétesis de induccién tenemos que para j < 2, pos~1(j) C [Min(N'),ei1) N E,
por lo que L<J pos~1(j) € E N [Min(N'),c]. La otra inclusidén es inmediata,

i

teniendo en cuenta la definicién de ¢; y la hipétesis de induccidn.

Veamos ahora que ¢; es una anticadena maximal. Para ver que es anticadena

consideremos by, b, € ¢;. Pueden darse los casos siguientes:

- by, by € ¢;_1. En este caso basta aplicar la hipdtesis de induccion para obtener

by co by

- by & ci-1, b € ¢;_1. En este caso existe un cierto e; € pos~*(3) tal que b; € e?,
con lo cual b; & ¢!, ya que en caso contrario podriamos encontrar un by € *e;
que cumpla b3 € ¢;_1 (pues *pos—{z) C ¢;_1), por lo que tendriamos b3 < bg,

lo que es absurdo, pues ¢;_; es un B-corte por la hipétesis de induccidn.

Entonces b € e!, b; & e!. Ademads, como b, € ¢;, tenemos que b & ‘e,

Supongamos entonces (por reduccién al absurdo) que b; < b 6 by < ba.

Si by < by, tomamos un b3 € *e; tal que by < b3, que en efecto existe por ser
b, & *e;. Entonces by € ¢;_1, ya que *pos~1(i) € ¢i—1, 1o que contradice el

hecho de que ¢;_; sea un B-corte, pues b, también pertenece a ¢;—; vy by < ba.

Si by < by, consideramos un b3 € *e;. Entonces b; € ¢;_;, lo que nuevamente

es absurdo, pues b3 < bs.

En consecuencia b; co bs.

e Siby, by & ;1. En este caso, que by co by es inmediato por la misma definicién

de ¢;, pues ambos son producidos en el mismo paso 1.
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Para ver que ¢; es maximal procedemos por reduccién al absurdo, suponiendo
que existe un B-corte ¢ tal que ¢; C ¢. Entonces existe b; € ¢, b; & ¢; tal que
Vb, € ¢i, by co by. Veamos en primer lugar que b ¢ c;;.

Si b € ciy, entonces b; € *pos~!(2), pues b & ¢;. Sea entonces e; € pos~!(i)
tal que b; € *e;, y sea b3 € e!. Concluimos de ahi que b3 € ¢;, lo que es absurdo,
pues (by,b3) & co, y ¢ es una anticadena.

Podemos entonces considerar el conjunto ¢;_; U {b;}, que contiene estrictamente
a ci—1. Veamos que es una anticadena, lo que contradice la hipétesis de induccidn,
que establecia que ¢;_; es maximal.

Sea b; € ¢;.y. Tenemos dos casos posibles:

- Si by € ¢;. Entonces (b;,8) € co, pues ¢; C c.

- Si b; ¢ ¢;. Entonces b; € *pos™1(1), pues b; € ¢;—;. Tomemos un ¢; € b3, y un
bs € e?, que estard en ¢;. Por tanto, (b3,5) € co, pues b3, by € ¢. De ahi, es
claro que b, £ b,, ya que en caso contrario, por transitividad obtendriamos
by < bs. Si por el contrario tuviéramos b, < by, entonces habrfa dos subcasos

posibles:

- Si b, € e?, entonces b; € ¢, lo que es absurdo.

- Si by ¢ e?, entonces existe un by € e! tal que by < b;. Pero como by € ¢,

esto implica que (b, b4) € co, lo que de nuevo es absurdo.

Nos queda por ver entonces que °*pos™(i + 1) C ¢;. Sea b € *pos=!(i + 1).

Pueden ocurrir dos casos:

- Si*b = 0. Entonces b € ¢o, y por definicién de proceso ningin j < i+ 1 es
tal que b € *pos~!(j). De ahi, b € ¢;.

- 5i*b # 0, entonces existe un cierto ¢ €°b. Sea j = pos(e) y ;41 € pos~(i+1)
tal que b € *e;4;. Entonces e < e;41, y de ahi, por definicién de compatibili-
dad, j < i+ 1. En consecuencia, b € ¢.

Concluimos probando la cuarta propiedad. La inclusion U & = B es
inmediata. Sea entonces & € B. Pueden presentarse dos casos. ‘861{ 2,5‘2}@, entonces
be Min(N') = ¢ € 0U ¢; si por el contrario *b # @, entonces *b = {e} y
be Cpos(e)- e =
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Teorema 9.2 Sea NV una red en las condiciones de la definicién 9.1, = = (N’ p)
un proceso tempeorizado de N y o una secuencia de pasos temporizada compatible

con 7 mediante una funcién pos. Se definen de forma recurrente:
Ay g — IN

An(b) =0, Vb€ ¢
0 sid€cioy AA(b)=0
Di(h) = ¢ Aiq(b)—1 sibEcioy A Aig(b) >0
S(p(*h)) —1 sibéd iy

Entonces:
1. ¥by,b, € ¢; tales que ®by = by = A;(b1) = Ay(by)
2. Vb€ ¢ tal que (b)) >0 = b ey
3. Vae NT VieT : |Efa) 0 p ()] = ML, o)
siendo M; = (M}, M?) y Ef{la)={e € E|lbee* = be g A N(b) = a}

4. A=A

Demostracion:

1. Se razona por induccidn. El caso base es trivial, pues Ay es la funcion nula,
Para el caso general basta tener en cuenta los posibles casos que pueden

plantearse en base a la definicion realizada.

- 5i b € o1y Ary(B)) = 0, entonces como *b, = *b; ha de ocurrir
que by € ¢y (por definicidn de ¢;_1} v por tanto A; (b} = 0, por la
hipdétesis de induccién. De ahi, aplicando la definicién de A, concluimos
que Ai{by) = Ai(b) = 0.

- 81 by € cimq ¥y Ajo1(by) > 0, entonces como *b; = *by ha de ocurrir
que by € ¢;_y (por definicién de ¢;-1) y por tanto A;o1(b) = A,y (bs)
por la hipdtesis de induccidn. Entonces, aplicando la definicidén de A,

concluimos que A;(b) = Ai(by) = Ajq(b) — 1.

- Si by & ¢y, entonces by & ¢;y. Como *b) = *by, segiin la definicidn de

A, concluimos que Ay(by) = Ai(by) = &(p(*hy)) — 1.
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Razonamos de nuevo por induccién. El caso base es trivial, pues no hay
ningun b tal que Ag(b) > 0. Supongamos entonces cierta la propiedad para
i — 1, y sea b € ¢; tal que A,(b) > 0. Entonces existe un e € *b, pues si
b € Min{N'), puede comprobarse de forma inmediata que A;(d) = 0. Sean
entonces t = p(e) y j = pos(e). Tenemos que e € F,;(8(t) — 1), y ademas,
b & ¢

Supongamos entonces que b & ¢,21. En tal caso, como & € ¢; ha de ocurrir
que b € *pos~*(z + 1). De ahi concluimos que b € ¢k, para k = j,...,2. Esto

nos permite calcular Ag(b), para k& = j,...,1, como sigue:
A (8) = 6(t) — 1
Ajpa(b) = 8(1) - 2

A(b)=6(t)—(i—j+1)>0

Por otra parte, como existe e;,4; € pos™'(i -+ 1) tal que b € *e,1;, tenemos
v+ 1 — 3 2 6(t), debido a la condicién 2 de la definicidn de compatibilidad
entre 7 y o. Pero entonces é(¢) > 1 — j + 1 > 4(¢), lo que es absurdo.

. También razonamos por induccién en este apartado. El caso hase es trivial,

dado que Eg(a) = 0, Vo € INT, y por tanto |Eg(a) N p~H(#)] = 0, que coincide
con MZ(t, o).

Supongamoas la propiedad cierta para ¢ — 1. Recordemos la definicién de M7

Ri(t) s Rg(f) >0 A a= é(f) -1

M?* . ({,a-+1) en caso contrario

Miz(tv a} = {

Se plantean entonces dos casos:

- Sia=6(t) -1y Ri(t) > 0, entonces M2(¢,a) = R;(t). Aplicando la
definicién de compatibilidad tenemos que |pos~!(i) N p~'(t)| = Hi{t).
Hemos de ver entonces que F:(6(¢) — {) N p™1 (1) = pos™' () N p~'{t).
Perosie € F;(6(t)~1) N p ' () tenemos que p(e) = t y Vb € e®, Ay (b) =
6(t) =1 v b e e Como Ab) = () —- I concluimos b € ¢y, por
definicién de A;. Por lo tanto, b € pos™(i)*, v de ahi, e € pos™1{{).
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Reciprocamente, e € pos~1(i) N p~1(t) = ple) = t, pos(e) = ¢, y de
ahi, Ry(t) > 0. Sea ahora b € e*, tendremos b € pos~!(z)*, por lo que
b € ¢, y de ahi, A;(b) = 6(t) — 1. Por tanto, e € E;(6(t) — 1) N p~'(t).
- Por contra, si MZ(t,a) = M2 (t,a + 1), por la hipdtesis de induccién
tenemos que es igual a |E;y(a+ 1) N p~1{2)].
Hemos de probar entonces que E;_;{a+ 1) N p71(t) = Ei(a) N p~1(2).
Sea e € Ei(a) N p~1(t), tendremos que p(e) =ty Vb€ e* : b€ ¢ A
Ai(b) = a. Como A;(b) = a, entonces b € ¢;..;, pues en caso contrario
b € pos~!(i)*, de donde Ri(t) > 0y a = &(t) — 1, lo que contradice
nuestra hipétesis. Ademas, por la definicién de A;, A;_1(b) = A;(b)+1,
y asi, e € E;_1(a+1).
Reciprocamente, si ¢ € F;_1(a + 1) N p~!(t), entonces p(e) =t y Vb €
e* : b€ ¢y, Ain1(b) = a+ 1. De ahi, b € ¢, por el apartado 2
que ya hemos probado. Entonces A;(b) estd definido, tomando el valor
Ai(b) = A;1{b) — 1 = a. Por tanto, e € F;(a) N p~1(2).

4. Utilizaremos la compatibilidad entre 7 y o que nos indica M2(¢t, o) = |E(t, )|,

con E(t,a) = {e € E|p(e) =t, b € e* = (b€ maz(N') A A(D) = a)}.
Ahora bien, en virtud del apartado 3, ya probado, sabemos que |F,(a) N
p~(t)| = M2(t,a). Entonces:

{e€ E|ple)=t, bee = (be Maz(N') A A(b) = a)} =
{e€ E|ple)=t, bee® = (bec, N Ap(b) = a)}

Veamos entonces que ¢, = Maz({N’), lo cual, junto con la igualdad anterior,

nos permite concluir que Vb € ¢,,, A(b) = A,(b).

Ahora bien, si b € ¢,, tendremos b € Maz(N’), pues en caso contrario existe
un cierto e € 4%, de modo que b & cyou(c), 1o que implica b ¢ cn, que es

absurdo.

Recfp-roca.mente, si b € Maxz(N') entonces b € ¢,, pues en caso contrario
existird un ¢ tal que b € ¢;, y b € ciy1. De ahi se concluye que b ¢ Maz{N'),

lo cual es absurdo.
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Teorema 9.3 Sea N una red en las condiciones de la definicién 9.1, # = (N, p)
un proceso temporizado de N y ¢ una secuencia de pasos temporizada compatible

con m mediante una cierta funcién pos. Entonces:
Vse S,Vie {0,...,n} M}!s)=]|p~'(s) N Disp|

siendo Disp; = {b € ¢; | &;(b) = 0} (tokens disponibles en el instante 7).

Demostraciéon: Por induccidn respecto de i. El caso base se obtiene aplicando la
condicién 4 de la definicién de proceso temporizado, pues Dispy = ¢g = Min{N').
Para el caso general supondremos vélida la propiedad para ¢t — 1 y veamos qué
ocurre para .

Recordemos la definicién de M}:

Mi(s) = Miy(s) = LR+ 2 R(t)+ % ML(t1)
5(t)=1

Por hipétesis de induccién:
M{_i(s) = lp7'(s) N Dispi
Tenemos que relacionar Disp;_; con Disp;. Para ello desarrollamos Disp;.

Dispi = {b € ci|Ai(b) = 0} = {b € ¢i-y —*pos™! (i) | Au(b) = 0} U
{b€pos™'(z)*|Ai(b) =0} =AUV BUC
siendo A = {b € cio1 — *pos™ (i} | Ai=a(b) = 0}, B = {b € ci_1 — *pos™'(3) |
Aio1(8) =1}, C = {b € pos™'(3)* | Ai(b) = 0}

Como estos conjuntos son disjuntos dos a dos, tenemos
[P~ (s) N Dispi| = [p™(s) N Al +p7"(s) N Bl +[p~'(s) N C|

Analicemos pues cada sumando por separado, y veamos de esta forma que esta

expresién coincide con la definicién de M}{s).
L |p7(s) N Al = |{b € cicx —*pos™'(2) | p(b) = s, Ai-1(b) = 0}
Como *pos™' (i) C ¢;_1, tenemos

|27 (s) N A| = |{b € cie1[p(b) = 5, Ai1(b) = 0}} = [{b € *pos™(3)]
p(b) = s, Ai—1(b) = 0} = ML (s) = | {6 € *pos™!(z) | p(b) = s, Ai1(b) =
0}].
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Para cada b € *pos~!(z) tal que p(b) = s existe un cierto e € pos~!(z) tal
que b € *e. De hecho, por definicién de proceso, para ese evento e, se tiene
que b es el {nico en su precondicidn tal que p(b) = s. Por tanto, el segundo

conjunto tiene el mismo cardinal que:

D = {e € pos™'(2)|3b € *e, p(b) = s, A;1(b) = 0}

Entonces los eventos en D corresponden a transiciones en'la postcondicion
de s disparadas en el paso :. Veamos ahora que para cada transicién en la
postcondicién de s disparada en el paso ¢ hay un evento en D asociado a dicha

transicion. Paraelloseat € R;,t € s*. Entonces, por la compatibilidad entre

Ty o tenemos:

lpos™'(i) N p~*(t)] = Ri(t)

Sea ¢ € pos~1(i) N p~'(t). Entonces p(e) = ¢, pos(e) = i. Ademads, como
t € s*, existe b tal que p(b) = s, b € *e. Ademds, por ser e € posT(i), se
tiene que b € ¢;, b € ¢;—1. Entonces A; 1{b) = 0, ya que segun el apartado
2 del teorema 9.2, si tuviésemos A;_;(b) > 0 tendriamos b € ¢;, que es una

contradiccion. De ahi, e € D.

Por tanto:

Vi€ s* Ri(t)=|D n p (1)

En consecuencia: |D|= 2 Ri(t)

tes®

con lo que

lp72(s) N Al = ML (s) ~ X2 Rit)

tes

lp=1(s) N B] = {{b € cix —*pos™1 (i) | p(b) = s, Aia(b) = 1}},

Por el teorema 9.2 tenemos M2 ,(¢,1) = |Ei—1(1) N p~1(¢)], siendo E;_,(1) =
{ee E|lbee* = (be 1 A Ai(b) = 1)}

Sea t € *s; tenemos:

- Sie € E;_1(1) n p~}(t), entonces por definicién de proceso existird un

cierto b € B tal que p(b) = s y b € e*. Ademas, dicho lugar b es tinico y
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cumple A;_1{b) =1, b € ¢;_,. Entonces, por el apartado 2 del teorema

9.2 concluimos que b € ¢;. En consecuencia
b€ (b € cioa —posT (i) | p(¥') = 5, Aica (V) = 1}

- Reciprocamente, si b € {¥ € ¢;-y — *pos™!(2) | p(¥/) = s, A1 (V) = 1},
entonces A;_,(b) = 1, lo que implica que existe e € *b (que de nuevo es
unico por definicién de proceso) tal que p(e) = t. Entonces e®* C ¢;_1, ¥y

por el apartado 1 del teorema 9.2 concluimos que V¥ € e*, A;_1(¥) = 1.

Por tanto:
Ip~'(s) N Bl = 2 MZ,(t,1)

te®s

3. Por definicién de A;, si b € pos™(z)* y Ai(b) = 0, entonces §(p(*d)) = 1, con
lo que [p~'(s) N C| = |{b € pos~'(:)* | p(b) = s, 8(p(*b)) = 1}.

Sea b € p~! N C. Entonces existe un cierto ¢ € pos~*(i) tal que b € e
Ademas, §(t) = 1, para t = p(e). Por tanto, e € pos~i(i) N p~i(¢), v
de hecho, sélo hay un evento e en esas condiciones. Reciprocamente, si
e € pos~1{i) N p~i(t), con §(t) = 1, t € *s, entonces por ser ¢ precondicién
de s existira b € e* tal que p(b) = s, de modo que b € pos~!(i)*, p(b) = s y
8(p(*b)) = 1. Por tanto, b € C y es dnico en esas condiciones.

De ahi

)N Cl= X R()
s(1)=1

O

Seguidamente introducimos la nocién de isomorfismo entre procesos temporiza-
dos, que difiere del isomorfismo clésico en la aparicién de una nueva condicién que
exige que para los eventos correspondientes a transiciones en ejecucion los tiempos

asociados sean los mismos.

Definicién 9.3 (Isomorfismo entre procesos temporizados)
Sea N = (5,T, F,8, Mp) una Red de Petri Temporizada en las condiciones de la
definicién 9.1. Sean m;, 7w, dos procesos de N. Se dice que #; y 7 son isomorfos

(m1 = ma) s1 y sdlo si existe una biyeccidn 8 : By U By — B; U E, tal que
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1. Vz € By U Ey, pi(z) = p2(B(2))
2. Va1, z2 € By U By, 21 <1 22 sil Bz1) <z B(x)

3. Ybe By, As(8) = Ha(B(B)

Teorema 9.4 Sea N = (5,7, F,6, My) una Red de Petri Temporizada en las
condiciones de la definicién 9.1 y o = My[R1)M; ...[R.)M, una secuencia de
pasos temporizada. Entonces existe un proceso temporizado de N, = = (N',p)

compatible con o.

Demostracién: La demostracién se basa en la construccién de forma recu-
rrente de una familia de procesos temporizados {m;(N}}. A cada w; se le lla-
mara un subproceso de x. Inicialmente definimos 7o( N) = (N{, po), siendo Nj =
(Bo,0,0,A), donde By = {b;(s)|s € 5,1 < j < Mo(s)}, po(b;(s)) = s, Vj €
{L,..., Mo(s)}, Vs € Sy Ao(bj(s)) =0,Vje{1,...,Mo(s)}, Vs € S.

La comprobacién de que wo(N) es efectivamente un proceso temporizado es
inmediata. Ademas es compatible trivialmente con la subsecuencia de pasos vacia.
Supongamos entonces definido 7;, y veamos cémo definir ;1. Para ello, para cada

tiy1 € Ris1 repetimos el siguiente proceso Ry (tiy1) veces:

1. Para cada s € *t;41 elegimos un lugar condicidén b(s,tiy1) € Maz(N]) N
pi(s) tal que A;{b(s,t:41)) = 0 no elegido anteriormente; y ahadimos un
nuevo evento e(t;y1), que conectamos en la forma (b(s,t;11), e(t; + 1)) € Figq,

haciendo piy1(e(tiy1)) = tiy-

2. Para cada s € t7,, se afiade un nuevo lugar condicién b(s, tis1), ¥ se intro-
duce la conexién (e{tit1), b(s,ti41)) € Fiy1, tomando piyq(b(s,tip1)) = sy
Avpr(b(s, tig1)) = 6(tip1) — L.

3. Para cada b; € Maz(N/) tal que A;(b;) > 0 se toma Ayq1(b;) = Ay(b;) — 1.
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Mas formalmente, se define w41 = (NV/,,, Pit1), con N/ = (Big1, Bita, Fipa,

2

Aiy1), donde:

Bin=BiU U  {di(s,ti1)|s €tp, 7 € {1,..., Rua(ti) }}

ti11€R{41
Epi=EU U  {e(ti) |1 €5 € Ripaltinn)}
tis1 €ERiga
Fipi= KU U {(bi(s,tin), €5(tinn)) | 5 € *tig, 1 < § < Riga(ti41)} U
tig1€Ri1 )
U {(eiltin), bi(s, tinn)) | s € 814y, 1 <5 < Riga(ti)}
tis1€Ri1
0 si b bi(s,ti1) A Ay(d) =0
Aipr(B) =< Au(b) =1  sib#bi(s,tip1) A Ai(B) >0

6(tip1) — 1 sib=bi(s,tin)

pi(®) sib#b;

Pis1(b) = { s sib=b ES
(t
(t

ytiv1)
1+1)
pi(e) sie# et

1)
piti(e) = *
tiyr  sie=e;j(tip1)

donde V2,11 € Riy1, el conjunto {b;(s,tir1)|1 <7 < Rip1(ti1)} esta formado por
lugares diferentes del conjunto Maz(N!) N p7t(s) N A~0).

Esta construccién termina cuando ¢ = n. Hemos de demostrar que 7,1 es un
proceso compatible con la subsecuencia Mo[Ri)M; ... [Riy1)Mit1, considerando

como hipétesis de induccién que m; es un proceso compatible con la subsecuencia

aJ; = MQ[Rl)Ml [ [R,)M

En primer lugar hemos de probar que #;.; esta bien definido. Para ello hemos
de ver que existen los b;(s,%;41) requeridos por la construccién. Es decir, hay que

probar
[Maz(N]) N p;7(s) N ATH0)] > Riga(tin)

Sea s € *tiy1, entonces como M; es un marcaje que permite el disparo de Ry,
se cumple: M}!(s) > Rit1(tit1). De la compatibilidad entre 7; y o; concluimos
la existencia de B-cortes cip,...,c:; tales que ¢;; = Maz(N!), y de funciones
Ai1,-- Ay, con A;; = A;. Por el teorema 9.3 tenemos M}(s) = |p;i(s) N
Disp;{, siendo Disp; = {b € Maz(N})|A:(b) = 0}. Por tanto, M}(s) = |pj!(s) N
Maz(N!) N A7H0)], y de ahi, [pi*(s) N Maz(N]) N A7YH0)| > Ripq(tisr), como

querfamos demostrar. Por tanto, ;4 estd bien definido.
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Ahora hemos de probar que 711 es un proceso. Para ello hemos de ver que se

cumplen las condiciones de la definicién 9.1.
1. Min(N{.,) es un Bj, -corte de N/, ;.
Trivial, pues Min(N{, ) = Min(N{) = Min(Ny).
2. pigi(Bina) €5, Pi+1(Ei+l1) cT.
Trivial.
3. Vs€ S, Ve€ E : F(s,pipr{e)) = [ph(s) Ne|, F(pizi(e), s) = |p(s) N el

Supongamos que (s, p;+1(¢e)) € F. Entonces hay dos casos posibles:

(i) Si pigy1(e) = pi(e), entonces basta aplicar la hipdtesis de induccidn y la

definicién de p;y1, que coincide con p; sobre los lugares precondicién de e.

(ii) S1 piy1(e) = tiy1, para un cierto tiy; € Riyy, entonces e = ¢;(t:41), para
algin j. Entonces, por la construccién realizada existe b;(s,t;41) tal que

(b;(s, tig1), €5(tig1)) € Fipa. De ahi, |pli(s) N %el = 1.
Si, por el contrario, (s, pisi{€e)) € F, hay que distinguir de nuevo dos casos:

(1) Si piy1(e) = pi(e), entonces basta aplicar de nuevo la hipétesis de in-

duccion.

ii) 51 e = ¢;{t;41), para algin j y para alguna t;;; € R, entonces p;11(e) =
bt gunjyyp g + +

tit1, y entonces, por la construccién realizada tenemos p}(s) N *e = .
La igualdad F(pit1(e),s) = |pia(s) N e*| se razona de forma andloga.
4 Vs € 5, Mi(s) = pih(s) N Min(Niy,)]

Es inmediato, pues pit1lamin(ny,,) = Pit1lMin(vy) = PilMin(vy, ¥ por tanto,

puede aplicarse la hipdtesis de induccién.
5. Vb (b ¢ Max(N{,,) V b€ Min(N/ ) N Maz(N/,)) = Ai(b) =0.

(i) Sea b & Maz(N{,,), entonces pueden ocurrir dos casos. O bien b €
Maz(N!), b = b;(s,ti41), y en ese caso, AHb) = 0 (por la definicién de
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bi(s,tit1)), con lo cual Ai141(b) = 0; o bien b ¢ Maz(N}), y entonces basta

aplicar la hipétesis de induccién y la definicién de A;y;.

(ii} Sea b € Min(N/,,) N Mazx(N},,). En este caso basta usar la hipétesis

de induccidn y la definicién de Ay,

6. Vb€ Maz(N]), Ai1(b) € {0,...,8(pix1 (")) — 1}.
Trivial.

7. Ve € Eiyq, Vb1, bz € €*, Ajp1(by) = Appa(bs).

Si e € E; se aplica la hipétesis de induccidén y la definicién de A;y;. En caso
contrario, e = e;(¢;+1), para alglin j y algin ¢;;1 € Ri;1. Entonces basta
tener en cuenta que A;,; estd definida de la misma forma sobre todos los
Bj(s,t,'+1) € e*.
Finalmente, hemos de probar que #;,, es compatible con g;4y;. Para ello defi-
nimos posi41 : Fiz1 — {1,...,i+ 1} como sigue:
posi(e) sie€ E;

posiyi(e) = {

z + 1 sie= e,-(t;+1), con t"+1 e R{+1

teniéndose que probar que se cumplen las condiciones de la definicién 9.2.

1. Vte€T,Vj€{l,...,i +1}, |positi(§) N pia ()] = Ry(2).

Para j = 1,...,7 dicha igualdad sera cierta, pues si e € pos3;(5) N pih (t),
entonces se tiene posiyi(e) = j < i+ 1, por lo que e € pos;'(j). Ademds,
e # ex(tip1), para todo ¢i41 € Ripg ytodo k € {1,..., Ris1(tis1)}, ya queen
caso contrario tendriamos posiy;(e) =i + 1. Por lo tanto, e € p;"!(t), con lo

cual basta aplicar la hipotesis de induccién.

Para j = i+ 1, |pos(i + 1) N p7h(2)] = Risa(t), pues el conjunto
posy (i + 1) N pii(2) estd formado exactamente por los e;(t), y tenemos
R{+1 (t) de ellos.

2. Ve, € Eip1, e < € = posipi(e) < posipi(e) y posizi(e’) — posiyi(e) =
&(pisa(e)).
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La primera parte es trivial, por la definicién de pos;y; y la hipodtesis de
induccién. Parala segunda hemos de distinguir los distintos casos que pueden

plantearse:

- Si e = e;(tit1), para algln t;41 € R4 y algin j, entonces no puede
haber ningin ¢ tal que e < ¢’. Por tanto, en realidad este caso no puede

darse.

- Sie e & {ej(tiz1)|tis1 € Rig1, 7 = 1,..., Riy1(ti1)}, entonces basta
aplicar la hipétesis de induccién.

- Si e € {ej(tiv1) [tit1 € Ripr, 7 = 1, Ria(tina) } v € = ej(tis1) para
algln ¢;4; € Ry y algin j, entonces posipi(e') =1+ 1, y posiyi(e) =
posi(e). Sea entonces bi(s,t,1.1) € *¢’ tal que e < bi(s,ti41).

Si existe €” # e tal que e < ¢” < ¢, con e” tal que e” € *bi(s,tis1),

entonces €” & {e;(tix1) |tiy1 € Rig1, 7 =1,..., Rix1(tiy1)}, y por tanto,

e” € FE;. Aplicando la hipétesis de induccién se obtiene pos;(e”) —
posi(e) 2 é(pi(e)). Ahora bien, pos;s1(e) = ¢+ 1 > pos;{e”), por tanto,
en este caso, posiy1(e) — posi(e) > 6(pi(e)), que se traslada a i + 1 de
forma inmediata.

Si no existe un e” con esas condiciones, entonces b(s,t;4;) € €*. Como

Ai(bi(s,tit1)) =0, y 7 y o; son compatibles, tenemos que bi{s,tiy) €

Cihy Para b = posi(e), y A;a(bils,tisn)) = 8(pi(e)) — 1. Ademas,

bi(s,tis1) € cix,parak =k, ..., i,y Aii(bi(s,tip1)) = Maz {0, §(pi(e))—-

(i—h+1)}. Como A, ;(bi(s,ti41)) = 0, entonces §(p;(e))—(i—h+1) < 0,

lo que implica é(pi(e)) < i+1—h, es decir, 8(pi(e)) < posiyi(€’)—posi(e),

lo que se traslada a 7 + 1 de forma inmediata.

3.Vt € T,Va € N*, M2,(t,a) = |E;p1(t, )|, con Eiq1(t,@) = {e € Eips|
piri(e) =t, bee® = (b€ Maz(N/ ) A A () = a)}.

Hay que considerar los dos casos siguientes:

- Si a # 8(t) — 1, entonces Ve € E;1q(t, a) se tiene e € {e;{tis1)]tip1 €
Rip1, 1 €7 € Riga(tizr)}, va que estos eventos tienen en sus lugares
postcondicidon A;yq igual a é(t) — 1. Entonces, por la definicién de

A4y tenemos Ei1(t, ) = Ei(t,a + 1). En consecuencia, aplicando la
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hipétesis de induccién tenemos que M?(t,a+1) = |E;(t,a +1)|. Ahora
bien, para o # 8(t) — 1 se tiene M3, (¢, a) = M?(t,a + 1), y por tanto
Mgi-l(tu Ci) = |Ei+1(ta C!)|

- Si a = §(t) — 1, entonces Ve € E;1(t,6(f) — 1) se tiene que A;y,(b) =
8(t)—1,Vb € e*. Ello s6lo puede ocurrir si e = e;(t), para algint € R;4
y algiin 7. Entonces |Eiy1(¢,8(2) — 1)} = |{e;(#)|1 € j < Rina(t)}| =
R;+1(t), que coincide con la definicién de M2, (¢,6(f) —1).

O

Como ya sucedia en el caso no temporizado, la construccién anterior no genera
un unico proceso, sino una coleccion de los mismos, que difieren segiin vayamos
escogiendo los lugares b;(s, ¢;11). Como alli, también se tiene que todo proceso tem-
porizado compatible con ¢ puede ser construido por aplicacién de la construccion

presentada en el teorema anterior.

Teorema 9.5 Sea N una Red de Petri Temporizada en las condiciones de la
definicién 9.1, ¢ una secuencia de pasos temporizada de N y 7 un proceso tempo-
rizado compatible con o. Entonces 7 puede ser construido siguiendo la construccién

presentada en la prueba del teorema anterior.
Demostracién: Por induccién sobre el niimero de pasos de o.

CASO BASE: Suponemos que ¢ = Mp. En este caso 7 sélo puede ser 7 =
({(Bo,0,0,Ap),p0), con Ay = 0, por definicién de compatibilidad; y éste es el
proceso temporizado 7o constructible a partir de la secuencia de pasos ¢ aplicando

la construccién.

CASO GENERAL:

Se supone ahora que o tiene longitud ¢ + 1. Entonces # tiene un subproceso m;,
que es compatible con la subsecuencia o; de o de longitud ¢, el cual puede obtenerse
aplicando la construccién (hipdtesis de induccién). Veamos que podemos extender
T; & T;y1, siguiendo las indicaciones de dicha construccidn.

Sea m; = (NI, pi), N! = (B;, E;, W, AA;), y sea el conjunto pos~!(i + 1) (que
puede ser vacio). Ahora bien, si es vacio, por la condicién 1 de compatibilidad se
tiene Riy1 = @, y entonces al aplicar la construccidn obtenemos miy1 = (Nfy;, pir1),

T

con Biyy = B, By = B, Wi, = W, Ai+1(b) = 0, si Ai(b) =0,y A:‘+1(b) =
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Ay(b) — 1, si Ay(b) > 0. Pero del hecho de que «; es subproceso de m, y compatible
con a;, se sigue que la diferencia entre 7; y 7 es exactamente la que existe entre #;
¥ Ti+1, por lo que 7 = myyqq.

Sipos~1(¢+1) # @, entonces Ve,1 € pos(z+1) se tiene p(eir1) = tiy1 € Ripr.
Ademds, de |pos™(i + 1) N p~}(ti41)] = Riza(tiya) se concluye que hay tantos
eventos en pos~!(i + 1) como instancias de transiciones en Riy;.

Para cada evento e;41 € pos™1(i + 1) sea s € *¢;y1, con t;11 = p(e;y1). Entonces
tenemos: [p~1(s) N *e;y1] = 1, y por tanto existe b(s,ti11) € p~(s) N ®eifa.
Este razonamiento se puede repetir para cada evento e;+; y cada lugar s € *%;4q,

obteniéndose una serie de lugares diferentes que constituyen el conjunto
{bi(s,tiv1) s € *tiva, tiva € Rig, 1 €7 < Ripa(tinn)}

Ademds, A;(bj(s,ti41)) = 0, pues tenemos los hechos siguientes:

(1) *pos~{i + 1) C ¢, con lo cual A; estd definido sobre b;(s, ti1).

(i) Si *b;(s,tip1)) = 0, entonces A;(b;(s,t:41)) =0

(i) Si Je € *bj(s,ti41)), entonces e < e;47 = pos(ei+1) — pos(e) > é(p(e)). Por
tanto, ¢ + 1 — pos(e) > 6(p(e)). Entonces Ap,oe)(bi(s,tiy1)) = 8(ple)) — 1, y
tenemos que b;(s,ti11) € cx, para h = pos(e),...,7. En consecuencia, podemos
calcular Ag{b;(s,ti41)), para k = pos(e),...,:. En particular, para A; obtenemos
Ai(bi(s,tiz1)) = b(p(e)) — (1 — pos(e) + 1). Como finalmente tenemos ¢ + 1 —
pos(e) > 6(p(e)), concluimos que §{p(e)) — (i + 1) — pos(e) < 0, y por tanto,
Ai(bj(s,ti41)) = 0.

De lo anterior concluimos que podemos extender ; al proceso 7 de partida
seglin la construccién del teorema sin mds que tomar los b;(s,#;4,) en la forma

indicada arriba. £

Tal como ocurre en redes no temporizadas, para las redes 1-seguras hay unicidad
en la correspondencia, es decir, existe un 1inico proceso = asociado a una secuencia

de pasos dada.

A continuacion introducimos la nocién de duracidn de un proceso, que nos
indica la duracién minima de una secuencia de pasos compatible con dicho proceso,

y posteriormente ntilizamos esta nocién para obtener el reciproco del teorema 9.4.
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Definicién 9.4 (Duracién de un Proceso Temporizado)
Sea N = (S5,T, F, 6, Mp) una Red de Petri Ordinaria Temporizada en las condi-
ciones de la definicién 9.1 y # = (N’,p) un proceso temporizado de N. Se define

la duracion de 7 de la forma siguiente:

0 si N'=(B,9,0,0)
D(7) =
D(r') +1 en caso contrario

donde =’ es el proceso (N”,p"), N" = (B', E', W', A"), definido por:

B'=B-A*

Fr=E~A

W' = Wlgixg ugxp

A(h) = { AB)+1 sibe Maz(N') A bg Min(N') A A(b) < §(p(*b)) — 1
0 en caso contrario

P =plpupE

donde A={e€ Elbee* = (be Max(N') A A(b) = é(p(e))—1)}. =

En dicha definicién, el conjunto A es el conjunto de eventos que han sido
ejecutados en el instante anterior al instante en el que tenemos el proceso 7. La idea
que subyace en dicha definicidén es obtener un subproceso 7’ de 7 correspondiente a
dicho instante anterior. Para ello se eliminan los eventos disparados en ese instante
(eventos en A), asi como los lugares postcondicion de dichos eventos, mientras que
el resto de lugares maximales no minimales ven incrementado en una unidad el
tiempo que queda para que termine la ejecucién de la transicién que los genero.

Obsérvese que esta definicidn es recursiva, lo que significa que hemos de com-
probar que realmente estamos definiendo algo. Ahora bien, dado que estamos
trabajando 1inicamente con procesos temporizados finitos, resulta inmediato com-
probar que la aplicacién de dicha definicién recursiva nos termina conduciendo

necesariamente al caso base, por lo que dicha definicién es correcta.

Teorema 9.6 Sea N = (§,T, F, 6, My) una Red de Petri Ordinaria Temporizada
en las condiciones de la definicién 9.1 y = = (N’, p) un proceso temporizado de V,
con N'=(B,E,W,A).

Existe una secuencia de pasos temporizada o compatible con .
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Demostracidon: Por induccién sobre la duracién de 7.
CASQO BASE:

Si la duracién de = es 0, entonces basta tomar la secuencia de pasos vacia:

o9 = My, que es trivialmente compatible con .
CASO GENERAL:

Supongamos ahora que = tiene duracién ¢ + 1, y sea m; = (N/,p;), con N} =
(Bi, Ei, Wi, A\;), el proceso 7’ obtenido a partir de 7 en el marco de la definicién
9.4. Como IXm;) = i, podemos aplicar la hipétesis de induccién y obtener una
secuencia de pasos de longitud 4, o; = Mg[R,) ... Mi_1[R;) M;, compatible con ;.
Sea pos; la funcién que establece dicha compatibilidad y sea Disp; el conjunto
de lugares maximales en 7; correspondientes a tokens disponibles (es decir, con
anotacién 0).

Definimos entonces el paso R;;; por medio de
Rin(t) =]A N p7i (1)

donde A es el conjunto del mismo nombre introducido en la definicién 9.4. Veamos

que R;;, estd permitido bajo el marcaje M;, es decir:
MNs) > 1 Ri(t)
test

Seas € Syte s*. Paracadae€ ANpi(t)setienebe’e = be n! AA;(b) =
0. De hecho, por definicién de proceso existe un nico b € *e tal que p;(b) = s.
Como A;(b) = 0, b es un token disponible, es decir, b € Disp;, y por tanto:
| Y, (A0 5 @) < Ip(s) 0 Dispi

Aplicando el teorema 9.3 sobre el segundo miembro obtenemos
lpi*(s) N Dispi| = M (s)

y de ahi
| U (Anp ()] < Mi(s)

tes®
Ahora bien, como los conjuntos A N p~!(¢) son disjuntos dos a dos, obtenemos

que

U, A0 @)= LIAn s 0] = L Rua(t)

tEs



9.2. BISIMULACION SOBRE REDES TEMPORIZADAS 231

Por tanto, Ry, estd permitido bajo el marcaje M;. Sea entonces M;,; el mar-
caje obtenido con su disparo. Obtenemos asi una secuencia de pasos temporizada
de longitud 2 + 1, 041 = Mp[R1) ... Mi1[R)M;[Riz1)M:41. Esta secuencia de
pasos es compatible con 7, pues el proceso 7 se obtiene extendiendo =; segiin la

construccién del teorema 9.4. O

9.2 Bisimulacién sobre Redes Temporizadas

En esta seccidén vamos a analizar la decidibilidad de la bisimulacién y de la bisi-

mulacion preservando historias sobre Redes de Petri Temporizadas.

Definicién 9.5 (Sistema Etiquetado Temporizado)
Sea ¥ un alfabeto finito, y sea §g : ¥ —— IN* una funcién que asocia duraciones
enteras positivas a las acciones del alfabeto ¥.. Un sistema etiquetado temporizado
(SET) sobre ¥ es una tupla N = (8,1, F,§, My, 1), donde [ es un etiquetado de
T,1:T-— Xyéb(t)=>6g(l(t)), vVt € T, siendo (5,7, F, 8, My) una Red de Petri
Ordinaria Temporizada T-restrictiva Marcada.

Se dice que N es un sistema etiquetado n-seguro sii VM € [Mp), M(s) £
n, Vs 5. m]

Definicién 9.6 Sea ¥ un alfabeto finito, N un SET sobre L y # = (N’,p) un
proceso temporizado de N. Se define la estructura de eventos exenta de conflictos

asoctada a 7 de la forma siguiente:

ev(r) = (E, <gxg, lop|z) -

Definicién 9.7 (Bisimulacién en Sistemas Etiquetados Temporizados)

Sean Ny = (51, Ty, F1, 61, Mo, 1), No = (83, T, Fy, 62, Mo 2, {2) SET n-seguros so-
bre un mismo alfabeto ¥. Una bisimulacién para N;, Ny es una relacién p C
[Mo1) x [Mos) tal que:

(i) (Mo, Mo2) € p

(i) Si (M, M2) € p, entonces:
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Figura 44: Dos SET bisimilares

- Para todo multiconjunto de transiciones sobre Ty, Ry, tal que M;[R,) M!
existe un multiconjunto R; sobre T3 tal que M,[Ra) M3, con (M{, M}) €
py L(R1) =h(R).

- Para todo multiconjunto de transiciones sobre T3, Ry, tal que My[R;) M}
existe un multiconjunto Ry sobre T tal que M;[R,)M], con (M7, M}) €
py L(Rr) = h(R).

La condicién [1(R;) = I3(R;) hay que entenderla como una igualdad entre
multiconjuntos. Esta igualdad implica que cada transicién en R; tiene asociada
de forma univoca una transicién en R, que tiene la misma accién como etiqueta,

y por consiguiente, ambas transiciones tienen la misma duracién. O
Ejemplo 9.2 Los dos sisternas etiquetados de la figura 44 son bisimilares. ]

Proposicién 9.1 Sea ¥ un alfabeto finito, y dos SET n-seguros cualesquiera sobre
Y, N1, N,. Es decidible si N, y N, son bisimilares.

Demostracién: Es inmediata, debido a que el conjunto de posibles marcajes es
finito. 0

Definicién 9.8 (Bisimulacién Preservando Historias)

Sean N;, N, SET sobre un mismo alfabeto ¥. Consideremos ternas de la forma
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(m,m2, f), donde m; es un proceso temporizado de N;, 73 es un proceso tem-
porizado de N,, f : ev(m;) — ev(w2) es un isomorfismo entre estructuras de
eventos exentas de conflictos, y Vb, € By, *by # ( se tiene: Ay(b;) = Aa(bs), siendo
b2 € f(*b1)* (la eleccién del b, es indiferente, pues A; ha de valer lo mismo para
todo by € f(*h)* ).

Entonces, un conjunto R de ellas es una bisimulacidn preservando historias

para V; y N, sii:
1. (wo(N1),mo(N2),0) € R.

. R . . o
2. 5i (w1, 72, f) € R, m —5, 7}, para un multiconjunto de transiciones sobre
. R
Ti, entonces existen Ry, f, w4, tales que mp, =2, w4, (71,75, f') € Ry

frlcu(arl) = f

. R _ ..
3. Si (my,m2, f) € R, m2 =2, w5, para un multiconjunto de transiciones sobre
) R
{ ! 1 I ! ! !
T,, entonces existen Ry, f', wf, tales que =y =%, =}, (7,7, f') € Ry

f!|ev(1r1) = f

Como f’ es un isomorfismo y f’|ey(r,) = f, entonces f’ se aplica biyectivamente
entre los eventos correspondientes a B; y los correspondientes a R, relacionando
ademads eventos correspondientes a transiciones que tienen la misma etiqueta, y

por tanto, la misma duracidn. a

Seguidamente vamos a estudiar la decidibilidad de la bisimulacién preservando
historias para sistemas etiquetados l-seguros. Para ello comenzamos definiendo

los marcajes ordenados temporizados.

Definicién 9.9 (Marcajes Ordenados Temporizados)
Sea N = (5,T,F,6 My,1) un SET l-seguro sobre un alfabeto L. Un marcaje

ordenado temporizado es una terna (M, <, ), donde:

- M = (M;, M), con M; C S (marcaje actual) y My C T x IN* (instancias

de transiciones en ejecucién con sus tiempos para terminar).
- £C M; x M; (relacién de precedencia entre los tokens).

- v 1 My — P(M) (y(t,n) son los tokens que serdn menores o iguales que

los que genere la transicién ¢ cuando acabe su ejecucién).
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Se define el marcaje ordenado temporizado inicial como sigue:
init(N) = (Mo, <o,70)
siendo My = (M}, ) el marcaje inicial, <= M} x M} y 10 = 0. 0

Definicién 9.10 (Evolucién de Marcajes Ordenados Temporizados)

Sea ¥ un alfabeto finito, NV un SET 1l-seguro sobre %, (M, <,v) un marcaje or-
denado temporizado de NV y R un conjunto de transiciones permitido bajo M.
Definimos el marcaje ordenado temporizado (M’, <',+’) alcanzado tras el disparo

de R como sigue:
o M[R)M".

o V5,5’ € M], s <'&' sit ocurre una de las siguientes condiciones:

s,s' € My, 5,8 €°R, s < 5.

8,8 €t*, cont € R, tal que 6(¢) = 1.

-5 &€ M;,s €1t cont € R tal que 6(t) = 1 y existe s” € *¢ tal que

s <s”.

s’ € t* tal que (¢,1) € M, ¥y s € v(¢, 1).

3,8 €1t*, con (t,1) € M.
o 7' esta definida por

V(tn) = y(t,n+1) N M si(t,n+1) € M,
A site R,n=46(1)—1>0

siendo A= {s€ M{|se M; A 3s" €, s <s"}.

La demostracién de que <’ es un preorden requiere distinguir todos los casos
posibles, siendo cada uno de ellos practicamente inmediato. Esta evolucién en un

paso se representa en la forma (M, <, v)[R)(M’, </, +"). O

Nota 9.1 En sistemas etiquetados temporizados 1-seguros no puede haber varias
instancias de una misma transicién en ejecucién, aunque hayan comenzado en
instantes diferentes. La razén es que si esto fuera posible, una secuencia de pasos

valida serfa una en la que esperdsemos a que las citadas instancias de la misma
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transicién terminasen su ejecucién (es decir, no disparamos nada mientras tanto),
con lo cual, como estamos trabajando con redes T-restrictivas, nos encontrariamos

con al menos un lugar que no cumpliria la condicién de 1-seguridad. 0

Definicién 9.11 Sea L un alfabeto finito, N = (S, T, F, §, My, 1) un SET 1-seguro
sobre &, # = (¥, p) un proceso temporizado de N y (M, <, ) un marcaje ordenado
temporizado de N. Se dice que init(N)[r)(M, <,7) sii:

1. Vse S : |p7i(s) N =* N A~Y0)| = M,(s), siendo M = (M, Ma).

2.Vt € T,V¥n € IN*, |E(t,n)| = M;(t,n), siendo My(t,n) = 1, si (t,n) € My,
y 0 en caso contrario, y E(t,n) = {e € Elple) =t A(bce* = ben*A

A(b) = n)}.

3. Vb, € 7 N A1(0) se tiene: p(b) < p(¥) si y sélosi b € *xr Vv (bt &
T A *h <, )

4. Y(t,n) € M,, Vs € M, : s€~y(t,n)siysdlosibe*n V(bg*nr Ade € E(t,n)
tal que *b <, €), siendo b € p~%(s) N #* N A~!(0), que existe y es uinico por

la primera condicién de esta misma definicion.

8

Teorema 9.7 Sea ¥ un alfabeto finito, N = (5,7, F,§, Mg, !) un SET 1-seguro
sobre T, # = (N’, p) un proceso temporizado de N, (M, <,v), (M’, <',v') marcajes
ordenados temporizados de N, y R C T tales que init(N)[x)(M, <,v). Entonces:
(M, <,7)[R)(M',<',~')sii 3o’ = (N”,p') proceso temporizado de V tal que 7 i
', e init(N) [} M', <", v').

Demostracion:

=>: Para encontrar 7’ sdlo necesitamos ver que disponemos de los lugares condicidén
necesarios en m* para conectarlos con los nuevos eventos correspondientes a las
transiciones en R. Para ello consideremos t € R y s € *t. Entonces, como t es
disparable, ha de ocurrir que M;(s) = 1. Ahora bien, por la condicién 1 de la
definicién 9.11 tenemos: |p~!(s) N 7* N A~'(0)| = 1. Entonces existe un dnico

b(s) € p~(s) N #* N A~1(0), que podemos conectar con el evento correspondiente

a t.
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Por tanto, existe un proceso »' tal que = irp 7'. Ademas, por el teorema 9.6
sabemos que podemos asociar a 7 una secuencia de pasos temporizada compatible
con él, y de hecho, su marcaje final serd M, debido a las condiciones 1 y 2 de la
definicién 9.11. La extensién a =’ se hace manteniendo la compatibilidad, por lo
que

Mi(s) = [p'~'(s) n =" N ATH0)|
|E'(t,n)] = Mj(t,n), Vi€ T, Vn € IN*
que son exactamente las dos primeras condiciones para que init(N)[z}{(M’, <, 4').

Veamos la tercera condicién: sean b,8' € 7'* N A’~'(0). Pueden plantearse los

siguientes casos posibles:
- 0,6 €7 N ATY0).

En este caso p{b) < p(¥') siy s6losi b€ *n V (6,8 € *x A *b <, *V), lo que

se traslada a =’ de forma inmediata.
- b b exmt N A-(1).

En este caso, b, & *x, por lo que habra que ver que en este caso p(b) < p(b')
s1 y solo si *b <, *¥. Para ello consideramos s = p(b), s’ = p(¥'), e € *b, t =
ple), ¢ € *Y y v = p(¢/). Entonces, como init(N){r)(M, <,v) tenemos
(condicién 2, def. 9.11) |E(¢,1)] = 1 = Ma(¢,1), |[E(#,1)] =1 = Ma(¢',1).

Si s <' ¢, entonces como (¢,1) € Ma, (t',1) € Mj, sélo puede ocurrir que
s <' ' cuando s,s' € ¢*, para algin { € R (por definicién de <'). De ahi,
t=i=t,ye=¢.

Reciprocamente, si *b <, *V, entonces ¢ <, ¢’. En tal caso e = ¢/, pues en

caso contrario existiria " € e* tal que &” < ¢/, con lo cual A(b”) = 8, lo que

implica que A(b) = 0, contradiciendo la hipétesis de partida.
-bex N ATY0), ¥ ent N A1)

Sean s = p(b) y 8’ = p(¥). Como A(¥) = 1, entonces ¥ € *r, y por tanto
existe e’ € *V. Sea p(e’) =t'. Si*b = § habriamos terminado. Supongamos
entonces que existe e €*by seat = p(e). Tenemos que (¢/,1) € M,, aplicando

el mismo razonamiento realizado en el caso anterior.
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Si s <’ ', entonces, dado que (#,1) € M,, por la definicién de <’ concluimos
que s € v(t',1). En este caso, por la condicién 4 de la definicién 9.11,
be*r v (bg r A JEe E(t',1),*b <, &), con {b} = p~1(s) N 7* N A~Y(0).
Entonces, como b € p~1(s) N #* N A~1(0), tenemos que b = b, y como b & *r,
ha de existir un é en esas condiciones. Ahora bien, ¢ es tal que p(é) = t', y
Vbe & : ber* A A(b) =1. En particular, ¢’ cumple dicha condicién.

Veamos por otra parte que |E(t',1)| < 1. En efecto, si existieran ey,e; €
E(t',1), tendriamos p(e;) = p(es) = t', y Vby € €], Vb, € €5 : A(by) =
A(b;) = 1. Esto implica que en cualquier secuencia de pasos temporizada
compatible con 7 tenemos que ambos eventos corresponden al mismo paso,
lo que es absurdo, pues ambos eventos corresponden a la misma transicion,

y estamos trabajando sobre redes 1-seguras.

En consecuencia, ¢ = ¢’ y b = b, de modo que b &7 A *b <, €.

Reciprocamente, supongamos en primer lugar que *b = §). Sabemos que
(t,1) € My y s € y(t',1) (por ser token inicial). Por tanto, por definicién de
Sl, s Sr 5!.

Supongamos entonces que b8 & *m A *b <, *¥. Por la condicién 4 de la
definicién 9.11 aplicada sobre = tenemos que s € 4(#',1), pues el evento ¢

cumple las condiciones requeridas. Entonces, por definicién de <’ se tiene:
s <.

-ben N A1), ¥ e n AT(0).

En este caso ha de ocurrir que *b # 0, pues A(b) = 1. Siguiendo un razona-
miento andlogo al utilizado en el caso anterior, aunque aplicado en este caso

a b en lugar de ¥, podemos concluir que (¢,1) € Ma.

Si s <’ &, de la definicién de <’ concluimos que s’ € ¢* (pues (¢,1) € M), lo
que implica A(¥) = 1 (pues ambos serfan postcondicién del mismo evento},
que contradice la hipétesis de partida. Tampoco puede ocurrir *b = §, ni

*b <. *V pues A(b) = 1.

Por tanto, se trata de un caso imposible.
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- by gt

En este caso, ambos lugares han debido ser generados por el disparo de R, y
s <8’ sii 8,8 € t*, para algln t € R tal que §(¢) = 1. Entonces es claro que
b <.

Para el reciproco basta tener en cuenta que *b = *¥, pues ambos no estan
en 7*, y como A’(b) = A(d) = 0, entonces han debido ser generados por
el disparo de una misma transicion en R con duracién 1. En consecuencia,

aplicando la definicién de <’ se tiene s <’ &'.
ber* N ATY(0), ¥ & =.

En este caso, s’ € t*,t € R, §(t) = 1. Si s <’ &', entonces por definicién de <’
ha de existir s” € *t tal que s < s”. Sea entonces §” € p~1(s”) N =* N A~(0),
que existe por ser M1(s”) = 1. Entonces s < s” = be *x VvV (8" € *xv A
.b _<_1r .b”).

De ahi, si *6 = () habriamos terminado, y en caso contrario, como 8’ <, ¥,

tenemos *b <, *V’, como queriamos demostrar.

Reciprocamente, si *b = 0 vV (*b <, *¥), entonces p/{b) <' p/(¥). Para
demostrarlo consideremos ¢’ € *0' y §” € *¢’. Entonces A(8”) = 0, y por la
condicién 3 de la definicién 9.11 aplicada sobre 7 concluimos que p(b) < p(b”).
De ahi, por definicién de </, s <' &/, pues p/(b”) = s” es un token consumido

por p'(e') tal que s < s”.
bgn*, b en* A ATY0).

En este caso, *b # 0, y Je € *b, con 6(t) = 1, para t = p'(e), por definicién de
Al

Si s &' &', por definicién de <’ tendria que ocurrir que s’ € t*, lo que es

absurdo, pues & € w*. Asi pues, este caso no puede darse. Tampoco puede

ocurrir que *b <, *V, pues b ha sido generado en el 1iltimo paso.
ber N A1), ¥ &

Repitiendo el razonamiento utilizado en el segundo caso concluimos que exis-
te e € *b, ple} =t, (¢,1) € M;. Ademds, ¥ ha debido ser generado por



9.2. BISIMULACION SOBRE REDES TEMPORIZADAS 239

una transicién ¢’ = p'(e’). Entonces no puede ocurrir que s <’ §', segiin
la definicién de <’. Tampoco es posible que *b <, *V, pues eso implicaria
que A(b) = 0, lo que es absurdo. Ademds, *b £ 0, pues A(b) = 1. En

consecuencia, este caso tampoco puede darse.
-bgnt, ¥ ent N ATHD).

Tenemos e € *b, p'(e) = ¢, 6(t) =1,y € € *¥, p(e)) =, (t',1) € M. De
nuevo en este caso no puede ocurrir que s <’ s'. Tampoco puede ocurrir que
*b = ), pues b ¢ #*, ni tampoco que *b <, *¥, pues b ha sido generado en el

ultimo paso, y &' no.

Sélo queda por demostrar la iltima condicién. Sean al respecto (¢,n) € M, y
s € M]. Si s € 4'(t,n), entonces segtin la definicién de 4 esto sélo puede suceder

por una de las dos causas siguientes:
-(tn+eMyse M Ny(t,n+1)
-s8€A parat€E R,n=¢6(¢t)—-1>0

En el primer caso, por la definicién 9.11 aplicada a # tenemos que b €°*w V (b €
't A Je€ E(t,n+1),b<re),conbepl(s)na* N A0). Sibe*ryalo
tendriamos, en caso contrario, e € E'(¢,n), por definicién de A’

En el segundo caso, s € M|, s € M; y 3s” € *t tal que s < s”. Entonces,

Mi(s”) =1 = 3" € p~}(s”) N =* N A~1(0). Andlogamente, s € M, = Jb €
p~1(s) N =* N A~Y0), y entonces p{(b) < p(b”) implica (por la definicién 9.11
| aplicada a ) que*b=0 Vv *b <, *b”.

De nuevo podemos centrarnos en el caso *b <, *b”. Entonces tenemos *b <, €/,
donde ¢ es el evento asociado a t tal que ¢’ € b”*. Ademds, ¢’ € E'(t,6(t) — 1),
por definicién de A/,

Reciprocamente, si b € *z’, entonces *b = ). Sea p(b) = s € M|. Queremos ver
que s € ¥'(t,n), Vn < §(t) — 1. Sin # §(¢t) — 1 entonces el resultado se obtiene
a partir de la definicion 9.11 aplicada sobre «, teniendo en cuenta que b € *r y
aplicando la definicién de 4. Si n = §(t) — 1, consideremos el evento e asociado
at,yseabd € *e. Tenemos que s € M, pues b € *r’. Entonces p(¥) = s’ es un
token consumido por ¢, y como b € *r tenemos p(b) < p(¥') (por la definicién 9.11

aplicada sobre 7). Asi s < ',y &' €. Por tanto, s € A, es decir, s € ¥'(t,6(¢)—1).
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Sibg*n’', y*b < e, cone€ E'(t n), hemos de distinguir dos casos:

- Sin # 6(t)— 1, entonces e € E(t,n + 1), por la definicién de E’'(t,n). Por
otra parte, *b <. e = *b <, €, con lo que aplicando la definicién 9.11 sobre

7 obtenemos s € y(¢t,n + 1), de modo que s € ¥/(£,n).

- Sin = 6(t) — 1, entonces e corresponde a una transicién disparada en R:
p'(e) =t € R. Tenemos p'(b) = 5,6 < e. Si*h=¢e,comobe p(s) N
7 N A’7}(0), entonces A'(d) = 0, lo que implica que §(t) — 1 = 0, lo que
nos lleva a n = 0, que es absurdo.

Por tanto, *b < 'e, y de ahi s € M, pues A(b) ha de ser 0, y podemos

aplicar la condicion 1 de la definicion 9.11 sobre «.

Sea b” € *e tal que *b <, b”"; p(b”) es un token consumido por ¢, y entonces
A(b") = 0. Como*b <, *b" concluimos que p(b) < p(b"), por lo que aplicando
la. definicién de A, s € A, y por tanto, s € v/(¢,8(f) — 1).

«: Tenemos ahora 7 —, ', init(N)[x)(M, <, 7), init(N)[x")(M', <, +").

Por las condiciones 1 y 2 de la definicién 9.11 aplicada sobre  y 7’ se obtiene
que M y M’ son marcajes alcanzables. En particular, M corresponde al marcaje
final de una secuencia de pasos temporizada ¢ compatible con 7. En base a la
extensidn de v a 7’ por R, concluimos que la extensién de la secuencia ¢ mediante
R es una secuencia ¢’ compatible con 7/, cuyo marcaje final sera M’. Por tanto,
M[RYM'.

Sea entonces (M, <,7)[RY(M',<],71). Tenemos que demostrar que <; =<'y
que y; ="

Sean 5,8’ € M{, s </ ¢'. Entonces pueden darse los siguientes casos:

- 5,8 € My, 5,8 €*R, s < ¢'. Enestecaso,seanb € p~1(s)Nx*NA-0), ¥ €
p~1(s") N w* N A~1(0). Tenemos p(b) < p(¥), y de ahi, b € *w v (b, ¢
*m A *b <, *b). Esto se traslada a n’ repitiéndose el razonamiento hacia

atras, concluyendo p'(b) <’ p/(¥).

- s,s"€t°,t € R, 6(t) =1. Sean entonces b € p'"'(s) N 7 N ATH0), ¥ €
pH(s) N o' N ATH0), que existen pues M!(s) = 1, M!(s') = 1. Entonces
*b = */, por lo que podemos aplicar la condicién 3 de la definicién 9.11 para
obtener p'(b) <’ p/(¥).
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-3 € M,s €ttt e R 6t =1,3s" € *t tal que s £ s”. Sean b €
pi(s) N =* N A7Y0), " € p~}(s”) N x* N A}0). Entonces, p(b) <
p(8") = b=0V (b,0” &€ *m A *b <, *b”). 5i*b = 0, entonces se aplica en
sentido inverso la condicién 3 de la definicién 9.11 para obtener p/(d) <’ p'(¥),
siendo & € p'}(s') N 7* N A’7}(0). Si no, como *b <, b,y B <n. Y,
tenemos *b <. *¥, por lo que aplicando de nuevo la citada condicién 3 de la
definicién 9.11, obtenemos p/(b) <’ p'(¥).

- s et (t,1) € My, s € 4(t,1). Sea ¥ € pi(s’) N 7 N ATN0). Como
sev(t,l) > be*rv(b¢g 't Ade€ E(t,1) : *b <, e),slendo b €
p71(s) N = N A~Y(0).

Si b € *r se aplica en sentido inverso la condicién 3 de la definicién 9.11
para 7' y se obtiene p'(b) <’ p'(¥'). En caso contrario, como &' € e* se tiene

*b < *V, y de ahi, aplicando de nuevo la condicidn 3 en sentido inverso

concluimos p'(d) <’ p'(b').

- 5,8 €% (t,1) € M;. En este caso, sean b € p'~'(s) N = N A’7H0), ¥ €
PHs) Nor'* N ATY0). Si*b = 0 concluimos aplicando la definicién 9.11.
En caso contrario, se tiene *b = *¥, para aplicarse una vez mas la condicién
3 citada.

Consideremos ahora s,s’ € M, tales que s <' . Sean b € p'"'(s) N = N
ATHO), ¥ e pH(E) N 0 ATH0). Entonces p'(b) <'p'(H) = *b=0V (b ¥ &

*w’ A *b <. *t). Hemos de distinguir entonces los siguientes casos:

- b, €7 0 ATH0).

Basta usar *b = Q v (5,4 & *m A *b <, *¥') sobre 7, obteniéndose s < 5.
Entonces, como se trata de tokens no consumidos, por definicion de < se

tiene: s <f ',

- bV en N ATY(D).

Sean € € *b, €' € *I. Tenemos p(e) = ¢, p(¢/) = ¢/, (£,1) € My, (¥',1) € M;.
De ahi, como e <. €, sélo puede ocurrir que e = ¢, pues A(b) = A(Y) = 1.

Por tanto, t = t/, con lo cual aplicando la definicién de <} se obtiene: s <i s'.
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bex* N A0, ¥ ex* N ATHD).

Sea €' € *¥, p(¢’) = t'. Tenemos (#/,1) € M,. Para demostrar que s <} s’
hemos de ver (def. de <{) que s € v(¢',1). Para ello usamos la condicién 4
de la definicion 9.11 sobre 7, pues si *b = §§ ya tendriamos lo deseado, y si no,
de *b <, *V, obtenemos *b <, ¢/. Ademads, ¢’ € E(t',1), y de ahi, s € y(¢,1).
ber* N A1), ¥ ex* N AY0).

Sea e € *b, ple) =t, (t,1) € M,. Tal caso no puede darse pues *b <, *¥ no
puede ocurrir cuando A(b) = 1.

b, b & =°.

En este caso, b y &' corresponden a tokens generados por el disparo de R.
Ademas, como *b <, *¥, tenemos *b = *}, y por tanto ambos han sido
generados por la misma transicién. En tal caso, aplicando la definicién de
< concluimos s < s'.

ben* N AY0), ¥ &n°.

Como A'(¥') = 0, y b & =*, tenemos s’ = p'(¥') € t'*, con t' € R, §(¢') = L.
Si *b # @, consideremos e € *b, ¢’ € *b y b” € *¢’ tales que e < *b”. Entonces
*h <. *b”, y por tanto s < s”, para s” = p(b”). Por lo que, por definicidn de
< sgls.

Si*h =10, sea b” € *¢’, para €' € *¥, que existe por ser ¥’ ¢ r*. Entonces, por
la condicién 3 de la definicién 9.11 se tiene s < s”, con s” = p(b”), y de ahi,

por definicién de <f, s </ ¢'.

bgx*, b ent A AY0).

Este caso no puede ocurrir, pues no puede darse *b = @, ni *b <, *¥'.
ber* N A™1), ¥ &n°.

Por la misma razon que en el caso anterior tampoco puede darse este caso.
bg b en N AT

Tampoco este caso puede ocurrir, pues b ha sido generado en el iltimo paso,

mientras que ¥’ no. Por tanto, de nuevo no puede darse *b = §§, ni *b <. *¥.
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Veamos ahora que 4/ = «v,. Tomemos al efecto (t,n) € Mj ys € M y
empecemos suponiendo que n < §(¢) — 1. Entonces s € 4'(t,n) = be*n’ V (b g
' A Je € E'(t,n) tal que*b < €), con {b} = p' () N =" N A'7Y(0).

Si b € *x', entonces b € *x, por lo que A(b) = 0. Por tanto, s € M, y de ahi,
s € v(t,n + 1). En consecuencia, por la definicién de 44, s € ;(t,n).

Si de € E'(t,n) tal que *b <. e, entonces e € E(t,n + 1), por definicién de £,
y de ahi, s € y(t,n + 1), y por tanto s € 7;(¢,n).

Supongamos ahora que n = §(¢) — 1. Entonces, si s € 4'(¢,6(t) — 1) es porque
denuevo be*r’ vV (bg*r' A Jee E'(,6(t) — 1) tal que*b < e).

Si b € *n', entonces b € *w, y de ahi, s € M;. Para s’ € *t, del hecho de
que *b = § se sigue s < &' (cond. 3 de la definicién 9.11). En consecuencia, por
definicién de 1, s € ¥1(¢, 6(¢) — 1).

Si b ¢ *n', *b <, e, entonces *b # e, pues en caso contrario tendriamos
A'(b) = §(t) — 1 = n > 0. Por tanto, existe b” € *e tal que *b <, *b”. De ahi, como
A(b") = 0, aplicando la condicién 3 de la definicién 9.11 tenemos p(b) < p(b7), v
por tanto, s € v;(t,8(t) — 1).

Reciprocamente, sea s € M{, con s € 7}(¢,n). Supongamos de nuevo en primer
lugar que n < §(t) — 1. Entonces, por definicién de v, s € 4(t,n + 1) N M|. De
ahi, be*r vV {(bd*m A Je€ E(t,n+1),°b <, ¢e). La definicion de E’ da lugar a
que e € E'(t,n), y de ahi, s € ¥'(t,n).

Sin=46(t)-1, entonces 3s' € *t, tal que s < &'. Entonces, ¥ € p~1(s) N 7* N
A7(0) es tal que p(b) < p(¥/), y de ahi,*b=0 V (5,0 &1 A *b < ).

Por tanto, el evento e asociado a t es tal que e € E'(2,6(t) — 1), vy *b <. ¢, por
lo que s € ¥/(¢,6(t) — 1). a

Este teorema garantiza que la definicién de init(NV){x)(M, <,v) es coherente

con la evolucién de marcajes ordenados.

Definicién 9.12 (TOM-bisimulacién)

Sea T un alfabeto finito, Ny = (51,71, F1, 61, Mo, 1), Na = (S2, T2, Fa, 62, Mo2, [2)
SET 1-seguros. Una TOM-bisimulacion para N, y N2 es una relacion B C
OM(N;) x OM(Nz) x P(S51 x 5;) tal que

1. (init(Ny), init(Ny), M3, x M3,) € B, con Mo = (ME,,8), Moz = (M},,0).
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2. Si ((Mq,<1,m), (M2, <2,72),8) € B, entonces

- Existe una biyeccidn g : M2 — M2, siendo M; = (M], M), M3 =
(M3, M2), tal que VY(t1,n) € MZ : u(t;,n) = (t2,n), para un t; € 7T, tal
que 1(t1) = la2(s).

- V(tl,n) € Mlz, V31 € '71(1‘.1,7’&), VSQ S le, (31532) € B = 37 € ’)fg(tg,n),
siendo (t2,n) = u(ti,n).

v V(tZ?n) € M22: VS? € 71(t21n): Vsl € Mll? (51"32) € ﬁ = 8 € 71(t11n)7
siendo (t1,n) = g~ 1(t2,n).

3' Sl ((MI:ShPh)a (M23S2172):ﬂ) € B: Y (Mlasla'rl)[Rl)(Mir;5317{)1 para
Ry C T, entonces existen R; C 75, una biyeccidn ¢ : By — R, ¥

(M3, <5, 77) tales que

- (MZ:52:72)[R2)(M2::5’2:75)’ ((le.aslli'ﬁ): (Mé,g'z,’}’é),ﬁ’) € B? th €
Ry, L(t) = L($(4)) y ¢ cumple:

(1/)(t1),n) si tl € RI An= 61(t1) -1
g (t,n) =4 (t2,n) en caso contrario, siendo
p{ti,n+ 1) = (tz,n + 1)

- Vt1 € Ry, Vsy € %ty 3s) €%y y 3sh, €*¢(t1), tales que s; <1 8, (s],55) €
B.
- Vty € Ry, Vsy € 38, € *ty y ds] € "W~ I(ta), tales que s; <y sh,
(s1,83) € B.
estando #' definido como sigue: Vs; € M'], Vs, € M';, con M} = (M}, M'3),
M= (M}, M2} : (s1,82) € B sii ocurre una de las condiciones siguientes:
- 5 € Mll., 89 € M%, 31 g'Rl, Sa ¢'R2 ¥y (51,52) - ﬂ
- 81 €], € R, 51(t1) =1,s € ’;b(tl). .

- 81 €1, (tl,l) € MIZ? 83 € 13, (tZsl) € M22, (tZ, ]-) = #‘(tlsl)

4. Anidloga a la 3, intercambiando los papeles entre Ny y N,.
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Definicién 9.13 Sea £ un alfabeto finito, Ny = (51,71, F1, 61, Mo, lh), N2 =
(S2, T2, F3, 82, Mo 2,1;) SET 1-seguros sobre £ y B una TOM-bisimulacién para
ellos. Se dice que (M1, <{,7),(M;,<5,73),8') € B es alcanzable sii se verifica

una de las condiciones siguientes:

- (M, <4, 1) = init(N), (M3, <5, 73) = init(Na) y B = Mg, x Mj,, siendo
Mo,l = (M&,p 0): M0.2 = (Ml%,zs 0) .

- EXiSten (MlsSI:’YI), (sz 52:72) A ﬂ tales que ((Mla 51371)3(M21 52)72)1
B) es alcanzable, y existe R; tal que se cumplen las condiciones 2 y 3 de la
definicién 9.12, para obtener (M}, <, 74), (M3, <5, %), 8.

a

Proposicién 9.2 Sea ¥ un alfabeto finito, Ny = (51,Th, F1,61, Mo, h), Ny =
(S, T2, Fy, 83, My 2,12) SET 1-seguros sobre ¥ y B una TOM-bisimulacién para
ellos. Si (M1, <1,m), (M2, <2,72), B) € B es alcanzable, entonces § C M} x M},
siendo M, = (M}, M}?), My = (M}, M}) y para cualesquiera (s1,32), (s}, s3) € 5,

se tiene s; <y 8] sii s3 g sh.

Demostracién: El que f§ C M} x M] es claro por la definicién de #'. La otra
parte se razona por induccién, pues ((Mi, <1,7), (M2, <2,72),3) es alcanzable.
En principio, el caso base es trivial. Para el caso general consideremos ((M7, <4
y1); (M2, <2,72), 8) € B que sea alcanzable y cumpla la propiedad indicada, y
sean Ry C T, R; € T3 que cumplen las condiciones 2 y 3 de la definicién de
TOM-bisimulacién. Hemos de ver entonces que si (s1, s2), (s}, s5) € G, se tiene
51 <i 8] sii 89 <5 b

Sean entonces (s1,53), (s],53) € B8 y probemos que s; < s} implica s; <5 s
(el reciproco es analogo).

Pueden darse los casos siguientes:

- (s1,82) € B, (s1,8%) € B, 51,8, &€ *Ry, 82, 8, € *R,. En este caso, basta

aplicar la hipdtesis de induccién y la definicién de <] y <5.

- (31,32) c ﬂ, 51 ¢ .Rl,Sg g .Rz, 3’1 € t;,tl € Rl,S’Q & t;, con i =
’l,l)(tl), 61(t1) = ].
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Supongamos que s; <} s}. En tal caso, por definicién de <] existe si € *4;
tal que 51 <; sY. Entonces, por definicién de TOM-bisimulacién existe un

1t

31 wm

consumido por ; y un s§ consumido por t3, tales que s{ <; s{’, con
I I
(s7',5%") € B.

Por tanto, 5; <; 8% <; s¥. Como tenemos (s1,3z) € B, (s{,s5') € By

31 <; 87, aplicamos la hipétesis de induccién y obtenemos s; <2 s3". Y como

L

54" es consumido por 13, ello implica que s, <) 8.

(51,32) e ﬁ, 31 ¢ 'R1, 89 g .Rz, 3’1 € t;, 8'2 € t;, Cco1 (tl,l) € Mlz, (tz,l) e
M3, (t2,1) = p(ts, 1).

Supongamos que $; <; s]. En tal caso, por definicién de <, 51 € n(t,1).
Entonces, aplicando la definicién de TOM-bisimulacién s; € ~a(t2,1). Por

L4 ! ! !
tanto, por definicién de <, s; <j si.

31 €13, 52 €13, ta = (), &i(t1) = 1.

Supongamos que §; <} s}, entonces por definicién de <} tenemos que s} € }.

Como (s, 84) € ' tenemos que s} € t3, y de ahi, 53 <5 s5.

s € t;; S2 € tas (tlal) € M121 (tZ:l) € Mzza (tZal) = nu'(tla 1)

Se razona de forma andloga al caso anterior.

]

Teorema 9.8 Sea ¥ un alfabeto finito, Ny = (81, T1, Fy, 61, Mo, 1), Na = (53, T3,
Fy, 682, Moa,13) SET 1-seguros sobre ¥. Entonces Ny y N, son bisimilares preser-

vando historias si y sdlo si son TOM-bisimilares.

Demostracidn:

< Sea B la TOM-bisimulacion. Vamos a definir por pasos la bisimulacién preser-

vando historias R, a la vez que una funcién o : R — P(B), que relaciona R y

B.

1. En primer lugar hacemos (mo(Ny),mo(N2),0) € R, y tomamos o(me{N1),

‘TFo(Ng),@) = {(zmt(Nl),zmt(Ng),M&’l X M&,Z)}7 siendo MO,]. = (M&l,@),
Moy = (Mg, 9).
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2. Sean ahora (m1,ma, f) € Ry (M1, <1, ), (M, <2,72),8) € o(my, 72, f),
con (Mi,<1,m), (M2,<2,72), B8, B, R1 y R» satisfaciendo las condiciones
2 y 3 de la definicién de TOM-bisimulacion. Podemos aplicar entonces,
como veremos a continuacidn, el teorema 9.7, obteniéndose 7}, 7} tales que
init(N)[rh(M!, <, +!), para 1 = 1,2, con m ELN T, T2 EiN wh.  Defi-
nimos entonces f' mediante f'|l.yr,) = f y f'(e1) = ez, para cada e; €
E| — E,, donde e, es el dnico evento asociado a ¥(pi{e1)) en Ez; y hacemos

(71,72, f) € R, (M7, <1,m), (M3, <5, 73), B7) € o(my, my, f').
Para aplicar dicho teorema se requieren dos hechos de ficil prueba:

- ¥(mw1, 72, f) € R se tiene o(m,ms, f) # §. Con ello queda garantizada la
existencia de ((M1, <1,7m), (M2, <2,72), B).

- Sl (“Tlsﬂ-hf) € R entonces ((MI:51371):(M23_<_2172)1ﬁ) € O(WI)WZ:f)
= mzt(N,)[m)(M” Si:'.ﬁ)a para 1= 1:2

Otra consideracién adicional que vamos a necesitar posteriormente es la si-

guiente:

- Sea (m1,m2, f) € R, (M1, £1,m), (Mo, <2,72), B) € o(m1, 79, f) y sean by €
73 N ATH0), b2 € w5 N AFY(0) tales que (s1,2) € B, siendo sy = py (), s2 =
pa(br). Entonces *by £ 0 = (') =%y y by £ 0 = [-3(hy) =*by.

Nos centraremos en la primera implicacién, por ser la segunda totalmente
andloga. La demostracion de la misma se realiza por induccién sobre ((M;, <,
"), (Mz, 2, 7m2), B).

En el caso base tenemos que (My, <q,71) = tnit(Ny), (Ms, <g,72) = init(Ny),
B = M}, x My, En tal caso (71,7, f) = (7o(MN1), 7o(N2),8), de modo que la
propiedad en cuestién se cumple de forma trivial.

En el caso general sea (my,ms, f) € R, (M, <1,m), (M2, <s,%2),8) €
o(m1, 72, ), v (71, 75, f) € R que cumpla las condiciones de la definicién. Tenemos
entonces que (M7, <§,71), (M3, <b,74), B) € o=y, mh, f').

Consideremos entonces b, € =y N A'TH0), by € 7’3 N A'31(0), (s1,82) € 5"

Hemos de distinguir los siguientes casos:



248 CAP/TULO 9. BISIMULACION P.H. EN REDES TEMPORIZADAS

(a) (s1,82) € B, 51 & *Ry, 52 & *R,. Entonces s, € M}, s, € M}, y por tanto
by € 7} N ATY0), by € 73 N A7'(0). Basta entonces usar la hipdtesis de

induccién y aplicar f'|ev(m) = f-

(b) sy €1}, 53 €13, t1 € Ry, t2 = ¥(t1), 6(¢1) = 1. Sean entonces e; € *hy, e2 €

*by. Se tiene que f(e1) = e3, lo que concluye en este caso la prueba.

(c) 81 €13, 83 €13, (t1,1) € MZ, (t2,1) € M2, (t2,1) = p(t1,1). A partir de lo

cual se razona como en el caso anterior.

El siguiente paso consiste en demostrar que f’ es un isomorfismo entre ev(#}) y
ev(n}). Sabemos que f es un isomorfismo entre ev(m) y ev(r2) ¥y que f’ extiende
a f. Por tanto, sélo hemos de ver que si ¢} es un predecesor inmediato de e;, con
e, € ev(r}), ex & ev(m), entonces f(e}) < f'(e1). La condicién dual es una vez
mas analoga.

Consideremos para ello t; = pi(e1), by € "e1 N €'] y sea 87 = p1(b;). Entonces
51 € *t,. Para él existen 8| € *ty, sh € *t,, siendo t; = (1), tales que 51 <y s,
(s1,54) € B.

Sean ¥ € pyi(sy) N wp N ATH0), ¥, € p7i(sh) N =3 N AFY(0), que existen y
son tnicos por las propiedades que relacionan marcajes y procesos. De s; <y 8
se sigue *by <. °*b,, pues init(N){m)(M1,<1,m), y de ahi *b] # 0. Por tanto,
aplicando la tercera consideracién obtenemos f(*4]) = *b5.

Ademds, V) = e,y de ahi, f(e}) = f(*b1) <z f(OB)) =05 <ry €2

Para concluir la prueba de esta primera implicacion del teorema sélo nos queda
por ver que Vb, € By, *by # B : Aj(b) = AL{b2), siendo by € f/(*by)°.

De nuevo usamos un razonamiento inductivo sobre la construccién de R. El
caso base se reduce de nuevo a considerar la terna (mo(N1), 7o(N2), ), para la cual
la propiedad en cuestién es trivial (no existe ningin b; cuya precondicién sea no
vacia).

En el caso general consideremos b, € 7'y, y sea t; = pi(e,), siendo e; € *b;.

Hemos de distinguir entonces dos casos:

- t, ¢ Ry, de modo que b; € =¢, por lo que puede aplicarse la hipdtesis de
induccién, obteniéndose que A(b;) = As(bs), para bz € f(e1)*, lo que se

traslada a A}, Al y f’ de forma inmediata.
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-ty € Ry, por lo que t; € R,, siendo ta = pa(f(er)), ¥y AY(b) = 6(t1) — 1,
AL(by) = 6(t2) — 1. Y como las duraciones de t; y t; coinciden, ambas

expresiones lo hacen también.

=: Sea R la bisimulacidn preservando historias dada. Entonces definimos la

TOM-bisimulacién B como sigue:
((My, €1,m), (M2, £2,72),8) € B sii 3(my,m, f) € R tal que :
(1) fnit(Ny)[m)(My, <1,m), tnit(Ne)[me) (M2, <2, 72).

(i) Vs, € 51,Vs2 € 53, (81,82) € B sil 57 € M}, s, € M}, siendo M; =
(M1, M), M, = (M}, M2) y existen b, € 7} N ATH(0), b2 € 73 N AZY(0)
tales que py(by) = s1, pa(b2) = 52, y (e €°m1 A by €°m2) V (b1 # 0 A *by #
O A f(*h1) ="b2).

Veamos que B es efectivamente una TOM-bisimulacién. En principio, sabemos
que inat{Ny)[mo( N1 )}Yindit(N1) e init(Ny)[mo(N2))init(N;). Entonces, como (mg( V),
mo(Ne), 0) € R, se tiene que (init(Ny), init(N,), M, x M2 ,) € B, pues la condicién

(ii) se cumple trivialmente.

En lo que se refiere a la segunda condicién consideremos (M, <;, 1), (M2, <2
,7Y2), B) € B. Entonces existe (1,72, f) € R que cumple las dos condiciones de la
definicion de B.

Tomamos la funcién g : MZ — M} como sigue: wu(ti,n) = (p2(f(e1)),n),
siendo e; € E) el evento asociado en 7, a #;. Dicha funcién y esta bien definida,
pues de la definicién de bisimulacién preservando historias se sigue que Vb, €
e} 1 n = Ay(b) = Ay(be), siendo b, € f(e1)*, y por tanto, (pz(f(e1)),n) € M2.
Ademads, p es una biyeccién, pues f es un isomorfismo y sélo hay un evento e;
asociado a ;.

Sean ahora (t1,n) € M}, 51 € y(ti,n), s2 € M}, (s1,s3) € 8. Consideremos
(t2,1) = p(t1,n). Como (s1,8,) € B, exdsten by € 77 N ATH0) y by € 73 N AFY(0)
tales que p1(by) = s1, pa(ba) = 52, y (b1 € *m1 A b2 € *ma) V (*by # B A *by #
B A f(*b) = *by).

Consideremos por separado ambos casos:
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(a) Si by €°*my y by € *7a, entonces s; € v,(te,n) por la definicidn de snit(Ng){m)
(Mz,<2,72), ya que by € p3(s2) N 7 N AFY(0), y by € *ma.

(b) Si *by # 0, % # @y f(*h) = *bs, entonces tenemos f(e1) = ey, siendo
€ € .bl, € € .bg.

Como s; € 1 (t1,n) tenemos que para by € prt(s1) N 73 N A7Y(0) se verifica
by €°m V (51 &*m A 3& € Ei(t,n) tal que *b; <, &). En particular b,
cumple dicha condicidn, y por tanto, como estamos trabajando sobre redes
1-seguras, b, = &,. Concluimos entonces que *b; # @, y por tanto existe
€; en las condiciones indicadas. Sea entonces é, = f(& ). Como f es un
isomorfismo tenemos e; <., é;. Por tanto, *b; <., €;. Ademas, por la forma
en que hemos definido p se tiene py(&;) = ;. Sea ahora b, € 8. Como f
es un isomorfismo se tiene b3 = ), pues en caso contrario llegarfamos a una
contradiccidn pues b, no serfa maximal en my. Por tanto, &, € 75. Ademds,
como R es una bisimulacién preservando historias se tiene A;(d;) = As(ba),
para b, € &. Por tanto, Ay(by) = n. En consecuencia, &; € Es(ts,n), y

ademais *b; <, &, lo que implica s, € Y(t2,n).

La tdltima implicacidn contenida en esta segunda condicién no precisa prueba

por ser la analoga de la anterior.

Veamos ahora la tercera condicién. Supongamos al respecto que ((M;, <
,'71): (MZ': _.<_2172)H6) € B ¥ que (M11 51:71)[R1)(M{: Sil!'?i) Consideremos en-
tonces la terna (7,72, f) € R, que ha de existir en virtud de la definicidn dada de

B. Ademds se tiene:
inat(N;) [} (M, <i,v) parai=1,2

Como R, es disparable bajo M;, podemos extender 7; por Ry, obteniendo m; —Rl>p
7). De ahi, como R es una bisimulacién preservando historias, existira R, tal que
Ty 4, 74, con (74,74, ) € R, ¥ flevm) = f-

Como R, nos permite extender w,, también podemos extender (M;, <3,2),
obteniendo (M}, <5,v5) tal que (Mz, <z, 72)[R2)(M], <4, ;). Es posible entonces
definir una biyeccién ¢ : Ry — R;, en la forma siguiente:

Siendo t; € R; consideremos el evento €, € ev(7}) tal que e} € 7’7, pi(e1) = t1,

y tomamos f'(e1) = e € ev(n}). Definimos entonces ¥(t1) = phez2).
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De esta forma, {1(t1) = lL(%¥(t1)), pues f' conserva las acciones. Ademads,
(M7, <5,7), (M35, <4,45),8') € B, donde ' estd definido segin se indica en la
definicién 9.12. Para demostrarlo hemos de ver que se cumplen las dos condiciones
de la definicién de B. La primera de ellas se obtiene por aplicacidon inmediata del
teorema 9.7.

Para demostrar la segunda condicidn consideremos s, € 51, s2 € S2, (81, 92) €

B'. Segun la definicién de A’ pueden darse los casos siguientes:
g g

- S1E€ M}, ss€ M, 51 €°Ri, 52 € Ry y (s1,52) € B

En tal caso, como ({(Mi, <1,m), (M2, <2,72),8) € B, tenemos que (s1,5;) €
B sii b € pri(s1) N 7 N ATH0), by € p3l(se) N w3 N ATY{0), tales que
(hhe*m Abr€°ma) V (*b1 £ @ A by #0 A f(*b)) = *b2), lo que puede

trasladarse a 71, 7} y f' sin dificultad.

- 81 €13, 8 € Ry, 61(th) =1, s2 € P(4)".
En tal caso, s; € M'}, 5, € M'}, y por la condicién 1 de la definicién 9.11
existen by € p'T (1) N 7'} N ATH0), by € P57 (s2) N 7’5 N ASH(0). Ademds,
e1 € *by es el evento asociado a t; en 7], y €2 € *b; es el evento asociado a ¢,
en .
Como ey = f'(e1), entonces se cumple *b; £ 0, *by # 0, f'(*b;} = *by, como

queriamos demostrar.

- 81 € t;, (tls 1) S Mlga $2 € tia (tZ,l) € Mzz, (t2=1) = n“‘(thl)'

De nuevo se tiene s; € M'}, s, € M'}, por lo que existen & € p'T'(s1) N
w1 0 ATHO), b € p'7M(s2) N =y N ATH0).

Segin la definicidn de g tenemos que (¢2,1) = u(t1, 1) = (p2( f(e1)), 1), siendo
ey el evento asociado a ¢y en 7. Entonces t3 = p(f(e1)), y de ahi, ey = f(es)
es el evento asociado a ¢, en 7. Entonces e; € *b; y e € *bq, ¥ por tanto

*b1 # 0,62 # 0, f'(*b)) = *b2, como querfamos demostrar.

El siguiente paso consiste en demostrar que la definicién de p’ cumple la res-
triccién indicada en el primer apartado de la condicién 3 de la definicién de TOM-
bisimulacién. Para ello consideramos (¢1,n) € M? y distinguimos los dos casos que

se diferencian en dicha definicidn:
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Si t; € Ry, entonces n = §(t1) — 1, y u'(¢1, 6:1(t1) — 1) estd definido por

#(t, 81(t) — 1) = (pa(f'(e1))s 6:(t1) — 1)
siendo e; el evento asociado a t;.

Ahora bien, p4(f'(e1)) = %(t1), y por tanto

'ty 81(tr) — 1) = (P(t1), 6:1(81) — 1)
como quer{amos demostrar.

Si t; ¢ R, aplicamos la definicién de u' y obtenemos

#'(t1,n) = (pa(f'(e1))sm)

siendo e; el evento asociado a #;. Dicho evento estard en E; (conjunto de

eventos de ), pues ¢; € R, y por tanto, f'(e1) = fle1) y ph(fler)) =
p2(f(e1)). En consecuencia

#'(t1,n) = (p2(f(e1))sn)

Veamos ahora que u(f;,n + 1) estd definido y vale (p2(f(e1)),n + 1), lo que

terminara esta parte de la demostracién.

Para ello, basta tener en cuenta que (¢,,n) € M2, Entonces, por la definicién
de evolucién de marcajes, (¢;,n + 1) € M?. En consecuencia, u{ty,n + 1)

esta definido y segin la definicion de g vale p(t;,n +1) = (p2(f(e1)),n +1).

Centrémonos ahora en el segundo apartado de la condicién 3. Sean entonces

t1 € Ry, s1 € %4, v e; el evento asociado a t;. Hemos de distinguir dos casos:

(a) Si Aé; € ev(m) tal que & <, ey, entonces*h; = ), siendo b, € pr(s1) NN

A7'(0). De ahi, como f’ es un isomorfismo Aé; € ev(ms) tal que & < ez,
donde ey es el evento asociado a t; = ¥(t1). Asi pues, dby € ®e; tal que
*b, = 0. Entonces s; = p2(b2) € *tz, y como by € *x1, by € *x3, concluimos

(s1,52) € B.

(b) En caso contrario, tenemos & € ev(m), & <x e€1. Consideremos b; €

prt(s1) N w} N A7Y(0). De nuevo hemos de distinguir dos subcasos:
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(b.1)

(b.2)

*b; = 0. Del hecho de que & <, e, como f’ es un isomorfismo en-
tre estructuras de eventos se sigue que 3é; € ev(rs) tal que f(é) =
€2, €2 <n €2. Sean entonces 51 € EyN®e,y 52 € €5 N*eq, que cumpliran
Al(Bl) =0, Ag(gg) = 0, y sean §; = pl(Bl), §g = pg(gg). Tenemos en-
tonces f(*h;) = f(&1) = &, cumpliéndose *by # 0, *by # 0, f(*h1) = *b,.
En consecuencia, (%;,3;) € 8. Ademads, como b € *r, (1 7§, b €,

concluimos sy <; §;, en virtud de la condicién 3 de la definicién 9.11.

*b; # 0. Sea entonces &; € *b;. Como & <n €, existe &; € ev(my) tal
que & Sq €2y f(&1) = é;. Sea entonces byEtey NEYy dg = pg(Bg).
Tenemos *b; # 0, *by # 0, f(*by) = *by, por lo que (s1,32) € 5.

Con ello concluye la prueba de la condicién tercera de la definicién de TOM-

bisimulacidn, por ser la implicacién restante andloga a la anterior, y con ello finaliza

la prueba del teorema. a

Corolario 9.1 Sea L un alfabeto finito, Ny = (S, Ty, F1, 61, Mo, 1), N2 = (52, T4,
F3,65,Mpa,12) SET 1-seguros sobre L. Entonces es decidible si ¥y y N, son bisi-

milares preservando historias.

Demostracién: Basta aplicar el teorema anterior y tener en cuenta que el

nimero de posibles marcajes ordenados para un SET 1-seguro es finito. o
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Capitulo 10
Trabajos Relacionados

Aunque no es mucha la bibliografia existente sobre modelos temporizados de redes
de Petri (al nivel teérico, en el que nosotros hemos centrado nuestro interés), y
en particular donde se estudie la decidibilidad de propiedades sobre dichos mo-
delos, presentamos en este capitulo un resumen de aquellos trabajos que hemos

considerado de mayor interés.

10.1 Redes TER

Las Redes TER son una clase particular de Redes ER, las cuales son un modelo
introducido en [GMMP91], que puede ser utilizado para especificar el control,
la funcionalidad y los aspectos de temporizacién de sistemas concurrentes. En
este sentido, los dos modelos cldsicos de Redes de Petri con Tiempos que fueron
comentados en el capitulo 3 pueden representarse por medio de redes ER. La
mejora, en este caso, consiste en que las redes ER permiten ademas representar
aspectos funcionales, que no pueden ser representados en dichos modelos clasicos.

Las redes ER son redes de alto nivel en las que los tokens son entornos, es
decir, funciones que asocian valores a variables, y cada transicién lleva asociada
una accion, que especifica qué tokens de entrada pueden ser utilizados en su disparo
y qué tokens de salida se producen como consecuencia del mismo. Por tanto, los
marcajes son asignaciones de multiconjuntos de entornos a lugares.

La presencia de entornos dentro del modelo proporciona la via para la especifi-

cacién de aspectos funcionales y temporales. Por ejemplo, los aspectos temporales

255
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pueden ser especificados incluyendo una variable reloj cuyo valor representa el ins-
tante en que un token ha sido producido. A las redes ER dotadas de dicha variable
se las llama redes TER, y si de hecho ésta es la unica variable en todo entorno,
entonces se les llama redes TB (que por tanto no permiten especificar aspectos
funcionales). Por supuesto, las acciones asociadas con las transiciones son las res-
ponsables de producir los valores de dicha variable para los tokens producidos con
sus disparos {evidentemente, se imponen varios axiomas que garantizan que el uso
de dicha variable es el razonable).

Junto a la semantica natural de las redes TER, que considera que una transicién
permitida no esta obligada a dispararse, también se introduce un modelo semantico
fuerte, que considera un cierto tipo de time-outs. En dicho modelo semantico
fuerte las transiciones tienen asociado un maximo tiempo de espera, de modo
que queda garantizado que si en un clerto momento una de ellas es activable,
y de momento no decidimos dispararla (lo que seria obligatorio si todavia fuese
ejecutable al concluir su tiempo de espera), ninguna otra transicién que comparta
con ella lugares precondicién (en conflicto con ella) con un tiempo de espera mayor
podra ser disparada (con lo que se evita que transiciones “menos urgentes” puedan
impedir con su ejecucién la de otras “mds urgentes”). No obstante, esta semantica
fuerte puede ser facilmente codificada mediante la semantica ordinaria de este tipo
de redes.

En lo que al andlisis de propiedades hace referencia, en dicho articulo se de-
.muestra que las propiedades de alcance, vivacidad, limitacién y seguridad son
indecidibles en redes ER, incluso con la seméntica ordinaria (es relativamente sen-
cillo probar que toda maquina de Turing puede ser codificada con este modelo).
La causa directa de la indecidibilidad de estas propiedades es la presencia de los
entornos, ya que si los ignoramos obtenemos Redes de Petri ordinarias, para las

cuales ya sabemos que estos problemas son decidibles.

10.2 LOTOS Temporizado y Redes con Tiem-

pos

En [BLT89] se describen dos de los modelos temporizados de Redes de Petri in-
troducidos en la seccién 1.2, las Redes de Petri con Tiempo [MeFa76, Mer74], y
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las Redes de Petri con Arcos Temporizados [Wal83). Las diferencias entre ambos
modelos temporizados de redes de Petri las encontramos en aquellos sistemas en los
que tenemos transiciones con dos o mas lugares precondicion. En el primer modelo
el disparo de una transicién esta \inicamente sujeto a las restricciones temporales
impuestas por el intervalo de tiempo asociado a la transicion. En el segundo, el
disparo de una transicién sélo puede producirse dentro de la interseccion de los
diferentes intervalos de tiempo involucrados (uno por cada arco que la una con sus
lugares precondicién). Ademas, en el primer modelo se fuerza el disparo de las
transiciones cuando se alcanza el tiempo maximo de disparo, mientras que en el
segundo modelo el disparo de las transiciones permitidas es solo una posibilidad.
En [BoCr89] se demuestra que las Redes con Arcos Temporizados son un modelo
débil, en el sentido de que no pueden codificar una maquina de Turing, por lo que
dicho modelo no extiende significativamente la potencia descriptiva de las Redes de
Petri No Temporizadas. Por el contrario, es bien conocido [JoLi77] que las Redes de
Petri con Tiempos tienen la misma potencia descriptiva que las maquinas de Turing
(en la correspondiente demostracién es esencial el hecho de que las transiciones
deben dispararse, siempre que sigan siendo activables, cuando se alcanza el tiempo

maximo de disparo permisible).

Inspirandose en estos modelos, en [BLT89] se describen asimismo dos modelos
de LOTOS temporizado, el LOTOS con Acciones Temporizadas y el LOTOS con
Interaccion Temporizada.

EL LOTOS con Acciones Temporizadas es una extensién temporizada del
lenguaje LOTOS, donde la temporizacién es analoga a la de las Redes con Ar-
cos Temporizados. La idea consiste en incluir un operador prefijo temporizado
en el que se especifica un intervalo de tiempo dentro del cual puede ocurrir la
accién involucrada (pero no estd obligada a ocurrir), y un operador old que per-

mite especificar el paso del tiempo.

El LOTOS con Interaccién Temporizada estd basado en el modelo de Redes
de Petri con Tiempo, incluyendo operadores para el modelado de la urgencia y
de los intervalos de tiempo dentro de los cuales ciertas acciones deben ocurrir.
En concreto, se incluye un operador asap para especificar la ejecucion urgente de
una accion, (ésta debe ocurrir tan pronto como sea posible), un operador old con

el mismo significado que en el modelo de Acciones Temporizadas y un operador
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timer que especifica el intervalo de tiempo en el que una accidén debe ocurrir.

10.3 Codificacién de RPT de Andre

Un esquerna de codificacién de Redes de Petri Temporizadas mediante Redes de
bajo nivel puede encontrarse en [And86), si bien dicha construccién presenta a
nuestro juicio algunos problemas.

El tratamiento formal de las redes temporizadas es diferente en la forma, pero
equivalente en el fondo, al que hemos introducido en el capitulo 3. En concreto,
cada token puede estar disponible (utilizable) o reservade (en periodo de consu-
micién, y por lo tanto no utilizable). Por tanto, un marcaje M consta de dos
componentes, una que recoge los tokens reservados (M.R), y otra que recoge los
tokens disponibles (M.A). Entonces, una transicién estd permitida si y sdlo si en
todas sus precondiciones disponemos de un nimero suficiente de tokens disponibles.
Una transiciéon permitida puede dispararse, pero al producirse su disparo no se
sustraen, de momento, tokens de las precondiciones, sino que se anotan como
reservados los tokens {disponibles} utilizados para su disparo. Cuando finaliza la
ejecucién de la transicidn (transcurrido el tiempo 6(¢)) se elitninan definitivamente
dichos tokens (previamente reservados) y se anaden los correspondientes tokens a

los lugares postcondicion.

La codificacidn que se esboza se basa en considerar por cada transicién ¢ dos
nuevas transiciones, b.t y e.t, que representan el comienzo y el final de su ejecucién,
construyéndose una red de bajo nivel que respeta (si bien esto no se consigue
exactamente) la restricecién temporal impuesta por la duracién de la transicién, es
decir, que e.t se ejecute exactamente §(¢) unidades de tiempo después que b.t.

En la codificacién presentada es esencial la presencia de un reloj global que
modele el paso del tiempo, para lo cual se incluye una transicién que se supone que
se dispara con una cierta periodicidad (cada “instante de tiempo”). La codificacién
incluye en principio arcos inhibidores, si bien los mismos pueden ser eliminados si
no se permiten ejecuciones solapadas de una misma transicién.

Un problema que surge al realizar dicha codificacién es como tratar la ejecucién
simultanea de varias transiciones. Dado que la construccién estd planteada de

forma que la ejecucidn de cada transicién corresponde al paso de una unidad de
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tiempo, la tinica posibilidad de modelar la coincidencia de eventos en tiempo es
mediante una dnica transicién que agrupe la ocurrencia de dichos eventos. En caso
contrario, es preciso disponer en el modelo de lugares con capacidad nula, lo que
claramente supone alterar la seméantica ordinaria de las Redes de Petri.

Ademids, como ya sefialamos antes, dicha codificacién no garantiza que la ocu-
rrencia de e.t tenga lugar exactamente 6(t) unidades de tiempo después que b.t
(se garantiza tinicamente que al menos hay un retraso de é(¢) unidades de tiempo, '

pero posiblemente e.t ocurra §(¢) + 1 unidades de tiempo después que b.t).

10.4 Redes SENS

Las redes SENS (Synchronized Elementary Net Systems) son un modelo intro-
ducido en [And88], que generalizan el concepto de ENS (Elementary Net Systems),
introduciendo junto a los eventos y condiciones, una serie de restricciones tempo-
rales que limitan en el tiempo la posibilidad de ejecucién de los primeros, y una
relacién de prioridades entre los eventos, que se utiliza para resolver de una forma
determinista los conflictos.

En concreto, cada evento tiene asociados dos valores naturales, a y b, siendo a
el tiempo minimo que deben permanecer marcados todos los lugares precondicion
de dicho evento antes de que éste pueda ser disparable, y b es el tiempo maximo
que tiene dicho evento para dispararse desde el momento en que estd permitido.
Por tanto, un evento e con valores naturales asociados ¢ y & puede ocurnir en un
instante determinado si las precondiciones del mismo han permanecido marcadas
durante un tiempo a, y no existe otro evento con mayor prioridad y en conflicto con
él, que pueda ocurrir en ese instante. Una vez transcurrido el tiempo b desde que e
fue activado, éste debe ser necesariamente disparado (si todavia sigue permitido).

En sistemas en los que no hay conflictos, la relacién de prioridades puede omi-
tirse por innecesaria.

En {And91] puede encontrarse un algoritmo aplicable sobre redes SENS sin prio-
ridades, que permite calcular los periodos minimos de tiempo que han de ocurrir
entre la ocurrencia de cada par posible de eventos, aplicandose dicho algoritmo al

problema de alcance sobre dicho tipo de redes.
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