Universidad Complutense de Madrid
Departamento de Matematica Aplicada

Aproximacion Numérica
de un Problema
con Frontera Libre

Memoria para optar al grado de doctor
en CC. Matematicas que presenta
Ana Maria Alonso Rodriguez

Madrid, Mayo 1993



A mi padre



Quiero expresar mi mds profundo agradecimiento al profesor José
Carrillo, director de esta tesis, por toda la ayuda que me ha prestado.
Gracias por su dedicacidn, sus ensefianzas y su paciencia.

También quiero mostrar mi agradecimiento a Juan Antonio Infante
por sus valiosos consejos y por estar siempre dispuesto a escucharme,
ayudarme y animarme.

Gracias por dltimo, a los compafieros del departamento de Mate-
matica Aplicada que, con su apoyo, han contribuido a llevar a término
este trabajo.



Contenidos

1 Filtracién de un fluido en un medio poroso
1.1 Planteamiento del problema . . . . .. .. ... oL
1.2 Primerosresultados . . . . . . . .. ...
1.2.1 Regularidad . . . . ... ... Lo
1.2.2 Condiciones de contorno de tipo Dirichlet como caso limite . . . .
1.3 Existenciadesolucion . . . . . . . ... L e

2 Resolucién numeérica del problema
2.1 El problemadiscreto . . . . . ... . oL o oo
2.1.1 Planteamiento del problema . . . . . . .. ... ... ...
2.1.2 Existencia de solucion del problema discreto . . . . . . . ... ..
2.2  Acotaciones de la solucién discreta . . . . ..o 000000000
2.3 Estudio de la convergencia . . . . . .. .. ... .. L oL

3 El algoritmo
3.1 Descripcion del algoritmo . . . . . . . oo
3.1.1  Gradiente con proyeccidn . . . . . .. ..o e e
3.1.2 Gradienteconjugado . . . . ... oL Lo o0 o L
3.2 Pruebas numeéricas . . . . . . . . i e e e e e e e

A El moédulo DAMEYV

119



11



Introduccion

En esta memoria se estudia el problema de la filtracién de un fluido a través de un medio
poroso con unas condiciones de contorno distintas de las habituales en la literatura. Sur-
gen de una modelizacién mais realista del problema que lleva a substituir las condiciones
de contorno de tipo Dirichlet de una parte de la frontera, por condiciones no lineales en
las que el flujo normal en el borde es funcién del salto de presion.

El agua que estad empapando la tierra tiene una gran importancia en la evaluacién y
la gestién de los recursos hidroldgicos. Esta agua estd en constante movimiento y dada
la gran extensién que suelen tener los acuiferos, el volumen total de agua desplazada es
muy grande; de ahi el interes existente por el estudio de este tema.

Desde el punto de vista fisico, se trata de un problema de filtracién de un fluido en
un dominio 2 € IR® o IR?, ocupado por un medio poroso. Las leyes fundamentales que
gobiernan este movimiento son la ley de Darcy y la ley de conservacion de la masa.

Llamemos p a la presién del fluido y ¢ a la saturacién. Si se supone que el dique es
homogéneo e isétropo, este problema puede formularse matematicamente de la siguiente
manera:

0 Ap = 9 Q% (0
g tap)—Ap= aen? o % (0, 00) (P)
g € H(p)

donde H(s) es el grafo maximal monétono asociado a la funciéon de Heaviside y « el
coeficiente de compresiblidad.

La formulacién del problema se completa con un estado inicial para g 4+ ap y con
apropiadas condiciones de contorno. Se dan tres tipos distintos de condiciones de con-
torno:

Frontera impermeable: En las zonas impermeables el flujo es nulo; se tienen condi-
ciones de tipo Neumann homogéneas.

Frontera permeable: La presién es continua a traves de las zonas permeables de la
frontera; en esta regién, la presion es un dato y se tienen, por tanto, condiciones de

tipo Dirichlet,
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Frontera semipermeable: 5i existe una discontinuidad de presion dentro y fuera del
dique porque una zona de la frontera es semipermeable, entonces el flujo a traves
de esa region es funcién del salto de presion.

En la mayor parte de los trabajos realizados sobre el tema se han tenido en cuenta
unicamente los dos primeros tipos de condiciones de contorno. En esta memoria se
estudia el modelo completo, lo que incorpora una no linealidad mas al problema: la
correspondiente al flujo en la zona semipermeable.

Los primeros estudios matematicos rigurosos sobre el tema son de comienzos de los
anos 70 y se deben a C. Baiocchi. En un primer articulo (ver [4]) demuestra la existencia
y unicidad de solucién para el problema estacionario bidimensional en el caso particular
de un dique rectangular: mediante un cambio de variable del tipo w,, = p transforma el
problema en una inecuacion variacional. Posteriormente H.Brezis, D. Kinderleherer y G.
Stampacchia [10}, y H.-W. Alt [2] dieron una nueva formulacién del problema estacionario
que permite un tratamiento mas general, especialmente en lo que se refiere a la geometria
del dominio. El problema de la unicidad de solucién fue resuelto por J. Carrillo y M.
Chipot (ver (16, 17]). Otro aspecto importante de este problema es la regularidad de
la frontera libre. L. Caffarelli demuestra en [11] que la frontera libre es analitica y
posteriormente, en un articulo con G. Gilardi [12] demuestiran que en el caso bidimensional
es monotona.

A. Torelli da los primeros resultados relativos a la ecuacion (P) [41, 42]. Estudia solo
el caso de un dominio de IR? rectangular pues utiliza la misma técnica que introduce C.
Baiocchi para resolver el correspondiente problema estacionario. La existencia de una
solucién débil para cualquier subconjunto de JRY con N > 2 abierto, conexo, de frontera
lipschitziana fue demostrada para el caso incompresible (o = 0) por G. Gilardi [26] y
para el caso compresible (o > 0) por J. Carrillo [13]. Posteriormente E. DiBenedetto y
A. Friedman ([24}) dan una nueva demostracidn de la existencia de solucidén débil que
incluye los dos casos. A diferencia de lo que ocurre en el caso estacionario la solucion de
este problema es tinica como demuestra J.Carrillo en [14].

Los primeros resultados acerca del problema estacionario con condiciones de contorno
semipermeables en una parte de la frontera son de J.F. Rodrigues [37]. Son J. Carrillo
y M. Chipot en [18] quienes demuestran la existencia de solucion y queda abierto el
problema de la unicidad.

También son muchos los trabajos numeéricos realizados sobre este tema, debido al
interes practico del estudio de la filtracion de un fluido en un medio poroso. En su
mayoria se refieren al caso estacionario.

Los primeros trabajos son anteriores a la formulacién matematica rigurosa del prob-
lema. Utilizan un método iterativo para determinar la regién del dique que esta mojada
por el fluido (ver [23]). C. Baiocchi, V. Comincioli, E. Magenes y G. Volpi [6] presentan
por primera vez un método de dominio fijo; estd basado en la formulacion de C. Baiocchi

v



por lo que tiene fuertes limitaciones sobre la geometria del dominio. Béasicamente ha de
ser un dique rectangular.

Posteriormente, utilizando la formulacion introducida por H. Brezis, D. Kinderleherer
y G. Stampacchia ([10]) y por H. Alt ([2]) éste tdltimo presenta ([3]) un método numérico
de dominio fijo, aplicable a geometrias mucho mas generales. Sin embargo, este método
es bastante restrictivo en cuanto a la triangulacién que puede tomarse y, como conse-
cuencia de ello, requiere un tratamiento muy especial del borde del dominio. P. Pietra
([35]) resuelve estas dificultades utilizando un operador de tipo “up-wind” para la dis-
cretizacién del término de transporte. De este modo, la anica limitacion que se impone
a la triangulacion es que sea de tipo débilmente agudo.

En [15] J. Carrillo propone un esquema discreto para aproximar la solucién del prob-
lema de evolucién con condiciones de tipo Dirichlet. Siguiendo la idea de P. Pietra utiliza
un operador “up-wind”. Nosotros presentamos un método numérico para resolver ese
mismo problema con condiciones de contorno no lineales que es, en cierto modo, una
generalizacién del que se propone en [15].

El trabajo estd dividido en tres capitulos:

Capitulo 1

Esta dedicado al estudio del problema continuo. Se divide en tres secciones

o En la primera seccién se presenta el problema: se deducen las ecuaciones y se
introducen las condiciones de contorno. Se da la formulacién del problema con
la que trabajaremos en lo sucesivo: sea @ = (0,7) x Q y sean I'?, TW I tres
subconjuntos disjuntos de la frontera de ) correspondientes a la region permeable,
semipermeable e impermeable respectivamente. Sea 8 la funcion de permeabilidad
en I'" y & la presién exterior:

Hallar un par (p,g) tal que
(p,g) € LX0,T; H' () x L=(Q) )

p>0ctp. (z,t)€Q
p=0en P
g€ H(p) c.t.p. (z,t) € Q e (£)

(Vp + ge)VE — ]Q (9 + ap)t; <

< Z(90+GPO)€(-,0) +fzw B~ p)
(@) tal que £(-,7) =0en Ry ¢ >0en TP, |
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¢ En la segunda seccién se demuestran algunas propiedades de regularidad de la
solucion analogas a las que se tienen en el caso de condiciones de tipo Dirichlet. En
concreto se demuestra:

Proposicién: Sea (p,g) solucion de (Pg) entonces
ap € C({0,TT; L*(Q)

y si ap® € L(Q) entonces
p e L7(Q).

También en esta seccion se demuestra un resultado que establece que las condi-
ciones de contorno de tipo Dirichlet cldsicas son un caso limite de las condiciones
semipermeables que aqui se consideran.

Proposicién: Sea (p.,g.) solucidn del problema (Pg,) siendo 3. la funcion de
permeabilidad 5,(s) = s/e; entonces la sucesion de pares {(pe, ge) }evo converge dé-
bilmente en el espacio L*(0,T; H'(Q)) x L*°(Q) hacia la solucién del problema con
condiciones de contorno de tipo Dirichlet en TV UTP.

¢ En la tercera seccién se demuestra el resultado mas importante de este capitulo que
es la existencia de solucién del problema {Pg). Todos los resultados de la seccion
estan encaminados a demostrar el teorema de existencia. Se utiliza un argumento
de semidiscretizacion: se divide el intervalo de tiempo en [0,7] en M subintervalos
de longitud 7 = T/M y se resuelve en cada instante t, = nT un problema eliptico.

Para demostrar la existencia de solucion del problema semidiscreto se regulariza la
funcién de Heaviside H(s). En la primera proposicién de esta seccién, mediante
una técnica de punto fijo y argumentos de monotonia se demuestra la existencia
de solucién del problema semidiscreto regularizado. En la segunda proposicidn,
pasando al limite en el problema regularizado, se obtiene la existencia de solucion del
problema semidiscreto. La siguiente proposicién establece una serie de acotaciones
de la solucion semidiscreta.

La seccion concluye con el teorema de existencia.

Teorema 1: Sea  mondtona, continua, tal que 3(0) = 0 y que existen dos cons-
tantes positivas a, b de manera que |B(s)| < als| 4+ b Vs € R; entonces existe una
solucion del problema ( Fg)

Iin la demostracién se utilizan las acotaciones obtenidas anteriormente y resultados
de compacidad para pasar al limite en el problema semidiscreto. Estos argumentos
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dan convergencia débil de la solucion semidiscreta lo que no es suficiente para pasar
al limite en el término no lineal. Esta dificultad se resuelve utilizando la monotonia
de B para demostrar que de hecho la solucion semidiscreta converge fuertemente en
L*0,T; HY(Q)) hacia una solucién del problema continuo.

Capitulo 2

En este capitulo se estudia un método numérico de aproximacién del problema. Se
hace una discretizacion espacial del problema semidiscreto presentado en el capitulo an-

g e
; en concreto se utiliza
. 3&2 N
un operador de tipo “up-wind” para discretizar ese término. Consta este capitulo de tres
secciones:

terior, con un tratamiento especial del término de transporte

e En la primera seccién se plantea el problema discreto. Sea (2, una aproximacién
poligonal de (; se construyen los espacios Hy, y Ly, subespacios de dimensién finita
de H'(Q1) y L*=(4) respectivamente. La formulacién del problema es:

Hallar una familia {(phn, gna) oL, tal que

(Pros gno) = (P5, 91)

siendo estd una aprozimacion del dato inicial continuo, y para cadan=1,..., M
(Phons Ghn) € Hy X Ly }
Pan = 0 ct.p. (z,t) € @y
0 < ghn < 1ctp. (z,t) € Qn

prn = 0 en I‘,‘?

/ﬂ (Vorn Ve + gnnDn(én))+ 0 (Fa,7.n)
n

+/ [M + aly, (M)] Rh(gh) <
4 1979 7 ) T

S/FW B(Th(¢n — Prn))Tn(én)
Vén EhHh tal que & =0Vie IP

1 - n
(*) Lh [(1 - gh,n)Dh(gh) + ——"Tgh' Rh(&h)] >0
V&, € Hy tal que £ > 0sipl =0 J
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Dy, es un operador de derivacién discreta de tipo “up-wind”, Rj es un operador de
p P 3
interpolacion entre Hy v Ly, y Ty es un operador de traza.

Teorema 2: Supongamos que tenemos una descomposicion en N-simplices de (1
de tipo débilmente agudo y que 7 < Ch para cierta constante C que depende de la
descomposicion; entonces eviste al menos una solucidn del problema (P 1)

La demostracion de la existencia es constructiva en el sentido de que da un método
para calcular la solucién del problema (Pg ;). La inecuacién (*) es una condicién
de ortogonalidad entre la presion y la saturacion que nos permite descomponer la
resoluciéon del problema en dos pasos: En cada instante de tiempo ¢, se calcula
primero la presién, minimizando un funcional de energia y despues la saturacidn,
resolviendo un sistema algebraico lineal relacionado con la condicion de ortogona-
lidad. Para demostrar que estos dos problema intermedios tienen solucién y que
la solucion que se obtiene es solucidon del problema discreto, es fundamental la
aplicacion que hace corresponder a cada yj € Ly, el elemento del dual de )

& — /ﬂ [XhDh(ﬁh) TRl Ry (&)

T

tenga inversa monotona. Aqui es donde interviene el haber discretizado el término
de transporte con un operador “up-wind” que nos permite elegir al discretizar la
direccion que nos da el signos de los coeficientes deseado.

La segunda seccion esta dedicada a probar distintas acotaciones de la solucion
discreta, necesarias para demostrar la convergencia.

En la tercera seccidon de este capitulo se desmuestra la convergencia de la solucidn
discreta hacia una solucién del problema continuo. FEl resultado de convergencia
que se tiene es el siguiente

Teorema 3:FEs posible elegir una familia de elementos finitos de modo que la
sucesion {(g7,ph) >0 de soluciones del correspondiente problema discreto (Pp . p
converje hacia una solucién (p,g) del problema continuo en el siguiente sentido:

x(Qupy — x(Q)p en L*(RNT)
X(Qu)Vpr — x(Q)Vp en (L*(RTF)Y
x(@Qn)gr — x(Q)g débilmente en L*(RNH)
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La demostracion es constructiva: se elige una familia de elementos finitos para la que
mediante argumentos de compacidad y de monotonia se demuestra la convergencia
de las soluciones discretas hacia una solucion del problema continuo.

Capitulo 3

Se estudia en este capitulo el algoritmo de resolucion del problema discreto.

e En la primera seccion se detalla el algoritmo. En cada paso de tiempo hay que
resolver un problema de minimizacion y un sistemna lineal. Se trata de un sistema
triangular de modo que su resolucién no tiene dificultad. El problema de mini-
mizacion es mas delicado ya que el funcional que tenemos no es cuadratico y se
busca el minimo sobre un subconjunto del espacio de trabajo IR™. Se proponen
dos métodos clasicos de minimizacion: uno de tipo gradiente con proyeccion y otro
de tipo gradiente conjugado. El primero es valido para una clase muy amplia de
funciones 3, pero es lento; el segundo necesita mas regularidad sobre 3, pero es mas
rapido.

¢ En la segunda seccién se da una rapida descripcion del programa utilizado para
hacer las pruebas numéricas. El resto de la seccion esta dedicado a mostrar y
comentar los resultados obtenidos para distintos problemas test en los que se ven
algunas de las propiedades cualitativas de la solucion obtenidas fedricamente.

En el apéndice final se incluyen los programas fuente con los que se realizaron las
pruebas numeéricas.

El algoritmo diseiado por P. Pietra para resolver el problema estacionario con condi-
ciones de contorno de tipo Dirichlet, esta incorporado como un modulo, de nombre
DAMIAN, en la biblioteca de elementos finitos MODULEF, donde también existe otro
médulo (PIGRA) de L. Marini y P. Pietra que transforma cualquier triangulacion en
una de tipo débilmente agudo. El esquema numérico que se estudia en esta memoria,
también ha sido programado siguiendo las normas de la biblioteca MODULEF. Utiliza el
moédulo PIGRA para la obtencién de un mallado regular y parte del modulo DAMIAN
para el célculo de los coeficientes correspondientes al operador de “up-wind” (para la
documentacién de estos mddulos ver [32]).
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Capitulo 1

Filtracion de un fluido en un medio
POroso

1.1 Planteamiento del problema

Sea © un subconjunto abierto conexo de RN (N > 2) de frontera lipschitciana . Q
representa un medio poroso a través del cual se filtra un fluido. En su frontera distin-
guimos tres zonas: una parte impermeable T una parte semipermeable T y una parte
totalmente permeable, que estd en contacto con el aire I’ b,

Suponemos que:

o I'P £0.

I'? TW y I'! son disjuntos dos a dos.

reurwur! =rT.

e T¥ tiene un nimero finito de componentes conexas 'V 1 < ¢ < Ng.
e ' es un subconjunto abierto de I'.

Vamos a estudiar el problema en un intervalo de tiempo (0,7), T € IR, 0 < T < co.
Llamaremos @ = { x (0,7).

Desde el punto de vista fisico, cada componente conexa de " representa la frontera
que separa el medio poroso de un embalse. Cuando I'" es no vacio, un dato importante
en este problema es el nivel del fluido en los embalses que, en general, varia con el
tiempo. Sea ¢ € COYQ), ¢ = 0 la funcién que representa la presion del fluido en el
exterior del dique. Supondremos la presién atmosférica normalizada a cero, de manera
que TV N {¢(-,1) = 0} es una zona de la frontera que en ese instante esta en contacto
con el aire. Si suponemos, por ejemplo, que el nimero de componentes conexas de
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" N {¢(-,t) > 0} coincide en todo instante ¢ con el nimero de embalses N, la manera
definir ¢ en I'"es la siguiente:

Bz, t) = (hi(t) —zn)T en TV 1 < i < Np.

donde #;(t) es una funcién lipschitziana que representa el nivel del fluido en el embalse
correspondiente.
Sean

Q=0x(0,T)
=Tx(0,T)

=TI x(0,T)
P =12 % (0,7)
2 =" x (0,T)

Figura 1.1: .

El fluido se filtra a través del dique, mojando en cada instante t un subconjunto W(t)
de Q. Sea W = {{z,1) € Q | = € W(1)}.

La ley fundamental que gobierna el movimiento del fluido en W es la ley de Darcy.
Sea ¢ la descarga especifica, esto es, el volumen de agua que fluye por unidad de tiempo
a través de una superficie unidad, normal a la direccion del flujo. Sean p la presién y
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¥ = p+ zy la altura piezométrica. La ley de Darcy, establece que la descarga especifica
esta dada por

g = —I(V(p + {L‘N) = — KV,

donde K es un coeficiente de proporcionalidad llamado conductividad hidraulica. Si se
trata de un medio homogéneo e isétropo, K es una constante escalar que depende de las
propiedades del fluido y del medio poroso (viscosidad, porosidad, ...). En lo sucesivo
supondremos K normalizado: K = 1.

La otra ley fundamental en el movimiento de un fluido es la ley de conservacion de
la masa. Sea o la porosidad del medio (Volumen vacio/ Volumen total), y p la densidad
del fluido. Segun la ley de conservacidn de la masa:

d :
Lgtﬂ) = —div(pg).

Se define el coeficiente de compresibilidad del fluido como

L dp
18 =
pIp
de modo que podemos escribir
Hap) 8,0 dp _ ap ﬂ 7,b
ot “opor e °F

. dp
Siguiendo a Bear ([7]), se supone que ¢Vp << o~ 5
en espacio de p son mucho mas pequenias que las variaciones en tiempo. Podemos escribir
la ley de conservacién de la masa del siguiente modo:

es decir, se supone que las variaciones

d .
Jpﬂa—i) = —pdivg.

Haciendo uso de la ley de Darcy y llamando o = o8 obtenemos que la altura piezométrica
verifica en W la ecuacion
oo

Se trata ahora de obtener una ecuacion valida en todo €, ya que a priori no se conoce
W. Seguiremos el argumento de E. DiBenedeto y A. Friedman en [24].
La frontera libre ¥¥ es la region d({p > 0}) N @, es una parte de W y en ella se
verifica que
p=0,

V'(q,l)zo,
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siendo v € IRY*! el vector normal exterior, unitario. Por la propia definicién de £ en

ella

(vp:\pt) _ )
(lvpl2 +p%)1/2 - (V.r’,V$N, V).

Segun esto y la ley de Darcy, se verifica que

|Vp|2+r£:£—%:0 en X',
N

De aqui se deduce formalmente una ecuacion en D'(Q): V& € D(Q)
< —Ap,{ >=< p, —Af >= —-A :] VpV¢ =
pE>=<p-AE>= [ a8 = [  VpVE

|Vp[?
— [ vp. vt - Apé = _/ _/ Apf —
/;7’ Pt {r>0} pe o (|VP|2 + }P?)I/25 {p>0} Pt

= _Lt(VxN - Vt)f - Cff{p>0}Pt‘f =
0 o

=—<5£H(p)—%H(P):§>_a<Ph£>

Llamemos ¢ a la saturacion, tenemos entonces:

g € H(p) en @,

9 ad ,
a(g +ap) — Ap = P D'(Q).

H es el grafo maximal monétono de Heaviside:
1 sis >0
H(s) = [0,1] sis=0
0 sis<0

Condiciones de contorno y dato inicial

Tenemos distintas condiciones de contorno en cada una de las regiones de I':

(1)

(1.2)

e T es la region de la frontera impermeable, por tanto no hay flujo a traves de ella,

es decir
_ I
g-v=.0 en X,
que escrito en funcién de ¥ es

%(p—{—aw):o en B/,

(1.3)



o B es una region de la frontera que siempre estd en contacto con el aire y que
es permeable. Tenemos por tanto condiciones de tipo Dirichlet. Como la presion
atmosférica estd normalizada a cero ha de ser

p=0 en Z°. (1.4)

En ningin momento hay flujo hacia el interior en esta regidn, pero es posible que
el fluido salga del medio poroso a traves de ella. Se tiene de este modo la siguiente
condicién sobre el flujo:

J
— E(p—l— zn) 2 0 en el (1.5)

e %% es una frontera semipermeable. Si p es la presion en el dominio considerado y
& la presién exterior, en E% se supone que el flujo es funcién de la diferencia entre
ambas.

2ot zn) = B(6—7) en TV, (16)

B es una funcién real de variable real, continua, monodtona creciente y tal que
B(0) = 0. En el modelo mas simple, §(s) = s/c donde c es la resistencia de la capa
semipermeable.

La formulacién del problema se completa dando un dato inicial g°+ap®. Formalmente

g(0) + ap(0) = ¢° + ap”® en Q. (1.7)

De todo esto concluimos que en el problema de filtracién de un fluido en un medio
poroso las incdgnitas son dos: la presion p y la saturacién g, que formalmente han de

verificar (1.1), (1.2), (1.3), (1.4), (1.5), (1.6) y (1.7).

Formulacién débil

Trabajaremos en lo sucesivo con soluciones débiles de este problema. La definicién es la
siguiente:

Definicién 1.1 See p® € L3(Q), p° > 0 y sea ¢° € H(p"); se dice que un par de funciones
(p,q) es solucion del problema (Pg 4 010,0) sty solo si verifica

(p,g) € L*(0,T; H'()) x L®(Q) (1.8)

p>0ctp (z,t)€Q (1.9)
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p=0enX? {1.10)

g€ H(p) c.t.p. (z,1) €Q (1.11)
[ 9019 [ 0+ am. <
< [ (6 + a0 + [, B9~ p)E (112)

VEe HUQ) tal que £(z,T) =0 ctp. 2€Q yé >0 en EP.

Si no hay confusién, llamaremos a este problema simplemeunte ( P).

1.2 Primeros resultados

1.2.1 Regularidad

Llamaremos V al espacio
V={Ce HQ)| ¢ =0 en TP}

y V' a su dual topoldgico.

Observacién 1.2 Sea (p, g) una solucién de (P). Supongamos que existen dos constan-
tes a, b tales que |B(3s)| < a|s| + b para todo s € IR; entonces la aplicacién

LX0,7;V) — IR
¢ — [(Iptoave- [ 66—

es un elemento de [L*(0,7; V)] = L*(0,T;V’). Ademas si tomamos la funcién £ en
D(0,T; V) tenemos:

J(Vpt9e)VE~ [ B —p)E = [ (g+ap) =

=—-< (g+ap)t:£ >,

por lo tanto se verifica que
D+ ) e 120,15v)
ot

Como {¢ | & € L0, T; V) y & € L*(0,T;V")} C C%[0,T]; V') se deduce que
(9 +ap) € C([0,T]; V').

(Ver [26]). #



A la vista de esta observacién se tiene que si un par (p,g) es solucién de (Pggo4ap0)
entonces

g(-,O) + Otp(-,U) = 9'0 + apo

como elementos de V7.

El primer resultado que veremos es un lema técnico relativo a cémo manejar funciones
test mds generales que las que se indican en la formulacién débil del problema. Nos
interesa en concreto tomar funciones test de la forma F(p). Este primer lema, como
las dos proposiciones que se demuestran a continuacidn, es valido para pares (p,g) que
verifiquen las ecuaciones (1.1) y (1.2), independientemente de la condicién de contorno
que se tenga en . Por eso consideramos el siguiente problema (PE)

Definicién 1.3 Sea 8 € LE(EW); diremos que un par de funciones (p, g) es una solucion
de (P;;) si verifica (1.8}, (1.9), (1.10), (1.11} y

Lptee)ve= [ (o +amje < [, B

Vé € HY Q) tal que &(2,0) =&z, T) =0 c.t.p. z € (1.13)
y&>0enXP

Lema 1.4 Sea (p,g) solucion de (Pg), sea g € H(Q) y sea F' € Wi(R?), tal que:

loc

F(p,q) € L*(0,T; H'(1)).
F(0,q) € HY(Q)-

- I(s1,59) 2 0 e.t.p. (s1,52) € R%.

- —(s1,82) 2 0 ¢.t.p. (s1,92) € R? (o bien <0).
1

| |
tn

Ademds, sea F tal que

oF
5.5_(31’32) = F(sy,5) c.b.p. (s1,55) € R?
1

Y SUPONGAMOS que

- S q)a € (@), Vr € L0, H'(9);



entonces:

~

/Q(vwge)vw(p,q)a) BF(p, )¢

EIV
—G/Q {-g-{(p, 9)q€ + Flp, q)ft} =
ijp+m)(F —f BF(0,q)¢ (1.14)

— [ e (P(0,0)0
vgemﬂwan

En particular, si F(0,q) =0 en TP entonces

J(Tpt eV (@00~ [, BF@.0)¢

9 (1.15)
—fQ {g 0,¢)€)c + a%(p,q)qz€+af(zi,q)§t}=0‘

Demostracion.- Es una adaptacién directa de la demostracion del lema 2.1 de [14].
Sea ¢ una funcién regular tal que ¢ = 0 en B y Sop(¢) € RY x (70, T — 1) para
10 > 0; entonces para todo T € (—7g, Tp)

0= [ (Vp+9e)(a, V(e t = )dwdt = [ (g+ap)(a, (e, ~r)dedi

= ow Bz, )C(z,t — 7)do dl =
= L(Vp + ge)(z, )V {(z,t — 7)dz dt + /Q(g + ap)(=z,t)((z,t — T)da dt
—/ Bz, t)(x,t — r)dodt =
= /Q(Vp +ge)(z, )V {(z,t — 7)dz dl + % (/Q(g + ap)(z,t)((z,t — 7)dzx dt)

- B('Tat)C(mat—T)dO‘dt,

L“W

y por lo tanto, para todo € (—7g,7¢) tenemos

0= fQ(Vp + ge)(z,t + 7)V{(z,t)dz dt + g; fQ(g + ap)(z,t + 7){{z,t)dz dt

_Awﬁm¢+fxw¢maﬁ.
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Esta igualdad se verifica también para cualquier funcién ¢ € L*(0,7;V) tal que { =0
c.p.t. (z,t) € Q@ x ((0,70) U (T — 19, T))}

Sea ¢ € D(RYN x (10,T — 7)), £ > 0 y tomemos ¢ = F(p,q)¢ — F(0,¢)¢ (que
efectivamente verifica { = 0 en ©P)

/Q(VP + ge)(z,t + 7)V{(z, t)dx di )
_L‘ﬁ@t+f)wjdaﬂ=

)
1.16
I (o en)a,t+ ) F (o, ), e e, D dit 10
(

o7

-;—82 / (g + ap)(z,t + 7)F(0,q(z,1))é (=, t)dz di.

Llamemos G a la funcion
G(r) = /Q(g + ap)(z,t + 7)F(p(z, 1), ¢(z, t))é(x, t)dz dt.

Todos los miembros del primer término de la ecuacién (1.16) son funciones continuas de
T para T € (—7p, 70). También

[0+ op)e,t+ TIF(0,9(z ), Oda dt =

= /Q(g + ap)(z, ) F(0,q(z,t — 7))é(x,t — 7)dz dt

es una funcién de C'(—my, ), por lo tanto G(7) es un funcién de C(—7y, 709) y se verifica
la igualdad

(V94 ge)(a,)V(F(p, q)6)(x, )da de
¢ e
—/ Bz, )(F(p, q)¢)(z,t)dodt + E(O) =

(Vp+ge)(m HV(F(0,9))(z, t)dz dt (1.17)
“[ F(0,9)€)(z, t)do dt
- [ g+ap)(:s,t)§—t( (0.0)¢) (a1 .

Jalculemos %gz(O); para ello descomponemos G(7) = Gi(7) + G2(7) + Ga(r) + Ga(7)

Gi(t) = ,/;)g(w’t + T)[F(p(x,'t),q(x,t)) - F(O,q(m,t))]{(:c,t)d:v dt.

siendo
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Gof1) = « [ [p(w,t + 7) = p(z, )] F(p(w, 1), ¢(w, t))E(e, t)de di+
+ o [ Fl 6, q(z, 1) = Flple, t+7), (@, 1))z, t)de di.

GS(T) = -/Q[p(ﬂ:, t)F(p(.?:, t), q(z, t))f(:ﬂ, t) - f(p(a:, t)a q(z, t))é‘(r‘% t)](l:c dt.

Galr) = [ gla,t+m)F(O, (e, D))+
+ aj;?f(p(:c,t+T),q(;n,t))§(:c,t)d$dt.

La funcién (Gy + G2)(7) € C'(—79,70) tiene en 7 = 0 un extremo y por tanto (G +
(2)(0) = 0. En efecto, Gy + Gy = G — G5 — G4 € C'(—19, 1), distinguimos dos casos:

En el caso E. > 0, para casi todo (z,t) € Q) y para todo T € (—19, 7g) se tiene
1

0< Gl(T) = g(:ﬂ,t + T)[F(p(:ﬂ,t),q(:c,t)) - F(O:Q(wat))] <

< F(p(z,1),q(x,t)) — F(0,4(z,t)) =
= g(sr:,t)[F(p(:f;,t),q(m,t)) - F(an'(xat))] = Gl(o)

y por tanto

Gl(f) < Gl(O), Vre (—7'0-;7_0)

Ademas la funcién s; — F(s1,82) es una funcién convexa y por tanto para casi todo
(z,t) € @ y para todo 7 € (—7p, 70} tenemos:

Go(7) = (p(z, t + 7) = p(z, 1)) F(p(z, t), ¢{z, 1))+

+F(p(z,1),q(z, 1)) — Flp(z,t + 7), ¢(z, 1)) < 0= G5(0)
por tanto también la funcién (G, tiene en 7 = 0 un maximo.

or . .
En el caso — <0, se demuestra de la misma manera que &} + &5 tiene un minimo

S1
en 7 = 0.
En cualquier caso (; + (33 tiene en 7 = 0 un extremo y por tanto
oG + G
=) = ().
ar

Claramente (G3 es una funcién constante en 7 de modo que

dG
or

(0) = 0.

10



Finalmente
0G4
T2 (0) = — | gle,1) SLF(0, (e, 0)6(z, 1)

o [ F (ol 1), 4o 0) 5ol 06— [ Foa, a1,

Substituyendo en (1.17) —B—E(O) por el valor calculado se obtiene

(V24 0e)V(E.0)6) = [, BE D00
—fq{.q(F(Uafz)é)t + ag—g(p,q)qt{ + af(PaQ')fz} =

= [T+ 0V(F0,00) - [, BEO.00 - [ 5+ )5 (FO,06)

de donde simplificando se obtiene (1.14).
Si F(0,¢)¢ =0 en P podemos tomar ¢ = F(p, ¢){ y obtenemos (1.15) #

Utilizamos este lema para obtener varios resultados de regularidad de la solucién de

(P).
Proposicién 1.5 Sean (p,g) solucion de (PE) entonces
ap € C([0,T]; LX)

Demostracién.- También en [14] puede verse la demostracion de este resultado en
el caso de tener condiciones de contorno de tipo Dirichlet en £%. La demostracién que
hacemos aqui es la misma, pero resulta mas corta al no tener el dato de contorno Dirichlet.

Apliquemos el lema anterior con F(s1,8,) =3,y € € D(0,7),£{ >0

N 2
o PPE= ]Q[(Vp +9¢)Vpt — a%&]-

Como ¢ no depende de & podemos escribir
T . a T
- [ (V Vpl = —— ? =
[elf, bo=[(Tproervil=—3 [ [

a T o d
==5 . Ellpll T2y = 5 < EHPH%?(n)aE >Di(0,T)xD(0,T)s
es decir
a

T 5 d
[ elf,, Br= [(Vp+ 90Vl = 5 < Flplliaa ¢ >pomoom
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y por tanto
d o
= (GIplta) = [, Br— [ (Vp+ge)Vp

en sentido de D'(0,T). Ahora bién, la funcién
t Ip— [ (V v
—>frwﬁp /{;( p+ge)Vp

es un funcién de L'(0,7) de modo que la funcién

&
t— §”P||2L2(Q)
es una funcién de WH1(0,7) < C([0,T]). Se tiene entonces que
ap € C([0, T LY(Q). #

Observacién 1.6 En el caso incompresible (¢ = 0) no es cierto en general que p sea
continua (ver [19]).

La siguiente proposicién es otro resultado de regularidad de p.

Proposicién 1.7 Sean (p,y) solucion de (Pgg10m0); si ap® € L=(Q) entonces p €
L=(Q). En particular en el caso incompresible (o = 0) se tiene p € L=(Q).

Demostracion.- Sea C > 0 una constante real tal que

C — zn > max({|ip®||reo(a), |8l (@),

para todo ¢y € IR tal que (z',zx) € Q para algin 2’ € IRY™'. Llamemos ¢ a la funcién
g(z)=C —an ysea F(p,¢) = (p— ¢)7. Sea & la funcién

(0 si 0<t<é
% s b<t<26

() =< 1 si 26<t<T 26
(T_—;)_t si T—26<t<T -4
0 si T—-é<i<T

Aplicando el lema 1.4 obtenemos que se verifica
/Q(Vp +e)VF(p,q)és — fzw B(¢ — p)F(p, 4)¢s

12
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—a (%f;&fgf(p,q)—% ::fnf(p,q)) =0

Fipay= 0= 0T _ 1 00F

donde

Como ya vimos que ap € C([0,T]; L*(f2)) al pasar al limite cuando é tiende a cero
tenemos

L(Tp+ VEw.0) ~ [, 86~ )F(p.a)

~a (51, Ol — 5 I1PE (D ) =0

y como B(¢ — p)(p — ¢)* < 0 tenemos

L0+ OVEG0) - a (G1FE. 0O — 51FE0(D)

Por otra parte ¢ verifica

iz(g)) < 0.

/Q(vq + )V (p,g) =0

por lo tanto

[, V- 0VFe.0) - a (FIFG 0Ol - 51F 0.0 T)am) <0

es decir N
1960~ 0¥ @y + 21 = 0 (D) gay <O
ya que |[(p — ¢} (0)llL2¢ay = 0.
Puesto que (p — ¢)* = 0 en TP se deduce que (p — ¢)* = 0 c.p.t.(z,t) € @, por lo
cual p< g cpt.(z,t) e Q. #

Observacién 1.8 En la proposicién anterior se ha encontrado una cota para ||p||re(q)
que depende de «||p°||L=(q), de ¢ y del dominio {2 pero que no depende de 3

1.2.2 Condiciones de contorno de tipo Dirichlet como caso
limite

Llamemos (Pag 4 go+ape) &l problema de la filtracién de un fluido en un medio poroso con
condiciones de contorno de tipo Dirichlet en % UL, Demostraremos que este problema
puede entenderse como el limite del problema con condiciones de contorno sobre el flujo

si hacemos tender a infinito la funcién 8, que representa la permeabilidad de la frontera
v
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Proposicién 1.9 Sea {¢} una sucesidn de nimeros reales positivos que tiende a cero y
sean (P, ge) solucidn de (Pg, 4 0100), cOn Be(s) = s/e; entonces la sucesion {(pe, ge)}e>o0
converge débilmente en L*(0,T; H' (1)) x L*(Q) hacia una solucion de (Py, 4,0 40p0)-

Demostracion.- Comenzamos estableciendo distintas acotaciones a priorl de p. ¥ ¢.
que nos permitiran, mediante argumentos de compacidad, pasar al limite cuando € tiende
a cero.

Sea F'(s1,$2) = 81y £ = & como en la proposicion anterior. Por el lema 1.4 sabemos
que se verifica:

W€ : 2 Jg

/Q(Vps + ge€)Vpels — fz pﬁ(fs)t =0.

Pasando al limite cuando é tiende a cero se obtiene

L Tnet ) Tpe = [ S = SOy — D] =0 (L18)

Por otra parte, al ser (p.,g.) solucién de (Ppg, 44040p0), verifica para cualquier funcidn
£ € HYQ) tal que £(z,0) =&(2,T)=0ctp. 2 €y =0en BY

/Q(Vps + g.e)VE — ,/EW ¢ ;pzf — /Q(ge 4 ape)& - 0.

En particular puesto que ¢ = 0 en P podemos tomar £ = @5

[Q(Vpe + g:¢) Vs — fEW o e

g

o6 — ]Q (ge + ap.)($ebs + B(€s)e) = 0

de donde haciendo tender § a cero se tiene, puesto que g. + ap. € C°([0,1]; V')

/Q(Vpﬁgee)vé—fzw ¢;p5¢~/(3(ge+aps)¢t

— [(¢" +ar*)6(0) + [ (9. + ap)(D)HT) = 0.

(1.19)

Haciendo la diferencia entre (1.18) y (1.19) obtenemos

/Q(Vps + g.e)V(p: — ¢)——f#(m - ¢) + /Q(gs + ap. )¢ =

= %[Hponiz(n) - ||Ps(T)||%2(n)] + fn(go + 0P0)¢(0) - /ﬂ(gs + ap (T)(T).

¢ — pe
w——

Teniendo en cuenta que — /2 (pe — ¢) > 0 obtenemos la siguiente acotacidn:

83
”vpsll(sz(Q))N + P (T) 1720 <
2
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dp.
< \V Vo — —
< fQ( Pe + gee)Ve /Qge o /Q(g.s + ape )it

e’
+ 51 ey + [ (5° +ap)(0) <
< CillVpellzz@pn + aCellpellizg) + Cs.
Puesto que p, se anula en L7, la desigualdad de Poincaré nos permite acotar
1P:l22@) < CNVpell 2@~

donde C es una constante independiente de € y de este modo obtenemos

Vel (L2~ < C. (1.20)

Si tomamos £ € L3(0,7; H)(£1)) como funcién test en (Pp, ¢ g040p0) tenemos

< (ge + aPe)i, £ >= — /Q(vps + gee) V¢,
de donde, usando (1.20)
| < (ge +ape)e, & > 1 < Vel waan I Ve 2~ + ClIVEli w2~ =

< CYIVE 2@y
es decir 5
||5"t(95 + ap)llr2H-10y < C. (1.21)

Sea

W= (€1 € L0, T5 1Q), o€ € 0.7 H (@)

Las acotaciones (1.20) y (1.21) nos proporcionan una cota uniforme de g. + ap. en W.
Este espacio W esté contenido en L2(0,T; H™1(£1)) con inyeccidén compacta, de modo que
existe una subsucesién de {g. + ap }eso fuertemente convergente en L*(0,T; H1(£2)).

De la acotacién (1.20) y la desigualdad de Poincaré obtenemos una acotacién uniforme
de la norma de p. en L0, T; H!()) y por tanto es posible extraer una subsucesién
débilmente convergente en L%(0,T; H'(2)) hacia un limite p. Por otra parte, al ser
|lgellro(gy < 1 existe también una subsucesién de {g.}e>o0 débilmente convergente en

L*(@) hacia 7.
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En definitiva podemos extraer una subsucesion de {(g.,p:)}e>o0 (que seguiremos lla-
mando {(g.,p.)}:) que verifica

p. — P en L*(0,T; HY{(Q)),
] en L*(Q),
ge +ap. = g+ap en L*0,T; H1(Q)).

Hemos de demostrar ahora que este par (7,7) es solucién de (P 4 j04ap0)-
Como los conjuntos {& € L*(0,T;HY () | € = Octp. (z,8) € Q} vy {¢ €
L3HQ) |0 > ¢ > 1ctp. (z,t) € @} son cerrados y convexos, son débilmente cerra-

dos en los espacios correspondientes y por tanto se verifica también f (1-9)p>0.
Q

De la convergencia fuerie en L2(0,T; H~') de g. + ap. se obtiene que para toda
£eD), {20

(= (o +ap)pee =5 [ (1 (a +am))pe.
Ademas, por ser (g., p.) solucién de (Fg, 4 0+ap0)

/Q(l—gs)p5=0 Ve 0,

de modo que

—a] pie =3 (1~ (7 + ap)pt.

Por otra parte, de la convergencia débil de p. en L2(0,7; H') se obtiene que

/QTJ?&S&{%/QPE
_a/pg> ahm/peﬁ—/l— pé—afpﬁ

de donde V¢ € D(0), /Q (1 —g)p€ = 0, es decir

fa-9p=

Sea £ € HY{Q) tal que {(z,T) =0 ct.p. z €8, E =0ctp. en ZW y £ > 0en TP,

Para cada € se verifica

(- 0:0)VE = [ (0. +0p)e < [ (6" +en)E(0).

y por tanto
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Pasando al limite cuando ¢ tiende a cero:
fq(Vﬁ +79)VE— [ 7+ ap)e < [(8° +on")E(0).

Por dltimo, para ver que P coincide con ¢ en LW hagamos la diferencia entre (1.21)
y (1.20).
_ 2
[ (Vp. +aervts =) = | (@—p) _

JEW £

(a4
= /Q(ge + ape)pr — 5[”1’0”%2(9) — P (T) || Z2(q)]

— [(8° +01")(0) + [ (9 + ap)(1)4(T).
Es decir

Lu@=p =e( [ (V4 000¥(8 - p)
~ [ (ge + ap)d + Sl Whaie) = e () WEscal+
+ [(°+ )0 = [[(g+en)(Te(T)) <
<e( [ (Vo +0.09(6-p) — [ (0 +op)bet

51 + [ (6 + )(0))

Todo el término entre paréntesis a la derecha, estd uniformemente acotado en € de modo
que

li_{% ll¢ — Ps“L?(EW) = 0.

Puesto que la traza en &% es un operador lineal y continuo de L*(0, T; H(2)) en LX(EW)
es debilmente continuo, de manera que

p=¢ en BV #

Observacién 1.10 5i « # 0 se verifica ademéas que

p. = P en L*(Q)
pues

p. — P en L*(Q)

al|pellzz@) — allPlliz(q)-
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1.3 Existencia de solucion

Para demostrar que existe al menos una solucién del problema (P), vamos a utilizar un
método de semidiscretizacién: fijemos un numero natural M y sean 7 = T/M, t,, = nr.
Planteamos el siguiente problema semidiscreto, al que llamaremos (P ):

Hallar una familia de funciones {(pn, gn)}'L, tal que

go +apo = ¢° + ap’ (1.22)

yvVn=1,.... M
(Pnygn) €V x L=(0) (1.23)
Pa 20 (1.24)

fn(l—gn) =0 (1.25)

[ (9n+ap)e + [ (Tpa+gne)VE <

JIF
< = [(gomr +opna)é + [ B(8(t2) = pa)€ (1.26)
VEe HY(Q) tal que £ >0 en I‘D

1

Tenemos en cada paso una inecuacion variacional eliptica de la forma

= [ Un )it (Tpat eV < T [ funet [ BBlE) — pa)e

T JQ

VE e HY() tal que £ > 0 en I'?, donde fo_1 = gn_i + ap._1 es una funcién conocida
que esté en el espacio L2(Q) y es no negativa.

Para resolver en cada paso este problema eliptico seguimos el argumento de [18]. Sea
H, la aproximacion del grafo de Heaviside definida

0 sis<0
H.(s)=1< sfe si0<s<e¢
1 s1€ <3

Consideremos el siguiente problema regularizado (P .)

Hallar g, € V tal que

ij(H(qe )+ 0adé + [ (Va + Ha(g)e)VE =
= [ hst ot [, 806(0) — a0l

18



Ve e HYQ) tal que € =0 en TP,

El primer resultado que probaremos es la existencia de solucion para este problema
regularizado.

Proposicién 1.11 Sea § continua, mondtona creciente, que verifica B{0) = 0 y pare dos
constanies a y b

|B(s}| < a|s|+b Vs ER;

Fntonces para todo € > 0, existe una inica solucidn q. del problema (P,.). Ademds
ge 2> 0 c.t.p. z € fL.

Demostracion.- Definimos el operador T : L%(Q) — L*(Q) del siguiente modo: a
cada ¢ € L*(Q) le hace corresponder T'(q) = p solucién del problema (P, )

ot [pve— = [ fae— [ B(8(t) ~ p)E =

_Lﬂmn(£+£%)

Paso 1.- La aplicacién T esta bien definida:

= /08 B(o) do
y sea J : V — IR el funcional definido
J(&) = f(&) +5(6)

10 =5(2 [+ [1VeF) = [ foat + [ Hel (1 aiiv)
7(£) ——~frw B(4(t,) — &).

Claramente f es convexa y continua. Tambien j es convexa porque B lo es; veamos
que es semicontinua inferiormente.
De la hipétesis de crecimiento sobre 3 se deduce que

para todo £ € V.,

Sea B la funcién definida

donde

058@)5%§+bM,

de modo que dada & € LZ(I'"), B(¢) € LY(TY).
Sea & una sucesién de funciones de V' que convergen en norma hacia &g; en ese caso
il = ol €D LYTW)y por lo tanto, en casi todo punto. Se tiene entonces que

19



- Jim 1B(8(1a) — £)(0)] = [B(8(2.) = 0)(0)] 2 0 ctp. 7 €TV

- sup [, 1B(6(0a) = €0()| < sup [ [alo(tn) = G+ lo1a) = ul) < o0
Por el lema de Fatou

/FWB@( ) =€) STiminf [ B(g(L) - &)

Hemos visto entonces que J es convexa y semicontinua inferiormente. Ademas J es
coercitiva ya que al ser B(s) > 0 para todo s resulta

(&) 2 aliéllray + cllélla @)

Por tanto existe p € V tal que

J(p) S J(§) VEe V.

Veamos ahora que J es diferenciable Gateaux (en realidad solo hay que ver que j lo
es).

Dadas dos funciones £, { € V
lim [(E +AC) - 5(6)] = lim B($(tn) = & = X)) — B(4(ta) — &)

A—0 Jrw AT

= lim | B(#(tn) = & = pAAC)(=C)

A—0

donde 0 < py < 1.
Se verifica que

- B((ta) — € — pAAO(—C) 273 B¢(tn) — €)(—C) c.t.p. en TV,
- 1B($(t) — £ — A=) < lald(ta) — € — paAC] + BIC] <.
< [a(|d(ta) — E| + ¢ + BI¢ € ZHTY)

por lo tanto, en virtud del teorema de la convergencia dominada de Lebesgue

lim < [i(€ +20) (O] = - [, B

Si llamamos J' a la derivada Gateaux de .J se tiene, para toda funcion ( € V
44 .
0 =< J'(p). ¢ >viv= "2 [ p0+ [ VpVC-
T J0 Q
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— [t [ 1) (14 + BBCN) - [, B(#(t) — p)C.

Lsto prueba que el problema (P, ,) tiene sohicién, pero ademas la solucién es tinica.
En efecto, si hubiera dos soluciones p, p’ € V se verificaria para todo { € V

2 [e=+ [ Vo-p)Ve~ [ [B(o(t) =) = B(#(t) ~ )¢ = 0.
Si tomamos { = p — p' como # es mondétona

= [ 1B(8(12) = p) = B(&(ta) = P)(p — #) 2 0

de modo que
«
"7.“||P — ey + V(P - P')”(ZL?(Q))N <0

y por tanto p = p'.

Paso 2.- La aplicacién T tiene un punto fijo.

- T es continua:

Dadas ¢q,¢' € L*(Q) sean p=T(q), ¥ = T(¢)
o ! !
;_"”P —-p ||%2(9) +[|V(p—p )”?L?(Q))N <
< [ 18(6(t) = ) = B(8(t) — ¥)}p — )+
1 !
HIH(9) = Kz (S o = Plzzca + IV =) lasany ) <
1 ‘ 1 , ;
<~ = qllexe (;HP — Pz + IV(p —p )||(L2m))~) :

- T(L*)) es un subconjunio precompacto de L*(£):

Veamos primero que T(£?(£2)) es un subconjunto acotado de V

Pt | -
;”P”i'zm) + ||VP||(2L2(Q))N < ;||fn—1||L2(ﬂ)”P||L?(ﬂ) + /FW B(#(tn) — plp+

5 (1
HA1 (ZIplloagey + 198l e
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Por la monotonia de 8 y por ser ¢(t,) > 0
[, B = = [ B(ta) = p)(t) = [, B$(ta) = P)B(La) = p) <

< [, Bo(t)d(t) < C,

lo que nos permite acotar

o
~llellzz @) + Vol 2~ = €.

Puesto que T'(L%(Q)) es un acotado de V y la inyeccién de V en L*(Q)) es compacta,
deducimos que efectivamente T(L*(02)) es un subconjunto precompacto de L*().

Se deduce, por el teorema de punto fijo de Schauder, que T tiene un punto fijo, ¢. que
sera solucion del problema (F; )

Paso 3.- El problema (£, .) tiene una tnica solucién

Para ver la unicidad seguiremos el argumento empleado por H. Brezis, D. Kinderlehrer
y G. Stampacchia en {10]. Consideremos la funcién

ga(:c)={ gl—§)+ siz 20

siz <0
Si ¢ y ¢’ son dos soluciones del problema (P ), tomemos como funcién test gs(q — ¢)
o
/QV(q —d)WVgslg —d) + - fn(q —q)gslq—q) =

= - [, ()= o) (Sasta = o) +

d ,
52 Qs(q—Q)) +

+ [, (Bo(t) = 0) = B(6(2x) — sl — 1),

Por la definicion de g5 y la monotonia de §# de la anterior igualdad se deduce que

/Q Vig—¢)Vygs(q—¢') < — /Q (H(q) — He(q") %gs(q —-q). (1.27)

Teniendo en cuenta la lipschitcianidad de H,

1
|-Hs(q) - Ha(q,)l S “Iq - qu;
£
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por ofra parte llamando Q = ¢ - ¢’

5;;96(@) = aa,fi Q(Sg si Q > 0

de modo que, de la desigualdad (1.27) se deduce

VQPR _1 Vg @‘”( W)ﬁm
/{Q>5} Q? sz{cm} Q =% [{Q>5} Q* ’

[ 92 - () <2

por la desigualdad de Poincar/’e se obtiene que

— 5t
“ 1[1 (1 + M) ||L2(Q) < O

Puesto que

5 S

donde C es una constante que no depende de §. Haciendo tender é a cero se deduce que
Q < 0c.t.p. z € Q. Puesto que el razonamiento puede repetirse tomando ¢’ — ¢ se deduce
que @ =0 c.t.p. = € {1

Por ltimo, para ver que ¢, es mayor que cero tomemos como funcion test £ = —q; =
min{0, ¢ }

2 [l + [ VaVa) == [ fual-a)+ [, B@) = a)(=a) <0

es decir o
—llaZ 22 + 1V N{zagayr <0

y por tanto ¢ =0 ct.p. x € Q. #

Observacién 1.12 Es posible debilitar la hipétesis sobre el crecimiento de . Es sufi-
ciente que se verifique que dadas dos funciones £ y { en V se tenga

B8(tn) = )¢ € L'(I™).
Si £ € H'(Q) entonces &, € HY*(T'W) y segiin las inclusiones de Sobolev

(N —-1)2

- SiN > 2ent HYXTW) C L7(I'Y) para tod ifique2 < r < :
i N > 2 entonces (I'")y C L7(I'") para todo r que verifique r —

23



- 8i N = 2 entonces H/2(T") ¢ L™(I'Y) para todo r que verifique 2 < r < co.

Para tener B(¢(1,)—£)C € L} (TW) es suficiente pedir B($(t,)—€) € L™ con -i— + % =1('"=

r/{r —1)). Si tenemos para S3(s) una acotacién de la forma |8(s}| < a|s|®+ b entonces
B(tn) = C € L™ = B(d(te) —5) € L C L7

. v .
sir' < -esdecire<r 1.

c
De modo que para demostrar la existencia de solucién de (F; ;) es suficiente pedir
18(s)] < alsl*+ b
COIl

si N >2

<
“C>NI3

c<oo st N =2
Haciendo tender ¢ a cero se obtiene la existencia de solucién del problema {P).

Proposicién 1.13 Sea 8 continua, mondtona creciente, que verifica 3(0) = 0 y para dos
constantes a y b

|8(s)| < als| +b Vs €R;
FEntonces el problema (P.) tiene solucidn.
Demostracidn.- Razonamos por induccién. Supongamos calculado el par (pa—1, gn-1);

para calcular (p,, g») resolvemos primero el correspondiente problema regularizado, obte-
niendo as{ una sucesién de funciones {g.}e>0 C V de la que ademas sabemos que verifica

llgellzigny < C.

También H,(q.) estd uniformemente acotada, de modo que por argumentos clasicos de
compacidad podemos obtener una subsucesion (a la que seguiremos llamando {¢.}cs0)
tal que:

ge — pn en H'(R),
g ~ pn en L*(Q),
g. — pn en L*(T"),
H.(g:) = gn en L*(Q).
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Puesto que los conjuntos
{geV)]g(z)>0ctp z€Q}

{ge L) ]0<g<1lctp z€}

son cerrados y convexos, son débilmente cerrados de modo que también se verifica p,(z) >
0y0<g, <lctp.z€e).
Como

J(1 = Heladge =) =0

para todo € y p, = 0 al pasar al limite se tiene

fn(l ~ gn)Pa = 0.

Sélo nos queda demostrar que (p,,gn) verifica la inecuacién (1.26). Sea £ € H'(Q),
£ > 0 en ©P; consideremos la funcién & 5 = min{,¢./6} € V, § > 0. Tomandola como
funcién test en el problema (P, .} se obtiene:

lf(Hs(Q's) +QQE)££,5 +./'qu€v€t‘,5+/s‘_zﬂs(q€)%§€,5_

T o (1.28)
[ Fsbes = [, B9(t) = @)es = 0.

Al hacer tender § a cero se tiene que & s — & ct.p. z € {¢g. > 0} y por tanto
Ho(q)es — Ho(q:)E y qebes — qe€ ct.p. z € §), de donde usando el teorema de

Lebesgue se deduce que
[ Helades =3 [ Hola)e

Y que
/ (1’565,5 ﬂ / %f
Q Q
También se tiene que
5§—0
LHE(QE)B / a q€ ‘555 +/ -H qs VxN§£5 —

6—*0"]61\, q£€+f e(@e) ey = qus 66-

El término fg fa—1fes lo descomponemos del siguiente modo:

— . 5—0
Lfn—l&a,& ~/{E<0} fn-1§5,6 + /{US }fn 1{56 —

25



§—0
e il < f 3
-9 j{w}f £ ]{Qo}n{wo}f &< [ ot

y de manera analoga

/ Vg Ve s = / Vg VE s+ / Vg Ve =
Q2 {€<q./6} {€>q./6}

\% -
- Vave + Vo=t [ Veves [ veve
{£<qe/6} {€>9:/6} {€<q9./8} Q

]
Por 1ltimo, teniendo en cuenta que S{¢) > 0

W ﬂ(¢(tn) - qs)55,6 =

— frwn{qm}ﬁ(é(tn) — qe)les + ff ooy B(¢(t,)) min{é, 0} <
S Jwono B(Bt) — @)es + / oy PO

Como B(p(tn) — ¢:)es — B(é(t,) — ¢)¢ ct.p. = € ' N {qg. > 0} por el teorema de
Lebesgue se tiene:

ﬁ(¢(tn) - q‘s)é.e,é + ]

rwﬂ{zh:O}

5§—0
J BHLDE S [ Blo(1) - ae

De todo esto se deduce que al pasar al limite cuando § tiende a cero en (1.28) se
obtiene

1 d
U+ aae+ [ [Vaver Ha)ze
1
— [ famag = [, Bl —g)E <0
Finalmente haciendo tender ¢ a cero resulta
1 a
';_— L(gn -+ apn)€ +fg [van€ - gn'ax—Né.:I
1
- fn(gn-l + apn-1)§ - frw B(d(tn) —pa)¢ <0
como querfamos demostrar.  #

A partir de la solucién del problema (F,) construimos un par de funciones (p™,¢7) y
demostraremos que al hacer tender 7 a cero la sucesion {(p”, ¢")},50 tiende hacia un par
(p, g), solucién de (P).
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Asociadas a cada t, definimos las funciones:

n
P (t) = (1—@) n=0,.... M

10(0) = X((tamts &) 1= Ly, M

siendo x(A) la funcién caracteristica del conjunto A.
Sean

M M

p = Z pn(:‘:)d’n(t): P = Z Pn(m)7 (t):
nn:/IO nﬁl

9" =2 gn(@)alt), §7 = galz)ma(t)

n=0 n=1

(1.29)

El siguiente resultado es una serie de acotaciones a priori que necesitaremos para la
convergencia de la sucesién {(p™, g7 ) }r>o-

Proposicion 1.14 Sea § continua, monédtona creciente, que verifica $(0) = 0 y pare dos
constantes a y b

|B(s)| < als|+ b Vs €R;

sea {(Pn, gn) }L, solucion del problema (P;) y sean p™, g7, ™ y §" las funciones definidas
en (1.29). Entonces existe una constante C tal que

D7 ||z 0,110y < € (1.30)

g7 [|z2¢@) < C (1.31)

5 (g + ap” Y2010y < C (1.32)
Hpnllz;z(m <C V¥n=0,...,M, (1.33)

Ademds, si ap® € L>™(f), entonces
IPalloe@ <C Yn=1,...,M. (1.34)

Demostracion.- Para la demostracion de (1.30) tomamos p, como funcién test en
(1.26). Asi se obtiene:

(a3
“||Pn||i2(n) + 1V pali{ia@yy =

=—/gf;—lf (I~ gn1)pn + = /Pn 1Pn—

 B(8(tn) = u)(8(t2) = pa) + [ B$(ta) = pa) (L) <
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(83
< C\Vpallzzap~ + ;llpn~1||L2(0)||Pn\|L2(ﬂ) +C <

1 2 o 2 @ 2 '
< sIVeallizz @y~ + Q_THPn—lHU(Q) + “2‘,;_‘||Pn||L2(n) + ¢
Multiplicando por 7 y sumando en n resulta

M
Hvﬁflﬁz(Q) =7 ||Vpn||?52(n))N < Of”PoH%z(g) +Tc’
n=0

de donde se deduce, gracias a la desigualdad de Poincar/’e, la acotacién (1.30).
La acotacién (1.31) se deduce inmediatamente del hecho de que

0<ga<1Vn=1,...,M.

Para demostrar la desigualdad (1.32) observamos primero que

d T T M Gn — Gn—1 Pr ™ Pn—1
i Hor) = 3 (A 4 o) (o)),

Dada £ € H} () se verifica para cadan =1,..., M que:

In — Gn—1 Pn — Pn—1 _ _Qf_
[ (et oty oo [ (9T ag ) <

< (IVeallzzpy + 1Y VEN 2@y
Ahora si tomamos ¢ € L0, T; HL(Q)) se tiene para casi todo t € (t,-1,t)

[ 257 + )t 2)6 )

A(%_%“+am_“ﬂ)@xmma

T T

< (9Pl zaay + 1QY)ED a1
Llamemos L(t) a la funcién

<

M
L) = 3 (1Vpallzz@py + 19127 (2);

n=1
. . a, . . .
con esta notacién, al hacer el producto de dualidad de —(¢” + @p”) con una funcién

ot
¢ € L*0,T; Hy(5))) se obtiene:

| [ 26+ epyt,ett 2] < [ LNl <

28



<L 2o mllé

Ahora bien, de la acotacion (1.30) obtenemos

L2(0,T:HY (1))

M

1L 20,y = 7 2 IVl 2@y~ + Q') <C
n=1

con lo que se tiene la desigualdad deseada.
Demostremos ahora (1.33). Tomando p, como funcién test en (1.26) hemos obtenido

a
—|lpallizcey + 1VPRlliL2@pn <
-

- , (1.35)
C"Vpn“(L?(Q))N + ;"Pn—l||L'-’-(ﬂ)||Pn||L2(ﬂ) + 0

Por tanio o o )
;||Pn||2m(m < ;||Pn—1||L2(9)||Pn||L2(n) +C.
Sta#£0
T 2¢"
IpnllZ2(0) < llpnoallfzge + EQC' < lpollfe + T -

lo que demuestra 1.33 . Si @ = 0 de (1.35) se deduce

iV pall 2@y~ < C
y de aqui por la desigualdad de Poincar/’e

a2 < C

de modo que también en este caso se demuestra 1.33.
Supongamos ahora que ap” € L°°. Sea K una constante positiva tal que:

e K —z, >0 para todo z, € IR tal que (2',zy) € [ para algin 2’ € IRN !,
o K —x,>den()

Si a # 0 pidamos ademas que:
o K — 2, 2 ||pollre(n) para todo z € 2.

Llamemos w a la funcion w = K — zy. Distinguimos dos casos seglin sea a positivo
o cero.

Si o # 0 segln estas hipétesis, (pp — w)™ = 0 c.t.p. = € Q y podemos razonar por
induccién. Supongamos demostrado (p,—1 — w)* =0 c.t.p. € Q. Puesto que

/Q(Vw Le)VE=0 YE€ HY(Q)
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y (pn —w)t =0 ct.p. z € {p, = 0}, tomando ¢ = (p, —w)* como funcién test en (1.26)
tenemos

[ 9=V =~ [(gn =0+ 2 [ (pums = pa) + [, B0 = )6

Por la hipétesis de induccién

[ (Prea = o) = w)* <0

y por la eleccién de w y la monotonia de f también

[, B(6(t) = pa)e 0.

Tenemos por tanto que
IVI(pn — w)+“|?[ﬂ(9))“' <0
de donde se deduce
| (o —w0)" =0

como queriamos demostrar.

Si @ = 0 tomando & = (p, — w)' como funcidn test en (1.26) se obtiene en este caso
que

1
n — = - n—1 — tn — Fn
[ V0= 0)VE =~ [ (g = DE+ [, B(6(t) = pa)e
de donde se deduce del mismo modo que
V(P — w)ﬂ”?L?(ﬂ))N <0

y por tanto
(po—w)t =0. #

A la vista de estas acotaciones es posible obtener subsucesiones de {p" };50 ¥ {§" }+>0

débilmente convergentes cuando e tiende a cero hacia un par (p,g) que es solucion del
problema ( P).

Teorema 1.15 Sea 8 continua, mondtona creciente, que verifica 8(0) = 0 y para dos
constantes a y b

1B(s)] < als|+b Vs € R;

entonces existe un par (p,q) que es solucidn del problema (P).
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Demostracidn.- Sea {(pn, g.)}*.q solucién del problema (P.) y sean p” y " las fun-
ciones definidas en (1.29). De las acotaciones a priori (1.30) y (1.31) obtenidas en la
proposicion anterior se deduce que existen subsucesiones (que seguiremos designando

{ﬁf}wo Y {ﬁ’T}T>0 ) tales que

pT—p en L*(0,T; H'()),

" — g en L*Q).

Veamos que el par (p, g) asi obtenido es solucion de (P)

Paso 1: p y ¢ verifican

fq(l ~g)p=0. (1.36)

Vamos a utilizar un argumento analogo al que se utilizé en la demostracién de la
proposicion 1.9: de las acotaciones (1.30) y (1.31) se deduce una acotacién uniforme de
lg™ + ap™ |l 1aq)

Sea

W= (1€ € Q) y e € 10, T H ().

Puesto que W C L*(0,T; H7}()) con inyeccién compacta, la acotacién (1.32) nos dice
que existe un subsucesién de {g” + ap” } ;5o fuertemente convergente en L2(0,T; H 1(Q))
¥ por tanto

L@ +er)ie =S [ (1 (o +ap))pe.
VE € D).

Veamos dos resultados intermedios que necesitamos para completar la demostracidn:

. 1_1-,.71'—}00
fq( g’ )P

En efecto o
fQ(l — g = fQ (Z(l — gn )¥n(t ) (an% ) =

n=0 n=1
M M -
Un + Gn-1 1- In—-1
(- e,
n=1 = n=1

Tomando p, como funcion test en (1.26) resulta

1 1
- 1- n— n:—f n— Yn— n —
T/Q( Gn-1)P - Q(g Gn1)P

31



dpr,
Q a.’EN

= —”VPRN?L?{Q))N - g (”pi”[ﬂ(ﬂ) - ./Q pnpnal) -
ﬁ(¢(tn) - Pn)ﬁb(in) = Jew Blo(tn) — pn)(¢(tn) - Pn) <

rw

= C“VPn|1(L2(n))N ‘|‘ (Hpn 1||L2{Q) ||Pn||2m(n)) + C"

Multiplicando por 7 y sumando en n

% (Ti fﬂ(l - gnﬂn)pn) <

~ (4 ~
< OHVPH?L?(Q))N + 5“?’0“%2(9) + Tc! < C

por tanto
fa—gi<C
* limsup (_anpTﬁff) < —Ofop2£ VEe D)€ > 0.

Tenemos

/pr”f ](an%bn )(an'yn ),52
_Z/n—*l./ (p" )+Pn— tn;t)pn{_—_

——nZ]/(anrpn 1)pné = 4/

siendo

M
P = an—l’){n(t)
n=1

Ahora bien
BT +P —2p en LYQ),
por lo tanto

4/p§<hmmf/ P47
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De los dos resultados anteriores se obtiene que para toda funcién £ € D(Q), £ > 0

(= o+ ampt = tim (=a [ 5757¢) < —a [ 276

de donde 5€ deduce que
1 < O-
fg( g9)p <

Como el conjunto {x € L=°(Q) | 0 < x < 1 c.t.p. z € @} es cerrado y convexo, es
débilmente cerrado y por tanto tambien ¢ verifica 0 < g < 1. Por una razoén analoga se
tiene que p > 0 y por tanto ha de ser

/Q(I ~g)p=0

Paso 2: Existe una funcién 8 € L*(£%) de modo que p, g verifican la inecuacién

variacional o
fQ (VPV£+95:;) —L(9+0P)Et— A (1.37)
— [ (90 + am)€(0) + [ (x + o)1) < [ Be
V¢ € HY(Q) tal que £ > 0 en X7,

Sea £ € D(Q), £ > 0 en TP; definimos

M M
£ = Z_: E(tmw)’fn(t) £ = Z §(tn+1:$)"/}n(t)

n=0

con &{tar4+1, ) = E(tpr, ). Estas funciones verifican la siguiente ecuacion:

AT AT AT 657 ~T €T
/Q(VP Ve + g 5~ 07+ el at) A (1.38)
— [ (90 + apo)é(ts) + [ ona + apan)é(tarsn) < [, €

siendo 7 = 0, B((tn, 2) ~ palx))1n(t) = B(7 — F7).
De la hipdtesis de crecimiento en el infinito de 8 y de las acotaciones a priori (1.30)
y (1.31) se deduce una acotacién de ||87||p2(zw). En electo

M
187 ||L2(EW) =7 Z 18(¢ — Pn ||L2(FW <7 Z Cil|4(tx 'Pn”i?(rw) +Cy) <
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M
< Gt Z l$(ta) — Pn”i{l(g) +TC, <Cy.
n=0
Por tanto existe 3 € L*(EY) y existe una subsucesion de ¢" — p" tales que
B(# —17) — B en L¥(SY).

Segin hemos visto en el paso anterior, podemos obtener subsucesiones de {p"}-50 ¥

{3 }>0 tales que
pT—p en L*(0,T; HY(Q)),

§" g en L(Q)

fQ(l ~gp=0.

Ademas, de la acotacién (1.33) deducimos que exiten y € L=(Q) vy ¢ € L*(§}) tales que,
al menos para una subsucesion

gm + appy — Y + ag en L(Q).
Pasando al limite en (1.38) y por la densidad de D(@Q) en H'(Q) obtenemos

fQ (VPVE + 93%%) - /Q(g +ap),—
— [ (g0 + apo)(0) + [ (x+a)e(r) < [ B

Ve € HYQ) tal que £ > 0 en X7, y ademas
x+aq=g(T)+ ap(T)
en sentido de las trazas.

Paso 3: 8 = (¢ —p).

Si tomamos p como funcién test en la ecuacidn (1.37), haciendo uso del lema 1.4 se
obtiene

a .
1900 eaan + [ g + 5 UPD ) = I0OE@) = [, B (1:39)

Por otra parte, tomando p, como funcidn test en (1.26) tenemos

dp o
2 7 2
IVealliz2yy + /Q Don + ;”Pn”m(n) <
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< gfﬂpnpn—l - % fn(l ~ Gn-1)Pa + frw B(¢(tz) — pa)pn <

o
< g-llpaliZz + lpa-allEz@) + [, B(S(ta) = pa)pa.

rw

Multiplicando por 7 y sumando en n se tiene

AT aﬁT «@ @ AT
IV Wraany + [ g+ 5 9wl < 5 lpollacey + [, 675" (1.40)

Comparando las ecuaciones (1.39) y (1.40) se obtiene:

3 T AT AT 12 Y
lim (— /EW BT+ ||V “(L?(Q))N + '—2‘||le|%‘2(9)) <

T—0

. 9pT |«
< lim (— + 5”?’0“?;2(9))) =

T— Q aggN

_{ 9
Q dzn

(44 - e
+ Sl = = [, B+ IVpIayn + S IPDIEx0)

De la convergencia
am + apar — g(T) + ap(T) en L3 (Q)

se deduce que

liminf“PM”%?(n) 2 ||P(T)||%2m) (1.41)
y como
Emint | V57 ||E2 gy 2 IVeIlE2 gy~ (1.42)
se tiene que
lim sup (— ./z:W 6Tp7) < _./EW Bp. (1.43)
De aqui se deduce que
- Ew(ﬁ(é—f)—ﬁ)(f—f)) >0 Vee LA(sY). (1.44)

Efectivamente

pasando al limite
0= _.[‘;w ﬁ(¢—§)§+[EW ﬁ(¢—§)P+/EW BE + lim sup (_/EW ﬁTPT) <
<- [, Ble-0-hE-p.
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Como el operador
LA(EYY — LHEW)
¢ — —Ble-0
es maximal mondtono de la deisgualdad 1.44 se deduce que

B=pB(¢—p)

In particular

~

0<— [ (B(¢" =)= B)H —p)

EW
de modo que

0 <timint (- [ (86" - 5) = B —p)) =
= timint (= [ 86 =5 ) + [, o

lim sup (_/}:W ﬂTpT) < —/}:W ﬁp < liminf (— fzw ﬂfpf) .
— [ Ap=tim(= [ #77).

Esto quiere decir que de hecho es

es decir

Por tanto

: o a o
lim([[Vp 2oy + §||PM||2L2(Q)) < WVplitraop~ + "§||P(T)l|f:2(n)=
pero a la vista de (1.41) y (1.42)
lim sup||VﬁT|](2L:(Q))N =
: r o o
= timsup (95 Brxgyy + 5 Iowlliz — 3 Iow iz ) =
2 a 2 : o 2
= ||VP||(L2(Q))N + §||P(T)||L2(n) + lim sup (_EHPMHL?(Q)) =
a3 . . (24
= NVPH?L?(Q))N + §||P(T)||%2(9) - hmmf“z‘“PM“iﬂ(n) <

< IVpllizagyys < Limin [[VA” gz gya-

Por tanto || Vpl|z2(gyv = Um ||V57||(12(gy~. Como p™ — p en L*(0,T; H'(Q)) se deduce

convergencia fuerte

p’ — p en L2(O,T; H'(Q)) #
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Corolario 1.16 Sea 8 continua, mondtona creciente, que verifica f(0) = 0 y supon-
gamos que ap® € L®(Q). FEntonces existe un par (p,g) que es solucion del problema

(P).

Demostracidn.- Si ap® € L®(Q) no es necesaria la hipdtesis de crecimiento en el
infinito sobre § ya que en ese caso sabemos que p € L*(Q) ¥ es posible truncar 5. En
efecto, para la norma de p en L°°((}) tenemos una cota K que depende de 2, de ¢ y de
° v que no depende de 8. Sea R € IR tal que |8(¢ — K)(z,t)| < Rc.t.p. en Q y sea Br
la funcion definida

R si B(s) > R
Br(s) =4 B(s) si ~R<B(5)<R
-k sif(s)<-R

Sustituyendo 3 por Sg tenemos un nuevo problema (Pg, 4 040.0) del que sabemos que
tiene una solucién (pr,gr), ya que Ggr verifica la hipdtesis de crecimiento en el infinito
conae=0yb=R. Siap’e L) entonces pr € L=(Q) y ||prllze(@) £ K, de modo
que Br(¢—p) = B(¢—p) c.t.p. en Q ¥ por tanto (pr, gr) es solucion de (Pg 4 014p0). #

Resumiendo: la existencia de solucién de (Pj g o400 ) con 8 mondtona creciente con-
tinua y tal que 8(0) =0, y con p° € L*(Q), ¢° € H(p") esta demostrada si ap® € L=°(Q)
o si 3 verifica la hipétesis |8(s)| < als| -+ b.
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Capitulo 2

Resolucion numeérica del problema

Para aproximar la solucion del problema de filtracion en un medio poroso estudiado en
el capitulo anterior, vamos a utilizar un método de elementos finitos.

2.1 El problema discreto

2.1.1 Planteamiento del problema
Discretizacion en tiempo

Usamos la misma notacion que se uso en el argumento de semidiscretizaciéon. Tomemos
M € IN destinado a tender a infinito, ya que es el numero de subintervalos en el que
se divide [0,T]. Sea v = T/M y para cada n € IN sea t, = n7. Asociadas a cada t,
definimos las funciones:

ul(t) = X((fr-r,t0)) n=1,..., M

siendo x(A) la funcidn caracteristica del conjunto A.

Discretizacién en espacio

Sea {1, una aproximacion poligonal de  y sea {7}, una familia de descomposiciones
en N-simplices de ;, que depende de un parametro A > 0. Si N = 2 se trata de una
descomposicién en triangulos, si N = 3 son tetraedros.
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Para cada descomposicién T, = {T; fV_=1 v para cada elemento T; € 7, llamaremos

h(T;) al didmetro del elemento 7; v p(1;) al supremo de los diametros de las bolas con-
tenidas en T;. El parametro h se toma del siguiente modo:

h = max{h(T)) | T, € T,.}.
Supondremos que la descomposicion es regular y de tipo débilmente agudo:

Definicién 2.1 La descomposicion en N-simplices Ty, es regular si existe una constante
¢ > 1, independiente de h tal que

WMT) < cp(T) VT €T

Es de tipo débilmente agudo si para todo elemento T pertencciente a Ty, y para cada 7',
i =0,...,N, vértice de T la proyeccidn de ' sobre el hiperplano soporte de la cara
opuesta pertenece a la clausura de dicha cara.

En el caso N = 2 una triangulacién es débilmente aguda si

0 <

~otH

para todos los angulos € de todos los triangulos de 7.
Sea {x;}icr, el conjunto de nodos de la descomposicion.
Haremos también una descomposicién dual del dominio §24:

Q= D
il

siendo D; es el dominio baricéntrico asociado a z;, es decir

D; = U{Df | Tx € T, y z; es un vértice de Ty},
k

donde .
DF = ({z |z € Tk, X(z) < Mi(=)}
i=1
y A9 = X, AL ..., AY son las coordenadas baricéntricas respecto de los vértices de Ty,
29 = z;, zl, .., 2N (ver figura 2.1).

Llamamos ['}, a la frontera de €1,
Iy = th
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Figura 2.1: Dominio baricéntrico

En I', distinguimos tres subconjuntos disjuntos T'f, T}, TP, tales que su unién es Ty,
que se corresponden con las tres regiones distintas de la frontera de §2.

Sean Jy = {i € I | z; € T4}, Jl = {i € I | 2; € T'l} y andlogamente definidos, J}7,
JP

Pedimos la siguiente hipotesis de aproximacion del dominio:
Hipotesis 2.1 Existe una sucesion €y, 2~00 tal que
On C B(Q,e4) y @ C B(Q,en)
Consideremos el siguiente espacio funcional de dimension finita:

Hy, = {tf S CO(Q—h) | élT cP VT € 77;} (21)

siendo P; el espacio de polinomios de grado uno.
Sea {w; }ie1, una base del espacio Hj tal que

w,-(a:j) = 6,‘}' Vi, €1

Para cada 7 € I; sea x; la funcién caracteristica del conjunto I); y sea Lj el espacio
vectorial de dimensidn finita engendrado por esta familia de funciones:

Ly={=Y 8xi|€ € R Vi€ L}.

i€l

Para cada i € Jj, llamaremos L; = D; NI, y llamaremos #; a la funcién caracteristica
del conjunto ;. Sea K} el espacio vectorial engendrado por las funciones «;

Ki={6=Y 8| & € R Vi ).

i€y
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Vector e

Figura 2.2: Flemento up-wind

Para la discretizacion del término vamos a utilizar un operador de tipo “up-wind”

(ver [39])

dzn

Definicién 2.2 Un elemento U € Ty, se dice que es elemento “up-wind” asociado al nodo
T; St

f. z; es un vértice de U

2. Six; = {(x},x;N) entonces U N {(z},z) | = € (—oo,zin)} # 0

Si existe mas de un elemento “up-wind” para un nodo xz;, llamaremos U; a uno de
?

ellos elegido arbitrariamente y diremos que U; es el elemento “up-wind” asociado al nodo

z;. De este modo cada nodo tiene a lo sumo un elemento “up-wind” asociado, aunque

hay nodos que no tienen elemento “up-wind”.

Definimos los siguientes operadores:

e Operador de interpolacion en Ly
Rh : Co(m) — Lh
Riu(€) = ) &(zi)xilz)

iEIh

e Operador de traza

Ty : C°(Tp) — Ky,
Tw(€) = D &(wi)ri(x)

ieJW
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e Operador de derivacion discreto

Dy Hy — L,
Du(€) = 3 Dy (6)xi(z)
el
donde
d
. sl existe Uf;
D;a(f) = dzn i
0 si no existe elemento “up-wind” asociado al nodo z;

Observacién 2.3 La definicién de Dy, no depende de la eleccion que se haya hecho de U;
en aquellos nodos donde hubiera mas de un elemento up-wind. Al ser funciones lineales

. : o : .
en cada N-simplice y continuas, el valor de T s una constante en cada N-simplice y
TN
coincide si dos N-simplices son elemento upwind del mismo nodo.

Planteamiento

El problema se discretiza en tiempo mediante el método de Euler implicito, y en espacio
utilizando los espacios de dimensién finita y los operadores discretos que hemos definido
anteriormente.

Como dato inicial del problema discreto tomamos un par

(Ph,gn) € Hy x Ly

tal que
p?,,(a:,) 2 0 Vie Iha p?l(.’c;) =0 Vie J}?:

0<gh(m) <1 Viel,

(1= g"aRu(p”) =0

Llamemos ¢, (z) = ¢(x,t,), n =1,..., M y definimos la funcién

¢’ = Z Bn()yn(2).

n=1

Llamemos V,, al siguiente subespacio de 3
Vi={teH,|&=0VieIl}.
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El problema discreto (que en lo sucesivo llamaremos (F; ;) es el siguiente:

Hallar una familia de funciones {(pun, grn) 2L, tal que
(Pro> gno) = (Ph: 9h) (2.2)
yYrn=1,...,M
(Phns ghn) € Vi X L (2.3)
pi>0 Vicl, (2.4)
0<¢ <1 VYeiel, (2.5)

_/ﬂ (VornVEh + gnnDa(&n))+

h

+] (gh,n Ghn-1 +C¥Rh (ph,n ph,n—l)) Rh({h) g
Qn T T

< [, BUTH(Sn = pra) Tu(n)
Y&, € _hHh tal que £ >0 Vie IP

I - n
]nh [(1 — ghn)DR(&R) + | Tgh’ R'h(Eh)] >0 } (2.7)
Vé, € Hy tal que & >0 sipl =0

(2.6)

En lo sucesivo no escribiremos explicitamente la dependencia en h de las funciones
discreta para simplificar la notacién.

2.1.2 Existencia de solucidon del problema discreto

Comenzamos por ver que las funciones base {w;}ier,, {xi}ics, verifican el siguiente re-
sultado que utilizaremos para la demostracion de la existencia de solucién del problema
discreto ( Py 1)

Proposicién 2.4 Sea I} = {z € I}, | U; estd bien definido}, sea ¢ la constante

C = max 1D2|
iel, \ Ui

St 7y, es de tipo débilmente agudo entonces se verifica que

a(wi,wi) >0 Vie a(wj,w;) <0 Ve, g€l 7'5] (2.8)
blxi,wi) >0 Ve e Iy b(x;,wi) S0V, j€lhi#j (2.9)
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siendo

a6,0) = [ (VEVE+ ZRUORNO) Ve C € Hy

b, = [ (xDuE+ 1xRM(E) Vi€ L yVEE H

Si ademds

< h
< —
3c
entonces se verifica también que
Z b(xj,wi) >0 Vie I (2.10)

i€ly
Demostracion.- A la vista de la definicién de a(wi,w;) se verifica trivialmente que
a(w;,w;) > 0. Por otra parte, sii # J, a(wi,w;) = fo, Vw;Vw; y en ese caso la desigualdad
deseada es un resultado clasico de P.A. Raviart y P.G. Ciarlet (ver [22]).
Respecto de (2.9) en [35] puede verse la demostracién de que

>0 sig=z
m“mmﬁsoﬂj#

Puesto que X
b(xj,wi) = -/n;. (x; Dnlwi) + ;Xth(wi))

se tiene efectivamente (2.9).
Para demostrar (2.10) se observa que

z/hm%=Mpmd—Zw| (w3, <

j€ly JE€l}
Jdw; c
w, , gc/ —2 | < —|Sop(w;)| =
]elr |MJ) Qh BCUN h-| P( )l
c
= 3-—|D;|.
32D
Como
> bxs,w) = 2101+ X [ xiDu(w)
JEIL 1€l
se tiene

S bxs,) 2 ~351D:] + 2Dif > 0

JEI,

siT < hf(3¢). #

45



Observacién 2.5 Una primera consecuencia de este resultado es que la matriz B de
coeficientes

1
B = (b;;)ijen, bi;= /nh (Xj-Dh(wi) + ;Xth(w.-))

es una M-matriz, segin la siguiente definicién de J.M. Ortega y W.C. Rheinboldt (ver

[34]):

Definicion 2.6 Una matriz B € L(R") es una M-matriz si es inversible, B™' > 0, y
bi; <0 para todoi,j=1,...,n;1#7.

Las condiciones (2.9) y (2.8) nos permiten deducir que B es una M-matriz en virtud
del siguiente resultado:

Proposicion 2.7 Sea B € L(R") estrictamente diagonalmente dominante y supongamos
que d;; <0 sit#j, yqueb; >0 parat=1,...,n. Entonces B es una M-mairiz.

Demostracion.- Ver [34].

Demostramos ahora la existencia de solucién del problema discreto:

h D;
Teorema 2.8 Supongamos que Ty, es de tipo débilmente agudo y que 7 < 3, COn ¢ = max (||U Il),
C el f

entonces el problema (Pr)) tiene solucidn.

Demostracion.- Vamos a plantear dos problemas auxiliares. Supuestos conocidos p,—; y
gn—1, €l primer problema auxiliar es el siguiente:

Problema 1.- Hallar W € Vit = {£ € V;, } £ > 0} tal que
]n,, (vw V(E - W)+ %th(W)Rh(g - W)) + )
+ [ (Dale-w)+ ZRuig - W) -
2 [ (guer + aBa(prt))RA(E — W) 2

T JQy

> jr o BTN = WHT(E = W)

para toda funcién £ € V,'.

Comenzamos por demostrar que este problema tiene solucién. Del mismo modo que
se hizo para resolver el problema semidiscreto, llamemos

B: K — IR
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a la funcion definida

B(s) = /O " B(o)do.

Como 3 es continua, mondtona, creciente y F(0) = 0, tenemos que B es derivable, convexa
y B(s) > 0 Vs € IK. Definimos la aplicacién

j: Hy — [0,00)

i© = [, BTx(é.~©)

h

y el funcional

5@ =5 [ (1ver+ 2Raer) + [ (Du0)+700) -
[ (Gt + R (o) RA(E) +5(6).

T

J consta de una parte cuadratica

tae 9 =3 [ (1veP+ 2Ry

)

una parte lineal

1O = [ (DO + 28O = 7 [, (Gnos + cilpn-r))a(6) + 5(6)

y una parte no lineal
36 = [, BENG =)

J : H, — IR es continua, extrictamente convexa y verifica que para toda sucesion
{£4} C Hy tal que ||&|| — 400 cuando k tiende a cero entonces J (&) — +oo. Como Vit
es un subconjunto cerrado y convexo de Hj existe un tinico w € V¥ que minimiza J en
Vit

Una vez resuelto el problema 1, sea w su solucién. Sea s = VJ{w), es decir, para

cada: € I

8 = /ry}’ B(Th(dn — w))Th(wi) — Un (Vw Vw; + th(w)Xi) +

h

T

1 1
-j- o (Dh(wz‘) + ;X:‘) - - /ﬂh(gn_l + CtRh(an))Xs]

y sea
F; = min{0, s;}

47



Construimos asi el vector F = (Fi)ier,- El segundo problema auxiliar es:

Problema 2.- Hallar i € IR™ tal que

Bi=F,

-
Puesto que B es una M-matriz, es inversible y el problema 2 tiene para cada F' una
unica solucion.

La solucién del problema (F; ;) se construye por iteracién, utilizando estos dos prob-
lemas auxiliares. Se comienza con po = p) v g0 = g%, que son los datos iniciales del
problema discreto. Una vez calculados p,_; y gn_; se toma: p, = w siendo ésta la
solucién del correspondiente problema 1, y ¢, = 1 + u siendo # la solucion del problema
2y u=Yiep, wiXi € La.

La demostracién del teorema se concluye viendo que la familia {(p,, gn)}
truida verifica (2.5), (2.6) y (2.7).

Sea gr. = (¢' )ier,, - = 1 +u; Vi€ I Puesto que B~' >0y F; <0 Vi€ I, se tiene
que u; <0 Vi € f, y por tanto g, < 1.

Para ver que 0 < g, de nuevo por la monotonia de B es suficiente demostrar que
todas las componentes del vector Bg, son no negativas. Vi € I, 6(gn,wi) > 0. Por

construccién
> bijgh =D b+ Fi
JEL, 1€d,

M

n=g 851 Ccons-

S1 w; > 0 podemos tomar como funciones test en el problema 1

wy wy
Li=w+ —=w y b=w— —w

2 2

obteniendo asi que F; = 0 y por tanto

> bisgh =) bi; 20

J€ly JEIp

Si w; = 0 por ser ¢ > 0, /FW B{Th(¢dn — w))Th(w;) > 0, y por ser
h

f (ij Vw; + Exg'xf) <0
Q5 T

si ¢ # j, entonces
| (Ve + SRio)x) <0
Qp T
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de modo que

E:%wi=mm{l?(DHMJ+%x03LHﬂUM@rﬂMﬂMM%-

€I,

o ]
[, (Vo ver+ SRawix) + 7 [ (g0 + aRulpros))xi} 2 0.

Para ver que se tiene (2.7) no hay mas que observar que

_/Qh[(l_g“)Dh(wi) 1(1—gnRhw,]= zb,guj- _F.>0

JEl,

y en particular si w; = 0 ya vimos que F; = 0.
Por ultimo se verifica (2.6) ya que Ve € I,

.[n (gnDh(wz)-l- = gn Fon( w,) Zb,J ui +1) </ B(Ti(dn — pn))Th(w;)

J€IL

o 1
=, (Vpn Vw; + ;Rh(pn)x.') + . fnh(gn_l + aRp(pn_1))xi

Ademas si i € I, \ IP entonces I} = s; y se tiene de hecho una igualdad, es decir

]Q (gnDh(wz) "'JnRh w; ) Z b,J 'U. —|-1
I

J€L,

= Fit [ (Dule) + 2Ru()) = [, BThln — po))Ti(w)

1
— [ (950 e+ ZRao)) 1 [ (Gt + aRulpac)le #
2, T T JGy

2.2 Acotaciones de la solucién discreta

A partir de la solucién del problema discreto {(pn, ¢»)}*; construimos las funciones

M

SEDWHOTAC (211)
M

5= 3 oal@)nlt). (212
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Vamos a utilizar un argumento analogo al que se empleé para pasar al limite en
el problema semidiscreto: demostraremos distintas acotaciones a priori de la solucién
discreta que nos permitiran, mediante argumentos de compacidad, demostrar la conver-
gencia de al menos una subsucesién de (p}, g7 ) hacia un par (p, ¢), solucién del problema
continuo.

Para obtener acotaciones uniformes en A y en 7 de la solucion discreta comenzamos

por demostrar algunas propiedades de los espacios y operadores discretos con los que
trabajamos.

Lema 2.9 Supongamos que la familia de descomposiciones {7y }aso €s regular y de tipo
débilmente agudo; entonces existe una constante C tal que Vh >0 yVEé € Hy

| Dr(EN 220y < CIVEN (L2(00»- (2.13)

Demostracion .- La demostracién de que se verifica (2.13) puede encontrarse en [35].
De todas formas es interesante incluirla aqui:

2
Ve Hy ”Dh(é)"iz(ﬂh) = jh (Z Oz N élu,f\) =

el
2 | oe ,
B b = D; 3
=217 (5t b3y '(|u.-|/u.-am,\,)
GZI' |LI| Ui (%) g ARG ” ”L?(u,) <
= c|| 6 ||L2(Qh)

¥ por tanto
1D T2,y < ellVEI{L2 @y YEE Hro  #

Con la eleccidn que hemos hecho de las bases {w;}ier, ¥ {xi}ies, se tiene el siguiente
resultado clasico de aproximacion:

Lema 2.10 Supongamos que Ty, es regular y de tipo débilmente agudo. Sean [T} y [19 los

operadores definidos
ML(€) = D &(xi)wilz)
i€l

= &ai)xilz

i€y,
para toda £ € C°(§1). Se verifica que:
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- 3C tal que Yh >0 y V&€ HY Q)N COQ)
1€ = L mrgsan) < Chlé2 (2.14)

N 826 )
donde €20, = Z ||m“m(nh)

ki=1

- 3C tal que VR >0 yVEE HY () NCO(Q)
= a2y < ChIVEl2@n)~ (2.15)

Demostracion.- Ver [38]. #

Observacién 2.11 Consecuencia inmediata del lema anterior es que existe una con-
stante C tal que VA >0y VEé € Hy

| Ra(€) — Ellez(an) < CRIVE (L2 an)>

ya que Ry, es la restriccion a Hy, de 1.

En el siguiente lema se demuestra que el espacio Vj, aproxima al espacio V.

T : iy h—0
Hipdtesis 2.2 ziste un sucesion e, — 0 tal que

TV uTl c BOW UT! e(h) y TV UT! € B(I'Y UT},e(h))

Lema 2.12 Supongamos que se verifican las hipdtesis 2.1 y 2.2; entonces dada una
sucesion de funciones &, € 'V tal

v(Q)E — x ()€ débil en LE(RY)
X( Q) V& — x(R)VE débil en (LRV))Y
entonces £ € V

Demostracion.- Hemos de demostrar que £ = 0 en I'P. Sea = € ['P. Como I'P es un
abierto de T, podemos tomar ¢ > 0 tal que d(B(z,¢), (TTUTY)) > ¢ para cierto gg > 0;
entonces para h suficientemente pequefio B(z,£) 0 (D UTY) = 0. Sea ¢ € D(B(z,¢))
tal que ¥ = 1 en B(z,e/2).
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Consideremos las funciones

wyp = & € Hy(Q, N B(z,e))

w=1¢e H(QN B(z,e)).

Podemos prolongar wy, del signiente modo

— W en Qh
YPT10  en B(z,e)\ M

Esta funcién asi definida esta en el espacio Hy(B(w,¢€)); ademds la sucesion Wy, estd aco-
tada uniformemente en ese espacio de manera que existe una subsucesion, que seguiremos
llamando @, tal que

Wy, — u débilmente en Hy(B(z,¢)).

Sean € D(B(x,¢)) tal que n = 0 en ; se tiene que

L(x,e)mhn - /Qh WaM = '/Qh €ty — /n&!)n

por lo tanto v = x(Q)w y w = 4, € H () de modo que
£ =w=0ctp. (z) €PN B(z,e/2).
Puesto que este razonamiento es valido para todo ¢ > 0 se deduce que efectivamente
E=0enT? #

Por 1ltimo necesitamos tener en el caso discreto, una desigualdad andloga a la de
Poincaré. Puesto que

Vi c{£€ H' () | £ =0en P}

para cada h > 0 existe una constante C tal que para toda £, € Hy,

€nll2(0n) < ClIVEll 2~

En la siguiente hipétesis se pide que esa constante C' no dependa de h.

Hipdtesis 2.3 FEuiste una constante C tal que VR >0 yVEé €V,

€1l 1 00y < CHVE L2~
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Al final de este capitulo damos una condicion suficiente para que se verifique esta
hipétesis.

Una vez demostrados los lemas anteriores podemos establecer las siguientes acota-
ciones a priori de la solucién discreta.

Proposicién 2.13 Sea {(pn, g.)} ., solucion del problema discreto; supongamos que T,
es regular y de tipo débilmente agudo, que se verifica la hipdtesis 2.1, y que o|po|| g1 (a,)
esta uniformemente acotada en h. Entonces existe una constante K tal que

M

T Z_:l ”an”?m(Qh))N <K (2.16)
M

7Y NBu(p)li2,y S K (2.17)
n=1

| Bn(pa ) E2q0n) < K (2.18)

Demostracién.- Para cadan = 1,..., M podemos tomar p, como funcién test en (2.6)

y (2.7) de (P, ). De (2.7) se deduce que

[ 10 = 9 D(pn) + —2Rapn)] =0

¥, por lo tanto, en (2.6) tenemos

/Qh[lvz?nl2 + Du(pn) + 1(1 — gn—1)Ru(pn) + %Rh(]—"‘n ~ Pu—1)Ra(py)] =

= [, BTN = pa)Talpn).

Puesto que g,_1 < 1y p, = 0 sucede que

I (L= gu)Ba(pa) 2 0

y entonces
o
IV Pallfrz v + ;”Rh(?’n)“iz(n,,) <

< /ﬂh [—Di(pa) + %Rh(pn)Rh(pn—l)] + /1,’;" B(Th(dn — pn))Th(pn) <
< Q2 Dlpn)ll 200y + glth(Pn)IILz(nh)||Rh(pn-1)|1m(0h)+
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+ [y B8 = pa)) Th(ps)

Como 3 es mondtona y ¢ es positiva se verifica que

|y BTa(¢n = pa)) i) =

= [l BOBe = PT(80) = [, B(Ta(En = p)TiB0 =) S
S [ BTG = )Ti(82) < [, BTG Tuln) 5 €

puesto que ¢ € CH(Q).
Haciendo uso del lema 2.9 y teniendo en cuenta que ¢ > 0 se tiene la siguiente

desigualdad:

o K1
HVPn”?Lz(nh))N + ;||Rh(Pn)||iz(n,,) < 9 + §||Vpn\|fL2(nh))N+
[
+‘2;(||Rh(Pn)||%2(nh) + [ Ra(pr-1)l2(0,)) + C

y por tanto

(a4
IVpallizz @y + ZIHRs ()l 20y < } (2.19)

e’
K"+ | Bulpu-1)lL2(qy) +2C
.

Multiplicando por 7 y sumando en n

M

7Y NVpallfto@uy < TK'+ a||Bu(po)llizq,) +27C < K

n=1

Utilizando la hipdtesis 2.3 y la observacion 2.11 tenemos:

2
T Z 1B (Pa) |22y < 7 Z (B4 () — Pallzzg@u) + IPallz2c@sy) <

n=1

M
Z [(hC + OV palitzz @y ] < (hC+C)PK = K.

S1 e # 0 de la desigualdad 2.19 se deduce

T

||RIL(Pn)||§,2(Q,,) < ||Rh(pn—l)||%2(gh) +—(K'+20) <

&
K'+9C
< || Ba(po)litaqan) + f:'&:“

<K
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Si o = 0 la desigualdad 2.19 es
||Vpn||sz(ﬂh)N S K’ + 2C

por tanto
"Rh(Pn)"i?(Qh) < | Balpn) — Pn”%?(ﬂ,,) + ||Pn||L2(n,,) <

< (Ch+ )| VpaliPaqyy < (Ch+ CYE +2C) <K #

La siguiente estimacion se refiere a la derivada en tiempo de gf + aR,(p}). Va-
mos a acotar esa derivada en el espacio L*(0,7; H~'(£2),)) y para ello necesitamos que
las funciones de H}(f2;) se puedan aproximar bien mediante funciones de los espacios
de dimensién finita con los que estamos trabajando. En concreto se tiene el sigulente
resultado:

Lema 2.14 Eziste una constante C tal que para todo h > 0 y para todo & € HJ ()
existe una funcidn &, € {( € Hy | ( =0 en T'y} tal que

1€ — Ru(éulllez(n,) < CRli€lin an (2.20)
I€ell i (0ny < ClIENm1(an) (2.21)
Demostracién.- Dada £ € H} () sea &, € Hy tal que &, = 0 en T’y y verifica

[ (vaveraq = [ (Veveteo)

para toda funcién ¢ € Hy tal que { =0 en [',. Tomando ¢ = &,

[[AFRS /ﬂh(|V€h|2 + &) = fm(vaﬁh + €6 < Nl€Nmr @ llénllaon)

y por tanto
1€allm2 0n) < a1 ()

lo que demuestra (2.21).
Para demostrar (2.20) utilizaremos un argumento clasico de dualidad (ver por ejemplo
[40]). Dada ¢ € L2(S2) sea 1 € HY(Q) N H*(2,) solucion de

—Ap+p=¢denfly Yp=0enl},

(Para la demostracién de que efectivamente 3 esta en F2(Q) ver [28] y [29]) Segiin hemos
definido &, y 1, y haciendo uso del lema 2.10 y de la desigualdad (2.21) ya demostrada

tenemos
fe-0e=[ Ve-ove+ [ @-ov=
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= [ V(& -0V - M) + [ (6= 60 - TT(%)) <

< N1r = Ellaranlle — L e, < 1én — Ella @ ChlPlaa, <
< ChllE|l i am |l z2(an)-

Se deduce de aqui y de la observacion 2.11 que

1€ = Ral€e)ll2n) < 1€ —Erllrz(an) + € — Ralér)llrzny < CR|E||m1(a,) +CRIVE

(L2Ean~

y por tanto efectivamente se verifica (2.20). #

Proposicién 2.15 Sean p} y gf las funciones definidas en (2.11) y (2.12). Supongamos
que se verifican las hipotesis de la proposicion 2.13 y que existe una constante positiva C
tal que h < Ct. Entonces existe una constante K, independiente de h y de 7 tal que

15 (Jh +aBu(p 2104y < K.
(e 1 .y . a T T - P
Demostracion.- Comenzamos por escribir —(g; + afa(py)) de forma mas explicita.

ot

(gh + aR(p})) Z(gn ) + aRe(pa (), (2) =

ng—l(gn + CYRh(pn))(CC)Tn(t) _T‘Yn-l-l (t)__

(g0 + aRa(po)) (&) (1) + = (g + R (o) (& )paa (1) =

M
Hn — Gn—1 Pn — Pn-
=3 Lt BT (@) ()
Para estimar la norma de esta funcién en L*(0,T; H~'(2,)) vamos a acotar el producto

de dualidad con funciones de L*(0,T'; H}(2)). Dada £ € H} (82, tomemos &, € Hy que
verifique (2.20) y (2.21).

gn — Yn—1 Pn — Pn—1
R _] _
/ﬂh[ T ta h( T ) ¢

-~ [gn_gn—l +aRh(pn_pn—1 )] Rh(&h)"l‘
Qn T

T

+ Qn [gn_rﬁ + aRh(% (£ — Ru(én)).
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Usando la inecuacion (2.6), el lema 2.9 y la observacién 2.11

Gn dn-1 Pn — Pna
L JRT = - <
/ﬂh # + B ( . )] £ <

< — /Qh[VanEh + gn Dn(Er)]+

+ [ [ ar )| (¢ - Rua) <

< 1Vealliz2 @ |Vl czz@nyy + 1%V Dién)

£2(2y)
1
+= (|Qh|1/2 + o[ By (pn — Pn—1)||L2(nh)) 1€ — Bul(r)|lr2can) <
< CiliVeallza@ay Nl rren) + Q2 Cal €l @uy +

1
+;(CS + al| Rr(pn — Pa—1)llz2(a,) ) Calt| €]l ey

Si ahora tomamos £ € L2(0,T'; H} (1)) se tiene para casi todo t € (£,_1,1,),

/gh ‘gg (g + aRa(ph)) (¢, 2)E(¢, )de

<

Gn — n—1 , o fpn — Pn-1 ]
jﬂh[ et )| (2)(t, z)de

T

< (ClIVpullzacany + Q420+

1
+—(C + ol Bulpn — pa-i)llz2@nJCRIE (O arian)-

Llamaremos L(t) a la funcién

M

1
S [(Cl Vel ey + 19172C + ~(C + | Balpn — Pa-1)ll2(@0))CHI(2)
n=1

3
Al hacer el producto de dualidad de a(g; + aBy(p})) con una funcién é € L2(0,T; H (%))

se obtiene

2
‘fo 5; Wk + aBa(pp)(t, @)t w)de| <

T
5/0 LIONE@) |z @mydt < ([ Ll z2 01|22 (0,781 00 )) -
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La demostracién se concluye viendo que ||L||z2(0,7) esta acotada independientemente
de hy

M
LD 2207) = 7 2 [CUVEaliza@ayy + 1Q[2C+
n=1

1 2
+2(C + all Ru(pn = pr)liz@n)CH] <

M h
<Cry ||Vpn||(L2(n,,))N +TC+ TO +C— o7 Z I Re(pa = Pa1)l|72()-
n=1l n=1

Por la proposicion 2.13

M
T Z ||Vpn||(Lz(Qh) ¥y <K, y 7 Z ||Rh pn)“L’z (Qr) = <K,
n=1 n=1

y finalmente la hipétesis A < Cr permite acotar || L||32gpy. #

2.3 Estudio de la convergencia

Sean H} . el espacio

-={& = Zén (t) | éu(z) € Hy én > 0en TP ¥ =10,..., M)}

n=0
y S, el operador lineal definido del siguiente modo: V§{] = En-—ﬁ Un(t) € Hy
M
= Z En'?'n(t)
n=1

Para simplificar la notacién usaremos el convenio que se usa en {3]: escribiremos, por
ejemplo,
pp — p en L?
en vez de

x()pr — x(W)p en LQ(IRN).
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Condiciones de contorno

En ¥ tenemos para el problema continuo condiciones de contorno de tipo Dirichlet
homogéneas. Esto se traduce en el problema discreto en que buscamos soluciones en
L*(0,T; Vi). Ya vimos (lema 2.12) que el limite débil de funciones de Vj, es una funcién
de V. El mismo argumento que se empled en ese caso sirve para demostrar el siguiente
resultado:

Lema 2.16 Supongamos que se verifican las hipdtesis 2.1y 2.2. Sea {€] }nr>0 C L2(0,T; Vi )N
Hy , tal que

S.(&7) — € débil en L?
S5.(VE) — VE débil en (LHN
entonces

£ L*0,T;V).

Demostracion.- Ver lema 2,12  #

Para estudiar la convergencia de las condiciones de contorno en £ necesitamos una
hipotesis relativa a la continuidad de la aplicacion traza.

Puesto que Hp, C H'(,) para cada h existe una constante C tal que para toda
funcion £ € Hy,

€rllzqrny < Cliépllmran)

En la siguiente hipotesis se pide que esta constante C no dependa de h.

Hipoétesis 2.4 Fuiste una constante independiente de h tal que para toda funcion £ € Hy,

1€l z2ray < ClEI 2 m)

Al final de este capitulo damos una condicién suficiente para que se verifque esta
hipotesis.
Supuesto que se verifica esta hipétesis se tiene el siguiente resultado de continuidad

del operador Tj,.

Lema 2.17 Eziste una constante C' > 0 tal que para todo h > 0 y para toda funcion
£ € Hy
ITh(Ollz2en) < CllENr(0)-

59



Demostracion.- Haremos la demostracién para el caso N = 3 pero la misma es vélida

para cualquier dimension N > 2.
Dada ¢ € Hy

1€

Por otra parte sea {K}cr, el conjunto de las caras de

-> /.

leL

\Lz(rh) < C||€||H’(Qh)'

2

> fiwﬂph

1€y

Z ‘fiwilrh

=Y

lelzscen = |

h

Las caras de (2, son uniones de tridngulos. En cada uno de estos tridngulos hay inicamente
tres funciones w; no nulas. Llamemos wg; [ =1,2,3 a las tres funciones no nulas en el
triangulo K y llamemos @y a la restriccién a K de esas funciones. Tomemos un tridngulo
de referencia T, por ejemplo el tridngulo de vertices (0,0}, (1,0), (0,1). Para cada K
existe una aplicacién afin 2’ = Ax - b que transforma T en K. Sean Pi(z,y)=1—-z —y,

Py(z,y) =z, Pa(z,y) =y

>/

lel

2

3
Z Eiwh’( K

n=1

-¥ [

{eL vt

Z fiwuph

1€Jy

En cada triangulo K se tiene:

3 2 3 2
i_\'i = |A iP,‘ >
[ eme =141 [ |2 ep| 2
> 14l [(€)? [(P - SPPs— 3PP
- 12 2
+(52)2[(P2_EP2P1_1P2P3)+(§3)2/(P2—1P3P1—1P3P2) >
T2 277 T3 2 2 -

> 5141 [ X(B)

siendo x(B;) la funcién caracteristica del dominio baricéntrico correspondiente al nodo ¢
en el triangulo de referencia. Es decir, se verifica

2 2

2.
K

201€l122 ) = T2 (-

2

Y &k

1€y

> £k

K i€t

y por tanto

60



De este modo
TR NE2 () < ||§||H1(nh) #

Imponemos la siguiente hipotesis sobre la descomposicion del dominio:

Hipétesis 2.5 [V es una interpolacidn lineal a trozos de 'V y los puntos de J¥ son
los puntos en los que se interpola.

Definimos una familia de funciones auxiliares del siguiente modo: a cada : € JJ¥ le
asociamos un subconjunto de I' abierto y conexo M; C I' de modo que

-z, € M.
- F_W - UiEJ}:’VA/_'&‘

- MO M;=0sii#;.

=
=
i
}_
1
S
-
1
o
=

Sea #; la funcidén caracteristica de M;; tenemos asi definida la familia de funciones
{R"t}zEJW
Consideremos el operador T} que a cada & € H), asocia Th(f) Z@eﬁ"f [

Proposicién 2.18 Sea 3 continua, mondtona creciente, que verifica B(0) = 0 y para dos
constantes a y b verifica

1B(s)| < als| +b Vs € R.
Eziste f} € LYEY) tal que para todo £ € H'(Q) y para toda sucesién & tal que
S(Tu(¢])) — €l w en LAHEY)
se verifica que

BS(Ta(¢™ = p))S-(Tu(&) =" |, Be.

W
Eh

Demostracion.- Consideremos la funcién B(S,(Tu(¢™ — p}))). Haciendo uso de la
hipdtesis sobre el crecimiento de g se tiene

IB(S- (T8 — )N EW}—TZ [ 180480 = P <
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M

<er (a|Th(@n — pa| + b)? <TZ[CI/W|Th(¢“_p“)|2+C2]

n=1

Como la funcién ¢ esta acotada podemos mayorar

A M A
I8(S-(F(&™ ~ Pinsmy < 7 2 [es e [, Fatpn)l]

Puesto que

T 2 2 - 132 M; 2
IBOlen = 3 € [, 5= T €4 [ n < Iy,

e r ied¥

haciendo uso del lema 2.17 se deduce que
1B(S-(Th(¢" — pi))lzagwy < Tea+ 7 221 csllpalim o,y < K-

Por lo tanto existe una subsucesion de pj], y existe B € L*H(ZY) tal que
B(SATW(¢™ —pp))) — B en L*(EY)

Si la sucesion £ verifica ST(Th(fz)) — £ en L2(EW) entonces
[, BT = p)SATaleh)) "=

para concluir la demostracién veremos que

[, BST6™ = $)STHED) - [

h ns

h'r—rO BE

Nw

B(S(Th(e” — P S-(Th(ED))

tiende a cero cuando A y 7 tienden a cero.
Sea P, : ' — IR la funcién definida

Py(z) =

Entonces

T Z [f B(Th(pn — Pn))Tu(én) — ./FW B(Tn(bn — pu))T(&n)| =

n=1

—7 z_; L, B0 = ) Tn(E) (P — 1) <

M
<P = Uiyt 3 [, B0 — pa))Eh(60) = 0

dado que P, — 1 uniformemente.  #

62



Dato inicial
Veamos un resultado de aproximacién de funciones de L*(§2) por funciones de Ly,.

Lema 2.19 Para toda funcién f € L*(Q) tal que f > 0 eziste una sucesion de funciones
Su€ Ly, fr 20 tal que

X fr — x(QOF  débil en LX(RN).
Demostracién.- Dada f € L*(Q), f > 0 sea f. € D(R), f. = 0 tal que
fe — f en L*(R).

. £ .. .
La construimos de manera que ||f — fe|lz2(q) < 3 Fijado £ para h suficientemente
pequefio Sop(fe) C Q. Sea fenr = Tiep, fexi- Para cada ¢ existe h, tal que para
€ . : .
todo h < he, ||fe = ferllr2(n) < Y de este modo es posible construir una sucesion de
funciones fy tal que

N f = fuliczy S F — fellezy + I1fe — furllezany <€ #

Observacién 2.20 Sies 0 < f <1 es posible tomar f; tal que 0 < fir < 1.
Sea ¢° + ap® el dato inicial del problema continuo. Tomemos f{ € Ly, tal que

X ()R — x(N(° + ap®) débil en L*(R™).

Si o = 0 entonces se toma f7 de modo que sea 0 < f? <1y hacemos go = f7 dato inicial
del problema discreto.
Si « # 0 entonces sera:

go = lnin{laf}?}a

Riu(po) = (ff?—_l)t,

(8

Aproximacién de las funciones test

En el siguiente lema se demuestra que podemos aproximar las funciones test por funciones
del espacio de dimension finita Hy en el que trabajamos.
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Lema 2.21 Para toda funcién £ € {{ € H{(Q) | £ > 0 en £P} existe una sucesidn ¢
tal que

SH(&h) — € en L7, (2.22)
S(VE) — VE en (LYY, (2.23)
7, d
Riy(£]) — 56 en L2, (2.24)
S(Du(E)) — _3%% en L* (2.25)
y ~
SH(Th(€7)) — &ipw en LA(E™). (2.26)

Demostracidn.- Sea § € HY(Q) tal que £ > 0 en 2Py sea £ una prolongacién de
¢, £ € HY{(0,T) x R™). Sean £+ = max(¢,0) yf = min(¢,0). Existe una sucesién
& e C=((0, T) x IRN), tal que &+ > 0 y &8 — £ en HY((0,T) x IRY) cuando ¢ — 0,
y otra sucesién & € C((0,T) x R™), tal que ¢ =0 en £P, & <0y & — £ en
HY((0,T) x RY) cuando € — 0. Construimos entonces la sucesién &; del siguiente modo:

fh—Zan:w;h )tn,(2)

n=01cl,

donde
Ef(hgf)(m3 t) = :Eh,'r)(mi t) + fs_(h,,-r)(mﬁ t)
¥ €ni = ey (Zis tn), €(h, 7) — 0 cuando &, 7 tienden a cero.
{€r + }rr>o verifica claramente (2.22)-(2.24) y (2.26); hemos de demostrar que verifica
(2.25):
, 9¢
() 5+ (Dn(€)) — x(R) 5=z (omyxmmy <

d
<||SH(Pr(€R)) = DulleinpllLzi@ny + HDPh(Eear)) — Mfe(ﬁ,‘r]”[ﬂ(()“"'

7, d
+“X(Qh)aTN§£(h,f) - X(Q)_a;% |IL'2((0'T)XIRN)-

Trivialmente el tiltimo sumando tiende a cero cuando h y 7 tienden a cero. Teniendo
en cuenta que |[Dr(&)lI32¢q,) < cllVEITL2q,)~ Para toda funcién de H'(€) también se

ve facilmente que || Dn(S-(€;) — f.s(h,r))||L'—’(Q,,) tiende a cero cuando h y T tienden a cero.
Por altimo

o d :
| Dn(beqhmy) — gx—Nfs(h,r)“%z(Q,,) = /Q;. (Dh(ﬁe(h,f)) — %fs(h,r)) =
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= / )3 / (Dh (€e(rm) foe(h.T)) f > f (31 &(hr)

iel] i€ I\ I},

El segundo sumando tiende a cero cuando h y 7 tienden a cero; respecto del primer

sumando
2
/O Z/ (D’ (€ehry) — ﬁ(h,f)) =

i€l
. age(h 1') ags(h.,'r) ? —
A (o) - 2 ,0) =

_ ot g—tae )
[ 5, (B s

siendo a; un punto cualquiera de U;, que en particular podemos tomar en i; N D;. La
funcién &,(.-y esté en el espacio C®((0,T) x IRY) por tanto el cociente

aEE T 3&! T
-'-Uh-l(a’i’ t) - -5%!-1(%& t)

a; — T

esta acotado. Ademads, la sucesién g(h, 7) puede tomarse de manera que la norma L* de
este cociente sea menor o igual que 1/h. Haciéndolo de este modo

0
|1 Dk (&eih,ny) — aTNée(h,T)llin(Q,,) < elQulh — 0
cuando h y 7 tienden a cero. #

Haciendo uso de estos resultados de convergencia previos podemos demostrar el re-
sultado fundamental de este capitulo, que es la convergencia de la solucién discreta hacia
una solucién del problema continuo.

Teorema 2.22 Sean Q un dominio de RN (N > 2), localmente lipschitciano y {2 }r>0
una familia de abiertos poliédricos que aprozima a . Para cada h tomemos 1y, des-
composicion en N-simplices de Qy, de modo que {Ti}nso sea reqular y de tipo débilmente
agudo y se verifiquen las hipdtesis 2.1 2.2 y 2.5. Supongamos que se verifican también
las hipotesis 2.8 y 2.4.

Sea B una funcién continua, mondtona creciente, tal que B(0) = 0 y que para dos
constantes a, b verifica

18(s)| < als| +b Vs eR.
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h D;
Flijamos 7 de modo que 7 < 3 stendo ¢ una constante tal que ¢ > max (l|?/{ D h<(Cr
c el n

para cierta constante positiva C. Entonces dados los pares (p},g;) definidos como en
(2.11) y (2.12), existe una subsucesion tal que

X(Qu)S-(p7) — x(@)p  en L}(RNT),

X(@r)S-(Vpp) — x(Q)Vp  en (LA(RNTH)V,
X(@n)S-(97) — x(Q)g  débil en L*(RFY),

siendo (p,g) una solucion de (Pg 4 1040p0).

Demostracion.- Sea & € HY(Q) tal que ¢ > 0en T y £(T') = 0; sea £f = z En()hn(t) € Hy s
una sucesion que converge a £ como en la hipotesis 2.21. Paracadan =1,..., M se ver-
ifica

S 1959+ guDu(n) + [ [t s an, (B )] Rue) <

< [F o B4 = P Tiln)-

Multiplicando por 7 y sumando en n tenemos
M-1

M
r3 [ [Tkt g.Due)] - e A

n=1 2 T

M
= [, (oot aRapo)RA(E) < 73 [, AThldn = pu)Th(6n)

Llamemos
M

,B}T =T Z ﬁ(Th(qsn - pn))(m)7n(t)

n=1

En términos de pj, ¢; v 85 la anterior inecuacion se escribe:

|, (5:(V91)S,(VE]) + S, (678 (Da(€D))]
- -/;Qn S (g7 + aRh(Pi))gth(ﬁ) - /Qh(go + afn(po))Bi(&1) < (2.27)
_BLS(TA(ED)
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donde .
& = Z_: Eav1(2)Pnlt)

con &pren = €
De las acotaciones de la proposicién 2.13 se deduce que existe una funcién p € L#0,T; H'(N))
y existe una subsucesién de {p], g7)} tal que

SApr) —p débil en L2,
S(Vpl) — Vp débilen (L2)Y.

Ademads como {£ € L*(Q) | £ > 0} es cerrado y convexo también se verifica px(Q) > 0.

Por el lema 2.16 sabemos también que p € L*(0,T; V).

Por ser 0 < g7 < 1, podemos tomar la subsucesién de {(p}, g7)} de modo que g} sea
débilmente convergente en L? hacia un limite ¢ y por un argumento analogo al anterior
¢ verifica

0<g<1 ctp. (z,t) €Q.

De la proposicion anterior se deduce la subsucesiéon {(p}, g7 )} puede tomarse de modo

que también verifique

Jow B1S-THED) — [, Be

Pasando al limite en (2.27) vemos que el par (p, ¢) verifica la inecuacién

/Q [VW& +95%%] - fQ(g +ap)ée — fn(g” +ap")E(0) < | | B¢

Vée HY(Q) tal que £ >0 en EP y £(T) = 0.
Hemos de demostrar que el par (p, g) es solucién de (Pp 4 j04.0p0). Para ello nos falta

comprobar que verifica /Q(l —g)p=0y que B = B{¢—p).
Demostracién de la igualdad fq(l —g)p=0

Sea ¥ un subconjunto abierto de 2 tal que ¥ C . Sea

W = (€] € € 120, 7 AQ) v 5o € L0, (@),

Para h suficientemente pequefio ¥ C €. Por las proposiciones 2.13 y 2.15 existe una
constante K tal que

lgr + aBu(pr)llzz0;0-1(0)) < K.
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Puesto que L*(V') estd contenido en H~1(£¥') con inyeccién compacta, también el espacio
W esta contenido en L2(0,T; H~1(£)) con inyeccién compacta, de modo que la acotacién
anterior es suficiente para asegurar la existencia de una subsucesién fuertemente conver-
gente en L*(0,T; H-1(QY)).

Sea £ € D(QV'), ¢ > 0. Para h suficientemente pequeno ¥ C ), y por tanto { €
H} ().

Paso 1:
h,r—0

[, @ =S¢ 0.

h

Descomponemos

/Qh(l — g7)S-(pp)E =

= J, (1=} — Balpi)E + /Q (1= g1)S: (Ru(ph)E.

Por el lema 2.14 podemos acotar el primer sumando del siguiente modo:

M
| [, (1= 90)S-(ek — Ru(o))El < 27 3 el llpn = Ralpn)laacan) <

n=1

h,7—0

M
< 271|222 Csh 3 |pallrgen) = 0.
n=1

Demostraremos ahora que

h,7—0

11 = gi) S (Br(pi)llzr@ny — 0.

En efecto:

/;h(l — 95) 5+ (Ba(ph)) f 2(1 — g ) () Z Rilpa)7a(t)) =

@r n—o

y acotamos por separado fgh(l - gn)Rh(pn) v fﬂh(l — g1 )R (pn).
Tomando p,, como funcién test en (2.7) tenemos

~/Q;.,(1 gn)Rh(pn) TA/Q,,(]. gn)Dh(pn) =
< 7(C* + ClVpalle @)
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Multiplicando por 7 y sumando en n
M . M
r 3 [ (1= ) Balpa) < 7(TC 4 O 3 [V pallgaqayyys) < 7C.
n=1 h n=1
Tomando también p, como funcidén test, pero ahora en (2.6), tenemos

1 /m(l — gn-1)Ru(p.) = %fnh(gn — gn-1)Ba(pa) -+ %/ﬂ (1 = g2) Ru(pn) =

T b

= —||Vpa

4.4
Firtann = = (Moo = [ Balpa)Ra(pn-n)

1
— [ 9aDalpn) + [ AT = 2D Tu(pe) + - [ (1= 9)Bu(pa) <
< €+ CIVplpas + 5= (B2 = 15 Erc0,)

donde hemos usado la monotonia de 8 y la acotacion anterior. Multiplicando por 7 y

;Gi&uﬁmmmﬂs

M
A [ 83
<TCH+Cr E ||Vpn]|sz(gh))N + EHRh(pO)
n=1 =

sumando en n

2o < O,

es decir, también
M

T Z/ (1 — gn—1)Ru(pn) £ 7C

n=1"n

Se tiene por tanto que

11— g2) S+ (Ba(pa)llLr@n) < 7C

de modo que para toda funcién & € D(QY)

k740

[, (L= a)s- (e 0

h

Paso 2:

limsup ("G/Qh Rh(PDS'r(PDf) < —a/szé-
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Del mismo modo que se hizo para demostrar el primer paso descomponemos

/QR&(PZ)S

[ RS (Ru@RE + [ RS- (8] = Rulh)E.

Nuevamente por el lema 2.14

UQ Bin(pi) S (P - Rh(p}i))E’ <

M
< 7Y IRu{po)llz2 @Il e @y lon — Bu(pa)llizc,) <
n=1
M By —0
< 7||E) e D |1 Ba(Pe)e2@n) Cotllprll 2@ — 0.
n=1

Por otra parte

jQ Ru(p})S(Bu(p)))E =

-/ (i Rh(pnm(t)) (f) Rh(pn)vn(t)) £ =

= nf:] /t:: /Q [Rh(pn)(l — E—T;—é) + Rh(pnl)tnT—t] Bu(pn)€ =

T M
= § nz=:1 ]S:a Rh(pn +Pn—1)Rh(pn)£ =

1 v
=< ]Q [S-(Ru(py, + )€
siendo

M
= Z Pn-17n-
n=1

Ahora bien
S.(Ru(p; +pi)) — 2p débil en L?

por lo tanto
4fp§<l1mmff (R ( ph-l-ph))]f

vy entonces

liminf/QRh(p;)Sf(P;)gz /éPg‘f
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lo que termina la demostracion del paso dos puesto que

i sup ( —a /, Ra(pF)S- ()€ ) = —cclimint j@ Ru(p})S+(p})E.

Paso 3: Conclusion

En virtud del lema anterior existe una subsucesion de g + «aRu(p}) fuertemente
convergente en L*(0,7; H~'(()), por tanto

/Q(l — (g + ap))pt =

= lim0 <1— (g +afn(p})), S-(pr)é > L2(0, T H- ' Y) x L2(0,T; H ()=

$T=

= lim | (1 —(g; + aRu(p;)))S-(pr)¢ =

h,7—0 Qr
= lim [—a -/Qh Rh(pﬁ)S}(P;)f] <

h,7—0
< —a / p*E.
Q

Se deduce entonces que
fQ(l —gpf <0 YEe DY) £=0.

Ahora bien, sabemos ademas que 0 < g < 1y que p > 0 de modo que ha deser (1—g)p = 0
c.t.p. en (0,7') x . Como este razonamiento es valido para cualquier abierto (' tal que
' C  deducimos que

(1-g)p=0ct.p. en Q.

Demostracién de la igualdad ,5‘ = (¢ — p).

Paso 1: La solucion discreta verifica

L 11598 + D) + 5 [IBa(pan)lEaqe) = 1 Ru(p)[Eage] <

h

< [, BSH(Tu(h = B (T (00).
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Para cada n tomando p, como funcidn test en 2.6 obtenemos

Lh[lanlz + Dh(Pn) + %(1 — Gn—1 )Rh(pn) + %Rh(pn - pn—l)Rh(pn)] =

= /1"W ﬂ(Th(Q{’n - Pn))Th(pn)‘

1 — ¢pn-
Puesto que ———L—R-ﬁfpn—}-z—e—y-—
T

1
S, Brp) Balpacs) < 5 [IRu sy + 1RH (P i |

tenemos que
o
199elaga,) + [, Dalen) + 5 I RuPe) e <

< gelBa(enlEaay + [, AT = p)Ti()

Multiplicando por 7 y sumando en n

M
[#3
w3 (I9pula@n + [ Daloo)] + SR, <
h

%”Rh(pﬂ)ulﬂ (Sn) + 7 Z] ﬁ Th pn))Th.(Pn)

con lo que se tiene el resultado que buscabamos.

Paso 2: La solucion continua vertfica
Vol + ]+ 2 (1T sy — (O] = [, 5
o p - 5 p L(Q) POz @) = fow P

Sea 19 > 0 y &, la funcién definida:

( 0 site€(0,7)
= sit € (10,27)
£y = £ (1) = ;0 sit € (27,1 — 2m)
Tom ol e (T =20, ~ )
16) site (T —m,T)
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Segin el lema 1.4, tomando F(s1,$,) = 51 tenemos que:

Pl _

L(VP+QQVP§TO _—/EW BP‘STO = 0 9 di

[ 1 TT

21’0 1 ;
= 5 I:T—O '[To ”P( )”LZ(Q)dt _ an ”P( )”L%Q)dt} .

Puesto que ap € C([0,T]; L*(Q)), pasando al limite cuando 7y tiende a cero tenemos

9 .« o
[ |99t 5| = [ o = e Oy = 5ot ey

Paso 3: Se verifica la desigualdad

. - o
tim, | [ 1S (VAP + 5 1Ru0a0) ey

h,7—0

— [, BSR4~ p)S: (thh] [ 199 + S e - [, B

. Op
Como [ S:(Da(pi)) = [ 5= v IRu(po)lltan,) = 19°fzca) tenemos
. - [84
i, [ 15 (V0P + 51 Bu(pan) 2o

= [, B(S-(Ba(} — p)))S-(Ba(ph))| <

zy
adp «
< it 02 .
= ),3 + 2”1’ 22 ()

9p 9p Op

Oz’ Oxn_y Ozpn

L5, (Q) = {£ € L(Q) | divE € LH(Q)}.
Usando el teorema de la divergencia para esta funcién se demuestra que ¢° + ap® es de

hecho (g + ap)(0). De aqui no se deduce directamente que coincidan p® y p(0), pero si
consideramos la funcién G(z) = (z — 1)* podemos despejar, para o # 0

||P0||2L?(n) - /Q (—G-Qg0—+__ap°))2 =

(a4

Consideremos la funcién ( +g,—(g + ap)). Esta funcién estd

en el conjunto

73



 f, (S22 < f o ~ 0

O
Q Oxn

por tanto
op 0|12
0 OTn + ‘2“”1’ ”LZ(Q,,) <

(84
+ P02 0, =

o ~
== [ 198 + Ip(T) ey~ [, o

Paso 4: Se verifica que

timsup (— [ B(S.(Tu(6F = DS (Buoi)) < - [ B

Por una parte, como S,(Vp]) — Vp débilmente en L? se tiene que:
/ IVpl]? < liminff 15, (VD)2 (2.28)
Qn Q
Por otra parte también

IP(T) L2 < liminf | Rr(par)iZe(,)- (2.29)

En efecto, [|[p(T)||72(q) = 11%1r p(T — &)l[72(qy- Sia # 0, como la funcién G que definimos

en el paso anterior es convexa, se tiene

Glg +ap)(T —¢) 4

. 2 T —
lim [[p(T = £)l|72(q) = lim | ey =
B ”-G(-éga#apw”—}) 2
= 220y

(a4

De la proposicién 2.13 se deduce que existe una subsucesién de gps + @Ry (par) débilmente
convergente en L hacia un limite x 4+ aq. Usando el teorema de la divergencia para la
funcién (V, ap,_ai_ + 9, —(g + ap)) se demuestra que x + ag es de hecho (g + ap)(T). De
esta convergencia » débil obtenemos

G({g + ap)(T)) 1+

Glgm + aBu(pm)) 5
- 720y <

1720y < liminf ||
< lim inf || Ra(par) || 720 -
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De las desigualdades (2.28) y (2.29), y del paso 3 se deduce que efectivamente

lim sup (— ./EW

h

B(SH(T4(61 = PONSATOD)) < - [

Puesto que

o BESTu(¢™ = NS, (Ti(p7)) — | B (Th(#7 = pi))) S (Th(p7))

tiende a cero cuando A y 7 tienden a cero, se tiene la desigualdad deseada

Paso 5: Conclusion

Llamemos 7 = S, (Tu(pL)), ¢nr = S-(Tu(¢7)). Por la monotonia de 8 se verifica que
<= [ (Brr = ©) = Bldnr = 7D)E — 7))
h
para cualquier ¢ € L2(ZW). Calculando el limite superior de este producto se tiene que
0<— [, 86-0e+ [, 86—op+ [ Be+timsu (= [ 8(dne—ni)ai) <
< - [, (B6-& - B —p)
Como 8 : L*(EY) — L*(EY) es maximal mondtono
0< [ (Bo-8=-Blo—E—(s-p) VE= F=B¢-7)
como queriamos demostrar.
Para concluir la demostracién del teorema veamos que efectivamente se tiene conver-

gencia fuerte de S.(p}) v S-(Vp}).
Puesto que

0<— / Bdnr ~ £) — Blénr — T))(E — 77)

para cualquier £ € L2(EW), tomado en particular £ = p tenemos
0< - / B(¢nr — p) — B(bnr — T))(p — 7).
Como ya vimos que ﬁ = f(¢ — p) calculando el limite inferior tenemos
0 < timint (= [ BB = SAuE)) + [, B+
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+/2W3p—fzwﬁp

lim inf (— jzw B(SATh(™ - pﬁ)))ST(Th(p’))) >— | Bp

EW

es decir

Puesto que

L BSOE = NS — [, BISATW(E = pNSAT))

tiende a cero cuando A y 7 tienden a cero se tiene

lim inf (_ L BSATal9 p;)))ST(Th(p’))) >— [ Bp

[

Yy COMo ya vimos que

lim sup (—/W
z

h

ST = PNST07)) < - [, By
es de hecho
[ o=tim (= [, B~ S0

De este modo

Jimn | 15D+ SRl < [ 108 + 5 16T 2o
A la vista de las desigualdades (2.28) y (2.29) ha de ser

IVpll2@y~ = lim ||5'T(VPD||(L2(Q;,))N

v puesto que
X(@1)S(Vp;) = X(Q)Vp en (LA(RBRM))Y

se deduce la convergencia fuerte.  #

Condicién suficiente para que se verifiquen las hipétesis sobre la desigualdad
de Poincaré y la continuidad de la traza

lLas hipétesis 2.3 y 2.4 dependen esencialmente de la posibilidad de prolongar las funciones
de H} a funciones de HI(IRN).
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Lema 2.23 Sean  un dominio de RY (N > 2), localmente lipschitciano y {Q}4so una
familia de abiertos poliédricos que aprozima a ). Para cade h tomemos T, descom-
posicion en N-simplices de §); de modo que todos los vértices de OQ, estén en OS). Para
cada h > 0 sea Hy, el espacio de funcional

Hy={6cC(M) |4, € AVT € T}
entonces existe para cada h > 0 un operador de prolongacion conlinuo
Py : H, — H'(RY)

de modo que
HPh(fh)”Hl(RN) < O||§h||Hl(n,,)
para todo h > 0 con C independiente de h.

Demostracion.- Por ser  un dominio de IRY localmente lipschitciano existe un familia
finita de abiertos abiertos de modo que

QN B ={(z',zn) | zn > gi(z)}

para cierta funcién g; lipschitciana y para cierto sistema de referencia (que no tiene por
qué ser aquél en el que estamos trabajando)

Supongamos que todos los nodos de 'y estan en I'.

Para h suficientemente pequeno

I N Bi = {(z',zn) | =5 = gin(a')}

donde ¢; 5 es una interpolacién lineal a trozos de g;

Podemos recubrir £ por un mimero finito de abiertos {B;}L, de modo que By C Q'y
para h suficientemente pequefio By C 0. Asociamos a cada 7 = 1,...,7 una aplicacién
inversible

pin(a’,2n) = (2, an = gin(2'))

(P:ft (xl! yN) = (mlayN + g.—,h(:c'))
De este modo @€ N B; se transforma en un subconjunto del hiperplano zy = 0 y es
posible prolongar la funcién por reflexion. Llamemos

Bip = win(Bi), B =win(B)NRY

Sea {a;}L, una particién de la unidad subordinada al recubrimicento {B;}1_, es decir

7
o, € D(B) 0K <T, Za,—zl en .

i=0
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Dada &, € Hj escribimos

T
&= cibn
i=0
Para cada i = 0,...,Z construiremos la prolongacién P,(w;,) vy serd

T
Pu(én) =Y Pu(aity)

1=0
En primer lugar tomaremos
Py (ao€n) = aoép prolongacidn por cero;

puesto que By C Q, esta primera prolongacién no depende de h. Para i = 1,...,7
consideramos la funcion

Gip = (cubr) 0 (‘Pﬂfﬂga)

Esta funcién (;, pertenece a H‘(B:’“h) v es nula en un entorno de {y € Bf_';’:'h | yn > 0}.
Puede prolongarse por cero a IRf obteniendo asi la funcion E:h Ei,h es la prolongacion
por reflexién a todo RY de E,h

Zi’h € H'(IRM) tiene soporte compacto en E’,-,h de modo que Ei,h 0 ©; », prolongacién
de (;, © pin por cero fuera de B; es una funcién de HY(IRY). Tomaremos

Ph(aifh) = Ei,h O Yih = 0, . ,I

De este modo tenemos un operador de prolongacion para cada espacio Hy que verifica

| Pa(€el L2gmny < ellérllz2can)

IV Pulérll(gzemryy < ellVEllra@upn

donde la constante ¢ depende tuinicamente de las funciones a; y ¢; 5. Ahora bien, cada
gi» €s una interpolacion lineal a trozos de ¢; y ésta es lipschitciana, de modo que en cada
uno de los trozos T' donde g; ; es lineal podemos acotar

lg:(2") — gin(2")| = 19i(2") — gin(zT) + gin(27) — gin(2’)| =

= |gi(e’) — gi=T) + gin(2T) — gin(=)]
donde z% es un punto de interpolacién. Si llamaos [ a la constante de lipschitcianidad
de ¢; vy puesto que g; es una interpolacion lineal de ¢; en T tenemos

l0:(2") — gen(e')] < 2L}’ — ]| < 2Leh
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(l|" — ¥'|| distancia euclidea) y

d d d

Tm(gi(ml) — gip(z)) < |5;—k(gi(m') — gin(2p))| + |'5;;;(g{,h($}) — gin(z))] =

= 1 (0(e") — ) + o) — giale)] <28

es decir ||g: — ginllzes ¥ IVar{gi — gip)ll(zeo)v—1 estén acotados uniformemente en k. Esto
nos permite acotar independientemente de h la norma en W de cada ¢; y ¢7'; por lo
tanto, es posible obtener una constante ¢ independiente de h. #

Consecuencia inmediata de esta construccién es que la constante de continuidad de
la aplicacion traza sobre I'y, de las funciones de H}, no depende de A.

Lema 2.24 Sean ) un dominio de RY (N > 2), localmente lipschitciano y {0 }iso
una familia de abierlos poliédricos que aprozima a €. Para cada h tomemos Ty, de-
scomposicion en N-simplices de QU de modo que todos los vértices de 08, estén en OS).
Fntonces existe una constante independiente de h tal que para tode funcion & € H,

€]l 2 ry < Cliéllar(an)

Demostracion.- Dada &, € Hy constuimos ¢, = (aip) o cp:,}, entonces

”Ei.h('ao)”[,z(mﬁ’—!) < ||Ei,h1|L2(IRf)

de las propiedades de «; y ¢;, deducimos la existencia de constantes C; > 0 independi-
entes de h tales que

1Gioll s vy = eill €l gan)

por tanto N
1Gin (5 )i L2 gmrv-1y 2 cill€allmran)
Ahora bien,
, 1/2
Iz = ([ (@) do)
Pa
Y

7 1/2
€ — (E [[(cein) 090{_,11”%2(11?.”_1))

=1
son normas equivalentes y podemos obtener, por la construccion de las g; , constantes de
equivalencia independientes de h. #

Otra consecuencia de la construccién que hemos hecho del operador de prolongacion

es que se verifica la desigualdad de Poincaré en los subespacios V), con una constante
independiente de A.
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Lema 2.25 Sean §} un dominio de RY (N > 2), localmente lipschitciano y {Qn}rso
una familia de abiertos poliédricos que aprozima a Q. Para cada h tomemos Ty, de-
scomposicion en N-simplices de Q;, de modo que todos los vértices de O, estén en OF).
Entonces existe una constante C tal que Vh >0 yVEE VY,

Wl o) < ClIVEI L2 ap)>

Demostracion.- Supongamos que no fuera cierto; en ese caso, para todo nimero na-
tural M existe A > 0 y existe & € V}, tal que

i€nllrn @,y > M VE||(z2(ay»

Ademas podemos tomar h de manera que la sucesién formada por ellas tienda a cero.

Sea
&n

[/ B Te—
”f-’t“”‘(ﬂh)

Esta sucesién tiene una subsucesién a la que seguiremos llamando {7 }r>o tal que
() — x(Q)y  débil en LA(RY)
X))V, — x()Vy  débil en (L2(RM)Y

1
y 7 € V. Ademas ||V r2¢q,) < i de modo que

| V7llz2i0) = 0

y por tanto n = 0.

Consideremos ahora un abierto ) que contenga a todos los Q, y la sucesion { Pa () |5} rso-
Se verifica que

”Ph(nh)”m(ﬁ) < “Ph("?h)“L?(lRN) < C“nh”[f"(ﬂh) <c
”vph(nh)“(p(ﬁ))N < ”vph(nh)”(L?(mN))N < | Vallzzmupyn — 0

por lo tanto Py(n,)|g converge fuertemente en L? a una constante y esa constante debe
ser cero. Sin embargo por otra parte

| Pl 2y = NP2 @n)y = llnsllz2ny — 1
)

lo que nos lleva a una contradiccidén. #
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Capitulo 3

El algoritmo

3.1 Descripcién del algoritmo

Analizaremos en esta seccion el algoritmo utilizado para el calculo efectivo de la solucién
del problema discreto.
Sean A y B las matrices de coeficientes

f (Vw]th anXi)
Qn T

A = (agsJ lJEIh a”).?
1

B = (bt} 1,3€1, .j / (XJDJ'L wz + XJX)
Qn T

Sea j : IR — IR la funcién definida
= 3 B¢, —a')e
iefV
siendo ¢; la constante
¢ = g ki(o)do

Dado ¢, + ap, € IR™ sea L, el vector IR™ de coordenadas
Lz’_l({+ai)/ .
n T 9, Pn an Xi

Sea U € IR™ el vector de cooredenadas 1, es decir U = 1 Vi € I, Por tltimo sea K el
conjunto

K={zcR"|z'=0VielP, 2 >0Vie L\I{}
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El algoritmo para resolver (P -) es el siguiente:

Algoritmo base

Paso inicial.-
go + apo = gj + ap)

Pasos sucesivos.-

P.1.- Conocidos los vectores p, y g, calcular L, € IR
P.2.- Hallar poy1 € K tal que Ju(ppy1) = I‘Iél}{l J.(z) siendo

1
Jo(z) = —2~:I;TA:E +(BU = L))"z + j(z)

P.3.- Calcular el vector F,, € IR™ de coordenadas
Fi = min{0, =VJo(pas1)}

P.4.- Resolver el sistema
Bun+1 = Fn

P.5.- Calcular go41 = tnyey + U es decir

i
Inp1 = Upyq +1

La resolucién del sistema lineal del paso 4 no tienen dificultad ya que es posible
ordenar los nodos de manera que la matriz B sea triangular. El paso mas delicado es la
minimizacion del funcional J,,. Hemos probado dos algoritmos distintos: el gradiente con
proyeccion y el gradiente conjugado.

3.1.1 Gradiente con proyecciéon

Este método es una generalizacion directa del método del gradiente: en cada paso se
proyecta el nuevo valor obtenido sobre el conjunto en el que se esta minimizando. Sea
K el conjunto sobre el que se desea minimizar un funcional .J. Sea Py el operador de
proyeccion sobre K y sea p una constante positiva suficientemente pequeiia; el algoritmo
resulta:

Algoritmo GP
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Paso inicial.-

zo € K arbitrario

Pasos sucesivos.-
gy = PR’($k - PVJ(W))

Si J es convexo y diferenciable, y su gradiente es lipschitciano con constante L en K
entonces tomado 0 < p < 2/L el método del gradiente con proyeccién (GP) es conver-
gente. Si V.J no es lipschitciano, es posible elegir una sucesién {pi }rew que tiende a cero
cuando k tiende a infinito, de modo que la sucesion.

zre1 = Pr(ze — peVJ(21))

converja al minimo.
En nuestro caso concreto

VJo(z) = Az + (BU — L,) + Vj(x)
y Vi(z) es el vector de coordenadas

9

az'

%(m) = —ﬂ(g‘b; — xi)c,- size IV

(z)=0 siig IV

por tanto la lipschitcianidad de V.J, depende de que /3 sea o no lipschitciana. En las
pruebas realizadas hemos tomado f lipschitciana y hemos elegido

2

P= T o
[ Allos + €

siendo € la constante de lipschitcianidad de 3.

La gran ventaja del algoritmo del gradiente con proyeccion es su sencilla programacion.
En general la mayor dificultad esta en el operador de proyeccion pero en este caso concreto
es muy simple pues

K={zeR"|2'=0VicIP, ' >0Vie I\ 1)}

Ademas este algoritmo es convergente para una clase muy amplia de operadores J. Si se
elige convenientemente {pi }remw 5610 es necesario J convexa y continua pues incluso si J
no es diferenciable puede tomarse un subgradiente de la funcién.
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3.1.2 Gradiente conjugado

Il método del gradiente con proyeccion tiene el inconveniente de que converge lentamente.
Sila funcidén Jf es suficientemente regular, métodos como el gradiente conjugado convergen
y son mucho mas rapidos.

Recordemos primero cual es el algoritmo del gradiente conjugado en el caso mas simple
de un funcional cudrdtico de la forma F(z) = ¢+ b7z + 227 Az que se desea minimizar

en todo RY (GC)

Algoritmo GC
Paso inicial.- Tomar z¢ arbitrario y calcular

do = Tp = _F’(ZO) = ~bh— AZQ

Pasos sucesivos.- Conocidos 2y, ri y di calcular @pyq, rry1 ¥ digy segin los
siguientes pasos:

P.1.-
Qp = ’;—:, 5k = d;{Adk, Yk = d{'f‘k
P. 2.
The1 = Tk + agdy, Ty =i — apAdy
P. 3.-
By = |7'"1k-+1|2
Ck
P. 4.-

dip1 = 15+ Grdy

En general la funcién J, no es una funcién cuadratica definida positiva, pero supon-
gamos que [ es C', entonces dado un punto zy € K podemos aproximar

Jo(z) = Jo(zo+ (2 — 20)) =

% Fo(2o,2) = Ju(wo) + (& — 20)TV (o) + %(w ~ 20)T H () (x — o)

donde
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y Hj(zo) es la matriz diagonal de componentes

% ..
J:03, =0 sit# k
0% ..
5%-:0 SllEI}‘:V

2 -
2i B¢, —a e siiell

2
83.}'3'

Puesto que § es mondtona creciente HJ, (o) es una matriz simétrica definida positiva,
de hecho es una M-matriz, como A.

Ahora utilizamos el método del gradiente conjugado para minimizar la funcion F,(wq, -)
en K. Una vez calculado este minimo, al que llamaremos z1, es posible desarrollar de
nuevo J,(z), pero ahora a partir de z; y calcular el minimo de [%,,(z1, ) en K. El proceso
se repite hasta obtener una aproximacion suficientemente buena del minimo de J, en K.

El algoritmo para minimizar una funcién no cuadratica usando el gradiente conjugado

(GCNC) resulta:

Algoritmo GCNC

Paso inicial.-
xg € K arbitrario

Pasos sucesivos.-

P. 1.- Construir la aproximacién de Newton
1
Fozr, z) = Jol(zg) + (2 — :Ek)TVJn(a:k) + —2-(2 - mk)THJn(:z:k)(z — )

P. 2.- Con z = z; como paso inicial usar el gradiente conjugado para hallar
el punto z;4; donde F,(z, ) alcanza el minimo en K.

El conjunto sobre el que queremos minimizar J no es todo IR™ . El gradiente conjugado
puede adaptarse para hallar el punto donde alcanza el minimo una funcion cuadrética en
un conjunto de la forma

K={zeR'|z;,>0Viel'cl}

Esta es la situacién en la que nos encontramos al dar el paso 2 del algoritmo GCNC, ya
que la condicién z; = 0 V7 € IP nos permite reducir el problema a minimizar un funcional
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sobre un subconjunto de RN el conjunto de puntos con todas sus coordenadas no
negativas (I’ = 1I).

Se sabe ademds que para una funcién cuadritica F(2) = ¢+ 67z + 127 Az con A
definida positiva el gradiente conjugado calcula el minimo en K en un numero finito de
pasos (ver [30}).

El algoritmo del gradiente conjugado cuando las coordenadas han de ser no negativas

(GCCNN) es el siguiente

Algoritmo GCNNC

Paso 1.- Tomar zp € K arbitrario y calcular
rg = —F(z0) = —b— Az
Paso 2.- Sea I’ el conjunto de indices tales que
Z=0yri<0

Si rf = 0 para todos los indices 7 que no estan en I’ entonces zp es el punto donde
F alcanza el minimo en K y el algoritmo termina.

Paso 3.- Sea dy = Ty, donde T es el vector de coordenadas
Fo=0siiel, Fo=risiigl
Paso 4.- Subrutina GC Comenzando con k& = 0 calcular

P. 4.1.-
Tk

T T
S = Adk, Y = dkrk, 6k = dkSk, p = —5—
k
P. 4.2.-
Tppr = &g + pdy, Thp1 = Tk — QgSk.
Si xr41 no estd en K ir al paso 5.

Si zxy41 estd en K entonces: si ri+] = 0 para todo ¢ & I, hacer o = 441,

calcular rg = rppy = —b — Azg e ir al paso 2; si rgyq # 0 para algin ¢ ¢ [
calcular Tpyy y diy1 del siguiente modo:
P. 4.3.-

—i . .o PR i .o 1
Trpa =0sieel’, 7 =rp st gl

P.4.4.-
[Tes1 |

dipr = Trp1 + Bredi, B =

Sustituir £ por £+ 1 e ir al paso 4.1
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Paso 5.- Sea iy,...,1, el conjunto de indices 7 tales que =}, < 0. Sea @ el minimo

de las cantidades .
—ai

di (i:il’---’i.g)
k

Hacer 2q = x5 + ardy, 7o = T — Ggsg = —b — Azy. Redefinir  como el conjunto
" J
de indices tales que z = 0.

Si r = 0 para todo i € I’ ir al paso 2 (donde vuelve a definirse I).

Si 75 # 0 para algin ¢ € I’ ir al paso 3.

Para acelerar la convergencia hemos programado también una versién precondicionada
del gradiente conjugado. La matriz A que tenemos en este problema es diagonal domi-
nante de modo que M = D = diag( A) es una matriz de precondicionamiento muy sencilla
y que proporciona resultados suficientemente buenos.

El algoritmo del gradiente conjugado con precondicionamiento es:

Algoritmo GCPC
Paso inicial.- Tomar x¢ € K arbitrario y calcular
ro=—b— Azg
do = M 'rg

Pasos sucesivos.-

P. 1.-
O = B‘, 6;; = d{Adk, "yk = d;{rk
P
P.2.-
Tpp1 = T + apd, Trpr = 1h — 0pAdy
P. 3.-
B = —_———_—TalM_lrkﬂ
R
P. 4.-

digr = M7 ey + Brdy
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3.2 Pruebas numéricas

Para probar el algoritmo hemos escrito un programa en fortran en el que estd imple-
mentado el método descrito en la seccién anterior. El programa esta realizado como un
médulo de nombre DAMEV que puede incorporarse a la biblioteca MODULEF. Permite
resolver problemas planteados sobre dominios generales de /R? con datos en el contorno
que pueden depender del tiempo.

Da la posibilidad de utilizar tres métodos de minimizacién distintos segun la eleccion
del parametro MMIN.

MMIN=1 Gradiente con proyeccién y paso constante.
MMIN=2 Gradiente conjugado.
MMIN=3 GCradiente conjugado con precondicionamiento.

Cuando la regularidad del problema lo permite, el tercer algoritmo es el mas rapido.
El primer algoritmo converge con condiciones minimas de regularidad del problema. El
segundo algoritmo se incluye uinicamente para comparar con el tercero y poder estudiar
la influencia del precondicionamiento.

Al programa debe darsele como entrada un fichero que contenga una triangulacion
del dominio. Con la notacién de MODULEF, la tnica limitacion de la triangulacién es
que todos los nodos sean vértices ya que se utilizan elementos finitos de tipo uno. El pro-
grama modifica la triangulacion de entrada para obtener una de tipo débilmente agudo.
Para ello utiliza el médulo PIGRA, escrito por L.D. Marini y P. Pietra. Este moédulo
fue incorporado a la biblioteca MODULEF para obtener las triangulaciones débilmente
agudas que utiliza el médulo DAMIAN para resolver el problema estacionario del dique
con condiciones de contorno de tipo Dirichlet. En el modulo DAMEV hemos utilizado
algunos de los programas utilizados por DAMIAN para el cdlculo de los coeficientes cor-
respondientes al operador de “up-wind” y para el calculo de las matrices elementales.

El programa principal que se incluye en el apéndice, es unicamente un ejemplo de
utilizacion del médulo DAMEV. Ademas de este programa principal, que hace la llamada
a varios modulos de MODULEF, hay que incluir las siguientes funciones que son datos
del problema

FPHI(x,y,t) Dato de contorno.
FINIC(x,y,ALPHA) Dato inicial.
BETA(s) Funcién de permeabilidad de la frontera.

DBETA(s) Derivada de la funcién BETA. (No es necesaria si se utiliza el algoritmo
MMIN=1.)
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PRIMBETA(s) Una primitiva de BETA.

Para contrastar los resultados obtenidos con el método presentado en esta memoria
hemos utilizado los test que aparecen en [32]. En ese articulo se explican los algoritmos
utilizados en el médulo DAMIAN para resolver el problema estacionario del digue con
condiciones de contorno de tipo Dirichlet. Las figuras 3.1-3.5 corresponden a la solucién
obtenida para #(s) = 10s y @ = 0.0, una vez que el problema de evolucion llega a una
solucién estacionaria. Reproducen la geometria del dique y los niveles de fluido en los
embalses, de algunos de los test de [32]. Los resultados son comparables a los que se
tienen alli pues la permeabilidad B(s) = 10s es suficientemente alta. En la figura 3.1
el fondo es completamente impermeable y las paredes horizontales permeables. En la
figura 3.2 el fondo y los dos tercios superiores del lateral izquierdo son impermeables. El
lateral derecho y la parte baja del izquierdo son permeables. El agua en el lado izquierdo
llega hasta lo alto del dique de modo que el agua entra en el dique por ese lado con mucha
presién. En las figuras 3.3-3.5 la parte central del fondo del dique es permeable. Segin
sea esa franja central permeable los dos frentes de entrada del agua se unen o no.
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Figura 3.1: Test 1: Presién y saturacién
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Figura 3.4: Test 4: Presion y saturacion
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En las figuras 3.6-3.10 se pueden comparar los resultados obtenidos manteniendo fija
la geometria del dique, los niveles de los embalses y las condiciones iniciales, pero variando
la permeabilidad y la compresibilidad del fluido. Puede observarse como al disminuir la
permeabilidad y al aumentar la compresibilidad el fluido entra en el dique mas lentamente.
En particular, cuando la permeabilidad del borde es muy pequefia, la zona del dique no
saturada (0 < g < 1) es mas grande,
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Figura 3.6: 8(s) = 0.1s, a = 0.2, t = 0.9 Presidn y saturacion
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Figura 3.7: 8(s) = 0.ls, « = 0.2, t = 4.5 Presion y saturacion
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En la figuras 3.12-3.17 tenemos varios problemas distintos que evolucionan hacia un
mismo problema estacionario. Se ha tomado a = 0 y en todos ellos el nivel del fluido
comienza descendiendo con el tiempo y a partir de un cierto instante se estabiliza. El
estado inicial y la velocidad con la que desciende el nivel del agua varia de un ejemplo
a otro. En las figuras 3.19 y 3.20 el dique est4 inicialmente lleno de agua hasta el nivel
que en ese instante tienen los embalses. En la figura 3.21 el dique estd inicialmente vacio.
El agua desciende a la misma velocidad que en la figura 3.19 y no llega a saturarse la
zona A del dique. En las figuras- 3.22-3.24 el nivel en el embalse desciende lentamente
y da tiempo a que el agua llegue a mojar la zona A. De este modo obtenemos varias
soluciones para un mismo problema estacionario, todas ellas correctas fisicamente.
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102



Figura 3.13: £ =6. y t = L8.
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Figura 3.17: ¢ = 30.
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Finalmente las figuras 3.18 y 3.19 corresponde a la solucién explicita indicada en [19)
para mostrar que la funcidn p no.es necesariamente continua cuando es o = 0.0. En este
caso tres lados del digue son impermeables y el cuarto, el superior, esta en contacto con
el aire. El dato inicial es una banda de ancho d = 0.3, situada a una altura A = 1.0
de la base del dique, en la que es g = 1.0. Mientras es ¢t < h la presién es cero y la
zona saturada (¢ = 1.0) va descendiendo con velocidad constante 1. Cuando ¢ = A la
zona saturada llega al fondo. En ese instante la presién se hace positiva en la franja
0 <zy <03 eigual a p(2’,2y) = (0.3 — y}*. Aunque el resultado final es éptimo, en
los pasos intermedios aparece una difusién numeérica debida al operador “up-wind”.
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Todas las pruebas numeéricas se han realizado en una maquina SPARCstation IPX de
SUN.
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Apéndice A
El médulo DAMEV

En este apéndice se incluye un ejemplo de utilizacién del médulo DAMEV: el programa
“principal” y la funciones que lo acompafian. También hemos incluido las fuentes del
médulo DAMEYV y de los subprogramas a los que llama ese médulo que no estan en la
biblioteca MODULEF.

Para cjecutar cstos programas son necesarias las bibliotecas NOP2, UTSD, UTIL,
UTIL_SUN de MODULEF.

También es necesario un fichero que contenga la triangulacion con las siguientes refe-
rencias para las distintas regiones del borde:

1: Zona semipermeable.
2: Zona permeable.

3: Zona impermeable.
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OO0 o000 aaaoaaaaaaas

PROGRAM PRINCIPAL
0 0 o o o o o o ol e et o o sk o skl o ok s KRR ok ok K o o kR Rk Aok ok ok o ok Ak ok ok sk

RESOLUCION DE PROBLEMA DE EVOLUCION RELATIVO A LA FILTRACION
DE UN FLUIDO ATRAVES DE UN MEDIQ POROSO

M: TABLERO DE TRABAJO DE LONGITUD LM DONDE ESTAN CONTENIDOS
TODOS LOS VECTORES

DATOS QUE PIDE EL PROGRAMA

ALPHA: COEFICIENTE DE COMPRESIBILIDAD DEL FLUIDO

EPS: PARAMETRO DE PERMEABILIDAD DE LA FRONTERA
MALLADO: FICHERO QUE CONTIENE EL MALLADO (S.D. NOPO)
MMIN: METODO DE MINIMIZACION ELEGIDO

1 - GRADIENTE CON PROYECCION (PASQ FIJO)
2 ~ GRADIENTE CONJUGADO
3 ~ GRADIENTE CONJUGADO PRECONDICIONADO

EL PROGRAMA PIDE TAMBIEN EL NUMERD DE PASOS EN LA VARIABLE TIEMPO

EL RESULTADO ES:
- UN FICHERD SALIDA CON LA ESTRUCTURA DE DATDS TIPO NOPQ MODIFICADA
- UNA FAMILIA DE ESTRUCTURAS DE DATOS TIPO B QUE CONTIENEN LA
PRESION Y LA SATURACION EN DISTINTOS TIEMPQS.
4 2 3 3k 3 3 3 3 3 o ok e e o o 3 ok e 3k ok ek ok o ok e ok ok ke o ook ok e o ook 3 3 ok ke e ke o e e ol e e o s e e e ok o e o e ok ke ko ook
PARAMETER(LM=1000000)
COMMON M{LM)
DOUBLE PRECTSION DM
EQUIVALENCE(M({1),DM)

CHARACTER*6 MALLADO

INTEGER MMIN, NTAU, FRE

REAL EPS, ALPHA, TAU

INICIALIZO EL TAELERO DE TRABAJO
CALL INITI(M,LM,0,0)

LEO UNOS PARAMETROS

OPEN(UNIT=7, FILE=’datos’)
CALL INPA1(ALPHA, MALLADO, MMIN, EPS)

LEO EL MALLADO Y LO CONVIERTO EN "DEBILMENTE AGUDQ"

CALL TRUNIT(NFNOPE)

CALL OUVRIS(NFNOPE,MALLADO,’OLD,UNFORMATTED’,0)
CALL TRUNIT(NFNOPS)

CALL OUVRIS(NFNOPS, ’SALIDA’,'UNFORMATTED’,0)
CALL PIGRA(M,NFKOPE,1,NFNOPS,1)

CLOSE(NFNOPE)
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FALSA LLAMADA PARA QUE DAMEV DEVUELVA TAU MAXIMO

TAU = 0.
CALL DAMEV(M, LM, NFNOPS, 1, ALPHA, EPS, MMIN, TAU, NTAU, FRE)

LED LOS DEMAS PARAMETROS

CALL INPA2(TAU, NTAU, FRE)

VERDADERA LLAMADA DE DAMEV

CALL DAMEV(M, LM, NFNOPS, 1, ALPHA, EPS, MMIK, TAU, NTAU, FRE)

CLOSE(T)
STOP
END

st oo ok ok sokobof ook bk ok ok ok ko ok ok ok ook ook o sk ok kel ok o ok ok ok ek R kol ek ok ok ok ke ok ok
DATQ DE CONTORNO

REAL FUNCTION FPHI(X,Y,T)

DOUBLE PRECISION X,Y

REAL T

IF (X.GT.1.5) THEX
FPHI=AMAX1{0.,1.-REAL(Y))

ELSE
FPHI=AMAX1(0.,1.5-REAL(Y))

END IF

RETURN

END

FUNCION DE PERMEABILIDAD

REAL FUNCTION BETA(S)
REAL 5

BETA=5.%S

RETURN

END

UKA PRIMITIVA DE BETA
REAL FUNCTION PRIMBETA(S)
REAL S

FB=2.5%5#5

RETURN

END

LA DERIVADA DE BETA
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REAL FUNCTION DBETA(S)
REAL S

DBETA=5.

RETURN

END

DATO INICIAL

REAL FUNCTION FINIC(X,Y,ALPHA)
DOUBLE PRECISION X,Y

REAL ALPHA,TOL

TOL =1.E-6

FINIC=0.

RETURN

END
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QOO OGO aaaaaaga

SUBROUTINE DAMEV(M,LM,NFNOPO,NINCPO,ALPHA ,EPS,MMIN,TAU,NTAU,FRE)
SR R o R R o o SR AR A R ek ok e sk ok ok sk ok s ok o s ol ook ok ok sk ok oK R ok R oo ok ok oK ok o o o ok

RESOLUCION DE UN PROBLEMA DE EVOLUCION RELATIVG A LA FILTRACIGN
DE UN FLUIDO A TRAVES DE UN MEDIO POROSO.

PARAMETROS DE ENTRADA

M: TABLERO DE TRABAJO DONDE ESTAN CONTENIDOS
TODOS LOS VECTDRES
LM: DE LONGITUD DE M

KFNOPO: FICHERO DONDE SE ENCUENTRA LA S.D. NOPO
NINOPO: NIVEL DE L4 S.D. NOPO

ALPHA: COEFICIENTE DE COMPRESIBILIDAD DEL FLUIDO
EPS: PARAMETRO DE PERMEABILIDAD DE LA FRONTERA

(UTILIZADD SOLAMENTE POR EL METODO 1
MMIN: METCDC DE MINIMIZACION ELEGIDO

1 - GRADIENTE CON PROYECCION (PASO FIJO)
2 — GRADIENTE CONJUGADO
3 - GRADIENTE CONJUGADO PRECONDICIONADO
sk o e s e ok o ok sk o sk e o sk ek ok sk ok ok e sk ok stk ke s sk ek sk ok ook sk ok e ke e sl ok ke ok sk ok ok e e ok ok ok s s ok ok ook ok ok ok ook e o ok
DIMENSION M(*)
REAL ALPHA,EPS,TAU
INTEGER MMIN,NTAU,FRE

CHARACTER*3 SAT,PRE
CHARACTER#4 CHAR4
CHARACTER*4 CUENTA
CHARACTER*7 NOMBRE
REAL T

COMMON/ALNOPO/NENOPO,
NOPO,IANOPO,LENOPO, NOP1,IANOP1,LENOP1,
NOP2,IANOP2,LENDP2, NOP3,IANOP3,LENOP3,
NOP4,IANOP4,LENOP4, NOPG6,IANOPS,LENOPS

COMMON/ALB/NEB,
NBO,IABO,LBO, NBi,IAB1,LB1,
NB2,IAB2,LB2, NB3,IAB3,LB3,
NB4,IAB4,LB4

DIMENSION NZNOPO(19),NZB(16)

EQUIVALENCE (NENOPO,NZEOPG(1)), (NEB,NZB(1))

SAT=’SAT’
PRE=’PRE’

CALCULG DE LOS COEFICIENTES DE LA MATRIZ B
SI TAU <= 0, SOLO SE QUIERE CALCULAR EL VALOR MINIMO DE TAU

IF (TAU.LE.Q.) THEN
INCLUDE ’damev.ini’ ! Inicializacion de la matriz de trabaje
CALL CALCULAB(NE,M(IANOP5),M(IANOP4) ,NBAND,NOE,M(IAIUW),
M(IASUP) ,M(IAINDB),M{IABB),M(IAPRB),TAU)
RETURN
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ELSE
CALL CALCULAB(NE,M(IANOPS),M(IANOP4),NBAND,NOE,M({IAIUW),
+ M(IASUP) ,M(IAIRDB),M(IABB),M(IAPRB),TAU)
END IF
CALCULO DE LA MATRIZ A

CALL CALCULA(NE,M(IANOPS) ,M(IANOP4) ,M{IAA) M(TIAKIM), NBAND,
+ NOE,ALPHA,TAU)

CALCULO LOS COEFICIENTES DE LA PARTE NO LINEAL

CALL NOLINEAL(M(IANOP4),M(IAKIM),NBAND,NOE,M(IANF),M{IATNL))
CALCULO LAS CONDICIONES INICIALES

CALL CALCINI(M(IANOP4),NOE,M(IAP),M(IAG),M(IANF),ALPRA,M(IAPH))

CALL TRUNIT(NFB})

NOMBRE=SAT
CALL OUVRIS(NFB,NOMBRE, ’KEW,UNFORMATTED’,0)
DO I=1,NOE
M{IAB4+I-1)=M(IAG+I-1)
END DO

CALL SDSAUV(M,CHAR4({NOMSD),NFB,NIB,NZB,LZ,NCB,NOPT,NMOT)
WRITE(NFB)LB4, (M(IAB4+I-1),I=1,LB4)
CLOSE(NFEB)
IF (ALPHA.GT.1.D-6) THEN
CALL TRUNIT(NFB)
NOMBRE=PRE
CALL OUVRIS(NFB,NOMBRE,’'NEW,UNFORMATTED’,0)
DO I=1,NOE
M(IAB4+I-1)=M(IAP+I-1)
END DO
CALL SDSAUV(M,CHAR4(NOMSD),NFR,NIB,NZB,LZ,NCB,NOPT,NMOT)
WRITE(NFB)LB4, (M(IAB4+I-1),I=1,LB4)
CLOSE(NFB)
END IF

CALCULD EL PARAMETRO RO (UTILIZADD SOLG POR EL METODO 1)

IF (MMIN.EQ.1) CALL CRO(M(IAA),NBAND,NOE,RO,EPS)

BUCLE PRINCIPAL (EN TIEMPO)

DO N=1,NTAU
PRINT*, *d%**k* NT=?,N,’ Hdsorn!’
WRITE(7,#*) °*NT=’,n
T=TAU*N

117



c ACTUALIZO LA PRESION EN EL FONDO DE LOS EMBALSES
c Y EL TERMINO LINEAL

CALL DATO(M(IANOP4) ,M(TATL) ,M(IAP),M(IAG),M(IASUP),NOE,M(IAPH),
+ T,ALPHA,TAU)

c ELIJO EL METODO DE RESOLUCION

IF (MMIN.EQ.1) THEN
CALL GRPCONS(M(IAP),M(IAGP),M(IANF),NBAND,NCE,M(I44),

+ M(IAKIM) ,M(IAPH) ,M(IATNL) ,M(IATL),M(IAPRB),RO)
ELSE
CALL GRCONJ(M(IAP),M(IAGP),M(IANF),NBAND,NOE,M(TAL),
+ M{IAKIM) ,M(IAPH) ,M(IATNL),M(IATL),M(TAPRB),
+ M(IADV),M(IASS),M(IAR),M(IAD),
+ M{IAAA) ,M(IABBB),M(IAIND),HMIN)
END IF
C CALCULD LA SATURACION G

CALL CALCULG(M(IAP),M(IAG),NBAND,NOE,M(IAA) M(TAKIN),

+ M(IABB) ,M(IAINDB),M(IAPH),

+ M(IATNL) ,M(IATL),M(IAPRB),M(IAS),M(IAIN) N}
C SALY0 LOS RESULTADOS (PRESION Y SATURACION) EN FICHERQS
C LOS FICHEROS SE LLAMAN "PREXXXX" y "SATXXXX" DONDE
C XXXX CORRESPONDE AL NUMERO DE ITERACION CORRIENTE "N“

IF (MOD(N,FRE).EQ.0) THEN
CALL INT2CHA(N,CUENTA} !' Convierte "N" en cadena

NOMBRE=SAT//CUENTA ! Saturaciomn
CALL TRUNIT(NFB)
CALL OUVRIS(NFB,NOMBRE, ’'NEW,UNFORMATTED’,0)
DO I=1,NOE
M(IAB4+I-1)=M({IAG+I~-1)
END DO
CALL SDSAUV(M,CHEAR4(NOMSD),NFB,NIB,KZB,LZ,NCB,NOPT,NMOT)
WRITE(NFB)LB4, (M(IAB4+I-1),I=1,LB4)
CLOSE(NFB)

MOMBRE=PRE//CUENT4 ! Presion
CALL TRUNIT(NFB)
CALL OUVRIS(NFB,NOMBRE, *NEW,UNFORMATTED’,0)
DO I=1,NDE
M(IAB4+I-1)=M(IAP+I-1)
END DO
CALL SDSAUV(M,CHAR4(NOMSD),NFB,NIB,NZE,LZ,NCB,NOPT,NMOT)
WRITE(NFB)LB4, (M(IAB4+I-1),I=1,LB4)
CLOSE(NFB)
END IF



END DO ! Bucle en tiempo

RETURN
END
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FICHERQ damev.ini
ok e o ok e R ok sk ok ko ok ok ke ok sk ok ke sk R i ok ok ko ke ok ok ok e e R e ke AR o e e e ok ofe e o ok 3 o ok ok o o ok ok ke e ok
INICIALIZACION DE LA MATRIZ DE TRABAJO
o 3k o e 3 o o e a3 ok e okl o ool o ok e o e e o b e e ok ok e o o e e o ek o ok kol ok ok ok Al oK ok e ok K ke o ok ok ek ok ok
CALL SDREST(M,'NOPG’,NFNOPO,NINOPO,NZNOPO,19,NCNOPO,ICNOPO)
NE=M(IANOP2+4)
NOE=M(IANOP2+14)
NNF=ICHAR4(’IFRD’)
LNF=NOE+1
CALL TROUVE(NTT,CHAR4(NNF),IANF,LNF,NUMC,M)
NBAND=M({IANF)+1
DO I=1,NOE
M(IANF+I-1)=M(IANF+I)
END DO
LA=NBAND*NOE
NTY=1
NKIM=ICHAR4(':KIM’)
IAKIM=0
CALL READRE(NTY,CHAR4(NKIM),IAKIM,LA,M,NN)
NINDB=ICHAR4(’:IEBR’)
TAINDB=0
CALL READRE(NTY,CHAR4(NINDB),IAINDB,LA,M,NN)
NIN=ICHAR4(’:IIN?)
IAIN=0
CALL READRE(NTY,CHAR4(NIN),IAIN,LA,M,NN)
NIND=ICHAR4(’:IID’)
IAIND=0
CALL READRE(NTY,CHAR4(NIND),IAIND,LA,M,NN)
NIUW=ICHAR4(’:IUW’)

TATUW=0

CALL READRE(NTY,CHAR4(NIUW),IAIUW,LA,M,NN)
NTY=2

NOMR=ICHAR4(’: R’)

TAR=0

CALL READRE(NTY,CHAR4(NOMR),IAR,NOE,M, NN)
NGP=ICHAR4A(': GP')

IAGP=0

CALL READRE(NTY,CHAR4(NGP),IAGP,NOE,M,NK)
NDD=ICHAR4(’: D?)

IAD=0

CALL READRE(NTY,CHAR4(NDD),IAD,NOE,M,NN)
NDV=ICHAR4(’: DV’)

IADV=0

CALL READRE(NTY,CHAR4(NDV),IADV,NOE,M,NN)
NOMP=ICHAR4(’: P’)

IAP=0

CALL READRE(NTY,CHAR4(NOMP),TAP,NOE,M,NN)
NOMG=ICHAR4(’: G')

IAG=0

CALL READRE(NTY,CHAR4(NOMG),IAG,NOE,M,NN)
NPHI=ICHAR4(’:PHI')
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IAPH=0

CALL READRE(NTY,CHAR4(NPHI),IAPH,NOE,M,NN)
NTL=ICHAR4(’: TL’)

IATL=0

CALL READRE(NTY,CHAR4(NTL),IATL,NOE,M,NN)
NOMS=ICHAR4(': §')

IAS=0

CALL READRE(NTY,CHAR4(NOMS),IAS,NOE,M,NN)
NSS=ICHAR4(’: SS')

1ASS=0

CALL READRE(NTY,CHAR4(NSS),IASS,NOE,M,NN)
NTY=5

LL=2+NOE

NSUP=ICHAR4(’:SUP’)

IASUP=0

CALL READRE(NTY,CHAR4(NSUP),IASUP,LL,M,NN)
NTNL=ICHAR4(*:TNL’)

IATNL=0

CALL READRE(NTY,CHAR4(NTHNL),IATNL,LL,M,NN)
NPRB=ICHAR4(’:PRB’)

IAPRB=0

CALL READRE(NTY,CHAR4(NPRB),IAPRB,LL,M,KEN)
LLA=2#LA

NOMA=ICHAR4A(’: A’)

IAA=0

CALL READRE(NTY,CHAR4(NOMA),IAA,LLA,M,NN)
NOAA=ICHAR4A(’: AA’)

IAAA=0

CALL READRE(NTY,CHAR4(NOAA),IAAA,LLA,M,NN)
NBBB=ICHAR4(’:BBB’)

IABBB=0

CALL READRE(NTY,CHAR4(NBBB),IABBB,LL4,M,NN)
NOMB=ICHAR4(’: BB’)

IABB=0

CALL READRE(NTY,CHAR4(NOMB),IABB,LLA,M,NN)
NOMSD = ICHARA('B )

CALL INICSD(M,CHAR4{NOMSD),NIB,NZB,16,NCB,ICE)
LBO=32

NTY=1

CALL READRE(NTY,CHAR4(NBO),IABO,LBO,M,¥N)
NTASD=0 ’
CALL INTABO(CHAR4{NOMSD) ,NIB,NTASD,M(TABO))
LB2=11

FTY=1

CALL READRE({NTY,CHAR4(NB2),IAB2,LB2,M,NN)
LB3=2

NTY=1

CALL READRE(NTY,CHAR4(NB3),IAB3,LB3,M,HN)
LB4=NOE

NTY=2

CALL READRE(NTY,CHAR4(NB4),IABR4,LB4,M,NN)
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M(IAB2)=2
M(IAB2+1)=2
M(IAB2+2)=1
M{IAB2+3)=LB4
M({IAB2+4)=1
M{IAB2+5)=1
M(IAB2+6)=NOE
M(IAB2+7)=1
M(IAB2+8)=1
M(IAB2+9)=LB4
M(IAB2+10)=-2
M(IAB3)=0
M(IAB3+1)=LB4
LZ=16

NOPT=0
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SUBROUTINE INPA1(ALPHA, MALLADO, MMIN, EPS)

38 36K oo o o ok ok ok ok ok ook e sk R Ko R R KO R K O o Rk Kk Rk
ENTRADA DE PARAMETROS

e e A AR o R R AR A o i ook ook koo ok ok sk ok ks ks R AOR SR R KRR R R
REAL ALPHA

CHARACTER*6 MALLADO

INTEGER MMIN

REAL EPS

WRITE(*,100)
READ (*,101) ALPHA
WRITE(7,100)
WRITE(7,102) ALPHA

WRITE(*,200)
READ (*,201) MALLADO
WRITE(7,200)
WRITE{7,201) MALLADO

WRITE(*,300)
WRITE(*,301)
WRITE(*,302)
WRITE(*,303)
WRITE(*,304)
READ (*,305) MMIN

WRITE(7,300)
WRITE(7,301)
WRITE(7,302)
WRITE(7,303)
WRITE(7,304)
WRITE(7,305) MMIN

IF (MMIN.LT.1 .OR. MMIN.GT.3) THEK
WRITE (*,900) MMIN
STOP

END IF

IF (MMIN.EQ.1) THEW
WRITE(*,400}
READ (#,401) EPS
WRITE(7,400)
WRITE(7,402) EPS

END IF

100 FORMAT {’Coeficiente de compresibilidad:’)
101 FORMAT (F8.8)

102 FORMAT (’ALPHA=’,F8.6)

200 FORMAT ('Fichero que contiene la S.D. NOPD:’)
201 FORMAT (A8)

300 FORMAT (’Metodo de minimizacion elegido:’)

123



301
302
303
304
305
400
401
402
900

FORMAT
FORMAT
FORMAT
FORMAT
FORMAT
FORMAT
FORMAT
FORMAT
FORMAT

RETURN
END

{’MMIN=1 Gradiente con proyeccion, paso constante’)

{ 'MMIN=2 Gradiente conjugado’)

{’MMIN=3 Gradiente conjugadc precondicionado’}

('MMIN: ')

(I

(’Permeabilidad del borde:’)

(F8.6)

(?EPS=’,F8.6)

(’Error al elegir el metodo de minimizacion igual a °*,I1)
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SUBROUTINE INPA2(TAU, NTAU, FRE)

6 3 o 3 3 e ok o o 3 ofe o ok o ok o ok s o ek ok ol o ok e sk ok o ok ok ok okoR o ok R ok ok e e gl ke ok ke e e ke ke ke e ok ok ke ke ke sk ke ke ke
ENTRADA DE PARAMETRQS
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REAL TAU

INTEGER NTAU

INTEGER FRE

CHARACTER*2 MODIF

CONTRATACION DE TAU

WRITE(*,100) TAU
WRITE(*,110)

READ (*,120) MODIF
WRITE(7,100) TAU
WRITE(7,110Q)
WRITE(7,120) MODIF

IF (MODIF.EQ.’si’) THEN
WRITE(*,200)
READ (*,210) TAU
WRITE(7,200)
WRITE(7,210) TAU
ERD IF

WRITE(*,300)

READ (#,310) NTAU
WRITE(7,300)
WRITE(7,310) NTAU
WRITE(*,320)

READ (*,330) FRE
WRITE(T,320)
WRITE(7,330) FRE

100 FORMAT (’'La longitud maxima del paso de tiempoc es TAU= ’,F7.4)
110 FORMAT (’Modificarla?’)

120 FORMAT (A2)

200 FOBRMAT ('Nuevo TAU: *)

210 FORMAT (F7.4)

300 FORMAT (’Numero de pasos de tiempo: ')

310 FORMAT (I2)

320 FORMAT (’Cada cuantos pasos salvar los resultados: ')

330 TORMAT (I4)

RETURN
END
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SUBROUTINE CALCULAB(NE,NOPS,COOR,NBAND,NP,IUW,SUPP,INDE,

+ E,PRB,TAU)

o e e o ok ok e e e ofe e sk o e o kol e oK s ok ot e sl ol Sk ok ke oK ke e e st ke ok ool sk sfe ek ok ofe sl sl e ok 3 e ok ok ko ke ke sk ok ol o ok sl e R ok el e e ook
CALCULO DE LOS COEFICIENTES DE LA MATRIZ B PARA EL MODULO DAMEV

CADA ELEMENTO TIENE DOS CONTRIBUCIONES:

- UNA RELATIVA A LA DERIVADA ESPACIAL (SOLO EN LA COORDINADA "Y")

QUE CALCULA LA RUTINA BELEM

-~ OTRA RELATIVA & LA DERIVADA EN TIEMPO QUE ES L& PARTE "“UPWIND"

3 e 3 2k 3k 3 e e e ke 3¢ ke Ak 3 e Ak sk she 3¢ 3k ok 3k 3k A e 3k 3 e sk ke ol ke e sk ke Ak ol ke e e ke e e e e e sl sl 3k ool e o it ke sk ae e e ok ke ol o ok e e sk
DIMENSION NOPS(*),E(NP,*),INDE(NP,*),PRB(*),
+ X(3),Y(3),IAFF(3),CO0R(*),DY(3),
+ IUW(*) ,SUPP(*)

DOUBLE PRECISION AA3,DY,X,Y,AMAX,TOL,DIFF,XUW,PRB,

+ SUPP,E,EE,TAA

TOL=1.D-6
Do I=1,NP

SUPP(I)=0.D0

IUW(I)=0

DO L=1,NBAND
E(I,L)=0.D0O
INDE(I,L)=0

END DD

INDE(I,1)=I

END DO
IA=0
DO 2 IE=1,NE

NMAE=NOPS{IA+2)

DO J=1,3
IAFF(J)=NOP5(IA+4+J])
I=IAFF{I)
X(J)=DBLE(COOR(2%I-1))
Y{(J3)=DBLE(COOR(2#I))

END DO

TA=TA+T+NMAE

CALL BELEM(X,Y,AA3,DY)

Do J=1,3
I=IAFF(J)
SUPP(I)=SUPP{I)+AA3

END DO

COLOCA LOS NODOS DE MAYOR A MENQR ALTURA

IMAX=1

Ji=2

J2=3

AMAX=Y(1)
DIFF=Y(2)-AMAX
IF(DIFF.LE.TOL} GO TO 17
AMAX=Y(2)

IMAX=2
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17

<

18

21
22

23

25
24

Ji=1
J2=3
DIFF=Y(3)-AMAX

IF(DIFF.LE.TOL) GO TO 18

AMAX=Y(3)
IMAX=3
Ji=1

J2=2

MIRA SI EL ELEMENTO EL ES TRIANGULO UPWIND DE IMAX

XUR=(X(J2)-X(IMAX))*(X(J1)-X(IMAX))

IF(XUW.GT.TOL} GO TO 2 !
I=IAFF(IMAX)
IF(IUW(I).NE.0) GD TO 2
IUW(I)=1IE !
|

E{I,1)=DY{IMAX)

JI=IAFF(J1)

JK=IAFF(J2)

DD 21 L=2,NBAND
K=INDE(JJ,L)
IF(K.NE.0) GO TO 21 !

]
INDE(JJ,L)=1
E(JJ,L)=DY{J1)
G0 TO 22

CONTINUE

CONTINUE

DO 23 L=2,NBAND
K=INDE(JK,L)
IF(K.NE.Q) GO TO 23
INDE(JK,L)=I
E(JK,L}=DY(J2)

G0 TO 2

CONTINUE

CONTINUE

DD 24 L=1,NBAND
DO 25 I=1,NP
J=INDE(I,L)

IE no es trianguleo upwind de IMAX

El triangule upwind del nodo I
es el elemento IE

Habia dos posibles triangulos up-wind
¥ ya sea escogido uno

IF (J.NE.O) E(I,L)=E(I,L)*SUPP(J)

CONTINUE
IF (TAU.LE.O.) THEN
TAU=1.D0
DO I=1,NP
EE=0.D0
DO J=1,NBAND
EE=EE+E(I,J)
END DO

IF (ABS(EE).LT.1.D-8) EE=0.DO
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IF (EE.NE.0.DO) THEN
TAA=DABS(SUPP(I)/EE)
TAU=DMIN1(TAU,TAA)

END IF

END DO
END IF

DO I=1,NP
E(I,1)=E(I,1)}+SUPP(I)/TAU
PRE{I)=0.D0O
DO J=1,NBAND

PRE(I)=PRB(I)+E(I,])
END DO

END DO

RETURN

END
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SUBROUTINE BELEM(X,Y,AA3,DY)

o 3k e s 2 3 e 3 3 3 3 3 3 e ke e ke ok e e e o o ok gk sk 3k sk Al A e ok e o e e s ok o s e sk o sk ok ok e ok e o ol e ol e ol e e s ke ok ko ook ok sk ok
CALCULA LA MATRIZ ELEMENTAL PARA LA MATRIZ B

3 e e 3¢ e 3 e e 3 e 3k 3k 3k sk e 3k 3k Ak 3 ke ok e ke ke e sk ke e ok ok ke ke ok ke e o e e ok sk s ok skl ol ok sk oo 3 sk ok s sl o sk e e ke ol e s ok Ok ok e kR
DIMENSION X(*)},¥(*),DY(%*)

DOUBLE PRECISION X, Y, AA3, DY

DOUELE PRECISION X12,X23,Y23,X31,DET

X12=%(2)-X(1)
X23=X(3)-X(2)
Y23=Y(3)-Y(2)
X31=X(1)-X(3)
DET = X31 * (Y(2)-Y(1)) - X12 * (Y(1)-Y(3))

DY(1)=X23/DET
DY(2)=X31/DET
DY{(3)=X12/DET

IF (DABS(DY( 1 )).LT.1.b-6) DY( 1 ) = 0.DO

IF (DABS(DY( 2 )).LT.1.D-8) DY( 2 ) = 0.DC

IF (DABS(DY( 3 )).LT.1.D-6) DY{ 3 ) = 0.DO
AA3=DET/6. ! Valor para devolver
RETURN

END
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SUBROUTINE CALCULA(NE,NOPS5,CODR,A,IND,NBAND,NP,ALPHA,TAU)

e o ok e s ok ok s ok ok sk ke ok ok 3ok o ok s ko o o e stk sk s sl ke e o sk ke s s sk ok s ke kb ok o 8 8 e ok e s ok ek e ok o oo ok o o o ok e ok ok
CALCULO DE LA MATRIZ A PARA EL MODULO DAMEV

ke sk ke sk ok o sk o ok sk e ok sk ke sk sk ok e sk ok ok o sk o ok e s sk ek s s ke ok sk sk ok ok e o ok ke ke s ke ok ek s ok ok e o ok ko ok sk ko A ok o ok ok
DOUBLE PRECISIOK A

DIMENSION NOP5{#*),COQOR(*),A(NP, *) IND(NP,*)

DOUBLE PRECISION X,Y,AE,AA3,PARAM
DIMENSION X(3),Y(3),AE(3,3),IAFF(3)

PARAM=ALPHA/TAU

DO I=1,NP
4(I,1)=0.D0
IND(I,1)=I
DO L=2,NBAND

A(I,L)=0.D0
IND(I,L)=0
END DO
END DO

I4=0
DO IE=1,NE
Do J=1,3
IAFF(J)=NOP5(IA+4+])
I=IAFF(J)
X(J)=DBLE(CODR(2%I-1})
Y(J)=DBLE(COOR(2%I)}
END DO
TA=IA+7+NOP5{I4+2)
CALL AELEM(X,Y,AE,AA3)
CALL INDICE(IND,IAFF,NBAKD,NP)
CALL ENSAMA(AE,A,IND,IAFF,NBAND,NP,AAZ,PARAM)
END DO
RETURN
END
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SUBROUTINE AELEM(X,Y,AE,AA3)

s 3 sfe sfe e e e she 3§ o 3 ok ok 3k ok ok ke 3k ok ke ok 3k A a8 o o 3k ok ke ok ok ok koo kR Aok okl ok sk ok ok ok ok ok ke sk ke sk ok b sk e ok ok ke sk kb K
CALCULA LA MATRIZ ELEMENTAL PARA LA MATRIZ A
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DIMENSION X(#*),Y(*),AE(3,3)

DOUBLE PRECISION X, ¥, AE, AA3

DOUBLE PRECISION X12,Y12,X23,Y23,X31,Y31,DET,AMd

X12 = %(2) - X(1)

Y12 = v(2) - Y{1)

X23 = X(3) - %(2)

Y23 = Y(3) - Y(2)

X31 = X(1) - X(3)

¥31 = Y(1) - Y(3)

DET = X31 * Y12 ~ X12 * ¥31
AA4 = DET # 2.

A43 = DET / 6.

AE(1,1) = (X23 * X23 + Y23 * Y23) / AA4
AE(1,2) = (X23 * X31 + Y23 * Y31) / AA4
AE(1,3) = (X12 * X23 + Y12 * Y23) / AA4
AE(2,2) = (X31 * %31 + Y31 # ¥31) / AA4
AE(2,3) = (%31t * X12 + Y31 * Y12) / AA4
AE(3,3) = (X12 * X12 + Y12 * Y12) / AA4d

AE(2,1) = AE(1,2)
AE(3,1) = AE(1,3)
AE(3,2) = AE(2,3)

DOI =1,3
Do J =1,3
IF ( DABS(AE(I,J1)) .LE. 1.D-6 ) THEN
AE(I,I) = AE(I,I) + AE(I,J)
AE(I,J) = 0.DO
END IF
END DO
END DO
RETURN
END
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SUBROUTINE INDICE(IND,IAFF,NBAND,NP)
e A e e e ok ke ok o o ol R ke ok ok ok ok ok i R R R o e sl o ke o R ok s ke o sl ok ok s ok i ok ol sk ol o o e ol sl s kel ke e ok o e ofe e e ok ok e e ook
CALCULA EL VECTOR IND
IND SIRVE PARA HACER LA CORRESPONDENCIA ENTRE LOS ELEMENTOS
DE LA MATRIZ “A" Y LOS PARES DE FUNCIONES DE LA BASE
ok 3k e o o ok 2l o o e ok ok ok o ok 3k 36 o ok 3k 2 3 3k 3K ok 9k 3 3 3k ok 3 ok ok 3 o 3 33K 3k 3k o e o e 2k 2k ek e ok s ok ok ke sk ok dkeok ok e e Aok ok ek ke
DIMENSION IND(NP,#),IAFF(*)
DO Ki=1,3
I=IAFF(K1)
DO K2=1,3
J=IAFF(K2)
IF (J.NE.I) THEN
L=2
MARC=0
DO WHILE ((L.LE.NBAND).AND.(MARC.EQ.0))
K=IND(I,L)
IF (K.EQ.0) THEN
IND(I,L)=]
MARC=1
ELSE
IF (K.EQ.J) MARC=1
END IF
L=L+1
END DO
END IF
END DO
END DO
RETURN
END



2

SUBROUTINE ENSAMA(AE,A,IND,IAFF,NBAND,NP,AA3,PARAN)
o sk ok ok ok s o 3 sk ok e ol sk e e Sk ok oK ok ook kA ok ok ok 36 ok A ok i ok o o e ok ok ok ok o e 3k ok ok s sk ok ade o e e ok e e ok ok ok ok ok o o ok ok e o ok ek
ENSAMBLA LA MATRIX A
s 3 e ol ol ok afe s sk e o o ke s o ek o o ke o ok ol 3 e Al e o e ol o o e ok ok ok ok ok o Sk 3k ke ke e e ok o e ok ke ke e e ok ook ok ok ok ok ok e ok ok ek
DOUBLE PRECISION AE,A,AA3,PARAM
DIMENSION AE(3,*),A(NP,*),IND(NP,*),IAFF(*)
DOUBLE PRECISION COE
COE=AA3*PARAM
DO Ki=1,3
I=IAFF(K1)
DO K2=1,3
J=IAFF(K2)
IF (J.EQ.I) THEN
ACI,1) = A(I,1) + AE(K1,K2) + COE
ELSE
DO L=2,NBAKD
If (IND(I,L).EQ.J) A(I,L} = A(I,L) + AE{K1,K2)
EKND DO
END IF
EXD DO
END DO
RETURN
END
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SUBRQUTINE NOLINEAL(COOR,IND,NBAND,NP,IFRO,TNL)

ke 2 3 ok 3 e 3 e 2k 2 e ok e e e ek o e e e e e 2k 25 e e A ek b K 3k ek 3 83k 3k sk ok K e 3k ok ok 0ok e e a3 o 3k ok O e ke ok ok ok ek ok
CALCULA LOS COEFICIENTES DE LA PARTE NGO LINEAL

PARA EL MODULO DAMEV
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DIMENSION IND(NP,*),COOR(*),IFRO(*),TNL(*)

DOUBLE PRECISION TNL,X1,Y1,X,Y

DO I=1,NP
TNL{I)=0.
IF (IFRO(I).EQ.1) THEN
X1 = DBLE(COOR(2%*I-1))
Y1 = DBLE(COOR(2#*I))
DO J=1,NBAND
L=IND(I,J)
IF (L.NE.Q) THEN
IF (IFRO(L).EQ.1) THEN
X = X1 - DBLE(COOR(2%L-1))
Y = Y1 - DBLE(CODR(2*L))
TRL(I)=TNL(I)+SQRT(X*¥ + Y*Y)/2.
END IF
ERD IF
END DO
END IF
END DO
RETURN
END

SUBROUTINE DATO(COOR,TL,P,G,SUPP,NP,PHI,T,ALPH,T4)
e 3k 3 2 3 3 3k o sk o e e 2 ok ok 3 3k 2 e 3 e 2 o e ook ok o ke ok ok ek ok ek ok ok ek ek sk bk ke k kb k ke kb Rk ok ko ke kA
ACTUALIZA LA PRESION EN EL FONDO DE LDS EMBALSES
Y EL TERMIND LINEAL
s o o e o e o o e ok e o sk ke o o e e o ek e o ok e o e s ok ok ke ok ok ook ok ok ok ok ok 3 ok skl 3 ok sfe Ak ok ok b e ok ok ok ok gk e ok ke ok 3 ok sk ok
DIMENSION COOR(*),TL(*),PHI(*),P(*),G(*),SUPP(%*)
DOUBLE PRECISIDN X1,Y1,SUPP
DO I=1i,NP
X1=DBLE(CODR(2*I~-1))
Y1=DBLE(COOR(2*I))
PHI(I)=FPHI(X1,Y1,T)
TL{I)=(G(I)+ALPH*P(I) )*REAL{SUPP(I))/TA
END DO
RETURN
END
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SUBROUTINE CALCINI(COCR,NP,P,G,IFROD,ALPHA,PHI)

o ok e o o e o o e o ok b o o o e ok ok ok o SRR SR R K o R o o o ko ok o s o o ek o R sk o e ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok
CALCULD DE LAS CONDICIONES INICIALES PARA EL MODULO DAMEV

ok ke ke s o o ok e o s o ok e s s o o ko o oK KR oo R K o o ok oo o o o sk sk sk ok sk ok ke ok kR ok ook
DIMENSION COCQR(*),P(*),G(*),IFRO(*) PHI(*)

REAL ALPHA

INTEGER IFRO

DOUBLE PRECISION X1,Y1

PRINT*, #**kk NT=0 Akskks?
DO I=i,NP
P(I)=0.
X1=DBLE(CODR(2*I-1))
Y1=DBLE(COOR(2*I))
PHI(I)=FPHI(X1,Y1,0)
IF (ALPHA.EQ.0.DO) THEN
G(I)=FINIC(X1,Y1,ALPHA)
ELSE
IF (IFRO{(I).EQ.2) THEN
P(I)=0.
ELSE
Q=AMAX1(0. ,FINIC(X1,Y1,ALPHA)-1.)
P(I)=Q/ALPHA
END IF
G(I)=FINIC(X1,Y1,ALPHA)-Q
END IF
ERD DO
RETURN
END
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SUBRQUTINE CRO{A,NBAND,NP,RO,EPS)

e o5 4 o 8 4 o o b 3 K o o o K 3 3 o 3 o o e o 3 o ok o e sk o o e o o o o Kk o e ko o ok ok ok ok ok o ok ek ok ok ok ok Kok
CALCULA EL PARAMETRO RO UTILIZADO POR EL METODDO i

b3 o Ao b o o ool o o o 0 ol oo K o ok ke ok oo ok ok o S ok o ook ok o o e ok ok o o ok ok ok kR kR kK
DIMENSION A(NP,*)

DOUBLE PRECISION A

REAL RA,RA1,ROD,EPS

RA=0.
DO I=1,NP
RA1=0,
DO L=1,NBAND
RA1=RA1+ABS(REAL(A(I,L)))
END DO
IF(RA1.GE.RA) RA=RA1
EXND DO
RO=2./(RA+EPS)
PRINT=*, 'RO=',RD
RETURN
END
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SUBROUTINE CGRAD(V,GV,NBAND,NP,A,INDA,PHI,TNL,TL,PRB)
o 3k 3k 3 o e 3 3k e o ok 3k o 2 e e e e vl e s 3k she e e ok o 3 ol s e ol e e ok il e ok sk kR sk ok ol ke ko ok e okok kR R seokokoR dkok ok ok kR ok ok
CALCULA EL GRADIENTE DEL FUNCIONAL J QUE SE ESTA MINIMIZANDO
ESTA RUTIKA VIENE LLAMADA EN CADA ITERACION DEL METODO ITERATIVO
e e o e e e e o ke ok ok e o 3 e oo e e o e e o e e S s e e e o o ol e e ol ot ke sl ook e ok ke e e o e o sk o o o o o e o o ol e ok o e e ke e o ke ok
DIMENSION V(*),GV{(*),A(NP,*) ,INDA(NP,*)},
PHI(*),TNL(*),TL(*),PRB(*)
DOUBLE PRECISION 4,PRB,TKL
REAL V,GV,PHI,PRA

DO I=1,NP
PRA = 0.
DO L = 1,NBAND
PRA = PRA + REAL(A(I,L)) * V(INDA(I,L))
END DO
IF (TNL(I).GT.1.D-6) THEN
GV(I) = PRA + REAL(PRB(I)) - TL(I) -
BETA(PHI(I)-V(I)) * REAL(TNL(I))
ELSE
GV{I) = PRA + REAL(PRE(I)) - TL{I)
END IF
END DO
RETURN
END

SUBROUTINE CJ(V,JV,NBAND,NP,A,INDA,PRB,PHI,TNL,TL)
e e e e 5 o o 3k e ke 3k ok R i ok ook o 3 3k e ok e o ok 3 3 3 e e el ok ok 3 ok ok ok 3 ook e ok ok oo ke ko ok e ek ek R e ke ke kR ok ke ek
CALCULA EL VALOR DEL FUNCIONAL J QUE SE ESTA MINIMIZANDO
SU VALOR NO ES NECESARIO PARA EL ALGORITMO DE SOLUCION
SOLO SIRVE PARA INFORMACION
o 3 3 ke e o o 3 ofe e 3 o 3k ok e ek e e ok ek Sk ke e o e ok ok Sk e o e e ke o o o o ek ok ke ke e o ok ok ok ok ok e sk o ke ok oK ok e o ok ok 3k ok ool
DIMENSION V(*),A(NP,*),INDA(NP,*),PRB(*),
PHI(*),THL(*) ,TL(*}
DOUBLE PRECISION A,PRB,THNL
REAL V,PHI,PRA,JV

Jv = 0.
DO I = 1,NP
PRA = 0.
DO L = 1,NBAND
PRA = PRA + REAL(A(CI,L)) * V(INDA(I,L))
END DO
JV = IV + (PRA/2. - TL(I) + REAL(PRB(I)}) * V(I) +
REAL(TRL(I)) # PRIMBETA(PHI(I)}-V(I))
END DO
RETURN
ERD
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SUBROUTINE GRPCONS(P,GP,IFRO,NBAND,NP,A,INDA,PHI,TNL,TL,PRB,RO)
**********************4***********************************************
ALGORITMO DE RESOLUCION -
GRADIENTE CON PROYECCION Y PASO CONSTANTE
2 ahc 2 2 e e ok e ok e o ke ke ke o o o o e o e sk o v sk ol e o e oA o s o ok o o oK e o o o o ok ok o sk o o ok ok e ofe ke ok o e ok 3 ok ke e ok ok ek ok ok
DIMENSION P(#),GP(*),IFRO(*),A(NP,*),INDACNP,*) ,PHI(*),TNL(*),
TL(*) ,PRB(*)
DOUBLE PRECISION A,PRB,TNL
REAL TOL,RQ,JV,PP
INTEGER ITER,ITHMAX
LOGICAL SIGUE

TOL=1.E-6

ITER=0
ITMAX=1000
SIGUE=.TRUE.
DO WHILE ((ITER.LT.ITMAX).AND.SIGUE)
SIGUE=.FALSE.
ITER=ITER+1
CALL CGRAD(P,GP,NBAND,NP,A,INDA,PHI,TNL,TL,PRB)
DO I=1,NP
IF (IFRO(I).EQ.2) THEN
P(I}=0.
ELSE
PP=P(I)
P(I)=AMAX1(0.,P(I)-RO*GF(I))
IF (P(I).LT.TOL) P(I)=0.
IF (ABS(PP-P(I)).GT.TOL) SIGUE=.TRUE.
END IF
END DO
END DO

RETURN
END
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SUBROUTINE GRCONJ(P,GP,IFRO,NBAND,NP,A,INDA,PHI,TNL,TL,PRB,
+ DV,S,R,D,AA,BBB,IND,MMIN)

o o o ok o o o ok o o o ook ok e ok o o ook ok ok e e ok o e e e ol ok o ok ok oo e ok o o ke s s e ok e e ok o ke o o e e e e e e sk ke ok ke
ALGORITMO DE RESOLUCION - GRADIENTE CONJUGADO
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DIMENSION P(#*),GP(*),IFRO(*),A(NP,*),INDA(NP %) ,PHI(*) ,TNL(*),

+ TL(*),PRB(*),DV(#*),5(*) ,R(*},D(*),AA(NP,*) ,BBB(*),

+ IND(*)

COUBLE PRECISION A,PRB,THL

REAL TOL,DIFF,JV,PP

INTEGER ITER,ITMAX,IND

LOGICAL SIGUE

ITMAX=1000
TOL=1.E-6
ITER=0
SIGUE=.TRUE.

CALCULO EL GRADIENTE DEL FUNCIONAL J
CALL CGRAD(P,GP,NBAND,NP,A,INDA,PHI,TNL,TL,PRB)

DO I=1,NP
IF (IFRO(I).EQ.1) THEN
DV(I)=DBETA(PHI(I)-P(I))*REAL(TNL(I))
ELSE
DV(I)=0.
END IF
END DO
DO I=1,NP
IF (IFRO(I).EQ.2) THEN
DO J=1,NBAND
AA(I,1)=0.
END DO
ELSE
AA(T,1)=REALCA(I,1))+DV(I)
DO J=2,NBAND
IF (IFRO(INDA(I,J)).EQ.2) THEN

AA(I,])=0.
ELSE
AA{I,J)=REAL(A(T,J))
END IF
END PO
END IF
END DO
DO I=1,NP
IF (IFRO(I).EQ.2) THEN
BEB(I)=0.
ELSE
PP=0.
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DO J=1,NBAND
PP=PP+AA(T,)*P(INDA(I,J))
END DO
BBB(I)=GP(I)-PP
END IF
END DO

ELIJO EL METODO DE RESOLUCION
IF (MMIN.EQ.2) THEN

CALL BILINEAL(AA,BBB,P,NBAND,NP,INDA,D,R,S,IFRO,IND)
ELSE

CALL PRECOND(AA,BBB,P,NBAND,NP,INDA,D,R,S,IFRO,IND)
END IF
DIFF=0.

RETURN
END
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SUBROUTINE BILINEAL(A,B,Z,NBAND,NP,INDA,D,R,S,IFRO,IND)

C e o e 3 3 ok o o 3 o ol o ik sk ol i ok Ak skl kool i ok o o ok kR R s ok ok kR ke sk kol e ok ok ok ok ko s ok ik o e e ok ol i ook ok ok ok kok kok okok
C METODO DE RESOLUCION - GRADIENTE CONJUGADO
C s o e s e s ol ok o e ok o o ol sk sl e e e ofe ke sl sl e ok ol sl o ok ol ol ol o ol e sl o sl ol e e o o sl sl s o e ol ol e e e e s ol o sl o sl o ok ke sk ok ok
DIMENSION A(NP,*),B(*),Z(*),D(*),INDA(NP,#*) ,R(*),5(*),
+ IFRO(#*), IND(*)

REAL A,B,Z,D,R,S
INTEGER IND,INDA,ITER,ITMAX,IFRO
LOGICAL VOLVER,NOK,LLEGO,OTROI

TOL=1.E-6
ITHAX=1000
ITER=0

O

Inicializo R

100 CONTINUE

DO I=1,NP
PP=0.
DO J=1,NBAND

PP=PP+A(I,J}*Z(INDA(I,J))

END DO
R{I)=-B(I)-~PP

END DO

(2]

Mirc donde minimizar

VOLVER=.TRUE.
DQ I=1,NP
IF ((ABS(Z(I)).LT.TOL).AND.(R(I).LT.TOL)) THEN
IND(I)=1
ELSE
IND(I)=0
IF (ABS(R(I)).GT.TOL) VOLVER=.FALSE.
END IF
IF (IFRO(I).EQ.2) IND(I)=1
END DO
IF (VOLVER) GD TO 500

Q1

Inicializo el gradiente conjugade

200 CONTINUE
DO I=1,NP
IF (IND(I).EQ.1) THEN
D(I)=0.
ELSE
D(IX=R(I}
END IF
END DO

Q

C Comienza el gradiente conjugado
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300

400

CONTINUE
ITER=ITER+1
IF (ITER.GT.ITMAX) GO TO 500
ZC=0.
ZD=0.
DO I=1,NP
S(I)=0.
DO J=1,NBAND
S(I)=S(I)+A(T,])*D(INDACT, I}
END DO
ZC=ZC+D(I)*R(I)
ZD=ZD+D(I)*S(I)

END DO

ZA=ZC/ZD

NOK=.FALSE. ! Sigo en K
LLEGO=.TRUE. ! He 1llegado al minimo
DO I=1,NP

Z(I)=Z(1)+2a*D(I)

IF (Z(I).LT.-TOL) NOK=.TRUE.

R{I)=R{I)-ZA*S(I)

IF ((IND{I).EQ.O).AND.(ABS(R(I)).GT.TOL)) LLEGO=.FALSE.
END DO

IF (NOK) GO TO 400 ! Proyectar

IF (LLEGD) GO TO 100 ! Actualizo el conjunto donde minimizo
ZE=0.

DO I=1,KP

IF (IND(I).EQ.1) R(I)=0,
ZE=ZE+R(I)*R(I)
END DO
ZG=ZE/ZC
DO I=1,NP
IF (IFRO(I).EQ.2) THEN
D(I)=0.
ELSE
D(I)=R(I)+ZG*D(I)
END IF
END DO
GO TO 300 ! Termina el gradiente
CONTINUE
ZF=10000.
DO I=1,NP
IF (Z(I).LT.-TOL) ZF=AMIN1(ZF,ZA-Z(T)/D(I))
END DO
DO I=1,NP
IND(I)=0
Z(I1)=Z(I)+(ZF-ZA)*D(I)
IF (ABS(Z(I)).LT.TOL) IND(I)=1
END DO

DO I=1,NP
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PP=0.
DO J=1,NBAND
PP=PP+A(I,J)*Z(INDA(I,]})
END DO
R(I)=-B(I)-PP
EKND DO
OTROI=.TRUE.
DO I=1,NP
IF ((IND(I).EQ.0).AND.(ABS(R(I)).GT.TOL)) OTROI=.FALSE.
END DO
IF (OTROI) THEN
GD TO 100 ! Actualizo el conjunto donde minimizo
ELSE
G0 TO 200 ! Reinicializo el gradiente conjugado
END IF
500 CONTINUE
RETURN
END
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SUBROUTINE PRECOND(A,B,Z,NBAKD,NP,INDA,D,R,S,IFRO,IND)
e o oo KA RO ook ok R K o o e R K o R R ook ek ok sl ok sk sk ok ko skololok ok K ko ek R ok
ALGORITMO DE MINIMIZACION
METODO DEL GRADIENTE CONJUGADO PRECORDICIONADO
MATRIZ DE PRECONDICIONAMIENTO: INVERSA DE LA DIAGONAL
ok o o o o ok ok o s ok o ok ok ok ok ok o ok sk ook kR ok AR R kR ok ok ok ok ok ok Rk
DIMENSION A(NP,#*),B(*),Z(*),INDA(NP,*},D(*) ,R(*),S8(*),
IFRO(*) ,IND(*)
REAL A,B,Z,D,R,S
INTEGER INDA,IFRO,IKD

INTEGER ITER,ITMAX
LOGICAL VOLVER,NOK,LLEGO

TOL=1.E-6
ITMAX=1000
ITER=0

Inicializo R

CONTINUE
DO I=1,NP
R(I) = -B(I)
DO J=1,NBAND
R(I} = R(I) - A(I,J)*Z(INDA(L,I))
END DO
END DO

Miro donde minimizar

VOLVER=.TRUE.
DO I=1,NP
IF ( (IFRO(I).EQ.2) .OR.
((ABS(Z(I)»).LT.TOL) .AND. (R(I}.LT.TOL)) ) THEN
IND(I)=1
ELSE
IND(I)=0
IF (ABS(R(I)).GT.TOL) VOLVER=.FALSE.
END IF
END DO
IF (VOLVER) GO TO 500

Inicializo el gradiente conjugado

CONTINUE
DO I=1,NP
IF ((IND(I).EQ.1).0R.(A(I,1).EQ.0)) THEN
D(I)=0.
ELSE
D(I)=R(I)/A(I,1)
END IF
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END DO
Comienza el gradiente conjugado

CONTINUE
ITER=ITER+1
IF (ITER.GT.ITMAX) GO TOD 500
Z¢=0.
ZD=0.
DO I=1,NP
S(1)=0.
DO J=1,NBAND
S(I)=S(I)+A(I,J)+D(INDA(I,]))
END DO
ZC=ZC+D(I)*R(I)
ZD=ZD+D{(I)*S(1)

END DO

ZA=ZC/ZD

NOK=.FALSE. ! Sigo en K
LLEGO=.TRUE. ! He llegade al minime
DO I=1,NP

Z(I)=Z(I)+ZA+D(I)
IF (Z(I}.LT.-TOL) NOK=.TRUE.
R(I)=R(I)-ZA*S(I)
IF ((IND(I).EQ.0).AND. (ABS(R(I)).GT.TOL)) LLEGO=.FALSE.
END DO
IF (NOK) GO TO 400 | Proyectar
IF (LLEGO) GO TO 100 ! Actualizo el conjunte donde minimizo

ZE=0.
DO I=1i,NP
IF (IND(I).EQ.1) THEN
R(I}=0.
ELSE
IF (A(I,1).NE.0.) ZE=ZE+R(I)*R(I)/A(I,1)
END IF
END DO
ZG=ZE/ZC

DO I=1,NP
IF ((IFRO(I).EQ.2).0R.(A(I,1).EQ.0)) THEN
D{I}=0,
ELSE
D{I)=R(I1)/A(I,1)+ZG*D(I)
END IF
END DO
GO TO 300 ! Termina el gradiente
CONTINUE

ZF=10000.
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Do I=1,NP
IF (Z(I)}.LT.-TOL) ZF=AMIN1(ZF,ZA-Z2(I)/D(1))
END DO
DO I=1,NP
Z(I}=Z(I)+(ZF-ZA)*D(I)
IF (ABS(Z(I)).LT.TOL) THEN
IND(I)=1
ELSE
IND(I)=0
END IF
END DO

DO I=1,NP
R(I) = ~B(I)
DO J=1,NBAND
R(I} = R(I) - A(I,J)*Z{INDA(I,I})
END DO
END DO

DO I=1,NP
IF ({IND(I).EQ.0).AND.(ABS(R(I)).GT.TOL))

+ GOTO 200 ! Reinicializo el gradiente conjugado

END DO
GO TG 100 t Actualizo el conjunto donde minimizo

CONTINUE

RETURN
END
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SUBROUTINE CALCULG(P,G,NBAND,NP,A,INDA,B,INDB,PHI,TNL,TL,PRB,

+ S,IN,N)

s s e s sk ofe s i e ot o sk e sk ot s sk kb ook ok e ke o o ke sl ok ke o e e o o sk s ok s sk sk ke sk ket sk e ke sk o ol ke koK o sksk ok
CALCULA LA SATURACICN G

SE RESUELVE EL PROBLEMA "B G = 3" DONDE

B: MATRIZ TRTIANGULAR (A MENOS DE REODRDENACION}

G: SATURACION INCOGNITA

S: MINIMO ENTRE CERO Y EL GRADIENTE DEL FUNCIONAL J

o ke ok Rk ok ok sk ko okok Rk ko e ok ok sk ko ok ok ok ook sk Aok ok sk ok sk ek s sk okl sk ok ek ok lok ok ok
DIMENSION P(*),G(*),A(NP,*),INDA(NP,*),B(NP,*),INDB(NP,*),
+ PHI(*),TNL(*),TL(*),PRB(*),S(*),IN(NP,*)

DOUBLE PRECISION A,PRB,THNL,B

REAL S5
INTEGER CONT

DD I=1,NP
$S=0.
DO L=1,NBAND
88 = S8 - REALCA(I,L))*P(INDA(I,L))
IN(I,L)=INDB(I,L)
END DO
SS = 8§ - REAL(PRB(I)) + TL(I} + BETA(PHI(I)-P(I))+*REAL(TNL(I))
IF (ABS(SS).LT.1.E-8) $S=0.
S(I)= AMIN1(0.,SS)
G(I)=0.
END DO

CONT=0
DO WHILE {(CONT.LT.NP)
DO I=1,NP
L=0
DO I=2,NBAND
IF (B(I,J).EQ.0.) IN(I,I)=0D
L=L+IN(I,])
EED DO
IF ((L.EQ.O).AKD.(IN(I,1).EQ.I)) THEN
IN(I,1)=0
CONT=CONT+1
G(I)=S(I)/REAL(B(I,1))
DO II=1,NP
DO JJ=2,NBAND
IF (IN(II,JJ).EQ.I) THEN
IN(II,JI)=0
S{II)=S(II)~REAL(B(II,JJ))*G(I}
END IF
END DO
END DO
END IF
EED DO
END DO
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DO I=1,NP
G(I)=G(I)+1.
IF (ABS(G(I}).LE.1.E-6) G(I}=0.
END PO
RETURN
END

SUBROUTINE INT2CHA(INT,CHA)

e o o 3o o ok ok ol ok o e o e o o sk 3 e o ook oo ok o ol s o o ok ok ok o e ok ok e o ok e o sk ke sk ok ok skl o ok ok Rk ok Rk ok
CONVIERTE UN ENTERO DE CUATRO DIGITOS

EN LA CADENA DE CARACTERES CORRESPONDIENTE

et o ok ok ok sk ok e ok s ok ok ok o kb ok sk ok ok ok o kot ok o ook s ok sk sk ok s sk ok o ok ok ol ek ok ok ok K KK
INTEGER INT

CHARACTER*4 CHA

INTEGER A, B, C, D

INTEGER OFF, TEM

O0FF=43
TEM=INT

A=TEM/1000
TEM=TEM-4%1000
B=TEM/100
TEM=TEM-B*100
C=TEM/10
TEM=TEM-C*10
D=TEM

CHA=CHAR(A+0OFF)//CHAR(B+0FF)//CHAR(C+OFF)//CHAR(D+0FF)

RETURN
END
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