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Capítulo ¡

Planteamiento de los problemas de

decisiónante los procesosde inversión

1. DESCRIPCIÓNDEL FENÓMENOOBJETODE

ESTUDIO

1.1. Procesosdeinversióny problemasdedecisiónanteun

procesodeinversión

Un procesodeinversiónconsisteen unaentrega,porpartedeun individuoo

de unaempresa,de un conjuntode recursoseconómicos,entregaque se realizacon

el objetivo de recibir, a cambio, otros recursoseconómicos.El procesose lleva a

cabo porque este individuo o empresa espera que los recursos recibidos le

proporcionenmayorutilidad quelos recursosentregados.
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Capitulo1 Planteamientodetosproblemasdedecisiónante¡osprocesosdeinversión

Ante la posibilidad de llevar a caboun procesode inversión,un individuo

puedeplantearseun problemade decisión,en que la elecciónposibleescomenzaro

no dicho proceso.Si esteprocesose comienza,el individuo, en el casomásgeneral,

tendrála facultad de tomar otro tipo de decisiones,comopuedanser interrumpirel

proceso,o alteraren otra forma el intercambiode los recursos.El objetode estudio

de la presenteTesisesel conjuntodeproblemasdedecisiónquesepuedeplantearun

individuo, o unaempresa,por el hechode tenerla posibilidadde llevar a caboun

procesode inversióno porestarllevándoloacabo.

La definición de inversióndadarecogemultitud de situacionesqueobligan

a plantearlos problemasde decisión en formasmuy distintas.En estecapítulo se

pretende,en primer lugar, describir los t~ctores más importantesgeneradoresde

diversidad,y concretarel tipo de situacionesqueanalizaremos.A continuación,se

describiránlos elementosbásicosde los modelosque seutilizaránparael análisisde

estosproblemasde decisnon.

Todainversiónsereduceaun intercambiode recursosen el tiempoentreun

individuo o empresa,queen el flituro llamaremosinversor,y su entorno,Podemos

distinguir, así, treselementosprincipales: el inversor, quedesempeñael papel de

decisoren el problema,el entornode esteinversory los recursoseconómicosquese

intercambian.Las característicasde cadauno de estoselementosy de las relaciones

entreellos generangran heterogeneidadentre inversionesque, a continuación,se

pretendeestructurar.
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Capítulo1 Planteamiento de losproblemas de decisión ante losprocesos de inversión

1.2. Recursoseconómicos

Denominaremosactivo a cualquierproductofisico, servicio o derechoque

resulteescasoy, por tanto tenga valor para los agenteseconómicos,por lo queno

podráconseguirsesin entregaralgoacambio. Se llamaráactivoreal a cualquierbien

fisico o servicio, y activo financieroa cualquierderechoeconómicoqueno seaun

productofisico o un servicio.

Llamaremosrecursoeconómicoa ciertacantidadde un activo que resulte

disponibleenun momentodeltiempodado.

Un primer criterio de clasificaciónde los procesosde inversión seráque

incluyano no activosrealesentrelos recursosqueseintercambian,En casode quesí

esténincluidos sehablaráde inversiónreal y, si no es así, de inversiónfinanciera.

Paraunadiscusiónsobrela delimitaciónentreestosdostipos deinversión, se puede

ver Sharpe(1981),Pp. 3-4.

Un segundocriterio de clasificaciónseráel que algunosde los recursos

intercambiadosestén ligados o no por una Ibnción de producción. Dados dos

recursos,si estánrelacionadosa travésde una función de producción,diremosque

entreellosexisteuna relaciónproductiva.Si no Iberaasí,diremosquesu relaciónse

reducea la posibilidadde intercambiofinancieroo aunarelaciónfinanciera.Si en un

procesode inversiónaparecealgunarelaciónproductivase dirá que la inversiónes

productiva,y si no apareceningunarelaciónproductiva,diremosque la inversiónes

no productiva.Las inversionesproductivassonsiemprereales,puestoque la variable

dependientedeunafunciónde producciónessiempreun bien fisico o un servicio.En

cambio,las inversionesno productivaspuedenserrealeso financieras.

3



Capítulo1 Planteamientode losproblemasdedecisiónante losprocesosdeinversión

1.3. Entornodel inversor

1.3.1.Mercadosde recursos y oportunidadesdeproducción

El entorno del inversor desempeñael papel fundamentalde definir los

conjuntos de recursos económicosque resultan intercambiablespor relaciones

productivaso financieras.El entorno quedaráespecificado,en un momento dado,

cuando estén definidos todos los conjuntos de recursosintercambiablespara el

inversor.

Llamaremosoportunidad de producción de un inversor a un par de

conjuntosde recursosque dicho inversorpuedeintercambiarentre si por medio de

unarelaciónproductiva.

Llamaremosmercadoa un conjunto de recursoseconómicossobre el que

estándefinidasrelacionesde intercambiofinanciero.Cuandoun recursoestáincluido

en un mercadose dice que se negociaen dicho mercado. Las oportunidadesde

inversión financiera de un inversor son los conjuntos de recursosque puede

intercambiarporrelacionesfinancieras,o mercadosen los quepuedeoperar.

1.3.2. Clasificaciónde los mercadosde recursos

Si un mercadoverifica que en todoslos intercambiosquedefineintervienen

productosfisicoso servicios,sedirá queesun mercadode bienes.En casocontrario,

se dirá que es un mercadofinanciero. Los mercadosde bienesy los mercados

financierostienencaracteristicasdistintas.
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Capitulo 1 Planteamientodelosproblemasde decisiónante losprocesosdeinversión

Cuando un recurso, obtenido por una relación financiera, puede

intercambiarsea su vez por otro distinto, al mercadoen que seproduceesteúltimo

intercambiosele denominamercadosecundario.Sediráqueun mercadoes primario

cuando en él se intercambianrecursosque no han sido objeto de intercambios

financierosanteriores.

Cuando un inversor, mediante una relación de intercambio financiero,

puededesprendersede un recursoobtenidopreviamente,sedicequeel recursotiene

mercadosecundarioo bienque el recursoes recuperable.En casocontrario, se dice

que el recursoesirrecuperable.Sepresentan,aveces,situacionesintermedias,en que

plantea dificultad clasificar un recurso como recuperable o irrecuperable.

Caracterizaremosestas situacionescon el conceptode liquidez. Diremos que un

recurso es completamentelíquido si es recuperable,que un recursono es nada

líquido si es irrecuperable,y entreestosdos extremosquedaríandefinidosdistintos

gradosde liquidez.

Es habitual que los recursos obtenidos en mercados financieros sean

líquidosy, en cambio,no lo seanlos recursosobtenidosenmercadosde bienes.

1.3.3.Relaciónconel entornoen inversionesfinancierasy reales

Puestoque en las inversionesfinancieras sólo se intercambianactivos

financieros,en ellasseoperaráúnicamenteen mercadosfinancieros.

En unainversiónreal no productivatodos los recursosseintercambianpor

relacionesfinancieras,pero dichos intercambiospuedenrealizarseen mercadosde

bieneso en mercadosfinancieros.
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Capitulo ¡ Planteamiento de los problemas de decisiónante losprocesos de inversión

En una inversión productiva se producen intercambios financieros y

productivos.Independientementedela complejidaddel procesode inversión,pueden

distinguirselos trestipos de intercambioquesedescribena continuación.

Un primertipo de intercambiovienedadopor la adquisiciónde recursosque

actúancomovariablesindependientesen la función de producción.Dichos recursos

se obtendrán por relaciones financieras en mercadosde bienes, en mercados

financieroso en ambos.Es habitualque los recursosobtenidospor estasrelaciones

seanmuy pocolíquidos

El segundo tipo de intercambio es una relación productiva. Se

intercambiaránrecursosobtenidosen los mercadospor nuevosrecursoseconómicos

atravésde la funciónde producción.

El tercertipo de intercambioes financiero.Losrecursosobtenidosa través

de la función de producción se intercambianen mercadosde bieneso mercados

financierospor otrosrecursoslíquidos. A estetipo deintercambiolo denominaremos

ventade productos.

En el futuro supondremosquetodainversiónreal es productiva.En el caso

de inversiónreal no productivapuedeinterpretarseque la funciónde producciónes

la función identidad.Estesupuesto,por tanto,no implica pérdidade generalidad.
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Capilulol Planteamiento de losproblemas de decisión ante losprocesos de inversión

1.3.4.Incertidumbre del entorno

Supondremosque la concrecióndel entorno, en un momento del tiempo

futuro esincierta. El papelquedesempeñala incertidumbredelentornoen el proceso

de inversióngenerala clasificaciónde las inversionesmásimportanteencuantoa la

metodologíaa seguirparasuanálisis.Puedeocurrir queel desarrollodel procesode

inversión no dependade la evolución del entorno.En este caso, hablaremosde

inversionesciertas.En casode que la evolución inciertadel entornoinfluya sobreel

desarrollodela inversión,hablaremosdeinversionesaleatorias.

El entornopuedeteneruna influenciasobrelos recursosintercambiados,de

maneradirecta,si las realizacionesde dichosrecursos,en sí mismas,dependendel

desarrollo en el tiempo del entorno; en este caso diremos que los recursos

intercambiadosson aleatorios,y, en casocontrarioque dichosrecursosson ciertos.

También,el entornopuedetenerunainfluenciaindirectasobreestosrecursosatravés

del inversor, en el sentidode quelas realizacionesde dichosrecursosdependande

las decisionesdel inversory éstasdependan,a su vez, del desarrollodel entorno.

Diremos,entoncesqueestamosanteun procesoconinversoractivo, mientrasque,en

otro caso,hablaremosde un procesoconinversorpasivo.’

Con la terminologíaque seacabade incorporar,quedaríandefinidoscuatro

tipos deinversiones:

a) inversorpasivoqueintercainbiarecursoscienos

b) inversorpasivoqueintercanibiarecursosaleatorios

c) inversoractivoqueintercambiarecursosciertos

d) inversoractivo que intercambiarecursosaleatorios.

Sehablaaquídeinversoractivoy pasivo conun sentidodistinto al utilizadoen Huang(1987)p. 528
y siguientes.Huangse mflere a que sea el inversor quiengestionesu inversióno encarguedicha
gestiónaunaempresaespecializada.
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Capítulo 1 Planteamiento de losproblemas dedecisión ante losprocesos de inversión

A continuación,examinaremoscadaunodeestostipos de inversión.

El primero secorrespondecon una inversión cierta. Los recursosque se

entregany reciben,si se lleva a caboel proceso,son conocidosen el momentoen

que seplanteala posibilidadde invertir. Con esta información, y la proporcionada

por el mercadoen el momentoactual, se tomaunadecisión,dondelas alternativas

son invertir o no invertir. Si el decisorno invierte, el procesohabráconcluido. Si el

inversorinvierte,entregaráy recibirálos recursosdel proceso.Puestoqueel inversor

es pasivo, la informaciónqueproporcionala evolucióndel entornono influye sobre

las decisionesrespectode la inversión,por lo que¡a decisióntomadaen el momento

inicial no semodificaráen ningúnotromomento.

Cuandoun inversorpasivointercambiarecursosaleatorios,no conocecon

certezatodos los recursosque entregaráy recibirá en el futuro, ya que sus

concrecionesdependeránde la evolucióndel entorno.La decisiónde llevar a cabola

inversióno no esmáscomplicada.Puedeocurrir que, bajo el supuestode evolución

del entornofavorableal inversor, seaconvenientellevarla a cabo, pero no seaasí

bajo el supuestode evolucióndesfavorabledelentorno.Con la informaciónquetiene

el inversor, en el momentoinicial, respectode la evolucióndel entornoy de los

recursosque definirían la inversión, para las distintas evoluciones posibles, el

inversordebetomarunadecisión.El hechode queel inversorseapasivoimplica que

lasmanifestacionesdel entornoen el futuro no motivaránnuevasdecisionessobreel

procesodeinversión.

Recordamosqueseha partidodel supuestode queel inversorsiempreactúa

en un entornoincierto, aunquees posibleque se enfrentea una inversión cuyos

recursosno dependande la evolución de dicho entorno.De ahí quepuedanexistir

inversoresactivosal intercambiarrecursosciertos.
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Capitulo 1 Planteamienlodelosproblemasde decisiónante losprocesosdeinversión

Efectivamente, puede ocurrir que, en un momento del desarrollo del

proceso,el mercadodefinaun conjuntode recursosintercambiablespor los que el

inversorposeeen esemomento,que le proporcionenunamayorutilidad queaquellos

que recibiría, con certeza, en caso de continuar con la inversión definida

inicialmente.Estecaso,derecursosciertoscon inversoractivo, quedarecogidocomo

inversiónaleatoria,ya que la incertidumbredel entornotieneunainfluenciaindirecta

sobrelos recursos,atravésde las decisionesdel inversor.

El último casoincluye la influenciadirectae indirectade la incertidumbre

sobre los recursoseconómicosque definenun procesode inversión. La toma de

decisionesdeinversiónduranteel desarrollode la mismapuedeencontrarahorados

motivos. El primero es el ya citado en el caso anterior, que el mercadodefina un

conjunto de recursos intercambiablespor los que el inversor posee que le

proporcionenunamayorutilidad queaquellosquerecibiríaen casode continuarcon

la inversión definida inicialmente. El segundomotivo se refiere a la incidencia

directadel entornosobrelos recursos.Recordamosqueel hechode que existaesta

influenciadirecta implica que la decisión inicial puedeser comenzarla inversión,

aunen el casodesaberqueel entornopuedeevolucionarde mododesfavorabley, en

estecaso,los recursosobtenidosno proporcionenal inversormayor utilidad que Los

entregados.

Duranteel desarrollode la inversión el decisor obtiene más información

sobrela evolucióndel entorno.Esta informaciónle puedeindicar que, en efecto, la

evolución ha sido desfavorabley es conveniente interrumpir la inversión.

Análogamente,si la evolución resultafavorable, sepodría llegara la conclusiónde

que, porejemplo,convieneampliarla inversión.
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Capitulo1 Planteamientode¡osproblemasdedecisiónantelosprocesosdeinversión

Sellega así,a dosconclusionesparala tomade decisionesde inversión:

Es claroque,dadasdosinversionesconrecursosciertosidénticos,tal queen

unaestápermitidala “actividad” delinversor,y enla otra no, la primeraserásiempre

preferidaala segundapor un inversorcoherente.Es, por tanto, evidentequeel hecho

de que el inversorpuedao no tomar decisionesrespectode la inversión,duranteel

desarrollode la misma, es un factor que debetenerseen cuentaen el momentode

tomarla decisióninicial dellevar a caboo no dichoproceso.La posibilidaddetomar

decisionesen el futuro haceunainversiónmásvaliosa.

La segundaconclusiónes que, en una inversión con inversor activo, la

decisión inicial no puede concretarseen la descripcióndel conjunto de recursos

económicosque seintercambiarán,puestoque¡a descripcióndefinitiva no sepuede

conoceren el momentoinicial. La decisión,por tanto,debeconcretarseen la entrega

o no del primer recurso del proceso,esto es, en comenzaro no el procesode

inversion.

En cuanto al conocimientoque tiene el inversor de la incertidumbredel

entornoen cadamomento, supondremosque el decisorconocelos estadosde la

naturalezaquese puedenrealizaren cadamomentodel tiempo futuro. Es posible

distinguir dos casos,en función de que, además,tenga o no definido su gradode

creenciaenla realizacióndecadaunodelos estadosde la naturaleza.Si estádefinido

diremosquela decisiónseplanteaen ambientede riesgo,y si no es así,diremosque

la inversión seplanteaen ambientede incertidumbre.El planteamientosupondrá

ambientede riesgo, aunque se concluirá que, bajo determinadossupuestos,la

decisiónesindependientede los gradosde creenciaasignados.
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14. Clasificación de los inversores:agentesde consumoy

agentesde producción.

Se utilizará la clasificaciónclásicade la TeoríaEconómicade los agentes

entreagentesde consumoy agentesde producción. Identificaremoslos agentesde

consumocon individuosy los agentesde producciónconempresas.Resaltaremoslas

dos diferenciasbásicasentreagentesde consumoy de producciónque, a su vez,

provocandiferencias en su forma de aftontar un problema de decisión ante un

procesode inversión.

La primerade estasdiferenciasesquelos individuossólo realizaninversión

financiera, mientrasque las empresasrealizan inversión financieray productiva.

Obsérvesequeel conceptode individuo comoagentede consumono secorresponde

conpersonafisica; si unapersonafisica desarrollainversiónproductiva,dividiremos

susdecisionesen dosgrupos:un grupode decisionesdefiniráuna empresay, el otro,

un individuo o agentede consumo.

La segundadiferenciaserefiereal objetivo del agenteque lleva a caboun

proceso de inversión. Este objetivo es obtenerun aumento de utilidad con el

intercambiode los recursoseconómicos.El análisis de un procesode inversión

cambiaráen funciónde queel inversor seaun agentede consumoo un agentede

producciónpor la diferenciasustancialentrelas funcionesque describenla utilidad

de los agentesdeun tipo y de otro.
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Aceptaremosque, paraun agentede consumo,la utilidad descritapor sus

preferenciasesunafunción del consumode activosreales.Siempresupondremos

que todo agenteprefieremásconsumoa menosconsumo,estoes, los individuosno

llegana un estadode saturación.

La utilidadquereportaunainversiónaun agentede consumoconsisteen el

aumentode las posibilidadesde consumofuturo. El problemadel análisis de los

procesosde inversiónparaun agentede consumoes, por tanto, el de repartoen el

tiempo del gastodelagenteentreconsumoe inversión.No seplantearáel problema

de asignaciónentre distintos bienes para aislar el problema objeto de estudio.

Además,por las hipótesisque se fijarán en la seccióntercerade estecapítulo, el

criterio de decisiónque seutilizará no lleva a ningunaordenaciónde las decisiones

de inversiónde los agentesde consumo.De acuerdoconestecriterio, sólodependen

desuspreferenciasde repartoen el tiempodela riqueza.

Cuandoel inversoresunaempresa,las decisionesde inversióntambién se

entiendenincluidasen un problemaglobal, constituidopor la gestiónde la empresa

en su conjunto.Las decisionesde inversióndependerían,por tanto, de la definición

del objetivoúltimo de la gestiónempresarial.La tendenciaactual es aceptar,como

objetivo último, la maximizacióndel valor de la empresapara susaccionistas.En

este caso, no esposible definir preferenciasindividualesdel decisor.No obstante,

puestoque los accionistasúltimos de la empresason individuos, sí puede ser

relevanteel tipo de preferenciasde los individuosque forman partedel entornoen

queestásituadoel inversor.
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Capítulo1 Planteamientodelosproblemasdedecisiónantelosprocesosdeinversión

1.5. Organización del análisis de las decisionesde inversión

en la Tesis.

El objetivo de estaTesis es la elaboraciónde un modelo queproporcione

una metodologíaparael análisis de los procesosde inversiónreal, partiendode la

informaciónqueproporcionanlosmercadosfinancieros.

Conestafinalidad, seconstruiráun modeloteóricode la realidaddescritaen

estaprimerasección,basadoen los modelosde Arrow y Debreu.No setratarádeun

modelo de equilibrio, sino que, bajo determinadashipótesis, tomará las variables

relevantesobservablescomo exógenasy, a partir de ellas, se estudiarán las

consecuenciasdeutilizar un criteriode decisióndeterminado.

En la segundasecciónde estecapituloseespecificael modelomatemático

conque setrabajará.En la secciónterceraseestablecela hipótesisbásicay sedefine

el criterio para la toma de decisionesde inversiónque seanalizaa lo largo de los

sucesivoscapítulos.

En el capítulosegundose estudianlas decisionesde inversiónen un modelo

de un solo periodo. Solamentese considerarándos momentosdel tiempo: el

momentoinicial, en que puedentomarsedecisiones,y el momentofinal, en que se

observanlos resultados. No se planteanaquí procesoscon inversor activo. La

finalidadde estecapítuloesanalizarlos principiosbásicosquesederivandelcriterio

adoptadoparadecisionesde un inversorpasivo. Se considerandos casos:que los

recursosintercambiadosseanciertoso aleatorios.

13



Capítulo1 Planteamientodelosproblemasdedecisiónante losprocesosdeinversión

En el tercer capítulo se analiza un modelo con varios periodos. Se

encontraráaquí,en primer lugar, la generalizaciónde los principios obtenidosen el

capítulosegundopara inversionescon recursosciertos o aleatorioscon inversor

pasivo.En segundolugarseconsiderarála posibilidadde que el inversorseaactivo.

Por restriccionesdel modeloutilizado únicamentese consideraráinversoractivo en

el casodeintercambioderecursosaleatorios.

El cuarto, y último, capítulopuededividirse en dos partes.La primera,de

extensiones,recogeel planteamientodemodelosquepartendesupuestosdistintosen

la representaciónde algunasde las variables.Algunosde estosmodelosimplican la

relajaciónde restriccionesimpuestasen el aquiutilizado: la generalizacióna espacio

de estadosinfinito y la consideraciónde tipos de interésestocásticos.Cuandolos

tipos deinterésno sonciertos,seidentificael casoen quepuedeaparecerun inversor

activoen el intercambioderecursoscienos.Otras extensionesserefierena supuestos

diferentesenla modelización:tiempocontinuoo decisionesdeconsumoendógenas.

La segundapartedel capituloestádestinadaarecogerlas conclusionesde la

tesis. Aquí se relacionael modelo desarrolladocon los resultadosobtenidosen las

últimas décadas en los que se basa habitualmente la valoración financiera.

Contemplarestarelaciónpermite, en primer lugar, resaltarla generalidadde nuestro

modelo, tanto porque numerosostrabajos resultan casos particularesde él como

porque necesitamenossupuestosiniciales que otros modelos de valoración. En

segundolugar, la relaciónpresentadapermiteresaltarlasaportacionesfUndamentales

de la tesis: un planteamientocompletopara los modelosde valoraciónde opciones

realesen el casode tiempo discretoconespaciode estadosfinito, y un resultadode

valoración cuando se relaja la hipótesismás exigentedel modelo, que supone

mercadoscompletos.
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2. MODELIZACION DE LOSELEMENTOSDE UN

PROCESO DE INVERSIÓN

2.1. Modelización del tiempo y la incertidumbre

2.1.1.Entorno dinámico ¡acierto

Comenzaremospor aceptarla existenciade unavariablequetoma valores

en un conjunto A que representamomentos del tiempo, que, generalmente

representaremoscomot, y denominaremosvariable“tiempo”.

Llamaremosorigen del tiempo al menor valor para el que esté definida

algunavariablerelevantedel modelo,en generalt = O, y, análogamente,llamaremos

final al mayorde estosvalores,querepresentaremosport ‘=T.

En un modelo se puede considerarque esta variabletoma valores en el

conjuntode los númerosrealesno negativos;en estecaso sehabla deun modelo de

inversiónentiempo continuo.Si sedefinecomounavariablequetomavaloresenel

conjuntode losnúmerosenterosno negativossedicequeel modelode inversiónestá

planteadoentiempodiscreto.

En la literatura económica, se acepta generalmenteque no existen

argumentosteóricos de peso para elegir planteamientosen tiempo discreto o en

tiempo continuo. Algunos autoresargumentanque un planteamientoen tiempo

discreto representamejor la realidad,puestoqueel análisis sólo puedebasarseen

observacionesdiscretas, mientras otros defienden la representaciónen tiempo

continuo, dada la alta frecuencia de intercambios que existe en los mercados

financieros.En general,seaceptaqueel análisisen tiempocontinuopermitecálculos
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máselaborados,por lo que lleva a conclusionesmás enriquecedoras,pero que el

análisisentiempodiscretodalugaraplanteamientosmásclaros.2

En la Tesis se trabajacon un modelo en tiempo discreto, que lleva a

planteamientosmatemáticosmás sencillos. En el capítulo IV, se presentanlas

diferenciasmás importantesque surgenal trabajarcon tiempocontinuo,y se citan

trabajosque utilizan estetipo de representación.El estudio,contiempo continuo,de

losproblemasanalizadosen la Tesis,seríaunaprolongaciónnaturalde la misma.

Al conjuntode estadosde la naturalezaenquepuedeconcretarseel entorno,

lo representaremospor un conjunto de sucesos, o e O. La descripciónde la

evolucióndelos mercadosfinancierosatravésde la especificaciónde los Estadosde

la Naturalezaposiblessedesarrollóen la décadade los años50 porArrow y Debreu.

Desdeentonces,seha reconocidola validezteóricade esteplanteamientopero, por

las dificultades que presentabasu aplicación, no fue utilizado en general en la

siguiente década. En la actualidad se han incrementadosus posibilidadesde

aplicación a modelos dinámicos que reflejen la evolución de la información del

inversor.

Con un planteamientoen tiempo discreto,es necesariodistinguir entreque

el conjuntodeestadosde la naturalezaseafinito o infinito. Encadacaso sedotaráde

un álgebrao a-álgebraadecuado,queserepresentaráporF. En la Tesisseutiliza el

modelo más sencillo, estoes, con espaciode estadosfinito. En estecaso, el álgebra

seráel conjuntode las partesde O. Enel capítuloIV secomentala generalizacióna

espaciodeestadosinfinito.

2 Ver, en estesentido,Duflie (1988) pag. 1 y 75 , Musida y Rutkowski (1997), pag.69. Pueden
encontrarseopinionesdiferentesenRunggaldiery Schweizer(1995),pag1.
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2.1.2.Información del inversor sobre la evolucióndel entorno

Para cadamomentodel tiempo, tcA, el conjunto (1 llevará asociadoun

álgebra (a-álgebraen su caso), Ft c F, que representarála información de un

inversor en el momentot. El álgebraF~ indica los estadosde la naturalezaque el

inversorescapazde distinguir en el momentot. El inversordistinguedosestadosde

la naturalezaw~, o¡ entresi en el momentot, si existeun conjunto 5 e E, tal que

o¡eS,y

Se supondráque todos los inversorestienen la misma información, que

F0={0,Q), donderepresenta0 el sucesocomplementariode £2, y que FT = F. Si

suponemos,además,que el inversorno olvida, la sucesiónformadapor las álgebras

Ft escrecientey, por tanto, constituyeunafiltración.

Definición(filtracióndel inversor):

Se denominafiltración del inversor,y se representapor 3 = {Ft}t~A, a la

sucesióncrecientede álgebrasque incluyen, en cadamomentolos sucesosque el

inversorescapazdedistinguir.

Se planteael problemaen ambientede riesgo, esto es, se suponeque el

inversor dota al espacio(Q,F) de unamedidade probabilidad
4P, por lo queen el

entornoquedadefinidoun espacioprobabilístico(ftF,P), conunafiltración asociada

S En cuanto a la asignaciónde probabilidadquerealizanlos distintosinversoresque

operanen el mercado,supondremosque las asignacionesson, en generaldistintas,

pero que todas las medidas de probabilidad definidas determinanlos mismos

conjuntosde probabilidadnula.

En Roger(1991) pag¿72 —74,setmta deforma desarrolladael conceptodeálgebracomoindicador

de infonnación.

La probabilidad se define bajo la concepciónsubjetiva(Savage).
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2.2. Modetizaciónde los recursos

2.2.1.Los recursos comocapitalesfinancieros

Se ha definido recursoeconómicocomo ciertacantidad de un activo que

resultadisponibleen un momentodeltiempodado.

La especificaciónde un activo real, resultaráde suscaracterísticasfisicas,

quedeterminarántanto sus relacionesproductivascon el restode los recursoscomo

su situaciónen laspreferenciasde los consumidores.

La especificaciónde un activofinanciero(o título financiero) resultaráde la

descripciónde los derechoseconómicos que proporciona. Supondremos,salvo

indicación en contrario, que dos activos financieros que dan lugar a los mismos

derechossonindistinguibles.

La especificaciónde un recursoeconómico,basadoen un activo, real o

financiero,exige indicar un númerode unidadesde dicho activo y el momentoen

queson disponibles.5El par formadopor el númerode unidadesy el momentode

disponibilidaddeun recursose representarápor un capitalfinanciero.

Cuando,con la información~ se define un recursodisponibleen t > t’, la

cuantíadependerá,en general, del estadode la naturalezaen que se concreteel

entornoenel momentot.

5

La modelizacióndelosrecursoscoincideconladescritadeforma detalladaenDebreu(1959), conla
salvedaddela especificaciónde la localizaciónque,ennuestromodelose supondrásiempreel lugar
dondescencuentrae] inversor.
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Representamosla cantidadde un recursodisponibleen un momentodado,

comounavariablealeatoria,QQo), sobreel espacio(Li), F, P). Es necesarioexigir que

la cuantíade un capital con vencimientoen t, seamediblerespectode F1, el álgebra

de la filtración del inversoren el momentot. Incluir esterequisito,significasuponer

queen un momentodel tiempo, el inversorconocela cantidadde recursodispuesta

en esemomento.

Si los recursoseconómicossonciertoso escierta,al menos,sucuantía,ésta

quedarárepresentadapor una variable que toma el mismo valor para todos los

estadosde la naturaleza. Parapresentarla modelización de estos capitales,nos

basaremosenel conceptodefunciónindicadordeun suceso.

Definición(función indicadordeun suceso):

Denominaremosfunción indicadorde un sucesoA, y representaremospor

lA a unavariablealeatoriacuyo valor esla unidad,si sepresentael sucesoA, y que

esnula si el sucesoA no sepresenta.

Unacuantíacierta, queen suvencimiento,t, tomael mismo valor,Q, para

cualquierestadodela naturalezaquesepresente,puederepresentarsecomoQ. lo• En

discusionesen que se trabaje fundamentalmentecon capitalesde cuantía cierta,

puedesimplificarsela notación,y representarun capital con cuantíaQ.
1o, comoun

capital de cuantía Q. Para diferenciar las cuantíasaleatoriasde capitales,pueden

escribirsecontilde: Q«o)= Q.

El vencimiento de un capital puede dependertambién del estadode la

naturalezaque se presente.Cuandoasí sea, el vencimientose definirá como una

variablealeatoria,t, sobreel espacio(Q,F,P).
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Paraquenuestromodelo seacoherentedeberemosexigirqueel sucesor =

con tcA, estéincluido en Ft; estoes, que el vencimientoaleatorioseaun tiempode

paradarespectode la filtración del inversor. Cuando el vencimiento seacierto,

quedará representadopor una variable de la forma t. l~, que, generalmente,

simbolizaremoscomoteA.

El hechode quelas variablescuantíay vencimientoseanmediblesrespecto

de la misma filtración, hace que un capital con cuantía cierta, y vencimiento

aleatorio, (Q,t), pueda interpretarsecomo un conjunto de capitalescon cuantía

aleatoriay vencimientocierto, «2.t) paratodotcA, definiéndolodel siguientemodo:

Q= QIA, dondeA={t t}.6 De forma análoga,un capital con cuantiaaleatoriay

vencimientoaleatoriopuedeinterpretarsecomo un conjuntode capitalescon cuantía

aleatoriay vencimiento cierto. Por esta razón, sólo se trabaja con vencimientos

aleatorioscuandohacerlofacilita el análisisdel proceso.

En el análisisde los procesosde inversiónsurgela necesidadde analizara

lo largo del tiempo, recursoseconómicosdefinidos sobre un mismo activo. Es

necesario, entoncesestudiar cuantíasde un activo, en general aleatorias, para

distintos momentosdel tiempo. Estascuantíasserepresentaránpor una familia de

variables aleatorias Q(t,w), con wef? y teA, que definen, en el espacio de

probabilidaddado, un procesoestocástico,adaptadoa la filtración del inversor,que

denominaremosprocesode cantidad.Puedetratarsede un procesoen tiempodiscreto

o en tiempo continuo.La evolución de cuantíasde recursoseconómicosdefinidos

sobre distintos activos, se representarápor un procesoestocásticode dimensión

mayorqueuno.

6 Paraun ejemplodeestatransformación,ver Merton(1971),pp.399,400.
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2.2.2.Preciode mercado de los recursos

Los recursos económicos han quedado representadospor capitales

financieros, con cuantía medida en unidades del activo que corresponday

vencimiento en unidades de tiempo. La definición de intercambiosentre dichos

recursos,lleva a la convenienciade expresar,para cadamomento del tiempo, las

cuantíasde los recursosenunamismaunidad.

Supondremosque existe una unidad de cuentapara el intercambio,que

denominaremosmoneda, que se puede cambiar por activos reales o activos

financieros,perono sepuedealmacenar.

Salvo indicaciónen contrario, utilizaremos la monedacomo numerarioy

diremosquelos recursosestánmedidosenunidadesmonetarias.7

Definición(preciode un recurso):

Llamaremospreciode un recursoa la cantidadde unidadesmonetariasque

hay queentregaren un mercado,en sumomentode disponibilidad,paraobteneruna

unidadde dichorecursoY

Es tambiénhabitual tomarcomonumerarioun activo real (en muchasocasionesel quesesupone
único activoreal) y los recursossemidenen unidadesfísicasde dicho activo. Paraun estudiode la
relaciónentreplanteamientosconnumerariosfísicosy connumerariosmonetariasver Arrow (1964).
Es tambiénfrecuenteutilizar comonumerarioun activofinanciero;ver sección23.1.

g Al preciodemercadodelos recursoscomosehadefinidosele llamatambiénprecioalcontado.pan
diferenciarlodel “precio a plazo”, que esel precioqueseacuerdaen un momentol~ por un recurso
disponibleenun momento‘2 posteñor.
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El precio de mercadode un recursoserá,entonces,el númerode unidades

monetariasporlas queseintercambiaunaunidaddedicho recursoenel entornodel

inversor;o númerode unidadespor las que seintercambiael activo sobreel que se

hadefinidoel recursoenel momentot. El preciodemercadode un recursoes,así, el

preciode mercadodeun activo enun momentodel tiempot.

Este precio de un activo será, en general, una variable aleatoria, 5(w),

definida sobreel espacio(Q,F,P), medible,encadamomentot, respectodel álgebra

F~. En casode quetome el mismo valor, 5(t), para cualquierestadode la naturaleza

serálavariable5(t). I~.

Es habitual que sepuedadisponerde un activo en distintos momentosdel

tiempociertos,tcA, a preciosdistintosparacadavalorde t. La representaciónde la

evolucióndelprecio aleatoriodeun activoen el tiempo,vendrádadaporunafamilia

de variablesaleatoriasS(t,w),con wcQ y tEA, queformaránun procesoestocástico.

Los procesosestocásticosdeestetipo sedenominaránprocesosde precios,

y se representaránpor 5 {St(w)}t~A ={SdtEA. En función de que se planteeel

modeloentiempodiscretoo continuo,la evolucióndel precio de los activosquedaría

representadapor un procesoestocásticoen tiempo discreto o en tiempo continuo

respectivamente.Si setrabajacon un conjuntode activos, la evoluciónconjuntade

suprecio podríarepresentarseporun procesoestocásticode dimensiónmayor.

Un procesode preciosdebesersiempreadaptadoa la filtración del inversor.

Estaafirmaciónsuponeque el inversorconoce,en el momentot, el precioS~; o, lo

queeslo mismo,quela informaciónque proporcionael precioestáincorporadaa la

informaciónquese le suponeal inversor.
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La informaciónque proporcionala evolución del precio estárepresentada

por la filtración engendradaporel procesode precios. La filtración engendradapor

los procesosde preciosde los activosnegociadosen los mercadosfinancieroses la

mínima información que se le suponeal inversor. En los modelosen que no se

consideraexplícitamentela informacióndel inversorsesuponeque ésteconocelos

precios, luego la filtración del inversor seria la filtración engendradapor estos

procesosde precios.

En la literaturaeconómica,sesuelesuponerquesólo el entornopuedetener

una influenciadirectasobreel precio de los activos; estoes, el precio no severá

influido por las decisionesdel inversor. La aceptaciónde estesupuestoimplica que

el precio de los activosesunavariableexógenadel problemade decisióny, por lo

tanto, puededefinirseindependientementedel carácterdeesteproblema,en cuantoa

laactitudactivao pasivadel inversor.

Este supuestose conoce con el nombre de existenciade competencia

perfectae implica queal precio de mercadoesposibleintercambiartantasunidades

de activo como se desee, pero a un precio ligeramentesuperior es imposible

intercambiarningunaunidaddel activo. La aceptacióndeestesupuestosebasaen la

hipótesis de que en el entorno opera un número suficientementegrande de

inversores.9~

El supuestode competenciaperfecta se ajusta relativamentebien a la

realidad en las relacionesde intercambio financiero. En el caso de inversiones

productivas,resultamás restrictivo, pero se puedeaceptar,sin problema, que una

empresano influya en elpreciode los activosqueadquiereen el mercado.

~Ver Krouse (1986)pp. 4546.

10Enla actualidadseestáestudiandoel casoenqueel inversortieneinfluenciaenel precio. Se puede
encontraruno de losÚltimos desarrollosenestesentidoenCvitanic (1997).
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En cuantoa los activosque la empresavendeen el mercadotenemosque

distinguir dos casos: que se vendanen mercadosfinancieroso que sevendanen

mercadosde bienes.En los mercadosde bieneses dificil defenderla hipótesisde

competenciaperfecta.Por el contrario, seajustamása la realidadsuponerque los

productos fisicos o servicios que vende una empresaen un mercadode bienes

recibenunademandaquevaríadeforma continuaenfuncióndel precio.

El precio de estosbienessedeterminapor la empresaparaconseguirel par

(precio, demanda)que másseajustea susobjetivos;a los criteriosseguidosparala

determinaciónde estosprecios lo denominaremospolítica de precios. Parapoder

trabajar en el análisis de problemas de decisión sobre inversionesreales que

producenactivosque sevendenen mercadosde bienes,con el precio de los activos

como variable exógena, es necesario suponer que la política de precios es

independientede las decisionesdeinversión.

2.2.3.Valor demercadodelos recursos

Dado un capital querepresentaun recursofinanciero(Q,t) con precio S(t),

llamamosvalor de mercado,o simplementevalor, del recursofinanciero a] capital

financiero(y, t), dondeV’ Q. 5(t).

Obsérvesela diferenciaentreestoscapitalesy los definidosen la sección

2.2.1. Mientras en aquellosla cuantíaestá medida en unidadesde activo, en los

definidosahora,la cuantíaestámedidaen unidadesmonetaijas.

Cuandosetrabajaconcapitalesque representanel valor de un activopara

distintos momentos del tiempo, queda definido un proceso estocástico, que

denominaremosproceso de valor. Un proceso de valor queda definido como

producto de un procesode cantidady un procesode precio. Esteprocesoseriade

dimensiónmayorque uno si setrabajaconvariosactivos.
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2.2.4.Procesosde cobrosy pagos.Flujos de caja.

El conjuntoderecursosqueserecibencomoconsecuenciade la realización

de unainversión,o cobrosdela inversión,serepresentapor un conjuntode capitales

financieros,cuyacuantiarepresentael valor de mercadode estosen el momentoen

quese reciben. Si suponemos,sin pérdidade generalidad,que los vencimientosde

dichoscapitalesson ciertos, el conjunto de cobros es un conjunto de variables

aleatoriassobreel espacio(fZF,P)definidasparalos distintosmomentosdel tiempo.

El conjunto de cobros puede modelizarsecomo un proceso de valor, que se

denominaprocesode cobros. De manera análogapuededefinirse un procesode

pagos.El valor que tomanestosprocesosen un momentodado indica el valor de

mercadode los recursosque serecibeno seentreganen esemomento.

Si un proceso de cobros está formado por un conjunto de recursos

económicosdefinidos sobre un mismo activo, el conocimientode dicho proceso

vendrádadopor el conocimientodel procesode preciosdel activo y el procesode

cantidadquerepresentalasunidadesde activo recibidas,

Si los recursoseconómicosqueformanel procesode cobrosestándefinidos

sobre distintos activos, el razonamientoserá el mismo, trabajandocon varios

procesosde preciosy decantidad,uno porcadaactivodistinto,o bien trabajandocon

un procesode mayor dimensión. Si intervienenN activos distintos, es necesario

definir susN procesosde precios,5” = fr con n=Á,..., N; y los N procesosde

cuantíaque indicanlas unidadesrecibidasde activos, Qfl = 1Q~ leA’ con n~1 , . N. El

procesodecobrosserá:

=4

Vt(cobros)=
tul
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De forma equivalente,puedendefinirselos procesosde dimensiónN:

St(cobros) Q1(cobrost~jjf
y el procesodecobrosvendrádadopor el productoentrevectores:

Vt(cobros) Qt(cobros)’.St(cobros)

dondeQt(cobros)’representael vectortraspuestode Qt(cobros).

El razonamientoseríaidénticoparalos procesosde pagos.

Es posible, también,recogeren un único procesolos cobrosy los pagos,

tomandocon signo negativoel procesode cantidadasociadoa los pagos. A este

procesolo denominaremosprocesode cobrosnetos, flujos de caja, o procesode

flujos.

El procesode flujos de caja asociadoa un proyecto de inversión es un

procesode valor, medidoen unidadesmonetarias.Susvalorespositivosrepresentan

los cobrosderivadosde dicho proyecto; y sus valoresnegativos,en valor absoluto

representanlos pagosquesedebenefectuarsi tal proyectoselleva a cabo.Paracada

momentodel tiemposeráunavariablemediblerespectode la filtración del inversor.

Los procesosdeflujos serepresentarándelsiguientemodo:f={1}te,x

Un proyectocon inversorpasivo quedarepresentadopor la especificación

de los flujos de cajaaque dalugar.
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2.3. Modelizaciónde los mercados

2.3.1. Elementosde un mercado

Identificamoscomoelementosde un mercadoel conjunto de recursosque

en él senegociany las relacionesfinancierasqueseestablecenentreellos.

En cuanto a los recursos intercambiados,en los mercadosde bienesse

intercambianactivosreales. Se supondráque estosactivosno puedenaln,acenarse,

por lo quesedestinaránde forma inmediataal consumoo a la producción.t’En los

mercadosfinancierosse intercambianactivos financierosy reales.Se supondráun

únicomercadofinancieroenquesenegocianm activos.

Los derechos económicos que proporcionan los activos financieros

consistiránen el pagoal poseedordel título de unao varias cantidadesde unidades

monetariasen distintosmomentosdel tiempo. Cadapago fUturo serárepresentado

por un capital financierocon cuantíaaleatoria,medidaen unidadesmonetarias.Se

supondráque siempreexiste en el mercadoun activo financiero que da lugar a

derechosindependientesdel estadode la naturalezaen que se concreteel entorno.

Esteactivosedenominaráactivo sin riesgoy seráel representadoporel indiceO.

Si el activo financiero da derechoa recibir varios pagosa lo largo del

tiempo, éstosserepresentanporun procesodepagos,definidoparateA, adaptadoa

la filtración del inversor;esteprocesotomavaloresreales,que indican lascantidades

a queda derechoel activo, medidasenunidadesmonetarias.El casomássencillo es

aquelenel queel activodaderechoarecibirunúnico pagoen elmomentofinal.

~ Estees un supuestoque se sueleestableceren los modelosde fonna que la única manerade
transferirconsumoo riquezade un momentoa otro estéenlos matadosfinancieros.
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Si existenotrospagosentret = O y t = 1, dichospagosrecibenel nombrede

dividendos. Obsérveseque, necesariamente,el pago en el momento final debe

coincidir con el precio del activo en dicho momento; de hecho no se impone

restricciónalgunaal suponerque hay un pago final en esemomento,puestoque

siemprepuedevenderseel título porsu preciode mercado.

No hay problemaen suponertambiénque los activosrealesdan derechoa

un pagofinal igual a su precio de mercado,puestoque se puedeobtenerese pago

vendiendoel activo. Al contrario que en el caso de los mercadosde bienes, se

supondráque estos activosse puedenalmacenar.De hecho,en ocasiones,puede

resultarventajosoalmacenarun bien ftente a esperara adquirirlo; el valor de esta

ventajadesempeflaun papel análogoal de los dividendosy recibe el nombrede

“rendimientode conveniencia”.

El segundoelementodeun mercadoesel conjuntoderelacionesfinancieras

entrelos recursosqueen él senegocian.Las relacionesfinancierasquedandefinidas

por la cantidadde unidadesmonetariasque hay que pagarpor unaunidad de un

recursoy por las cantidadesde los recursosque puedenser mantenidaspor cada

agenteen cadamomento.

La cantidadde unidadesmonetariasquehay quepagarparaadquirir una

unidadde un recursoesel precio demercadodelmismo, ya definido. El preciode un

activo a lo largo del tiempo quedarárepresentadopor un procesode precios,tal y

comoseindicó en la sección2.2.2.
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Representaremospor 5’ = {S }eA el procesode precios del activo i, para

i=O,I,...,m-1. El procesoconjuntodelos bienesnegociadosen el mercadofinanciero

quedarárepresentadoporun procesoestocásticoen

[SJ{St}~CA5 = {St}t~=

El numerarioutilizado esla moneda.Como ya seha indicado, estambién

posibletomar como numerarioun activo financiero y, concretamente,es habitual

tomarun activo sin riesgoal que, habitualmente,asignaremosel supermndicei = O.

Así surgela siguientedefinición.

Definición(procesode preciosdescontado):

Sedenominaprocesode preciosdescontadode los bienesnegociadosen el

mercadofinanciero,y se representapor S, el procesode preciosde los activos, en

unidadesdel activosin riesgo:S {S~ ~

Encuantoala cantidadderecursoque puedesermantenidapor los agentes,

nos centramosen los mercadosfinancieros,puestoqueen los mercadosde bienesno

puedemantenersecantidadalguna. Para los mercadosfinancieros, formulamosla

siguientedefinición.

Definición (estrategia):

Denominaremosestrategiaa un procesode cantidad que representalas

cantidadesdeactivosqueun inversormantieneen el momentot.
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Unaestrategiatendrádimensiónm, y quedarárepresentadaen la forma:

= {Lt)IO {Od~EA

Las variablesO~ tomaránvaloresreales,paracadaconcrecióndel entorno,

perosucampodevariaciónpuedeestarrestringido;sonfrecuentes,porejemplo,las

restriccionesde no negatividad’
2.

Se exige que los procesosde estrategiaseanpredeciblesrespectode la

filtración del inversor,lo que indicaqueel inversoractúasin anticiparel futuro. En

tiempodiscreto,sedicequeun procesoespredeciblea = lUt}teA si la variableUt es

mediblerespectode F,
1.

El significadodeestaexigenciaconunplanteamientoen tiempodiscretoes

muy claro: el inversoralcanzael momentot-1, con una estrategiaO~, y el preciode

los activoses S14. Con la informaciónde estemomento,F~i. tomauna decisiónde

comprao ventade activos,que definirála estrategiaOt, estrategiaque tendráun coste

Cf(O) = el. S~, para t = 1 T. El inversor mantendráestaestrategahastael

momentot, cuandoalcanzaráun valor Vi(O) = 01. St, parat = 1,. . . ,T.

12 Obsérvesequeun valornegativodeO representaunaposicióncortaenel activocorrespondiente.
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Definición (conjuntodeestrategiasposibles):

El conjuntoformadopor todaslas estrategiasquepuedenseguirsepor algún

inversorse denominaconjuntode estrategiasposibles.Esteconjuntoserepresentará

por e.

Si no existen restricciones,e será el conjunto de procesospredecibles

respectode la filtración del inversor, convaloresen R”’. Obsérveseque, en estecaso

seaceptala perfectadivisibilidad de los activos.Supondremosque todoslos agentes

pueden acceder a los mercados. Técnicamente,todos pueden elegir cualquier

estrategiadel conjuntoe. Susrestriccionestendrán,por lo tantocaráctereconómico.

2.3.2. Gananciasde ¡ma estrategiaeintegralestocástica

La diferenciaentreel procesodecostey de valorparacadat,

V1(0) - Cf(O) = 0<. (St - St4,

representalas gananciasdel inversoren el periodo [t-1, t], al seguirla estrategiaO, y

esel términoelementalparael cálculode las gananciastotalesdelinversor,

El objetivo de esta secciónes la definición de un procesoque, en cada

momento,indique las gananciasobtenidaspor el inversoral seguirunaestrategia0.

Estadefinición encuentrasu formalización en el conceptode integral estocástica.A

continuaciónsedefine esteconceptoen tiempo discreto. En el capítulo cuarto se

plantea,sin desarrollarla construccióncompleta,esteconceptoen tiempocontinuo.
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La definición de integral estocásticaen tiempo discreto,quese presentaa

continuación,puedeencontrarseen cualquiertexto queincluya cálculoestocásticoen

tiempodiscreto,comoDuifie (1988)pag. 139, Dothan(1990)pag.9913

Definición (integralestocásticaentiempodiscreto):

Parados procesoscualesquieraa =(at}, = o, T Y x {Xt} = o. ~.x, COfl

valoresreales,la integralestocásticafa,dx5 esel proceso

si t = O

fa~dx, ~ —x~) sil=t=T

La integral fa~dx, también se denominala transformadadel procesox por el

procesoay serepresentapor(a’x)t.

La definiciónde procesode gananciasdeunaestrategiaesahorainmediata.

Definición (gananciasdeunaestrategiaen tiempodiscreto):

Dadauna estrategia(OtXx ,.., ~, de activos de un mercadofinanciero, con

procesode precios(SOt=o,í,~.,t, sedenominagananciasde la estrategiaal proceso:

i=O

Desarrollando,de acuerdoconla definición, queda:

Gt(e)=Zf6~dS~= t±o~.(s~—sL4)= Ze:.(s, —s~1)
1=0 1=0 s~I

13Enestetextosedesarrollaun tratamientoexcepcionaldelasbasesdel cálculoestocásticaen tiempo
discreto.
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2.3.3. Estrategiasautofinanciadas.Estrategiasde arbitraje.

Definición (estrategiaautofinanciada)

Sedicequeuna estrategiaO esautofinanciadasi y sólosi verifica,paratodo

Por tanto, una carteraautofinanciadase caracterizaporque la diferencia

entreel valordelacarteray su costeinicial esel valor de lasgananciasrecogidas.La

variacióndevalor de lacarterasedebeúnicamentea la variaciónde los preciosde

los activos mantenidosen la cartera.El inversorno realizaaportacionesni retira

dineroen ningúnmomento.

Esto es, en todo momento de negociación,el costede la carteraque se

adquierees igual al valor de la carteraque sevende.Formalmente,podemosescribir

que, entonces,unacarteraesautofinanciadasi y sólo si verifica:

V,(e) = Ot’.St = O,±~’.S,= C~±1(O),paratodot = ir.., 14

Esta igualdad provoca que, cuando se trabaja con estrategias

autofinanciadasno sehagamencióndel procesodefinidoporel costede la estrategia

paracadamomentodel tiempo, Ct(O) = 0<. St-~, para t = 1, 2 T; y setrabaje

basandolos desarrollosenel procesodefinido porel valor de la estrategiadespuésde

mantenerlaunperiodo:Vt(O) = 0<.St, parat = 1, 2 T.
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El único problemaque surge es el desfasetemporal de un periodo, que

provocaqueno quededefinido el costede la estrategiainicial: C1(O) = O;’. So.Este

problemase resuelvetomandoestecostecomovalor inicial de la estrategia.Queda

asi definido:

V0(O)=01’. So

Obsérvesecómo se utiliza así la igualdad que define las estrategias

autofinanciadasy seconsiguedarcoherenciaal modelosin necesidaddetrabajarcon

el proceso de coste. En cualquier caso, este valor en el momento inicial debe

entendersecomoun costey no como valor de unaestrategiatrasser mantenidaun

periodo,puestoqueantesde t = O no hay negociación.

Paralos razonamientosque seseguiránen adelante,setrabajaráúnicamente

con estrategiasautofinanciadas.A continuación se definen dos conjuntos de

estrategiasautofinanciadasquetendránespecialimportancia.

Definición (oportunidaddearbitrajedetipo 1)

Se dicequeunaestrategiaautofinanciadaO esunaoportunidadde arbitraje

de tipo 1 si y solosi verifica:

= O

P( vT(e> =0)= 1

P(VT(O) > O) 1>0

Definición (oportunidaddearbitrajedetipo 11)

Sedice que unaestrategiaautofinanciadaO esunaoportunidadde arbitraje

detipo II si y solosi verifica:

Vo(O)’cO

P( VT(6) =O) = 1
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Entre estosdos tipos de carterasexisteuna relación que se planteaen el

siguienteteorema.

Teorema1

Si existe un activo financiero cuyo precio es siempre positivo, en un

mercadofinanciero la existenciade oportunidadesde arbitraje tipo II implica la

existenciade oportunidadesde arbitrajedetipo 1.

Demostración:

Seaf un activo financiero negociadoen el mercadocon precio Sf> o,

VtcA. Si existe una oportunidad de arbitraje tipo 11, esto es una cartera

autofinanciadaO queverifica yo(O) <O, con P( Vr(O) =O) = 1, esposibleconstruir

unacartera‘1’ queconstituyeunaoportunidaddearbitrajetipo 1.

Sea q una estrategiacontodassus componentesnulassalvo la asociadaal

activo f, queesconstantey tomaun valor:

~ -v0(o

)

>0
So

La carteraq’= O + p esautofinanciada(secomprueba,con ¡a definición, que

la sumade carterasautofinanciadasesunacarteraautofinanciada),convalor:

VQP) = V(0) + V«p)

y verifica VoQP) = O, P( VT (fl’) =O) = 1, P(VirQP) > O) 1> O. Por lo tanto, ‘1’

constituyeunaoportunidadde arbitrajedetipo 1.

Corolario:

Si en un mercado existe un activo financiero con precio estrictamente

positivo, la ausenciade oportunidadesde arbitrajede tipa 1 asegurala ausenciade

oportunidadesde arbitrajede tipo II.
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2.4. Modelización del inversor

2.4.1.Agentesdeconsumo

Se denominaagentede consumoa un individuo que desanollaactividades

de consumoy de inversiónfinanciera,cuyo objetivo es fúnciónde su consumoa lo

largodel tiempo.

La primera característicarelevante de un agentede consumo son sus

preferencias,que relacionan sus actividadescon el mejor cumplimiento de su

objetivo. Las preferenciasse representan,en principio, por una relaciónde orden

entrealternativasde consumoen el tiempo. Se hace, asi, necesariodefinir estas

alternativasde consumo.

Cada alternativade consumoquedarepresentadapor un plan de consumo.

La forma inmediatade definir un plan de consumoconsisteen especificarcapitales

querepresentenlos recursosque seconsumenen cadamomentodel tiempo, con su

cuantíamedidaen unidadesde activo. Obsérveseque, paramomentosfUturos, estas

cuantiassonvariablesaleatorias.El pasosiguienteen la modelizaciónesrepresentar

los capitales en unidades monetarias, con lo que se obtienen capitales

intercambiablespor los originales,medidosen la mismaunidad.El hechode quelos

capitalesesténmedidosen la mismaunidad,permitesumarlas cuantíasde aquellos

que, referidosa distintosbienestenganel mismo vencimiento;la sumasedenomina

“procesode consumo”Esteplanteamientoevita abordarel problemade repartode la

cantidad dedicada al consumoentre distintos bienes, y es suficiente indicar la

cantidadtotal dedicadaal consumoen cadamomentodeltiempo.
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La segundacaracterísticade un agente de consumo es la cantidad de

unidadesmonetariasde quedisponeencadamomentoparainversióno consumo.El

procesoquerepresentaestacuantíasedenominaprocesode riqueza.Losvaloresque

toma el procesode riqueza en sucesivosmomentosdel tiempo dependende la

riqueza inicial, de las decisionesde consumo e inversión que haya tomado el

individuo hastaesemomentoy de los estadosde la naturalezaen quese concreteel

entorno.

La riquezainicial debequedardeterminadade forma exógena,y se suele

representarpor unadotaciónquerecibeel agente.Es posible recogerla posibilidad

de que el agenterecibamásdotacionesa lo largo del tiempo, quedependande los

estadosde la naturaleza. Las cantidadesrecibidas a lo largo del tiempo se

representaríanpor un procesoestocástico,denominadoprocesode dotaciones.Los

procesosde dotacionesson variablesexógenasdel modelo y se suponenmedibles

respectode la filtración del inversor.El hechode que las dotacionesseanexógenas

hacequelas consecuenciasdel análisisno sealterensustancialmentesi seconsidera

quesolamentehaydotacionesen el momentoinicial.

Conocidaslas dotacionesdel agente,paracadaconjunto de decisionesde

inversióny de consumohastaun momentodel tiempodadoquedadefinidala riqueza

en esemomento.Esto permitirá definir la restricciónpresupuestariaquedelimitará

los planesde consumofactiblesparael individuo. Se suponeque las oportunidades

de inversiónfinancierasoncomunesatodoslos agentes.

Medidos los procesosde consumoen unidadesmonetariasy, dadoque el

conjuntode consumosquepuedealcanzardependeúnicamentede la riqueza,es

inmediatorepresentarlas preferenciaspor unafUnción de utilidad de la riqueza,que

sesueledenominarfUnción deutilidad indirecta.
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El únicosupuestoqueseestablecerásobrelas preferenciasde los individuos

esquesoncrecientes.Decimosqueun ordende preferenciaes crecientesi y sólo si

para un mismo plan de consumohasta un momento t, se prefiere alcanzarel

momentot con la riquezamayor posible. La especificaciónde una forma concreta

paraestaspreferenciaspermiteresolver,en muchasocasionesel problemade reparto

del individuo de suriquezaentreconsumoe inversiónI4~

2.4.2.Agentesde producción

Sedenominaagentede producciónaunaempresaquedesarrollaactividades

de inversión, tanto financieracomo productiva. Aceptaremosque su objetivo es

fUnción del valor real de la empresaalargo plazo. Entendemosporvalor realde la

empresael quele asignaríaun mercadoeficiente,

El valor de la empresaestámedido en unidadesmonetarias.No esposible

definir, paraun agentede producción,preferenciasanálogasa las definidasparaun

agentede consumopero sí existeciertaanalogíaentrela riqueza y el valor de una

empresa. Supondremosque, en igualdad de condiciones, para un agente de

producciónespreferibletenerun valor mayorqueunvalor menor.

El valor de la empresaen un momentodado dependeráde su valor inicial,

de las decisionesde inversión, real y financiera,adoptadasy de los estadosde la

naturalezaen queseconcreteel entorno.

“Uno de losprimerosarticulosqueplanteanesteproblemade formadinámicaescl deFama(1971).
El enfoquequese aceptamayoritañamenteen laactualidadesel quese planteaen Merton (1973),
queutiliza técnicasdc oplindzacíóndinámicaestocástica.
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El valor inicial de la empresaseráexógenoy las oportunidadesde inversión

financierasesuponencomunesatodoslos agentes.El elementomásimportantedela

empresaseráel conjuntode oportunidadesde inversión productivao conjunto de

planesdeproducciónfactibles,o tecnologíade la empresa.

Llamaremos tecnología de la empresa al conjunto de fUnciones de

producciónconlasquela empresapuedeintercambiarrecursos.Interpretaremosque

la capacidadde superarrestriccionestécnicaspara conseguirlas materiasprimas

quedaincluidadentrode la tecnología.Los supuestossobrelos mercadosfinancieros

son suficientementeflexibles para que no existan restriccionestécnicas para

conseguirrecursosfinancieros.

Las fUnciones de producciónque no dependande decisionesfUturas del

inversordeterminaránconjuntosde flujos intercambiablesquedefinenproyectosde

inversión, o planesde producción,con inversorpasivo. Si el inversorno tiene la

obligaciónde llevar a cabodichoproyecto,lo quetieneesla oportunidadde invertir,

la opciónde ejecutarel proyecto.

Si la función de produccióndependede lasdecisionesque tome el inversor

a lo largo del proyecto,diremosque el proyectopermiteinversoractivo. Obsérvese

quecadadecisióndaal inversorla posibilidaddeelegir, perono la obligación.Estas

oportunidadesu opcionesguardanciertaanalogiaconla oportunidadde invertir enel

momentoinicial. En la literatura económicase suelenconocercon el nombrede

opcionesreales.
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3. CRITERIO PARA LA TOMA DE DECISiONES

3.1. Hipótesis de ausenciade oportunidades de arbitraje en

los mercadosfinancieros

Todo el análisis sobredecisionesde inversiónsebasaráen la hipótesisde

queen los mercadosfinancierosno existenoportunidadesde arbitraje.Seacepta,con

generalidad,en la literatura financiera, que las oportunidadesde arbitraje son

incompatiblescon cualquier modelo de equilibrio y con cualquier hipótesis de

eficiencia del mercado.El argumentoteórico que ayala nuestra hipótesis es la

imposibilidad de obtenerun recursoescasosin entregarnadaa cambio (ver sección

1.2). La contrastaciónempíricade estahipótesisha sido el centrode numerosos

estudios15.A continuación,seplanteauna consecuenciainmediatade la ausenciade

oportunidadesdearbitrajeen el mercadofinanciero.El teoremasebasaen que, por

la definiciónde activo financiero,suvalor seráel de los pagosaqueda derecho.

Teorema2

Si no existenoportunidadesde arbitraje en el mercado,cualquierfUnción

queasignepreciosa los activosfinancierosesun operadorlineal de los pagosa que

danderechoestosactivos.16

Demostración:

Supongamosdosactivosfinancieros:el activo 1 da derechoaun pagod
1 en

el momento t1, y un activo 2 que da derecho a un pago d2 en el momentot2.

~Paracontrastessobreausenciadeoportunidadesdearbitrajeene!mercadofinancieroespañol,se

puedever Balbás,Longarelay Pardo(1997).

‘
606s¿rvesequeestospagospuedenserciertoso dependerdelestadoquesemanifieste.
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DenominamosS~ = tp(di) a la función que asignaa los pagos, el precio en el

momentot, parat <t1, t <t2.

El teoremaafirmaque tp esun operadorlineal: si existeun activo, 3, que da

derecho a un pago igual a A4. d1 ±X2.d2,con A4, A0 reales, bajo la hipótesisde

ausenciadeoportunidadesde arbitraje,debeverificarseque S~ = ~>. S + X2. S~, para

todot<t1,t<t2.

Veamosla demostraciónparael casode t O. Si Sg> ?q. S + X2. S~, se

puedeconstruirunaestrategiade arbitrajedel modosiguiente:conla adquisiciónen

el momentoinicial de M unidadesdel activo 1 y X2 unidadesdel activo2; y la venta

en descubiertodeunaunidaddel activo3; estoes,Okk,,O~ M, eg=-1.

Observamosquecosteinicial de estaestrategiaserianegativo:

vge)=c1(e)=e1’.s11= ~ n2.so- sg,
y daríalugara un pagonulo, por lo quedicha estrategiaconstituyeunaoportunidad

de arbitraje de tipo II, y dados los supuestossobre el mercado, implicaria la

existenciade oportunidadesde arbitrajede tipo 1. El razonamientoseñaanálogosi

Sg<2~.S + &S¿, conunaestrategiaOv=’ -M. 6t’~ - x2, e3 = í.

La generalizaciónpara otro momento del tiempo t, es inmediata. Si

s> ~. 5 + A0. S~, construyendola estrategiaconla adquisiciónen el momentot de

X1 unidadesdel activo 1 y X2 unidadesdel activo2; y la ventaen descubiertode una

unidaddel activo 3, en el momentot; estoes,OtXi, et A0~ 0~= -1. Paraque la

estrategiafueseautofinanciadadesdeel origen, con costenegativo,bastaríavender

en descubierto,en el momentoinicial, lasunidadesnecesariasde activosin riesgo.

41



Capitulo1 Planteamientodelosproblemasdedecisiónantelosprocesosdeinversión

3.2. Valor de la oportunidad de invertir

3.2.1.Conceptode valor de la oportunidad de invertir

Para definir el valor de la oportunidadde invertir, nos basamosen unas

definicionesprevias.

Definición(valor de mercadodeun intercambio)

Se llamará valor de mercadode un intercambioen un momentodado, al

precio que deberíatener, en esemomento,un activo financiero ficticio que diese

derechoa todos los flujos’7 netosque intervienenendicho intercambio,paraque la

negociaciónde dichoactivoen el mercadono generaseoportunidadesdearbitraje.

Estadefinición nos permiteformular de un modo diferente la hipótesisde

ausenciade oportunidadesde arbitraje en los mercadosfinancieros. La hipótesis

podria plantearseahoradel siguientemodo: suponemosqueel valor de mercadode

cualquier intercambiorealizadoen los mercadosfinancieroses cero.’8 Bajo esta

hipótesis,sólo tendrásentidoestudiarel valor de intercambiosoriginadospor una

relaciónproductiva.

Se plantearándos problemasrespectode estevalor. El primero es el de

calcularlo;y el segundo,el de utilizarlo comobasepara la toma de decisionesde

inversiónen la forma siguiente:esaconsejablerealizarun intercambiosi suvalor de

mercadoes positivo,y dadasdos intercambios,espreferibleaquélquetengaun valor

de mercadomayor.

Los flujos puedenserciefloso aleatorios.

18 Obsér’vesequeel precioque se pagapor el activo en el mercadoestá incluido en cl conjuntode
flujos netosdecajadelainvcrsi&

42



Capítulo1 Planteamientode losproblemasdedecisiónante losprocesosdeinversión

Definición(oportunidaddeun intercambio)

Diremosque un inversortieneunaoportunidadenun momentodadocuando

tienela posibilidad, perono laobligación,de realizarun intercambiode recursosen

esemomento.

De acuerdo con el criterio fijado, un inversor decidiría llevar a cabo (o

ejercitar)unaoportunidadde un intercambio,solamentesi el valor de mercadode

dicho intercambioespositivo. El valor de la oportunidaden t, de un intercambio

entre los flujos {(f~, t), (ft
4i, t+1) (fT, T)}, en el momentoen que se puede

ejercitar,Vopt(ft, fi+i, ..., tSj, es el máximoentreceroy el valor dedichointercambio.

El problemaqueseplantearáesel de encontrarel valor quetieneesaoportunidaden

un momentoanterior,V4opt(f,, f~+,, ..., f’rfl. La definicióndel valor (demercado)de

unaoportunidades análogoal dadoparaintercambiosde recursos.

Definición (valordeunaoportunidadde intercambio)

Se llamará valor de una oportunidadde intercambio,al precio quedebería

tenerun activo financieroficticio quediesederechoa tal oportunidad,para que la

negociacióndedicho activoen el mercadono generaseoportunidadesde arbitraje.

Si un inversortienevarias oportunidadesde intercambioestaspuedenestar

relacionadasentresi. Si dos oportunidadesde intercambioson excluyentes,deben

valorarseconjuntamente,y su valor conjunto seráel máximo entre el valor de

mercado de cada uno de los intercambios y cero. Si dos oportunidadesson

complementarias,es necesarioestudiarsi el valor del agregadose puedeobtener

sumandolos valores de ambas, denominaremosa este problema “problema de

aditividadde los valores”.
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Definición(oportunidaden un procesode inversión)

Diremosqueun inversortieneunaoportunidadcuandotiene la posibilidad,

perono la obligación,de desarrollarunaactuaciónque le da derechoa intercambios

derecursosy ¡ o aoportunidadesde intercambio.

La definicióndevalorde una oportunidaden un momentodado,es análoga

a los valoresdefinidos paraun intercambioo una oportunidadde intercambio. La

primeraoportunidadquepuededefinirseesla de comenzarun procesode inversión

en un momentodado,quellamaremosoportunidadde invertir. Tradicionalmentese

ha estudiadoen finanzas el valor de la oportunidadde invertir en un momento

determinado,como el derechoa intercambiarun conjuntode recursos.Se observan

entoncesdoscarenciasfundamentales.

La primeraconsisteen no contemplarel hechode queademásde adquirir el

derecho a los intercambios, se puedenadquirir el derecho a oportunidadesde

intercambio.En este trabajo se contemplaesta posibilidad cuando se trabaja con

inversoractivo. Lasoportunidadesse hanrepresentadocomovariablesde la fUnción

de producción,y sehan denominadoopcionesreales.El problemafUndamentalde

estaTesisesla valoraciónde “opcionesreales”.

La segunda carencia consiste en que, en general, no se considera la

posibilidad de oportunidadescomplementariaso excluyentes. En cuanto a la

complementariedad,analizaremoscómo, en muchasocasiones,al aplicar los criterios

de valoracióntradicionalesno serespetala aditividad de los valores.En cuantoa la

posibilidadde queseanexcluyentes,tradicionalmentese ha estudiadoel casoen que

la razónde la exclusiónes la escasezde recursos,quese resuelvecon técnicasde

optimización matemática.’9 Este motivo de exclusión entre oportunidadesno

‘9rn articulomásrepresentativodeestetipo deplanteamientoescl deBauxnoly Quandt(1965).
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apareceráen nuestro modelo, porque parte de hipótesis muy flexibles de los

mercadosfinancieros. Un tipo de exclusiónque adquiereimportanciaen nuestro

modelo es la que existeentreejercitarunaoportunidad(u opción) en un momentoy

ejercitarlaen un momentoposterior, cuandose disponede más información.Para

consideraresta relación es necesarioestudiar el valor que toma en fUnción del

momentoen que se ejercita. Obsérveseque, de nuevo, el problemaplanteadose

reducea la valoración,en un momentodado,de oportunidadesfuturas,u opciones

reales,paracompararsu valor conel dela oportunidaden el momentoactual.

El valor de la oportunidadde invertir en un proyectoen un momentodado

esel valor de todos los intercambiosy de todaslasoportunidadesa queda derecho.

Si el ejercicio de esta oportunidadpuede realizarseen modosalternativos(por

ejemplo,en distintosmomentos)el valor seráel máximoquesepuedaalcanzar.

El análisisde inversiónque sedesarrollaráen esta Tesisse centraen este

concepto. El objetivo que se pretendealcanzares doble. En primer lugar, se

analizaránlas condicionesbajolascualespuedecalcularseel valor de la oportunidad

de invertir (Vop), que sebasaránen las condicionesbajo lascualessepuedecalcular

el valor de mercadode un intercambio. Este seráel contenido de los capítulos

segundoy tercero.

En segundolugar, se analizaránlas consecuenciasde utilizarlo como base

para la toma de decisionesde inversión en la forma siguiente: una inversión es

aconsejablecuandoel Vop de la misma es no negativo,dadasdos inversioneses

preferibleaquellaquetengaun Vop mayory, si existendiferentesmodosde llevar a

caboun proyecto,deberáelegirseaquélquede al proyectoel mayorVop.
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Puedeobservarseque, conocidoel valor dela oportunidadde invertir (Vop),

el criterio de decisión que se planteaes el mismo que tradicionalmentese ha

enunciadoa partir del valor del valor actual neto de los flujos de caja (VAN). Es,

pues, evidente que si el valor del Vop y del VAN no coinciden, se entraría en

contradiccióncon la regla tradicional del VAN, mientrasque si coinciden el

conceptode “valor de la oportunidadde invertir” no supondríaaportaciónalguna.La

razónparaenunciarunanuevareglaesqueseentiendequela del VAN no defineun

criterio de selecciónde inversiones,sino múltiples criterios. Cada criterio queda

definidocuandoseespecificacómosecalculaesevalor actualneto.En la actualidad,

los únicos casos de cálculo del valor actual neto de una inversión que están

perfectamenteresueltosseencuentranen ambientede certeza.20

De hecho, observaremos que si es posible obtenerun valor para la

oportunidadde invertir, éste puedeobtenersecomoun valor actual neto. Se puede

entenderqueestamosutilizandoel criterio del valor actualneto,especificandocómo

debe calcularsebajo distintos supuestos.Concretamente,analizaremosbajo qué

supuestoses posiblecalcularlo sin necesidadde conocero elaborarmás hipótesis

sobre las expectativasy las preferenciasde los individuosquelas establecidasen la

sección2.4.

Cuandono seaposiblecalcularel valor de la oportunidadde invertir, conel

criterio fijado, será necesariobuscarotros criterios de selecciónde inversiones,

probablementebasadosen valoresactualesnetos.Quedeclaro, así, que la “regla del

Vop” no pretendecontradecirla “regla del VAN”, sino respetarel sentido de valor

actual neto comoun conceptomuchomás amplio, capazde recogermuchosotros

criterios.

~ En estoscasos,veremos,que estoscriterioscoincidencon el criterio de decisióndefinidopor el
Vop.
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3.2.2. Valor de la oportunidad de invenionesfinancierasy reales

Puestoquetodaslas inversionesen activosfinancierostienenun Vop nulo,

la primera conclusiónque se deriva de la reglade decisiónplanteadaes que, de

acuerdo con este criterio, todas las inversiones financieras son igualmente

recomendables,pero resultaría preferida cualquier inversión real con un Vop

estrictamentepositivo. Resultaevidenteque estaafirmaciónno seríaciertasi no se

verifica la hipótesisde ausenciade oportunidadesde arbitraje en los mercados

financieros.

Noresultafalto de coherenciaconla realidadesteresultado,ya quesi todos

los agentesde la economíatienen las mismas oportunidadesde invertir en los

mercadosfinancieros,alos que seaccedesin costealguno,el valor de la oportunidad

de realizarunainversiónfinancieradebesernulo. La existenciade oportunidadesde

arbitrajey, por tanto, la rupturade esteprincipio puededebersea la diferenciade

información entredistintos inversores, lo que lleva a que aquellos con menos

información permitan la creación de oportunidadescon un Vop positivo, por

ejemplo,vendiendoactivosa un precio inferior a aquél quegarantizala ausenciade

oportunidadesde arbitraje,por no tenerconocimientode quepuedenvenderloa un

preciosuperior.

Por estarazón,el análisissereferirásiemprea valoraciónde inversiónreal,

aunque,conun planteamientoligeramentediferente,gran partede los resultadosson

aplicablesa la valoracióndeactivosfinancieros.En las sucesivasseccionessetratará

el problemadecalcularel valor dela oportunidadde invertir enun proyectoreal, con

dificultad creciente.
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La referenciapara la valoraciónseráun único mercadofinanciero,M. que

no contieneoportunidadesde arbitraje. Se definiráentoncesun mercadoM*, como

un mercadoampliadopor la incorporación a M de la negociaciónde un activo

ficticio que da los mismos derechosque el proyectode inversión. El valor de la

oportunidadde invertir seráel precioquedebetenertal activoficticio paraqueen el

mercadoM* no existanoportunidadesdearbitraje,si tal precioespositivo, y cero si

esnegativo.
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Capítulo II

Valoración en un modelo

periodo

1. VALORACIÓN DE INVERSIÓN CIERTA

1.1. Modelizaciónde un proyectode inversión

Nos situamos en el caso más sencillo: intercambio de flujos en dos

momentosdeltiempoquerepresentamosport O y t = 1 T. Los flujos que definen

la inversión serán:

{(f0,O),(f,,1)}

Obsérvese que, por tratarse de una operación de inversión, necesariamente

t~ tiene signo negativo y f1 tiene signo positivo. Como se ha indicadoen [a sección

1.5, en modelosde un periodono hay lugar para inversor adiva o, equivalentemente,

no sepresentanmásopcionesrealesquelade invertir o no invertir.

de un
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1.2. Oportunidadesde inversión financiera

Las oportunidadesde inversión financiera vendrándadaspor el único

mercado financiero, M, sin oportunidades de arbitraje. Tal y como se ha supuesto, en

M senegocianm activosconprocesosdepreciosS~, parai = 0, 1 ,...,m-1. Puestoque

setrabajaenun modelodeun periodoy las estrategiasdebenserpredecibles,serán

ciertas,y tomaránvaloresen

Ya se ha supuestoqueel activo con indice cero representaun activo sin

riesgo,conprecio inicial, sgcR, y precio final que no dependede los estadosde la

naturaleza,S~ c R. Estos dos valoressiempre se puedenrelacionardel siguiente

modo:

= Sg.(1~0

por lo que r tiene significado de tipo de interes.

Es un resultado conocido que para la valoración de inversión cierta,

solamentees relevanteel conocimientodelactivo o los activossin riesgo, si existen.

Se llegará aquí a este mismo resultado. La proposición que se presentaa

continuación,permitiráqueen el futuro se suponga,sin pérdidade generalidad,que

en un modelode un periodoexisteun únicoactivo sin riesgo.

Proposición II. 1

En un modelo de un periodo de un mercadoM, sin oportunidadesde

arbitraje, cualquieractivo, o carterade activos negociadoscon procesode precios

ciertoy, por tantosin riesgo,tendráun procesode preciosigual o proporcionalal del

activo ~
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Demostración21:

Supongamos que, efectivamenteexiste un activo sin riesgo en el mercado

con un proceso de precios no proporcional a ~O; entonces, existe 1 =b =mi, con Sb

tal que, para un valor AeR, verifica:

A. S~

S~!=A.S~

Si Si’> A. ~ esposible construir una estrategade arbitraje, comprando

una unidad del activo con indice b y vendiendo en descubierto A unidades del activo

con indicecero.Formalmente,estaestrategiaquedadefinidadel modosiguiente:

0b ~, 0
0-k O~ O, Vi l~m-1, it b.

Efectivamente, su valor es nulo en el momento inicial:

Vo(O)= S~-A.StO

y tienevalor positivoen t:

V
1(O)= S~-A.S>O

Si S~ < A. Si’, se seguiría un razonamientoanálogo al anterior. La

oportunidadde arbitrajeseriaentoncesla siguiente:

eb~íoO=Ao¡= O,Vi> 0. i!=b.

con lo que quedademostradoque si S~ = A. S~, la ausenciade oportunidadesde

arbitrajeimplica que S~ A. S~; y, con ello, quedademostradalaproposición.

21 Esta proposición recogeuno de los resultadosmás básicosde valoración por arbitraje. En el

capitulo 111 sepresentaráel análogopara múltiplesperiodos.La demostraciónpuedeeneonharseen
diversostextos,porejemploenBjórk (1997),pag58.
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Puestoque, si existeotro activo sin riesgoen el mercadoM, su procesode

preciosseráproporcionalal del activode índice cero,y sepuedeadquirir la cantidad

deseadade dicho activo, las oportunidadesde inversión financierason idénticas

cualquieraque sea el númerode activos sin riesgo que se negocien. Por tanto,

llegamos a la conclusión esperada,esto es, podemos suponer, sin pérdida de

generalidad,queexisteun único activosin riesgoen el mercado.

En el flituro y, sinpérdidade generalidad,supondremosademásque S~ 1.

1.3. Valor de la oportunidad de invertir

Seael mercadoM* definido por la incorporacióna M de la negociaciónde

un activoficticio queda derechoal flujo cieno(f1, 1).

Proposición11.2

La ausenciade oportunidadesde arbitrajeen el mercadoM
t implica queel

precioinicial delactivoficticio debeser S~ — ____

l±r

Demostración:

La demostraciónes inmediatapartiendode la proposición11.1., que indica

que la ausenciade oportunidadesde arbitraje implica proporcionalidadentre

procesosde preciosde activossin riesgo.Puestoqueel activoficticio tieneun precio

final cierto, exigimosdichaproporcionalidad:

~ sg
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Pero, puestoque el pago f1 se realizaen el momentofinal, el precio del

activo en esemomentocoincidiráconel valor de dichopago: S~ = f1. Bastasustituir

esta igualdad en la expresiónanterior, junto con el supuesto S~ 1, y queda

demostrada la proposición.

Obsérvese que se ha demostrado que la ausencia de oportunidades de

arbitrajeenM
t implica queel activoficticio tomeesevalor o, dicho deotro modo,si

el activo ficticio tomaseotro valor, en el mercadoM* habría oportunidadesde

arbitraje. Paraafirmar quese ha obtenidoel valor por razonamientosde arbitraje,

claramentees necesarioprobarla implicación inversa: si el activo ficticio toma tal

valor enel mercadoM* no existenoportunidadesde arbitraje.El ordennatural de la

exposiciónseconseguiríademostrandoaquí tal implicaciónque, de hecho,es cierta;

sin embargo,tal demostraciónserealizaráen la sección2 de estecapitulo(pag. 98-

99), porqueseobtienedirectamenteal probarotros resultadosnecesanos.

La proposición11.2, nos permite afirmar que, si existe un precio parael

activoficticio, el único precio posiblees ~ El valor en t = O del flujo (fo, O) es

l+r

obviamente t~. Utilizamos, entonces el resultado de linealidad en la valoración, del

Teorema 2, para afirmar que, si existe22 un valor para el intercambio de los

capitales23,{(f
0, O), (f’,~», tal valor será:

1+r

22Estecondicionantedesapareceráal demostrarla implicacióninversaa ladela proposición11.3.

23 El conceptode valorde un intercambioo valordematadodeun intercambioseha definidoen la
página42.
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El valor de la oportunidadde invertir, seráentoncesel máximo entre tal

valor y cero,quehabitualmenteserepresentarácomo:

Vopdt~>, f¡) = max[o~4 +Jj ‘=~0 +

Este resultadoes coherentecon el enfoquetradicional de valoraciónde

inversiones.Así, planteandoel problemaparaun periodosellega, porun argumento

de arbitraje,al llamado“Teoremade separaciónde Fisher”. Esteresultado,debidoa

Irving Fisher (1930), se considerael comienzo de la valoración moderna de

inversiones.La primera aportaciónde este Teoremaesla necesidadde teneren

cuentala informaciónde los mercadosfinancierosparatomardecisionesde inversión

real. Esta conclusiónse conocetambiéncomo “principio de comparación”;como

señala Luenberger (1998), “se evalúa la inversión comparándolacon otras

inversionesen el mercadofinanciero. El mercado financiero da la base para la

comparación”.

Efectivamente, si se toma la decisión ignorando el mercado, aun suponiendo

que el decisor es un individuo y, por tanto, tiene preferencias, y suponiendo que éstas

son conocidas,la decisiónes peor (en términosde dichas preferencias>que si se

ignorantalespreferenciasy setiene en cuentala informacióndel mercado.De aqui

sesigue la conclusiónmásimportante:sepuedensepararlas decisionesde consumo

einversióno, dichode otro modo,las preferenciasde los individuossonirrelevantes

parala valoraciónde inversionesconflujos de cajaciertos,si existeenel mercadoun

activo cuyo precio no depende del azar, que se puede comprar y vender sin

restricciones.Estaconclusiónresultaespecialmenteinteresanteparael problemade

valoración de inversiones por parte de las empresas.
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2. VALORACIÓN DE INVERSIÓN ALEATORIA CON

ESPACIO DE ESTADOS FINITO

2.1. Modelización de un proyectode inversión

Seael espaciode sucesosO = (mí, e»,...,o),j, que representa todos los

estadosde la naturalezaenquepuedeconcretarseel entorno.SeaF el conjuntodelas

partesde O; y P unamedidade probabilidadcualquiera,definida sobre(O, F), que

asignaprobabilidadestrictamentepositiva a todos los sucesosmj, para todo 1=j=k.

Dado el espaciode probabilidad(O, F, P) y el conjuntode momentosde tiempot

0, 1; seaS= {Ft}t=o, jía filtración que representala evolución de la informaciónde

los agentes que operan en el mercado. Supondremos que F0 {0,O} y F1 F.

En este entorno, un proyecto de inversión quedaríamodelizadopor el

derechoa intercambiarlos siguientescapitalesaleatorios:

dondef~ esmediblerespectodeES. Portanto,f0 e R, y fi esfunción del estadode la

naturaleza:tomaráel valorf1(w~) sise presenta el estado w¡ paraj=1 k. El pagofi

puede representarsepor un vector de componentesf1 (w~) que, abusandode la

notación,denominaremostambiénf1:

fí=(f1«o1) ... fíúnk))cRk

Puesto que el modeloseplanteaparaunúnicoperiodono aparecenopciones

realesfuturas. Aunquepodríaconsiderarseque el inversor puedadecidir, en t 1,

tomar un flujo sólo si es positivo, no se trata de un caso importante en inversiones

reales. En este caso se considerará un flujo diferente;su tratamientocomoopción

puede verse como caso particular del modelo de varios periodos.
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2.2. Oportunidadesde inversión financiera

Seanel espaciode probabilidad (fil, F, P) y la filtración 47 = {Ft}1=o,

introducidosen la sección2.1. Este modelo litnita la información quesuponemos

tienen los inversores y, puesto que partimos de que dicha información incluye todos

los hechos observablesen los mercados financieros, ¡imita el conjunto de

oportunidadesde inversiónfinancieraquesepuedenrecogeren el modelo.

Supondremosun único mercado,M en que se negocianm activos, cuyo

precio en cada momentot, S~, es una variable aleatoria niedible respecto de F~, para

r0,l,2,..,, m-1.

Puesto que Fo={0,fl}, el precio inicial de estos activos seráun valor

conocido en todo momento, S~, eR, para i = O m-l. Llamaremos vector de precios

iniciales al que recogelos de todos los activos negociadosen el mercado,y lo

representaremos por:

( _

So= ~‘0 ~. II
II

5nflJJL~

El precio final de los activosseráunavariablealeatoriaque puedetomark

valores. Utilizamos una flotación vectorial análoga a la planteada para la

representación del flujo aleatorio f1. El precio en t=l del activo i será:

dondeS~ (%) representael precio del activo i en el momentot =1, si se presentael

estadode la naturalezaw~.
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Supondremosqueel activoaquecorrespondeel índicecero,sigueun precio

que no dependedel estadodela naturalezaquesepresente,por lo queparacualquier

momento podría representarsepor un valor real. Por comodidaden la flotación,

representaremosesteprecioen t 1 por un vector de k componentesiguales.

Llamaremosmatrizdepreciosfinalesa la que recogelos vectoresde precios

finalesde todoslos activosnegociadosen el mercado,y lo representaremospor:

s”~’(o~) sr$o=) S?$~k)

En estetipo de mercadospodemosrepresentarel procesode preciosde un

activo comoun vectorcon k+1 componentes,donde la primerarepresentael precio

en el momentoinicial, y las k últimas el vectorde preciosen el momentofinal. Así,

el procesodepreciosdel activoi sería:

conS,S(o1)eR,parai=0,I~..,m-l;j=l,2 k

En el estudiode inversionesciertas, la proposición11.1 limitaba el número

de activossin riesgoconprocesosde precioslinealmenteindependientes.El teorema

quesepresentaa continuaciónpuedeentendersecomounageneralizaciónde dicha

proposición.
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CapituloII Valoraciónen un modelodeunperiodo

Teorema3

En un modelouniperiódicoconk estadosde la naturalezasin oportunidades

de arbitraje, el númeromáximo de activos con procesosde precios linealmente

independientes es k.

Demostración:

Supongamosquehayk+1 procesosdeprecioslinealmenteindependientes:

s%Sts2,...,

Si detalesprocesostomamoslosvectoresdepreciosdel periodo1:

observamosque, necesariamente,uno de ellospuedeexpresarsecomocombinación

lineal de los demás,ya quesetratade un conjuntode k+1 vectoresde Rk.

Supongamos,sin pérdidade generalidad,quesetratadel asociadoal índice

k. Existenasí,«o, a¡, «2 «k4 reales,talesque:

5k «o. S~’ +ai SI +a2 S~+...+ak4. ~r
Bajo el supuestode ausenciade oportunidadesde arbitraje,por la linealidad

de lavaloraciónquesederivadel Teorema2, debeverificarse:

S~=cto. sg ±a~.S~ +ci
2. Sg+...+akl. Sk’

Pero,delas dosigualdadesanterioressesigueque:

Sk= «o sO+« S1+&SI++« 5k-1

lo que contradicela hipótesis inicial de independenciaentrelos k+1 procesosde

precio,y demuestrael teorema.
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Si existenactivoscuyosprocesosde preciosdependenlinealmentede otros,

no aportanvariedada las oportunidadesde inversiónfinanciera. Efectivamente,si

existe un activo con procesode precios 5, quedependelinealmentede n activos

negociadosen el mercado,con procesosde precios~ . . ,S”, podemosescribir:

5 aí. S~ + a2. 52+,..+ a,,,

De la igualdadanterior, sededucequeadquirir el activo dependienteda al

inversorlos mismosderechosqueadquirir la carteraformadapor a1 unidadesdel

activoconprecio S~, a2 unidadesdel activo con precio ~2 y asísucesivamentehasta

a,, unidadesdel activoconprocesode precio 5». Diremos,entoncesqueel activocon

precio 5 ha quedadoreplicadopor la estrategia(ai,. . . a,,).

En este sentidopodemosdecir que los activos que puedenreplicarsecon

estrategiasadecuadasno implican nuevasoportunidadesde inversión o que son

activos redundantes,y no serán considerados. Por lo tanto, en un modelo

uniperiódicosobreun mercadoM, con k estadosde la naturaleza,las oportunidades

de inversión financiera vendrán dadaspor m activos con procesosde precios

independientes,dondem =k.

Obsérveseque, paraqueexistareplicaciónde un procesode precios,basta

exigir quepuedanreplicarselos vectoresde preciosdel momentofinal (o pagosdel

momentofinal). Si esasí,por la hipótesisde ausenciade oportunidadesde arbitraje,

y el Teorema2, el precio inicial quedaráreplicadopor la mismacartera.

Lasposibilidadesde replicaciónqueproporcionanlosactivosnegociadosen

un mercado,generanunaclasificaciónde los mercadosqueresultaráesencialen el

análisis posterior. Se trata de la división de los mercadosentre completos e

incompletos, conceptos que se definen a continuación.
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Definición(mercadouniperiódicocompleto)

Sedicequeun mercadouniperiódicoescompletosi esposibleconstruiruna

estrategiade activosnegociadosendicho mercadoquerepliquecualquiervectorde

pagos en el momento final.

Definición(mercadouniperiódicoincompleto)

Sedicequeun macadouniperiódicoesincompletosi existealgúnvector de

pagosen el momentofinal que no esposiblereplicarconuna estrategiade activos

negociadosen dichomercado.

Puestoque lospagosfinalestienenk componentes,y seha supuestoquelos

m activosnegociadosen el mercadotienenprocesosde preciosindependientes,con

m =k, resultaevidente una primera caracterizaciónde mercadoscompletos.Un

mercadoserácompletosi el númerode activos negociadosen él coincidecon el

númerode estadosdela naturalezadefinidos, k, y seráincompletosi senegocianen

él menosdek activos.

2.3. Modelocon dos estadosdela naturaleza

2.3.1. Mercadoscompletos

SeaM un mercadodefinido sobre el espaciode probabilidad(fi, F, P),

donde£72 = {o~, o»}, F {0, «oi), (o»), t2}, y 1> esuna medidade probabilidadcon

P«oi) > 0, P¼2)>0. Sedefinendosmomentost = 0, 1, y la filtración asociada,3=

í, conFo {0,fl} y Fí = F. Suponerqueesun mercadocompleto,essuponer

queenél senegociandosactivosconvectoresdepagoslinealmenteindependientes.
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Capitulo II Valoraciónenun modelodeun período

Puestoqueuno, y sólo uno, es un activo sin riesgo, supondremosque se

negocia, además un activo con riesgo, de modo que está garantizada la

independencialineal entrelos vectoresde pagosa que dan lugar estosactivos. El

vectordepreciosinicialesserá:

So= ÉL)
y la matrizde pagos,o preciosfinales,tendrála forma siguiente.

con SI(~1»s}(m2), puestoquesólo hayun activo sin riesgo.

En esteentorno,un proyectode inversiónestarádefinidopor el intercambio

dedoscapitales:

{(f0,O), (fr, 1)>

dondef0eRy fí= (fi(o)í), f2(m2)) eR
2.

Seael mercadoM* definido por ¡a incorporacióna M dela negociacióndel

activo ficticio quedaderechoal flujo f
1. PuestoqueM esun mercadocompleto,este

activo ficticio es redundante,o replicable. Una estrategia~ ~ j representala

adquisiciónde ~O unidadesde) activo sin riesgo,y el unidadesdel activocon riesgo,

en el momentot = 0, y venta(o cobro del pagocorrespondiente)enel momentot 1.

Parareplicarel flujo f1, debeverificar el siguientesistemade ecuaciones:

e
0.Q+ r)±0’.SI(o)

11h=fi(o)

00(1+r)+O’.S1(a~2)=f1{w 2)1
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CapítuloLI iZó/oraciónenun modelode unperiodo

Puestoque s1«o1)!=sl(w2), el sistema

estrategiaquereplica el vectorf1:

tieneuna únicasolución, la única

e’— fl(o2~-fJw1

)

El valor la estrategiaen el momentoinicial será:

~ ~(~2).f,(o)J-S~(o)Jfl{o)2) +
(1

quesepuedeescribirdel siguientemodo:

v(e)[s(0)2)SkQ±r)f,<~ S~O+r)-S~%i}f{~j]1

Por simplicidaden la notaciónsedenominaránq~ y q2 los coeficientesde la

expresión anterior:

q2— S%(1+r)-S*o,

)

q,

Se demuestraque, bajo ¡a hipótesis de ausenciade oportunidadesde

arbitraje,estosvaloresdefinenunamedidadeprobabilidad,Q, sobreF, equivalentea

en la forma:

QQ’»)

24 Dos medidasdc probabilidaddefinidas sobrecl mismo espacio(1W> se dicen equivalentessi
asignanprobabilidadno nulaa losmismossucesos.
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CapítuloIJ Valoraciónenun modelodeun periodo

Así, seobservaque. q~+ q~ =1, y demostramosa continuaciónque,bajo la

hipótesisdeausenciade oportunidadesdearbitraje,qi> 0, q~> 0.

Sabiendoque SQ~~)~ ~ supongamosque S(m1)<~I(~2).Entonces,

bajo la hipótesisde ausenciadeoportunidadesde arbitraje,necesariamente,

Efectivamente, si S~(0),)<S1(otj=~kQ+ r), es posible construir una

estrategiadearbitrajeen lvi. La estrategiaO =~~) É~2 verifica:

Va(O) O

y, por tanto, constituyeunaoportunidadde arbitraje.El razonamientoseñaanálogo

si St4+r)=S}«o1)<sl(o)2), con la cartera @ z=[j$>j$si S~«o2).cS«Úl), se

seguiríael mismoprocedimientoparademostrarque,bajó la hipótesisde ausenciade

oportunidadesde arbitraje,debeverificarse:

s~«0)< s~ .(í + r) cS~ Qn,)

Por esta razón concluimos que, bajo la hipótesis de ausencia de

oportunidadesdearbitraje,las diferencias:

+ r)

sXQ + r)- s:«01)

sondistintasde cero,y tienen el mismo signo, por lo queq~ > 0, qz> O, y Q define

unamedidadeprobabilidadsobreF, equivalenteaP, comosequeríademostrar.
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Capítulofi Valoración en un modelo de un periodo

Si denotamos por E0 la esperanzamatemáticabajo la medida de

probabilidadQ, el valor en el momentoinicial de la cartera0, replicantede f1, será:

1 _ EQ[tj

Vo(0)= [Q«n1}fJo),)+Q(w2}f,(c.o2)J—— (i÷r)

A continuaciónsedemuestraque si el precio inicial del activo ficticio que

daderechoafi, ~t,no coincideconel valor inicial de estaestrategia,el mercadoM*

contendráoportunidadesde arbitraje.Obsérveseque las estrategias en M* tienen tres

componentes,dondela primerarepresentaunidadesdel activosin riesgo, la segunda,

unidadesdel activocon riesgo,y la tercera,unidadesdel activoficticio.

Supongamosque 5> \10 (e), dondeO es la estrategiaque replicael activo

ficticio. La estrategia~ = [8* J. consistenteen seguirla estrategiaO, y vender al

descubiertounaunidaddel activoficticio, constituyeunaoportunidadde arbitrajede

tipo II. Su valor inicial, V0(6) - St es negativo, y da lugar a un pago nulo en el

momentofinal. Si ~t< ‘4 (0), seconsigueunaoportunidaddearbitrajede tipo II con

la estrategia~ [~Di). Por el Teorema 1, sabemosque, entonces,existen

oportunidadesde arbitrajetipo 1.
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Capitulo II Valoraciónen un modelodeunperiodo

Haquedadodemostradoquesi el precio inicial del activoficticio, S~, no es

EQ[f,

]

(i + r)’ en el mercadoM* existen oportunidadesde arbitraje. Esto nos permite

afirmar que ésteesel único precioposibleparatal activo. Faltaríademostrarque, sí

éstees el precio,en no existiránoportunidadesde arbitraje. Tal y comosehizo

en valoraciónde inversióncierta,estademostraciónseaplaza,porqueesmásdirecto

contemplarlacomoun casoparticulardela demostraciónanálogacon k estadosde la

naturaleza.

Dado esteresultadoy el Teorema2, sí podemosasegurarque, si existeun

valor parael intercambiode fo y f, quegaranticela ausenciade oportunidadesde

arbitraje en el mercado M*, tal valor será:

EQ[f,

]

Vl~(fj~f1)=jj~+ (l±r)

Si esposiblecalcularel “valor de la oportunidadde invertir” en el proyecto

descritopor los flujos de caja(fo, O) y (fi, 1) seobtendria del siguientemodo:

( EQ[fj]~

Vopo(fo,fi) = + (í + r) >1

Observamos quela forma deobtenerel “valor de la oportunidadde invertir”

coincideconla utilizadaen ambientede certeza,sustituyendoel valor cierto de los

flujos de caja por la esperanzamatemáticade los flujos bajo cierta medida de

probabilidadequivalenteala medidade probabilidadoriginal.
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Destacamosqueel valorde la oportunidaddeinvertir es independientede la

medidade probabilidadoriginal P. En este sentido,se afirma queel resultadono

dependede las expectativasde los inversores, que pueden asignar distintas

probabilidadesa los diferentesestadosde la naturaleza;aunquesi esnecesarioque

los agentesesténde acuerdoen quéestadospuedenpresentarsey [ospreciosque

tomaránlos activosen estosestados.

A continuaciónsepresentaun resultadoquepermite dar significado a la

nuevamedidadeprobabilidad,Q, equivalenteala inicial.

Proposición11.3

Bajo ¡a medidadeprobabilidadQ definidacomo:

S~Qo2)-S~.Q±r) ___________

el precioesperadodel activoconriesgoes S~ (1 + r)

Demostración:

La verificaciónesinmediata,calculandola esperanza:

El valor esperado,bajo la medidade probabilidaddefinida,es el precioque

deberiatenerun activo sin riesgonegociadoen el mercadoconun precioinicial igual

a S~, esto es, igual al precio del activo con riesgo.Estapropiedadde la medidade

probabilidadQ, lleva a que se le conozcaconel nombrede “probabilidadneutral al
,, 25riesgo

25 Obsérvesequelaproposiciónserefieresolamenteal activoconriesgoporqueel activosinriesgola
verifica deformatrivial, porlo quelos dosactivosdel mercadola verifican.
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2.3.2. Mercadosincompletos

Un mercadouniperiódicoes incompletosi se negociaen él un númerode

activosinferior al númerodeestadosde la naturaleza.Enun modelocon dosestados

de la naturalezade mercadoincompleto se negociará,por tanto, un único activo.

Mantenemosel supuestode queexisteun activo sin riesgoy, entonces,ésteseráel

únicoactivonegociado.Suprocesodepreciosserá:

= (s2,s~),con S~I S~—Ál±r)

En estecaso,es imposiblereplicarlos flujos generadospor unainversiónsi

dichosflujos no soncienos.Observamosque:

8~.(l+r) = f’(~t> r$ 80.(l+r)!=f,(w
2) siemprequefí(w¡) !=fi<w2)

pero,si el flujo fi no escierto,necesariamentefi(o)í) !=fi(o)2).

Porno serposiblela replicación,no seobtendráel valor de la oportunidad

de invertir en un proyectocomo en la secciónanterior, siempreque tal proyecto

dependade un flujo aleatorio.Si todos los flujos fi.iesen ciertos,puedeseguirseel

razonamientoutilizadoparavalorarinversiónciertao el razonamientoseguidopara

mercadoscompletos,y sellegaríapor ambosal mismoresultado.

Demostraremosque, sin realizar nuevossupuestossobrelas expectativasy

laspreferenciasdel inversor,es posibleacotarel valarde la oportunidadde invertir

en el proyectodescritopor los flujos (fo,O), (f,, 1), fi aleatorio,del siguientemodo:

~‘0 +mi~«f’Qn1)~f1Qn2)},~~ <Vopo(fo,fi)< yo+É (1+ r) f (í+r)
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SeaM* un mercadodefinidopor la incorporacióna M de un activoficticio

que da derechoal flujo f1 en el momentofinal. Buscamosel precio que debetener

dichoactivo en el momentoinicial paraqueno existanoportunidadesde arbitrajeen

Mt

Si el precio de dicho activo ficticio, S~, fuese mayor o igual que

max{fl Qn1 ), f1 (o> 2

»

+ r) , se generaríanoportunidadesde arbitraje en el mercado.La

estrategiaqueconsisteen comprarS~ unidadesdel activo sin riesgo, y venderuna

unidaddel activo ficticio constituyeunade estasoportunidades.Estaestrategiatiene

un costenulo en el momentoinicial y su valoren el momentofinal, seráno negativo

si sepresentael estadow ¡:

fi (a>,

)

~.(1±r)— f,(o1)=0,puestoqueS0=(it r)

y seráno negativosi sepresentael estado(02:

f4o2

)

S~ .(1+r) — f¡(w2) =0,puestoque~ (1 + r)

siendoestrictamentepositivoen algunode los doscasos,ya quef1(wu> !=f,{w2).

El razonamientoseria análogosi el precio del activo ficticio, S~, fuese

min{f,Qn,i>t(co=»menor o igual que 1 + r) . La estrategiaconsistenteen comprar una

unidad del activoficticio y vender S~ unidadesdel activo sin riesgoconstituyeuna

oportunidaddearbitraje.

Ha quedadodemostradoasí que la pertenenciaal intervalo consideradoes

condición necesaria de ausencia de oportunidades de arbitraje en M*.

Demostraremos,a continuación,quetambiénescondiciónsuficiente.
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Sedemuestraque si severifica:

_____________ f max*Qn1),f’~Qn2

»

(í+r) (1+r)

estágarantizadala ausenciadeoportunidadesde arbitrajeenM*.

Efectivamente,si setrata de construir una estrategiade arbitraje, con 86

unidadesdel activo sin riesgoy con O~ unidadesdel activoficticio que da derechoa

f1, paraque tengacostenulo, debeverificarseque 86 = -el’. S~. El valor de dicha

estrategiaen el momentofinal dependerádel estadode la naturalezaquesepresente.

Así si sepresentael estadoo~,el valor de la estrategiaserá:

mientrasquesi sepresentael estado 2, el valor de la estrategiaserá:

e~. [fi((02) - S~ .(l+r)]

Pero,dadoslos extremosdel intervaloen que seencuentraS~, porhipótesis,

severifica que:

f¡(e1) - S~ .(1+r)>0rsfdw2) - S~ .(l+r) <0

por lo quenuncapuedeconstituirunaoportunidadde arbitraje.

Quedaasí demostradoque se puedeasignar,comovalor de la oportunidad

de una inversión queda derechoa los flujos (fo,0), (f1, 1) en el mercadodescrito,

cualquiervalordel inten’a]o planteado,y no esposibleasignarleningúnvalor queno

seencuentreen dichointervalo.
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2.3.3.Coherenciacon el Teorema deSeparaciónde Fisher.

Enestecaso,sedemuestraque,bajo los supuestosplanteados,el “valor de

la oportunidadde invertir” obtenido es el único compatiblecon la valoraciónen

certezay, así, con el Teoremade Separaciónde Fisher. A continuación,seplantea

estademostraciónparamercadoscompletos,casoen queha sidoposibleobtenerun

valor concreto.

Si el mercadoM es completo,el activo ficticio que da derechoa f1 es

redundanteen Mt Entonces,seráposibleconstruir una carteracuyo valar en el

momentot= 1 no dependadel estadode la naturalezaque se presente,en la que

intervieneel activo ficticio. Si asignamosa esteúltimo el índice f, vemosquepara

que la cartera no tenga riesgo, esto es, su valor no dependadel estadode la

naturaleza,debeverificar:

00(1 + r) + 0’.SI (o») + Otf1&,1) &.<I + r) + 0’. S} (@2) + etf1(i~»)

Tomamos,sin pérdidade generalidad,OtO, 01=1, y obtenemosque la

estrategiaa seguirserá:

e’=(e%e’~e5=Co.í,?2t¾?j

El pago a que dará derecho esta estrategia en el momento 1,

independientementedel estadodela naturalezaque sepresenteserá:
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El valorde la estrategaen el momentoinicial será:

V~(e)=S0 fl(Ú1hfl«0D

A continuación,sustituimosel precio S~ por el valor quedeberíatenerde

acuerdocon el valor del “Vop” obtenido,y llegamos el siguientevalor para la

estrategiaen el momentoinicial:

~,
O f1Qn1)—fÁw2)

FS~(w2)-SkQ±r)f(col

~LS1(w2)-S~(ol) 1 1 <~2

Operando,seobtienela siguienteexpresiónparaestevalor:

[~~«02 ).t«01)—S~(m1).f«02fl 1

j 1+r

Expresadoasí,permiteobservarqueel precio propuestoesel quegarantiza

la proporcionalidadentreel valor de la carterasin riesgo construiday el precio del

activo sin riesgoexigidapor la Proposición11.1. Dicho de otro modo,esteprecio es

el que conducea que el valor en este momento de un pago cierto dentro de un

periodosecalculecomoel valor de dicho pagodescontadoa la tasade interés(sin

riesgo) del mercado;el único precio coherentecon el Teoremade separaciónde

Fisher.
26

Obs¿rvesequeel precio podríahaberseobtenidopor esterazonamiento,construyendouna cartera
libre de riesgo y exigiendo la proporcionalidadde la Proposición 11.1. Esteprocedimientofije el
seguidoparala valoraciónde opcionesfinancieraseuropeasen el articulo pionerode Blacky Scholes
(1973).Merton (1917)utilizó unprocedimientodistinto queseasemejaalutilizado en generalenesta
tesis, procedimientoque se reveló másútil pan planteamientosgeneralestras las aportacionesde
Harrisony Kreps (1979) y Hanisony Pliska(1981).

1

l+r
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2.4. Modelo con k estadosde la naturaleza

2.4.1.Medidas dc probabilidad neutrales al riesgo

Definición (medidade probabilidadneutralal riesgodeun modelo

uniperiódicoconespaciode estadosdiscreto)

Se denomina medida de probabilidad neutral al riesgo de un modelo

uniperiódicoconespaciode estadosdiscreto,y sedenotapor Q, a una función de

probabilidaddefinidasobreel conjuntode estadosde la naturaleza,tal quetodos los

activosnegociadosen el mercado,con precio inicial S~ tienenun precio esperado,

bajodichaprobabilidadigual a S~ .(l+r).

Podemoscaracterizarlas medidasde probabilidad neutralesal riesgo de

distintasformas.A continuaciónsepresentanalgunasqueseránutilizadasdespués.

Unamedidade probabilidadneutralal riesgo, Q, sepuederepresentarpor

unvector:

(Q(w1)~

~

Ir _

Yqk) ~Q(o½}

quevenfica:

S¡.q=So.(l+r)

dondeS~ esla matriz de pagos(o preciosfinales)y So el vectorde preciosiniciales,
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Obsérvesequeno exigimosque la suma de las componentesde q sea 1,

porquesesiguede la primeraecuacióndel sistemade ecuacionesplanteado,asociada

al activosin riesgo.

Paraunasegundacaracterización,utilizaremoscomo numerarioel activo sin

riesgo; recuérdeseque los preciosde los activos en dicho numerariose denominan

preciosdescontados,y serepresentanen cursiva,así:

Sf~ = 1,parat=O,1

S~, parai = 1 m-1; por habersupuestoque

sdo~L.s~t~) parai=l m-l, j=1 k.

Es inmediato comprobarque, en este modelo de mercado,una función de

probabilidad,Q, definida sobre (O, E), es una medida de probabilidad neutral al

riesgosi y solosi verifica:

EQ[Sfl S¿ S~,parai=0,1 m-1

o, de forma equivalente,puestoque S~ es constante,si verifica:

EQ[8-S¿]=0, parai=0,l,...,m-1

dondeEt~ representala esperanzamatemáticabajola medidade probabilidadQ.
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Se representarápor iii el vectorde diferenciasde preciosdescontadosdel

activo i, paralosdistintosestadosde la naturaleza:

S~Qnj-S¿)

Y se representarápor D la matriz que recogeestasdiferenciasparatodos

los activos:

De forma análogasedefinenel vector 15’, y la matriz D, parapreciossin

descontar.

Estaflotación permitecaracterizarlas medidasde probabilidadneutralesal

riesgodel siguientemodo.La funciónQ, definidacomo Q(wi) qi... Q(o,k) qk, es

unamedidade probabilidadneutra)al riesgosi y sólosi verifica:

OERm, q4j

1<

Las medidas de probabilidad neutrales al riesgo están estrechamente

relacionadascon la condición de ausenciade oportunidadesde arbitraje en un

mercado.A continuaciónsepresentaun teoremaen queseenunciaunarelaciónque

en nuestrodesarrolloresultafUndamental.
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Teorema4

En el modelo de mercadouniperiódicocon k estadosde la naturaleza,se

verifica que en el mercadono hay oportunidadesde arbitraje si y sólo si puede

definirsesobre(Q,F) unamedidade probabilidadneutralal riesgoequivalenteaP.

Demostración27

Demostraremos,en primer lugar, que bajo la hipótesis de ausenciade

oportunidadesdearbitraje,existeen el mercadodefinidounamedidade probabilidad

neutralal riesgoequivalenteaP.

Representaremospor 0(8) Vi(O)-yo(O), la variable aleatoria que

representalas gananciasasociadasa la estrategiaO, y por GI?O# V
1(6)-Vo(O), la

variablealeatoriaque representalas gananciasdescontadas.Estasvariablespueden

expresarseen funciónde las matricesde diferenciasdeprecios,en la forma:

G(8)=O’.D G(0)=O’.D

Parademostrarel Teoremautilizaremosel siguienteresultado.

Lema11.1

Existenoportunidadesde arbitrajesi y sólo si existealgunaestrategiae tal

quelas gananciasdescontadasseanno negativasen todoslos estadosde la naturaleza

y estrictamentepositivasenalgunode ellos.

27 La demostmciónquesepresentaa continuaciónestábasadaen el articulode Taqquy Willinger

(1987).
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DemostracióndelLema11.1

En primer lugar, supongamosqueexisteunaoportunidadde arbitraje.Esto

significaqueexiste8, tal que, yo(O) = 0, V1(e) =0, paratodo o~, y existeo~ tal que

V1(O)>0,paraj=1 k

Para esta estrategiase podrá realizar la afirmación análogarespectodel

“valor descontado”,estoes, verifica que yo(O) zzVdO) = 0, Vi(O) = v1(o

)

=0, para
(1+4

v1(e

)

todo ó~, y existe w~ tal que V1(0) (1+ r) ~ paraj= 1,...,lc

Teniendoen cuentaque G(8) = V1(O) - v0(e), quedademostradoque si

existe una oportunidadde arbitraje, existe una estrategiaO tal que las ganancias

descontadasson no negativasen todos los estadosde la naturalezay estrictamente

positivasen algunodeellos.

Parademostrarla implicacióninversa,supongamosqueexisteunaestrategia

O tal quelas gananciasdescontadasasociadasverifican que0(0) =0, paratodo w~, y

existe w~ tal queG(0)>0,paraj=

Construimosentoncesunanuevaestrategia,p del siguientemodo:

(p’ = O’ parar4,.. .

¡=1 ¡=1

EsevidentequeVo«p) = VoQp)= 0. Tenemosasíque:

V1Qp)= J%Qp) + (JQp) G«p).
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Porotro lado,GQp) = 0(0),puestoque = Sg.

Así, aseguramosque existeuna estrategiacp con VoQp) Vo(9) 0, que

verifica Vi(’:p) =O, paratodo oj, V¡Qp) > O paraalgún (Ú1, j = 1,...,k; y por tanto

verifica ViQp) =0, paratodo w~j, Vi«p) > O paraalgúnO)~, j 1 ,...,k y constituyeuna

oportunidadde arbitraje.Conello, quedademostradoel lema.

Por el Lema11.1, sesabequehayoportunidadesde arbitrajesi y sólo si:

~8cR”’I0’.D=O y 0kD.e>O~ParaejjjcRk

o, equivalentemente:

]OeR
mIO’.D=O y 0’.(D.(-e))CO.

Esto es, hay oportunidadesde arbitraje si y sólo si O’.(D.(-e)) =O no es

desigualdadderivadadel sistemaO’ .D = 0. Consecuentemente,hay ausenciade

oportunidadesde arbitrajesi y sólo si O ‘.(D.(-e)) =O esdesigualdadderivadadel

sistemaO’.D=0.

De la aplicación del lema de Farkas, se sigue que hay ausenciade

oportunidadesde arbitrajesi y sólo si:

] ~ = e tú tal que ; =0,paraj l,...,k y D.% (D.(-e))
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CapítuloII Valoraciónenun modelodeunperíodo

Por lo tanto,bajo la hipótesisde ausenciade oportunidadesde arbitrajeserá

posible construir una medida de probabilidadneutral al riesgo equivalentea la

medida P, esto es, que asigneuna probabilidadestrictamentepositiva a todos los

estadosde la naturaleza,del siguientemodo:

l+it.
1

k ,parajl,...,k
k+Z1t3

j=l

Efectivamente,Q defineunamedidade probabilidadequivalentea P, puesto

queverifica:

7C
k =0,puestoque tj =0,paratodoj=1 k

k +
j=I

XQ(enYl
j=1

Esta medidade probabilidadesademásneutral al riesgo.Parademostrarlo,

bastaobservarla relaciónentrelos vectoresq y ~t:

1
k

~j=1

Aplicando la condición del Lema de Farkas, bit (D.(-e)), se comprueba

inmediatamentequeverifica el sistemadeecuaciones:

D.q O

Queda así demostradala primera implicación del Teorema 4. La

demostraciónde la implicacióninversaesinmediata.
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Efectivamente,si existeunamedidade probabilidad,Q, equivalentea P y

neutralal riesgo,paracualquierestrategia,O, severificaque:

yo(O) t6’Sb = Xe’t—I—-$(mJQ(w~)=
i=O i=O 1

l+r

ConQ(§~)>0, paratodojl,...,k

El valor inicial se obtiene como combinación lineal, con coeficientes

estrictamentepositivos, de los valores finales para los distintos estadosde la

naturaleza.Por lo tanto, dadaunaestrategiacon valor inicial nulo y valor final no

negativo,estoesuna estrategia O que verifica:

Yo(O) O

=o,paratodoyrí~..,k
¡=0

necesariamentedebetenervalor final nulo:

~e’S~(o3)=o,paratodoj=í k
¡=0

por lo que no esposibleconstruirunaestrategiade arbitraje,y quedademostradoel

Teorema.

Los teoremasque, comoeste, relacionanla ausenciade oportunidadesde

arbitrajeconla existenciade medidasde probabilidadneutralesal riesgose conocen

en la literaturafinancieracomo“teoremasfundamentales”.
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2.4.2.Valoración en un mercadocompleto

Se analizaráahorala valoraciónde inversiones,cuandoel único mercado

financiero,M, esun mercadocompleto,definidoparaun soloperiodo,conk estados

de la naturaleza,sin oportunidadesde arbitraje.Esto implica quesenegocianen él k

activoscon precios linealmenteindependientes.En esta situaciónel problemade

valoración se resuelve sin dificultad, a partir del resultado que se presenta a

continuación.

Proposición11.4

En un modelouniperiódico,sobremercadocompletocon k estadosde la

naturaleza,libre de arbitraje,existeunay sólounamedidade probabilidadneutralal

riesgo.

Demostración:

Por las caracteristicasdel mercado,la

oSI
1

si
51= S~

(1 + r)

sr(01)

(1+ r)

S~(~)

5k.1(o))

matriz de pagoses cuadraday no

(1+r)

S~Qnk)

de probabilidadneutralesal riesgo:y el sistemade ecuacionesquedefinelasmedidas

S~.q=So. (Nr)

tiene unaúnica solución que, por el Teorema 4, sabemosdebe representaruna

medidade probabilidadneutral al riesgoequivalenteaP.

singular:
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Enestemodelo,un proyectode inversiónvendrádadopor los flujos decaja

(fo, O) y (fi, 1), donde~ seráun valor real y f1 una variablealeatoriadefinidasobre

O. Seael mercadoM*, definido por la incorporacióna M de la negociaciónde un

activo ficticio quedaderechoal cobroen el momentofinal de f1.

Proposición11.5

En el mercadoM* hay ausenciade oportunidadesde arbitrajesi y sólo si el

precioinicial del activoficticio, S~, esel siguiente:

E~[f,

]

(í + r)

dondeQ esla única medidade probabilidadneutral al riesgodelmercadoM.

Demostración:

Sedemostraráen primer lugarque, si el precio no eséste,en el mercadoM*

existenoportunidadesde arbitraje.

Por ser el modelo completo, siempreseráposibleencontrarunaestrategia,

conlos activosde M, querepliqueel pago fi. SeaO unaestrategiaen M, cuyo valor

en el momentofinal, coincidaconf1 paratodoslos estadosde la naturaleza:

fi =VdO>=8’.S¡

Puestoque Q es la única medidade probabilidadneutralal riesgode Iv!,

paratodo í = 0, 1,.,., m-l, severifica:

1 rIeti
o

dedonde,

1Yo(O)= —.EQ
1+r
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Pero,como sehavisto, el valor final deO coincideconel flujo f1, por lo que

el valor inicial de la estrategiaO seráel siguiente:

EQ[fII

Vo(O)= (l+r)

Para concluir esta parte de la demostración,basta observar que si la

estrategia9 y el activo ficticio no tienen el mismo valor inicial, en M* existen

oportunidadesde arbitraje. Obsérveseque el razonamientoque se presenta a

continuacióncoincideconel análogoparadosestadosdela naturaleza.

SupongamosqueS~>½(0). La estrategia

(90>

tu)
de M*, consistenteen

seguir la estrategiae, y vender en descubiertouna unidad del activo ficticio,

constituyeunaoportunidadde arbitraje de tipo II. Su valor inicial, V0(9) - S~ es

negativo,y da lugaraun pagonulo en el momentofinal, Si 5~<
11o (O), se consigue

unaoportunidadde arbitrajede tipo U conla estrategiap = o ) Pot el Teorema

1, sabemosque, entonces,existenoportunidadesde arbitrajetipo 1.

La implicación inversaes inmediata:veremos,a continuación,que si el

precio inicial del activo ficticio es el indicado, S~ EQ[fI] la medida Q es una
(i +

probabilidadneutralal riesgoequivalenteaP parael mercadoM*.
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Capitulo II Valoraciónen unmodelodeun periodo

Se sabeque Q es una medida de probabilidadequivalentea P, y quees

neutralal riesgoen el mercadoM; por lo tanto, paratodo i = O, 1, ..., m-1, severifica:

EQtS;j
St = _____

~

Paraque,además,seaneutralal riesgoenel mercadoM*, bastaquetambién

SI = f1~ ~ s~— EQLfIIverifiquetal propiedadel preciodel activoficticio. Puestoque ( + 4’

podemosescribir:

EQLSf1
~ (i + r)

Observamosasi que todos los activos, incluido el ficticio, verifican esta

relaciónentre precio inicial y final. La medida Q es una probabilidadneutral al

riesgoequivalenteaP parael mercadoM*. Por el Teorema4, podemosconcluirque,

entonces,el mercado M* no contiene oportunidadesde arbitraje. Queda así,

completamentedemostradala proposición.

La primeraimplicación demostradaes la generalizaciónde los resultados

presentadosen la sección2.3.1, sobrevaloraciónde inversiónenun modelocondos

estadosde la naturalezay mercadocompleto.Los resultadosobtenidosparael caso

particular de dos estadosde la naturaleza,se mantieneny, se completancon la

implicaciónen sentidocontrario.
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El procedimientode valoraciónde un flujo coincide con el utilizado en

ambientede certeza, sustituyendoel valor cierto del flujo futuro por su valor

esperadobajola medidadeprobabilidadneutral al riesgo.Así mismo, severifica que

el valor obtenido no dependede las preferenciasni de las expectativasde los

inversoresy es el único valor coherentecon el Teoremade Separaciónde Fisher.

Teniendo en cuentaeste resultado,y el Teorema 2, el valor de mercado del

intercambioentrelos flujos (f0,O) y (f1,l) seráel siguiente:

EQW

]

Y1o(fo,f1)=f~+ (í+r)

y el valorde la oportunidadde invertir endichointercambioserá:

( E4f1]Y
Vopo(fo, f1) ¿

(1+r)

2.4.3.Valoración en un mercado incompleto

Dentrode la valoraciónen un modelo de un periodo setrata por último el

caso de que el mercado financiero, M, sea incompleto. El número de activos

negociadoen el mercado,m, esmenorqueel númerode estadosde la naturaleza,k.

Como consecuenciade ello, existenpagosque no puedenser replicadospor una

estrategiaen M. Puestoquesuponemosausenciade oportunidadesde arbitrajeen Ni,

estágarantizadala existenciade unamedidade probabilidadneutral al riesgo, pero

no su unicidad, comoen el casode mercadoscompletos,porquela matriz de pagos

del mercadoM tiene un númerode filas linealmenteindependientes,m, inferior al

númerode columnas:

(l+r) (l+r) (1+r)
s~(w~) S~(w2) S~(wk U

S1= S~ = S~(o~) S~&o2)
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De hecho puede demostrarse que el sistema de ecuacionese inecuaciones

quedefinelas medidasde probabilidadneutralesal riesgo:

Si.q=So.(l+r) con q=O

tieneinfinitassoluciones,de las que,al menosuna, seráequivalenteaP.

En un mercadoincompletopuedendefinirsepagosen el momentofinal que

no puedenreplicarsey otrosenlos queesposiblela replicación.Seobservarácómo,

en el casode queexistareplicación,el problemade valoraciónse resuelveigual que

en el caso de mercadocompleto, pero no ocurrirá así cuando no exista ninguna

estrategiaquerepliqueel flujo futuro.

Supongamosque se trata de analizarun proyectodefinido por los flujos

(l~,O) y (f1,l), dondef1 esreplicableen el único mercadofinancieroMI, aunqueeste

es incompleto. Sea M* el mercado definido por la incorporación a M de la

negociacióndeun activo ficticio queda derechoa] flujo fi -

Proposición11.6

En el mercadoM* hayausenciade oportunidadesde arbitrajesi y sólo si el

precio inicial del activoficticio, S~, esel siguiente:

EQ [f1

]

(í+r)

dondeQ escualquiermedidade probabilidadneutralal riesgodeM.

Demostración:

Demostraremosen primer lugar que, si el precio es otro, en M* existirán

oportunidadesdearbitraje.
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ObsérvesequeparacualquierestrategiaO, de Ni, y paracualquiermedidade

probabilidadneutralal riesgode Ni, severifica queel valor inicial de la estrategiaes

la esperanzaen Q del valor final de la misma:

= te’ 5, ~e’±shi(wi>Q(~) —

i4) 1—O 3

— -2—.~ ~ s~(w3)Q(w3) = EQ[VÁOfl
1+r ~ 1+r

Si O replica el pago fi, fi = Vi(O), y por tanto, para toda medida de

probabilidadneutral al riesgode M, Q, severifica:

E0[t

]

Bastaentoncesrazonar,igual queen la demostraciónde la proposición11.5,

que si el activo ficticio y O no tienenel mismo valor inicial, en el macadoM*

existenoportunidadesde arbitraje.

La demostraciónde la implicación inversaconsisteen observar,de nuevo

E
comoen la demostraciónde la proposición11.5,que, si S~ ~ dondeQ esuna

(1±4’

medidade probabilidadneutralal riesgode M, resultaserlo tambiénde Ni*. Puesto

queen M existeunamedidade probabilidadneutral al riesgoequivalentea 1’, Q, si

EQ[fj

— ( + ~ existiráen M* también.Conello, quedaprobadoque,entonces,en M*

no existenoportunidadesdearbitrajey quedademostrada¡a proposición.
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El valor de mercadodel intercambiode los flujos (fo, O) y (ft,l), dondef~ es

replícable,será:

E~fr, 1
Vldfa,f¡)fo+ (l+r)

paracualquiermedidade probabilidadneutralal riesgo,Q.

Definido un proyecto por los flujos de caja (fo, O) y (f,,1), donde f, es

replicable,el valor de la oportunidadde invertir en el mismoserá:

EQ fr, jy
Vopdfa, fi) = + (i±r)

)

paracualquiermedidade probabilidadneutral al riesgo,Q.

El problema de calcular el “valor de la oportunidadde invertir” en un

modelodeun periodoquedaresueltoenel casoen queel flujo futuro esreplicableen

un mercadofinancierosin oportunidadesde arbitraje,tantosi escompletocomosi es

incompleto.

Mayor problema se encuentrasi se trabaja con un pago f1 que no sea

replicable.En estecasono esposibletrabajardel mismo modo,sinoquesebuscará

la acotación más precisa posible del valor de un intercambio financiero, que

mantengala independenciade las expectativasy de las preferenciasdel inversor.

Paraello, definimosel mercadoM* por la incorporaciónaM de la negociacióndeun

activo ficticio que da derechoal flujo f1, no alcanzableo replicable en Ni. En este

casoseobtieneel resultadoque sepresentaacontinuación.
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Proposición11.7

En el mercadoM* hay ausenciade oportunidadesde arbitrajesi y sólo si

S~, precioenel momentoinicial del activoficticio, perteneceal siguienteintervalo:

Sk(ff,fí’tlnixn EQIfII rnax EQ[f!¡

)

k Q (i-f-r)’ Q <1+4)

dondeQ esunaprobabilidadneutralal riesgodelmercadoMI.

Demostración:

Se demostraráen primer lugar que si el precio del activo ficticio no

perteneceal intervalo indicado,enel mercadoNi* existenoportunidadesde arbitraje.

Con esta finalidad, razonamosdel siguientemodo: dado el pago f1, no

alcanzableen MI, siempreexisteunacarteraO de Ni tal queV1(O) =f1 paratodos los

estadosdela naturaleza.Esteresultadoesobvio; bastaproponerla siguientecartera:

— ma; f1%

)

(1±r)

O> = O, paratodo i=l,2~ .

Obsérveseademásque si f1 no es alcanzable,paracualquiercarteraen que

V1(O) =f1 paratodos los estadosde la naturaleza,severificaráque V1(0) > fi para

algúnestadode la naturaleza.

Paraqueno existanoportunidadesde arbitrajeen M* es necesarioque el

precio en el momentoinicial, S~, del activo ficticio queda lugar al pago f1 en el

momentofinal, seaestrictamentemenorque el valor inicial de una carteraO de Ni

queverifique:

V1(6) =fi paratodoslos estadosdela naturalezay

V1(O) > f1 paraalgúnestadode la naturaleza.
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Si no Ibera así siempreseríaposible construir una carterade arbitrajeen

M*, adquiriendola carteraO y vendiendov0(o) unidadesdelactivoficticio.
fSo

La cotasuperiormínimaquesepuedeconseguirpor esterazonamientopara

el preciode un activoqueda derechoen el momentot = 1 al pagof1, no alcanzable,

esel valoróptimodel siguienteprogramalineal (Pi):

MIinimo O’. so

SujetoaO’. Sdq,)=fi«o~)

paratodoj=1,...,k.

dondeO’ representael vectortraspuestodeO, estrategiade M.

Obsérveseque, por el hecho de trabajar con fi no alcanzable,está

garantizadoqueSxQoj) > fí(w1) paraalgúnj = 1 k. Aplicando el razonamientode

arbitraje planteado,observamosque la cota superior determinadano puede ser

igualadaporel precio delactivo.

Por un razonamientoanálogopodemosidentificar un conjunto de cotas

inferioresqueno puedenseralcanzadaspor el precio de dicho activo. La mayorde

estascotasque puededeterniinarsepor un razonamientode arbitraje es el valor

óptimodel siguienteprogramalineal (P2):

Máximo O’. So

SujetoaE>’. SíQo~)=fí(cn~)

paratodoj = 1 k.
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Se puedeasegurar,además,que el óptimo de los programasplanteados

existe,ya que los conjuntosfactiblessonno yaciosy convenientementeacotados.Si

denominamos9** a la estrategiaóptima del primer programaplanteadoy O~ a la

estrategiaóptimadel segundo,se verifica quesi el precio del activo ficticio, S~, no

perteneceal intervalo abierto (6*’. 5<> , 9** ‘So), en MI* existen oportunidadesde

arbitraje. Veremosa continuaciónque0~’.So fi, y 0Nc~~’% = f,t, con lo que

quedaráprobadala proposiciónen estesentido.

Puesto que estos programastienen solución, también la tendrán sus

programasduales, y los valores óptimos de éstos coincidirán con los del primal

correspondiente.Por lo tanto, podemosafirmar que0* * ‘~ S
0 es el valor óptimo del

siguienteprograma,dondeucRk:

Máximo f1 ‘.u

SujetoaSi.u= So

u =0

y Os’.So esel valor óptimodel programa:

Mínimo t~ ‘.u

Sujetoa S1.u= So

u=0
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La interpretaciónde los programasanterioresresultamássencillarealizando

un cambio de variable. Así, si hacemosq = u. (1-fr), el planteamientoanterior

quedaríaescritodelsiguientemodo:

O**%So esel valor óptimodel programa(Di):

Máximo .f¡ ‘.q

1 + r

Sujetoa S~.q So.(1+r)

q> O

9*50 esel valor óptimodelprograma(1)2)

1
Mínimo ——.fí’.q

1 i-r

Sujetoa 51.q= So.(l+r)

q=O

El conjuntofactiblede los programasD1 y D2 es el mismo, y estáformado

por el conjuntode vectoresq~Rkquerepresentanmedidasde probabilidadneutrales

al riesgo del mercadoM. Obsérveseque estasmedidas no son necesariamente

equivalentesa P, puestoquepuedenasignarprobabilidadnula a algúnestadode la

naturaleza.

El Teorema4 señalala existenciade unamedidade probabilidadneutral al

nesgoequivalentea P como condición necesariay suficiente de ausenciade

oportunidadesde arbitraje.Por la hipótesisde ausenciade oportunidadesde arbitraje

deM, el conjuntode medidasde probabilidadneutralesal riesgode MI no esvacio,y

no lo es el conjunto de solucionesfactibles de los programasDi y LI2. Podemos

llegaraestamismaconclusiónpor la relaciónentrelos programasprimal y dual.
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Ademásde tenerel mismo conjunto de solucionesfactibles, los programas

dualesplanteadostienen la misma función objetivo. Dicha función representael

valor esperadodel flujo f1 descontadoun periodo, bajo distintas medidas de

probabilidadneutralesal riesgo,estoes:

E~fr, ji
(í + r) dondeQ esuna medidade probabilidadneutralal riesgo.

En el óptimo, Los valoresde la función objetivo de los programasduales

coincidenconO<’
4”.So, 9*’50 y dichovalortendrála forma:

(í+ r)

8*So — EÁt

]

(í-i-r)

dondeQ**, Q* representanlas medidasde probabilidadneutralesal riesgoparalas

quesealcanzael óptimoenlos programasplanteados.

EQ,frI] EQ[f>

]

Sustituyendo}í + rj> por su significado,
9~n (í±j’ Q neutral al nesgo,

____ EQfr

]

observamosquesetratadelvalor fi. Análogamente,EQ*fr, 1, o bien max (í + 4’ <>
(l+r)

neutralal riesgo,esel valorf1 ~. Quedademostrado,comosepretendíaque:

e*’.so=tv

con lo que quedademostradoque, si el precio del activo ficticio no perteneceal

intervalo(fI, f1~), en el mercadoM* existenoportunidadesdearbitraje.
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A continuación se demuestrala implicación inversa, por reducción al

absurdo.Supongamosque S~c (fi, U) y en el mercadoM* existenoportunidades

de arbitraje.

Unaestrategiade MI* tendrála forma (j~f jJ. con O e Rm, 0~eR, Obsérvese

que, puestoqueenM no existenoportunidadesde arbitraje,en cualquierestrategia

queconstituyaunaoportunidadde arbitraje de M*, deberáestarincluido el activo

ficticio, estoes,e’ !=O.

Entonces,si en M* existenoportunidadesde arbitraje,existirán O E Km.

e’ew ~Í *0, talesque:

o’. &±e’.sS~=o

No es necesarioexigir la desigualdad estricta eí algún estado de la

naturaleza,puestoquef
1 no esalcanzable.

De aquí se sigue que la existencia de oportunidades de arbitraje en MIt,

1
implica queexiste p — - — O e R’” queverifica:

(f3.S0-Sg=O

o equivalentemente:

VoQp>

y además:

93



CapituloII Valoraciónenun modelode unperiodo

Entonces,si O~’ < O, la estrategia9 perteneceal conjunto factible del

programaprimal de minimización(Pi), por lo queseverificaráqueYo@p)=f1
t. Pero

Vo(9) St, parloquecontradicenuestrahipótesisinicial de que 5~< f
1~

Análogamente,si 9~> O, la estrategia~ perteneceal conjuntofactible del

programaprimal demaximización(P2),por lo queseverificaráqueVoQp) =fi. Pero

VoQp) — S~, por lo quesecontradicenuestrahipótesisinicial de que 5> fi, y queda

demostradala Proposición.

SeaM un mercadodeun periodoconk estadosdela naturaleza,incompleto,

sin oportunidadesde arbitraje;y M* un mercadodefinido por la incorporacióna M

de la negociaciónde un activoficticio queda derechoal flujo f1. Sehanobtenidolos

preciosquepuedetomarel activoficticio paraque en Ni* no existanoportunidades

de arbitraje,dependiendode queel flujo f1 fueseo no replicableen M. Sepresentan

aquí estosresultados,paracomentarlosconjuntamente.

Si f1 no es replicable,es condición necesariay suficientede ausenciade

oportunidadesde arbitrajeen M* queel precio del activo ficticio, S~, pertenezcaal

intervaloabierto:
(fi f1~) =

1miti EQ[fl] ____

~Q (í+r}’ Q

dondeQ representalas probabilidadesneutralesal riesgode MI.
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Si fi es replicable, es condición necesariay suficiente de ausenciade

oportunidadesde arbitrajeen M* queel preciodel activo ficticio, S~, tomeel valor:

EQ[fI

]

dondeQ representalas probabilidadesneutralesal riesgode M.

Paracompararla condicióndel casode que no seareplicabley del casoen

que si lo sea,escribimosestaúltima en forma de intervalo: Si f1 esreplicable es

condiciónnecesariay suficientede ausenciade oportunidadesde arbitrajeen M* que

el preciodel activoficticio, S~, pertenezcaal intervalocerrado:

U Ejf>I EQIfII

[fi’ fi~] = Ltn 1+r)~m~(i+r)]’

donde Q representa las probabilidades neutrales al riesgo de M. Obsérvese que,

puestoquef1 esreplicable,f( = fV, y esteintervaloes en realidadun solo valor. El

intervaloabiertocorrespondientesedael conjuntovacío.

No es posible, entonces,enunciarunacondición suficientede ausenciade

oportunidadesde arbitraje en Ni*, común a los casos de flujos replicablesy no

replicables.Si podriaenunciarseunacondiciónnecesariacomúna los doscasosque

sepresentanen mercadosincompletos:paraquehayaausenciade oportunidadesde

arbitraje en M* es necesarioque el precio del activo ficticio, 5, pertenezcaal

intervalocerrado:

[. EQfr>] EQffW

[fI, f1>] = ~ (l±r)~
mtX(i±r)j’

dondeQ representalas probabilidadesneutralesal riesgode M.
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Esta condición es necesariapara amboscasos, y así se presenta,por

ejemplo,en Pliska(199T>.Es más,estacondiciónestambiénnecesariaenel casode

mercadocompleto.Dehecho,la condiciónplanteadaesnecesariay suficienteparael

caso en que exista replicación, bien sea el mercado completo o incompleto28;

mientrasqueen el caso de que no exista posibilidadde replicaciónes solamente

necesariay, como se ha visto, es posible enunciaruna condición necesariamás

restrictivaque,ademásessuficiente.29

La conclusión a la que llegamos es que, en el modelo trabajado, la

diferenciafundamentalpara la valoraciónestá en el hecho de que los flujos sean

replicables o no. Diferenciando estos dos casos, siempre es posible enunciar

condicionesnecesariasy suficientesde ausenciade oportunidadesde arbitrajeen

M*.

La diferenciaentreambosconsisteen que, cuandohay replicación,el precio

debeestaren un intervalo cerrado, que en realidadesun solo valor, mientrasque

cuandono hay replicación, el precio debeestaren el abierto correspondiente,que

seráun intervalo no vacio. Otra forma dever la diferenciaentrelos dos casoses la

siguiente:cuandoexiste replicación,el precio de los activospuedecalcularsecomo

la esperanzamatemáticadel precio final descontado,bajo cualquier medida de

probabilidadneutral al riesgo.Además,siempreseobtendráel mismovalor. Cuando

no existe replícación,encambio,si sesigueel mismoprocedimiento,seobtieneque

algunasmedidasneutralesal riesgodan lugara preciosqueprovocanoportunidades

dearbitraje.Esteresultadoescoherentecon el Teorema4, quese referíaúnicamente

a las medidasde probabilidadneutralesal riesgoequivalentesaP.

~ En amboscasos,el intervalocerradoes,de hecho,un solovalor.

29Noconozconingunafluente,antenoraestaTesis,en queseenuncietal condición.
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Concluimos,así,quela existenciade unamedidade probabilidadneutral al

riesgono garantizala ausenciade oportunidadesde arbitraje, si no esequivalentea

P. Obviamente,lasmedidasQ* y Q** no seránequivalentesaP; seobservatantopor

la afirmación anterior, como directamentepor los programaslinealesde que son

solución. A continuaciónse presentauna proposiciónqueestablecela relaciónque

existeentrela existenciade oportunidadesde arbitrajey de medidasdeprobabilidad

neutralesal riesgo,no necesariamenteequivalentesaP.

Proposición11.8

En un modelouniperiódicoconk estadosdela naturaleza,severificaque en

el mercadono hay oportunidadesde arbitrajetipo II, si y sólo si puededefinirse

sobre (Q,F) una medida de probabilidad neutral al riesgo.30

Demostración:

La demostraciónes una aplicación inmediata del lema de Farkas. La

ausenciade oportunidadesde arbitraje tipo II, planteadaa partir de los precios

descontadossignificaque:

VecRk, e’.s
1=o ~> o’s0=o

Pero, de acuerdocon el lema de Farkas,podemosenunciarla siguientecondición

necesariay suficientede que01S0=O seadesigualdadderivadade6’.S1=0:

B q eRk, q =0tal queq’.S1 So

Y podemosobservarqueel vector q define unamedidade probabilidadneutral al

riesgo.Queda,así,demostradala proposición.

30ftecuérdescel Teorema1 (seccián2.3.3dcl CapItulo1) encuantoquelaexistenciadeoportunidades

de arbitrajetipo 11 implica la existenciade oportunidadesde arbitrajetipo 1, pero el reciprocono es
cierto.
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Se sigue de forma directa que, si se trabaja exigiendo únicamentela

ausenciadeoportunidadesde arbitrajedetipo II, sí esposibleenunciarunacondición

necesariay suficienteúnicaparatodos loscasosplanteados.SeaM un mercadode un

periodoconk estadosde la naturaleza,sin oportunidadesde arbitraje,y seaM* el

mercadodefinido por la incorporacióna M de la negociaciónde un activo ficticio

que da derechoa un pago fi en el momentofinal; entoncesen M* hay ausenciade

oportunidadesde arbitrajede tipo 11 si y sólo si el precio inicial del activo ficticio,

Sí
~ perteneceal intervalo cerrado:

f~] ~ EQ[f1] tnax EQ[f1flLt~ (í±r)’ Q (í±r)j’

dondeQ representa las probabilidades neutrales al riesgo de MI. Hay que resaltar que

si se puede replicar el flujo f, el intervalo seré, de hecho,un único valor. En

cualquiercaso, el procedimientoutilizado en la Tesisparavaloraresgarantizarla

ausenciade todas oportunidadesde arbitraje (tipo 1 y tipo II), por lo que la

proposición11.8y susconsecuenciasconstituyenunaaclaración.

Un proyectode inversiónquedadefinido por unos flujos de caja(~,O) y

(f1,1), dondef0 esun valor realy f1 unavariablealeatoriadefinida sobre(1. Si f1 es

replicado por una estrategiaO. el valor de la oportunidad de invertir queda

completamentedeterminado. Se encuentrauna aplicación de esta consideración

conjuntade mercadoscompletose incompletos,si hay replicación, en la valoración

de inversióncierta. Así, esahorainmediatodemostrarla implicación inversade la

proposición11.2.
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Partimosdel mercadoM, sin oportunidadesarbitraje,en que existeun activo

sin riesgo, con procesode precios S~ =1, S7z=l+r. Entonces,un flujo cierto (f1,1)

siempreseráreplicado,en el mercadoM, por la estrategia~0 — , & o, para

1+r

todo i =1 m-l, SeaM* el mercadodefinido por la incorporación a M de la

negociaciónde un activo ficticio que da derechoal flujo f,. Se signede lo anterior,

queexiste,parael activoficticio, un precio, y sólouno, quegarantizala ausenciade

oportunidadesde arbitrajeen M*. Eseprecioes:

Sf~~
~‘ l+r

Se ha llegado a la conclusión de que si el flujo futuro es replicable el

problemadevaloracióndeuna inversión,quedacompletamenteresuelto;no sepuede

afirmar lo mismo si el flujo no es replicable. Para el valor de un flujo no replicable,

esposibledeterminarun conjuntodevalores,conindependenciade preferenciasy

expectativasy todoscoherentesconel Teoremade SeparacióndeFisher.El conjunto

devaloresestádefinidoporel intervalo:

(ff,ftF)=jjmini~Q%], niaxEQ[fI]j

Puestoqueno es posible encontrarun valor concretopara el flujo, no se

puedeaplicardirectamenteel Teorema2 paraagregarel precio de los dasflujos. En

este caso, sin embargo.,no seplanteaningún problemapuestoqueel flujo f6 está

definido en el momentoinicial y puede considerarsepartedel precio inicial del

activo ficticio que da derechoal flujo fi. El valor del intercambioseráel excesode

precio sobref~, quees necesariopagarpor el activo ficticio, en el momentoinicial,

paraqueen no existanoportunidadesde arbitraje.
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Es inmediatoqueel excesode preciodebeperteneceral intervalo:3’

(f
0+fg,f0+f1F)= ~{fo+ min~j0+max EdtIj

La regla de decisión quedaríadefinida del siguiente modo: si todos los

valores del intervalo son positivos la inversión es recomendable,el valor de la

oportunidadde invertir tomaríalos mismosvaloresque el valor de mercadodel

intercambio:

QE

Vopo(fo, fi) e ±min(Qfl , t%+max~QV4jJ
Si todos son negativos, la inversión no es aconsejable.El valor de la

oportunidadde invertir es cero.

Si el intervalo contiene valores positivos y negativos, el valor de la

oportunidadde invertirperteneceriaal intervalo:

Vopo(fo, f1) e f0 + max

En el casode una inversiónque dependade un flujo no replicable,quede

lugar a un intervalo de preciosquecontienepreciosnegativosy positivos, no se

puedetomarunadecisiónúnica conel criterio definido. Sedanecesarioutilizar otros

criterios que necesariamentedependeránbien de las preferencias,a través de la

medidade probabilidadP quecorrespondaal inversor; bien de lasexpectativasde los

inversores,atravésde su thnciónde utilidad.

31 Recuérdese quef0 tienenecesañamentesigno negativo.
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Capítulo III

Valoración en un modelo de múltiples

periodos

1. VALORACIóN DE INVERSIÓN CIERTA

1.1. Modelización de un proyecto de inversión

Una inversión cierta. esto es, con activos cienos e inversor pasivo, quedaría

modelizadapor la entregade un conjunto de capitales,a cambio de los cualesse

recibiría otro conjunto de capitales. Tomando con signo negativo los capitales

entregados,la inversiónpuederepresentarsepor un conjuntode flujos de cajanetos

convencimientoen los sucesivosmomentosde tiempoconsiderados.

{(tt,0),(f1, 1) (h,T)}

Puestoquelos recursossonciertos,E c R, paratodo t = 0, 1 1. Puesto

que el inversorespasivo, la inversiónno recogeopcionesreales,salvo la inicial de

invertir o no invertir.
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1.2. Oportunidades de inversión financiera

Supondremosun mercadofinanciero,M, en quesenegocianm activos,con

procesosde preciosW { ~t }t=o,i T, parai = 0, 1, ..., m-l. Las estrategias,comohan

sido definidasen el capitulo 1, representaráncantidadesmantenidasde los activos.

Seránprocesosen R”’, e ={et}t~i , siendoO~ . Supondremosqueen estei0Ti)
mercadono existenoportunidadesdearbitraje.

o (-o ~ISe supondráque el precio fhturo del activo sin riesgo, 5 = p
~O.1.. .T no

dependedel estadodela naturalezaen queseconcreteel entorno,estoes,su proceso

de precios es cierto. Esta restricción lleva a que la “actividad” del inversor al

intercambiarrecursosciertos no tenga ningún valor, por lo que se identificará

inversión con recursosciertos e inversión cierta (recursosciertos con inversor

pasivo).En el capitulo1V sepresentará,comogeneralización,el estudiode mercados

con tipos de interésestocásticos,que daránlugar a intercambiode recursosciertos

coninversoractivo.

Como ya seobservóen modelosde un periodo,paravalorar inversiones

ciertasno esnecesarioconsiderartodas las oportunidadesde inversiónfinanciera;

bastaconocerlos intercambiosde recursosciertosque seproducenen el mercado.El

fundamentoseencuentraen el siguienteTeorema,quepuedecontemplarsecomouna

generalizaciónde la proposición11.1.
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Teorema5

En un mercadoM sin oportunidadesde arbitraje,cualquieractivo, o cartera

de activosnegociadoscon procesode precioscierto, tendráun procesode precios

igual o proporcionalal del activosin riesgo, 50~

Demostración:32

Sedemostraráel Teoremapor reducciónal absurdo.Supongamosqueexrnte

un activo sin riesgoen el mercadoconun procesode preciosno proporcionala

entonces,existe 1 =b <m-í con
5b tal que, paraun valor real,A, y paraalgún valor

det, h = 1,...,T,verifica:

S~=A.S~

~ A. S~

Si S~ < A. S~, es posible construir una oportunidadde arbitraje: en el

momento inicial se compran A unidadesdel activo con índice O y se vende al

descubierto1 unidaddel activo coníndiceb. Obsérvesequeel costede la carteraes

cero.Estosactivossemantendríanbastael momentoh, en que la situaciónnetaes

favorableal inversor.Estacantidadestrictamentepositivasecolocaen el activo sin

riesgohastael momentofinal T. Formalmente,la carterase definepor:

OkA, Ot-l, 0~=O,Vi~= 1,2 m-1;i!=b,Vt=h

A.S~-S~ O’=O Vi

Efectivamente,esautofinanciada,suvalor esnulo enel momentoinicial:

V0(6)=A.S§- S~=O

y tienevalorpositivoen T:

A.S~-S~

Vd6)=

32 La demostración es análogaa lade la proposición11.1.
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Si S~> A. S~, el razonamiento seria análogo.La oportunidadde arbitraje

seríaentoncesla carterade signo contrario.

Tal y como sevio en el modelode un periodo,en estetipo de mercados

podemossuponer,sin pérdidade generalidadque existe un único activo sin riesgo.

Seseguirásuponiendo,ademásquesuprecioinicial esunitario, estoes, S~ = 1.

1.3. Valor de la oportunidad de invertir

Se pretendevaloraruna inversiónreal, definidapor el conjunto de flujos

ciertosrepresentadosporlos capitales(fi,, O), (f1, 1) ... (fT, T). Para ello, definimos el

mercadoM*, por la incorporaciónal mercadoM de un activo que da derecho a

recibir estos capitales.El valor del intercambiode tales flujos, es el precio que

deberíatenerdicho activoparaqueen M* no existanoportunidadesde arbitraje. En

estasecciónencontraremosun valortal, quesi el preciodel activono es ese,enM*

existenoportunidadesde arbitraje.
33

Proposición111.1

Laausenciade oportunidadesen MI* implica que el precioinicial del activo

ficticio debeser S~= t~ + ~f~i-++ft
Sr

~ Severá,posteñormenteque el resultadoinversotambiénescieno.Se sigueel mismoordenque en
el capituloII paracl modelo de unperiodoy,porlasmismasrazones.
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Demostración:

Efectivamente, el precio en t. de un activo que da derechoa recibir el

capital(E, t) debeser f~. Bastaentoncesaplicarel Teorema5 y sellega a la siguiente

conclusión:si en el mercadofinanciero M*, no hay oportunidadesde arbitraje, el

precio en el momentoO, de un activoqueda derechoa recibir el capital (E. O debe

Obtenidoel precio inicial que corresponderíaa cadapago, bastateneren

cuentala linealidadde las funcionesde valoración(Teorema2). Si el mercadoM* no

contieneoportunidadesde arbitraje,el preciodel activo ficticio será:

Quedaasídemostradala proposición.

Esteresultadoes coherentecon el “Teoremade separaciónde Fisher”, o

“principio de comparación”(conel mercado).

El valor de la oportunidadde invertir en t = 0, en un proyecto que de

derechoa los capitales:(fo, O), (f¡, 1) ... (fT, T), si existe34,será35:

VoPo(fo~fI~..ST)=(fo+k±...+ij

Sc confirman&que existecuandosedemuestre01 inversodelaproposición111.1.

~ Introducimosen la natación,como subindice,cl momentode la oportunidady de su valoración,
aquícoincidentes;y, entreparéntesislosderechosqueproporcionala oportnnidad.
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La expresiónfinal del valor de la oportunidadde invertir dependeráde la

dinámicaconcretade los preciosdel activo sin riesgo. La dinámicaque seplantea

másfrecuentemente,esla dadaporla siguienteecuaciónen diferenciasfinitas:

AS$ = 5% .rt parat=1,2 T

donde, el parámetrort, conocido,recibegeneralmentee] nombrede tipo de interés

sin riesgoparael periodot; en lo sucesivose denominarátipo de interésdel periodot

del mercadoM.36

Con estadinámica,se obtienenlas siguientesexpresionesde] precio St en

tbncióndelprecio inicial y final:

= sg flQ+rh) = S~. flQ ±r~Y
I,=I

Puestoque se suponeque S~ = 1, la expresióndel valor del intercambio

obtenidoquedará:

+ +

00 T

Obsérveseque estaexpresióncoincide con la del tradicional valor actual

netodeuna inversióncon flujos decajacienos.El valor dela oportunidadde llevar a

cabo este intercambio, o valor de la oportunidad de invertir en el proyecto

correspondiente,será:

Vopo(fo, f
1, fi fO = +

[f0 (í±~}

36 Obsérvesequeno seindicináquelatasade interéscontspondea un activolibre deriesgo.La azón
esqueennuestroanálisisno seconsiderarándistintoslipesde interésenfúnción delriesgodcl activo.
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2. VALORACIÓN DE INVERSIÓN ALEATORIA CON

ESPACIO DE ESTADOS FINITO

2.1. Modelizaciónde un proyectode inversión

SeaLi) = (o1, o2, ..., Ok) el espaciode estadosde la naturaleza,E el conjunto

de las partesde Li) y P una medidade probabilidaddefinida sobre(O, F), tal que

PQo~) > 0, Vj = 1 k. Se consideranlos momentosdel tiempo t = 0, 1,..., T, y la

filtración 3 = {F1}1==0, 1,~.,T, que representala informaciónde los inversoresen cada

momentodel tiempo. Sesuponequeen el comienzono hay informaciónalguna,esto

es,F0 = {0, £4,y en el momentofinal sedisponede todala informaciónFT = E. La

incertidumbredel inversorquedarepresentadaporel espaciodeprobabilidad(Q,F,P)

con la filtración 3 asociada.

Puestoque se considerainversión aleatoriaen un modelo de múltiples

períodos,la oportunidadde invertir en un proyecto, será la oportunidadde un

intercambioentreflujos, si el inversores pasivo;pero, si el inversores activo, de un

intercambiode flujos y oportunidadesfuturas.

Los flujos decajaa que da derechounainversiónobjeto de análisisquedan

representadosporcapitales(E, t), dondese exige que E seamediblerespectode F1,

parat = 0, 1 T. Estaexigencianoslleva a la siguientemodelización:

fo E R, representael cobro(si espositivo)o pago(si negativo)a que dada

lugar la inversiónen el momentoinicial
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fT = (fir(ot) fT(O½) .. f’r(O)k)), dondefT(ÚjÑR representael cobro(si

espositivo)o pago(si negativo)a quedaríalugar la inversiónsi sepresentae] estado

de lanaturalezam¡, paraj=1, 2,...,k.

Parat = 1, 2 1’-], E = (f~kt) tÁo2) ... f~(@k)), donde f1Qn~)cR

representael cobro(si es positivo) o pago(si negativo)a quedaríalugar la inversión

si sepresentael estadode la naturalezam~, paraj 1, 2 k. Debetenerseen cuenta

quesi <0~, n~ sonindistinguiblesbajoF~, debeverificarsequef~(w~) = ft(wjj. Parat <T

existirán, en general, sucesosindistinguibles, por lo que seria posible utilizar

vectoresdeunadimensiónmenorquek pararepresentarun flujo de caja.

Una oportunidaden el momentot, de intercambiode un conjuntode flujos

(ft, t), (f~±i,t+1),..., (fT,T) serepresentarácomo:

Unaoportunidadenel momentot, de intercambiodeun conjunto de flujos,

(i’~. t1) (11,tI,); y un conjuntodeoportunidades,(opth, tI,4j) (opth, th+g); se

representarácomo:

opt(f, ~

las sucesivasoportunidadesdaránla posibilidaddeconseguirnuevosintercambiosde

flujos, o nuevasoportunidades,pero, en último término lasvariablessiempreserán

flujos.

Es necesario,además,especificarlas relacionesque puedanexistir entrelas

distintas oportunidades.Si son complementarias,en el peor de los casos será

necesario valorarlas de forma conjunta. Si son excluyentes, será necesario

seleccionaraquellaquetengaun mayorvalor.
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El primerejemplode oportunidadesexcluyentesesel de las oportunidades

de invertir y de no invertir en el momentoinicial. Cuandosetrabajaconun modelo

de un solo periodo, si no se invierte en el momento inicial, se pierde toda

oportunidad.Enun modelodevariosperíodos,en ocasiones,existelaoportunidadde

invertir en otro momentoposterior,cuandosedisponede más información. En ese

caso,de acuerdocon la reglade decisiónfijada, el valor de la oportunidadde invertir

sera:

Vopo(invertir)= máximo{ Vopo (invertir ent=O) , Vopo (no invertir en t=0)}

donde:

10 El valor de la oportunidadde invertir ahora,Vopo (invertir en ti)), será

el máximo entre cero y el valorde mercadoen el momentoinicial de todoslos flujos

y oportunidadesqueserecibirían.

20 El valor de la oportunidadde no invertir, Vopo (no invertir en t0), será

el máximo entrecero, y los valoresde mercadode cadauna de las oportunidades

excluyentes,que, normalmenteserán las de invertir en distintos momentos del

tiempo.

2.2. Oportunidadesde inversión financiera.

2.2.1.Elementosdel mercado

Dadoel espaciode probabilidaddefinidoen la sección2.1, (Li), F, P), con la

filtración asociada3, sesuponeun único mercadofinanciero, M, sin oportunidades

dearbitraje,en quesenegocianm activos,con procesosdeprecioadaptadosa dicha

filtración:
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El índice cero correspondea un activo sin riesgoque sigueun procesode

preciosqueno dependede los estadosdela naturaleza;el preciode esteactivoen los

sucesivosmomentos,57, tomaun valor real parat 0, 1, 2 T. El tipo de interés

puedeserdistinto en los sucesivosperíodos,por los queel precio paralos sucesivos

momentosde tiempo puede expresarsecomo 5%fl (1+ rh). Si ademásse
h=1

suponeque S% =1, queda57= f¡ (í+ rh) Cuando sea más cómodo, por coherencia
h=t

con los demás activos, se expresaráel precio en un momentopor un vector con

componentesiguales.

En dicho mercado se negocian,además, m-1 activos con riesgo, esto es que

dan derecho a pagosdiferentesen los distintos estados de la naturaleza.

El vector de precios iniciales tendrá la misma representaciónque en el

modelode un periodo:

1

si> — ~O~:i~1—[~i
La matrizdepreciosfinalessedefineen el momento1:

11(1+rh) 11(1+rh) Tfl(1-~-rh)
51 h __ 1,4

(<0k)
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Paramomentosdel tiempo, t, entreel origen y el final, O <t <T, el precio

debeser el mismo para sucesosindistinguiblesen F1. Para un sucesoA e

representaremospor S~(A), el precio en el momentot del activo i, cuando se

presentacualquierade losestadosdela naturalezaincluidosen A.

2.2.2. Modelos de un periodo derivados del general

La descomposiciónde un modelode múltiples periodosen varios modelos

de un periodopermitirá aplicar aquí los resultadosobtenidosen el capitulo anterior.

Paraconstruircadamodelouniperiódico,nossituaremosencadauna de las distintas

concrecionesdel entorno que podemosencontraren cada momento del tiempo

anterioral final. Situadosen un suceso,contemplaremosúnicamentelas posibles

concrecionesdel periodo siguientea partir de dicho suceso.La formalización se

apoyaenla ideade filtración y en lassiguientesdefiniciones.

Definición(particiónasociadaaun álgebra)

Dadaun álgebra,llamamospartición asociadaa ella al conjuntodetodoslos

elementosde la misma,distintosdel vacío, queno puedenobtenersecomounión de

otros.

Definición (sucesiónde particionesdela filtración del inversor)

Se denominasucesiónde particionesde la filtración 3’ {Ft}tCA, a aquella

cuyostérminos,P~, son lasparticionesasociadasa las sucesivasálgebrasF~.
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Representaremosel númerode elementosdeP~ como <Pi>. Queun conjunto

A pertenezcaa 1¼significa que en el momento t el inversor sabe si A se ha

presentadoo no.

Definición (predecesoren un momentodadode un suceso)

DadoA, mediblerespectoF~, parat = 0, 1, 2 T, llamamospredecesordel

sucesoA ent < ‘c t = 0, 1 T, y representamospor Al(A), al únicoelementode 1N

en queestáincluido A.

Se destacan,como caso particular, los predecesores,en un momento

cualquierade los distintosestadosde la naturaleza,Ad¿w~), paratodo t = 0, 1, ...,

paratodoj = 1, 2, ..., k.

Definición (sucesoresinmediatosde un suceso)

Dado un sucesoA clN, parat = 0, 1 T-1, sellamasucesoresinmediatos

deA y serepresentanpor A’, A2 Ay(A) alos elementosde Pt’, cuyauniónda lugar

al sucesoA.

Cada sucesoAePt da lugar a un modelo de un periodo37, derivado del

modelo general,quedenominaremosmodelouniperiódicogeneradoporA. En cada

momentot = 0, 1 T-1, se definiráun númerode modelosde un periodoigual al

númerode elementosde Pi. El modelo uniperiódicogeneradopor A cP
1, parat =

O 1-1, sedefineapartir delos elementosquesepresentanacontinuación.

~ Facilita la intuición de la descomposicióny los resultadosquesesiguenrepresentarla evolución de
la información en un áxtol, en que los nudosson los sucesos,de que parten tantasramascomo
sucesoresinmediatostengan.
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El conjuntode estadosde la naturaleza es (2(A) ‘4A’, A2,.,,,AV(A>}. El

álgebraes la definidapor el conjuntodelaspartesde O(A), querepresentaremospor

FA c F~+i. La medidade probabilidad PA, definidadel siguientemodo: p4A5) —

p(A~ 1 A) parag 1, 2 y(A). El espaciode probabilidadel modelo unipet-iódico

generadoporA será,(O(A), FA, PA>.

La relaciónentre los resultadosobtenidosen el capítulo II y los que se

obtendránaquí, se basafundamentalmenteen el hechode queel númerode estados

de la naturalezadel modelouniperiódicogeneradopor A es el númerode sucesores

inumediatosde A, y(A).

2.2.3. Ausencia de oportunidades de arbitraje

Proposición111.2

En un mercado de varios períodoshay ausenciade oportunidadesde

arbitrajesi y sólosi hayausenciade oportunidadesde arbitrajeentodoslos mercados

uniperiódicosderivadosdelmismo.

Demostración:

En primer lugar, supondremosqueexisteunaoportunidadde arbitraje,e, en

el modelo uniperiódico generadopor AEPh: (CiA, F& PA). Se demostraráque,

entonces,esposibleconstruirunaoportunidaddearbitrajeparael mercadoglobal.
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La existencia de oportunidades de arbitraje en el mercado generado por A

significaqueexisteunacarteraO, tal que, cuandosedael sucesoA en t = h, verifica

Vh(O) = O, V~+~(e) =O paratodo sucesoA~, g = 1, 2, . . y(A), VhFI(O)> O paraalgún

valor g1, 2.. y(A).

La estrategiaquedefineunaoportunidadde arbitrajeparael mercadoglobal

consisteen no comprarni venderactivos hastael momentoh; en esemomentose

observasi se presentael sucesoA. Si no se presenta,el inversor no efectuará

negociaciónalguna,conlo quesu resultadofinal serácero. Si sepresentael suceso

A, el inversor seguirá la estrategia9 Puestoque esta estrategiaconstituye una

oportunidadde arbitraje para este modelo de un periodo,el inversoralcanzaráel

momentob + 1 con un valor no negativoen todos los estadosde la naturalezay

estrictamentepositivoparaalgunode ellos; si alcanzaalgunode estosúltimos, en el

momentoh +1, venderátodossus activosy, a cambio, adquirirá activo sin riesgo,

quedebemantenerhastael momentofinal, T.

Formalmente,estaestrategia,p, sedefinedel siguientemodo:

Paratodot=h,q~=(0,O O) eRtm

Sientz=hnosedaelsucesoA,cp~=(O,O0)cR¶Vt>h.

(Vb+l (e

)

Si enbsepresentaA, 9h+x=(&, O’, ...,Oml),¿p~ S~
4¶ ~ cRtvt>h+1.

Se comprueba, de forma inmediata, que la cartera p constituye una

oportunidadde arbitraje para el mercadoglobal. Efectivamente,se trata de una

carteraautofinanciadaconvalor inicial nulo y convaloren el momentofinal t = T no

negativoparatodoslos estadosdela naturalezay estrictamentepositivoparaalguno

de ellos.
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Supongamosahoraqueexisteuna oportunidadde arbitrajeen el mercado

global, estoesexistee tal queV0(8) = O y VT(O) =O paratodoslos estadosde la

naturaleza,siendoV1{O) > O para algún estado o~. Demostraremosque, entonces

existe alguna oportunidadde arbitrajeen algúnmodelouniperiódico.

Dada esta estrategia, 0, observaremossu valor en el momento T- 1.

Supongamosque,paraalgunode los sucesosdePTI, estevalor fuesenegativo.Enel

modelouniperiódicogeneradopor tal suceso,hay definidaunaestrategiacon valor

inicial negativoy valor final no negativo,por lo queestádefinidaunaoportunidadde

arbitrajede tipo II, que implica la existenciade oportunidadesde arbitrajede tipo 1.

SupongamosqueVTI(O) =0, para todos los sucesosde PL1; demostraremosque

también es posible encontrar una oportunidad de arbitraje en algún modelo

uniperiódico.

Paraello, observamosel valor de la estrategiaen el predecesorinmediatode

w~j, ATa(o¿~), siendo oj un estado para el cual VT(e)> 0. Si el Vn(O) = O en

está definida una oportunidad de arbitraje en el modelo uniperiódicogeneradopor

ATI(0j). En otro caso,necesariamente,Vni(e) > O en ATI(J), y podemos repetir el

análisis anterior para el periodo que comienza en T-2. Así, para que no existan

oportunidadesde arbitraje,VT,(O) =0, paratodoslos sucesosde PT-2, y Vn(O)> O

en

Retrocediendoen el tiempo, llegamos a que, para que no existan

oportunidadesde arbitraje en los períodos definidos entre t = 1 y t = T,

necesariamente ha de verificarse Vi(O) =0, para todos los sucesos de P1, y Ví(O)> O

115



Capítulo114’ Valoraciónen un modelodemúltiplesperíodos

en Ai(m~). Pero, puesto que yo(O) = O, en este caso estaría definida una oportunidad

de arbitraje en el primer periodo.

Queda demostrado así que la ausencia de oportunidades de arbitraje en los

modelos derivados implica la ausencia de oportunidades de arbitraje en el modelo

global; y, con ello, queda demostrada la proposición en las dos direcciones.

Utilizando esta proposición, llegamos a una restricción que impone la

hipótesis de ausencia de oportunidades de arbitraje sobre las oportunidades de

inversión financiera. Efectivamente, si esta hipótesis implica la ausencia de

oportunidades de arbitraje en cada modelo uniperiódico, en cada uno de ellos el

número máximo de activos con procesos de precios linealmente independientes y(A).

Denominaremos modelo de dos periodos derivado del modelo general,

generado por un suceso AcP~, a la consideración conjunta del modelo uniperiódico

generado por el suceso A, y los modelos uniperiódicos generados por los sucesores

inmediatos de A. Análogamente pueden definirse modelos derivados del modelo

general de tres periodos generados por un suceso AcP~, y en general modelos

generados por AeP1, siempre que el número de períodos del modelo sea menor o

igual que la diferencia entre e] final del modelo general, T, y e] momento que se

considera origen del modelo derivado, t. De la Proposición 111.2 se sigue, de forma

inmediata, la siguiente conclusión: en un mercado de varios períodos, la ausencia de

oportunidadesde arbitraje es condición necesariay suficiente de ausenciade

oportunidadesde arbitrajeen todoslos mercadosderivadosdelmismo.
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2.3. Medidas de probabilidad neufralesal riesgo

La definiciónde medidade probabilidadneutral al riesgoen un modelode

varios periodosrecoge la misma ideaque en modelosuniperiódicos:bajo dicha

medida,todos los activostienen, en media, el mismo rendimientoque el activo sin

riesgo.Paraformalizarestaideaesnecesarioincluir unadefiniciónprevia.

Definición (martingala):

Dado un espaciode probabilidad (Ci, F,P) con una filtración 3, y un proceso

estocásticox={xdtcA adaptadoa3, se dicequedichoprocesoesunamartingalacon

respectoa3, si verifica:

i) E[Ixj]<r,VtcN

ii)E[xí 1 F~flx~,Vs=t

Utilizando las propiedadesde la esperanzacondicionada(ley de las

esperanzasiteradas),es inmediatodemostrarque, si se está trabajandoen tiempo

discreto,comoes el caso,es condiciónnecesariay suficientepara que un proceso

x=Ix4t~ú,,,..,Tadaptadoa3, seaunamartingalacon respectoa3, queverifique:

1) E[ Ixt 11< r, Vt 0, 1, ..

Si un procesoes una martingala, con la información que se tiene en un

momentodel tiempo, t, el valor quese esperatome el procesoen un momentodel

tiempoposterior,esel valor quetomaen el momentot. Obsérveseque, en el modelo

de un periodo esta es la propiedadque verifican los preciosdescontadosde los

activos,conlas medidasdeprobabilidadneutralesal riesgo. La generalizaciónviene

dada,pues,del siguientemodo.
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Definición (probabilidadneutralal riesgodeun modelodevariosperiodos)

Se denominamedidade probabilidadneutral al riesgo de un modelo de T

períodos,con espaciode estadosdiscreto,y se denotapor Q, a una función de

probabilidad definida sobre el conjunto de estadosde la naturaleza,tal que todo

procesode preciosdescontadosde un activo negociadoen el mercado,bajo dicha

probabilidad,constituyeunamartingala.

La relaciónentrela ausenciade oportunidadesde arbitrajey las medidasde

probabilidadneutralesal riesgoen un modelodevariosperiodosresultaser la misma

que en ]os modelosuniperiódicos.A continuaciónse enuncia y se demuestraun

Teoremaquepresentadicharelación,

Teorema6

Enun mercadocon T periodosy k estadosde la naturaleza,hay ausenciade

oportunidadesde arbitrajesi y sólo si puededefinirse sobre(U,F) unamedida de

probabilidad neutral al riesgo equivalente a P.

Demostración:

Demostraremos,en primer lugar, que si puededefinirse dicha medida de

probabilidadneutral al riesgo, equivalentea P, no hay oportunidadesde arbitraje,

siguiendo el razonamiento ya utilizado para demostrar la afirmación análoga en el

modelo de un periodo. Efectivamente,si existe una medida de probabilidad,Q,
equivalente a P y neutral a] riesgo, el valor descontadode una estrategia

autofinanciadaes unamartingalabajo Q. Dadauna estrategiaautofinanciada,O, su

valordescontado,en el momentot = 0, 1 T-1 será:
ml

V1(O) XO~S,~ = ZOVEJSkI~1= EQ[XOV S’~.iIFtj
I~o
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Perola condicióndeautofinanciaciónindicaque:
md ml

= ~OÑ. s~
t~I

de dondesesigueque:

JI(O) = EQ [Vt+dO)IFt]

El valor descontadodecualquierestrategiaautofinanciadaesunamartingala

bajo Q y, por tanto, su valor en el momento inicial puede obtenersecomo la

esperanzade suvalordescontadoen el momentofinal:

= V40)= EQ[VT(O) 1 Fo] = EQ[V«O)]

Una oportunidadde arbitraje debe tenervalor inicial nulo y valor final

(descontadoo no) no negativo,perosi unavariableno negativatiene esperanzanula,

no puede ser estrictamentepositiva para ningún estadode la naturaleza.Queda

entoncesdemostradoque, si existeunamedidade probabilidadneutralal riesgo, no

es posible construir una estrategiade arbitraje, y queda demostradala primen

implicacióndel Teorema.

La demostraciónde quela ausenciade oportunidadesde arbitraje implica la

existencia de una medida de probabilidad neutral al riesgo se basará en la

Proposición 111.2. Esta proposición indica que la ausenciade oportunidadesde

arbitraje en el modelo de T periodos implica la ausenciade oportunidadesde

arbitrajeen cadamodelo de un periododerivadodel modelo global, generadopor el

sucesoA. El Teorema4 nosaseguraque, entonces,esposibleconstruirunamedida

de probabilidad neutral al riesgo sobre cada (O(A), FA), equivalentea PA. A

continuación,se demiuestraque si existe unamedidade probabilidadde este tipo

paracadamodelouniperiódicoderivado,esposibledefinir sobre(O, F) unamedida

de probabilidadneutralal riesgoequivalentea P. Con ello, quedarádemostradoel

Teorema.
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Se representarápor QA(
0~) una medidade probabilidadneutralal riesgo,

definida sobre( O( A&o1}), FA(O,) ) equivalentea PA1(tij. Si en el modeloglobalhay

ausenciade oportunidadesde arbitraje, la existenciade estamedidade probabilidad

está garantizada por la Proposición 111.2 y el Teorema 4. Entonces, se demuestra que

la siguientefuncióndeQ)S

4—l

= HQA(COJAL+I

define una medida de probabilidad neutral al riesgo equivalente a P.

Vemos, en primer lugar que se trata de una medida de probabilidad

equivalenteaP. Es evidentequeestafunciónasignaun valor estrictamentepositivoa

todos los estadosde la naturaleza,puestoquees productode valoresestrictamente

positivos.Demostremosque,además,la sumade estosvaloresesla unidad.

Parademostrarlosuponemos,sin pérdidade generalidad,quelos estadosde

la naturalezaestánordenados,de manera que los k’ primeros tienen el mismo

predecesoren T-l, que denominamosB1, los 1
2-k1 siguientestienenel suceso

comopredecesorcomúnenT-I, y así sucesivamente:

= AT401) = AT.1(W
2) = ... = An(Úk1)

= ATI(wkJ+l) z AT¡(ok>+l) = ... =

= A.r¶(nk<I.~,)~~ í) = AT1(Dk<P~JÁI 2> = ... =

Analicemosla sumadelosvaloresasignadosporQ a los estados0j, paraj =

1

XQ(w~)~flQ[AÁoA

~ ObsérvesequeA~.1(<o) essiempreunsucesorinmediatodeA,(co1).
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Puestoque los estados~ ~ kt tienenlos mismospredecesores,todos los

sumandostienen T-1 factores iguales. El factor diferente es QA
1,(«,jtAT(a)J)j =

—Q~(<o), estoes la probabilidaddel modelo de un periodogeneradopor B1. En la

sumaanterior,podemosfactorizar,por tanto,del siguientemodo:

EQQo~)= HQÁ,(B.>LAtÁBI)JZQB,(e¾)
ti WC 3=1

Pero, puestoque Q~ (a), para j = 1 0, define una medida de probabilidad,

sabemosquesusumaesla unidady seobtiene:

= I71Q41~14A,+1(B1)]
j=i WC

Análogamente,podemostrabajarcon los restantesmodelosuniperiódicos

descritosentreT- 1 y T, y obtendríamos:

ZQ(o¾)= FI QA~uIIAt. (fi2)]
t0

±9(Q)
+1

— T2 )[A~~1 (B<~,>~

La sumade los valoresasignadosporQ atodos los estadosde la naturaleza

será,entonces:

j=i
= <~‘t 6T-2ZflQÁ~B~JAt±I(Bp)]

p=I

A continuación,puedenformarselos subconjuntosde {B1,..., B }. que

tienenel mismo predecesoren T-2, y trabajarcon los modelosuniperiódicosque se

definenentreT-2 y T-1 deigual modo.
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Continuandoel procesohastallegar al modelouniperiódicoque se define

entret = O y t =1, generado por U, con sucesores inmediatos ~I, ~2 ~vQ.2)donde

y(O) = <1”>. Sellegaasíal resultadodeseado:

±QQoj) = Qg(O’) + Qg(02) ±. . ,+ Q~(O’«»>= 1
J=1

it]

QuedademostradoqueQ%) = flQA((ÁA~±I(»J)] define unamedida de

probabilidad equivalente a P. Para que el Teorema quede completamente

demostrado,solo esprecisocomprobarquese tratade unamedida de probabilidad

neutral al riesgo.Paraello, nosbasaremosenun resultadoprevio, que interpretacada

medidade probabilidadneutralal riesgode los mercadosuniperiódicosderivadosdel

modelogeneral,QA, como una probabilidad condicionada.

Lema111.1

Sea Q la medida de probabilidadequivalentea P, definida sobre (0, F)
—I

comoQ(w~) = fl QA~(~4A~$I(mJ)], paraj=l,. . .,k. La probabilidadQA definida sobre
l>0

(O(A), FA), admitela siguienteinterpretación:

Q~(A~) = Q(A~~A), parag = 1, 2, ..., y(A).

Demostraciónde] lema111.1:

SeaAeP~, por lo que~ Desarrollamosla probabilidadcondicionada

queapareceenel Lemadel siguientemodo:

~1’-I

______ Vi/oteAs

Q(A~~A) — Q A~ nA = Q(A~) — fi QA.Q4AS+i(a)~)]

Q(A) Q(A)

s=O
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Seguimosahorael mismo razonamientoutilizado en la primerapartede la

demostración del Teorema, y expresamos la probabilidad en la siguiente forma:

Q(ASIA)= FIQA~(As)IAS+l (A~)1
s=O

Observandoque el predecesorde AY en el momento ti- 1, &+1(A~) es el

propio AY, y queparatodo s =t, A~(A
8) = Aa(A), podemosescribir:

Q(A~jA) = QA
1(Á’)~ )ti QAA(A)(AS+I (A)I —QA~(A~)

FI QVA>[AS+I (Afl

Pero At (A
5) = A, por lo quequedademostradoel lema.

Continuandocon la demostracióndel Teorema,observamosque la función

de probabilidadQ será una medida de probabilidad neutral al riesgo, si verifica la

siguienteigualdad:

EQk;~F~j= S, paras=t,paratodoi#),1,,..,m-1

Comoseindicó en la definicióndemartingala,aplicandola propiedaddelas

esperanzasiteradas,es inmediatodemostrarqueestaigualdadseverificarási y sólo

si severifica la siguienteigualdad:

S~ parat=0,1 T-1,paratodoi=0,l,...,m-1
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A su vez, estoserácierto siemprequepara todo AcP1 sede la siguiente

igualdad:

~k+1IAk.¶«(A) parat 0,1,...,T-1, paratodoi=0,1 mi

Pero,desarrollandoestaesperanzamatemáticatenemos:

EQtSLjAJ= Sh1(A’) .Q(A’~A) + Shi(A
2) .QtA2IA) + .. + ShI(AY<AÓ .Q(Av(A)~A)

Utilizandoel lema111.1, estaexpresiónsepuedeescribirdel siguientemodo:

&4sh4Aj= S~
1(A’) .QA(A’) + Sfl.1 (A

2) .QA(A2) + ... + 8+
1(AV(A)). QA(AV<A))

La expresiónobtenidaes la esperanzamatemáticade S’ , bajo la medida

de probabilidadQA. Peropuestoque QA es,pordefinición, la medidadeprobabilidad

neutral al riesgo del modelo uniperiódico derivado de A, se sigue el resultado

esperado:

E4S~+4AI= EQ khI= s~(x}

parat=O,1,...,T-1, paratodoi 0,1 m-1.

T-I

Conesteresultadoquedademostradoque Q(w~»fl QA(Ú,)[A~+IQnj] define
t=o

unamedidade probabilidadneutralal riesgosobre(ti, F), equivalenteaP

Conello sedemuestraquela ausenciadeoportunidadesde arbitrajeimplica

la existenciade tal medidade probabilidad.Puestoque la implicación inversase

habíademostradoanteijormente,quedacompletamentedemostradoel Teorema.
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2.4. Mercadoscompletos

2.4.1.Caracterizacióndeun mercado completo

Sedice queunaestrategiaO replicaun flujo f~, mediblerespectode F~, para

cieflo valor de t = 1, ..., T, si verifica que¾(0) = f~ paratodos los estadosde la

naturaleza.

Definición (mercadocompleto)

Se dice que un mercadoescompletosi, paratodo valor de t = 1, ., T, es

posibleconstruirunaestrategade activosnegociadosen dichomercadoquereplique

cualquierflujo f~, mediblerespectodeE>

La descripcióndel procesode replicación,sebasaen la descomposicióndel

modeloen modelosuniperiódicos.Así, parareplicarun flujo definidoen el momento

t = 1, fj, medible respectode Fi, bastaresolverel problemade replicaciónparael

único modelo uniperiódico definido en el primer periodo, generadopor 0,con

sucesoresinmediatos~¡, ~2 ~<~‘>• El problemapuederesolverseparaun flujo

cualquierasi y sólo si estemodelode mercadode un periodoescompleto.

Parareplicarun flujo definido en el momentot = 2, f2, mediblerespectode

F2, son necesariosdos pasos. En primer lugar, se trabaja con los mercados

uniperiódicosquesedefinenen el segundoperiodo.El flujo f2 podrárepresentarse

comoun vectorcon <P2> componentes,y cadauna indicaráel valor del flujo f2 si se

presentael correspondientesucesode F2. Estevector G sedescompondráen
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vectores, que recogerán las componentesasociadasa sucesoscon un mismo

predecesor.

El primero de estosvectoresserá el vector de flujos a replicar por el

mercadogeneradopor O’. Sepodráencontrarunacarterareplicanteen estemercado

de un periodoparaun flujo cualquierasi es completo. Si se puedeencontraruna

carterareplicante,sedeterminarásu valor en (1’.

Análogamenteobtendríamosel valor de las restantescarterasreplicantesde

los mercadosgeneradospor&i, - , ft”~>. Esteconjuntodevaloresrepresentael flujo

de cajaque debetenerseen el momentoti, para poderobtenerel flujo t’2 en el

momentot = 2. El problemasereducea la replicacióndeun flujo definidoen t 1.

El procesoseriaanálogopara flujos definidosen los momentossucesivos,

hastalos definidosen el momentofinal Y y seríaposiblereplicarcualquierflujo del

mercadode variosperíodossi y sólo silos mercadosuniperiódicosderivadosdel

generalsoncompletos.

Podemosenunciarunacondición paraqueun mercadode varios períodos

seacompleto,quesederivadirectamentede la condiciónenunciadaparamodelosde

un periodo.Así, un mercadosin oportunidadesde arbitrajeserácompletosi todoslos

mercadosuniperiódicosderivadosdel mismo soncompletos.De ahi, un mercadode

variosperíodosescompletosi senegociaenél un númerode activosconvectoresde

pagoslinealmenteindependientesigual al máximo valor de y(A), y seráincompleto

si existenmenosactivosconvectoresdeprecioslinealmenteindependientes.
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El planteamientode un modelo con varios periodospuede interpretarse

comola incorporaciónde la posibilidad de negociaciónentreel momentoinicial y

final. Obsérvesecómo la posibilidad de replicación aumenta al incluir esta

posibilidad de negociaciónintermedia. Si no existiera, para tener un mercado

completo, seña necesario un número de activos con precios linealmente

independientesigual al númerode estadosde la naturaleza;mientrasquesi existe,

bastaconun númerode activosigual al máximovalorde y(A).

Proposición111.3

Enun modelodevariosperiodos,sobremercadocompletoconk estadosde

la naturaleza,libre de arbitraje, existeuna y sólo unamedidade probabilidadneutral

al riesgo.

Demostración:

El Teorema6 afirmaque la ausenciade oportunidadesde arbitrajegarantiza

la existencia de una medida de probabilidad neutral al riesgo. Esta medida de

probabilidadpuedeobtenersea partir de lasprobabilidadesneutralesal riesgode los

modelosuniperiódicosderivadosdelmercadoglobal,del siguientemodo:

Q«o1) I1QA,(~)[At±íGzoJfl

Por lo tanto, sóloes necesariodemostrarla unicidadde dicha medida.Para

ello, nosbasaremosenel lemaque seplanteaa continuación.

Lema111.2

SeaQ una medida de probabilidadneutral al riesgo cualquiera,definida

sobre(O, F). La probabilidadQ(A~JA),parag= 1,2,.,.,y(A), AcF1, A
5cF~~

1,t o,

1 T-l, define una medida de probabilidad neutral al riesgo en el mercado

uniperiódicoderivadodel general,engendradopor A.
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Demostracióndel lema111.2:

Enprimer lugares inmediatoobservarque, por el conceptode probabilidad

condicionada,Q(A~~A), parag = 1, 2 y(A), AcF~, ~ define unamedida

deprobabilidadP’A sobre(O(A), FA).

La demostraciónde quedichamedidade probabilidadesneutralal riesgoes

tambiéntrivial. Deacuerdoconla definiciónde la medidaP’A, severifica:

EQ[4+,(o~$J,parao~ cM, parai O, 1,.~, md

EP4S’

Puestoque bajo la medida de probabilidadQ, los preciosde los activos

descontadossonmartingalas,estaesperanzaes S (o), para o~ eA, estoes el precio

inicial descontadodel activo i en el mercadouniperiódicoengendradopor A. La

medidade probabilidadP ‘A esneutralal riesgo y el lemaquedademostrado.

La demostraciónde la proposición111.3 sepuedecompletarporreducciónal

absurdo.Supongamosqueen un mercadode variosperiodoscompletoexistierandos

medidasde probabilidadneutralesal riesgo, Q<í> y Q<2). Entonces,necesariamente,

existeAeF~, paraalgúnvalorde t = 0, 1, ..., 1-1, parael cual severifique:

Q(’) (A~~A) !=Q~’> (A~A) , parag = 1,2, ..., y(A), AeF~, Mc~~±
1

Pero, por el lema 111.2., esta diferenciaimplica la existenciade dos medidasde

probabilidad neutralesal riesgo en el mercadouniperiódico engendradopor A;

implica, por tanto,quedicho mercadono escompletoy consecuentementeno lo esel

mercadode varios periodosdefinido. Se contradiceasi nuestrahipótesis inicial y

quedademostradala proposición.
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2.4.2.Valoración en un mercadocompletocon inversor pasivo

Seael mercadoMt definidopor la incorporacióna M de la negociaciónde

un activo ficticio queda derechoal flujo f~, para un valor de t = 1, 2, ..., Y. El

objetivoesencontrarel valor de mercadoparadicho activo. Se resolveráprimero el

problemaparael casopaniculart = i y, posteriormentepara valoresde t anteriores

al final. Antes de plantear las proposicionesque correspondena estoscasos,es

necesariointroducir una matización al concepto de valor de mercado de un

intercambio,quesurgeal trabajarconmodelosdevariospenados.

En un modelode variosperiodos,la ausenciade oportunidadesde arbitraje

quedarágarantizadacuandolo estéen cadamodelouniperiódicoderivado.Por esta

razón, para garantizar que la negociaciónde un nuevo activo no incorpora

oportunidadesde arbitraje a un mercado,no bastafijar su precio en el momento

inicial; serianecesariofijar su precioal comienzode cadamodelouniperiódico,esto

es, latrayectoriade supreciodesdeel momentoinicial hastael momentot = Y-1 para

cadaestadode la naturaleza.Paracadamomento t, este precio seráuna variable

aleatoriamediblerespectodela filtración delinversor.

Si el mercadoes completo, cadamodelo uniperiódicoes completo,y se

obtendráun único procesode preciosquegaranticela ausenciade oportunidadesde

arbitraje.El valor de mercadodel flujo en t 0, no esel precio inicial quegarantiza

la ausenciadeoportunidadesde arbitraje,sino el valor inicial de la trayectoriaquesí

ofrece esta garantía, o el único precio con el que es posible que no existan

oportunidadesde arbitraje.La interpretaciónesanálogaparael valor de mercado,en

un momentot >0, de un flujo queseobtieneen un momentoposteriorat.
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El valorde mercadoen el momentoinicial del flujo 1k, esel precio inicial de

un activo ficticio, S~, tal queexisteun procesode preciosS~ = { S W 0,1 ~, con

valor inicial 5, valor final S¶~ = 1k y tal que el mercadoM* no contiene

oportunidadesde arbitraje.

Puestoqueel mercadoM es completo,existeen él una única medida de

probabilidadneutralal riesgoequivalenteaP, querepresentamosporQ.

Proposición111.4

Es posible encontrar un proceso de precios para el activo ficticio,

Ñ }~=0,1,.T con ~ = 1k y sg dados, tal que M* no contengaoportunidadesde

arbitrajesi y sólosi

sg T

fl (í + rj
si

dondeQ esla únicamedidadeprobabilidadneutralal riesgodel mercadoM.

Demostración:

Supongamos,en primer lugar, que sg != EQtf’T ~ demostraremosque
T ‘ Yfl (it r,)

en el mercadoM
t existenoportunidadesde arbitraje. Puestoqueel mercadoM es

completo, el flujo f
1 es alcanzable;lo que quiere decir que existirá en M una

estrategia,O, cuyo valor final coincida con f~ Puestoque Q es una medida de

probabilidadneutral al riesgodel mercadoNI, el valor descontadode la estrategiaO

seráunamartingalabajodichamedidade probabilidad.Estoes,

yo(O) — EQ[VT(O)

]

flQ-f-rj
si
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Pero, puestoque VT(O) = fT, el valor inicial de la estrategia debe ser

EQ [~T]

~ + Por tanto, el supuestoinicial significaqueel activo ficticio y la cartera

replicantetienendistinto valor actual,estoes, sg !=½(0).

Si s > y0 (0), puede construirseuna oportunidadde arbitraje tipo II,

adquiriendo la cartera O y tomando una posición corta en el activo ficticio.

Efectivamentesetieneun costeinicial negativoy un pagofinal nulo; y la existencia

de oportunidadesde arbitraje tipo II implica la existenciade oportunidadesde

arbitrajetipo 1. Si sg CVo (e), el razonamientoseriaanálogoadquiriendounaunidad

del activo ficticio y la estrategia-0. Quedaasí demostradoque la ausenciade

oportunidadesde arbitrajeenM* implica que sg = EQViTfl (1±r~)

Demostremosahorala otra implicación.Supongamosque sg — EQ [fT

]

1fl (í +
s— 1

Puededefinirseentoncesun procesode preciosparael activoqueda lugaral pagofT,

que verificatodaslas exigenciasde la proposición111.4:

flQ±r,)

Es inmediato que el valor inicial y el final son los predeterminados.

Comprobaremosque, además,si el activo ficticio sigueesteprocesode precio,Q es

unamedidadeprobabilidadneutralal riesgoequivalenteaP, parael mercadoM*.
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Porconstrucción,sabemosqueQ esunamedidade probabilidadequivalente

a P, y neutralal riesgoparael mercadoNI, luego bajo dichaprobabilidadlos precios

descontadosde los activos con índice i = 0, 1 m-1, son martingalas.Faltaria

únicamenteprobarque el procesode precios propuestopara el activo ficticio,

descontado,estambiénunamartingalabajo Q.

Aplicando la propiedad de las esperanzasiteradas, alcanzamoseste

resultado:

EQ[Sf¡IFJ — EQLSÑI/FI _ EQ[EQ [fT/F ,]/F~J _ EQ[fn/FtJ
t+1 TflQ+~) fl(i+~jfl(í+~) flQ±~-jfJQ+~)

s=t4-2 s=t-t2

sIfTQ+r~) — _______ =sf
1+1 T t

flQ±r~)fl(í±r3 flQ+rJ
s1+2 s~l

Quedaasí demostradoque,si el activoficticio sigueesteprocesode precio,

Q es una medidade probabilidadneutral al riesgoequivalentea P, parael mercado

Mt Por el teorema6, sabemosque entoncesM* no contieneoportunidadesde

arbitrajey quedacompletamentedemostradala Proposición.

A continuaciónseplanteael resultadoanálogoparael precio de un activo

quedederechoa un flujo t’h, enel momentoh=Y.
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Teorema 7

Es posible encontrar un proceso de precios para el activo ficticio,

con S~= fh y Sgdados,h = 1, 2, .~, Y; tal que Má no contenga

oportunidadesde arbitrajesi y sólosi

sg EQ[fbl
h

fl(í+4)
s1

donde Q es la única medida de probabilidad neutra] al riesgo del mercado M.

La demostracióndelteoremaes análoga a la de la proposición anterior.

Por la linealidad en la valoración que se deriva de la ausenciade

oportunidadesde arbitraje(Teorema2), el valor del intercambiode un proyectode

inversióndefinidopor el intercambiode los flujos de caja(f1 , t), parat =0, 1

dondef~ esunavariablealeatoriamediblerespectodeF1, seobtendrásumandoaib el

preciode un activo quediesederechoal capital (f,, 1) y así sucesivamentehastael

preciodeun activoquediesederechoal capital(fT,T):
T EQ[ftl

VIo(fo,f,,.~, fO’fo+X
t=I flQ+rj

srl

donde Q es la única medida de probabilidad neutral al riesgodel mercado M.

Igual que en el modelo uniperiódico, el problema de calcular el “valor de la

oportunidad de invertir” con inversor pasivo en un mercadocompletoestáresuelto.

Dado un proyectodefinidopor el intercambiode los flujos<t, t), para t #>, 1,..., Y,

con f~ mediblerespectodeF~, el valor dela oportunidadde invertir en él será:
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2.4.3. Valoración en un mercadocompletocon inversor activo

El planteamiento de un modelo con varios períodos puede interpretarse

como la incorporación de la posibilidad de negociaciónentreel momentoinicial y

final, y ya seha observadounaprimeraconsecuenciaen la condiciónde mercado

completo. Una segundaconsecuenciaes la consideraciónde la evolución de la

informaciónentreel origen y el final. Contemplarla evolución de la información

permitedosextensionesen el análisisde los procesosde inversión.En primer lugar

la incorporaciónde la “actividad del inverso?’o, dicho de otra manera,la aparición

deopcionesreales.En segundolugar, permiteel estudiode la evolucióndelvalor de

los flujos, y del valor delas opcionesrealesparacadaconcrecióndel entorno.

Respectodelvalor de los flujos en distintosmomentosdel tiempopodemos

plantearun resultado, análogo al de la proposición 111.4 y el teorema 7. Este

resultado,que se presentaa continuación,serefiereal precio quedebetener, en un

momento del tiempo t, un activo que de derechoa recibir un flujo ~h en algún

momento h > z. Sea M* el mercadodefinido por la incorporacióna Nt de la

negociacióndeun activo ficticio quedaderechoal pagofh en el momentot = h.

Proposición111.5

Es posible encontrar un proceso de precios para el activo ficticio,

{SILOIb, con S~= fh y Sldados,h = 1, 2,..~ Y; tal que M* no contenga

oportunidadesde arbitrajesi y sólosi

EQ[~h’~~I

fl(i±r5)
donde Q esla única medida de probabilidad neutral al riesgo del mercado NI
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Demostración:

Se demostrará,en primer lugar, que si el precio no es el indicado, en el

mercadoM* existenoportunidadesde arbitraje.Paraello, bastaobservarque, puesto

queel mercadoM escompleto,el flujo fh seráreplicadopor algunacarterae.

SeaSf el precio en M*, en el momentot, del activo ficticio que da lugar al

pago fh en el momentoh; y seaO unaestrategiade NI que lo replica. Se utiliza de

nuevoel resultadoque indica que, por ser los preciosdescontadosunamartingala

bajo Q, el valor descontadode la estrategiaestambiénuna martingala.Verificará

entonces:

v~(e) EQ[Vb(O)/F~] EQ[fh/F~

]

fl(1+r,) flQ+rj

ñQ±rJ h

s=1 s=1

de donde,

11 (i + r~)

El valor en t obtenidoes el precio propuestopara el activo ficticio en la

proposición.Obsérveseque esteprecio esunavariablealeatoriamediblerespectode

F~, y podrárepresentarsecomoun vectorcon <Pr> componentes.
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Ya se ha observado en varias ocasiones que, si el valor inicial de la cartera

replicanteno coincidecon el precio del activo ficticio, en el mercado Maparecen

oportunidadesde arbitraje. Veremosahora que esta afirmación se puederealizar

también si la falta de coincidencia se produce en otro momento. Probamos a

continuación que, si en el momento t el precio del activo ficticio, S~, no coincide

con el de la cartera replicante, V~(O), en el mercadoM* existen oportunidades de

arbitraje.

Supongamosque para algún sucesoAcF~, V~(O) < S¶j. Entoncesdebe

construirsela siguienteestrategiaen Mt Desdeel momentoinicial hastael momento

t no se realiza operaciónalguna. Si el sucesoA no se presenta,se mantendrála

estrategiaconsistenteen no hacernada.Si sepresentael sucesoA, en el momentor

se cambiará la composiciónde la estrategiade modo autofinanciado,del modo

siguiente: se compran las unidadesde cadaactivo indicadaspor O, se vende al

descubiertounaunidaddel activo ficticio, y se adquierenlas unidadesnecesariasde

activo sin riesgoparaconseguircostenulo- s~ - y0(e

)

sot

En el momento final, sólo se recibirá el pago que corresponde al activo sin

riesgo, puesto que la combinación de O y la venta al descubierto de una unidad del

activo ficticio da lugar a un pago nulo.

Con un coste nulo se ha obtenido una cartera que da lugar a pagos no

negativosen todos los estadosde la naturaleza, y estrictamente positivos en alguno

de ellos, por lo que constituye una oportunidad de arbitraje de tipo 1. Podría

conseguirsetambiénsi para algún sucesoAeF~, V~(O) > S¶, con la estrategiade

signo contrario.
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La implicación inversade la proposiciónse demuestraigual que la de la

proposición111.4. Si S~— EQLfh ¡Fil esposibledefinir un procesode precio parael
i (1±r)

s —t-4~1

activoficticio, tal queM* no contieneoportunidadesde arbitraje.Dicho procesose

define del siguiente modo:

~ EQ[fT/1U

fl(í+r~)
s=t4l

Es inmediato observarque el precio toma los valores fijados en los

momentost ti, y t = t. Además,se comptueba,aplicando la propiedadde las

esperanzasiteradas39,que si el activo ficticio sigueesteprocesode precios,Q esuna

medidadeprobabilidadneutralal riesgoequivalenteaP, parael mercadoM*. Por el

teorema6, se concluye que NI* no contieneoportunidadesde arbitraje y queda

completamentedemostradala Proposición.

Obtenidoel valor que debetenerun flujo ent, esinmediatala obtencióndel

valor en t de un intercambiode flujos. Este seráunavariable aleatoria, medible

respectode F~. Paraobtenerlo, basta aplicar el Teorema2 a cada sucesode P~.

Podemosescribir:

________ _________ EQ[fT ¡Fr

]

VI~(fb, fh~, 1k) — EQIfli /FJ + EQLfh~~/Ft1~ .. +

fl(i±r~)

39Nosedesarrollaestapartedelademostiación,porqueya sehahechoenlaproposiciónanterior.
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Puesto que los tipos de interés son ciertos, y teniendo en cuenta las

propiedadesde la esperanzacondicionada,el valor del intercambioseríala siguiente

variablealeatoria:

f
ti _____ ______ T

Ft]VI~(fh, fh+’ fT) = _______ _________ _________r~)rt+1 S t+I

Nótesequesi elvalor del intercambioseestáobservando en el momento t o

en algún momento posterior, se pierde el carácter de variable aleatoria. El valor esel

quela variable asigna al suceso que, de hecho, se ha presentado.

Vista la valoracióndeflujos en distintosmomentosdeltiempo, seplanteael

problemade valorar opcionesreales. Se trataránen primer lugar las opcionesde

intercambiodeflujos, estoes,de posiblesactuacionesdel inversorquele conducena

la obtenciónde un conjunto de flujos. Se comenzarápor calcular el valor de la

opción en el momentoen quepuedeser ejercitada.Estetipo de valoraciónya se ha

venidorealizandocadavezquesehacalculadoel valor dela oportunidadde invertir.

Si unaopción puedeser ejercitadaen el momentoIi, setomará la decisión

con la informaciónque contieneFh. La decisiónsetomaen un sucesoconcretodeF~>

que, de hecho, seha presentado.Siguiendoel criterio de decisiónmarcadoen el

capitulo1, deberáejercitarsela opciónsi el valor delintercambioa queda derechoes

mayorque cero.El valor de la opción, para cadasucesode Ph, secalculacomoel

máximoentreceroy el valor del intercambioen esesuceso,siempreque no existan

oportunidadesexcluyentes.
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Utilizando unanotaciónanálogaala usadahastaahora,serepresentarápor

Voph(fh, fh+1, .. .,fr), el valor en unidadesmonetarias,en t = h, dela oportunidad,en t

— ti, de desarrollarunaactuaciónque conducea obtenerlos flujos ti, f¡,+i, .. Sr. Se

representarápor Voph(fh, fh+I, . . .5r), si estádescontado,es decir, medidoen unidades

de activosin riesgo. Tal valor serála variablealeatoriaque, paracadasucesode Ph,

toma el valor:

Vopl,(fh, fh+, ...,fT) = max { VIh(fh, fh+í fT), O} = ( VIh(fh, fh+l, ...,f~’) )~

siempreque no existanoportunidadesexcluyentes, puesto que si fuera así, el valor

seriael máximoentrecero,y el mayorvalorde intercambio de las distintas opciones.

De acuerdocon su definición, este valor debe ser una variablealeatoria

medible respecto de Fh, y podrárepresentarsepor unvectorcon <Ph> componentes.

Sin embargo, si el valor Vopi, se considera en el momento h o en algún momento

posterior, habrá perdido su carácteraleatorio y tomará un valor real (el que

correspondaal sucesodePh que,de hecho,sehayapresentado).Obsérvesecómoeste

planteamientoincluye como casoparticular el valor de la oportunidadde invertir

definido hasta el momento, como Vopt,=o; y no se ha consideradosu carácter

aleatorioporqueen el momentoinicial sehasupuestoF0 = {0, O).

Con los resultadosobtenidosparamodelosde mercadoscompletosde varios

períodos,siempreesposiblecalcularel valor en t = ti de unaoportunidadcualquiera

que pueda ejercitarseen ti, puestoque siempre es posible calcular el valor del

intercambiocorrespondiente.
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El resultadoobtenidoesequivalenteal cálculo del valor de la oportunidad

de invertir en el origen.Paraobservarlo,se consideran<Ph> mercadosderivadosdel

mercadocompleto. Cadauno de estos mercadoses un mercadode Y-ti periodos,

generadopor cada uno de los elementosde Ph. Nos referiremosa ellos como

conjuntodemercadosderivadosdefinidosentrelos momentosti y Y. Se sabeque la

ausenciade oportunidadesde arbitrajeen el modelogeneralimplica la ausenciade

oportunidadesde arbitrajeen cualquiermodeloderivado.Por lo tantoel valor de una

oportunidaddisponible en el momentoti, para cadasucesoACPh, coincide con el

valor de la oportunidadde invertir inicial del modelo derivado generadopor el

sucesoA y definidoentrelos momentosti y Y.

A cadauno de estosmodelospodemosaplicarle los resultadosobtenidos

para mercadoscompletosde varios periodos sin oportunidadesde arbitraje y, de

forma directapodemosdefinir en ellosunaúnica medidade probabilidadneutral al

riesgo. La medida de probabilidad neutral al riesgo correspondienteal modelo

derivadogeneradopor el sucesoA cPh, y definido entrelos momentosti y Y, sería

precisamente:

Q(o~j ¡ A), para todo wj, j1,..,k, tal queAh(01) = A

La demostraciónde queestamedidaconstituyeunamedidade probabilidad

neutral al riesgo sobre el mercado,y existe si y sólo si en el mercadono hay

oportunidadesde arbitraje,siguelos mismospasosquela demostracióndel Teorema

6. La demostración de que, si el mercado considerado es completo, la medidade

probabilidad planteada es única seguiría el mismo procedimiento que la

demostraciónde laProposición111.3.

140



CapítuloIII Valoraciónen unmodelodemúltiplesperíodos

El cálculo del valor de unaoportunidaden el momentoti, queproporciona

al inversorlos flujos tI, f~ mediblerespectode F1, para t = h, h+1, ..., Y, queda

reducidoal cálculo,para los mercadosgeneradospor cadasucesoAc Ph, del valor

de la oportunidadde invertir en el origendel mercadocorrespondiente.

Resueltoel problemade calcularel valordeunaoportunidadde intercambio

en el momentoen que puedeser ejercitada,es necesariocalcular su valor en otro

momento.Seael mercadoM*, definido por la incorporacióna M de la negociación

deun activo ficticio queda derechoala oportunidadoph(fh, fh+1 fT). El precio que

tendría tal activoen el momentoh, para que en M* no existieranoportunidadesde

arbitraje, sería:

S~= Vop«f~, fh+I 1k).

y supreciodescontado:

S~= Vop«f~, fh+1, ..., fO.

Sepretendeahoraencontrarel precioquedeberíatenertal activo ficticio en

un momentodel tiempo ‘r =h. Los fundamentosteóricospara la valoraciónya están

expuestos.Podemosresumir,indicandoquese siguedetodo lo anteriorque el precio

descontadode tal activo ficticio debeser una martingalabajo la única medidade

probabilidadneutralal riesgodel mercadoM. El valordescontadode la opciónserá:

¡1 ( opi,(f~, fui fT)) = E0 [Vop«fh, fh~-I, ..., fi’) ¡ Fi

y suvaloren unidadesmonetarias

V~(oph(fh, fh±í f~)=~[Vopl,(fh, fu’, ...,fT)¡F~j.fl(1+r8) =

s=1

— EQ[Voph(fh,fh+1,...,fT)/F~

]

h
fl (1+~)
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El valor de la flexibilidad aportadopor la opción es la diferenciaentreel

valor de dichaopcióny el valor del intercambioentrelos flujos a queda derechoen

caso de ejercitarla:

½( opl,(fh, fh+¶, ..., fO) - VI4fh, fh±1 fT)

El valor de flexibilidad apareceporquelos flujos que finalmenteseobtienen

en casode poseerla opción no son fh, fh4-1, ..., Pr; coincidencon estosflujos para

aquellosestadosquedan lugara un valor de la opción positivoen el momentode su

ejercicio, y seránceroen otro caso.Estadiferenciaserásiemprepositiva,o nulaen el

casodequeen cualquier suceso de Ph fueseconvenienteejercitarla opción.

Para valorar una oportunidad de una actuación que da derecho a un

intercambio entre flujos y nuevas oportunidades de intercambio, trabajamos de modo

análogo. Calcularemos primero su valor en el momento de ejercicio, t = ti. El valor

del intercambio se obtendrá (Teorema 2) sumandolos valoresde mercadoen h, de

los flujos y de las oportunidades de intercambio. Estos valores se obtienen tal y como

se ha realizadohasta ahora. El valor del intercambio es una variable aleatoria

medible respecto de Fh. El valor en t = h de la oportunidad se obtiene calculando el

máximo, para cada suceso de Ph, entre cero y el valor de intercambio en ese suceso,

siempre que no existan oportunidades exeluyentes. Recuérdese que, puesto que la

oportunidad de ejercicio está en el momento ti, la decisión de ejercitar se tomará

conociendo qué suceso se ha presentado.

El valor de la oportunidad en un momento t = r, distinto al momento de

ejercicio, t = h, se calculará a partir de su valor en h, tal y como se ha desarrollado

para las opciones de intercambio.
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Conestosresultados,porun procedimientode recurrenciaesposiblevalorar

cualquier oportunidad que de derecho a intercambios de flujos y nuevas

oportunidades en cualquier momento del tiempo, siempre que no existan

oportunidades excluyentes. Son ejemplos de oportunidades u opciones reales la

posibilidad de ampliar instalaciones o la posibilidad de reducir capacidad?

Si el inversordisponedeoportunidadesexcluyentesquese ejercitaríanen el

mismo momentodel tiempot = h, el problemano esmayor. La decisiónsetomaría

con la información de Fb, cuando se sabe qué sucesode Ph se ha presentado.

Conocidoel suceso,deberíaseleccionaraquellaoportunidadquetengamayorvalor,

siemprequeesteseapositivo. Si ningunatuviesevalor positivo,no seguiríaninguna.

El valor en t = ti del conjunto de las oportunidadesserá una variable

aleatoria, medible respectode Fh cuyo valor, en cadasucesode Ph, es el de la

oportunidadconmáximovalor positivo, o cero, si ningunatuvieravalor positivo.

El valor de una oportunidad, en presenciade todas las demás, será la

diferenciaentreel valor del conjunto de todas las oportunidades,y el valor del

conjuntodel restodelasoportunidades.Una formaalternativade calcularlo es tomar,

para los sucesos en que el máximo se alcanza para esa oportunidad,tal valor, y cero

en el resto. El valor de un subeonjunto del total de las oportunidades podría

calcularse de forma análoga.

Puedeencontrarseuna brevey excelente explicación de las opciones reales más frecuentes en
Trigeorgis (1996), pags. 2- 3. A cada opción acompafian referencias bibliográficas sobre su
valoración.
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Calculadoel valor de unaopciónen el momentodel posibleejercicio, t ti,

paracalcular el valor en un momentoanterior,t = t, se utiliza el procedimientoya

visto parael restode las opciones.Recuérdesequeseestátrabajandoconun mercado

de referencia,NI, completo,por lo queenél existeunaúnica medidadeprobabilidad

neutral al riesgo, Q. En el mercadoampliado,M*, no existirán oportunidadesde

arbitraje,silos procesosde preciosdescontadosde los activosson martingalasbajo

la probabilidadQ.

Si existen oportunidadesexcluyentescon distintas fechas de ejercicio,

resolviendo los contlictos entre opciones con la misma fecha de ejercicio, el

problemasiemprepuedereducirsea la seleccióndel mejor momentode ejercicio

paraunaopcióndada.41El problemaafladidoes el de la evoluciónde la información

entrelas distintasdecisiones.El ejemplomásclaro, ya citado, es el de la selección

del momentode invertir. En cadaperiodohabriaquetomarla decisiónde ejercerla

opción (por ejemplo, invertir), con lo que desapareceríala opción alternativa(no

invertir, quepermitetomarla decisiónde invertir después>;o de no ejercerla opción

(no invertir} con lo quesepierdela opciónde invertir en esemomento.Otro ejemplo

seríael deinterrumpirun proyectoo no interrumpirlo.

Aún en estecaso,el procesosepuedereducirala elecciónentrealternativas

en el mismo momento si se incluye en una de las alternativasel valor de las

oportunidadesfuturas. Si una opción se puedeejercerpor primeravez en t, pero

fueraposibleesperaratR-l ti; el valorde la opciónen esemomentosería:

Vop~ (opción)= max { Vop~(ejerceren ‘r), Vop~(noejerceren t) }

41 En la terminologíade valoraciónde opcionesfinancieras,es el problemade valoraciónde una

opciónamericana
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Donde,

Vop4ejerceren t) = max { O, VL(flujos y oportunidades si ejerce en z) }

Vop4noejerceren ‘r)= max{V4op~+«ejercerent+1)] , Vjjop~+dno ejercer en t+Ifl)

El cálculodelosvaloresserealizaenel modoya analizado:

VI~(flujos y oportunidadessi ejerceen t) =

= E0[flujos y oportunidades si se ejerce en t, descontados 1 F~]

V4op~+i(ejercer en t+1)1 = EQ [Vop~+i(ejerceren t+l) ¡ Rl =

= E0 [flujosy oportunidades si se ejerce en t+l, descontados ¡ RU

V~[op~i(no ejercer en t4-l)] E’> [Vop~+i(noejercer en t+1) 1 Rl =

=E9 [max{V~+1[opt42(ejerceren t+2)], V1±1[op~+2(no ejercer en t+2)] }/R]

Obsérvese que las variables entre las que se elige el máximo:

V~÷i[op~+2(ejercer en t+2)] E9 [Vop~±2(ejerceren t+2) /F~+,]

V~±¡Ijop~+2(ejercer en t+2)] = EQ[Vop~±2(noejercer en t+2) /F~±1]

sonvariablesaleatoriasmediblesrespectode F~+,. Puesto que la decisión entre ellas,

setomaráen t+ 1, debeelegirseel máximo paracadasucesodeP~+1 y, acontinuación

tomar la esperanzaindicadade los máximos.

Se seguiría el mismo proceso hasta llegar al último momento en que puede

ejercersela opción,t = h.
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Enel momentot = h-1,setiene:

V~~~opwi(ejerceren h-1)]= E0 [Vopi,.,(ejerceren h-l) ¡ F~] =

= E0 [flujosy oportunidadesde ejerceren h-1,descontados1 Rl

VÁopkl(no ejercer en h-1)]= E0 [Vopi,.i(noejercer en h-1) IR] =

= E9 [Vh..¶[op,,(ejercer en h) 1 Rl =

= E<~ [EQ[Vopi,(ejerceren h)¡Fh.1] ¡ Fi = E<> [Vopi,(ejercerenh) ¡ Fi =

= E0 [flujosy oportunidadesdeejerceren h, descontados ¡ Rl

Determinados el valor de la opción de ejercer y de no ejercer en el último

periodo, es posible determinarlosanteriores.El cálculo en forma recursiva, para

obtener el máximo entre todas las opciones excluyentes es una aplicación del

principiode programacióndinámicade Belíman.

2.5. Mercadosincompletos

2.5.1. Caracterización de un mercado incompleto

Definición (mercado incompleto)

Sedicequeun mercadoesincompletosi, parat = 1, ..., Y, existealgúnflujo

fi, medible respecto de F~, que no es posible replicar con una estrategia de activos

negociados en dicho mercado.

La caracterización de los mercados incompletos se deriva de la de mercados

completos. Así, un mercado de Y períodos es incompleto si y sólo si alguno de los

mercados de un periodo derivados del general es incompleto. Por tanto, un mercado
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será incompleto si existe un suceso A a P~, para algún valor de t = 0, 1, ..., Y->, con

un número de sucesores inmediatos, y(A), superior al número de activos negociados

en el mercadoconprocesosde precioslinealmenteindependientes.

Se parte del único mercado financiero definido, M, libre de arbitraje,

suponiendo ahora que es incompleto. Para el problema de valoración de un flujo

distinguiremos,comoen los mercadosde un periodo, los casosde que el flujo sea

replicable o no lo sea. Es necesario tener en cuenta, aquí también, la matización

introducida en la valoración en mercados completos de varios periodos: un precio

para un activo en un momento dado no puede garantizar la ausencia de oportunidades

de arbitraje en un mercado; en cualquier caso, sería necesario fijar un proceso de

precioscompleto.

2.5.2. Valoración de un flujo replicable

Sea el mercado M* definido por la incorporación a Mde la negociación de

un activo ficticio que da derecho a un pago ti, en el momento h. Suponemos que

existe una estrategia, 0, de M, cuyo valor en ti coincide con fh, Vh(0) = fh.

Teorema 8

Es posible encontrar un proceso de precios para el activo ficticio,

con S~ fh y Sdados, la = 1, 2, ..., Y; tal que M* no contenga

oportunidades de arbitraje si y sólo si

£ = EQ[ch

]

h

fl (í+ ~)
s~t

donde Q escualquiermedidaprobabilidadneutralal riesgodelmercadoM.
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Demostración:

Comenzaremosdemostrandoque si el precio inicial del activo ficticio, S~,

no es E0[h] , en el mercado M* existen

demostración sigue los dos pasos ya habituales.

En primer lugar se observa que, dada una

activo ficticio, su valor en el momento inicial será:

yo(o) — EQIVh(6)1 _ EQ[fhl
flQ+rj flQ+rJ

s=I

estrategia, O, en Mque replica al

oportunidadesde arbitraje. La

donde Q es una medidade probabilidad neutral al riesgo cualquiera.La primera

igualdad se debe a que el valor descontado de la estrategia es una martingala bajo Q
por ser dicha probabilidad neutral al riesgo en lvi. La segunda igualdad se debe al

concepto de replicación.

En segundo lugar se demuestra que si la estrategia replicante y el activo

ficticio no tienen el mismo valor inicial, existirán oportunidadesde arbitraje en el

mercado Mt Si yo(O) < S{, bastaría seguir e y venderal descubiertounaunidaddel

activo ficticio para teneruna oportunidadde arbitraje de tipo II, que implica la

existenciade oportunidadesde arbitraje de tipo 1. Si yo(O) > s;, se seguirla la

estrategiade signocontrario.

E~[fh]

Para demostrar la implicación inversa, se supone que = h

fl (í+ r~)
y

= f~. Entonces se propone un proceso de precios para el activo ficticio, que
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veriflea estascondicionesy garantizala ausenciade oportunidadesde arbitraje en

M*. El procesode precioses el siguiente:

E frh¡FJ

%-~t + 1

donde Q esunaprobabilidadneutralal riesgocualquierade M. Dadoel teorema6, se

sabe que entre estas probabilidades existe alguna equivalente a P, puesto que en M

hay ausencia de oportunidades de arbitraje, por hipótesis.

Pero si el proceso de precioses este,cualquiermedidaQ, neutral al riesgo

de M, es una probabilidad neutral al riesgo del mercado M*. Puesto que existe

alguna equivalente a P y por el teorema 6, se sabe que en el mercado M* hay

ausencia de oportunidades de arbitraje. Queda, así, demostrado el teorema.

Si el mercadoes incompletopero existe posibilidadde replicaciónde un

pago, existiráun valor único paradicho pagoen el origen. Es el valor inicial de la

trayectoriade preciosquegarantizala ausencia de oportunidades de arbitraje, puesto

que, en estecasotal trayectoriaes también única.

Supongamosun proyectodefinido por los flujos de caja (fi, t), para t #),

1,..., T, dondefi es una variablealeatoriamedible respectode Ft. Si es posible

encontraruna estrategiaque repliquecadapago fi; estoes, unaestrategia
0<t), cuyo

valor en el momento t, V4O~)coincidacon fi paratodoslos estadosdela naturaleza,

el valor del intercambio,en t = O, de acuerdo con los teoremas 2, y 8, será:

Vldfo, f’,~..,fO= fo + jv0(&~)= ~0 + T EQ[V~(O(t)» T E0Iif+

]

=t~ +z
para cualquier medida de probabilidad neutral al riesgo, Q.
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El valor de la oportunidad de invertir en ese proyecto será:

Vopo(fo, ft~.,fT) = ~f0 +

s4

para cualquier medida de probabilidad neutral al riesgo, Q.

Si el proyecto contiene además de flujos, oportunidades de intercambio, será

necesario estudiar si dichas oportunidades son o no replicables. Es necesario replicar

el valor de la opción en el momento de su ejercicio, esto es, Voph(fh, f11+1 fO. Si

este valor puede ser replicado por una estrategia del mercado M, su valor descontado

en un momento t = t sera:

Viloph(fh, fb+¡, ..., frfl = EQ[Vopdfh, fh+1, ..., fa’) ¡ F~]
flQ +

s

para cualquier medida de probabilidad neutral al riesgo, Q.

Es necesario resaltar que el hecho de que los flujos a que da derecho una

oportunidad sean replicables, no implica que lo sea la oportunidad en si. En algunos

casos panicularessi ocurreasí. Es por estos casos, por lo que se afirma que la

valoración de opciones reales por argumentos de arbitraje está especialmente

indicadacuandolos proyectossedefinensobreactivosquese negocianen mercados

financieros.

Si el proyecto incorporase oportunidades que diesen derecho a otras

oportunidades y flujos, oportunidades complementarias o excluyentes, el tratamiento

seria el mismo al dado en mercado completo, siempre que Iheran replicables.
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El cálculo del valor de la oportunidad de invertir sería posible siempre que

incluyeseflujos y oportunidadesreplicables,del mismo modo que se calculó con

mercado completo. Obsérvese que la única diferencia está en que en mercado

completo existe una única probabilidad neutral al riesgo, con la que se calculan las

esperanzas, mientras que con mercado incompleto existen múltiples, pero puede

utilizarse cualquiera de ellas.

Resulta ahora inmediata la demostración de la implicación inversa a la

proposición 111.1, puesto que si, como se ha supuesto, en el mercado M existe un

activo sin riesgo, todos los flujos ciertos son replicables.

2.5.3. Valoración de un flujo no replicable

El único caso en que no es posible asignar un único valor a la oportunidad

de invertir en un proyecto, sin incorporar nuevas hipótesis, lo encontraremos cuando

éste se defina en función de flujos no replicables. En un análisis paralelo al seguido

para los modelos de un periodo, buscaremos la acotación más precisa posible, que

mantengala independenciade las expectativasy de laspreferenciasdel inversor, y

garantice la ausencia de oportunidades de arbitraje. Tal y como se ha comentado en

los casos anteriores, con modelos de varios períodos, no podemos encontrar valores

iniciales que garanticen la ausencia de oportunidades de arbitraje, porque esta

garantía exige que se fije la trayectoria completa de los precios.
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SeaM* el mercadodefinido por la incorporacióna M de un activo (activo

ficticio) que da derecho a un pago final fT, no replicable, con proceso de precios

~ [OIT, mediblerespectodela filtración delinversor.

Teorema 9

Es posible encontrar

{StI=OIT, con S~ fT y

arbitrajesi y sólosi

SSC(fT,fr~) =

un proceso de precios para el activo ficticio,

dados, tal que M* no contenga oportunidades de

mnT ,max[ (í±rj ~

donde Q esuna probabilidad neutral al riesgo del mercado M.

Demostración:

Para la demostración, representaremos por Q* y Q** las medidas de

probabilidaden quesealcanzanrespectivamenteel mínimo y el máximoplanteados.

Así:

. EjfT] — EQ.LfT

]

T TEQ*[&]
~ flQ±r9 flQ±rj

si s~-i

f = max EQ[fT] — EQÁfT

]

~ fl(í±rj ñQ+r9

5 1
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A continuación se introduce una notación análoga para las probabilidades

neutrales al riesgo que consiguen mínimos y máximos en los modelos de un periodo

derivados del modelo general.

Comenzamos en el penúltimo periodo. Para todo AeP-r-i, llamaremosQA a

las medidasde probabilidadneutralesal riesgo, definidasen el modelouniperiódico

generadopor A. Estasprobabilidadesestándefinidassobreel espacio((lA. FA), y

asignarán probabilidades a los sucesores inmediatos de A.

Sea QA* * la medida de probabilidad para la que se alcanza el valor máximo

para la esperanza del flujo fi?, si se presentael estadoA en el momento Y->.

Formalmente, QA** ve~fica.

~f~(AjQ~(A8)

Escrito de otro modo, si representamos por:

fT(sucesoresde A),

la variablealeatoria1% definidasolamenteparalos sucesoresinmediatosde A, QA* *

sedefinedel siguientemodo:

EQ4fT (sucesoresdeA)j = rnax EQÁ [fT (sucesoresdeA)]

Se define la variable aleatoria E0 [fT], medible respecto de FI»I, como

aquella que toma, para cada AEPTI, el valor máximo para la esperanzabajo alguna

medida de probabilidad neutral al riesgo, del flujo fT, si sepresentael estado A en el

de FT4:

EQ* [fil(A) = jEr (A~ IQA * *(AB) = EQ~[4&ucesores de A)]
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Para todo BcPrz, se llamará Qp** a la medida de probabilidad para la que

sealcanzael siguientemáximo:
v(13)

= nr X E;
g

donde QB representa una medida de probabilidad neutral al riesgo del modelo de un

periodo generado por E.

Podemos escribirlo también:

EQ.iW~,[fTXsucesoresdeB)j rnax EQB!~Q; LfTXsucesoresdeB)j

Se utilizada la misma flotación, retrocediendo en el tiempo hasta el

momento inicial. Obsérvese que los máximos se alcanzarían en el mismo punto si se

trabajaconel flujo fT descontado.

Por aplicación directa del Principio de Optimalidad de Bellman42, se

obtiene:

= j~Q~J» )[A~+iQo
1)], para todoj =1 k.

t=o

Con un planteamiento análogopara el casode mínimo, sellegaría a:
T-I

Q*(m1) flQ~É4).)[A~+í(wj)], paratodoj =1 k.

ti=O

42 Sepuedeutilizar esteprincipiopuestoque lacomposiciónde funcionesa quese aplica,verifica las

condicionessuficientesdeMillen. Ver Prawda(1976),pag.661.
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Resulta cómodo trabajar con una notación que permita relacionar las

probabilidades de los modelos de un periodo con las probabilidades del modelo

general. Para ello, introducimos la siguiente definición.

Definición<sistemade probabilidadesneutralesal riesgodeun mercado)

Dado un modelo de mercado de varios periodos, se denomina sistema de

probabilidades neutrales al riesgo del mismo al conjunto formado por una medida de

probabilidad neutral al riesgo de cada modelo de un periodo derivado del modelo

general.

Un sistema de probabilidades neutrales al riesgo puede representarse por un

vector, Q c R<”~»<’½»+<~>. Cada componente del vector representa la probabilidad

que le asigna a un suceso, Aa>’1, la probabilidad del modelo uniperiódico generado

porel predecesorde A en el momentoinmediatamenteanterior,Mx(A).

Escritoen otro modo,Aa>’1 esel predecesoren el momentot de ni1, paraun

conjuntodevaloresdej:
tal que A=

Cada medida de probabilidad neutral al riesgo del modelo generado por A, se

representará por QA = QÁ1(~). Esta medida asignará probabilidades a los sucesores

inmediatos de A, esto es, a los predecesores en el momento t +1 de <o1, para todos los

valoresj talesque A =
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Un conjuntode y(A) valores,QA [ At+¡&o.Ó], Vj/ A = &frj), constituyeuna

medidade probabilidadneutral al riesgo del modelo de un periodo generado por

AcP~, si verifica:

~ S~+, ~At4J)YQAIAt+I ~j)1= SI(A)
V1/A~A~ (~)

QAtAt+ÑoDI =0

Vi=0, 1,...,m—l; Vt=l,...,T—l.

Estasrestriccionesdefinen el conjunto de todos los vectores,Q c

que representansistemasde probabilidadesneutralesal riesgodel mercadoM. Este

conjuntoserárepresentadoporNc

Obsérveseque, por construcción,el conjuntoN no es vacío puestoque el

mercadoM eslibrede arbitrajey, portanto, son libresde arbitrajetodoslos modelos

uniperiódicosderivadosde él. El conjuntoN estáformadopor un único punto si y

sólo si el mercadoes completo. Si el mercadoes incompleto el conjuntoN es el

resultadodesometerunavariedadafin acondicionesdeno negatividadparatodaslas

componentes. En estecaso,el interior relativo
43de esteconjuntoestaráformadopor

los sistemascon componentesestrictamente positivas. Por el Teorema 4, sesabeque

puestoque los mercadosde un periododerivadosdel generalson libresde arbitraje,

el interior relativode N no esvacio.

Puededefinirseunaaplicacióndel conjuntoN sobreel conjuntode medidas

de probabilidadneutralesal riesgodel mercadocorrespondientede variosperiodos,

quea cadavector Q eN le hacecorresponderunaprobabilidadneutral al riesgodel

modelogeneral,Q = L( Q), del modosiguiente:

QQo) = flQA+(~4AtÁ<oJ)]

~ Paraunadefinicióndeinterior relativo,ver Rockafellar(1970),pag.44.
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Obsérvesequela aplicacióndefinidano esinyectiva.

Es inmediatoobservarquela medidade probabilidad Q será equivalente a P

si y solamente si el vector Q que la genera tiene componentes estrictamente

positivas. En un mercado incompleto, la medida de probabilidad Q seráequivalentea

P si y solamentesi el vector Q perteneceal interior relativodeN.

A continuación,definimosun tbncionalsobreel conjuntoN:

~~)= ±t (óOÍl QA,(~j[A~+l(o~)]= ±fÁw~).L(Q) = EL(~4fr 1

El máximo de estethncionalsobreel conjuntoN será:
maxJ(Q)=rnax EL(-.-)[JTJ = max EQL4] = fi?~Eo.*[fr]

o o Q

y el minimo:

minJ(Q)= mm EL(iR.] = mm EQV] = fí=EQ4ITI
O Q

Representando por Q * * el vector de componentesQA* “, y por Q * el

vector de componentes QA*, el resultadode aplicar el principio de optimalidadde

Belímanpuedeescribirsedelmodosiguiente:

Q** =L(Q**)

Q* L(Q*)
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ParacadasucesoAEPh, la = 1, 1-1, puede definirse sobre N un funcional

análogo a J( Q):

~Ad’h(Q)
Vi/A~>A

TI

.íÁcnJFlQAJÚ,J4AUI (e~>l

Se puede observar (lema 111.1), que si L(Q)(A) !=0,el significado de

~ACP,, (Q)es el siguiente:

~AcPh(Q) EL~)[fr ¡A]

Se llamará Jh( Q) a la variable aleatoria, medible respecto de F1.., que para

cada suceso ACPh, toma el valor:

Jh(Q)(A)= ~AddQ)

Demostraremos, en primer lugar, que ~ » existen

oportunidades de arbitraje en Mt

Aplicando el Principio de Optimalidad de Belíman tal y como se ha

planteado, observamos lo siguiente:

EQ*.[JT] = J(Q **) = max EQ U1 (~ *

donde Q’~ es una medida de probabilidad neutral al riesgo del modelo derivado,

definido entre los momentos t = Oy t = 1.
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Puedeplantearseel problema dual, del mismo modo que se hizo en la

demostracióndel resultadoanálogoparamodelosde un periodo(proposición11.7).

Sabemosqueel problemaprimal tienesolución, por lo que tambiéntendrásolución

el dual,y el valor de la flinción objetivoenel óptimodeambosprogramascoincidirá.

Setiene,por tanto:

EQt4ITJ= niinY’S
Y,

sujetoa:

Y1kS, =JdQ**)

donde,los vectoresY1 representanestrategiasdel primerperiodo. Representaremos

por ~1** la estrategiaen quese alcanzael mínimo.Así, se verifica:

E9..Vr] = y1** ‘.So

Razonamos del mismo modoparalos modelosde un periododefinidosentre

t =1 y t = 2. Para cada AePi, se verifica:

Ji(Q**) (A) = maxEQ [j. «1 * *ftsucesoresdeA)]

Por dualidad:

J1(Q**)(A)= minY2(A~S(A)

sujetoa:

Y2(A) ‘.SAlsucesoresde A) =J2( * *)(sucesoresdeA)

Los vectores Y2(A) representanlas carterasdel segundoperiodo si se

presentael sucesoA.

SAsucesoresde A) es la matriz de preciosdescontadosenel momentot 2,

restringidoa los sucesoresdel sucesoA.
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J2(Q **)(sucesoresde A) es un vector que tiene como componenteslas

posibles concreciones de la variablealeatoria 12( ?~**) para los sucesores de A.

Representaremos por Y2(A)** la cartera en que se alcanza el mínimo, Así, se

verifica:

J1(Q**) (A) =Y2(A)**’.S1(A)

Podríaseguirseel mismorazonamientoparalossucesivosperíodoshastaT.

Supongamos que Sk E~?..[t3j. Es entonces posible construir una

oportunidadde arbitrajedel siguientemodo, Durantelos T periodosse mantendrá

una posición corta en una unidad del activo E En el primer periodo se mantendrá la

cartera Y~Att con lo que el coste total es nulo. Se tiene que el valor final descontado

de esta cartera verifica:

= y1**’ ¶,‘~ =J1(Q **) =

Sí la desigualdad es, de hecho, una igualdad, se podrácambiar, de forma

autofinanciadala cartera ~1** del primer periodo por la cartera Y2~ para el

segundo.

Obsérvesequeel cambiodependerádel sucesoque sepresenteen t = 1. Si,

se presentaun sucesoA para el que la desigualdades estricta, se realizará este

cambio, y además se invertirá la cantidad

Y1**’S,(A) - J1(Q **)(A)> O,

en activo sin riesgo.
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La cantidadinvertida en activo sin riesgo, se mantendrásiemprehastael

final, y la cantidad invertida en la estrategiaY2”’ se cambiará de un modo

autofinanciadopor Y3”’, destinandoel exceso, si existe, a activo sin riesgo. De este

modo, sealcanzael último periodocon la obligaciónde entregarfT, con unacartera

YT**, cuyovalor final verifica: VT(YT**) =fr,y por tanto,VT(Yi?**) =fr paratodos

los estadosde la naturaleza,y con activo sin riesgoquese incorporacadavez que

apareceuna desigualdadestricta en las restriccionesdel programa lineal (con

variablesdecartera)enun modelouniperiódico.

Que todasestasrestriccionesse verificasenen igualdadimplicaría queel

pago fi? es alcanzable.Puestoque, por hipótesis, dicho pago no es alcanzable,

necesariamentehabrá desigualdadesestrictas. Entonces, siempre existirá algún

estadotal que, si se alcanza,se tendríaactivo sin riesgo en el momentofinal. La

estrategiaseguidaconduce,pues,a un valor final no negativoparatodos los estados

de la naturalezay estrictamentepositivo para algunode ellos. Puestoque, además,

tienecostenulo, constituyeunaoportunidadde arbitraje.

Si se tuviera 5~> EQ*4fT], la demostraciónseríaanálogaadquiriendoactivo

sin riesgo paraconseguirprecio nulo. Se siguenlos mismospasossi S§=EQ.LIT],

con lo quequedademostradala primeraimplicacióndel Teorema.

Parademostrarla segundaimplicacióndel teorema,observamosel siguiente

resultado:el fUncionalJ(Q) tomael mismo valorparatodoslos elementosde N sí y

sólosi el pagofi? esalcanzable.En el caso en quenos situamos,de fi? no alcanzable,

severifica:

EQ4fT]= J(Q *) <J(Q **) = EQ.*[fr]
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Se probará que si EQ4fT]= J(Q*) <~t < J(Q “9= EQ*4ñ1, es posible

construir un procesode preciosparael activo ficticio tal que en el mercadoM* no

existanoportunidadesde arbitraje. Basta,paraello, probarque en el mercadoM*

existirá unamedidade probabilidadneutral al riesgoequivalentea P. Se obtendrá

dicha medida como combinación lineal convexa de otras dos medidas de

probabilidadequivalentesa P. Estasdos medidas,seobtendrán,a suvez, a travésde

la aplicaciónL( Q), partiendode daselementosdel interior N, querepresentaremos

por Q% Q cuyaexistenciasedemuestraa continuación.

Si E04/T¡ J(Q *) <J(Q **) = EQ*4f21, paratodo S{ cR queverifique:

Ec~4fr}c 5 <EQ.4fT],

se demostraráque existen iTt, <r pertenecientesal interior relativo de N, que

verifican:

EQ*[fr]=J(Q*) =J(Q) <S~ <J(Qn)~ J(Q**)ZZEQ**[f2.]

La demostraciónde la existenciade estasprobabilidadesse basaráen la

continuidaddel funcionalJ(Q).

Tomos0cR, Ocs~< S~~J(Q*)

Entonces,35~ tal queVQ cB( Q ‘~, &j, severifica J(Q) - j(~ *) =Go < 5 - J(Q *)

SeaH = B(Q t So) n interior relativo (N).
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Puesto que 1(Q) alcanza su mínimo sobre N en Q “‘, VQ cH,

I~<Q)- j(~>*}~ J(Q)- J(Q ~)y, portanto:

VQ cH,0=J(Q)-J(Q’9=so<St~J(Q*)

V Q sH,J(Q’9=J(Q)<S~

es un elemento cualquiera del conjunto H. Puesto que H !=0, queda

probada la existencia de Qt La demostración es análoga para Q~

Sean las medidas de probabilidad neutrales al riesgo de M, equivalentes a

Pt definidas por:

Q =L(Q9

Q =L(Q)

paraj=l 1<.

Obsérvese que EQJJTJ =~J(Q•),y EQÁJT] = J(Qt

La medida de probabilidad buscada se obtendrá como combinación lineal

convexade Q y Q. A. continuaciónse compruebaque unacombinación lineal

convexade estasdosmedidasdeprobabilidad:

QQ»1) = a. Q «oj) + (1-a). Q(w~), ac(0,1),

esunamedidade probabilidadneutralal riesgode M, equivalentea

~“‘ Son equivalentesaP porque son imagende elementosdel interior relativo de N. Las imágenesde
Q*y Q~ notienenporquéser,ydeheehonoson,equivalentesaP.

45Scpuededemostmr,de formainésgeneml,queel conjuntodc medidasdeprobabilidadneutmlcsal
riesgo delmercadoNI, equivalentesa P, es un conjunto convexo.
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La comprobacióndequeesunamedidade probabilidadequivalentea P es

directa.Comprobamosqueesneutralal riesgo.ParatodoAePt, t = 0, 1,.. .,T-1, todo

1=0,1 m-1,

E ~ (1-a~Q [sLyAJ + (í - JQ XA~¡A).s¿>, (Aa) =

___________________ ÍA¿W.

g~1 a.Q (A) + (í - a).Q (A) t4 \~I

y(A) y(A)

cz.Q(A)+Q -a).Q(A)

a.Q (A).EQ. [SI+JA]±(t - a).Q (A).EQ.. [SL,¡A] _

a.Q(A)±(I- a}Q”(A)

— a.Q(A).5(A)+ (í -a).Q~”’ (A).S~(A

)

aQ (A) + (í- c4Q(A)
= SI(A)

Del conjuntode medidasde probabilidad neutrales al riesgo equivalentes a

P obtenidascomocombinaciónlineal convexa de Q y Q~ elegimosunaconcreta.

SerepresentaráporQt y sedefinedel siguientemodo:

Qkm~) = at. Q (mi) + (1-c¿). Q(<o1), Vj =1, 2,..., k.

con

f
EQ.4J}1-S~

EQ..LfrI-EQ.[fTI’

¿c(O,l),puestoque EQ.LfTI< S{< E<~..[f’].
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Puededefinirseentoncesun procesode precioparael activo queda lugaral

pagofi? , queverificatodaslas exigenciasdelteorema:

= E<¿[fi?/Ft

]

ñ(i + r5)
s=1+]

parat = T

parat=0,1 T-1

El precio final es el pago fi?, y se compruebainmediatamenteque el valor

inicial deesteprocesoes St:

EQfIfT /F0

]

Tfl (1+r,)
si

= EQT(JT 1= k

j=i

k

T(wj41.QQOj)+(l-alQ(wj)I=
ti

= &IEQ.LJT] + (1-a
5.EQ.dfT]=

E ~[44-St
— Q EQ.[,tfl+

EQ4IT]-EQ.[fTI’

St-EQ.ÍIIT]
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Porúltimo, vemosque si el activo ficticio sigue esteprocesode precio, Qf

es una medida de probabilidadneutralal riesgoequivalenteaP,parael mercadoM*.

Por construcción,sabemosqueQf esequivalentea P,y neutral al riesgopara

el mercadoM, luegobajo dichaprobabilidadlos preciosdescontadosde los activos

con indice i = 0,1,..., md, sonmartingalas.Faltariaúnicamentecomprobarque el

proceso de precio propuesto para el activo ficticio, descontado, es también una

martingala bajo Q~ comprobación que resulta inmediata:

EQf{SÍ+l/Ftl _ EQfrQ4fT/F~+11/F~j1+1 T

s==I s=~1 s=4±2

T

— EQrfrT/Ft] Sí.HQ-i-w)
________________ s=t-t-1

t+1 T ni T

[1(í+r~> fJ(1+r5) J1Q±r5>~~Ij+r5)
s=t+2 s=i s=t+2

Si

ÚO±rJ
s-1

Queda asi demostrado que, si el activo ficticio sigue este proceso de
Yprecios,Q esuna medidadeprobabilidadneutral al riesgo equivalentea P, parael

mercadoM*, por lo que dicho mercadono contieneoportunidadesde arbitrajey

quedacompletamentedemostradoel Teorema.
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Analizadala valoraciónde un flujo no replicable,disponibleen el momento

final, seplanteael problemade la valoraciónde flujos no replicables,disponiblesen

otros momentos del tiempo, ~h. parah < T.

Obsérveseque, aun siendo el mercadogeneral incompleto, podría ser

completo el mercado definido entre el origen y el momento h en este caso el flujo

seria replicable y se resolveríael problemacon el Teorema7. Si el mercadoes

incompleto,peroel flujo esreplicable,el problemaseresolveríacomoen la sección

2.5.2. Nos centramosahoraen el caso en queel mercadoes incompleto entreel

origeny el momentoh, y setratade valorarun flujo fj,, disponibleen el momentoh.

Sea el mercado M* definido por la incorporación a Mde la negociación de

un activo (activo ficticio) que da derecho al flujo ti,, no replicable,disponibleen el

momentot = h, conprocesode precios fr LO,I,..,T’ mediblerespectode la filtración

del inversor.

ProposiciónIII. 6

Es posible encontrar

con Sk fh y

arbitrajesi y sólosi

S~c(fhjfh4) =

un proceso de precios para el activo ficticio,

dados,tal que M* no contengaoportunidadesde

[mintEQfrhl ,max
(l+r,) ‘~

dondeQ esunaprobabilidadneutralal riesgodelmercadoM.
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Demostración:

No se desarrolla la demostración porque resulta análoga a la del Teorema 9.

Para demostrar la primera implicación se construye una oportunidad de arbitraje

debidaa que el precio no perteneceal intervalo. Se conseguirá,con costecero,una

estrategiano negativa, y estrictamentepositiva en algunossucesosde t = h; basta

entonces mantener la estrategia hasta el final del periodo (hasta T), ya que si existe

valor positivo, estará todo colocado en activo sin riesgo.

En la demostración de la segunda implicación, se localiza una medida de
£probabilidadneutralal riesgoequivalenteaP, Q, del mercadoM, queverifique:

EQIIIA ] = 5

Sedefineentoncesel siguienteprocesode preciosparael activoficticio:

EQf[fh /F1

]

= FI~ +r~) parat=O,l,...,hs=t+1t
~h FJQ+rs) parat=h+l

Para concluir el problema de valoración de flujos no replicables en el

momento inicial, faltaría únicamente estudiar la valoración de un conjunto de flujos.

En los casosestudiadoscon anterioridad,esteproblemase ha resueltoutilizando el

Teorema2, que asegurabaque el valor del conjuntoera la sumade valoresde los

distintos flujos. En este caso no puede aplicarse porque no se ha obtenido un valor

paralos flujos, y no esposibleencontraruna valoraciónde los flujos a partir de los

intervalos de valor de los flujos. Sí puedeplantearseel resultadoque se presentaa

continuación.
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Sea el mercado M* definido por la incorporación a Mde la negociación de

un activo (activo ficticio) que da derecho a los flujos fh y f~, no replicables,

disponibles respectivamente en los momentos t h y t = t, con procesode precios

151 ~ mediblerespecto de la filtración del inversor.

Proposición III. 7

Si S~*(f¿+ f¿ ,t~+ f)

EQ[fhjl
donde f,,~min h

‘~

fh EQIfhl1,

fl(i±r5)

siendo Q una probabilidad

oportunidadesde arbitraje.

fJ=min EQ[ff

]

flO±r~)
51

f EQIftI

‘~ fl(í±r5)
s~1

neutral al riesgo del mercado Nl, en M’
6’ existen

Demostración:

Supongamosque 5 = f$ + ~ Paratenerunaoportunidadde arbitraje,

bastatomarla estrategia:

O=q +<~‘,

donde tp seria la estrategia de arbitraje que se obtendría si se negociara en M* un

activo que diese lugar al flujo fh, con precio inicial f¿ ; y ¿p’ es la análoga para 1%.

Se seguiríael mismo razonamientosi S~ = + f¿. Si el precio fUese

mayor que f+ f o menorque ~h ~ fj, seajustadala estrategiacon activo sin

riesgoparaconseguircostenulo.
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La implicación inversa a la proposición 111.7 no es cierta. Se tiene un

contraejemplo sencillo partiendo de un mercado Men que se negocia únicamente un

activo sin riesgo, por lo que solo se replican flujos ciertos. Basta descomponer un

flujo cierto comosumade dos flujos no ciertos.El valor de la sumaseriaun valor

concreto, mientras que no lo seria la suma de los valores.

Porúltimo, setrata la valoraciónde un flujo no replicable en un momento

posterior al origen. Se define el mercado M* por la incorporacióna M de un activo

que da derechoa un flujo 1%, no replicable,disponibleen el momentot=T. Se busca

asignarun valor a esteactivo en el momentot=h > O, que permita la ausenciade

oportunidadesde arbitrajeen M*. El valor en h seráunavariablealeatoriamedible

respectode Fh, por lo queseráunvalorreal paracadasucesoACPh.

Partiendode que el flujo fi? no esreplicableen el mercadoM, esposibleque

lo seaapartir del momentoh, si sepresentaalgúnsucesode Ph. Al calcularel valor

quese le asignaparaun sucesoAFPh, esnecesarioentoncesdistinguirquepuedao

no serreplicado.Si el flujo Lp puedereplicarseconalgunaestrategiaen M entreh y

T, al presentarseel sucesoA, severifica la siguienteproposición:

Proposición111.8

Es posible encontrar un proceso de precios para el activo ficticio,

con S4j»= fT y S~(A> dados, It = 1, 2 ¶7’; tal que M* no contenga

oportunidadesdearbitrajesi y sólo si

S~(A) — EQfrT/FhXA

)

fI(l±rJ

donde Q es cualquier medida probabilidad neutral al riesgo equivalente a P del

mercado Nl.
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Demostración:

Comenzamos probando que si el precio del activo ficticio en el momento lx,
EQfrT /FhJA

>

si sepresentael sucesoA, S~ (A), no es T , en el mercado M* existen
fl (í + r~)
s~h+i

oportunidades de arbitraje.

En primer lugar, seobservaque dadaunaestrategiaO en M que replicaal

activo ficticio entre el momento lx y el momento T, si se presenta el suceso A, su

valor en el momento h, sí se presenta el suceso A, S~ (A), será:

Vh(O)(A) EQ(VT(O)/ FhIA) — EQ[ff / FfiJA

)

fl(í+~) flQ÷r5)
s~hk -44

donde Q es una medida de probabilidad neutral al riesgo cualquiera. La primera

igualdad se debe a que el valor de la estrategia es una martingala bajo Q por ser dicha

probabilidad neutral al riesgo en M. La segunda igualdad se debe al concepto de

replicación.

En segundo lugar se demuestra que si la estrategia replicante y el activo

ficticio no tienen el mismo valor en el momento It, si se presenta el suceso A,

existiránoportunidadesde arbitrajeenel mercadoM*.

Supongamos que Vi4eXA) < S~ (A). Puede conseguirse una oportunidad de

arbitraje del modo siguiente: hasta el momento It no se realizará ninguna operación.
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Si en momentoh no sepresentaA seseguirámanteniendounaestrategianula. Si en

el momentoh sepresentaA, sedebeseguirO, venderal descubiertounaunidad del

activo ficticio y adquirir Si(A) Vh(6XA) unidades del activo sin riesgo. De este

modo, no se realiza ningún desembolso, y el valor final es no negativo, y

estrictamente positivo para los estados de la naturaleza que suceden a A. Si Vh(O)(A)

> S (A), seseguiríala estrategiade signo contrario.

Para demostrar la implicación inversa, hacemos S~ (A) = EQfrT 1 W JA

)

fl(i±~)
s~-h4l

y S~ = fT. Entonces se propone un proceso de precios para el activo ficticia, que

verifica estas condiciones y garantiza la ausencia de oportunidades de arbitraje en

M*. El proceso de precios es el siguiente:

EQ[fhuFl
flQ’-’O

donde Q es una probabilidad neutral al riesgo equivalente a P de M.’~ Dado el

teorema 6, se sabe que existe una probabilidad de este tipo, puesto que en M hay

ausencia de oportunidades de arbitraje, por hipótesis.

Pero si el proceso de precios es este, cualquier medida Q, neutral al riesgo

de M, es una probabilidad? neutral al riesgo del mercado M*. Por el teorema 6, se

sabe que hay ausencia de oportunidades de arbitraje en M*. Queda asi demostrada la

proposición.

«‘ Obsén’ese que, puestoque el finjo no es replicable desdeel momentoinicial, este procesode
preciosno tiene porquéserúnico. Al menosen el momentoinicial setAposibledefinir un intervalo
abierto de xalores.
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Se verá, para finalizar, que el caso en que no hay replicación desde el

momentodela valoraciónresultaanálogoal Teorema9. SeaM* el mercado definido

por la incorporación a Mde la negociación de un activo ficticio que da derecho al

cobro de fT. El flujo fi? no puede replicarse conningunaestrategiaen M entrelx y T,

al presentarseel sucesoACPh.

Se utilizará la flotación presentadaen la demostracióndel Teorema9. Sea

Q * el sistemade probabilidadesque minimiza el funcional ~ (Q) y Q ** el

sistemaque lo maximiza. Entoncessepresentael siguienteresultado

Proposición111.9

Es posible encontrar un proceso de precios para el activo ficticio,

con S!.= fi? y Sr(A) dados,lx = 1, 2, ..., T; tal queM* no contenga

oportunidadesde arbitrajesi y sólo si

St(A) ~ (JAEPh(~iJAEPh(~**))

Demostración:

Demostraremosen primer lugarque S~(A) ~ (JAEPS (i~ *‘), ~AGPh (~ * *» ~
existenoportunidadesde arbitrajeen

Por aplicacióndel PrincipiodeOptimalidaddeBelíman:

JACPI(Q)II~aICEQA [Jh+Á~**)]

dondeQA esmedidade probabilidadneutral al riesgodel modeloderivado,definido

entrelos momentost = lx y t = lx + 1.

173



Capitulolis’ Valoración enun modelodemúltiplesperíodos

Sabemos que este problema tiene solución, por lo que también tendrá

solución el programa dual, y el valor de la función objetivo en el óptimo de ambos

programas coincidirá. Se tiene, por tanto:

SM?, (¡I * *k mm~ (AY.Sb(A)
Yh+I(A~

sujeto a:

Yh4 «A)’ .Sh~1(sucesores de A) =~h±¡ (i~ *

donde, los vectores Yh±,(A) representan estrategias del primer periodo considerado.

Representaremos por Y~±1(A) ** la estrategiaen quese alcanza el mínimo.

Así, severifica:

EQ.*[ft] = Yh+l(A) **>Sh<A)

Razonamos del mismo modo para los modelos de un periodo definidos entre

t = h + 1 y t = h+ 2. Paracada BEPh+l, sucesor inmediato de A, se verifica:

rnax EQ [>h+2 (~ * *Xsucesc>resdeB)]

Y, pordualidad:

sujeto a:

Yh+2(B)’.Sh±2(sucesores de») =Jh+2(Q* j(sucesoresde»)
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Los vectores Yb+2(B) representan las carteras del segundo periodo

considerado si se presenta el suceso B.

Sh±2(sucesoresde B) es la matriz de precios descontados en el momento t =

h+2, restringido a los sucesores del suceso H.

~h+2 (?~ * *) (sucesoresde B) es un vector que tiene como componentes las

posiblesconcrecionesdela variablealeatoria Jh+2(Q * *) para los sucesores de B.

Representaremos por Yh±2(B)** la carteraen quesealcanzael mínimo. Así,

severifica:

~*j—y~+2(B)** ‘Sh÷¡(B)

Podríaseguirseel mismorazonamientoparalos sucesivosperíodoshastaT.

Supongamosque St(A) = ~AeP (Q**’). Es entoncesposibleconstruir una

oportunidad de arbitraje del siguiente modo. Durante los T-h periodos se mantendrá

una posición corta en una unidad del activo f. En el primer periodo se mantendrá la

carteraYh±1(A)**,con lo queel costetotal esnulo.

Se tiene que el valor final descontado de esta cartera verifica:

Vh+I(Yhi-l(A)**) = Yh+1(A)**’ .Sh+4sucesoresde A) =

> Jh±1(¡y * *)(sucesor~sde A) = Yh+2(sucesoresde A)** ‘.Shfl(sueesoresde A)
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Si la desigualdades, de hecho,una igualdad,se podrácambiar, de forma

autofinanciadala carteraYh+1(A)* * del primerperiodopor la carteraYh+2(sucesores

de A)** para el segundo.El cambio de estrategiadependerádel sucesoque se

presenteen t = h+1. Si, sepresentaun suceso» para el que la desigualdad es estricta,

serealizaráestecambio,y además seinvertirá en activosin riesgola cantidad:

Yh. 1(A)** ‘.Sj(B) - ~h+I(¡y * *)(B)> O,

La cantidadinvertida en activo sin riesgo se mantendrásiemprehastael

final, y la cantidadinvertida en Yh+2(sucesoresde A)* * se cambiará de un modo

autofinanciadopor Yh~3**, destinandoel exceso,si existe, a activo sin riesgo. De

este modo sealcanzael último periodocon la obligaciónde entregarfT, con una

carteraY**(T), cuyovalor final verifica: Vi?(lx**(T)) =fi? paratodoslos estadosde la

naturaleza,y con activo sin riesgo que se incorpora cada vez que aparece una

desigualdadestrictaen las restriccionesdel programalineal <convariablesde cartera)

en un modelo uniperiódico.

Quetodasestasrestriccionesseverifiquen en igualdadimplica que el pago

fi? es alcanzable. Puesto que, por hipótesis, dicho pago es no alcanzable,

necesariamente habrá desigualdades estrictas. Entonces, siempre existirá algún

estadoque se alcancecon activo sin riesgo en el momento final. La estrategia

seguidaconduce,pues, a un valor final no negativoparatodos los estadosde la

naturaleza y estrictamente positivo para alguno de ellos. Puesto que además tiene

coste nulo, constituye una oportunidad de arbitraje.

Si se tuviera S (A) > J~gp (¡y * *), la demostración seria análoga

adquiriendoactivosin riesgoparaconseguirprecionulo. Sesiguenlos mismospasos

si S~ (A) =~ (¡y * 9, con lo que quedademostradala primeraimplicaciónde la

Proposición.
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Paraprobarla segundaimplicación, serazonaigual queen la demostración

del Teorema 9. Se demostrará que, si el precio pertenece al intervalo planteado,

puede construirse un proceso de precios para el activo ficticio compatible con una

medida de probabilidad neutral al riesgo, Q’j, equivalentea P, parael mercadoMt

Esta medida de probabilidad se obtendrá como combinación lineal convexa de otras

dos medidasde probabilidadneutralesal riesgodel mercadoM. Se comienzapor la

localización de estas últimas.

Puesto que el funcional ~MP (¡y) es continuo, puede garantízarsela

existenciade (Y y ¡y, pertenecientesal interior relativodeN, queverifican:

3AeW (Q*) ~ J~, (Q) = EL(~j[fT ¡Al .c
E~(~..)1fl lA] = ~AePh(¡y) ~ ~AcP (Q**)

Seanlas medidasde probabilidadneutralesal riesgo,equivalentesa P, del

mercado Nl, Q = L( Q) y Q = L(¡y). Se define entonces la medida de

probabilidad neutral al riesgo de Nl, equivalentea P, que representamos por Qt
como:

= té. Q (o~) + (¡-«5. QQo~), Vj =1, 2,...,k.

con

¿=
EQÁJT IAJ-EQ.[fT/A]’

¿c(O,l),puestoqueEQ.V /A]< S(A) < EQ4IT iAl.
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Puededefinirseentoncesun procesodepreciosparael activo queda lugaral

pagoLp quetomavalor Lp en el momentofinal y, en el momentot = lx si sepresenta

el sucesoA, tomael valor Si(A):

parat=T

5t. — E~k /FJ parat=O,I,...,T-l

VI (1+ rj
s=t+l

Finalmenteseobservaque, si el activoficticio sigueesteprocesode precios,

esunamedidade probabilidadneutralal riesgo equivalentea P parael mercado

Mt Como se razonóen la demostracióndel Teorema9, bajo dichaprobabilidadlos

preciosdescontadosde los activosconindicei = 0, 1 m-l, sonmartingalas,por

construcción.Se compruebaque el procesode preciospropuestopara el activo

ficticio, descontado,estambiénunamartingalabajo Qf~ Quedaríaasíprobadoque, si

el activo ficticio sigue esteprocesode precios, Qf esuna medidade probabilidad

neutralal riesgoequivalentea P parael mercadoMt El mercadoM* no contiene

oportunidadesde arbitraje, con lo que quedaríacompleta la demostraciónde la

proposición.
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CapituloIV

Extensiones posibles y alcance

modelo

1. EXTENSIONESPOSIBLESDEL MODELO

1.1. Espaciodeestadosinfinito

Todoslos desarrollosdel modelo se hanrealizadosuponiendoque el conjunto

de estadosde la naturalezaes finito. Cuandose representael tiempo como variable

discretaestalimitación es frecuentey, para las aplicaciones,sueleresultarnatural.Por

otro lado, estalimitación permitetrabajarconunamatemáticasencilla.

del
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Existenen la literaturadesarrollos,contiempodiscreto,queno incorporanesta

limitación. El modelo matemáticoque describelos mercadosy los agentesno se ve

afectado sustancialmentepor esta generalización.Obsérveseúnicamenteque no es

posiblesuponerquela medidade probabilidadde partida,P, asignevalorespositivosa

todos los estadosde la naturaleza; como tampoco lo harán las probabilidades

equivalentesa P. Esteproblemasesalvatrabajando“en probabilidadcasi segura”,esto

es, realizandoafirmacionesválidasparatodoslos sucesosconprobabilidadpositiva.

Las demostracionesutilizadas con espacio de estadosfinito no pueden

generalizarsede forma inmediataal casode espaciode estadosinfinito, auncuandose

mantengael tiempo comovariablediscretay se trabaje“en probabilidadcasi segura”.

Sin embargo,si se demuestraque, en este caso más general, sigue existiendouna

relaciónimportanteentrela condiciónde ausenciade oportunidadesde arbitrajeen los

mercadosfinancierosy la existenciade medidasde probabilidadneutralesal riesgo.El

resultadoanálogo al teorema6 con espaciode estadosinfinito se demuestraen el

artículo de Dalang,Morton, y Willinger (1990). En este articulo se revisan trabajos

anterioresque presentancasosparticularesde su TeoremaFundamental,como el de

Taqquy Willinger (¶997)47~ En Schachermayer(1992) sepresentauna demostración

alternativaala de Dalang,Morton y Willinger.

No be encontrado ningún trabajo sobre condiciones de ausencia de

oportunidadesde arbitrajeen mercadosincompletoscon tiempo discretoy espaciode

estadosinfinito. Podríaresultar interesanteestudiar si el teorema9 y el resto de

resultadossobre mercadosincompletos,obtenidosrestringiendoel númerode estados

de la naturaleza,severificanal eliminarestarestricción.

‘“Como seindicó, en este artículo se basala demostracióndel teorema4 y, consecuentemente, del
teorema6.
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1.2. Representacióndel tiempocomovariablecontinua

En la sección2.1 del capítuloprimeroseplanteabala posibilidadde desarrollar

modelosen tiempo discretoo continuoy se optó por el primer tipo. Se pretendeahora

indicar los cambios más importantesque aparecenen el modelo y los resultados

alcanzadoshastael momentocuandola variabletiempo sedefinede forma continua.

La representaciónde la evolución de la información a lo largo del tiempo

quedarecogidapor la idea de filtración, igual que en los modelosen tiempo discreto.

Cuandose trabaja en tiempo continuo, para evitar problemastécnicos, es habitual

suponer que la filtración verifica ciertos requisitos, conocidoscon el nombre de

“condicionesusuales”tSi la filtración de la que se parteno las verifica, se suele

“aumentar”,de modoqueseacontinuapor la derecha,e incluya, en cadamomento,los

sucesosde probabilidadnula. Este“aumento” no tiene grantranscendenciaen cuantoal

significadoeconómico.La filtración queseobtieneal aumentarla engendradapor un

procesosesueledenominar“filtración natural dedicho proceso”.

Los recursosfinancierosquedaránrepresentadospor capitalesfinancieros,

comoen los modelosen tiempodiscreto,o bienporrentasfinancierascontinuas.

En la modelizaciónde los mercadossurgenlas diferenciasmás importantes.

Las estrategiasy los precios de los recursosnegociadosquedanrepresentadospor

procesosestocásticosen tiempocontinuo.

~ VerKantzasyShreve(1991),pag 10, 89y siguientes; y Duffie (1988>, pag. 135.
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Como en el modelo en tiempo discreto, las estrategiasserán procesos

predecibles49.En un modelo en tiempo continuo esta exigenciasignifica que los

procesosde estrategiadebenser medibles respectode una filtración generadapor

procesoscontinuospor la izquierda’0. Así el valor en un momento t del proceso

predecibleesconocidosi seconoceel valor ent de un conjuntodeprocesoscontinuos

por la izquierda;pero el valor en t de estosprocesoscoincidirá con su limite por la

izquierday, portanto,seráconocidoantesdet.

El tipo de procesosque puedenutilizarsepara representarlos preciosde los

activos negociadosen los mercadosfinancieros quedalimitado por la necesidadde

representarlas gananciasobtenidascon la negociaciónde dichosactivos.Siguiendoa

Duffie (1988), pag. 138, “los economistashan utilizado muchos modelos para el

procesoestocásticoquedescribegananciasfinancierasacumuladasde la negociación

conactivos financieros,tomandocomo dato los procesosestocásticosque definenlos

valoresde mercadoy dividendosde los activosfinancieros,así como los procesosque

describenel númerode unidadesde cadaactivo mantenidasen cadamomento.Todos

estosmodelossonequivalentesaintegraciónestocástica”.

Enel modelo entiempodiscreto,unprocesode gananciassedefiniócomouna

integral estocásticade un procesode estrategiarespectode un procesode precios.En

los modelosen tiempo continuo tambiénseráasi, pero la generalizaciónde la integral

estocásticaa procesoscontinuosno esinmediata.La necesidaddedefinir el procesode

gananciashace imprescindible utilizar procesosde estrategiay de precios que

garanticenla existenciade dichasintegrales.Estasituaciónobliga a definir lasclasesde

procesosqueseráposibleutilizar.

Mantendremosestaexigencia,aunquebajo ciertascondicionesesposiblerelajarla.

Se enunciaitparalos procesospropiedadesanálogasa las de las funcionesde variablereal.Estas
propiedadesdebeninterprelarse“en probabilidadcasi segura”.Oiremos que un proceso verifica una
propiedad(en probabilidadcasi segura)cuandolas realizacionesde un procesoverifican tal propiedad
con probabilidad uno (la probabilidad de que no la verifiquen es cero>. Así deben intewretarse
propiedadescomola acotación,continuidad,existenciadc limites, etc.
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No pareceadecuadodesarrollaruna construccióncompleta de la integral

estocásticaen tiempo continuo, por lo que únicamentese presentaránlos resultados

fundamentales,conreferenciasa las demostracionesy, por último, quedarándelimitadas

las clasesde procesosquepodránserutilizadasparamodelizarestrategiasy preciosde

activos.’1

En el capítulo1 (pag. 32) sedio la definiciónde integralestocásticaen tiempo

discreto.La generalizacióna tiempo continuodel conceptode integral estocásticaes

inmediata en dos casos particulares.El primero es el consistenteen tomar como

integrandosprocesossimplespredecíbles.

Definición (proceso simple predecible)

Se dice que a es un proceso simple predecible si, para todo tcA, se puede

p
obteneren ¡a formaat Xct

8«o).1<~, donde~q =t~ sontiemposde paraday cz~(o)
s=1

es medible respecto de Fi,.

~‘ Un desaifollo excelentede estosconceptos,con objetivos similaresa los aqui planteadosse puede

encontrarenHarnssony Pliska (1981).El planteamientode bulle (1988) es algo más amplio, aunque

menos general. Dotan (1990) incluye demostraciones muy claras, no de todos los reguilados, pero si de

los ñjndamentales,lo quepermiteintuir el significadodel prolijo proceso de construcción de la integral

estocástica.Las fuentesbásicasoriginalesen que se basanlos autorescitados son los trabajosde la

llamada“EscueladeEstrasburgo”,entrelosquedestacaMeyer(1976). Untrabajoposterioren estalinea,

muy claro y másgeneral, es el de Elliot (1982). Se puedenencontrarconstruccionesdiferentesde la

integral estocástica,que llevan a las mismasconclusionesen Liptser y Slúryayev(1986) y en Pwtter

(1990). En I’Zaratzasy Shreve(1991) seencuentraunaconstrucciónmuy detallada,perodebeobservarse

queno planteaelcasomásgeneral.

183



CapítuloIV Extensionesposiblesy alcancedelmodelo

Definición (integralestocásticacon integrandossimplespredecibles)

Sea A =[O,T]. La integralestocásticade un integrandosimple predeciblea,

respectode un procesox, continuopor la derecha52sedefinecomo:

si t = O

ta~dx~ {Éas(x; —x~ )+a,,+
1(x,—xl) sil =t =1

donden esel únicoenteroparael cual ‘t~ =t <

Imponer como criterio de admisibilidad para las estrategiasel que sean

procesossimples, implica suponerque el inversor mantieneun número de activos

constantedurantesucesivosintervalos aleatorios(si son deterministassedice queel

proceso es elemental). En una estrategiamodelizadapor un proceso simple, la

combinaciónde activos cambiacuandose presentanlas señalesque representanlos

tiemposde parada.La restricciónde las estrategasa procesossimplesno sólo tiene la

primeray gran ventajade la definición inmediatadel procesode ganancias,sin apenas

limitar la clasede procesosque modeliza los preciosde mercado;sino, ademásse

demuestraqueestarestriccióneliminaotrosproblemasdetipo económico.

Estas razoneshan llevado, repetidamente,a la construcción de modelos

basadosen estrategasde este tipo. Así se encuentra,de hecho, en el articulo de

Harrisony Kreps (1979) aceptadogeneralmentecomo punto de partida del enfoque

modernode los modelosde arbitraje, y en Harrisony Pliska(1981).En la actualidadla

mayoríade los autoresencuentranque este criterio es demasiadorestrictivo53; pero,

aunquemenosfrecuentes,otrosautoresconsideranqueespreferibleutilizar integrandos

simplesparaconseguirla mayorgeneralidaden los procesosquepuedenmodelizarlos

precios
54.

52 El requisito de continuidadpor la derechasepuede evitar si, en lugar de trabajarcon integiandos
simplesseutilizan integrandoselementales,estoeslos intervalosenquepennanececonstanteel proceso
sondeterministas.

~ Se puedever una discusián sobre la necesidadde integrandosmás generalesen Delbaeny
Scbachermayer(1994).

~ Ver Frittelli (1997).
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El segundocasoparticularen quees inmediatala extensiónal tiempo continuo

de la integral estocástica,encuentrasu punto de partida en el cálculo infinitesimal

determinista:consisteen construiruna integral de Stieltjesparacadamomentot y para

cadaestadode la naturaleza,de forma que si estasintegralesexisten,definenuna

variable aleatoria en cadainstante, a la que otorgamosel nombre de “integral de

Stieltjesaleatoria”.

Esteprocedimientopermitetrabajarcon una clasede integrandosmuchomás

ampliaque la de integrandossimples.Veamoslas condicionesparaque el procesoa,

definido en (O,F,P) puedautilizarse como integrando en una “integral de Stieltjes

aleatoria”.Es condiciónnecesariaque las funcionesct(w, t) definidasen Ci) x [O,T]por

la igualdada(ú>, t) = «t(eÚ seanmediblesrespectodeFxB<[O,TD, dondeB([O,T]) esel

a-álgebrade Borel en [O,T].Es condición suficiente que ademásde cumplir este

requisito sean acotadas. Veremos que esta condición suficiente puede í-e¡ajarse.

El problemaque se encuentraaqui es que la existenciade la “integral de

Stieltjes aleatoria” se puedegarantizarintegrandorespectode una clasede procesos

demasiadoreducida,la delos procesosdevariaciónfinita. A continuaciónsepresentala

definiciónde estaclasede procesosy de la integralaleatoriade Stieltjes.

Definición (procesoconvariaciónfinita)

Dado un espaciode probabilidad(Q,F,P) con una filtración 3{FI}teA, y un

procesoestocásticoX{Xt} t~Á, adaptadoa Z, sedice que dicho procesotienevariación

finita si es continuopor la derechacon límite por la izquierda5’ y sustrayectoriasson

funcionescon variación acotadasobretodo intervalo compactode su dominio, con

probabilidaduno.

~ Estapropiedaddebeentenderseen sentidocasi seguro.Se sueleconocerpor las iniciales ftancesas:
cadlag.
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Definición (variacióntotal de un procesoconvariaciónfinita)

Dadoun procesoestocásticox = IXtIIEA, convariaciónfinita enun espaciode

probabilidad(Q,F,P),sedenominavariacióntotal del mismo en el intervalo (O,t) y se

representapor Var(xX = f d<, ala variablealeatoriadefinidacomo el limite respecto

de lasparticionesdioicasdelintervalo(O,t], dadaspor t~ j.2m, dondej, m sonenteros

no negativoscont
1 c t cuandoni tiendea infinito, de las sumas:

Definición (integralde Stieltjesaleatoriade un procesoacotado

respectodeun procesodevariaciónfinita)

Dado un procesoestocásticox con variación finita y un proceso medíble

acotadoa, en un espaciodeprobabilidad(f1,F,P),sedenominaintegralde Stieltjesde cx
56

con respectoa x, en el momentot, y serepresenta por (aex> a la variablealeatoria
definidadel siguientemodo:

(a.x}{o)r fa~Go)clx~&o)

Los procesosque parecenmásadecuadosparala modelizaciónde preciosde

activos con riesgo son, fUndamentalmente,de variación infinita. Esto nos obliga a

utilizar un procesode construcciónde la integral estocásticamásgeneralque permita

integrarsegúnprocesosconvariacióninfinita, sin limitación a integrandossimples.Para

plantearel problema de la construcciónde la integral estocásticasegún clases de

procesosmásamplia,nosbasaremosen la definiciónde martingala,dadaen el capitulo

III (pag. 117),” Partiendo de ella definimos las clases de procesosestocásticos

conocidascomomartingalaslocalesy semimartingalas.

~ Seutilizarála representaciónintroducidaparatiempodiscretoenla página32.

~ La definición dadaesválidatanto paraun modeloentiempodiscretocomoparaun modeloen tiempo
continuo
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Parala definiciónde martingalalocal, partimosde la definiciónde localización

de un conjuntode procesosestocásticos.

Definición(localizacióno localizaciónen sentidohabitual)

SeaN unaclasede procesosaleatoriosdefinidosen el espaciode probabilidad

(Q,F,P) conuna filtración ZMFt}t~ro,T1. Se dice que un procesox={xt) pertenecea la

claseNu,~, si y solo si existeunasecuencia{tm} detiemposde parada,tal que:

y paracadani =1, el procesox~ perteneceaN.59N,<,
0 sellamalocalizacióndeN.

Por el hecho de estartrabajandocon procesosdefinidos en un intervalo de

tiempo [O,fi, podemosplantearunadefinición inmediatade martingalalocal.

Definición(martingalalocal)

Dadoun espaciode probabilidad(Q,F,P)con unafiltración Z{F~}~o seaM el

conjunto de martingalasrespectode 23, continuaspor la derechacon limite por la

izquierda(cadlag). Se denominamartingalalocal a cualquierelementodel conjunto

Sedemuestraquetodamartingalaesuna martingalalocal.
6’

~ ConA serepresentala operaciónconsistenteentomarelmínimo.El procesox tomarávalor x~ pantAT,,,

1< tin y valorconstantex, parat>tm. Esteprocesorecibeel nombredeprocesoxt paradoen r,~.

~ Este concepto se diferencia del concepto de localización para integrandos,en que el proceso
parado,X~<, se sustituyepor el proceso Nt. Este conceptode localizaciónparaintegrandos
permiteampliar la clasede integrandospara los que estádefinida la integral de Stieltjes aleatoña
respectodeprocesosconvariaciónfinita, aprocesospredecibleslocalmenteacotados.

~ Si losprocesosestándefinidosenelintervalodetiempo[0,~), esnecesarioexigir unacondiciónmása
los procesosdelconjuntoAl: la deseruniformementeintegrableso, equivalentementeque el conjuntode
sustrayectoriasseauniformementeintegrable;verEliot (1982),pag.6, o Dothan(1990),pag. 237.

61 ElIiot (1982)pag 85
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Definición(semimartingala):

Dado un espaciode probabilidad (Q,F,P) con una filtración Z={F1»=o,y un

procesoestocásticox{xj adaptadoa 3, con trayectoriascontinuaspor la derechay

con limite por la izquierda(cadlagY, se dice que x es una semimartingalasi dicho

procesosepuededescomponer(engeneral,no de unmodoúnico)en la forma

= x~+ mt + a~,

en donde:

mt representaunamartingalalocal queverifica m0 O

at representaun procesoestocásticocuyastrayectoriastienen,con probabilidad

uno, variaciónfinita sobreintervalos[t,,t2].

La clasemásgeneraldeprocesosrespectode los cualesestádefinidala integral

estocásticaes la clase de las semimartingalast
2Si una semimartingalano tiene

variación finita, no es posible construir una integral de Stieltjes aleatoria, porque

dependeríadel punto de los subintervalosen que se tomaseel valor del integrando.

Existen diversas construccionesalternativas de integrales en función del punto

seleccionado63.

La integral estocástícaes la construcciónque verífica, bajo determinadas

condiciones, o en sentido local, una importante propiedad que se presenta a

continuación. Esta propiedadse verifica para los dos casosde integral estocástica

planteadosy seconocecon el nombrede “conservaciónde martingalas”.

62 obvio queun procesodevariaciónfinita esunaseinúnartingala,así comolo esuna martingalalocal

y, por tantounainartmgala

53La construcciónmásconocida,apaflede la que sepresentaaqui es la Integral de Strataaovich,que
conservalasreglasdel cálculoinfinitesimal.
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Proposición IV. 1

Si el proceso{ct1) espredecible,el proceso{x1} esunamartingalay la integral

f a~dx~ estádefinida con integrandossimples o como integral de Stieltjes aleatoria,

entoncesdicha integralesunamartingala.

Obsérveseque la exigenciade que el integrandoseapredecibleseverificará

siempreque la integralrepresenteun procesodeganancias,puestoquedicho integrando

seráel procesode estrategia.La demostraciónde estaproposición,para los distintos

casos,puedeencontrarseen diferentes textos de cálculo estocástico.Para el caso

discretoesmuy clara la demostraciónde Dothan(1990), pag. 99. En tiempocontinuo,

parael casode procesossimplesintegradossegúnunamartingala,sepuedeencontraren

Karatzasy Shreve(1991), pag 138; y parael casode la integral aleatoriade Stieltjes

respectode unamartingala(incluso sólo local) con variaciónfinita, sepuedeencontrar

en Liptsery Shiryayev(1986),pag.91.

La construcciónde la integral estocásticarespectode una semimartingala,a

partir de sudescomposiciónen la formax1 = x0+ m1 + a1, lleva a la obtenciónde laclase

más general de procesosque puedenutilizarse como integrandos. Si bien no se

desarrollarádichaconstrucción,se indicaránlos pasosque nos permitendefinir dicha

clasedeprocesos.Resultanaturalplantearla integral estocásticade un procesoa, con

respectoax del siguientemodo:

a. x=a e m+a. a

ya que se puededemostrarla independenciade la descomposiciónconcretade la

semimartingala.
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El segundosumandoesunaintegralde un procesorespectode un procesocon

variación finita, por lo que está definido como integral de Stieltjes aleatoria, si el

procesoa es predecibley localmenteacotado(ver nota 59). El primer sumandose

presentacomo unaintegral respectode unamartingalalocal. Se hacenecesariodefinir

estaintegralasí comola clasedeintegrandosparalos cualesexiste.

La razónpor la quela integralde Stieltjesaleatoriano estábiendefinidaesque

el procesorespectodel que integramospuedetenervariacióninfinita. La construcción

de la integral estocásticarequiereentoncesla definición de otra medida de variación.

Surgeasi la definición de variacióncuadráticade un proceso.Paradefinir la variación

cuadráticaesnecesariaunadefiniciónprevia.

Definición (convergenciauniformeen probabilidadencompactos~

Una secuenciade procesos~ conXm={X,,,,tlteío,fl convergea un proceso

X = {XI}tefo,TI uniformementeen compactosen probabilidad si, para cada t>O,

suplx,,,, - x,j convergeaceroen probabilidad.
O=s=t

Definición (variacióncuadráticade unasemimartingalaf5

Seax una seniimartingala.Dadaunapartición dioica del intervalo [0,T], de

elementostm,j, entonces,en la topologíade convergenciauniformeen compactosen

probabilidad,paracadat>0

hm Fx
02 +X(x,~, - XtAt >1

j=1

sedenominavariacióncuadráticadex en el intervalo[0,tJ,y serepresentapor[,yc]t.

64 Pararesultadosrespectodeestaconvergencia,ver Pwtter(1990>,pag49.

~ Es frecuente que lo que aquí aparececomo definición aparezcaen los distintos textos como
caracterizacióndela variacióncuadiÉtica.Ver, porejemplo,Protter,pag.61; Dotban,pag. 265.
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ProposiciónIV.2

El proceso de variación cuadrática de una semimartingala x:

[x,x]{[x,x]t}tEro.TIesunasemimartingalaconvariaciónfinita.

La demostraciónpuedeencontrarseen Protter,pag. 60.

En adelante,dado (Q,F,P), y un número 1< k<cc se representarápor

Lk(Q,F,P),alespaciovectorialdevariablesaleatoriasde (Q,F,P)talesqueE[ Lxi k1 <

La clase más general de integrandospara los que está definida la integral

estocásticarespectodeunamartingalalocal x, es la localización(paraintegrandos,en el

sentidodenota59)del conjuntoE(x) de procesosatalesquela variablealeatoria:

pertenezcaaL’(Q, F, P),paratodote[0,T]. EsteconjuntoserepresentaráporEi0Xx).

Estonospermitedefinir la clasemásgeneraldeprocesosquepuedenutilizarse

comointegrandosrespectode unasemimartingalax, querepresentaremospor1(x).

Definición (1(x))

Dadaunasemimartingalax, conunadescomposiciónx = x0 + m + a, dondea

esun procesoconvariaciónfinita y m es una martingalalocal, con m0 = 0, 1(x) es el

conjuntodeprocesosapredecibles,talesque:

i) a c ~ (m)

u) la integralde Stieltjesaleatoria(a • a) tienevariaciónfinita.
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Paraestecasogeneral,daremoscomodefiniciónlo queparamuchosautoreses

sólounacaracterizaciónde la integralestocástica.Estacaracterizaciónpermiteintuir su

significadocomointegral,perono permiteintuir la necesidady la posibilidaddeutilizar

lasclasesde integrandosparalos que estádefinida.

Definición (Integralestocástica.Casogeneral)

Seax una semimartingala, aun procesodel conjunto 1(x), y la secuenciade

particionesri,,, ~ t»,.,,, .. . }. Entonces,enla topologíade convergenciauniforme en

compactosen probabilidad,para cadat > O la integral de a con respectoa x es el

siguientelimite:

¡im~a~~>,(xÍA~. - XtAt~,)

rl

y serepresentapor f a,dx3= (a• x>.

Estadefinición de la integral estocásticarecogecomocasosparticularestodos

los citadosanteriormente.”

Obsérveseque al compararestadefinición con la de una integral de Stieltjes

aleatoria,la diferenciathndamental(apartedel tipo de convergenciautilizado) es la

especificacióndel punto delsubintervaloen quesetomael valor delprocesointegrando

en cadasumando.Estaespecificación,comoya seha indicado,esnecesariasiempreque

seintegrarespectode un procesoconvariacióninfinita; en estecaso,se ha tomadoel

extremoinferiordel subintervalo.

66 Las integralesobtenidaspor los distintos procedimientos,dan lugar a procesosindistinguibles. La
definicióndeprocesosindistinguiblespuedeencontrarseenElliol (1982),pag 13.
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Por tanto, la necesidadde definir el procesode gananciasen el modelo exige

que, si setrabajaen tiempocontinuo,los procesoselegidosparamodelizarla evolución

de los preciosseansemimartingalas,y las estrategiaspertenezcana la clase1(x). La

definicióndel procesodegananciases, entonces,inmediata.

Definición (procesodegananciasdeunaestrategiaen tiempocontinuo):

Dado un mercado financiero, con procesos de precios de los activos

representadospor semimartingalasS¡ = {S~}t~oa~ con i = 0, 1,..., mil, sedenomina

procesode gananciasde una estrategiade componentes6~ = {O’t}tgo,T1 e1(5’) al proceso

estocásticoG(8) = {Gt(O)}t~[o,Ty definidodel modosiguiente:

A

e 5’)~ Zt0~dS
1=0 i=O

Comoen el planteamientoentiempodiscreto,el valor de unaestrategiaen un

momentot, será el producto:

Y sedirá queunaestrategiaesautofinanciadacuandolasvariacionesen el valor deuna

estrategiase debanúnicamentea las gananciasacumuladas.Así, O esautofinanciadasi,

paratodo t e [O,TJ,se verifica:

Vi(O) = VdO) +

Es posibleutilizar la definicióndeoportunidadde arbitraje(tipo 1) dadaen el

capitulo1 (página34), y esteesel planteamientomásftecuente.

También podría usarsela definición de medida de probabilidad neutral al

riesgo,o medidademartingala,dadaen el capítuloIII (página118); aunqueesfrecuente

relajaría, exigiendo únicamenteque los precios descontadosde los activos sean

martingalaslocales.
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Sin embargo,a partir de aqui, los resultadosno sontan clarosni tan directos

como en los modelos con tiempo discreto. Con estasdefiniciones, la ausenciade

oportunidadesdearbitrajeno escondiciónnecesariay suficientede existenciade alguna

medidade probabilidadneutralal riesgo. Aun así, se aceptageneralmenteque existe

relación entre estos dos conceptosy los esfUerzos se concentran en encontrar

condicionesadicionalesque permitanformalizartal relación.Estascondicionessuelen

imponerse al conjunto de estrategiasadmisibles, de modo que la definición de

oportunidadde arbitrajeresultamásdébil.

El trabajo de Harrison y Pliska (1981) es el primero en que se planteael

problemaen estostérminos. Finalmentetoman como admisiblesaquellasestrategias

simplesautofinanciadas,cuyo procesodevalor esno negativoy sigueuna martingala

(no sólo martingala local) bajo las medidas de probabilidad neutralesal riesgo.

Demuestranque, entonces,suponiendoque el conjunto de medidasde probabilidad

neutralesal riesgono esvacio, sepuedeasignara los derechoscontingentesalcanzables

un único valor por razonamientosde arbitraje. Estevalor sedeterminadaen la forma

usadacon el planteamientodiscreto: como el valor esperado,bajo una probabilidad

neutral al riesgo,del pagoque proporcionael derecho,descontado.

El resultado aceptadocomo más satisfactoriohasta el momento es el de

Delbaeny Schachermayer(1994)67, basadoen una generalizaciónde la condición de

ausenciade oportunidadesde arbitraje que denominan“ausenciade rendimientos

gratuitos con riesgo despreciable”68.Se demuestraque estacondición es necesariay

suficientede existenciade una medidade probabilidadneutral al riesgo equivalente,

entendidacomo aquella bajo la cual los precios descontadosde los activos son

martingalaslocales,y definelos mismosconjuntosde probabilidadceroque la original.

67 Esteplanteamientoestambiénmásgeneralen cuantoquedefineel problemaen el intervalo temporal

[0, cci. Existen otros trabajos que estudian este tipo de generalización, tanto en tiempo discreto como
continuo.

~ Originalmente,“no free lunchwflh vanisliingrisk”
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1.3. Tiposde interésestocásticos

En los modelosplanteadoshastaahorase ha supuestoque existeun activo

cuyo precio no dependedel estadode la naturalezaquesepresente.Desdeel comienzo

es conocidoel precio quetendráen cada momentoy, por tantoel tipo de interés.Un

individuo conoceel dinero que tendráen cualquier momentosi negociacon dicho

activo y el tipo de interésal quepodría invertirlo de nuevoo pedir préstamo.Decimos

entoncesque tal activo no conlíevariesgoalguno, y se le sueledenominaractivo sin

riesgo.

Parecemáspróxima a la realidaduna situaciónen la que los tipos de interés

fúturosseandesconocidos.Estostipospuedenrepresentarseporun procesoestocástico.

Trabajandocon tiempo discreto, el activo con indice cero seguiría, al igual que en

nuestromodelo,la ecuaciónen diferenciasfinitas:

donde, ahora, r1 esuna variablealeatoriano negativamedible respectode Ff1. Esta

variable representaríael tipo de interés estocásticoal que se puede prestaro pedir

prestado en el mercado en el momento t- 1. Sueleutilizarse,como en el casode tipos

o
deterministas,la normalizaciónS0= 1. Esteactivofinancierosuelerecibir el nombrede
cuentabancaria.Aunque no puededecirse,en sentido estricto, queseaun activo sin

riesgo,sediferenciade los demásen quesuprecioessiempreestrictamentepositivo.

Seobservaunaprimeraconsecuenciade estageneralizacióndel modeloparala

valoraciónde flujos financierosciertos.Mientras se suponeque existe un activo sin

riesgoo, lo que es lo mismo, unacuentabancariacontipo de interéscierto, cualquier

flujo cierto es replicable. Sesigueque el valor en el momentot = 0, 1 Ti, de un

flujo ciertoen el momentob 1, 2 T, h> t, serásiempreun valor realcierto. Con

tipos de interés estocásticosno se puede seguir el razonamientoque lleva a este

resultado.
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Trabajando con tipos de interés estocásticos, pueden definirse precios y valores

descontadoscomoaquellosque resultande utilizar comonumeradola cuentabancaria,

y llamar medidas de probabilidad neutrales al riesgo a aquellas bajo las cuales los

precios descontados de los activos son martingalas. Sedemuestraentoncesun resultado

análogo al Teorema 6, esto es, la existencia en un mercadode una medida de

probabilidad neutral al riesgoequivalentea la inicial escondiciónnecesariay suficiente

deausenciadeoportunidadesde arbitraje.69

Utilizando la cuenta bancaria como numerario, la valoración de flujos

replicablessigue los mismosprincipios utilizadosen los capítulosII y III. Sedefine el

mercadoM* por la incorporaciónal mercadoM de un activo ficticio que da derecho a

un flujo replicable,Vr. SeaS~ el precio de esteactivo en el momento h. El único valor

de % que permite ausencia de oportunidades de arbitraje en M* es el siguiente:

Sf,=S~.EQFfT F 1
Ls%hi

dondeQ esunaprobabilidadneutralal riesgo.

Analizandoahorala valoraciónde un flujo cierto queserecibeen un momento

t, se observa que su valor descontado será una variable aleatoria. Por esta razón el valor

de tal flujo en un momento h > ‘r, aun en el caso en que pueda determinarse, no sera

cierto, sino una variablealeatoria,mediblerespectode Fh. Por esta razón, se dice que

los activosquedan derechoal cobro de flujos ciertos,en esteentornono son activos

ciertos,sino queestánsujetosa “riesgode interés”.Siemprequeun cobroo pago de una

inversióntengavalor futuro aleatorio,el inversorpuederevisardecisionesiniciales, en

función de la evolución del entorno. Surge así la posibilidad de inversor activo con

pagos ciertos que se planteabaen la clasificación de la sección 1.3.4 del capitulo

primero.

69Puede encontrarse este planteannento en Pliska (1997).
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Ademásde la cuentabancaria,podríannegociarseen el mercadofinanciero

activos cuyo pago final no dependieradel estadode la naturaleza.70Volviendo al

razonamiento del párrafo anterior, el precio de dichos activos, que llamaremos bonos,

en un momentot seráunavariablealeatoriamediblerespectode Ft; y estaránsujetosa

riesgo de interés, a pesar de dar derecho a un pago cierto. Podemos suponer que este

pagoesunitario.

Obsérvesequeenel casodetipos de interésdeterministaslos bonosy la cuenta

bancaria representan el mismo tipo de activo que coincide con el activo sin riesgo que

apareciaen esetipo de modelo.En estesentido,sepuededecirque al suponertipos de

interésestocásticohay dosposiblesgeneralizacionesdel activo sin riesgo. Inicialmente

hemos planteado como generalización la cuenta bancaria, pero se pacida trabajarse con

un bono cupón cero de vencimiento T.

Si, en lugar de la cuenta bancaria, se utiliza como numerario el bono cupón

cero de vencimientoT puedenconstruirsemedidasde probabilidadbajo las cualeslos

precios, en este numerario, sean martingalas.Denominemosa éstas “medidas de

probabilidadajustadasal riesgodel plazor’71. Sedemuestraqueentoncesseverifica el

“teorema fundamental”: la existencia de una medida de pwbabilidadajustadaal riesgo

de plazoT escondiciónnecesariay suficientede ausenciade oportunidadesde arbitraje.

Sesiguede manerainmediataquela existenciade una medida de probabilidad ajustada

al riesgo de plazo T es condición necesaria y suficiente de la existencia de una medida

de probabilidad neutral al riesgo (en que el numerario es la cuenta bancaria).

‘0En la realidadestetipo de activosseidentifica con los títulos emitidospor el Estado;y puestoque
hemos supuesto que los activos financieros no pagan dividendos, sedan bonos cupón cero. En el mercado
financiero espafiol los únicos títulos delEstadoqueno pagancuponessonlastetasdelTesoro,emitidasa
corto plazo. Sin embargo, aunque los títulos a largo plazo paguencuponesa lo largo de su vida, la
posibilidaddesegregailosparasunegociación,recientementeincorporadaal mercado, los transforma en
un conjunto de bonos cupón cero.

71 Se ha utilizado este término para traducir lo que se sueleconocercomo “forward ñt adiusted
probabilíty measures”.
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Estasdosmedidasde probabilidadestánrelacionadas.72Si representamospor

Df el precio en el momento T del bono cupón cero con vencimiento en T, y por Q~¡~~
0t,

la nueva medida de probabilidad, se tiene que:

Q(o)
Qpi~o «~> = _______

Los flujos replicablesse valorarian en la forma habitual, con el nuevo

numerario y la nueva medida de probabilidad. Se define el mercadoM* por la

incorporaciónal mercadoM de un activo ficticio que da derechoa un flujo replicable,

fT- Sea S el preciode esteactivo en el momentoh. El único valor de 5 quepermite

ausencia de oportunidades de arbitraje en M* viene dado por la siguiente variable

aleatoria:

S~=Bk.EQPl.ZOT[4~- Fhj=BV EQPIaZoT [fi

La segunda igualdad se deriva del supuesto BT —1 Es precisamente esta simplificación

la que lleva a que, con tipos de interés estocásticos, se utilicen frecuentemente bonos

comonumerario.
73

Con un modelo en tiempo continuo puede trabajarse de modo análogo. En

Musiela y Rutkowski (1997) se encuentra un desarrollo exhaustivo del tema. Un trabajo

más breve y muy claro es el de Bjórk (1996), que trata también, y ofrece bibliografia

muy interesante sobre el problema de cambio de numerario, con carácter general.

72 EnPliska (1997), pag. 222-224, puede encontrarse una demostración muy clara de estos resultados. De

hecho, sedemuestraque la existenciade una probabilidadneutralal riesgo escondición necesariay
suficientedeexistenciadeunaprobabilidadajustadaal riesgode un plazodado,y la relaciónentreellas.
Es inmediato,entonces,el nuevo“teoremaflmdamental”,al utilizar elbonocomonumerario.

‘~ Se ha planteadoaquíestecambio de numerarioporque es frecuenteutilizarlo, pero podría usarse
tambiéncon tipos de interésdetenninistasy, en cualquiercaso, podríanutilizarse como numerarios
distintosactivoso, incluso carterasde activos.Girotto y Onu (1997) y (1998) discutenen un entorno
finito comoel aquídescritocondicionesparala existenciade numerariosenlos mercadosfinancieros;el
resultadofundamentales que, en un mercadosin arbitraje, existen umnexariossi y sólo si puede
construirseunaestrategiadinámicaquemantengavalor estrictamentepositivoa lo largodeltiempo.
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1.4. Decisionesdeconsumo.Modelosdeequilibrio

Porlashipótesisdetrabajode la tesis,no sehananalizadolas decisionesde los

consumidoresde reparto en el tiempo de consumoe inversión. Puestoque no se

establecensupuestossobrepreferencias74,solamenteesposiblerazonarpor argumentos

de arbitraje; pero, puestoque a los agentesde consumosólo se les ha permitido

inversión financieray se ha supuestoausenciade oportunidadesde arbitraje en los

mercados financieros, no habria decisiones mejores que otras. Para estudiar las

decisionesde los consumidoreses necesario incorporar más supuestossobre las

preferencias.Tal y comoseharazonadoen la sección2.4.1 del capituloprimero, estas

preferenciassuelen representarsepor una función de utilidad. Si se aceptaque el

objetivo final depende del consumo, la función de utilidad para un periodo de tiempo

dependerá, en general, del consumo en ese periodo y de la riquezafinal para consumo

posterior.Las funcionesde utilidad puedendependero no del estadode la naturaleza

quesepresente.

Especificada la función de utilidad para un consumidory sus restricciones-

técnicas y presupuestarias- se plantea un problema matemáticode optimización: el

consistente en detennínarqué estrategade consumoe inversión, entrelas posibles,se

debe seguir en el periodoconsideradoparahacermáximala utilidad. El tratamientoque

se da en Merton (1971) se considerael comienzodel enfoquecon que se analizan

actualmentelos problemasde selecciónen el tiempo de consumo e inversión. Aunque,

como se ha dicho, este tipo de problemas no ha sido tratado en este trabajo, si guarda

relación con los desarrollos presentados. Quizá la relación más importante está en la

hipótesis básica de la tesis: ausencia de oportunidades de arbitraje en los mercados

financieros. Si esta hipótesis no se verifica, ningún “problema de reparto de consumo e

inversión” en el tiempo tienesolución,bajo el supuestode queel consumidorprefiere,

en igualdaddecondiciones,másriquezaamenos.7’

74Únicamentesesuponequeseprefieremásriquezaa menos.

75PuedeencontrarseunajustificaciónsencilladeestaaflrmaciónenKreps(1981),pag. 15.
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Si surgiera,en un momento, una oportunidadde arbitrajeen el mercado,la

presenciade agentesde consumoracionalesla haríadesaparecerinmediatamente.Por

tanto, una primera conclusión es que, aunque los “problemasde consumo” no setratan

en la tesis,suponerquelos agentesde consumoson racionales ayala la hipótesis básica

deltrabajo.

La relación planteadapuede escribirsedel siguientemodo: la ausenciade

oportunidadesde arbitraje es condición necesariade existenciade solución a los

problemasde consumo.Puestoquela existenciade unamedidade probabilidadneutral

al riesgo equivalenteala probabilidadde partidaescondiciónnecesariay suficientede

ausenciade oportunidadesde arbitraje,serátambiéncondiciónnecesariade existencia

de solución a los problemasde consumo. La resoluciónclásica de problemas de

optimizacióncomienzapor la aplicaciónde unacondición necesariade primer orden

(depende de derivadas primeras). Puede analizarse, entonces,la relación entreestas

“condiciones necesarias de primer orden” y la ausencia de oportunidades de arbitraje:la

conclusión a la que se llega con este análisis es la equivalencia entre estas

condiciones.76

Procedeentoncesrelacionarlas “condicionesnecesariasde primer orden” y las

medidasde probabilidad neutralesal riesgo equivalentesa la medida inicial. Este

análisispermiteobservarproporcionalidadentrelas probabilidadesneutralesal riesgo

asignadas a los estados de la naturaleza y las tasas marginales de sustitución de los

agentes, definidas por las derivadasprimeras de sus flinciones de utilidad. Esta

proporción será única en el caso de mercados completos, puesto que existe una sola

medida de probabilidad neutral al riesgo. En el caso de mercados incompletos, se dará la

proporcionalidad con alguna de las medidas de probabilidad neutrales al riesgo, lo que

puede indicar un criterio adicional de valoración en el caso de mercadosincompletos

para un agente dado, si se conoce la función de utilidad de dicho agente77.

76Unodelos planteamientosmásgeneralesde estaequivalenciapuedeencontiarseen fluffie y SUadas
(1994). Además, en este ailículo se ofrece una revisión bibliográfica deltema.

“ Recuétdesequesi los mercadosson incompletos,no esposible engenerarasignarun únicovalor por
razonamientosdearbitraje.Cuandoseutilizan lasprefemncias,a travésde unafimciónde utilidad, como
criterio adicional se hablade “valoraciónóptima”. Este enfoquesediscuteen Luenberger(1998), pag.
4-48ysiguientes.
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El hecho de que la existencia de solución implica la existencia de una

probabilidad neutral al riesgo permite simplificar la resolución de problemas de

consumo, mediante un método especifico que sustituye los métodos clásicos, conocido

corno método de las martingalas. Consiste en descomponer el problema en dos panes:

en la primerasedeterminael procesode consumo,entre los factibles, parael que se

consigueel máximo. La caracterizacióndel conjunto de procesosfactibles utiliza el

conceptode probabilidadneutralal riesgo. La segundaparteconsisteen determinarla
78

estrategiade inversiónquedebeseguirseparaconseguireseprocesodeconsumo.

Cuando se supone especificado el comportamiento de todos los agentesde

consumo,puedetrabajarsecon el comportamientode la economíaen conjunto.La

representaciónmatemáticade unaeconomíaqueseutiliza habitualmentetienesuorigen

en los modelosde Arrow y Debreude los añoscincuenta.En cualquierrepresentación

de una economía se supone especificado un conjunto de consumidores a través de sus

preferencias, pero el tipo de modelo que se utiliza para el resto de las características

puede variar mucho. En Duifie (1988) se desarrollan de forma casi exhaustiva los

distintos modos de representar una economía, con distintos grados de complejidad~, y

se explican las relaciones entre estos modelos.

La primeraconsecuenciade suponerrepresentadosatodoslos agentesesquela

cantidadde recursosasignadosa cadafin y los precios,en el momentoconsiderado,

pasanaservariablesendógenasen el modelo.Sehacenecesario,entonces,analizarsi la

asignacióny los preciosque provocan las actuacionesde los agentesmantienenun

mercadocoherente,La mínimacondiciónqueseimpone esque, trasla actuaciónde los

agentessegún sus objetivos, la oferta iguale a la demanda(se sueledecir que “los

mercadossevacíen”). Cuandoestacondiciónseverifica sedicequeel mercadoalcanza

el equilibrio.

78 El métodode las martingalassedesarrollaenPliska(1997): enel capítulosegundoparamodelosde un
periodoy en cl capítuloquinto panmodelosde varios periodosen tiempo discreto.Para modelosen
tiempo continuo se desarrollaen Karatzas(1997): en el capítulo segundo para el caso de mercados
completosy enel capítuloquintoparaelcasode mercadosincompletos.

~ Los mercadospuedenincluir o no producción,puedenespecificaro no el proceso de dotacioneso
puedenestaro norestringidosaun mercado.
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La formalizacióndel conceptode equilibrio se debea LeanWalras (1834 -

1910), pero el enfoqueactual lo planteanfundamentalmenteArrow y Debreu8& Los

modelosde equilibrio suelentenerdos objetivos: analizar si efectivamenteexiste tal

equilibrio y relacionarloconcondicionesde eficienciaglobal. La medidade eficiencia

másutilizadaes la de “óptimo de Pareto”81.Lasrelacionesentreequilibrioy eficiencia

seconocencon el nombrede “teoremasdel bienestar”.Se llama “primer teoremadel

bienestar” al que aseguraque. bajo determinadascondiciones,el equilibrio de una

asignaciónimplica que se trata de un óptimo de Pareto.El “segundoteoremadel

bienestar” se refiere a la implicación inversa. Cuando se trabaja con mercados

completos,con las hipótesishabituales,sedemuestrala existenciade equilibrio y el

primer teoremadel bienestaren unaeconomíade intercambio.En la actualidadseestán

estudiandolas condicionesbajó las cuales se siguen estos resultadoscon mercados

incompletosY

El equilibrio puedeanalizarsepara modelos de economíacon distintos sradosde

generalidad,y modelosde economíasparcialespuedenconsiderarsepartede un modelo

másgeneral. Sedice que un mercadoesviable si puedeformar partede un equilibrio

general.Los modelosde equilibrio encuentranapoyoen la definiciónde oportunidadde

arbitrajey, por consiguiente,en la de medidade probabilidadneutralal riesgo.Puesto

que la ausenciade oportunidadesde arbitrajeen el mercadoes condiciónnecesariade

existenciade óptimo para los consumidoreses también condición necesariade

existenciade equilibrio y de viabilidad de un mercado.Bajo determinadascondiciones,

comoespaciode mercancíasfinito, la ausenciadeoportunidadesde arbitrajees también

condición suficientede viabilidad de un mercado.El estudiode las relacionesentre

~ Ver Arrow (1953), Arrow y Debrcu(1954)y Debren(1959).

~‘ Se dice que una asignaciónalcanzaun óptimo de Paretocuandoningúnagentepuede mejorarsu

situaciónsinquealmenosotroempeorelasuya.

82 En Magill y Quinzil (1996) se estudian exhaustivamente los modelos de equilibrio con mercados

incompletas,con abundantebibliogmfla y notas Mstóricas.Las referenciasclásicasson Raduer(1972).
paraunaadaptacióndel conceptode equilibrio a mercadosincompletosy Han (1975), panunaprimer
estudiosobrela optinmlidaddcl equilibrio. Resultadosmásrecientespuedenencontrarseen el conjunto
de articulasrecogidos en un númeroespecialdelJoarnal ofAfathematical Economics, introducidopor
Duifie (1996).
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viabilidad, arbitraje y medidasde probabilidad neutralesal riesgo es el objeto del

artículodeHarrisony Kreps(1979) que marcael comienzode un enfoquegeneralde

los modelosdevaloraciónpor arbitraje.En el articulo de Kreps (1981) seclarifica la

nomenclaturautilizaday sedelimita la validezdealgunosresultados.

Las consecuenciasque se siguen de exigir ausenciade oportunidadesde

arbitrajeen un mercadoseránsiemprecondicionesnecesariasde equilibrio. Por esta

razón,el planteamientopresentadoen la tesis puedeentendersecomoun pasoprevio a

la construcciónde un modelo de equilibrio. La incorporaciónde laspreferenciasde los

consumidorespermitiría la definición de los problemasde consumo,con lo que se

podríatrabajarcon el equilibrio deuna economíade intercambioneto,o de intercambio

si sedefinendotacionesResultamáscomplicadola consideraciónde lasdecisionesde

producción,ya que paraformular los problemasde optimizaciónde las empresas,es

necesariofijar suobjetivo. Esteproblemaquedaresueltoen ambientede certezaconel

ya citado“teoremade separaciónde Fisher”. En Milne (1972) sedemuestraque en un

modelo de equilibrio de un mercadoscompletode un periodo, tambiénse sigue del

teorema: las decisionesde los productoresson objetivas. La regla de decisión que

deduceMilne en la sección3.3 coincideconla planteadaen estatesisparaun modelo

de un periodo.El modelo sebasaen el modelo de equilibrio de Arrow y Debreu,pero

ya apuntala idea de interpretarlos preciosde estadocomounamedidade probabilidad

quedenomina“distribución de probabilidaddel mercado”. En la sección4.5 de este

mismo trabajoMilne planteael mismoproblemaparael caso de mercadosincompletos

y concluye que no es posible definir la función objetivo de la empresa

independientementede laspreferenciasde los consumidores.83De estaimposibilidadse

sigue,asuvez, la imposibilidaddedefinir reglasóptimasparala tomade decisionesde

producción. Ante esta imposibilidad,en estatesis sepresentauna regiade decisión

definida para mercadosincompletospor generalizaciónde la reglade decisiónóptima

en el casodemercadoscompletos.

~ Puedeneneontrarsediscusionesde esteproblema,sin resolver,en Duifle (1958>, sección 131, y en
MagiII y Quinzil (1996), capitulo 6. Incluso especificandolas preferenciasde los propietariosde la
empresa,el problemano quedaresuelto(salvoenel casotrivial <le propietarioúnico) puesesnecesario
añadirhipótesissobreeltipo devotación, seencuentraesteenfoqucenKelseyy Milite (1996).
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2. ALCANCE DEL MODELO

2.1. Ajuste del riesgoen la valoración de inversión real

Irving Fisher, en su Teoríadel interés(1930),resuelveel problemade valorar

inversión cierta de un modo objetivo, siempre que se disponga de un mercado

competitivo en el que todos los agentespuedenprestary pedir prestadoa un tipo de

interésconocido.Sedicequela valoraciónesobjetivaen el sentidode queno depende

de las preferenciasni de las expectativasde ningún sujeto concretoy permite a los

agentesde consumosepararlas decisionesde inversióny consumo.84Estaseparación

haceque todosagentesde consumo,aunquetenganpreferenciasdiferentes,tomen las

mismasdecisionesde inversión: las quemaximizanel valor actual netode los flujos de

caja.Portanto,estaserála reglade decisiónquedeberánutilizartambiénlas empresas.

El tipo de interésde préstamossin riesgopuedeinterpretarsecomounamedida

del “valor del pasodel tiempo”. El teoremade separaciónde Fisheradmitela siguiente

interpretación:si el mercadovalora el tiempo, tal valoraciónprevalecesobre las que

pudieranrealizarlos agentesy las decisionesde inversión,en ambientede certeza,son

independientesde las preferencias.

Sin embargo,para el caso en que interviene el azar, Fisher señalatres

diferenciasfundamentalescon el casode certeza,queno quedanresueltas.En primer

lugar, con incertidumbre,habrádistintostipos de interés,perono existeun tratamiento

adecuadode las relacionesentreel tipo de interésy el riesgo.En segundolugar, indica

quese debeseleccionarla inversión de máximo valor actual, utilizando principios de

probabilidady prudencia,pero no detallacómo. Por último, si existe incertidumbre,

observaque los consumidoresdebenhacermáxima su utilidad, pero han de teneren

cuentaquedesconocencuálva aserel desarrolloposteriordelos acontecimientos.

~ Recnérdeseque,porestarazón,esteresultadoseconocecomo“TeoremadeseparacióndeFisher”.
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Estostresaspectosy las relacionesentreellos hanprotagonizadola evolución

de la teoríade valoraciónde inversionesdesdeIrving Fisherhastala actualidad.La

representaciónde la evolución de los acontecimientosseresuelveconel conceptode

filtración y las técnicasde optimización dinámicapermitentenerlo en cuentaen la

maximizaciónde la utilidad.La regladel máximovalor actual seha seguidorespetando

en la literaturahastala actualidad,pero en el caso de queexista incertidumbreno ha

habidoacuerdosobreel modode calculardichovalor. Por último, en general,seacepta

la existenciade distintostipos de interés85y sehandesarrolladoestudiosteóricosque

los relacionancon los distintostipos deriesgo.

La forma más frecuentede calcular el valor actual neto en ambientede

incertidumbresebasaenel trabajodeModigliani y Miller (1958),con la aceptaciónde

que existeun tipo de interéspara cadacategoríade riesgo. En Hirshleifer (1961) se

enfocade forma directael problema86y se indicaqueel procedimientoparacalcular el

valor actual consisteen descontar,al tipo de interés“adecuado”:el establecidopor el

mercadopara los intercambiosentreproyectosciertos y con riesgo, para la clasede

riesgoen quecaela inversión.El métodoresultaserunageneralizacióndelutilizado en

casode certeza,al sustituirlos flujos por su esperanzamatemáticay “ajustar” el tipo de

interésal riesgode la inversión.La esperanzasecalculacon la medidade probabilidad

usual,estoes, con la queel decisorasigne.El primerproblemaquese planteaescómo

identificar la “clasede riesgo” y cómoobtener,por tanto, este“tipo de interésajustado

al riesgo”. La diferencia entreel tipo ajustadoal riesgo y el tipo de interés para

préstamossin riesgosueledenominarse“prima deriesgo”.

~ Esta afirmación necesitauna matización,ya que actualmentese tiende a rechazarel nombrede
“interés” para el rendimientode activos que incorporen riesgo. El rendimientode los activoses la
variaciónde valor, másdividendossi hubiera,por unidadde vaior inicial, El término interésquedaría
reservadopara medidasdel costede los préstamosy, por tanto, paraactivos sin riesgo. Se puede
encontrarunadiscusiónde ladiferenciaentreinterésy rendimientoenRodríguez(1997), pag. 133. El los
párrafossiguientesseguiremoshablandodedistintostiposde interésenf¡mción del riesgoporqueestaes
la terminologíahabitualenlosmodelosquesepresentanacontinuación.

~ Ver el segundopárrafode la página118 para una explicación de la regla de cálculo del valor actual, y
desdeel segundopérrafode la página119 hasta el final delarticulopara larelacióndeesteplanteamiento
conel trabajodeModigliani y Miller (1938).
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Comoya seindicabaen el capítuloprimero,entiendoquela maximizacióndel

valor actualneto no esuncriterio de decisiónsi no seindicacómosecalculatal valor.

Del mismo modo,no esunasoluciónparael cálculode tal valor en ambientede riesgo

indicar que sedescontaráel valor esperadode los flujos a la tasade descuentoajustada

al riesgo,si no seindicacómoserealizaráel ajuste.

El enfoqueque ha tenido más influencia para la determinaciónde tipos de

interésajustadosa] riesgoha sido el del modelo de equilibrio desarrolladoen Sharpe

(1964) y Lintner (1965) que conocehabitualmentecomo CAPM87. Se trata de un

modelo deequilibrio deun periodo,basadoen el supuestodequelos inversorestoman

sus decisionesa partir de la mediay la varianzadel rendimientode los activos. Para

justificar este comportamientoesnecesarioaceptarque los rendimientossiguenuna

distribución de probabilidadnormalo que las funcionesde utilidad de los individuos

soncuadráticas.Paraestablecerel equilibrio el modelo exigeexpectativashomogéneas

en los individuos. Gran parte de las críticas al CAPM argumentanque parte de

supuestosdemasiadorestrictivos bien sobre preferenciasde los individuos, sobre

expectativaso ambas.La otra crítica frecuentees la dificultad de generalizarloparasu

aplicacióna modelosde variosperiodos.La conclusiónfundamentalde estemodelo es

queun activopodráformarpartedeunacartera“eficiente” sólosi tieneunarentabilidad

mediadada.88La primade riesgoserála diferenciaentreesarentabilidady la del activo

sin riesgo. Bajo los supuestosdel CAPM., la prima de riesgo de cualquieractivo es

proporcionala la prima de riesgode la carteraformadapor el conjunto de todos los

activos del mercado (cartera de mercado). La constante de proporcionalidadse

denomina“beta” del activo y se define como la covarianzaentre la rentabilidad del

activoy la carteradel mercado,dividida entrela varianzade la rentabilidadde la cartera

del mercado.

~ CAPM son lassiglasde“capital assetpricingmodel”o, en castellano:“modelode valoracióndeactivos
financieros”.Estenombreha dadoproblemasporquees demasiadogenéricoparareferirseaun modelo
concreto, ya que podríaparecerque el único modelo de valoración de activos financieros es el
desarrolladopor Sba’pey Lininer. Nosotrosevitaremosel problemaabusandodel cantiode idioma:
hablaremosde CAPM parareferimosal modelo concretodesarrolladoen tos años60 por Sharpe y
Lintuery reservaremosel sentidogenéricodelos modelosdevaloracióndeactivos.

En Luenberger(1998)puedeencontrarseun desarrollomuy clarodel CAPM desdeel puntodevistade
la TeoríaFinancieraactual.
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El CAPM esun casoparticularde los llamados“modelosbeta”. Partiendodel

“teoremade representaciónde Riesz” se demuestraque, bajo ciertas condicionesno

muy restrictivas,existe en el mercadoun único activo o cartera, a, tal que el precio

cualquieractivo del mercado,x, es la esperanzamatemática:Ellx.a]. Se dice entonces

que a esel activo o carterade valoración.De esteresultadose sigueque, si el activo ir

tieneesperanzay varianzano nulas,la prima de riesgode cualquieractivodel mercado

es proporcionala la prima de riesgo del activo de valoración, a. La constantede

proporcionalidades el cocienteentre la covarianzade los rendimientosde los dos

activos(x y it) y la varianzadel activo it. Estaconstanterecibeel nombredebetadel

activo x conrespectoal activoo carteraa. Bajo lascondicionesdel CAPM setiene, que

la carteradevaloraciónesla llamada“carterade mercado”.

El resultadoquesesiguede los modelosbetapuedeentenderse,asuvez, como

un casoparticularde los modelosfactorialesen queel únicofactor esel activoo cartera

de valoración,cuandoseexigen las condicionesminimasde viabilidad descritasen el

trabajode Ross(1976)90Obsérvesequees el resultadoel que secontemplacomocaso

paniculary no la metodología,ya que los supuestosde unos modelosy otros son

dificiles de compararporquetienen caráctermuy diferente. Los modelosfactoriales

establecenbásicamentesupuestosrespectode la estructurade la incertidumbrede la

rentabilidadde los activos: suponenque estarentabilidad dependelinealmentede un

conjuntode fuentesbásicasde aleatorieda,dquerecibenel nombrede factoresderiesgo.

Contemplarlos resultadosdel CAPM como casoparticularde otrosmodeloses

útil parafacilitar la comparacióncon otros casosparticularescomo,dehecho,resultará

serel presentadoen estaTesis.

~ Sc seguirá,para presentarestosmodelos,el planteamientodc Duifie (1988), sección liB. A veces
surgeciertaconfusiónen laliteraturaporquealgunosautoresdenominanCAPM a todoslos modelosbeta.

~ Esta relaciónpuedeencontrarsedesarrolladaen Luenberger (1998) pags. 205, 206 y 209, para el
modelobetaquedescribeel CAPM. La extensióna otrosmodelosbetaesinmediata.
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El nombrede modelode valoraciónde activosfinancierosdelCAiPM sedebea

la posibilidadde tomarcomoincógnitael precio queda al activola rentabilidadexigida.

Tal precio serála esperanzamatemáticade los cobrosa que dará derechoel activo,

descontadaaun tipo de interésigual a la rentabilidadexigidaporel CAPM.

La aplicación de este modelo a la valoración de inversión real, que se

desarrollaen Ramada(1969), consisteen tratar los activos reales que producela

inversión como si pudieran negociarseen los mercadosfinancieros, y calcular la

rentabilidadquedeberíantenerparapoderformarpartedeunacarteraeficiente.El valor

de la inversiónseráel preciodel activo (o sumade los preciosde los activos)a queda

derechola inversión, paraquesu rentabilidadseala exigidapor el modelo.Razonando

de estemodo,seconcluyequeel valor de la inversiónsecalculadescontandolos flujos

de cajaesperadosal tipo de interés“ajustadoal riesgode acuerdoconel CAPM”.

Otro enfoqueparaajustaral riesgoel tipo de descuentode los flujos, que se

planteacomoalternativaal CAPM, consisteentomarel costedel capitalde la empresa,

calculadocomo mediaponderadadel costedelas distintasfluentesde financiaciónde la

empresa.El argumentoen que se basaestemétodoes que resultanadecuadosaquellos

proyectos que proporcionanuna rentabilidad superior al coste de la empresade

conseguirrecursos.Este método es inadecuadopara nuestrashipótesis de trabajo,

porqueresultaincoherentecon el “teoremade separacióndeFisher”t’

~‘ Estetipo de planteamientospuedetenersu origenel trabajosde Modigliani y Miller (1958)donde,
comoseindica en Hirshieittr (1961), seestápensandoen inversionesmarginalesque tienenel mismo
riesgoquelasadoptadaspreviamente.
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La razónpor la que el valor esperadode los flujos no puededescontarsea un

tipo de interéssin riesgo,por unageneralizacióndirectadel teoremade separaciónde

Fisher,es que los individuosno son“neutralesal riesgo”. Sedice queun individuo es

neutralal riesgocuandole resultaindiferenterecibir unacuantíacierta que recibiruna

variablealeatoriaquetengapor esperanzatal cuantía.Se denominaequivalentecierto

de una variablealeatoriaa la cantidadciertapor la que el agenteintercambiaríaesa

variable92.

La aplicacióndel teoremade separaciónde Fisherindicaqueel valoractualde

una inversión con flujos aleatorioses el valor descontado,a la tasade interéspara

préstamossin riesgo, del equivalentecierto de estosflujos. Esteplanteamientopuede

interpretarsecomounaalternativaa ajustaral riesgo la tasade descuento,paracalcular

el valor actualnetodela inversión,queconsisteen ajustaral riesgoel valorde los flujos

de cajaque se descuenta.Obsérveseque, cuandosetrabajacon unatan de descuento

ajustadaal riesgo, su valor estárecogiendodos efectos:el primero es el cambio en la

valoración de un bien por parte del agenteal cambiarel momentoen que resulta

disponible.93El segundoefecto esel del riesgo. Cuandosetrabajacon el conceptode

equivalenteciertoestosdosefectosse separan,y el ajustedelriesgoquedaaisladoen la

relaciónentre la variabley su equivalentecierto. Naturalmente,el problema no está

resueltomientrasno se indique cómodebecalcularseel equivalentecierto. El cálculo

del equivalentecierto de cualquier variable sería inmediato si se conocieran las

preferenciasdel agenteque toma la decisión. La especificaciónde las preferencias

nuncaes facil y, si el decisorno esun agenteindividual, esimposible.

92 Esteconceptopermitedefinir un agenteneutralal riesgocornoaquélparael queel equivalentecierto
de las variablesesla esperanzamatemáticadelasmismas.

Recu¿rdesequeel teoremade separacióndeFisherafirmaque el mercadovaloraesteefectoen la lasa
de interésde los préstamossin riesgo,por lo que — si se suponeque tal lasaexiste— no esnecesario
especificarlaspreferenciasdelagenteparalavaloracióndeinversióncierta.
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Si en el mercadose intercambiaranlos flujos aleatoriospor sus equivalentes

ciertos, se tendria una valoración de mercado del riesgo, igual que se tiene una

valoraciónde mercadodel pasodel tiempocuandoen el mercadoseintercambianflujos

ciertosde distintosperiodos.En estatesissetratade estudiarsi el mercadorealizauna

valoracióndel riesgoquepermitael cálculodeequivalentesciertos,y asíunavaloración

de inversión aleatoria,independientede las preferenciasde los agentes.Estetipo de

soluciónya se apuntabaen Hirshleifer (1961).Hirshleifer proponíaobtener,a partir de

dichosintercambiosen el mercado,la informaciónsobreel tipo de descuentoajustadoal

riesgo.La propuestaen estaTesisessustituirdirectamente,en la fórmula de valoración,

la esperanzadelflujo conriesgopor el valor delflujo cienopor el queseintercambiaría

en el mercado.No obstante,existenmás diferenciascon el enfoquede Hirshleifer,

debidas fbndamentalmentea la evolución en la modelización de los mercados

financieros y, concretamente,a la formalización del concepto de oportunidad de

arbitraje.

Se ha planteadoel enfoquede equivalentesciertos como una alternativaal

ajustede la tasade descuentoal riesgo.De forma másexactapodríadecirsequesetrata

de unageneralización,puestoque la valoracióncon tasasajustadaspuedeplantearse

comoun ajuste de flujos, mientrasque la aflnnacióninversano siemprees cierta. Si

llamamos?a la cuantíaaleatoriade un flujo devencimientoal final de un periodoy r al

tipo de interésde los préstamossin riesgoparaeseperiodo,afirmarquek esel tipo de

interésajustadoal riesgoequivaleaafirmar queel equivalenteciertode eseflujo es:

¿ =

La obtenciónde la expresiónconcretaqueseobtieneparael equivalentecierto

en el casoparticularde queel ajusteal riesgose hayarealizadocon el CAPM puede

encontrarseen Luenberger(1998), pag. 188 - 190. Luenbergerutiliza, además,este

desarrolloparademostrarquela fUnción de valoracióndel CAPM en su forma original

eslineal respectodeloscapitalesaquedanderecholos activos.
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Se puedeencontrarun planteamientogeneralde la metodologíade valoración

con ajuste del riesgo a través del cálculo de equivalentesciertos en Constantinides

(1978). Aunque, traduciendoliteralmente,Constantinidesindica que el “enfoque de

equivalentecierto” es un caso especialde su reglade valoración, entiendoque, en

realidad, se está refiriendo al “enfoque de equivalentecierto del CAPM” del párrafo

anterior.Es necesarioresaltarque en el artículo no se indica, ni se pretendeindicar,

cómodebecalcularseel equivalentecierto94,por lo queno estáproponiendouncriterio

de valoración, sino más bien una metodologíade trabajo. La gran ventaja de esta

metodologíaesquepermiteexpresarconunaterminologíacomúnmultitud de criterios

de valoración,porlo quefacilita lacomparaciónde talescriterios.

Otro casoparticularde la sustituciónde flujos por susequivalentescienosesel

planteadoen estatesis al calcular el valor de mercadode un flujo como la esperanza

matemática,bajo unamedidade probabilidadneutralal riesgo, descontadaa la tasasin

riesgo.Conestecriterio, el equivalentecienode ? será:

e = EQ[fl

dondeEQ representala esperanzamatemáticabajo la medidade probabilidadQ. Esta

expresiónes la razón de que la medidade probabilidadQ se califique de “neutral al

riesgo”, deacuerdocon ladefiniciónde lanota91.

Unavez seha observadoque tanto el enfoquetradicional comoel ofrecido en

estaTesispuedenexpresarseconla metodologíade “equivalentesciertos”, veremosque

la valoraciónbasadaen el cálculode probabilidadesneutralesal riesgopuedeplantearse

tambiéncomounavaloraciónconajustede los tipos de interés(o, mejor, de los tipos de

rendimiento).

~Entendiendoequivalenteciertoencl sentidogenéricoqueaquisehadado.
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Obsérvesequeparacalcular rendimientosmediosde los activos es necesario

trabajarcon la medidade probabilidadreal de cadainversor,quehastael momentono

sehabíausadoen la valoraciónpor razonamientosde arbitrajemásque paradeterminar

los conjuntosde probabilidadno nula. Puestoquese ha supuestoque, en general,la

probabilidadserádistintaparacadainversor,tambiénlo seránlos rendimientosmedios

esperadosde cadainversory debeserlo el ajuste al riesgo. Por esta razón, encuentro

másadecuadoel enfoquedel equivalentecierto, que llegará al valor sin necesidadde

especificarla medidade probabilidaddel inversory, por tanto, poniendode manifiesto

que no influye sobreel valor.

Contemplemos,en primer lugar, el modeloparaun periodo,paracompararlo

con el CAPM. El ajusteal riesgo en un modelo en que se toma como valor de los

activosla esperanzade suspagos, bajo una medidade probabilidadneutralal riesgo,

como seha presentadoen estaTesis, permiteidentificar un único factor de riesgo: la

variable definida, para cada estado de la naturaleza,como el cociente entre la

probabilidadneutralal riesgoy la probabilidadrealmenteasignadapor un inversor,Esta

variablequerepresentamospor z= sedefinecomo: z«o~) = paraj =1,...jc, y
P

sedenominará“razón de verosimilitud”. Concretamente,sedemuestraque la prima de

riesgode los activosesproporcionalala covarianzaentresurendimientoy la razónde

verosimilitud:

Ep[rendimiento] - r = - covarianzaplirendimiento,z]

El desarrollopuedeencontrarseen distintasfUentes: por ejemplo,esmuy claro Pliska

(1997),pág.~

~ Es interesanteel planteamientode Dothan (1990), pag. 32, que resultamenossencillo aun siendo
equivalente,pero pennite la generalizaciónal modelo de varios periodos. Dotban denomina al
rendimientomedio parteprevisibledel rendimiento;y a la diferenciabastael rendimientototal, partede
innovación:x rendimiento— Ep[rendixniento~. La diferenciaconel planteamientode Pliska consisteen
observarque, la covarianzapuedetoniarseentre la razónde verosimilitud y la partede innovacióndel
rendimiento,dedondequeda:E,4rendimiento]- r= - covariaazaplx, z].

212



CapituloIV Extensiones posibles y alcance del modelo

Si, además, la razón de verosimilitud es alcanzable, el modelo puede

expresarsecomoun modelo beta,en que la carterade valoración(~t) escualquieraque

replicasela razónde verosimilitud o unatransformaciónlineal suya.La ecuaciónque

reflejaestarelaciónseria:

Ep[rendimiento}- r = covananza~.(rendimiento,rendimientode%) .Ep[rendimientode M-r
varianza,, (rendimientode~t)

El CAPM resultaríaun casoparticular cuando la cartera del mercado fUese una

transformaciónlineal de la razónde verosimilitud. Obsérvesequeestemodeloconsigue

salvaralgunosde los grandesinconvenientesde CAPM: no esnecesariohacerninguna

hipótesissobreladistribucióndeprobabilidaddelos rendimientos,sobrela formade las
96

fUncionesde utilidad,ni suponerque las expectativassonhomogéneas- Porestarazón
decimosque, si el activo esreplicable97,puedeobtenerseun valor “objetivo” parael

activo,en el sentidode queesindependientede las expectativasy laspreferenciasde los

inversores.Estevalor es,además,el único compatiblecon el teoremade separaciónde

Fishery conlos modelosde equilibrio.

En el caso en que el activo no seareplicable,no es posible asignarun único

valor “objetivo” al activo. Sin embargosi esposible encontrarel único intervalo de

valoresque puedenresultarcoherentescon el teoremade separaciónde Fishery los

modelosde equilibrio. Este conjunto de valorespuedeinterpretarsecomo un primer

resultadoque, en algunasocasionesserásuficienteparatomardecisiones.Sin embargo,

paraconseguirun valor concreto,seráprecisoincorporarsupuestossobreexpectativaso

preferencias.Por ejemplo, en el caso de que parezcanadecuadaslas hipótesisdel

CAPM, podría utilizarse estemodelo. Otra forma de conseguirun valor concreto

consisteen especificarla fUnción de utilidad del individuo quetomala decisión,lo que

~ Sí esnecesarioaceptarque los inversorestienenlas mismasprevisionesen cuantoa los preciosque
tenddnlos activospanlos distintos estadosde la naturaleza,pero no esprecisosuponerqueles asignan
la mismaprobabilidad.

~ Recuéxtleseque esta es la condición para que se le puedaasignar un valor al activo con esta
metodología.
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permiteelegir la medidadeprobabilidadneutral al riesgoque debeutilizarsepara la

valoración de acuerdo con los resultadospresentadosen la sección 1.5 de este

capitulo?8Otroscriteriossurgende la especificaciónde la medidade probabilidadque

el inversorasignaa losestadosde la naturaleza.Esteesel casode todos los “métodos

de coberturamediavarianza?9Aún así,la búsquedade criteriosqueconsiganasignarun

valor a los activosno replicables,sin supuestosdemasiadosrestrictivos,es un tema

pendienteparala investigaciónfUtura.

En los modelosdevaloraciónpor argumentosde arbitrajedevarios periodos,

Dothan(1990)identifica comoúnico factor de riesgo lo que él denomina“procesode

razóndeverosimilitud”. ‘~ Paramodelosen tiempodiscreto,quedadefinido del modo

siguiente:

4 EPj~F)

Paramodelosen tiempocontinuo,el procesoderazóndeverosimilitudsería:

zt EP[43-FJ

donde dQ 101 Estos resultadossobre el

dP representala derivadade Radon-Nikodym.

ajustedel riesgosonválidos tanto paramercadoscompletoscomo incompletos,por lo

queel procesode razónde verosimilitud no esnecesariamenteúnico, puestoqueno lo

esla medidadeprobabilidadQ.

98 Vernotanúmero45.

~ Dada la imposibilidad de replicar o “cubrir” de forma exactaun flujo, estos métodospretenden
encontrarla estrategiaque “más seaproxima”. Lasmedidasde proximidadque se utilizan sebasanen
mediasy varianzas,lo que da nombrea estos métodos.Puestoque estosmomentossecalculancon la
medidade probabilidadreal,paracalcularlosesnecesario especificarla. Puedeenconirarseuna revisión
deestosmétodos,conabundantebibliografla,enMusielay Rutkowsld(1997)

‘~‘~ El desarrollopuedeenconúarseen Dodian (1990): en el capítulo 6 pan tiempo discretoy en el

capítulo12 paratiempo continuo

~ Se denominaderivadade Radon- Nikodyn¡ de 9 respectode E a la únicavariable aleatoriap que

veriflea que Q(A) = J pdP.Estavariablerelacionala esperanzamatemáticabajo las dos medidasde

probabilidad.Dadaunavariablealeatoria~delespaciocorrespondiente,severifleaqueEQ1~] =
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En los modelosde vatios períodosse encuentrala mayor ventaja de la

valoración por argumentosde arbitraje frente a los métodos tradicionales, y

concretamentefrenteal CAPM: a las ventajascomentadasparamodelosde un periodo

se añade la de permitir más tipos de incertidumbre. En Fama(1977) se estudiala

posibilidadde utilizar el CAPM parala valoraciónen modelosde variosperíodos.La

primeraconclusiónquesesiguedel análisisrealizadoen estearticulo es que el modelo

permite, en algunosaspectos,más flexibilidad que la que, de hecho, se ha utilizado.

Estosaspectosson la variabilidaddel tipo de interésajustadoal riesgoentredistintos

periodosy entredistintosflujos. Famaseñalaqueel usodeunatasade descuentoúnica

solamentetienesentidoenel casodeun proyectode inversióndeun tipo determinadoo

paraunaempresaconactividadesqueesperano cambienalo largodel tiempo.

Sin embargo,la segundaconclusióndel articulo de Fama (1977) es que la

aplicación del CAPM a la valoraciónen un modelo de múltiples períodostiene una

claralimitación al no permitir incertidumbresobreel tipo de interésni sobreel ajusteal

riesgo de períodosfUturos. Los tipos de interés ajustadosal riesgo no puedenser

estocásticos.El modelo presentadoen estatesis superaesta limitación. Con nuestro

planteamientoel tipo de interésajustadodel modelouniperiódicogeneradopor A es el

valor de i queconsiguela igualdad:

E~[flujoenlos sucesoresdeA jAl — EQ [flujoenlossucesoresdeA A

]

1 +i 1-Fr

dondeP es la medida de probabilidadqueasigna el inversor, Q es una medida de

probabilidadneutral al riesgo, y r es la tasade interéssin riesgo. Suponer,con este

planteamientoquelos tipos de interésno sonestocásticossignificaexigir queel tipo

coincidaen todoslos modelosuniperiódicosdefinidosen un mismoperiodode tiempo.

Evidentemente,nuestroplanteamientono implica tal exigencia.De hecho,el factor de

riesgo- que, como seha indicado, seidentifica en Dothan(1990)- es predecible,pero

no cieno.En cuantoal tipo de interéssin riesgo,aunqueseha supuestocierto,ya seha

observadoen lasextensionesla posibilidadde tratarlocomo estocástico.
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Esprecisamenteestalimitación en cuantoal tipo deincertidumbreadmisiblela

que impide al CAPM valorar inversionescon inversoractivo o, dicho de otro modo,

proyectosqueincorporenopcionesreales.El valor,en el momentoactual,de unaopción

futurade intercambiodeun conjuntode flujos esmayorqueel valor de la obligaciónde

intercambiarlos,por la flexibilidad de tomar la decisiónen el momentode ejercicio de

laopción,en lugardetomarlaenelmomentoactual.El valor de esaflexibilidad será:

E<> [máximoEj/lujos! Ej - máximoE<~ [flujos]

dondet esel momentoenque sedisponede la opción,F~ eselálgebraquerepresentala

informaciónde que se disponeen F~ y Q esuna medidade probabilidadneutral al

riesgo. Paraque un modelo permita considerarestaflexibilidad y, por tanto, valorar

opcionesreales,debepermitir que en el momentoactualel inversor desconozcaque

suceso de P~ seva a presentar.Entonces,las oportunidadesque el inversorencuentray

el riesgoasociadoa las mismasvaríanconel sucesoque sepresenteen el momentot.

Este es el tipo de incertidumbreque no permite la extensióna varios periodosdel

CAPM.

Los primeros planteamientos que permiten este tipo de incertidumbre se

planteanpara la toma de decisionesde consumoe inversión: destacanlos trabajosde

Merton (1971) y Merton (1973). Sin embargo el problemaqueprovocaun desarrollo

imparablede estosmodelosa partir de los añossetentaes la valoraciónde opciones

financieras. Para valorar este tipo de contratos, como para las opcionesreales, es

necesariopermitir la aleatoriedadde las oportunidadesfuturas,por lo que el CAPM se

revelainsuficiente.En la siguientesecciónse revisabrevementela evoluciónde estos

modelos,que son los que provocan la aparición de los modelosde valoraciónde

opcionesreales.En esteentorno,se resaltaránlas aportacionesfundamentalesde esta

Tesis.
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2.2. Enfoque general para la valoración de derechos

contingentes

2.2.1.Valoración de activos financierosderivados

Con el artículodeBlacky Seholes(1973)seplanteaunnuevoenfoqueparala

valoraciónde activosfinancierosderivados:sin seguirun razonamientobasadoen el

equilibrio consiguen una expresión analítica para la valoración de una opción europea

sobre una acción. Merton generaliza el modelo de Black y Scholes en sus artículos de

(1973b) y (1977). El artículo de Merton (1977) plantea, además, la aplicación de esta

metodología para la valoración de los pasivos de una empresa. Estos primeros modelos

se plantean en tiempo continuo y están condicionados al supuesto de una dinámica

concreta para el activo subyacente de la opción. En el modelo de Black y Seholes,

concretamente, se supone que la acción subyacente sigue un movimiento browniano

geométrico y que en el mercado se negocia, además, un activo sin riesgo con una tasa de

interés determinista y constante. Trabajos posteriores consiguen relajar estas hipótesis.

En el artículo de Cox, Ross y Rubinstein (1979) se plantea un modelo en

tiempo discreto que parece apuntar hacia una forma distinta de trabajar o, cuando

menos, permite interpretar mejor el fundamento económico, por utilizar una matemática

mássencilla.El trabajopartede un enfoquepresentadoen la primeraediciónde Sharpe

(1981).Estos autorestambiénsuponenuna dinámicaconcretaparael preciodel activo

subyacente:un procesobinomial y trabajancon un tipo de interés deterministay

constante.Obsérveseque cada modelo uniperiódicoderivado tiene la estructuradel

modelo de dos estadosde la naturalezaplanteadoen estaTesis en la sección2.3 del

capítulosegundo.Comoen dichasección,Cox, Rossy Rubinsteinobtienenel valor de

la opcióncomounacombinaciónlineal convexade los pagosa quedaráderechoen los

distintosestadosdela naturaleza,descontadaa la tasasin riesgo.Se observa,entonces,

que los coeficientesde la combinaciónpuedeninterpretarsecomo una medidade

probabilidad y que el valor se ha obtenido como la esperanzadel valor fUturo

descontado,en un mundo neutral al riesgo. Estos autoresdemuestran,además,que la

fórmula devaloraciónde Black y Scholespuedeobtenersecomolimite de sumodelo.
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El artículo de Harrison y Kreps (1979) cambia el planteamientode estos

problemasy presentaun modelo del quetodoslos anterioresresultancasosparticulares.

El fundamentoestáen relacionarla ausenciade oportunidadesde arbitrajey, por tanto,

la viabilidad del mercadocon la existenciade una medida de probabilidadneutral al

riesgo, tambiénllamadamedidade martingala.Puestoque estosautorestrabajancon

estrategiassimplesla relaciónesla desercondiciónnecesariay suficiente:setrata de la

primeraformulacióndel “teoremafundamental”.Basándoseen los resultadosde este

trabajo, Harrisony Pliska(1981) desarrollanun modelode mercadosin fricciones en

queresultaposiblevalorartodoslos activosque puedan“replicarse” conunaestrategia

adecuada.El valor de los activos seobtendrácomo la esperanza,bajo la medida de

martingala,de los pagosfUturosdescontados.El planteamientode Harrisony Pliska, e

incluso su notación,se han utilizado hastala actualidaden multitud de trabajosque

intentanconstruir un modelo másgeneralo encontrarnuevasaplicaciones.Estos dos

artículossonel origendel modelo presentadoen estaTesis.

Observarel trabajode Cox, Rossy Rubinstein(1979)como casoparticulares

inmediato,puestoqueellos obtienenla medidade martingaladirectamentea partir la

expresióndel valor. La obtenciónde la “fórmula de valoración” de Black y Scholes

corno una esperanzabajo una medidade martingalase basaen la relaciónentredos

procesosquesiguenun movimiento browniano con distintas medidasde probabilidad.

Estarelación, reflejadaen el Teoremade <3irsanov, permite obtener la rectificación

adecuadade la medidade probabilidad,a través de la derivadade Radon—Nikodym,

quetransformalos procesosen martingalas.Puestoqueel modelode Black y Scholes

partede un único activo con riesgo que sigueun movimientobrownianogeométrico,

para obtenerla medidade probabilidadque puedeutilizarseparavalorar como si el

“mundo” fueseneutral ante el riesgo, basta encontrar la rectificación que anula el

impulsode esteprocesode preciosdescontado.Esteresultadose obtieneen Harrisony

Kreps(1979). El desarrollodetalladopuedeencontrarseen Duifie (1988)o en Ariño y

Fernández(1992).
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2.2.2. Valoración de opcionesreales

Tras la aplicacióndeMerton (1977)del planteamientodeBlack y Scholespara

la valoraciónde los pasivosde una empresa,surgela preguntade si la metodología

planteadapuedeserválida paraotrostipos de valoración.Quizá la aplicaciónque más

sehaestudiadoesla de la valoraciónde inversionesreales,especialmenteparaaquellas

que dan al inversor la posibilidad de tomar decisionesduranteel desarrollode la

inversión.Estasposibilidadesseconocencon el nombrede “opcionesreales”, por su

analogiacon las opcionesfinancieras.El nombrede “opcionesreales” seutiliza por

primeravez en Myers (1977),concretamentepara las opcionesde crecimientode una

empresa,al analizarsu influenciasobreel endeudamiento.

La oportunidadde llevar a cabo una inversiónpuedecontemplarsecomo la

primera opción que se le presentaal inversor. La idea de que debe valorarsela

oportunidadde invertir, enlugarde la inversiónen sí, y su analogíacon el conceptode

opciónapareceya en la Teoriadelinterésde Irving Fisher,cuandoafirma’02:

“Prefiero utilizar el término «oportunidadde inversión»quetiene todas

las ventajase inconvenientesde todo término que es nuevo. Como espoco

corriente necesitamosdaruna definiciónprecisa.El conceptode oportunidad

de inversióndescansaen el de opción. Unaopciónestodaposiblecorrientede

rentaquela personapuedeasegurarsemediantela utilización de susrecursos,

capital, trabajo,tierrao dinero.Y unaoportunidadde inversión no esotra cosa

que la oportunidadque se abre de pasarde una a otra opción o corriente

opcional de renta. Esto incluye todas las oportunidadesposiblesde invertir,

tantoaquellassusceptiblesde producir solo pérdidas,respectode lo invertido,

como las susceptiblesde producir grandesbeneficios sobre la cantidad

invertidao coste.”

‘~Cita dela ediciónencastellano1999: AOSTA. Al cuidadode JoséAmoniode Aguirre.Pag. 161.
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La adaptaciónde la teoríade valoraciónde opcionesfinancierasa la teoríade

inversiónreal se basaen tomar los flujos resultantesde la inversión comoun activo

derivadode otro subyacente:el productoqueresultade la inversión.La evoluciónde la

teoría de valoraciónde inversión real aplicando la metodologíade la valoración de

opciones financierasha estadocondicionadaa la evolución de la teoría misma de

valoraciónde opcionesfinancieras.Inicialnientese planteanmodelosque suponenuna

dinámica concretapara el activo subyacente,siguiendo la metodologíade Black,

Scholesy Merton. Los trabajospionerosson Myers y Majd (1983) sobrela valoración

de la opciónde abandonodeun proyectoy Kester(1984) sobreel valorde lasopciones

decrecimiento.

La defensade la valoración de las opciones realescon la metodologíade

valoraciónde opcionesfinancierassebasa fundamentalmenteen razonamientosque

giranalrededorde la necesidadde unarepresentaciónde la evoluciónde la información

y de un procesode ajustedel riesgoadecuados.Es precisoqueestaestructurapermita

valorar la diferenciaentre tener la opción a un intercambio de flujos o tener la

obligación de realizarlo. La discusión sobre tal necesidadse ha desarrolladoen la

sección 2.2.1 de este capítulo. Trabajos dedicadosexclusivamentea plantear en

términossencillos la convenienciade este tipo de aplicación son Mason y Merton

(1985),Trigeorgisy Masan(1987),Kulatilaka y Marcus(1992).

Uno delos trabajosmásimportantesconestametodologíaesel desarrolladoen

Dixit y Pindyck (1994)’% En el libro Dixit y Pindyck planteanque el enfoque

tradicional de cálculo del valor actual neto de una inversión real es inadecuado,

fundamentalmenteporqueignorala irreversibilidad de las inversionesy la posibilidad

‘
03 Muchosresultadospresentadosaquí scdesarrollaronpreviamenteenun conjuntodeartículosdeestos
autores,comoDixit (1989),Dixit (1991), Dixit (1992),Pindyck(1988)o Pindyck(1991).
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de aplazar su ejecución.’04 Estos autores sugieren dos caminos para resolver el

problema:la aplicacióndirectade la teoríade valoraciónde opcionesfinancierasy la

programacióndinámica.Los dos enfoquescoincidirían en el caso en que la inversión

diese lugar a un producto negociadoen los mercadosfinancieros,de forma que tal

producto desempeñaríael papel de activo subyacentedel derechocontingenteque

representala oportunidadde invertir. Sí el producto no se negociaen los mercados

financieros,afirmanqueno esposibleutilizar la metodologíade valoracióndeopciones

y debeutilizarse la programacióndinámica,con el inconvenientede que no queda

determinadoel tipo deinterésal quedeberíandescontarselos flujos de caja.

En la actualidad,se está evolucionandoen la adaptaciónal planteamiento

generalque surgecomoconsecuenciade los resultadosde Harrisony Kreps (1979) y

Harrison y Pliska (1981). En este sentido, se desarrolla un trabajo importante en

Trigeorgis(1996)quecontinúael enfoquedeKester(1984).

La primeraaportaciónde estaTesisesun planteamientode un modelo general

parala valoraciónde inversiónreal, coherenteconel Teoremade Separaciónde Fisher

y conlos modelosde equilibrio, quepermitela consideraciónde opcionesreales,’05sin

suponeruna dinámicaconcretaparael precio del activo subyacente,en el caso de

tiempo discreto con espaciode estadosfinito. Este planteamientose basa en los

resultadosde Harrisony Kreps (1979)y Harrisony Pliska (1981)y por tanto recoge,

comocasosparticulares,todos los casosdesarrolladosbajoun supuestoconcretosobre

la evolucióndel preciodel activo subyacenteplanteadosen tiempodiscretocon espacio

de estadosfinito. Los trabajos de valoración de opciones reales basadosen la

metodologíadesarrolladapor Black, Seholesy Merton puedenverse como un caso

particularde la extensióndelmodeloatiempocontinuopresentadaen estecapitulo.

~ Ver sección1.3.2 dclcapitulo¡panelconceptode irreversibilidadyde liquidezde los activos; y pan
uncomentariosol>re ¡a seleccióndelmomentodeinvertir, laspáginas45y 144.

‘~ Una aportaciónde estatesis respectodel trabajo de Trigeorgis esel planteamientode un modelo
completodevaloraciónde inversiónreal querespetala valoraciónde opcionesreales,frenteal análisis
aisladode lavaloracióndeestasopciones.
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Esteenfoquegeneral se caracterizapor un modo determinadode ajustarel

riesgo,basadoen argumentosde arbitraje.Estacaracterizaciónaclararesultadoscomo

la aparente doble metodología de Dixit y Pindyck (1994). Resulta evidente la

equivalenciaentrelos métodosde valoraciónde opcionesy la programacióndinámica,

siemprequeal aplicarestaúltima se ajusteel riesgode formaadecuada.Tambiénqueda

claro el caso en que no existe replicación: puede aplicarse, por supuesto, la

programacióndinámica, pero no hay informaciónsuficientesobreel ajustedel riesgo.

Poreso,precisamente,no puedenaplicarselastécnicasde valoraciónde opciones.

En este caso problemático se sitúa la segundaaportaciónde la Tesis: la

obtención, cuando no hay replicación, de las cotas del valor de una oportunidad

asociadaa un procesode inversión,utilizandoexclusivamenteargumentosde arbitraje.

Aunque la obtenciónde estascotasseobtieneparalas inversionesreales,serianválidas

para cualquier tipo de activo que se valorase por argumentosde arbitraje y,

concretamenteparalas opcionesfinancieras.
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