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En esta tesis se estudia la resolucién de problemas de programacion
matematica en los que algunos o todos los parametros del problema son variables
aleatorias. Se aborda este analisis para problemas de estas caracteristicas con una
y varias funciones objetivo. Como s¢ verd a lo largo del trabajo, la mayor
dificultad en la resolucién de los problemas que planteamos estd en la
especificacion de un concepto de solucion para los mismos. En las publicaciones
existentes se han definido distintos conceptos de solucion. Estas definiciones
surgen a partir de problemas que se obtienen al transformar el problema de
programacion estocastica o de programacion estocéstica multiobjetivo en
determinista, }o que hace que la evaluacion de una solucién como “buena” o
“mala” sea dificil. Esto nos ha Hevado a considerar algunos de los conceptos de
solucion definidos hasta ahora y a estudiar la posible existencia de relaciones entre
elios. Esta cuestion es el objetivo fundamental de esta tesis, que ha sido
estructurada de la siguiente forma:

En el capitulo uno se estudian conceptos bésicos de programacion
estocastica y de programacién multiobjetivo que seran utilizados a lo largo del
trabajo.

El capitulo dos se dedica al estudio de la programacién estocastica con
restricciones probabilisticas o de azar. A lo largo de todo el capitulo se considera
la obtencion del que se denomina problema determinista equivalente. Dicho
problema se obtiene a partir de las caracteristicas estadisticas del problema de
programacion estocastica de partida y, siempre, en base a las preferencias del
decisor. En primer lugar, se analiza la obtencién del conjunto de oportunidades del
problema determinista equivalente vy, posteriormente, se considera la
transformacion del objetivo estocastico. Para flevar a cabo esta transformacion se
consideran cinco posibles criterios, todos ellos definidos y estudiados en la
literatura y se analiza su transformacion para funciones objetivo estocasticas de
tipo lineal con determinadas caracteristicas estadisticas.

Hasta aqui el trabajo se ha dedicado a una recopilacién y estructuracion de
los conceptos necesarios para el desarrollo de esta tesis. Los siguientes cuatro
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capitulos recogen nuestras aportaciones al campo de la programacion estocastica

en sus vertientes monobjetivo y multiobjetivo.

En el capitulo tres, se define un problema de programacion estocdstica al
que hemos denominado problema estocastico con funcién objetivo cuadratica.
Dicho problema se define en este trabajo y se analiza, ademds, su resolucién
mediante los criterios anteriormente mencionados. La razon fundamental que nos
ha llevado a plantear este tipo de funcion objetivo es que mediante este tipo de
funciones se pueden plantear problemas de programacion estocéstica en los que el
objetivo mida diferencias cuadraticas entre variables de decisiéon y parametros
aleatorios. Creemos que este tipo de funciones objetivo son de utilidad en
problemas de ambito econémico, en los que las funciones objetivo de tipo
cuadratico se utilizan con frecuencia. Finalmente, se cierra el capitulo con un
andlisis de las relaciones existentes entre los distintos criterios existentes para
transformar el la funcién objetivo estocastica en su determinista equivalente. En él
se determina bajo qué condiciones la aplicacién de criterios distintos da lugar a la
misma solucion para el problema de programacion estocdstica, de lo cual se
deduce que la aplicacién de criterios que surgen desde Opticas distintas estan

estrechamente relactonados.

Los capitulos cuatro y cinco se dedican a la resolucién de problemas de
programacion estocastica multiobjetivo. Para resolver estos problemas se han
definido en la literatura distintos conceptos de solucidon y se han establecido
distintas técnicas. Ben Abdelaziz (1992) clasifica éstas en funcion de las
transformaciones que se llevan a cabo para resolver el problema. Esta clasificacién
es la que se sigue en este trabajo. El capitulo cuatro analiza lo que Ben Abdelaziz
denomina Enfoque Multiobjetivo, en ¢l que se engloban todas las técnicas que,
para resolver el problema de programacion estocéstica multiobjetivo, transforman
éste en uno multiobjetivo determinista equivalente, aplicando a cada objetivo, por
separado, un criterio de transformacioén. A partir de este problema multiobjetivo
determinista equivalente se han definido varios conceptos de solucidén eficiente de
problemas de programacion estocastica multiobjetivo. Cada uno de ellos es una
extension de los conceptos existentes en la literatura para los problemas de
programacion estocastica. En este trabajo se recogen estos conceptos y se
establecen relaciones entre ellos. Los resultados que se¢ obtienen sobre los
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conjuntos soluciones eficientes que se pueden asociar a un mismo problema son

paralelos a los que se obtienen en el capitulo tres.

El capitulo cinco se dedica al Enfoque Estocdstico. Se denomina asi al
conjunto de técnicas que resuelven el problema de programacién estocastica
multiobjetivo transformando el problema multiobjetivo estocastico en uno de
programacion estocdstica con una funcién objetivo, obtenida a partir del conjunto
de objetivos estocasticos del problema de partida, y, posteriormente, se resuelve el
problema obtenido eligiendo algin criterio de la programacién estocdstica.
Consideramos la aplicaciéon del método de las ponderaciones y la resolucion
posterior del problema resultante aplicando algunos de los criterios de la
programacion estocastica. Una vez obtenidos los problemas deterministas
equivalentes aplicando distintos criterios, se analiza las relaciones entre las
soluciones de éstos y los conceptos de solucion eficiente definidos en el capitulo
cuatro de este trabajo.

Por otro lado, de nuestro estudio se deduce que la resolucion de cualquier
problema de programacion estocastica es, en general, complicada, debido a la
existencia de distintos criterios para resolver el problema. Incluso en problemas
con un solo objetivo y con pocas variables, lo normal es que, dado un problema de
programacion estocastica, se desee conocer las soluciones del mismo mediante
mas de un criterio. Esto nos ha llevado a la implementacién computacional de los
problemas analizados en este trabajo En el capitulo seis se explica el
funcionamiento de estos programas. Los listados de estos programas aparecen en
el anexo, asi como las soluciones obtenidas para distintos ejemplos.
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1. INTRODUCCION.

1. PROGRAMACION ESTOCASTICA.

Muchos problemas de programacién matematica incorporan parametros
que se suponen conocidos en el momento de resolver el problema y, por tanto,
constantes a la hora de resolverlo. Sin embargo, si el problema de optimizacion es
el resultado de la representacién mediante un modelo de una situacién real en la
que hemos de tomar una decision, es frecuente que se desconozcan los valores de
algunos de los parametros que intervienen en él. Este desconocimiento da lugar a
que en el momento de adoptar una decision se desconozcan las posibles

consecuencias de la misma.

En base a la informacion disponible acerca de los posibles resultados de
una accion en cualquier proceso de toma de decisiones, podemos decir que cuando

tomamos una decision estamos ante una situacion de:

e Certidumbre: Si cada accidn da lugar a un resuitado conocido e

invariable.

s Riesgo: Si cada accion lleva a un posible resultado y cada resultado
lleva asociada una probabilidad de que ocurra, conocida para el decisor.
La situacién de certidumbre es un caso degenerado de una situacion de

riesgo con probabilidades cero y uno.

e Incertidumbre: Si cada accién tiene una consecuencia de entre un
conjunto de posibles resultados, pero se desconocen las probabilidades

de éstos.

Para resolver problemas en los que se desconocen los valores de algunos
de los parametros que intervienen en el mismo (situaciones de riesgo o de
incertidumbre), es posible adoptar distintas “soluciones”. En determinadas
circunstancias, y en base a la informacion disponible acerca de ellos, es posible

“sustituir” estos valores por una estimacion que se ajuste bien a datos historicos de
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los mismos, una medicién no exacta de su valor esperado,....Otra posibilidad es

tratar estos parametros como variables aleatorias.

La programacion estocastica analiza la resolucion de problemas de
programacién matemética en los que algunos parametros son desconocidos pero
se conoce la distribucion de probabilidad asociada a ellos y, por tanto, las

situaciones que se analizan mediante la misma son situaciones de riesgo.

Prékopa (1995) define la programacién estocastica como “la resolucion de
problemas de programacion matemdtica en los que algunos o todos los

pardmetros son variables aleatorias”.

En programacion estocastica se relaja, por tanto, la hip6tesis de que todos
los parametros del problema son deterministas, permitiendo tratar como variables
aleatorias parametros sujetos a incertidumbre o a posibles errores en su medicion
o estimacion y de los que se conoce su distribucion de probabilidad.

Los problemas de programacién estocastica pueden dividirse en modelos

estaticos y dinamicos. Nos centraremos en el estudio de los modelos estaticos.

La formulacion general de un problema estitico de programacion
estocdstica es:

"Opt" Z(x, &)

s.a g“,(x,"é) <0,i=12,...m
xelD

donde E es un vector aleatorio definido sobre un conjunto E c R”. Suponemos
dada la familia F de eventos, es decir, subconjuntos de [E, y la distribucion de
probabilidad P definida sobre JF, de manera que para cualquier subconjunto de E,
A c E, A € F, la probabilidad de A, P(A), es conocida. Ademads, se mantiene la
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hipotesis de que la distribucion de probabilidad, P, es independiente de las

variables de decision, x,,...,x,.

Suponemos que las funciones Z(x, £),2,(x,8),8;(x,8),...Z,(x.&), x &
R", estan definidas en todo el espacio R"x .

Si analizamos el problema de programacidn estocastica, el hecho de que
algunos pardmetros del problema sean aleatorios da lugar a que la funcién
objetivo y las funciones &,,i =1, 2,...,g, sean variables aleatorias, lo que implica
que el problema no esté bien definido matematicamente. Notese que si bien la
eleccion de un vector x es determinista, puesto que las decisiones que adopta el
decisor no estan sujetas a incertidumbre, el hecho de que los parametros del
problema sean variables aleatorias puede dar lugar a que la decision adoptada sea
no factible una vez que se resuelve la incertidumbre o que, aun siendo factible, no

sea Optima.

Asi, para cada realizacion & de Z el problema de programacion estocéstica
es un problema determinista de programacion matematica, pero, si se ha de elegir
un vector x antes de que se realicen las variables aleatorias, el término “opt™ no
tiene sentido, puesto que el conjunto de soluciones factibles del problema sera

distinto para cada realizacion de £ .

En cuanto a la funcién objetivo, al estar afectada por parametros aleatorios,
es ella misma una variable aleatoria, y, puesto que un comjunto de valores
aleatorios no admite una relacion de orden, podemos tener una realizacion de &,

&, para ia que:

2(x;, &) <z2(x;, §)

y otra realizacién, &,, para la cual:

?(Xla ) > 2(Xy, Ey)-
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Por tanto, en un problema de programacion estocastica no existe un vector

X que sea 6ptimo para todas las realizaciones de la variable aleatoria.

De todo ello se desprende que hemos de especificar el concepto de

solucion de un problema de programacion estocdstica.

Conceptos de solucién de un problema de programacion estocastica.

Distinguimos en primer lugar los conceptos de solucion en las dos
situaciones en las que nos podemos plantear la resolucion del problema de
programacion estocastica, denominadas situacion “esperar y ver’ y situacion

“aquiy ahora”.

La situacion “esperar y ver’ se caracteriza porque se conocen las
distribuciones de probabilidad de las variables aleatorias que intervienen en el
problema, pero, ademas, las variables aleatorias se realizan antes de tomar la
decision, de manera que en el momento de elegir el vector x dptimo del problema,
se conocen los valores de todos los parametros del mismo, por lo que el probiema
a resolver es determinista y su solucion se puede obtener por cualquiera de las

técnicas de optimizacion determinista.

Se podria pensar, por tanto, que en la situacion “esperar y ver’ no existe
desconocimiento de los parametros del problema y, por tanto, que se estd en una
situacion de certidumbre. Sin embargo, en determinados casos se puede estar
interesado en conocer la distribucion del optimo del problema o algunos de sus
momentos (valor esperado, varianza,...), antes de que se realicen las variables
aleatorias, con el fin de conocer la eleccién dptima del problema en cada una de
las posibles situaciones en las que nos podamos encontrar cuando se resuelva la
incertidumbre.

El estudio de problemas del tipo “esperar y ver” es denominado también en
la literatura como programacion estocdstica pasiva o resolucion de problemas

de distribucion y ha sido ampliamente estudiado, entre otros, por Bereanu (1980)
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y Vajda (1972), para problemas lineales, y por Stancu-Minasian (1984) en los
casos lineal y fraccional.

La situacién “aqui y ahora” corresponde a problemas en los que se ha de
tomar una decision antes de que se resuelva la incertidumbre a la que estan sujetos
los parametros del mismo vy en los que la adopcién de una decision u otra no
afecta a la distribucidn de probabilidad de los parametros aleatorios. Kall (1982)
distingue cuatro planteamientos distintos a la hora de resolver estos problemas. A
continuacién describimos brevemente estos cuatro enfoques. Para ello

consideramos el problema de programacién estocastica:

"Min" Z(x, £)

s.a g‘,.(x,E)so, i=12,.,m
xe D

en el que, sin pérdida de generalidad, se ha adoptado como criterio de

optimizacion el de minimo.
1. Resolucion mediante teoria de juegos.

Corresponde a situaciones en las que no se conoce exactamente la
distribucién de probabilidad del vector de parametros aleatorios del problema, &,
y sélo puede suponerse que su funcién de distribucién, F, pertenece a una clerta

clase de funciones de distribucién, F. Para resolver el problema estocastico se
puede utilizar una estrategia propuesta usualmente en teoria de juegos (en

concreto en juegos bipersonales de suma cero): elegir el punto de vista mas
pesimista, escogiendo aquella distribucion Fe ¥, para la que el valor esperado del

objetivo sea mayor. El problema a resolver mediante esta aproximacioén es:

MinMax E{z(x,E)}

s.a xelD

10
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Un reciente trabajo que aborda este tipo de problemas es el de Rustem y
Howe (1998).

2. Obtencién de soluciones eficientes.

La base de este enfoque es la definicion de un concepto de solucion
eficiente para el problema de programacion estocdstica y, en base a este concepto,
la obtencién del conjunto de soluciones eficientes del problema. Se han definido
en la literatura distintos conceptos de solucidon eficiente. Para ello se buscan
definiciones que sean coherentes matemdticamente y, ademas, tengan un
significado para el problema que se plantea.

Ben Abdelaziz (1992) realiza un analisis exhaustivo de este enfoque y
agrupa estos conceptos de solucion en dos bloques: la eficiencia puntual y la
eficiencia en distribucién. En el primero de ellos, eficiencia puntual, se encuadran
todos los conceptos que se basan en la determinacion de las posibles
consecuencias de todos los posibles eventos o estados de la naturaleza que puedan
darse en el problema y en la busqueda del subconjunto formado por las soluciones
eficientes de este conjunto de posibles resultados. Uno de los trabajos mas
tmportantes en este bloque se debe a Tammer, que define el concepto de solucion
& eficiente (véase Tammer (1978) ) y analiza la obtencion de soluciones de este

tipo mediante la resolucién de problemas paramétricos.

La eficiencia en distribucion se basa en la teoria clasica de la utilidad
esperada de von Newmann y Morgenstern. En este caso se supone que la
estructura de preferencias del decisor satisface los axiomas de esta teoria, lo que
implica que existe una funcion u, llamada funcién de utilidad, Gnica salvo una
transformacion monétona afin positiva, tal que, dadas dos variables aleatorias
E vy 7. & espreferida o indiferente a 7 si y sélo si:

E{u()} < E{u(&))



1. INFRODUCCION.

A partir de esto, el analisis de la eficiencia en distribucién se reduce a fijar
la funcion de utilidad del individuo y determinar la eleccion que maximiza su

nivel de utilidad esperada:

Max Efulz(x.B))}

s.a xeD

Evidentemente, la solucién a este problema determinista dependera del
tipo de preferencias del individuo que sc materializan en el tipo de funcién de
utilidad del problema.

De entre los trabajos mds recientes en los que se analiza eficiencia en
distribucién cabe destacar el de Ben-Tall y Teboulle (1986) que analizan la
resolucion de problemas de programacion no lineal con restricciones estocdsticas
mediante ¢l enfoque de la teoria de la utilidad esperada. Ben Abdelaziz (1992)
analiza también problemas de eficiencia en distribucidén para problemas de
programacion estocdstica y su extension al caso multiobjetivo. Ademas, como
veremos mas adelante, este enfoque se utiliza frecuentemente en estudios de

Teoria Economica de analisis de eleccion bajo incertidumbre.
3. Modelos que penalizan la violacién de las restricciones.

La resolucién de problemas de programacion estocdstica mediante esta
técnica conlleva la transformacion del problema estocdstico en uno determinista
denominado problema determinista equivalente. Dicha transformacion se realiza
en base a las caracteristicas estadisticas del problema estocdstico y a las
preferencias del decisor. Mediante este enfoque, para obtener el problema
determinista equivalente se penaliza la posible violacion del conjunto de
restricciones del problema. Dado el problema de programacion estocastica:

"Min" Z(x, &)
sa §(x,8)<0, i=12,..m
xeD

12
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podemos cuantificar esta penalizacion mediante la funcién O(x,E), que se define

de la siguiente forma:

h(g,(x,g),gz (x,FE_,J),...,gm (x,g)) si algun g (%E)>0,i=12,..,m
0 en otro caso

O(x, &) ={
conf: R* X E - K.

Esta funcion, que penaliza la violacion de las restricciones, se interpreta
como un coste extra o una pérdida debida a la posible infactibilidad de la solucién

del problema, una vez que se han realizado las variables aleatorias del mismo.
Una vez definida Ja funcién O(x, ), se plantea el siguiente problema;

"Min" 2(x, £)+ O(x, &)

s.a xe D

problema estocdstico que se transforma en determinista siguiendo alguna regla de
decision. Generalmente, en estos modelos se utiliza el criterio de valor esperado
para obtener el determinista equivalente, con lo cual el problema de decision que
hemos de resolver es:

Min £{z(x, £)+ J(x. &)}

s.a xe [

La resolucidén de estos problemas ha sido ampliamente estudiada hasta
ahora. Cabe destacar los trabajos de Kall y Wallace (1994) y de Prékopa {1995).
En ambos trabajos se estudian las caracteristicas de estos problemas y los métodos
existentes en la literatura para resolverlos.

13
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4. Programacion con restricciones probabilisticas o de azar.

Al igual que en el enfoque anterior, estas técnicas transforman el problema
estocastico en uno determinista, denominado problema determinista equivalente,
cuya solucién es considerada solucién del problema estocastico. Para transformar
las restricciones estocasticas en deterministas se fija una probabilidad y se exige
que se verifiquen las restricciones estocésticas con esa probabilidad. En cuanto a
la funcidén objetivo se suele tomar su valor esperado, si bien existen distintos
criterios para transformar el objetivo en una funcién determinista. En este trabajo
nos centramos en este uUltimo enfoque: programacion estocdstica con
resiricciones probabilisticas o de azar.

La existencia de mas de un concepto de solucion de un problema de
programacion estocdstica en la situacion “aqui y ahora” puede dar lugar a cierta
confusion. Kall (1982) sefiala que la eleccion de un método de resolucidn u otro
depende del tipo de problema que se pretenda resolver y debera de realizarse en
base a las caracteristicas del problema concreto que se pretende resolver y a las
preferencias del decisor. Incluso, se puede considerar la posibilidad de combinar
mas de un criterio para poder recoger aspectos deseables de la solucidon al
problema, pero, en general, no es posible ordenar estos conceptos.

De todo esto se deduce que la resolucion de cualquier problema de
programacion estocastica lleva implicita la necesidad de elegir un concepto de
solucién y esta eleccion debe llevarse a cabo en funcion de las caracteristicas del
problema real que se desee resolver.
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2. PROGRAMACION MULTIOBJETIVO.

Muchos de los problemas que se resuelven mediante programacion
matematica reflejan, de una forma u otra, problemas reales de toma de decisiones.
En estos casos, se dan situaciones en las que se ha de elegir la mejor alternativa de
entre un conjunto de ellas. En estos casos ¢l problema de decision se realiza en
base a un conjunto de objetivos que, generalmente, estan en conflicto. Esto ha
dado lugar a plantear la resolucién de problemas de programacién matematica con

objetivos miultiples. Consideremos «. problema:

N{in(z, (x),...,z,(x) ®)

s.a xebD

con x vector de variables de decision del problema, ) subconjunto de R" y z,,

funcién real de n variables reales, z, :R” - R ,paratodo k e {1,2, ..., g}.

Evidentemente, el hecho de que el nimero de funciones objetivo del
problema (P) sea mayor que uno implica que el concepto de éptimo del problema
de la programacion matematica no sea adecuado y que para su resolucién haya
que definir conceptos de solucion del mismo. Surge asi el concepto de solucion

eficiente, que enunciamos a continuacion.
Definicion 1. Solucion eficiente.

Un punto x* se dice que es un éptimo de Pareto o solucién eficiente del

problema (P) si no existe ningiin x € D tal que:
z,(x)<z,(x*) paratodo k e {1,2,...,9}

z,(x) <z, (x*) paraalgins € {1,2,...,¢9}.1
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Es decir, x* es solucion eficiente del problema (P) si no existe en el
espacio de decisiéon un punto, distinto al considerado, que mejore 0 mantenga
todos los objetivos y mejore estrictamente alguno de ellos. Denotamos por £ al

conjunto de soluciones eficientes del problema (P).

A partir de este concepto se han considerado otros, relacionados con €ste, ¥
que pasamos a definir.

Definicion 2. Solucién débilmente eficiente.

Un punto x* € D es solucion débilmente eficiente si no existe x € D tal
que z, (x) <z, (x*)paratodok e {1,2,..,q}. 0

De esta definicién se desprende que un punto factible del problema (P) es
optimo débil de Pareto o solucion débilmente eficiente si no existe otra alternativa
factible en el problema que mejore estrictamente todos los objetivos del problema.
Denotamos por £ ¢ al conjunto de soluciones débilmente eficientes de (P).

Una vez definidos los conceptos de eficiencia y de eficiencia débil,
consideramos ahora la posibilidad de excluir algunas de las soluciones eficientes
del problema (P) que pueden no ser deseables por cuanto suponen una mejora
infinita de alguno de los objetivos sin empeorar a los otros demasiado. Para
excluir estos casos surgen los conceptos de eficiencia propia. Nos centramos en
unos de ellos, el de eficiencia propia de Geoffrion.

Definicion 3. Eficiencia propia de Geoffrion.

x* €D es solucion propiamente eficiente segin Geoffrion del problema
(P) si es eficiente y existe algiin numero real positivo M tal que para todo
ke {l,2, .., q}yparatodo x € D que verifique z, (x) < z, (x*) existe al

menos un s € {1, 2, ..., g} tal que z (x*) <z, (x) y, ademas, se verifica
que:
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z, (x*)—2z,(x) M.

M,
z,(x) = z,(x*)

Este concepto establece una cota comun sobre las tasas de intercambio de
los objetivos que mejoran y los que empeoran, cuando se compara una solucion

eficiente con las demas soluciones factibles del problema.

Denotamos por £ ? al conjunto dz soluciones propiamente eficientes seglin
Geoffrion del problema (P).

Existen otros conceptos de solucién propiamente eficientes y se han
establecido relaciones entre estos conceptos. Sawaragi, Nakayama y Tanino
(1985) analizan estos conceptos, asi como el de solucion eficiente no propia y las
relaciones entre ellos.

De las tres definiciones dadas se deduce que, en general, el conjunto de
soluciones débilmente eficientes del problema (P) contiene al de solucicnes

eficientes y €ste, a su vez, al de propiamente eficientes: E'« Ec € d

Una vez definidos los conceptos de solucion eficiente, débilmente y
propiamente eficiente, analizamos las condiciones para las que podemos asegurar

que el podemos asegurar la existencia de soluciones eficientes del problema (P).

Teorema 1. (Sawaragi, Nakayama y Tanino, (1985, pag. 59).

Sea z una funcidén vectorial, z=(z‘,,.‘.,zq)':]Ri.“ —R* vy sea D un
subconjunto compacto y no vacio de R". Si cada componente de z, z,, es

una funcién continua, entonces ¢| problema multiobjetivo (P):

Min(z, (x)......2, (x))

s.a xeD

(P)
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tiene una solucién 6ptima de Pareto.

En cuanto a las técnicas existentes en la literatura para resolver el
problema (P), podemos agruparlas en fécnicas o métodos generadores, técnicas
con informacion a priori y técnicas interactivas. Las diferencias entre estas
técnicas radican en la existencia de informaciéon previa a la resolucion del
problema y del intercambio de informacion entre los dos agentes que intervienen
en el proceso de decision (analista y decisor). Asi, si para resolver el problema no
se utiliza informacion acerca de las preferencias del decisor respecto de la
solucion del problema, la labor del analista se centra en la obtencion del conjunto
de soluciones eficientes del problema o un subconjunto de €ste representativo. Las

técnicas que se encargan de esto se denominan técnicas generadoras.

Si para resolver el problema se utiliza informacion a priori acerca de las
preferencias del decisor, las soluciones obtenidas se denominan soluciones
satisfactorias y los métodos de resolucién técnicas con informacién a priori.
Finalmente, las técnicas interactivas se caracterizan porque la resoluciéon del
problema se lleva a cabo estableciendo un flujo de informacion constante entre
analista y decisor. Las soluciones que se obtienen mediante estas técnicas se

denominan soluciones de compromiso.

Estudiamos brevemente una de las técnicas generadoras: el mérodo de las
ponderaciones.

Método de las ponderaciones.

Para resolver el problema (P) mediante el método de las ponderaciones se
asigna un peso o ponderacion no negativo a cada una de las funciones objetivo del
problema, y se plantea el problema de minimizar la suma de las funciones objetivo
del problema (P), ponderada cada una de ellas por el peso asignada a la misma.
Sea p=(u,....1t q)‘ el vector de pesos, y, € R'. El problema asociado al

problema (P) mediante el método de las ponderaciones es:
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Min 3442, (0

s.a xeD

(P(1))

El siguiente teorema nos determina las relaciones entre las soluciones del

problema (P(n)) y las soluciones eficientes del problema (P).

Teorema 2. Sawaragi, Nakayama y Tanino (1985).

a) Supongamos que las funciones z,,...,z, son convexas y que D es un
conjunto convexo. Si x* es solucidén propiamente eficiente del problema
(P), existen u,,..., 4., 4, >0 paratodo k € {1.2,...,q}, tales que x* es
solucién del problema (P(p)).

b) Si x* es solucién del problema (P(p)), con p > 0, entonces x* es
solucion propiamente eficiente del problema (P).

¢) Si x* es solucion unica del problema (P(p)), con p > 0, entonces x* es

solucién eficiente el problema (P).®

A partir de este teorema podemos afirmar que si se verifica la convexidad
del conjunto de oportunidades y de las funciones objetivo, el conjunto de
soluciones propiamente eficientes del problema (P) se puede obtener sin mas que
resolver el problema (P(p)) para todos los posibles valores del vector p con
componentes estrictamente positivas. En cambio, si no se verifica la condicion de
convexidad algunas de las soluciones eficientes del problema (P) pueden no
obtenerse mediante este método. Ademas, a partir del apartado (c) de este
teorema, si consideramos vectores de pesos con alguna componente nula (lo que
implica que la funcion objetivo asociada a esa componente no se considera cuando
se resuelve el problema (P(p))) podemos asegurar que la solucién obtenida es
eficiente sélo si es solucion tnica de (P(p)). En otro caso, sélo podemos asegurar

que las soluciones obtenidas son débilmente eficientes.
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3. LA PROGRAMACION ESTOCASTICA Y LA PROGRAMACION
MULTIOBJETIVO EN LA ECONOMIA.

Una vez analizados los conceptos de solucion de problemas de
programacion estocastica y de programacion estocastica muiltiobjetivo, nos
centramos en este apartado en la aplicacién de éstos en la resolucién de problemas

econdémicos.

A partir de la definicion de Prékopa (1995), sefialada anteriormente, de que
la programacién estocdstica se refiere “al estudio de problemas de programacion
matematica en los que algunos o todos los parametros son variables aleatorias™, es
clara tanto su aplicacidn a problemas de naturaleza econdmica como el interés que
la programacién estocastica tiene para la economia. En este sentido amplio,
consideramos que ello aparece reflejado en importantes libros actuales de
economia como, por ejernplo; Sargent (1987a y 1987b), Conrad y Clark (1987),
Duffie (1988), Laffont (1989), Zenios (1993), Dixit y Pindyck (1994), Takayama
(1994), Mas-Collel, Whinston y Green (1995) y Tapiero (1998).

Referencias importantes en la literatura econdémica que incorporan
modelos de optimizacion estocastica, especificamente dinamica, son, por ejemplo,
las siguientes: Chow (1975, 1981 y 1997), Kendrick (1981 y 1988), Mangel
(1985), Stockey y Lucas (1989), Bertsekas (1995), Amman, Kendrick vy Rust
(1996), Sengupta y Fanchén (1997).

Tal y como comentan Gravelle y Rees (1984), muchos aspectos de la
actividad econdmica no pueden modelizarse si el marco tedrico mediante el que se
analizan no incorporan la aleatoriedad inherente a ésta. En este sentido, cabe
sefialar que muchos problemas econdmicos, modelizados en un ambiente de
certidumbre, admiten, de manera natural, una formulacién como problemas
estocasticos, puesto que en estos problemas algunos parametros que se suponen
conocidos pueden no serlo en el momento de tomar la decisién. En situaciones de
este tipo, si el problema de decision se formula mediante un modelo de

programacion matematica, la cuestion anterior puede traducirse en la existencia de
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pardmetros en el problema con valor desconocido y que pueden ser tratados como
variables aleatorias, con lo cual, el problema a resolver es un problema de

programacion estocastica.

La mayoria de los modelos teoricos en teoria econdmica, en el ambito que
estamos comentando, utilizan, para resolver los problemas, la teoria de la utilidad
esperada de von Newman-Morgenstern (1947). Apoyandose en el llamado
Principio de Bernouilli, que Daniel Bernouilli sugirié para superar la famosa
paradoja de San Petesburgo, von Newmann y Morgenstern, en la segunda edicién
de su importante libro, que daria origen a la Teorfa de Juegos, demostraron que si
se cumplen determinados axiomas, las preferencias sobre loterias pueden ser
expresadas en términos de utilidad esperada, para problemas de decision en
ambito de riesgo. Diferentes formulaciones de estos axiomas se encuentran
también en Herstein y Milnor (1953) y Hausner (1954). Estos conceptos, asi como
una nueva formulacion axiomatica, fueron divulgados y difundidos por Luce y
Raiffa (1957).

En otros trabajos de economia, méas aplicados, encontramos también los
otros tratamientos y métodos de soluciéon de problemas estocdsticos comentados
en el apartado uno. Ya en 1976, Stancu-Minasian y Wets, en una descripcion
exhaustiva de publicaciones de trabajos de investigacion sobre programacion
gstocastica entre 1955 y 1975, sefialan, como aplicaciones en economia, 11
trabajos sobre economia agraria, 26 sobre planificacion econdmica, 49 sobre
economia financiera, 6 sobre modelos de inventario, 21 sobre planificacién de la
produccion, 11 sobre economia de recursos naturales y 14 sobre diferentes
problemas de asignacién o transporte. Desde entonces, han aparecido muchas mas
publicaciones. Citemos, por ejemplo, las siguientes: Prékopa, Gankzer, Deak y
Patyi (1980), Coté y Laughton (1982), Kelle (1984), Sherali, Soyster, Murphy vy
Sen (1984), Markowitz (1987), Bloom (1988), Dempster e Ireland (1988), Black,
Derman y Toy (1990), Konno y Yamazaki (1990), Dupacova (1991a y 1991b),
Dupacova, Gaivoronski, Kos y Szantai (1991), Pinter (1991), MacLean y Ziemba
(1991), Escudero, Kaseman, King y Wets (1993), Golub, Holmer, Mackendall,
Pohlman y Zenios (1994), Zenios (1995), Ahn, Escudero y Guignard-Spieiberg
(1995), Metters (1998).
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Por otro lado, muchos problemas de naturaleza econdémica se caracterizan
también porque en la eleccion de la mejor decisién se han de tener en cuenta
varios criterios y, por tanto, se desea alcanzar mas de un objetivo. La
programacion multiobjetivo y, en general, Ia teoria de la decisién multicritetio, se
encarga de la resolucion de problemas de este tipo y, por tanto, su aplicacion a
problemas econémicos es clara. Asi, tal y como comenta Romero (1993), Milton
Friedman, en el primer capitulo de su libro Teoria de Precios, publicado en 1962,
enfatiza el caracter multicriterio de los problemas econdémicos, al considerar como
econdémicos s6lo los problemas en los que subyace la existencia de criterios
multiples. Cuando el problema de decisién se establece en base a un solo criterio,
nos encontramos ante lo que Friedman llama un problema tecnolégico, en el que
no existen problemas de eleccion propiamente dichos. De hecho, uno de los
conceptos mas importantes en teoria de la decision multicriterio es el de solucion
eficiente, que se debe al economista Vilfredo Pareto, quien introdujo este concepto
en el siglo XIX.

En este sentido, hay que sefialar que existen muchos trabajos en los que se
aplica la teoria de la decisién multicriterio a problemas de naturaleza econdmica.
Asi, en el apéndice bibliografico del libro de Romero (1993) se dan muchas
referencias de aplicaciones a diferentes areas de la economia, tales como finanzas,
inversién, mercadotecnia, produccién, programacion econémica © recursos
ambientales o naturales. Por otra parte, un libro reciente de Ballesteros y Romero
(1998) estudia la conexién entre el analisis econdmico y la teoria de la decisiéon

multicriterio.

En este trabajo nos proponemos profundizar en la programacion
estocastica (con una sola funcién objetivo) asi como estudiar problemas de
programacion matematica que incorporan los dos aspectos comentados
(estocastico y multiobjetivo). A partir de las consideraciones anteriores, queda

claro el interés que tiene para la economia los temas que vamos a tratar.

El desarrollo de la programacion estocastica multiobjetivo es relativamente
reciente. Uno de los primeros trabajos que se ocupan de problemas de este tipo es
el de Contini (1968), en el que se analiza la resolucién de problemas de

22



1. INTRODUCCION

programacion por metas con pardmetros aleatorios. En los afios 80 aparecen
trabajos que analizan la resolucion de estos problemas, como los de Leclerq
(1981a, 1981b y 1982). Stancu-Minasian en su libro “Stochastic Programming
with Multiple Objective Functions” recoge los trabajos existentes en este campo
hasta 1984 y analiza las posibles formas de resolver problemas de esta naturaleza.
Cabe destacar también el capitulo 8 del texto de Goicoechea, Hansen y Duckstein
(1982), en el que se describe el método PROTRADE, método interactivo para
problemas de programacidn estocastica multiobjetivo. Surgen, posteriormente,
otros trabajos como los de Teghem, Dufrane, Thauvoye, y Kunsch (1986), Stancu-
Minasian y Tigan (1984, 1988), £ ' ncu-Minasian (1992), Slowinski y Teghem
(1990), Urli y Nadeau (1990) y los trabajos mas recientes de Ben Abdelaziz
(1992) y Ben Abdelaziz, Lang y Nadeau (1994 y 1995).

Debemos destacar, ademas, que la programacién estocastica y la
programacion estocastica multiobjetivo ha sido aplicada a problemas reales. Asi,
Goicoechea, Hansen y Duckstein (1982) formulan un problema de programacion
estocdstica multiobjetivo correspondiente a un modelo Input-Output en el que
existen parametros que son variables aleatorias y lo resuelven mediante el método
interactivo PROTRADE. Teghem y Kunsh (1985) aplican resultados de la
programacion estocastica multiobjetivo en la planificacion de un sistema de
produccion de energia. Easton y Rossin (1996) proponen un modelo de
planificacién del empleo que resuelven mediante programacién por metas
estocastica. Garcia Aguado (1998) estudia, mediante programaciéon por metas
estocastica, un problema de planificacién de la produccion y un problema de
financiacion de una empresa multinacional.
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2. PROGRAMACION ESTOCASTICA (1)

En este capitulo abordamos la resolucién de problemas de programacién
estocastica mediante restricciones probabilisticas o de azar separadas. En primer
lugar estudiaremos la transformacion del conjunto de oportunidades en su
determinista equivalente, centrandonos en el apartado dos en restricciones
estocasticas lineales. Posteriormente, en el apartado tres, veremos como se
transforma la funcién objetivo estocastica en su determinista equivalente. Para ello
se consideran distintos criterios de transformacién definidos en la literatura y se
aplican a funciones objetivo de tipo lineal. Este analisis nos permitira obtener, a
partir de un problema de programacidn estocastica, su determinista equivalente,

problema cuya solucion es considerada dptima para el problema de partida.
1. RESTRICCIONES PROBABILISTICAS O DE AZAR.
Consideremos el problema de programacion estocastica:

" lv[xinu "Zv(x’ E)
s.a §,(x,8)<0,i=12,...,m (PE)
xelD

con £ vector aleatorio, definido sobre un conjunto E < R®. Suponemos dada la
familia IF de eventos, es decir, subconjuntos de E, y la distribucion de
probabilidad P definida sobre F, de manera que para cualquier subconjunto de E,
A c E, 4 € F, la probabilidad de A, P(4), es conocida. Ademas, se mantiene la
hipotesis de que la distribucion de probabilidad, P, es independiente de las
variables de decision, x,,...,x

ne

Suponemos que las funciones Z(x, E),Tg’, (x,E),gz(x,E),....,gm (x,g), X €
R, estan definidas en todo el espacio R"x E.
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Charnes, Cooper y Symonds introducen en 1958 en su trabajo “Cost
Horizons and Certainty Equivalents: An Approach to Stochastic Programming of
Heating Oil” 1a aproximacién probabilistica o de azar para resolver problemas de
programacion estocastica. La idea basica de este enfoque es la de exigir que se
verifiquen las restricciones estocésticas del problema con una determinada

probabilidad o en una proporcién de casos.

Asi, dado el problema de programacion estocastica:

"Min" Z(x, £)

sa §(x,8)<0,i=12,...,m (PE)
xe D

su resolucion mediante restricciones probabilisticas o de azar consiste en obtener a
partir del problema estocastico, un problema determinista, denominado problema
determinista equivalente, cuya solucién es considerada solucion del problema
estocastico. Para obtener el problema determinista equivalente mediante
restricctones probabilisticas o de azar se exige que las restricciones del problema
se satisfagan al menos en una proporcion de casos o con una determinada
probabilidad, fijada a prieri.

La transformacion del objetivo estocastico en determinista se realiza en
base a las propiedades estadisticas del objetivo y depende de las preferencias del
decisor. Existen distintos criterios para llevar a cabo esta transformacién. En los
primeros trabajos de programacion estocastica con restricciones de azar se fijaba
como criterio el valor esperado de la funcion objetivo, posteriormente se han
establecido otros criterios. Todo esto sera objeto de estudio mas adelante. Nos
centramos ahora en la obtencion del conjunto de oportunidades del problema
determinista equivalente a partir del conjunto de oportunidades del problema de
programacién estocdstica.

Como se ha sefialado anteriormente, para obtener el conjunto de
oportunidades del problema determinista equivalente se exige que las restricciones
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del problema se verifiquen con una determinada probabilidad o en una proporcioén
de casos. Esta probabilidad puede ser fijada para que la verifiquen todas las
restricciones conjuntamente, y el problema resultante es un problema con una
restriccion de azar conjunia, o bien, de manera separada, estableciendo una
probabilidad por restriccion y un problema al que se denomina de restricciones de
azar separadas. En ambos casos el resultado es que cualquier solucion del
problema determinista equivalente es factible al menos con una determinada
probabilidad o en una proporcién de casos. Ademas, el conjunto de oportunidades
del problema determinista equivalente resultante variarda en funcion de la
probabilidad fijada.

Si se desea que el conjunto de restricciones estocasticas del problema se
verifique con una probabilidad fijada a priori, @ € (0, 1), el conjunto de
restricciones estocasticas del problema (PE) se sustituye, en el problema
determinista equivalente, por la siguiente restricciéon, a la que se denomina
restriccion probabilistica o de azar conjunta:

P (D) <0, 5 (x5 0.7, x5 <0 = JaF() > a (1)

donde F'es la funcion de distribucién conjunta del vector:

(8)(x,8), Br(X,E),..., B, (X,E)),

Q= {t:(gI (x,6)<0, g,(x,6)<0,...,g,(x,t) < O)} y | - a es el riesgo admisible
para el decisor de que la solucién del problema sea no factible, puesto que:

P(2,(x,8)>006 §(x.8)>006,.,6 5,(x5)>0<l-a

Obsérvese que si para todo x e DcR” las variables aleatorias

F(x,8), §(x,E),....8, (x,£) son mutuamente estadisticamente independientes, la
restriccion (1) se transforma en la restriccidn:
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PE(x,E)<0,2,xE<0,..2xD<0)=[[PEgxEHz0)2>a-

i=1

En el caso de que se desee que cada restriccion se verifique con una
determinada probabilidad o, € (0, 1), i = 1, 2, ..., m, (restricciones probabilisticas
o de azar separadas) tendremos en el problema determinista equivalente m

restricciones deterministas de la forma:

PEXE <0)= JaR() 2, i= 1,2, .. m @

€

donde F. es la funcion de distribucién de la variable aleatoria % (x,£) y
Q = { tg(x,t)< 0}. En este caso, al fijar una probabilidad «,, se considera que el
riesgo admisible en el problema para la restriccién 1-€sima es | - «,. Al mismo
tiempo, se tiene que el riesgo de que una solucion sea no factible, es decir, el
riesgo de que no se verifique alguna de las restricciones del problema, serd menor
o igual que i(l—a,.).

i=]

De todo lo anterior se deduce que dado un problema de programacion
estocastica, s1 se decide resolver éste mediante programacidn con restricciones
probabilisticas o de azar se debera determinar si se desea resolver mediante una
restriccién de azar conjunta, del tipo (1), o mediante restricciones de azar
separadas, del tipo (2). La eleccion dependeré en buena medida del tipo de
problema que se desee resolver y de la sitnacion que estemos modelizando
mediante el mismo. Evidentemente, la eleccion de restriccion conjunta o de
restricciones separadas es importante, puesto que las restricciones (1) y (2) son
distintas y, por tanto, para un mismo problema de programacion estocéstica se
tienen problemas deterministas equivalentes con conjuntos de oportunidades
distintos, dependiendo de que se elija restriccidn de azar conjunta o restricciones

de azar separadas.

En general, la resolucion de problemas con una restriccion probabilistica

conjunta es mas complicada que la de problemas con restricciones probabilisticas
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separadas. Esto da lugar a que en muchos casos, en los que inicialmente se
considera apropiado plantear el problema mediante una restriccién conjunta, se
reemplace ésta por restricciones separadas a la hora de resolver el problema. En
estos casos, fijado un valor para @ € (0, 1), hemos de sustituir la restriccion

conjunta:
P(g,(x.8)<0, &(x.8)<0,...8,(xE)<0) 2 (M
por el conjunto de restricciones:
P(E(x,8)<0)>a, i=12,..,m (2)

y surge el problema de determinar los valores que hemos de asignar a las
probabilidades de las restricciones probabilisticas separadas: «,,...,a,, de

s LAy

manera que se verifique la restriccion probabilistica conjunta. Pues bien, si se

eligen valores para estas probabilidades que verifiquen la desigualdad:

i(l—a,.)sl-a

i=1

podemos afirmar que cualquier x € D que satisfaga el conjunto de restricciones de

azar separadas (2):
P(E(x,E)<02a, i=12 ..., m (2)
verificara también la restriccion de azar conjunta (1):
P(g(x.8)<0, ,(x,8)<0,...,2,(x,E) <0) > a )
puesto que para cada i € {1, 2, .., m}, si definimos Q. como el suceso

8:(x,8) < 0, se verifica que:
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P(E.(x,5)<0)=P(Q) 2,

y, por tanto:

Y P)-m=Da, -m G)

i=1

Dado que exigimos que se verifique Z(l —a,)€1-a,o0 de manera equivalente:

i=1

Za,. —m2a — 1, a partir de (3) tenemos

i=]

iP(Q,)mmziai«m2a~l 4)

i=1 i=1

Finalmente, aplicando la desigualdad de Boole':

o )12 S ) om
i=1 i

-1

a (4) tenemos que:

f{ﬁﬂij—-lziP(Qj)wmziai —m2a -1

i=1 i=1

' Desigualdad de Boole (Prékopa (1995), pag. 179):
Dados 4,,..., 4, eventos arbitrarios de un espacio de probabilidad arbitrario, se verifica:

QAf}SgP(Ai).

Si aplicamos esta desigualdad a los eventos complementarios A47,,..., A2, a partir de la
desigualdad anterior se verifica:

ﬁA,]ziP(A,.)—(mn-
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y por tanto:
P(3,(x,E)<0, & (x,8)<0,...,8,(x,E)<0) = ﬂgz,.]z a
i=1

Evidentemente, la eleccion del valor de la(s) probabilidad(es) influye en el
conjunto de oportunidades del determinista equivalente y, por tanto, en el
conjunto de soluciones factibles del problema.

I.a resolucidon de problemas de programacion estocastica mediante
restricciones probabilisticas o de azar es, en general, dificil, ya que en la mayoria
de los casos estas restricciones no definen un conjunto de oportunidades convexo
y requieren métodos de integracion numérica para obtener el conjunto de puntos
factibles del problema. Para un analisis de las propiedades de estas restricciones y
de los métodos de resolucion existentes de estos problemas véase Prékopa (1995,
caps. 10y 11) y Kall y Wallace (1994, caps. 1 y 4).

En este trabajo nos centraremos en la resolucion de problemas de
programacion estocastica y de programacion estocastica multiobjetivo mediante el
enfoque de restricciones probabilisticas o de azar separadas.

Sean a,,a,,...,a, las probabilidades fijadas para las restricciones del
problema (PE), &, € (0,1), i = 1, 2, ..., m. En ese caso, la transformacion de este
conjunto de restricciones estocasticas en su determinista equivalente mediante este
criterio es, como hemos visto anteriormente:

PExD<0)= JdE(t) 2a, i=12 ..m
Q

donde F, es la funcién de distribucién de la variable aleatoria g,(x,£) y

Q = {t: g.(x,t) < 0} . En este caso, al fijar una probabilidad «,, se considera que el

riesgo admisible en el problema para la restriccion i-ésimaes 1 - .
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Como hemos visto antes, la obtencién de restricciones probabilisticas o de
azar es, en general, complicada. Sin embargo, en determinados casos, es posible
obtener expresiones equivalentes a la anterior, facilmente manejables a la hora de
resolver el problema de programacion estocastica. A continuacién veremos estos
casos. Para ello, se establecen determinadas hipétesis acerca de la distribucién de
probabilidad de los parametros aleatorios del problema y acerca de la estructura
del mismo En concreto, analizaremos estas restricciones para problemas
estocasticos lineales, fijando determinadas hipotesis acerca de la distribucion de
probabilidad de los parametros aleatorios del problema, que dan lugar a conocer la
distnibucién de probabilidad de la variable aleatoria g,,(x,’é). Ademas,
analizaremos la aplicacion de una desigualdad estadistica, la desigualdad de
Cantelli, que nos permitira obtener una cota superior de la funcion de distribucion
de la variable aleatoria g (x,E). La aplicacién de esta desigualdad a las
restricciones probabilisticas nos permitira obtener un subconjunto del conjunto de
puntos que verifican las restricciones de azar, para los casos en los que se

desconoce la distribucion de probabilidad de esta variable aleatoria.
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2. RESTRICCIONES PROBABILISTICAS LINEALES.

Consideremos el problema de programacion estocastica lineal, cuya

formulacion general es:

“Min" €'x
s.a Ax<h (PEL)

x>0

donde A es una matriz de orden mx#n cuyos elementos, s

i=1,2,..mj=1,2,
..., n, son variables aleatorias, y b € R™ y &€ e R" son vectores cuyas

componentes son también variables aleatorias.

Suponemos que se conoce la distribucion de probabilidad de todos los
parametros aleatorios del problema y que todos estos parametros son variables

aleatorias continuas.

La transformacion de cada una de estas restricciones estocasticas en su
determinista equivalente mediante el criterio de restricciones probabilisticas
separadas es:

P(A,x<h)>a,
P(A,x<h,)>a,

P@E,x<B,)2a,

donde @, =(d,,...,d, ) es el i-ésimo vector fila de la matriz A y «,€ (0, 1) es la
probabilidad con la que se desea que se verifique la restriccion i-ésima, i = 1, 2,
s .

En adelante, estudiaremos la transformaciéon de las restricciones
probabilisticas P(&@,x £ 5,) > @, en otras equivalentes a éstas. Dividimos este
analisis en funcion de que el vector de coeficientes técnicos de cada restriccion sea
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determinista, a,, con lo cual so6lo el recurso de la restriccion, b,, es una variable
aleatoria, o bien algunas de las componentes del vector de coeficientes técnicos

sean variables aleatorias, ;.

2.1 RECURSO ESTOCASTICO Y COEFICIENTES TECNICOS
DETERMINISTAS.

Supongamos que la restriccion i-ésima del problema estocéstico lineal es
de la forma:

a,x<h,

con a, =(a,,....a,), a, €eR, j =1, 2, .., n. Su determinista equivalente
mediante el criterio de restricciones probabilisticas separadas, fijando una
probabilidad para la restriccion @, € (0,1), es:

P(aixé E:) 2a,

Puesto que se verifica que P(aix < 5: ) =1- P(E, < aix), la restriccion de

azar anterior es equivalente a:
Plb,<ax)=F @axy<l-a,
donde F. es la funcion de distribucion de la variable aleatoria ..

Obsérvese que la restriccion del problema determinista equivalente
depende de las caracteristicas de la funcién de distribucion de la variable aleatoria
b Fy.

b;

Si fa funcion de distribucion de la variable aleatoria 4, es estrictamente

creciente, tal y como la que aparece en la figura 1, para transformar la restriccion
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anterior basta con determinar el valor 77 del soporte de distribucion de la variable
aleatoria b, tal que Fg(n)zl—a,., con lo cual Fgf‘(l—a,)= n y la restriccion

probabilistica del problema se transforma en:

P(aixﬁfi)za,. = Fﬁ(aix)sk—a,

lo que implica que:

ax< Ffl(l —a,.)z n

FIGURA 1

Sin embargo, tal y como sefiala Vajda (1972) en general, la funcion de
distribucién de la variable aleatoria &, no tiene por qué ser estrictamente creciente.
Consideremos ¢l caso en el que fa funcién de distribucion de la variable aleatoria

b, no es estrictamente creciente, sino so6lo no decreciente, como, por ejemplo, la

que aparece en la figura dos.
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O~

[
b
S ]

FIGURA 2

En ese caso, cualquier 77 € [b,,b, ] es tal que F; (ry) =1-a;. Puesto que lo

que se desea es que P(aixslz) > a,, elegimos en este caso el mayor 7 tal que
FE (n) =l-a,

Asi, definimos FET‘(G) como el mayor valor 7 tal que FF’ (7)<, es

decir:
F(0)=sup 75 () < 9}
y la restriccion probabilistica del problema es ahora:

a.xsﬁ’,{'(l—ai),

puesto que:

I
5
t
)

axssupin: F(n)<sl-q,
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De esta forma, exigiendo a,x < f';:l(l - j), se tiene que a; X Sera menor o
igual que cualquier 7 menor o igual que }3}” ‘(l—a,) que pueda alcanzar la

variable aleatoria b, y que sea tal que F 5 (7)=1-«a,

Por tanto, si la restriccion 1-¢sima del problema es tal que los coeficientes
técnicos de la misma son parametros deterministas y soélo el recurso, b, es
variabie aleatoria, la restriccién probabilistica asociada a la restriccion estocastica

es lineal y de la forma:

ax<F'1-a,)

1 -
i

con ﬁ’gl_"‘(l—»a,.):sup ﬂ:FE (r])sl—ai} para el caso en el que la funcién de

distribucion de la  variable aleatoria b, sea no decreciente

/

F'(1-a,)= F{'(1- ;) para el caso en el que la funcién de distribucion de 5,

sea estrictamente creciente.
Ejemplo.
Supongamos una restriccion estocastica lineal de la forma:
~3x,-2x,<h,

donde 5’1 es una variable aleatoria que sigue la distribucion uniforme sobre el
intervalo (-3, 1), 5,~U(-3, 1). La restriccién de azar correspondiente, para una
probabilidad «, es:

P(-3x, -2x,<b) 2 a,

que podemos expresar también como:
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P(BJ} <-3x, —2x2)=F5](—3x‘. —2x2)S1—a1

Puesto que b, ~ U (-3, 1), si fijamos @, =085 tenemos que
F‘E“(lma,):Fg" (015)=-24, con lo cual la restriccion probabilistica es

equivalente a:
3x,+2x,224

Como ya se ha comentado anteriormente, en este caso se mantiene la

linealidad de las restricciones.

Antes de pasar a ver el caso en el que los coeficientes técnicos son
variables aleatorias, obsérvese que, si bien en este apartado hemos supuesto que
las restricciones del problema son lineales, (Eg“,(x,b:): aix—B; <0, las
transformaciones anteriormente realizadas serian semejantes para restricciones no
lineales del tipo: g,(x)—b, <0. En ese caso, la restricciéon de azar para una

probabilidad «; € (0,1) seria la restriccion no lineal:

g(x)< ﬁ;{](l - ai)

con ]f}‘"](lwa,)zsup U:FE; (n)ﬁl—ai] .
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2.2. COEFICIENTES TECNICOS ESTOCASTICOS.

Consideramos ahora €l caso en el que algunos o todos los elementos de la
fila i-ésima de la matriz A, &, =(&@,,,...,d,,) son variables aleatorias, lo que da
lugar a que la restriccion i-ésima del problema de programacion estocastica sea del
tipo:

si el recurso es determinista, o bien de la forma:

l

e
o

N
o

en caso de que el recurso de la restriccion sea también variable aleatoria.

En el primer caso, la restriccion de azar asociada a la restriccidn

estocastica es, para una probabilidad «, € (0, 1):

P@x<bh)=PAX-b <0)=F, (0)2a,

con y,(x)=a,x-b, y F,,, su funcién de distribucion.

Por otro lado, si el recurso es una variable aleatoria, la restriccion de azar
asociada a la restriccion a,x < b,, fijando una probabilidad «; € (0, 1), es:

P(Ax<h)=PEx-b<0)=F (0)2a,

con J,(x)=a,x-b, y F, . la funcién de distribucion de la variable aleatoria

yi(x)

y(x)=ax-b,
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A partir de aqui se deduce que si los coeficientes técnicos de la restriccion son
variables aleatorias, la restriccion de azar correspondiente depende, no sélo de la
distribucién de probabilidad de los parametros aleatorios de la restriccion #;, sino
también del vector x. Esto da lugar a que la transformacion de la restriccion de
azar sea complicada. Sin embargo, como veremos a continuacion, si s¢ establecen
determinadas hipétesis sobre la distribucion de probabilidad de las variables
aleatorias de la restriccidn, es posible transformar estas restricciones de manera

similar al caso en el que solo el recurso de la restriccion es variable aleatoria.

A continuacidn analizamos dos casos en los que es posible transformar las
restricciones probabilisticas de este tipo. En primer lugar supondremos que la
distribucion de probabilidad de la variable aleatoria ¥,(x) es normal y
posteriormente se analizara qué ocurre cuando la variable aleatoria ¥, (x) depende
linealmente de una variable aleatoria 7 .

a) Distribuciones estables. Caso normal.

Existen algunas distribuciones de probabilidad, denominadas estables, para
las que la distribucion de probabilidad de la variable aleatoria ¥, (x) = a,x — IFJU, no
depende de x sino solo de las distribuciones de probabilidad de los parametros
aleatorios @, = (5,.,,21",2,...,&””,) y b,. Definimos, en primer lugar, el concepto de
distribucion estable y posteriormente nos centramos en una de estas
distribuciones.

Definicién 1: Distribueion de probabilidad estable.(Patel y Read, 1982,
pag. 28).

Sean & ,5,,52,...,5,, n+1 wvariables aleatorias independientes e
idénticamente distribuidas (i.i.d.).

Sea § = ZE; . Se dice que la distribucién de £ es estable si:
i=l
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n
(i) existen constantes ¢ y ytales que la variable aleatoria § = Zé,. tiene la
i=1

misma distribuci6én que la variable aleatoria ¢ + .

(ii) la distribucion de & no esta centrada en el origen.H

En definitiva, el concepto de estabilidad de wuna distribucion de
probabilidad se traduce en que una combinacion lineal de variables aleatorias que
sigan esta distribucién, sigue la misma distribucién que las variables aleatorias

que la forman.

Una de las distribuciones estables es la normal, lo que explica que en
muchos de los estudios realizados hasta ahora en programacion estocastica con
restricciones de azar sc establezca la hipotesis de normalidad en la distribucion de

probabilidad de los pardmetros aleatorios del problema.
Caso normal.

Para analizar la transformacion de la restriccién probabilistica anterior,
consideraremos que tanto el vector de coeficientes técnicos 3, =(~i,,¢”17,.2,...,¢'17;.”)
como el recurso b, son variables aleatorias, es decir, suponemos que la restriccion

estocastica i-ésima del problema de programacion estocastica es del tipo:
a,x<bh,

Para esta restriccion, la restriccidn probabilistica o de azar asociada es:
Pax<h)za,

Posteriormente, una vez analizada la transformacion de esta restriccion,
consideraremos el caso en el que el recurso, b,, es un pardmetro determinista de
valor conocido.
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Este caso es el que analizaron Charnes, Cooper y Symonds (1958) en el

trabajo en el que introducen el concepto de restriccion probabilistica o de azar.

Supongamos que el vector (@, ,~—l:o,.):(.?1”,.l,ﬁ,.2 . ,—bj), sigue la
distribucion  normal  multivariante, con valor esperado (a,,-b,),
a, =(E,,,E,2,...,§jn), y matriz de varianzas y covarianzas V,;, cuadrada, de orden

n+1 y definida positiva.

Bajo estas hipétesis, puesto que la distribucién normal es estable, para
cada x se tiene que d,X es una variable aleatoria normal, y, ademas, la variable
aleatoria y,(x)=2;x - b, sigue también la distribucion normal de valor esperado

¥, (x) =a,x—b, y varianza Var{3,(x) = x" )V (x'.])".

Si estandarizamos la variable aleatoria 7, (x), restandole su valor esperado
y dividiendo esta diferencia por su desviacion estandar, obtenemos la variable
. j)di(x)_j’vf(x) . . s
aleatoria —————=—==que sigue la distribucion normal de valor esperado cero y
Var{, (x)}

varianza uno. Dado que:

y;(x) < =P, — = = Narly,(x)!
ISR w7 er iz s R ez ey

W50 5 \,_ (ﬂ( 5,00 J

con O la funcién de distribucién de la normal de valor esperado cero y varianza

uno, tenemos que la restriccion de azar:
P@Ex<h)=P(¥,(0)<0) 20,

es equivalente a:
S
a:t - Vi (x) > g
Var(5, (x))
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Puesto que la funcion de distribucién @ es estrictamente creciente, podemos

transformar la desigualdad anterior de la forma:

"P i (X)

) o))
Var{¥, (x)}

I

o bien como:

(D'](a,.) \far{j?,. (x)} +y,(x)<0

Sustituyendo las expresiones del valor esperado y la varianza de la variable
aleatoria  ¥,(x), ¥,(x)=a,x—b, y varianza Var{j?, (x)} =(x", )V, (x".])',

obtenemos:

7 (@) (x DV, (x ) +ax—b, <0.

Asi pues, bajo las hipétesis establecidas, tenemos que la restriccion
probabilistica P(3;x < E) > ¢, es equivalente a la restriccion no lineal:

O (@)Y x DV, (x' D) +a,x-b <0

Por otro lado, si el recurso de la restriccién no es una variable aleatoria,
sino un parametro del problema con valor conocido, s1 el vector
a, =(a,.,,a‘,.2,...,a‘,.,,), sigue la distribucién normal multivariante, con valor
esperado a, :(E,,,E,.z,...,ﬁ,.n) y matriz de varianzas y covarianzas V;, cuadrada,
de orden n y definida positiva, la variable aleatoria ¥, (x) = @,x — b, sigue también
la distribucion normal de valor esperado y,(Xx)=a,x~5b, y varianza
Var{jz’j (x)} =x'V,x. En ese caso, la transformacién de la restriccion probabilistica

P(A,x<h,)2a, es semejante al caso analizado y se obtiene la restriccién no
lineal:
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O yx'Vx+ax-5 <0

Como puede observarse, en ambos casos las restricciones que se obtienen son no
lineales. El siguiente teorema nos permite determinar bajo qué condiciones estas

restricciones definen conjuntos convexos.
Teorema 1. (Stancu-Minasian (1984), pags. 94-95).

Sea V es una matriz de orden nx# al menos semidefinida positiva, entonces
la funcién @(x) = vx'Vx es una funcién convexa.m

Asi pues, a partir de este resultado, tenemos que las restricciones
anteriormente obtenidas definen conjuntos convexos para valores de @ '(a,)
mayores o iguales que cero. Como la funcion @ es la funcién de distribucion de la
normal cero uno, se verifica que ®' (&, ) es mayor o igual que cero para valores
de «, mayores o iguales que 0.5. Esto implica que la probabilidad con que se
desea que se verifique la restriccién estocastica, «;, ha de ser mayor o igual que
0.5 para que el conjunto que define la restriccién sea convexo, condicion que no
es muy fuerte, puesto que es normal que la probabilidad fijada para la restriccion

estocastica sea alta.

Antes de pasar a ver un ejemplo en el que se obtienen las restricciones de
azar para dos restricciones estocasticas del tipo que hemos visto en este apartado,
hemos de sefialar que en caso de que la restriccion estocastica sea no lineal, del
tipo (x,£)<0, si la distribucién de probabilidad de la variable aleatoria
Z.(x,&) es la normal, la transformacién de la restriccién probabilistica es
semejante al caso lineal, que acabamos de analizar. Sin embargo, en general, es
dificil encontrar restricciones no lineales tales que la variable aleatoria g,(x,&)
sea normal, aun cuando el vector de pardmetros aleatorios £ siga la distribucién
normal multivariante. Eso nos ha llevado a considerar sélo el caso lineal, puesto
que la transformacion que habria que lievar a cabo para restricciones no lineales es

semejante a la que acabamos de realizar.
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Ejemplo.
Consideremos la restriccion estocastica:
dyx, +d,x,<h,

donde el vector (az,,azz ,—bz) sigue una distribucion normal muitivariante de

(3 2 0\t
valor esperado (4, 5,— 20)l y matriz de varianzas y covarianzas V, = L2 4 1 J y,
0t 9

por tanto, la variable aleatoria @,,x, + @,,x, — b, sigue la distribucion normal con

valor esperado 4x, + 5x, ~ 20 y varianza 3x; +4x; +4x,x, +2x, + 9.

Para una probabilidad a, € (0, 1), la restriccion probabilistica asociada a

la restriccidn estocastica anterior es:
P(avz,xj +d,x,—-b, s O) za,

A partir de los resultado anteriores tenemos que esta restriccion es
equivalente a:

@ (@, )\3xF +4x? +4x,x, +2x, +9 +4x, + 5x, <20

Fijando una probabilidad «, =0.925, puesto que @7(0.925) = 1.43953,

obtenemos:

143953,[3x7 + 4x2 +4x,x, + 2x, +9 +4x, + 5x, <20

Se obtiene, por tanto, una restriccion no lineal, que, para la probabilidad
fijada, define un conjunto convexo.
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b) Aleatoriedad simple.

Analizamos en este apartado la transformacién de restricciones de azar
cuando todos los parametros aleatorios de la restriccion dependen linealmente de
una tunica variable aleatoria 7. Esta hipétesis ha sido formulada por Stancu-
Minasian en distintos trabajos (véase, por ejemplo Stancu-Minasian (1984), pag.
189), para funciones objetivo estocasticas de tipo lineal. Nosotros consideramos a

continuacion su aplicacidn sobre restricciones probabilisticas lineales.

La mayor ventaja de este caso es que da lugar a la transformacién de la
restriccion probabilistica en una restriccion lineal de manera fécil, tal y como
vemos a continuacion. Analizaremos, en primer lugar, qué ocurre si el recurso de
la restriccion es un parametro determinista. Posteriormente se estudiara el

problema con recurso aleatorio.
Consideremos de nuevo la restriccion estocastica:

Ax<h

1 i

Supongamos que ¢l vector fila @, depende linealmente de una variable
aleatoria continua, 7, con distribucién conocida y funcion de distribucion F,

estrictamente creciente, de manera que @, =a) +7a’, con a! a?, vectores fila de
t t ’ .

n componentes reales, a; ,a; € R". Supongamos, ademds, que el conjunto de

oportunidades del problema determinista equivalente es tal que se verifica que

alx>0.

Con estas condiciones se tiene que:
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puesto gue suponemos que a;x>0. Dado que se mantiene la hipotesis de que
funcion de distribucion de la variable aleatoria, 7, F,, es estrictamente creciente,

tenemos que la restriccion probabilistica:

P(ﬁixgbj) > a,

I

es equivalente a la restriccion lineal:

alx+F'(a,)ajx-b <0

1

Supongamos ahora que el recurso de la restriccion estocastica es aleatorio:
ax<p,

y que el vector fila @, depende linealmente de una variable aleatoria continua, 7,
con distribucién conocida y funcion de distribucion F, estrictamente creciente, de
manera que 3, =a, +7a;, con al,al, vectores fila de » componentes reales,
a!',a’ € R". Ademds, se verifica que la variable aleatoria 5, depende también

linealmente de la variable aleatoria 7, de tal forma que b, =5, + b2, con b b’ e
R.

Si se verifican las hipotesis anteriores tenemos que:
Plax<h)=Pla!x+Talx<h' +767)= P(T(alx-b})<b! —a'x)

Supongamos, ademas, que el conjunto de oportunidades del problema
determinista equivalente es tal que se verifica que a’x — b’ > 0.

Entonces, a partir de la igualdad anterior obtenemos:
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Plax<h)=PFalx-b})y<b' —alx)= P[?s m): }{m]
y la restriccion de azar P(Eiix < 5,) > @, es equivalente a la restriccion lineal:
a;x + anl(ai)aizx_brl - F:‘](ai)b'z <0.

]

De todo esto se deduce que si el conjunto de parametros aleatorios de la
restriccidon estocdstica lineal depende lincalmente de una variable aleatoria que
verifica determinadas condiciones, la restriccion de azar del problema puede
transformarse en una restriccion lineal. Ilustramos esto mediante el siguiente

ejemplo.
Ejemplo.
Consideremos la siguiente restriccion estocastica:
dyx, + 8%, < b,

Supongamos que el vector (&,,,d,,,—b,) depende linealmente de una

Unica variable aleatoria 7 , de manera que:
@y 8;0=by) = (5,-3,~ ) +7(1,1,2),

Supongamos, ademas, que la variable 7 sigue la distribucién exponencial

de parametro A=4.

A partir de los resultados previos, si se verifica la condicion x, +x, > -2,

tenemos que la siguiente restriccién probabilistica:

P(aj,x, +d,,x, Sb3) >ay
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es equivalente a la siguiente restriccion lineal:
S+F (@;)x; +{(-3+ Fr"l (a;))x, <5- Z‘Fr_] (a;)

. o - l~e™ >0
donde F, es la funcion de distribucionde 1, F,(77) = .
0 en otro caso

Si fijamos «, = 0.9 tenemos que F,'(0.9) = 0.575646 y la expresion de la

restriccion anterior es:
5575646 x, ~2.424654 x, < 3.848708.

Una vez analizada la transformacién de las restricciones probabilisticas en
los apartados 2.1 y 2.2 se observa dada una restriccion estocdstica, su equivalente
determinista mediante restricciones probabilisticas depende en buena medida de la
probabilidad, «,, que se fije para el cumplimiento de la misma, de tal forma que
en el problema determinista equivalente, un punto pude ser o no factible en
funcién de la probabilidad fijada. En siguiente ejemplo se recogen las
restricciones probabilisticas que se han obtenido hasta ahora en los ejemplos
planteados y se ilustra este hecho.
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Ejemplo.
Consideremos el siguiente problema de programacion estocéstica lineal:

"Min" Z(x,€) = C,x, + C,x,
x
s.a  —3x,—2x,<h,
fdy,x, +d,,x, b,
dyX, +dyx, b,

x,x, =20

donde b, es una variable aleatoria que sigue la distribucién uniforme en el

intervalo (-3, 1), (Ez,,&”ﬂ ,—bz)l sigue una distribucién normal multivariante de

( 32 0\|
valor esperado (4,5, - 20)t y matriz de varianzas y covarianzas VY, = L 1 J y
9

el vector (d@,,,d,,,~b,) depende linealmente de la variable aleatoria 7, de
manera que (d,,,d,,,— ;) = (5,-3,-5)+ 1 (1,1,2), donde 7 sigue la distribucién
exponencial de parametro A =4.

Como puede observarse, estas tres restricciones son las que se han
utilizado como e¢jemplos anteriormente. El  conjunto de restricciones

probabilisticas separadas asociado a estas restricciones estocasticas es:

Como se ha visto anteriormente, si se fijan las probabilidades
a,=085 a,=0925y a; =09, el conjunto de oportunidades del problema
determinista equivalente es:
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555646x, ~ 2424654x, < 3848708,x,,x, 2 0}

y su representacion grafica es la de la figura 3.

FIGURA 3

Ahora bien, si relajamos los valores correspondientes a las probabilidades
con que se deben verificar las restricciones, el conjunto de oportunidades de
nuestro ejemplo puede cambiar. Asi, supongamos ahora que las probabilidades
fijadas son: a, =0.7, &, =0.7 y ar, = 0.75 , entonces el conjunto de oportunidades

del problema determinista equivalente es ahora:

5346573x, — 2.653426x, < 4.306854,x,,x, > 0}

y la grafica de este conjunto es la siguiente:
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FIGURA 4

En la figura 5 aparecen las graficas de los conjuntos de oportunidades de

los problemas deterministas correspondientes a los probabilidades distintas.

FIGURA 5
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Como puede observarse, el hecho de relajar las probabilidades con las que
se desea que se verifiquen las restricciones estocasticas del problema, da lugar a
que ¢l conjunto de oportunidades del problema determinista equivalente contenga
mas puntos. Esto muestra cémo la sclucion del problema de programacion
estocastica dependerd, en general, de las probabilidades fijadas para las
restricciones probabilisticas del problema determinista equivalente.
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2. 3. APLICACION DE LA DESIGUALDAD DE CANTELLI A LAS
RESTRICCIONES PROBABILISTICAS.

A partir de todo lo estudiado hasta ahora, sabemos que dada una restriccion
estocastica, si se obtiene su equivalente determinista mediante el criterio de
restricciones de azar, la transformacion de ésta es, en general, complicada. En el
caso lineal, como acabamos de ver, esta transformacion es posible si se verifica la
hipotesis de normalidad o de aleatoriedad simple del vector de coeficientes
técnicos de la restriccion. En otros casos la complejidad de la restricciones que se
obtienen hace dificil su tratamiento. Esto ha dado lugar a que se considere la
posibilidad de aplicar una desigualdad estadistica sobre la funcién de distribucion,
que acota el valor de ésta. Asi, Stancu-Minasian (1992), plantea un problema de
programacion estocastica en el que aparece una restriccion estocastica lineal y
aplica sobre ella la desigualdad de Canteili que enunciaremos a continuacion. De
la aplicacion de esta desigualdad se obtiene un conjunto de puntos, subconjunto
del conjunto que define la restriccion probabilistica de partida. Esto hace posible
que, bajo determinadas condiciones, se pueda aproximar ¢l conjunte de puntos que
define la restriccion probabilistica de partida. Analizaremos la aplicacién de esta
desigualdad para restricciones probabilisticas en general y, posteriormente, se
considera el caso lineal. Antes, enunciaremos la desigualdad de Cantelli, que acota
el valor de la funcion de distribucion de una variable aleatoria.

Desigualdad de Cantelli (Rao, 1973, pag. 145)".

Sea & una variable aleatoria con valor esperado & y varianza o7, finita,

entonces:

s1 A<0Q

> x i 120
>1- = >
o§+zlz oI+ R AE

' Para la demostracién de esta desigualdad véase, por ejemplo, Cramér (1968, pag. 295).
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Consideremos de nuevo la restriccion estocéstica:
g,(x,£)<0
y su restriccion probabilistica asociada, para una probabilidad &, € (0, 1):
Pz, (x8)<0)20,

Supongamos que conocemos el valor esperado de la variable aleatoria
§,(x,§), E{g“,. (x, E)}, su varianza, Var{gj(x, E)} y que ¢l conjunto de
oportunidades del problema determinista equivalente es tal que la varianza es
finita y su valor es distinto de cero para todo x factible.

Consideramos dos formas distintas de aplicar [a desigualdad de Cantelli a
la restriccion probabilistica anterior. En primer lugar la aplicaremos tipificando la
variable aleatoria g, (x, £ ). Posteriormente se aplicar4 de manera directa. Estas dos
formas de aplicar la desigualdad de Cantelli dardn lugar a dos desigualdades
distintas, pero que definen el mismo conjunto de puntos, como demostraremos

mas adelante.

a) Aplicacion de la desigualdad de Cantelli tipificando la variable

aleatoria,

Basandonos en los resultados de Stancu-Minasian (1992), para aplicar la
desigualdad de Cantelli sobre la restriccion comenzamos tipificando la variable

aleatoria g (X, E) , Y obtenemos una nueva variable:

g (x,B)- E{g, (x.B))
Var{g,(x, )]

con valor esperado cero y varianza uno.
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Aplicamos sobre esta variable aleatoria la desigualdad de Cantelli, para

A, =20, y obtenemos:

o S S
g,.(x,&_\)—E{g.(x,é)}qlJ> A (5)

valg® ) A

g,(x,8)- £{g.(x, )}

puesto que la variable aleatoria = es de valor esperado cero y
Var{g, (x,8)}

varianza uno.

Ademads, como suponemos que la varianza de la variable aleatoria g,(x, &)

es estrictamente positiva, a partir de (5) se obtiene:

2

~ = ~ A
AzxB < Valg D] + EE e DY) 25 ©

Una vez obtenido este resultado volvemos a nuestra restriccion de partida.

Deseamos que se verifique la restriccion de azar:
Pz, (x.8)<0)2¢,
y, para obtener puntos que la verifican procedemos de la siguiente forma:

1. Exigimos que se verifique la desigualdad:

A, Var{g, (x, B+ E{g.x,8)]<0, 4,20 (7

ya que de esta forma tenemos en (6) que:
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~ ~ - Al
Az 0B <h Varlg o B + Bl (0 B <0)2 =

i

o
2. Hacemos A, = 1_('1 >0, ya que:

af al
% l-a, -«
1+ - l-a,+a,
l-a l-a,

a.

—r

con lo cual se verifica que A, = 2 0. Sustituyendo el valor de A,

1- e,

I

en (7) obtenemos:

1?; Var(g,(x, &)} + E{,(x,E)} <0

i

Por tanto, por la desigualdad de Cantelli, podemos afirmar que todo vector
x que verifique la condicién:

a, — L
1-a, Varlg, (0 &) + E{Z, (. E)} <0

!

verificara la restriccion de azar:

Pz (08 <0)za,

Sea, pues, S, ={xe R"/ ll—f’;,}Var{g,(x,g)} +E{§,.(x,'&')}s0}. De

los resultados anteriores se desprende que, bajo las hipotesis establecidas se
verifica que §, ¢ {x eR"/ P(g,.(x,g) SO) Za:,.}.
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b) Aplicacion directa de la desigualdad de Cantelli.
Consideremos de nuevo la restriccion probabilistica:
Plz.(xE)<0)2 ¢,
Como:
Az,x.8)<0)= Az, 5 - Elzx.B)) <-£{z,x. D))

si aplicamos la desigualdad de Cantelli sobre la expresion anterior para
A= E{g‘,. (x,g)} exigiendo que E {E, (x, E)} < 0, obtenemos:

I

P(g,(x,8)<0)= P2, (x,&) - E{g,(x. B)} < -E{g,(x, ©)}) 2
(Elzx.B))’
varlg, (x.2)} +(Elg, . B)})]

Puesto que deseamos que se verifique la restriccion de azar:
Plz.(x8)<0)2q,

si exigimos la condicion:

equivalente a:
a,Var(g, (x5} - (1-a,) E{z.(x B)}) <0
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con E{g’, (x,g)} <0, por la desigualdad de Cantelli, tenemos asegurado que se

verifica la restriccion de azar de partida.

Asi pues, a partir de los resultados obtenidos, si definimos el conjunto:
) o " o =2
s, =(xeR"/ E(7,(x,D) <0, a,Var(g, (. D)} - 1 - 2, B{z,(x, D)) <0
bajo las hipdtesis establecidas, se verifica que:
S,c{xeR"/ P(g,(x,8)<0)2a,}

Obsérvese que la aplicacion de la desigualdad de Cantelli de manera
directa y tipificando la variable aleatoria da lugar, en principio, a dos conjuntos
que aparentemente son distintos. Mediante la siguiente proposicién demostramos
que ambos conjuntos definen los mismos puntos y, por tanto, es indistinto aplicar
la desigualdad de Cantelli sobre la variable aleatoria tipificada o aplicaria
directamente.

Proposicion 1.

Sean:

S, = {x eR"/ Jl—f“'(z\/wr{gf x,B)} + E{g,(x,B)} < 0}

S, ={xeR"/E{g (B} <0, a,Varlg D} - (-, Kz x D))" <0

entonces S, =§,.0
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Demostracion.
Hemos de demostrar que S, S, y S, <S§,.
a) §,cS,.

Sea x € §,. Entonces, se verifica:

Elz(x.8)}< —E\/Var{g(x, E)}

con lo cual, puesto que Var{g’,.(x, E)} > 0 se verifica que E[g“,.(x,E)] <0.

Multiplicando por -1 la desigualdad anterior obtenemos:

]j;, Var[gj(x,a} < —E{(Ej,.(x,g)}

y, elevando al cuadrado a ambos lados de la desigualdad tenemos que se

verifica;

- varlg (x 8 < (B{z (x D))

l-a,

que podemos expresar tambi¢n como:

a,Var{g,.(x,E)} -(1- oc,.)(E{fg“i(x,g)})2 <0

¥y, por tanto, x € §,.
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b) S, cS§,.
Seax € §,, luego:

aVar{ (x E_,)} (1- C()( { ( ‘i)})

y, como «, > 0 y la varianza de cualquier variable aleatoria es no negativa,
se verifica que:

0<a,Varlg (x B} < - a )£z (x D))
Si calculamos la raiz cuadrada a ambos lados de la desigualdad tenemos:

0< Ja,Var|z,(x B)} <—T-a, £{z(x.&))

con 0<—,/1-«, E{,’g“( E)} puesto que a,€ (0, 1) y para cualquier X
S, se verifica que E{g‘ ( 2’;)} <0.

Si sumamos en la desigualdad anterior \J1 - &, £ { g (x, E)} < 0, obtenemos:

Ja, | Varlg (x, &)} + 1=, E{z,(x.E)} <0

¥, por tanto:
\/E Var{g,(x. E)} + E{z,(x. E)} <0
yXxeS§,.
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Queda demostrado que S, =S,.W

Los resultados obtenidos son aplicables a cualquier restriccion estocdstica
del tipo §,(x,&) <0, si se verifican las hipétesis establecidas anteriormente. A lo
largo de este trabajo nos referiremos a la aplicacion de esta desigualdad y en
adelante, siempre que se aplique esta desigualdad se supone que se verifican las
hipétesis necesarias para ello. A continuacién veremos su aplicacién para
restricciones lineales. Puesto que la proposicion anterior demuestra que su
aplicacion directa y su aplicacion tipificando la variable aleatoria definen el
mismo conjunto de puntos, en adelante aplicaremos la desigualdad tipificando la
variable aleatoria g, (x, %), con lo cual, la expresion del subconjunto de puntos que

verifican la restriccion probabilistica que consideraremos es:

g Var[?;(x, E)} + E{g‘j(x,’g)} <0

Esta desigualdad define un conjunto convexo si las funciones

E {gi(x,'&')} y 1fVar{ g‘,.(x, E)} son convexas, condicion que se cumple en el caso

lineal, como veremos a continuacion.

En cualquier caso, si en un problema de programacién estocastica se
“sustituye” una restriccién probabilistica por la desigualdad obtenida, se ha de
tener presente que la nueva restriccion define un subconjunto del conjunto de
puntos que verifican la restriccién probabilistica y, por tanto, no es mas que una
aproximacion de ésta.

Consideremos la restriccion estocastica lineal a,x<b, y su restriccion
probabilistica asociada, para una probabilidad «, € (0, 1):

P(?iixsg;)za,.

Supongamos que desconocemos la distribucion de probabilidad de la

_—

variable aleatoria @;x—b, pero conocemos el valor esperado y la matriz de
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varianzas y  covarianzas del  vector ('ﬁi,ﬂb,.)=(ﬁ"“,a’,z,...,ﬁm,—b,.),

(3, ,—5,.) =(‘7n N7 I ,—I;,.) y V,, respectivamente, con V, matriz cuadrada, de

orden n+1 y definida positiva.

Si aplicamos la desigualdad de Cantelli sobre la restriccion probabilistica,
podemos asegurar, por los resultados anteriores, que el conjunto de puntos
definido por la desigualdad:

; B
‘[A;\/(x‘,l)vi (x'.)' +a,x-b <0
-«

es un subconjunto del conjunto de puntos que verifican la restriccion
probabilistica P(Ziix < B:) za,.

Obsérvese que la restriccién obtenida define un conjunto convexo, puesto

que «, € (0, 1) y, por el teorema 1, la funcion J(x‘,l)Vi(x',l)‘ es una funcién

convexa, al ser la matriz V, definida positiva.
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2.4. ANALISIS DE LA APLICACION DE LA DESIGUALDAD DE
CANTELLIL

Como se ha comentado anteriormente, la resolucion de problemas de
programacion estocastica mediante restricciones probabilistica o de azar es, en
general, complicada. La resolucion de problemas con restricciones de este tipo
requiere combinaciones de programacioén no lineal y de simulacién, lo que los

hace complicados computacionalmente (véase Prékopa (1995), cap. 11).

En este trabajo proponemos la aplicacion de la desigualdad de Cantelli
sobre restricciones probabilisticas, en los casos en los que se desconoce la
distribucion de probabilidad de la variable aleatoria g, (x, ). La aplicacién de esta
desigualdad da lugar a la obtenciéon de un subconjunto del conjunto de puntos que
verifican la restriccién de azar, de tal forma que si se sustituye la restriccion
probabilistica por la expresion obtenida en el apartado anterior, el conjunto de
puntos factibles del problema resultante es un subconjunto del conjunto factible
del problema determinista equivalente con restricciones de azar. Esto da lugar a
cuestionarnos la bondad de la aplicacion de la desigualdad de Cantelli sobre una
restriceidn probabilistica.

Una posible forma de analizar la bondad de esta desigualdad es la de
comparar la funcion de distribucién de alguna variable aleatoria con la cota
obtenida. Es decir, dado que a partir de la desigualdad de Cantelli sabemos que
dada una variable aleatoria & con valor esperado & y varianza O';, finita,

entonces::

> u-¢) =
PE <u)>crg 7y Vu>E

podemos considerar alguna variable aleatoria conocida y comparar [a funicén de
distribucion de ésta con la cota de Cantelli. Hemos llevado a cabo esta

comparacion para algunos casos (exponencial, uniforme, beta, normal). En los
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casos analizados se observa que a medida que crece el valor de u, la cota se

aproxima mds a la funcién de distribucion de la varable aleatoria.

Por otro lado, a raiz de este estudio hemos considerado interesante
comparar las restricciones que se obtienen al aplicar la desigualdad de Cantelli
sobre alguna de las restricciones obtenidas en el apartado 2.2 de este trabajo. En

concreto, realizaremos la comparacion para el caso lineal normal.
Consideremos, pues, la restriccion probabilistica:

P(@ax<h)za,

1 !

Supongamos que el vector (@ ,—E)=(21”,1,E,2 ,...,Eim,—nf):), sigue la
distribucién  normal  multivariante, con valor esperado (&, ,—5,.),
a; =(E” ,a,z,...,a,.,,) y matriz de varianzas y covarianzas V,, cuadrada, de orden
n+1 y definida positiva. A partir de los resultados obtenidos en el apartado 2.2,
sabemos que, bajo las hipotesis establecidas, la restriccion probabilistica anterior

es equivalente a la restriceion:

O (@, Y& DV, (x D) +3,x—F <0
donde @ es la funcidn de distribucion de la normal cero uno.

Por otro lado, si nos olvidamos momentaneamente de que conocemos la
distribucién de probabilidad de la variable aleatoria @;x—5 vy aplicamos

desigualdad de Cantelli sobre la restriccion de azar anterior, obtenemos la

. _
}ﬁ—\/(x',l)Vi x'.]) +ax-b <0

restriccion:
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Por tanto, en este caso, la diferencia entre ambas restricciones es el factor

que multiplica a la desviacién estandar de nuestra variable aleatoria que en un
o,

caso es @' (a,) y en el otro 1‘1 ——, con a, € (0,1).
_“_a,‘

La siguiente figura muestra las graficas de las funciones ®'(a,) y

o,
1 ——— . El ¢je de abcisas corresponde a la probabilidad fijada para la restriccion
— X

T

i

_ a,.

de azar, a; € (0, 1). En el eje de ordenadas corresponde a la funcion y

la inversa de la funcién de distribucién de la normal cero uno, @' (& .), es decir,
el valor del soporte de distribucion de la normal cero uno para el que la

probabilidad acumulada es «,.

/|

24 P / f/'lcp“( )
N .
_

/-" hfff_,/

025 705 075 1 &,
.r"-/r

FIGURA 6
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En la grafica se observa que para valores de la probabilidad entre 0 y 0.5,

se verifica que > 0 mientras que ' (a,) < 0, es decir, si aplicamos la

-
desigualdad de Cantelli estamos ponderando la desviacion estandar con un valor
positivo, si bien el valor del soporte de distribucioén de la normat cero uno es, en

ese caso, menor o igual que cero. En cambio, para valores de la probabilidad

préximos a uno, las graficas de las funciones @'(a,) y son casi

!
1-«,
iguales. Hemos de sefialar que lo logico es fijar valores para @, préximos a uno,
puesto que representa la probabilidad con que se desea que se verifique la

restriccion estocastica del problema.

Una vez analizado todo esto, pasamos a ver la transformacion del objetivo
estocastico en su determinista equivalente.
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3. TRANSFORM;\CI(')N DEL OBJETIVO ESTOCASTICO EN SU
EQUIVALENTE DETERMINISTA. CASO LINEAL.

Una vez analizada la transformacion de las restricciones estocasticas en su
determinista equivalente mediante restricciones de azar, abordamos ahora la
transformacién del objetivo estocastico en su determinista equivalente. Con ello,
conseguimos construir el problema determinista equivalente al problema
estocastico. Como se ha comentado anteriormente, la soluciéon del problema
determinista equivalente es considerada solucidon optima del problema estocastico
de partida.

Ademas, veremos a continuacién que la transformacion del objetivo
estocdstico no es unica, en el sentido de que existen distintos criterios posibles de
transformacion del objetivo estocastico en su determinista equivalente. Este hecho
hace que la transformacion del objetivo sea distinta de la transformacion de las
restricciones estocasticas en su determinista equivalente, en la que el criterio de
transformacion es exigir que se verifiquen las restricciones estocasticas con una
determinada probabilidad y unicamente se ha de fijar la probabilidad para las
restricciones.

Los criterios de transformacién existentes en la literatura para transformar
el objetivo estocastico son multiples. En este trabajo abordaremos los criterios que
hemos considerado mas importantes. Todos ellos recogen, de una forma u otra,
caracteristicas estadisticas del objetivo estocastico y, en ese sentido, la eleccion de
un criterio u otro refleja, de alguna forma, la actitud del decisor ante el proceso de
decision con incertidumbre que se modeliza mediante el problema de
programacion estocastica.

De la necesidad de fijar probabilidades para obtener las restricciones
probabilisticas y de la eleccion de un criterio de transformacion del objetivo
estocastico en determinista se desprende que la resolucién de problemas de
programacion estocastica pasa por un proceso de toma de decisiones previo a la
resolucion del problema determinista equivalente.
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A continuacién veremos los criterios basicos de transformacion del
problema estocastico en su determinista equivalente y una vez analizados éstos,
nos centraremos en el caso lineal, imponiendo, ademas, cuando asi lo requiera el
problema, hipotesis adicionales acerca de la distribucién de probabilidad del

vector de parametros aleatorios del objetivo estocastico.

3.1. CRITERIOS BASICOS DE TRANSFORMACION DEL
OBJETIVO ESTOCASTICO.

Consideremos el problema de programacion estocastica:

"Min" Z(x, &)
. (PE)
s.a xelD

en el que suponemos que el conjunto de oportunidades D — R" es determinista o
bien ha sido transformado en su determinista equivalente mediante el criterio de

restricciones probabilisticas o de azar. Suponemos ademas que /) es un conjunto

compacto, convexo y no vacio.

Suponemos que el vector E, aleatorio, esta definido sobre un conjunto E
R’. Suponemos dada la familia I de eventos, es decir, subconjuntos de E, y la
distribucién de probabilidad P definida sobre IF, de manera que para cualquier
subconjunto de E, 4 < E, 4 € [, la probabilidad de A4, P(4), es conocida.
Ademads, se mantiene la hipétesis de que la distribucién de probabilidad, P, es

independiente de las variables de decision, x,,...,x

L

Sea F, la funcion de distribucion de la variable aleatoria Z(x,E) y ® su
soporte de distribucion. Suponemos que la variable aleatoria Z(x,&) es continua
para todo x € D, y que se conocen su valor esperado, E {E(X,E)}, y su varianza

Var{z(x, &)}

Veamos los criterios basicos de transformacion del objetivo estocastico en
su determinista equivalente, definidos en la literatura, y el problema determinista
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2, PROGRAMACION ESTOCASTICA (1)

equivalente que se obtienen al ser aplicados al problema de programacion
estocéastica (PE).

a) Criterio del valor esperado.

Este criterio fue el que inicialmente consideraron Charnes, Cooper y
Symonds (1958) en el trabajo en el que introducen el concepto de restricciones
probabilisticas o de azar y denominaron al modelo obtenido Modelo E. Segin este

criterio, la funcion objetivo del problema determinista equivalente es:

E{7(x, ©)} = Jatx, 0dF,, ()

@

donde F,,, y © son, respectivamente, la funcién de distribucién y el soporte de

distribucion de la variable aleatoria Z(x,£).

La idea es, por tanto, construir el problema determinista equivalente
optimizando el valor esperado de la funcién objetivo estocdstica y manteniendo el
criterio de optimizacion del problema estocastico, esto es, si el problema
estocastico es de minimo (maximo), en el problema valor esperado se minimiza

(maximiza) ¢l valor esperado de la funcion objetivo estocastica.

Asi pues, en nuestro problema, como el criterio de optimizacidén que se
mantiene para el problema de programacion estocastica es el de minimo, el
problema determinista equivalente que se obtiene para el problema (PE) siguiendo
el criterio valor esperado es:

Min E{Z(x, &)}

s.a xeD

(E)

Obsérvese, ademas, que para resolver el problema de programacién
estocastica siguiendo este criterio, basta con conocer el valor esperado de la
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2. PROGRAMACION ESTOCASTICA (1)

functén objetivo estocdstica y, por tanto, es aplicable aun en el caso en el que se
desconozca la distribucién de probabilidad de la variable aleatoria Z(x, E).

Sin embargo, este criterio no siempre puede considerarse un criterio
“apropiado”, puesto que el valor esperado no ¢s mas que una medida de tendencia
central de la variable aleatoria y su aplicacion como criterio de transformacion del
objetivo estocastico puede dar lugar a no considerar determinadas caracteristicas
de la funcion objetivo estocastica del problema. Asi, Prékopa (1995, pag. 243-
244) sefiala que para que este criterio sea considerado “apropiado” se deben
cumplir dos condiciones:

1) El evento aleatorio debe repetirse un gran niimero de veces para
asegurar que Ja media de los resultados sea bastante proxima al
valor esperado.

2) La magnitud de la variacion del resultado alrededor del valor
esperado debe ser pequefia. En otro caso el criterio de valor
esperado puede no ser acertado.

Por otro lado, Katacka (1963), sefiala que este criterio no tiene por qué ser
una buena medida para optimizar la funcion objetivo estocastica, puesto que la
solucién valor esperado minimo puede ser arriesgada en el sentido de que la
probabilidad de que el objetivo estocastico alcance un valor mayor que el valor
esperado minimo puede ser mayor que para otras soluciones, debido a la
dispersion de la distribucion.

b) Criterio minima varianza.

En este caso, se considera como criterio para resolver el problema de

programacion estocdstica, minimizar la varianza de la funcién objetivo estocastica

F(x,E).
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2. PROGRAMACION ESTOCASTICA (I

Puesto que la varianza de una variable aleatoria se define como el valor
esperado del cuadrado de la desviacién de la variable aleatoria alrededor de su
valor esperado, la eleccion de este criterio da lugar a eleccion de aquel vector x
para el que la variable aleatoria Z (X, E) estd mas concentrada alrededor de su valor
esperado, de manera que el determinista equivalente minima varianza puede

interpretarse como una medida de error cuadratico.

De todo lo dicho se desprende que el criterio de optimizacion es el de
minima varianza, independientemente de que el problema de optimizacién sea de
minimo (hipotesis que mantenemos en este trabajo) o de maximo.

Asi, la funcidn objetivo del problema determinista equivalente es:

varlz(x B} = E{(zx D)’} - (B, B))) = Jax, t))zsz(x}(t)—Gz(x, t)sz(x)(t)J

a

luego, el problema determinista equivalente al problema (PE) siguiendo el criterio
minima varianza es:

Min Var{Z(x,)} = f(z(x, 0)’ dF. () ——Uz(x,t)szm (:)J
2]

]

(c)

S. a xeD

Sefialemos, ademas, que, al igual que en el problema de valor esperado,
siempre que se conozca la varianza de la funcion objetivo ?(x,g), podremos
plantear y resolver ¢l problema estocastico mediante este criterio, aunque se
desconozca la distribucion de probabilidad de esta variable aleatoria.
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2. PROGRAMACION ESTOCASTICA ()

c) Eficiencia valor esperado desviacion estandar.

Este concepto de eficiencia fue introducido por Markowitz (1952) para
resolver problemas de seleccién de cartera dentro del campo de la economia

financiera.
Dado el problema de programacion estocastica:

"Min" Z(x, E
fin" Z(x, £) -
s.a xeD

se dice que una cartera es eficiente en el sentido de Markowitz si es solucion

eficiente en el sentido de Pareto del problema biobjetivo:

Min (E(Z (D), Varlz(x )

5. a xe D

De esta forma, Markowitz recoge una medida de tendencia central y una de
dispersion del objetivo estocastico y busca soluciones eficientes para estos dos
criterios. Este criterio de resolucion de problemas de programacién estocastica ha
sido ampliamente utilizado en modelos de seleccion de cartera, dentro del campo
de la Economia Financiera, para resolver problemas de programacion estocastica

correspondientes a modelos econdmicos.

Posteriormente, Prékopa (1995, pag. 245) propone la btsqueda de
soluciones eficientes valor esperado desviacion estandar, que se definen como el
conjunto de soluciones eficientes en el sentido de Pareto del siguiente problema

biobjetivo determinista equivalente:

Min (E{%‘(x, B}y Var{z(x, E)}) (Ec)

s. a xeD
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1, PROGRAMACION ESTOCASTICA (1)

que recoge el valor esperado y la desviacion estandar de la funcién objetivo
estocastica. Prékopa considera que este criterio es mas adecuado que el anterior
puesto que, de esta forma, los dos criterios vienen dados en las mismas unidades
de medida.

Evidentemente, el conjunto de soluciones eficientes de ambos problemas
es el mismo, puesto que la funcién raiz cuadrada es una funcién estrictamente
creciente.

En adelante, seguiremos el criterio valor esperado desviacion estandar.
Obsérvese, ademds, que este concepto da lugar a la obtencién de todo un conjunto
de soluciones incomparables, a diferencia de los criterios valor esperado, minima
varianza y de los criterios de maxima probabilidad, que veremos a continuacion,
puesto que mediante todos ellos se obtiene una solucidén optima para el problema
de programacioén estocastica. Por otro lado, y al igual que en los dos criterios
anteriores, este criterio es aplicable si se conocen el valor esperado y la desviacion
estandar de la funcién objetivo estocdstica, ain en el caso en el que se desconozea
la distribucion de probabilidad de la misma.

d) Criterios de maxima probabilidad.

En este apartado se recogen dos criterios de transformacién del objetivo
estocastico en su determinista equivalente que, de una forma u otra, den lugar a
soluciones buenas en términos de probabilidad. Los dos criterios de maxima
probabilidad existentes, también llamados criterios satisfacientes, son el criterio

minimo riesgo y el criterio de Kataoka.

Para resolver el problema de programacion estocastica (PE), manteniendo
como criterio de optimizacién el de minimizar la funcién objetivo estocastica, los
criterios de maxima probabilidad transforman el objetivo estocastico en
determinista maximizando la probabilidad de que el objetivo no supere un nivel
dado (criterio minimo riesgo) o determinando el minimo nivel que puede alcanzar
el objetivo con una determinada probabilidad (criterio de Kataoka o f-fractil). En
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2. PROGRAMACION ESTOCASTICA (1)

ambos casos se ha de fijar un nivel a alcanzar para el objetivo o bien un nivel de

probabilidad que resulte satisfactorio para el decisor.
d1) Criterio minimo riesgo.

Los primeros trabajos en los que se propone este criterio, denominado
también modelo P, para obtener un determinista equivalente para la funcién
objetivo de un problema estocastico, se deben a Charnes y Cooper (1963) y
Bereanu (1964).

Para resolver el problema de programacion estocastica (PE) mediante este
criterio se ha de fijar un nivel para la funcion objetivo estocastica, v € R., al que
se denomina nivel de aspiracion, y se maximiza la probabilidad de que el objetivo

sea menor o igual que ese nivel:
P{Z(x,E)<u}.

De esta forma, el nive! fijado, u, puede interpretarse como el mayor nivel
que ¢l decisor estd dispuesto a admitir para el objetivo estocastico que se desea

minimizar.
Asi, el problema determinista equivalente que se plantea es:

anx P{?(x,g) < u} = F?(x)(u) = .[d s (1)
@ (MR(u))
. a xe D

donde @, ={t: zZ(x,t) < u} y F;, es la funcion de distribucién de la variable

aleatoria Z(x, £ ).

La solucion al problema (MR(u)) es denominada solucién minimo riesgo
de nivel .
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2. PROGRAMACION ESTOCASTICA (1)

Puesto que P(E” (x, E) < u) =1- P( E(x, E) > u), se puede interpretar el
problema (MR(u)) como minimizar el riesgo de que el valor de la funcién objetivo

Z(x,£) sea mayor que el nivel de aspiracion, u, puesto que:

Max P(Z(x,£) < u} = Max {1- Pz(x,8) > u}} =1~ Q/g%l[P(E(x,E) > u)}

xel}

con lo cual, puede afirmarse que el vector x € D solucion del problema (MR(u))

también lo es de:

Min P(Z(x, &) > u)

s.a xeD

En caso de que el criterio de optimizacion del problema de programacién
estocastica sea el de maximo, es decir, se desee resolver el problema de
programacion estocastica:

"Max" Z(x, )

s.a XxebD

el problema minimo riesgo determinista equivalente es:

M!ax P{”z‘(x, E) > u}

s. a xe D

en el que se trata de maximizar la probabilidad de que la variable aleatoria 7 (x, &)
supere el nivel de aspiracion fijado, u, para la funcién objetivo estocastica que se
desea maximizar.
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2. PROGRAMACION ESTOCASTICA (I}

d2) Criterio de Kataoka o criterio f-fractil.

El criterio S-fractil o de Kataoka fue introducido por Kataoka en 1963, en
su articulo "4 Stochastic Programming Model”. En este trabajo, Kataoka
considera la resolucién de problemas de programacioén estocastica y propone el
siguiente problema determinista equivalente al problema (PE):

Min u
{x* ]

s.a PE(x,E<u)=f (K(B)
xeD

donde S es una probabilidad fijada por el decisor, f € (0, 1). Mediante este
criterio se fija, por tanto, una probabilidad para el objetivo y se determina el
menor nivel que puede alcanzar la funcién objetivo con esa probabilidad. La
funcion objetivo del problema estocastico pasa a formar parte del conjunto de
oportunidades como una restriccion probabilistica o de azar y el problema
determinista equivalente es un problema con s+l variables de decisién: las »
variables de decision del problema de programacion estocdstica, recogidas en el
vector x y la variable u, que determina el menor nivel que puede alcanzar la
funcion objetivo estocastica Z(x, £ ) con una probabilidad f.

Obsérvese que el problema determinista planteado corresponde al caso en
el que el problema de programacion estocastica es un problema de minimo. Si el
problema de programacion estocastica que se pretende resolver es un problema de

maximo:

n Maxﬂ E(X, E)

s.a xebD

el problema de Kataoka asociado al mismo es:

Min u

(xt,u)

s.a PE(xE)>u)=p (K(B))
xeD
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2. PROGRAMACION ESTOCASTICA (D)

en el que se busca el mayor valor u tal que la probabilidad de que el objetivo no
supere ese valor sea igual a la probabilidad fijada, 8 € (0.1).

Obsérvese que, de esta forma, en el problema determinista equivalente
(K(B)) se incorpora la probabilidad de la funcidén objetivo estocastica como una
restriccion probabilistica de igualdad y se busca el menor nivel que puede alcanzar
la funcion objetivo estocdstica para esa probabilidad. En trabajos posteriores al de
Katacka (1963), se considera este criterio de forma algo distinta a como lo definid
Kataoka. Asi, Stancu-Minasian (1984, pag. 92), plantea el siguiente problema
determinista equivalente al problema estocéstico:

Min u

x'u

s.a PE(x,E)<u)= f (K’(B))
xelD

en el que se exipe que el objetivo estocastico sea menor o igual que el nivel u con
al menos la probabilidad fijada, f. A partir de la siguiente proposicion, podemos
aftrmar que bajo determinadas condiciones, los dos problemas son equivalentes.

Proposicién 2.

Supongamos que la variable aleatoria Z(x, &) es continua. Si (x', u) es
solucion optima de (K’(P)), se verifica que:

Pl E)<uj=§.

Demostracion.

Demostramos la proposicion por reduccion al absurdo.
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2. PROGRAMACION ESTOCASTICA (1)

Por hipétesis (x, u)' es solucion optima del problema K'(f), luego, se

verifica:
a) Es factible en (K’(B)): x €Dy P{Z(x,&)<u}>

b) Si (x" ,u")" verificaque x' €Dy P{"z“(x‘,z) < u'} > BB, entonces

usu.

Supongamos que la solucién (x', u)' verifica la restriccién probabilistica

con desigualdad estricta, es decir:
PlEx,Ey<u}> f

Entonces, por ser la variable aleatoria Z(x, &) continua existe un real u’,

u'<u, tal que:

Pz Eysul=p v PiExE) <uf= P{E(x.E) <u}+ Plu<Z(x,8) <u}

Luego, la solucion (x*,#')" es solucion factible del problema K’(B) y

u' < u, lo que contradice la hipdtesis (b).H

A partir de esta proposicion tenemos que si se verifica que la variable
aleatoria Z(x, £) es continua para todo x € D (hipdtesis que mantenemos en este
trabajo), los problemas (K(B)) y (K’(B)) son equivalentes. En adelante se planteara
el problema correspondiente al criterio de Kataoka tal y como lo definié éste, es
decir, con igualdad en la probabilidad. Sin embargo, en determinados casos, las
dificultades para trabajar con la restriccion probabilistica:

PExXE) <=
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2. PROGRAMACION ESTOCASTICA (I)

nos llevaran a aplicar la desigualdad de Cantelli a la funcién de distribucion de la
variable aleatoria Z(x,£), de manera semejante a como lo hemos hecho en
restricciones probabilisticas. En esos casos, el problema de Kataoka que

plantearemos es el que corresponde a la restriccion de desigualdad, es decir:

Min u

(x',u}
s.a P(Z(x,E)<su)>
xebD

Del analisis comparativo de los dos criterios de maxima probabilidad con
los otros tres criterios analizados se observan dos diferencias fundamentales entre

ellos:

1. Para la aplicacion de los criterios de maxima probabilidad es necesario
fijar previamente un pardmetro: el nivel, si aplicamos el criterio minimo riesgo y
la probabilidad, si aplicamos el criterio de Kataoka, mientras que en los tres
primeros criterios vistos esto no es necesario. Ademas, las soluciones optimas de
los problemas minimo riesgo y de Kataoka dependeran, en general, de los valores
que se les dé a estos parametros.

2. Mientras que en los tres primeros criterios (valor esperado, minima
varianza y eficiencia valor esperado desviacion estindar) la resolucion del
problema determinista equivalente puede realizarse siempre que se conozcan el
valor esperado y la varianza de la funcidén objetivo, los dos criterios de maxima
probabilidad dependen de la funcién de distribucion de la funcién objetivo
estocdastica y, por tanto, para su resolucion se requierc conocer ésta.

Una vez vistos los criterios basicos de resolucion del objetivo estocastico,
se observa que la diversidad de criterios da lugar a la necesidad de elegir uno u
otro para resolver problemas de programacion estocastica y, en este sentido,
podemos afirmar que la resolucion de los mismos lleva implicito siempre un
proceso de decision. Evidentemente, la eleccion del criterio deberd realizarse

siempre en funcion de las caracteristicas del problema que se desea resolver y de
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las preferencias del decisor. Sin embargo, como veremos mas adelante, estos
criterios de resolucion de problemas de programacion estocdstica estan
relacionados unos con otros, a pesar de que, en principio, podria pensarse lo
contrario, debido a que cada uno de ellos recoge caracteristicas estadisticas

distintas del objetivo estocastico.

A continuacién nos centraremos en la resolucién de problemas de

programacion estocastica lineal mediante los criterios que acabamos de ver.

Consideremos, pues, el problema de programacion estocastica con funcion
objetivo lineal, cuya formulacion general es:

" Minu Etx
x (PEL)
s.a xe D

donde € es un vector cuyas componentes, ¢, j = I, 2, ..., n, son variables

aleatorias. Suponemos conocida la distribucion de probabilidad del vector €, asi
~ ~ ~ }! — _ — it

como su valor esperado: E{c}=E{(c,,cz,.. c) }ﬁc:(cl,cz,... c) y su

Bt k)]

matriz de varianzas y covarianzas, V, matriz de orden nxn y definida positiva.

A partir de las hipodtesis anteriores tenemos que el valor esperado de la
funcién objetivo estocastica €'x es €'x v su varianza es x'Vx, con lo cual, en el
caso lineal, si se conocen el vector de valor esperado, €, y la matriz de varianzas y
covarianzas V del vector €, conocemos también el valor esperado y la varianza de

la funcién objetivo estocastica y podremos resolver los problemas
correspondientes a estos dos criterios.

Asi, el problema valor esperado asociado al problema (PEL) es:

Min ©'x
X

s.axelD
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2. PROGRAMACION ESTOCASTICA (I)

En cuanto al problema minima varianza, se obtiene el siguiente problema

con objetivo cuadratico, determinista equivalente del problema (PEL):

Min x'Vx
X

s.axelD

El problema de eficiencia valor esperado desviacion estandar es:

Min (E‘x,Vx‘Vx)

s.axelD

Obsérvese que la funcién objetivo valor esperado, €'x, es lineal y las
funciones varianza y desviacion estandar son convexas (puesto que la matriz V es
al menos semidefinida positiva), con lo cual, los tres problemas planteados son

CoNnvexos.
Ejempio.
Consideremos el problema de programacion estocastica lineal:

"Min" T'x=¢x, +&,x,
4
s.a  x,+x,21
3x,+2x,<8

X,,x,20

¢ 4
donde €= (c i cz) €5 un vector estocastico con valor esperado ¢ = (:J y matriz

1
4

aleatoria Z(x,€)=¢'x=Cx, +C,x, tiene valor esperado ¢'x=4x, +2x, y

|
de varianzas y covarianzas V=(1 ], con lo cual tenemos que la variable

varianza x'Vx=x; +4x; +2x,x, y, por tanto, el problema valor esperado

determinista equivalente es:

82



2. PROGRAMACION ESTOCASTICA (I)

Min 4x, + 2x,
X
s.a x;,+x,21
3x,+2x,<8

X;,%, 20

y el problema correspondiente al criterio minima varianza es:

. 2 2
M‘m x; +4x; +2x,x,
sax, +x,21
3x,+2x,<8

x;,x,20

En la siguiente tabla aparecen las soluciones de estos dos problemas junto
con los valores que alcanzan el valor esperado y la varianza en las mismas, para,
de esa forma, tener una medida de tendencia central y una de dispersion del
objetivo estocastico en cada una de las soluciones:

Criterio Solucion | Valor esperado | Varianza
Valor Esperado (0, 1) 2 4
Varianza (1,0) 4 1

Pasamos a analizar los criterios de maxima probabilidad. Los problemas
minimo riesgo, de nivel de aspiracion u, y de Kataoka, de probabilidad S,
asociados al problema estocastico (PEL) son:
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2. PROGRAMACION ESTOCASTICA ()

Max P{Etx<u)

s.a xe D

Min u
(x* )

s.a PE(x,E)<uw)=}
xelD

respectivamente. Puesto que en ambos problemas interviene la funcién de
distribucién de la variable aleatoria €'x, para su resolucién hemos de establecer
hipdtesis acerca de la distribucién de probabilidad del vector €, puesto que ésta
depende del vector de varnables de decisién, x, al igual que ocurre en las
restricciones probabilisticas lineales con coeficientes técnicos estocasticos.
Analizaremos a continuacioén el caso normal y de aleatoriedad simple. Ademas,
estudiaremos también la aplicacion de la desigualdad de Cantelli para los dos
problemas anteriores en los casos en los que se desconoce la distribucion de
probabilidad de la variable aleatoria €‘x.
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3.2. CASO NORMAL.

Consideremos el problema de programacion estocastica con funcion

objetivo lineal:

H Minu "é'tx
x (PEL)
s.a xeD

Supongamos gue el vector € se distribuye segun la distribucién normal
multivariante con valor esperado © y matriz de varianzas y covarianzas V,

definida positiva.

En ese caso la variable aleatoria €°x sigue la distribucién normal de valor
esperado €'x y varianza x'Vx, con lo cual, si tipificamos esta variable, tenemos
T'x—¢'x . . .
que ——=——es una variable aleatoria normal de valor esperado cero y varianza

Vx'Vx
uno.

De todo esto se desprende que:

(CX—CX u—cx\ M—CX\

PEx =T s e e

donde @ es la funcién de distribucién de la variable aleatoria normal de valor

esperado cero y varianza uno.

Veamos la obtencidén del determinista equivalente mediante los criterios

minimo riesgo y de Kataoka.
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2. PROGRAMACION ESTOCASTICA (D)

a) Criterio minimo riesgo.

A partir de los resultados obtenidos, bajo la hipotesis de normalidad del
vector €, si se elige como criterio de resolucion del problema de programacion

estocstica el criterio minimo tiesgo de nivel u, el problema determinista
equivalente al problema estocastico es:

{u— E'x\
Max P(e'x<u)=

s.a xebD

Puesto que la funcion @ es estrictamente creciente, tenemos que

ex) [ u—g'x )
Max P(c x<u

X
xel}

‘I’LJEJ N v

Por taato, para obtener la solucion al problema determinista equivalente

del problema minimo riesgo de nivel #, en el caso lineal normal hemos de resolver
el siguiente problema fraccional no lineal:

M u—¢'x
ax
o Jx'Vx

s.a xelD

Una vez resuelto este problema, la probabilidad méaxima para la que se

puede asegurar que la funcion objetivo estocastica es menor o igual que el nivel de
aspiracion fijado u, es:

Max 2= c‘x)
ax .
xe [} fxtvx
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Mediante el siguiente teorema determinaremos bajo qué condiciones la

funcion objetivo de este problema es explicitamente cuasiconcava.
Teorema 2. (Stancu-Minasian (1997), pag. 133)

Sea € (x) = p(x)/o(x) una funcidén numérica definida sobre un conjunto
convexo D c R". Si p(x) es concavay p(x) > 0y o(x) es convexay o(x)

> (), entonces # es explicitamente cuasicéncava. B

A partir de este teorema tenemos que si el nivel de aspiracion fijado u es
tal que €'x*<u, con x* solucion del problema minimo valor esperado,

ex* = Migl ©x, y 0¢ D, la funcién objetivo del problema:

es una funcién explicitamente cuasiconcava, puesto que la funcién vx'Vx es

convexa y estrictamente positiva para todo x € D.

Por otro lado, podemos asegurar que, bajo la condicién €'x*<u, y si se
verifica que el conjunto de oportunidades del problema es convexo, todo maximo
local del problema anterior es global, a partir del teorema que enunciamos a

continuacion.
Teorema 3. (Stancu-Minasian, 1997, pag. 48)

St : D c R"—> R, es explicitamente cuasiconcava sobre [ convexo,

todo maximo local es global.®
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2. PROGRAMACION ESTOCASTICA (I)

Ejemplo.
Consideremos ¢l problema de programacion estocastica lineal:

"Min" €'x=¢,x, +&,x,
X
s.a  x,+x,z21
Ix, +2x,<8

x,,x,20

t . . . ., . .
donde ©= (E‘“ I 52) sigue la distribucion normal multivariante con valor esperado
11
1 4

que la variable aleatoria Z(x,€)=¢'x=¢,x, +5,x, se distribuye segin la

C =(4,2)l y matriz de varianzas y covarianzas V =( J con lo cual tenemos

distribucion normal de valor esperado T'x=4x,+2x, y varianza
x'Vx=x +4x] +2x,x, y, por tanto, la solucién minimo riesgo de nivel de

aspiracion u, es la del problema:

u—4x, - 2x,
Max —= 5
* \/xj +4x; +2x,x,

s.ax, +x,21
3x; +2x,<8

X;,x,20

En la siguiente tabla aparecen las soluciones de este problema para
distintos niveles de aspiracién. En la tercera columna aparece el nivel de
probabilidad maximo con el que se puede asegurar que la solucion obtenida no
supera el nivel fijado. Ademas, la cuarta y quinta columnas recogen los valores
que alcanzan el valor esperado y la varianza en cada solucion, para, de esa forma,
tener una medida de tendencia central y una de dispersion del objetivo estocastico
en cada una de las soluciones:
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2. PROGRAMACION ESTOCASTICA (1)

Nivel de Solucion Probabilidad Valor Varianza
aspiracion maxima esperado
-
u=-5 {0, 4) 0.0520812 8 64
=-0.1 (0, 4) 0.155649 8 04
I
=01 (0, 1) £.171056 2 4
u=73 0,1) 0.691462 2 4
H=4.6 0,1 0.9032 2 4
u=47 (0.0476,09523) 0.911540 2.095 3.721
u=3>5 (1/3,2/3) 0.936685 2.6666 2.3333
u=17 (0.7777, 0.2222) 0.999348 3.5555 1.148148

|

En la tabla anterior se observa que las soluciones del problema dependen

1gual que la probabilidad maxima y la varianza.

del nivel de aspiracién que se fije para el problema minimo riesgo. A medida que
aumenta ¢l nivel de aspiracidn crece la probabilidad mixima y disminuye la
varianza del objetivo estocastico en el optimo. En cambio, el valor esperado

decrece a medida que aumenta el nivel de aspiracion y, posteriormente, crece al

Obsérvese, ademads, que la solucion éptima del problema coincide para

en ambas. Esto mismo ocurre para los niveles u =3y u=4.6.

algunos niveles de aspiracion. En concreto, para v = -5 y » =-0.1 la solucién
optima es la misma y aunque la probabilidad maxima cambia en funcion del nivel
de aspiracion, la solucion éptima asi como el valor esperado y la varianza coincide
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2. PROGRAMACION ESTOCASTICA (I}

b) Criterio de Kataoka.

Consideremos el problema de Kataoka, para una probabilidad £ € (0, 1),
determinista equivalente del problema (PEL):

Min u

(x'.}
s.aP(E'x<w)y=p
xeD

Bajo la hipotesis de normalidad del vector € tenemos que:

x—¢'x u—E'x\, ,(u-—"

ty )
e
Jx'vx ) \/x'VxJ:wL\/x‘VxJ

ﬂ?

(o
PE'x<u)= k

con lo cual, si deseamos que la probabilidad sea igual a f obtenemos:

u CX\

Wave)~”

que podemos expresar también como:

o de manera equivalente:

u=0"(BWx'Vx +¢'x

Sustituyendo la restriccion probabilistica por la expresion que hemos
obtenido en el problema de Kataoka, tenemos que el determinista equivalente del

problema estocastico lineal bajo la hipétesis de normalidad es:
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Min u

(x'.u)
s.a u=® ' (fIWx'Vx+¢'x
xe D

problema equivalente al problema en n variables:

Min ®'(B)Wx'Vx +¢T'x

5. a xe D

Una vez resuelto este problema, el menor nivel u, para el que podemos
afirmar que la funcién objetivo no supera ese nivel con probabilidad fes:

u=Min @' (BIWx'Vx +E'x

Puesto que la matriz V es definida positiva, a partir del teorema 1 podemos
afirmar que el problema anterior es un problema convexo si se verifica que @'(3)
es mayor o igual que cero, lo que equivale a exigir que la probabilidad fijada para
la funcion objetivo estocastica sea mayor o igual que 0.5. Obsérvese, ademas, que
si la probabilidad fijada es g = 0.5, dado que @'(0.5) = 0, el problema que se
resuelve es el problema valor esperado minimo.

Ejemplo.
Consideremos de nuevo el problema de programacion estocastica lineal:
n LI TR~ 0 SO~ -~
1\/£1n € x=Cx, +2,X,
s.a  x,+x,21

3x,+2x,<8

X;,x,20
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2. PROGRAMACION ESTOCASTICA (I)

donde €= ('é‘, ,'é‘z)t sigue la distribucion normal multivariante con valor esperado
1 1

1 4

que la variable aleatoria Z(x,€)=¢'x=¢,x, +¢,x, se distribuye segin la

¢=(4,2)' y matriz de varianzas y covarianzas V =( J, con lo cual tenemos

distribucion normal de valor esperado ¢'x=4x,+2x, y varianza
x'Vx=x] +4x} +2x,x, y, por tanto, la solucién de Kataoka de probabilidad £ es

la del problema:

Min @' (B)/x? +4x? +2x,x, +4x, +2x,
s.a x;+x,=1
3x,+2x,<8

X;,%,20

En la siguiente tabla aparecen las soluciones a este problema para distintas
probabilidades. En la tercera columna aparece el nivel ¥ minimo que puede
alcanzar la funcién objetivo estocéstica con la probabilidad fijada. Ademas, al
igual que en el ejemplo correspondiente al criterio minimo riesgo, en la cuarta y
quinta columnas se recogen los valores que alcanzan el valor esperado y la

varianza en cada solucion.

De las soluciones obtenidas se observa que a medida que aumenta la
probabilidad, el nivel minimo que puede alcanzar la funcion objetivo estocastica
es también mayor y disminuye la varianza, con lo cual probabilidades mas altas
corresponden a soluciones peores en términos de nivel (recuérdese que se desea
minimizar la funcién objetivo estocdstica) y mejores en términos de varianza. Al
igual que en el problema minimo riesgo el valor esperado de la funcidon objetivo
estocastica decrece con la probabilidad fijada cuando ésta es baja y posteriormente

crece.

Ademais, de manera semejante a lo que ocurre cuando se aplica el criterio
minimo riesgo la solucidn del problema coincide para probabilidades distintas, v,
aunque los miveles minimos cambian para estas probabilidades, la decision que se

ha de tomar en estos casos es la misma.
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Probabilidad Solucion Nivel #« minimo | Valor |Varianza
esperado
p=0.1 (0, 4) -2.252320 8 64
B=0.15 (0, 4) -0.29144 8 64
£=02 0, 1) 0.316766 2 4
p=03 0,1) 0.951188 2 4
f=0.6 0,1 2.506686 2 4
f=038 0,1 3.683234 2 4
B=09 (0, 1) 4.56308 2 4
£=095 (0.4308, 0.5691) 5.171409 2.861753 | 1.971705
B=10.99 (0.6698, 0.3301) 6.01953 3.339782 | 1.326916
|
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2. PROGRAMACION ESTOCASTICA (I)

3.3. ALEATORIEDAD SIMPLE.

Como ya vimos en el estudio de las restricciones probabilisticas, la
hipdtesis de aleatoriedad simple, frecuente en la resolucidon de problemas de
programacion estocastica, establece que el vector de pardmetros aleatorios del
problema depende linealmente de una Unica variable aleatoria 7 , con distribucién
conocida y cuya funcién de distribucién £, es estrictamente creciente.

Supongamos, pues, que el vector de parametros aleatorios del problema
(PEL), €, depende linealmente de una tnica variable aleatoria, 7, con distribucion
conocida y cuya funcidn de distribucién F, es estrictamente creciente, de tal forma
que:

donde ¢', ¢’e R".

Supongamos ademas que ¢x > 0 para todo x & D.

Si se verifican estas hipdtesis tenemos que:

- 1t . It
P(?:"xSu)=P((c'+Tc2)‘xsu)=P(?Su 2(: X]=F;[u : XJ

C X C X

A partir de esta igualdad, obtenemos los problemas minimo riesgo y de
Kataoka.
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2. PROGRAMACION ESTOCASTICA ()

a) Criterio minimo riesgo.
Bajo las hipotesis establecidas, la solucion al problema:

Max PlE'x<u)

S. a 1D
coincide con la del siguiente problema fraccional lineal:

1
u—ch'x

2t

Max

s.a xeD
tal y como establece el siguiente teorema:
Teorema 4. (Stancu-Minasian, 1984, pag. 189)
Supongamos que:

(i) las componentes del vector "c‘:(’c“],cz,....,’c“,,]t dependen de una

variable aleatoria f de la siguiente forma:

T=c' +7¢?

donde ¢!, ¢’e R", ¢¥x > 0 paratodo x € D.

(if) La funcion de distribucion de la variable aleatoria 1, F,(.) es continua.

Entonces la solucién del problema
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2. PROGRAMACION ESTOCASTICA (I)

Max P{E'x<ul

s.a xeD

no depende de F; () y se obtiene resolviendo el siguiente problema

fraccional:

1t

u—e¢ X

Max —5——
x ¢ 'x

s.a xeD

El siguiente teorema determina como es la funcidn objetivo del problema
anterior:

Teorema 5. (Stancu-Minasian, 1997, pag. 133)

Sea @ (x) = Xx)/a(x) una funcién numérica definida sobre un conjunto
convexo D <. R" Si p (x) y o (x) son funciones lineales y o (x) > 0,
entonces ¢ es explicitamente cuasiconcava y  explicitamente
cuasiconvexa.l

Asi pues, la solucion del problema (PEL) mediante el criterio minimo

riesgo, bajo la hipdtesis de aleatoriedad simple coincide con la del problema:

t
u—c''x
Max ———

x c’'x
s. a xeD

y la probabilidad maxima de que el objetivo estocastico no supere el nivel de
aspiracion fijado u es:
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2. PROGRAMACION ESTOCASTICA ()

b) Criterio de Kataoka.

En este caso, si constderamos la resolucién del problema (PEL) mediante
el criterio de Kataoka, para una probabilidad # e (0, 1)

Min u

(x* )
s.a P(€xsu)=p
xe D

a partir de la hipétesis de aleatoriedad simple, puesto que:

- - u—c'x -e¢''x
P(”‘c“xSu)=P((c'+tc1)‘xSu)=P[t <S——|=F ? n
c’'x et'x

tenemos que la igualdad:

es equivalente a:

1
u—c¢''x

=F, ' (f)

ci'x

puesto que la funcién de distribucion, F,, es estrictamente creciente. Esto implica
que el problema de Kataoka:

Min u

(x*.a)
s.a P(E'x<w)=F
xe D

es equivalente a:

97



2. PROGRAMACION ESTOCASTICA (I)

Min u

(x*.u)
sa u=F'(B) ' x+c'x
xeD

La solucion de este Gltimo problema coincide con la del siguiente

problema con funcion objetivo lineal:

Min F'(fB)e*'x+¢''x

s.a xeD
[lustramos mediante el siguiente ejemplo la obtencion de estos problemas.
Ejemplo.
Consideremos el problema:

"Min" €'x=¢x, +&,x,
s.a  3x,+2x,22

2x, —3x, <8

X, + x, <5

x,,x, 20

donde €=c'+7c? donde ¢ = (4, -4), ¢ = (1, 12)' y 7 variable aleatoria

exponencial de parametro A=2 .

El valor esperado y la varianza la variable aleatoria €‘x son
1
E(c'x)=45x, +2x, y Var{c'x) = Z(x, + 12x2)2, respectivamente. Una vez

obtenidos estos dos momentos podemos resolver los problemas valor esperado y
minima varianza. En la siguiente tabla aparecen las soluciones de estos dos
problemas. Para cada solucion aparecen el valor esperado y la varianza de la
funcién objetivo evaluados en los éptimos.
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Criterio Solucién | Valor esperado | Varianza
Valor Esperado (0, 1) 2 36
Varianza (2/3,0) 3 1/9

Consideremos ahora la resolucion del problema mediante los dos criterios
de maxima probabilidad. Para ello, los puntos factibles del problema deben
verificar ¢*'x > 0. En este ejemplo ¢*x = x, + 12x, y es facil probar que los puntos

factibles del problema la verifican.

La solucion del problema minimo riesgo de nivel de aspiracion u coincide

con la del siguiente problema fraccional lineal:

M u—4dx. +4x
ax — 1 2
x x, +12x,
s.a  3x,+2x,22
2x, —3x, <8
X, + x, <5

x,x,20

En la siguiente tabla aparecen las soluciones de este problema para

distintos valores del nivel de aspiracion, u:
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Nivel de Solucion Probabilidad Valor Varianza
aspiracion maxima esperado

u=-10 0, 5) 0.2834687 10 900
u=-2 (0, 5) 0.451188 10 900
u=-0.1 (0, 5} 0.4848686 10 900
u=0.1 (0, 1) 0.4944783 2 36
u=3 o, 1 0.688596 2 36
u=3.1 (2/3,0) 0.727468 3 1/9
u=28 (2/3,0) 0.999999 3 1/9

Al igual que en el ejemplo resuelto en el caso normal de los resultados
obtenidos se desprende que la solucién del problema depende del nmivel de
aspiracion que se fije para el problema. Como se observa en la tabla, la
probabilidad maxima de las soluciones crece con el nivel de aspiracion y, ademaés,
la varianza va disminuyendo. En cuanto al valor esperado de la funcion objetivo
en el optimo se observa que su valor decrece para determinados valores de u vy,
posteriormente, crece. De nuevo, para determinados valores del nivel de
aspiracion la solucién que se obtiene es la misma (en concreto, u = -10, u = -2, u =
-0.1 y u = 0.1, u = 3), y, en esos casos, el valor esperado y la varianza de la
funcion objetive también coincide, aunque, como es légico, la probabilidad
maxima cambia.
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Finalmente, las soluciones del problema determinista equivalente
correspondiente a la aplicacion del criterio de Kataoka con probabilidad S, son las
del siguiente problema lineal:

Min E'(B)x, +12x,) +4x, — 4x,
s.a  3x,+2x,z22

2x, —3x, <8

X, + x, <5

X%, 20

Las soluciones de este problema para distintas probabilidades son las que
aparecen en la siguiente tabla:

Probabilidad Solucion Nivel # minimo | Valor |Varianza
esperado
p£=0.1 (0, 5) -16.83919 10 900
/=03 0,5) -9.29978 10 900
p=05 (0,1) 0.1588831 2 36
p=06 (0, ) 1.49774 2 36
p=0.7 (2/3,0) 3.067991 3 1/9
p=028 (2/3,0) 3.203145 3 1/9
p=0.95 (2/3,0) 3.66524 3 1/9
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Las soluciones obtenidas muestran, de nuevo, que las soluciones del
problema dependen de la probabilidad fijada. Al igual que en el criterio minimo
riesgo, las soluciones del problema dan un nivel de aspiracién mas bajo y una
varianza mas alta cuanto mas pequefia sea la probabilidad fijada. El valor esperado
de la funcién objetivo en el 6ptimo sigue el mismo comportamiento que en el
criterio minimo riesgo: decrece para valores de la probabilidad bajos (= 0.1y

p=10.3) y, posteriormente, crece con la probabilidad.®

De todo lo estudiado hasta ahora en este epigrafe se deduce que si se desea
resolver el problema de programacion estocastica lineal mediante el criterio
minimo riesgo o el criterio de Kataoka, bajo las hipotesis de normalidad o de
aleatoriedad simple del vector €, es posible obtener los problemas deterministas
equivalentes. Los problemas que se obtienen con ¢l criterio minimo riesgo son, en
ambos casos problemas fraccionales y con funciones explicitamente
cuasiconcavas 51 se establecen las hipotesis adecuadas. Si se aplica el criterio de
Kataoka, bajo la hipétesis de normalidad se obticne un problema convexo, si la
probabilidad fijada es mayor que 0.5 y, bajo la hipétesis de aleatoriedad simple se

obtiene un problema lineal.
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3.4. APLICACION DE LA DESIGUALDAD DE CANTELLL

Como ya se ha comentado anteriormente, la resolucidon de problemas de
programacion estocastica mediante el criterio minimo riesgo y el de Kataoka es,
en general, complicada, puesto que en la resolucién de estos problemas interviene
la funcion de distribucion de la variable aleatoria €'x y, generalmente, esta
distribucién depende del vector de decision X. Al igual que en el analisis de las
restricciones probabilisticas con coeficientes técnicos aleatorios, consideramos la
aplicacion de la desigualdad de Cantelli a la funcidn de distribucion de la variable
aleatoria €'x en los problemas minimo riesgo y de Kataoka. Realizaremos el
estudio para funciones objetivo estocdsticas en general, y, una vez obtenidos los
resultados, los aplicaremos al caso lineal, del que nos ocupamos en este apartado.
Comenzamos analizando la aplicacion de esta desigualdad para el problema

minimo riesgo y, posteriormente, para el criterio de Kataoka.
a) Criterio minimo riesgo.
Consideremos el problema de programacion estocastica:

"Min" Z(x, £)
) (PE)
s.a xeD

Si para su resolucién aplicamos el criterio minimo riesgo, para un nivel de
aspiracion u, el problema determinista equivalente a este problema de
programacion estocastica es:

Max P{Z(x, E) < u}

S. a xeD

(MR(u))

Supongamos que conocemos ¢l valor esperado y la varianza de la variable
aleatoria Z(x,2), £ [E(x, E)} y Var{%“(x, E)} , respectivamente y que para todo x €

D el valor de la varianza de Z'(x, E), Var{%”(x, E)} , s finito.
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Puesto que:
Pzx.B) <) = Pzx.B)- EF(, B} su- EF(x, D))

a partir de la desigualdad de Cantelli, enunciada en el apartado 2.3. de este
capitulo, si se verifican las hipétesis establecidas tenemos que para
uz= E{’z‘(x, E)}, haciendo A=u— E{E(x, E)} >0, se verifica que:

Pz(x, B) <u) = A(Z(x, ) - E{Z(x,B)} <u— E{Z(x,2)})
(u— Elzx,D))’
ar(7(x,5)) +(u- E{Zx. D))

V

A partir de este resultado, puesto que tenemos una cota inferior de la
funcion de distnibucion de la variable aleatoria, para obtener una solucidn
“aproximada” del problema minimo riesgo podemos maximizar esta cota, es decir,
resolver el problema:

(- E{z(x,B)})’

Max — S
Y Var(z(x, D) +{w- E{7(x,B)})
sa  E{Z(x, &)} <u (AMR(u))
xe D

Obsérvese que en el problema propuesto exigimos que se verifique la
desigualdad:

E{Z(x,E)} <u

puesto que, en otro caso, la funcion objetivo del problema propuesto no seria cota
inferior de la funciéon objetivo del problema minimo riesgo. Asi, esta desigualdad
acota superiormente el valor esperado de la funcidn objetivo del problema de

programacion estocastica, lo que implica que la solucién del problema (AMR(u))
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es tal que el valor esperado de la funcidn objetivo estocastica serda siempre menor

que el nivel de aspiracién fijado.

A partir de la desigualdad de Cantelli podemos asegurar, por tanto, que
dado un nivel de aspiracion para la funcion objetivo, «, si x* es la solucion éptima
del problema (AMR(u)), se verifica:

— E{F(x* E 2 £
[u- et ﬁ{)}] . <Max AE,E) <)
Var(ff(x*,&))+(u—5i5(x*a§11) -

Los siguientes teoremas nos sirven para determinar como es la funcion
objetivo del problema (AMR(u)).

Teorema 6 (Stancu-Minasian (1997), pag. 43)
Sea 6 una funcién numérica definida sobre un conjunto convexo D c R”,
SeaQ), ={x/xeD &x)>a}

Entonces ¢ es cuasicéncava si y sélo si Q, es convexo o vacio para a €
R.m

Teorema 7.

Consideremos la funcién f: D < R" -» R, con D convexo.

(- £{2(x.8)})’

var(z(x,E)} + (u- £{z(x E)})

f(x)=
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donde u es una constante, u € R. Si para todo x € D se verifican las

siguientes hipdtesis:
. Var{"z”(x,g)} y E{%’(xa} son funciones convexas.

OE{E(x,E)} <uy Var{?(x,g)} >0,
entonces f{x) es una funcion cuasicéncava.l
Demostracion.

A partir del teorema 6, para poder asegurar que la funcidon f es
cuasiconcava hemos de demostrar que el conjunto 2, = {x/x € D, f(x) =
a} es un conjunto convexo para todo ae R.

Bajo las hipotesis establecidas, la funcidn f tomara valores entre 0 y 1, es
decir, f: D R" > [0, 1).

Para analizar la convexidad del conjunto €,, a partir del recorrido de la
funcidén f, consideraremos distintos posibles conjuntos de valores para el
pardmetro &: @ <0, a e [0, )ya=1.

Asi:

ePara o < 0 tenemos que:

Q =Jxe D/ia<0<

a

Varlz(x,E)) + (u- E{z(x.B)))"

luego, para a <0, 2, = D, conjunto convexo por hipotesis de partida.
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e Si a € [0, 1) tenemos que f(x) = « ¢s equivalente a la desigualdad:
— ~ 2
aVar{E(x, &)} <(1- a)(u - E{’z‘(x, i)})

y, tomando raiz cuadrada a ambos lados de la desigualdad anterior, puesto

que aVa,r{'Z(x, E)} > 0, obtenemos el conjunto:
Q = {x ebD/ \fai Var{”z“(x,g)} — 1= a(u— E{’z“(x,z)}) < O}

que es un conjunto convexo puesto que a € [0, 1) y las funciones

E {E(x, E)} y ,}Var{'z‘ (x, E)} son convexas por hipélesis de partida.

¢ Finalmente, para o > 1 obtenemos el conjunto:

wef2)) |

Q, =J’X€Df1_<_aﬁ

puesto que el recorrido de la funcién fes el intervalo [0, 1).W

Por tanto, queda demostrado que para cualquier valor real de a, el conjunto

€2, es un conjunto convexo y, a partir del teorema 6, podemos asegurar que la
funcion

€s cuasiconcava.
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Una vez obtenido el problema (AMR(u)), si nos plantemos el problema

estocastico con funcion objetivo lineal:

"Min" €'x
¥ (PEL)
s.a xeD

y su determinista equivalente mediante el criterio minimo riesgo para un nivel de

aspiracion u:

Max PlE'x < u}

5 a xeD

con € vector cuyas componentes, ¢, j = 1, 2, ..., 1, son variables aleatorias, de
valor esperado € y matriz de varianzas y covarianzas V, definida positiva, puesto
que el valor esperado de la funcion objetivo estocdstica €'x es €'x y su varianza

es X'Vx, podemos obtener una cota inferior al problema anterior aplicando la
desigualdad de Cantelli, si resolvemos el problema:

—t 2
H—CX
Max t ( )—t 2
X Vx+(u—-c'x)
s.a ¢'x<u
xeD

Ejemplo.

Consideremos el problema de programacion estocastica lineal planteado en
el caso normal:

"Min" €'x=¢x, +7,x,
X
s.a  x; +x,z21
I3x, +2x, <8

X;,%, 20
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2. PROGRAMACION ESTOCASTICA {I)

donde T= (Z‘“1 ,’é‘z)t es un vector aleatorio con valor esperado ¢ = [2] y matriz de

11
1 4

Z(X,€)=¢"'x=¢,x, + 0,x, tiene valor esperado €'x=4x, +2x, y varianza

varianzas y covarianzas V =[ J, con lo cual tenemos que la variable aleatoria

x'Vx=x; +4x; +2x,x,. Supongamos que se desconoce la distribucién de
probabilidad de la variable aleatoria €'x y que para obtener soluciones a este
problema mediante este criterio se aplica la desigualdad de Cantelli a la funcién de
distribucion de la misma. El problema que se ha de resolver es, para un nivel de

aspiracion u:

(u—4x, —2x2)2
Max 5
*ox] +4x] +2x,x, +(u—4x1 —2x2)
s.a 4x;+2x,<u
X, +x,21
3x, +2x,<8

X,%,20

En Ia siguiente tabla aparecen las soluciones a este problema para distintos
niveles de aspiracion. Al igual que en casos anteriores, en la tercera columna
aparece la cota inferior para la probabilidad que nos proporciona el problema.
Ademds, en la cuarta y quinta columnas se recogen los valores que alcanzan el
valor esperado y la varianza en cada solucion.
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2. PROGRAMACION ESTOCASTICA (I)

Nivel de Solucion Probabilidad Valor |Varianza
aspiracion (cota inferior) { esperado
u=2.5 0, 1) 0.0588 2 4
u=73 {0, 0.2 2 4
u=>5 (1/3,2/3) 0.7 8/3 7/3
u=17 (0.7783, 0.2216) 0.9117647 3.5566 | 1.147418

Como puede observarse las soluciones que se obtienen son tales que a
medida que aumenta el nivel de aspiracién fijado, la probabilidad y el valor
esperado aumentan a la vez que disminuye la varianza del objetivo estocastico. En
este caso, el problema correspondiente a niveles de aspiracion menores que 2
(v <2) no tiene solucioén. Esto se debe a la restriccion 4x, +2x, <u que ha de
incluirse en el problema al aplicar la desigualdad de Cantelli. Dado que este
ejemplo es el que se ha resuelto anteriormente en el caso normal, podemos
comparar las soluciones obtenidas entonces y las que nos proporciona la cota.
Como puede observarse, las soluciones que se obtienen mediante la cota se

asemejan mads a las reales cuanto mas alto es el nivel de aspiracion.
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2. PROGRAMACION ESTOCASTICA (1)

b) Criterio de Kataoka.

Consideremos de nuevo el problema de programacién estocastica:

"Min" Z(x, E
fin" Z(x, £) (PE)
s.a xe D

Supongamos que para su resolucidn aplicamos el criterio de Kataoka con
una probabilidad f € (0, 1). En este casc, consideraremos el problema de Kataoka
con desigualdad en la restriccion probabilistica, es decir, planteamos el problema
determinista equivalente como:

Min u

(x*2)

s.a PGx.EYswyz B (KB
xeD

Supongamos que conocemos el valor esperado y la varianza de la variable
aleatoria E(X,E), E {"z‘(x, E)} y Var{%’(x, E)} , respectivamente y que para todo x €

D el valor de la varianza de Z(x, &), Var{%‘(x, E)}, es finito.

A partir de los resultados obtenidos en el apartado 2.3 de este capitulo, en
¢l que se aplica la desigualdad de Cantelli a la restriccién probabilistica:

Plg.(x.E)<0)2q,

podemos asegurar que todo vector X que verifique:
¥l = o~
L Var{z(x, &)} + E{z(x, &)} <u

1-p

verificard también la restriccion  P(Z(x, &) < u) > £ del problema (K(B)).
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Consideremos, pues, ¢l problema:

Min

(x* )

s.a T-ﬁﬁ Var{fz“(x, E)} + E{E(x, E)} <u

xe D

Definimos el conjunto S, como:

S, = {(x: ) e R™ /% JVarlFx )} + BB <ux e D}

Puesto que, a partir de la aplicacion de la desigualdad de Cantelli sabemos
que el conjunto S, es un subconjunto del conjunto de oportunidades del problema
de Kataoka:

Sy c{(x w1 PExE)y<u}2 B,x e Dl

podemos asegurar que si (x*', #*)' es solucién del problema

Min u

(x* )

s.a T% JVar{Z(x,B)} + E{7(x, 8 <u

xeD
entonces u* > u’, con u” solucion det problema de Kataoka:

Min u

(x'.u)
s.a PE(x,E)<u)> f
xe D
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2. PROGRAMACION ESTOCASTICA (1)

Por otro lado, puesto que el vector x* solucién del problema

Min u
B (xE (x T
s.a 17 Var{z(x,i)}+E{z(x,§)}£u
xe D

es también solucion del problema:

Min 1/1—’65 ,/Var{f(x,%;)} + E{7(x,)} (AK(B)

s.a xe D

en adelante, para obtener una solucion aproximada del problema de Kataoka
(K(B)) resolveremos el problema (AK()), con lo cual se tiene que:

vyl |2 foalete ] £l )]

conu'e R, (x’, ¥’) solucion optima del problema de Kataoka.

Asi pues, como aproximacion a la solucion oOptima al problema de
Kataoka, proponemos la resolucién del problema:

M Va6, + B B)

s.a xelD

(AK(B))

Si las funciones Var{%‘(x,g)} yE{E(x, E)} son funciones convexas, el

problema {AK(p)) es un problema convexo. Ademads, la funcion objetivo de este
problema puede expresarse también como:
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2. PROGRAMACION ESTOCASTICA (I)

JF | Var(z(x, )} +1- BE[z(x.B))

con lo cual, mediante la desigualdad de Cantelli se resuelve el problema de
Kataoka minimizando una combinacion lineal de la desviacién estandar y el valor
esperado de la funcién objetivo estocastica, ponderando cada uno de estos
términos con \/E y ﬂ , de manera que cuanto mayor sea la probabilidad
fijada, S, se pondera mas la desviacién estindar y menos el valor esperado de la

funcidn objetivo estocastica.

Para finalizar este apartado, construiremos el problema que resulta al
aplicar la desigualdad de Cantelli al problema (K(B)) en el caso lineal
Consideremos, pues, el problema de programaciéon estocastica con funcion
objetivo lineal:

] Mil’l" '-é—tx
: (PEL)
s.a xep
con € vector cuyas componentes, ¢, j = 1, 2, ..., n, son variables aleatorias, de

valor esperado € y matriz de varianzas y covarianzas V, definida positiva, lo que
implica que el valor esperado de la funcion objetivo estocastica €'x es €'x y su
varianza es x'Vx.

El determinista equivalente al problema anterior mediante el criterio de
Kataoka, para un probabilidad f € (0, 1), es:

Min u
{x*u)

saP(E'x<uy= p
xeD

Si aplicamos a la restriccidn probabilistica de este problema la desigualdad
de Cantelli, el valor de la funcidn objetivo en el optimo del siguiente problema

nos proporciona una cota superior de 6ptimo del problema anterior:
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2. PROGRAMACION ESTOCASTICA (1)

Min " ﬂﬁ V'V +e'x

5.4 xe D

Obsérvese, ademas, que, puesto que la matriz V es definida positiva por
hipétesis, y dado que £ € (0, 1), este problema es convexo.

Antes de pasar a analizar la transformacion del objetivo estocdstico en su
equivalente determinista para el caso cuadratico, planteamos un ejemplo de la
resolucion del problema estocastico aplicando la desigualdad de Cantelli al
problema de Kataoka.

Ejemplo.

Consideremos de nuevo el problema de programacion estocastica lineal
planteado en el caso normal:

"Min" €'x=0¢x,+C

: X=CpX, +6,X;

s.a  x,+x,21
3x,+2x,<8

X;,%x,20

S —~— St t = [ .
donde ¢ = (c € 2) es un vector aleatorio con valor esperado ¢ :( J y matriz de

2
\

1 4

Z(x,€)=¢'x=¢x, +0,x, tiene valor esperado €'x=4x,+2x, y varianza

varianzas y covarianzas V =( }, con lo cual tenemos que la variable aleatoria

x'Vx=1x; +4x; +2x,x,. Supongamos que se desconoce la distribucion de
probabilidad de la variable aleatoria T'x y que para obtener soluciones a este
problema mediante el criterio de Kataoka se aplica la desigualdad de Cantelli a Ja
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2. PROGRAMACION ESTOCASTICA (1)

funcion de distribucion de la misma. El problema que se ha de resolver es, para
una probabilidad g

Min 1/1 ﬁﬁ \/x,? +4x32x,x, +4x, +2x,
s.a

X, +x,21
3x,+2x,<8

x,,x, 20

En la siguiente tabla aparecen las soluciones a este problema para distintos
niveles de aspiracion. Al igual que en casos anteriores, la tercera columna aparece
la cota superior para el nivel minimo que puede alcanzar la funcion obietivo con at
menos la probabilidad fijada. Ademds, en la cuarta y quinta columnas se recogen

los valores que alcanzan el valor esperado y la varianza en cada solucion.

Probabilidad Solucion Nivel 4 minimo Valor Varianza
(Cota superior) | esperado
_*
£=03 (0, 1) 3.309307 2 4
5=0.6 (0, 1) 4.44949 2 4
£=038 (0.591, 0.40825 5.63299 3.1835 1.50005
p=09 (0.7592, 0.2407) 6.768875 3.5184 1.17391

Las soluciones obtenidas mantienen las mismas caracteristicas que las del

problema correspondiente a aplicar la desigualdad de Cantelli sobre la funcién de

distribucton en el criterio minimo tiesgo: a mayor probabilidad, mayor nivel,

116



2, PROGRAMACION ESTOCASTICA (I)

mayor valor esperado y varianza méas pequefia. Puesto que el problema que hemos
resuelto es el que se planted para ilustrar el caso normal, cabe sefialar ahora que tal
y como se comentd en el apartado 2.4 de este capitulo, la aplicacion de la
desigualdad de Cantelli es “mejor” cuanto mas alta es la probabilidad fijada, tal y
como puede observarse si se comparan la tabla de las soluciones obtenidas en el
caso normal y la que acabamos de ver.
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3. PROGRAMACION ESTOCASTICA (1)

Siguiendo con el estudio del capitulo dos, y tras haber considerado la
transformacion del conjunto de oportunidades en su determinista equivalente asi
como los criterios de transformacion del objetivo estocastico en determinista y su
aplicacion al caso lineal, consideramos ahora la obtencién del determinista
equivalente del objetive estocastico en el caso cuadratico. Como veremos a
continuacion, este tipo de funcién puede ser de utilidad para problemas de
programacion matemafica en los que se desea minimizar la diferencia cuadratica
entre términos lineales y valores aleatorios. Para obtener el determinista
equivalente se consideran los cuatro criterios basicos de transformacién del
mismo, analizados en el capitulo dos: valor esperado, minima varianza y los
criterios de maxima probabilidad (minimo riesgo y de Kataoka). Una vez
analizado esto, nos planteamos que la existencia de distintos criterios de
{ransformacion del objetivo estocastico puede dar lugar a cierta confusion a la
hora de resolver el problema. Como se ha sefialado anteriormente, esto hace que la
resolucion de cualquier problema lleve implicita la necesidad de elegir un
concepto de solucidn. Esto nos ha motivado a analizar la posible existencia de
relaciones entre unos conceptos de solucién y otros. El epigrafe dos de este
capitulo se dedica a este estudio.

1. TRANSFORMACION DEL OBJETIVO ESTOCASTICO EN SU
EQUIVALENTE DETERMINISTA. CASO CUADRATICO.

Consideramos ahora la resolucion de problemas con funcion objetivo
estocastica tipo cuadratica. Denominamos asi a aquella funcién objetivo suma de
una forma cuadratica en las variables de decisién del problema, x, una forma
cuadratica en el vector de parametros aleatorios, &, y un término lineal formado
por el vector de variables de decision y el de parametros aleatorios. El problema
que planteamos es, por tanto:

"Min" Z(x,E)=x'Bx-E'x+ & 'HE
x (PEC)
s.a xe D
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3. PROGRAMACION ESTOCASTICA (ID)

con B matriz. de orden nxn, al menos semidefinida positiva, H matriz de orden

nxn, simétrica y al menos semidefinida positiva.

Suponemos que el conjunto D, subconjunto de R', D c R” es convexo,
compacto y no vacio y que este conjunto es determinista o bien ha sido
transformado en su determinista equivalente siguiendo el criterio de restricciones

de azar separadas.

Sea & vector aleatorio definido sobre un conjunto E < R”". Suponemos
dada la familia F de eventos, es decir, subconjuntos de E, y la distribuciéon de
probabilidad P definida sobre FF, de manera que para cualquier subconjunto de E,
A c E, A € F, la probabilidad de 4, P(4), es conocida. Ademas, se mantiene la
hipotesis de que la distribucion de probabilidad, P, es independiente de las
variables de decision, x,,...,x

YAt

Obsérvese que si la matriz H es nula, la funcién objetivo del problema
anterior es 7(x,£)=x'Bx— &'x, en la que el vector de paramctros aleatorios
afecta solo al término lineal de la funcidn. Esto implica que la resolucién el
problema es muy parecida a todo lo analizado ya para problemas estocasticos con
funcion objetivo lineal, al menos en lo que se refiere a la transformacion del
objetivo estocastico en su determinista equivalente. Asi, el valor esperado de la
funcion objetivo estocastica cambia, aunque no la varianza del objetivo
(recuérdese que la varianza de una constante es nula). En lo que se refiere a los
criterios de maxima probabilidad (minimo riesgo y de Kataoka) los problemas
deterministas equivalentes que se obtienen para el problema estocdastico varian de
los obtenidos en el caso lineal, pero los mecanismos de transformacion de la
funcién objetivo del problema determinista equivalente son paralelos a los
estudiados en el epigrafe 3 del capitulo 2.

El planteamiento del problema (PEC) surge a partir de la idea de resolver
problemas de programacion estocastica con funcidn objetivo estocdstica del tipo:

7(x, ’i’)=;(a,-x,- -pE)
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a, B, eR,a,,p,#0,i=1,2, ... n enlaque se mide la suma de la diferencia
cuadratica de términos lineales y deterministas respecto de parametros aleatorios.

Puesto que:
E(X,T)z i:(aixf' - )Bf?i)z = i:aizxiz - 22“:’/3:'?;)(; + 'Zﬂfz?sz
=l i=t i=1 i=i

si definimos:

. F=2a.ﬂ.5:>7= < =7’ = éz Ji=12,...,m
AP S ey 2
! 0 0
|(a12 0 O\l da
1
0 a 0 —
« B= i lyu=| © 4a; 0
Lo 0 ajJ 0 0 1
4o
la expresién matricial de la funcién anterior es:
E(x,7)=2ai2xf _22(1;:3;?:'3‘1 +Zﬂ52?;2
i=i i=] i
Z(x,8)= Za x, —2Za s Zﬁ
20 ﬂ ﬂ,

=x'Bx-&'x + E'HE
Asi, pues, abordamos a continuacidn la resolucién del problema:

"Min" Z(x,£)=x'Bx—E'x+ & 'HE
. (PEC)
s.a xe b
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Para ello comenzamos calculando el valor esperado y la varianza de la
funcién objetivo estocastica. Como veremos a continuacién, el valor esperado de
la funcién cuadritica planteada depende del vector valor esperado de &, &, y de su
matriz de varianzas y covarianzas, V, lo que implica que si se conocen E y V,se
puede determinar el valor esperado de la funcidn objetivo estocastica y, por tanto,
se puede resolver el problema de programacién estocastica mediante el criterio

valor esperado.

En cuanto a la varianza de la  variable  aleatoria
Z(x,£)=x'Bx— E'x+E'HE, obt..dremos una expresion de la misma que
depende de los momentos de orden tres y cuatro de la variable aleatoria £, i = |,
2, ..., n, y de momentos del tipo E(f}“éﬂ";" ), ije{l,..,n}i#j, a f N. Esto
da lugar a la necesidad de establecer hipétesis acerca de la distribucion de
probabilidad del vector £. Se consideran en este trabajo dos casos distintos:
normal y de aleatoriedad simple, afiadiendo, ademas, hipotesis adicionales acerca
de la matriz H. Para estos casos obtenemos la varianza del objetivo estocastico, lo
que nos permite resolver el problema (PEC) mediante el criterio minima varianza
y, ademds, plantear el problema correspondiente al conjunto de soluciones
eficientes valor esperado desviacion estandar,

En cuanto a la aplicacion de los criterios de maxima probabilidad para
resolver ¢l problema (PEC), las dificultades para determinar la distribucién de
probabilidad de la variable aleatoria Z(x,£) = x'Bx — & 'x + £ '"HE (aun cuando se
mantienen las hipétesis de normatidad y de aleatoriedad simple para el vector £)
nos ha llevado a considerar la aplicacién de la desigualdad de Cantelli, estudiada
en el apartado 3.4. del capitulo 2, para resolver el problema minimo riesgo y de
Kataoka.

A continuacion obtenemos el valor esperado y la varianza de la funcién
objetivo estocastica. Posteriormente, plantearemos los problemas deterministas
equivalentes al problema estocastico para los dos casos sefialados anteriormente:
normal y aleatoriedad simple, siguiendo los criterios valor esperado, minima
varianza, minimo riesgo y de Kataoka.
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1.1. CALCULO DEL VALOR ESPERADO Y LA VARIANZA DE
LA FUNCION OBJETIVO ESTOCASTICA CUADRATICA.

VALOR ESPERADO.

Sea la funcién estocastica (x, ) =x'Bx— £'x+ E'HE. Sea E = E{g}, el
valor esperado de E 5 = E{c_"fj}, i=12,...,n, y V su matriz de varianzas y

covartanzas:

oy

f

B |
LTM G - a;J
con? ~VarE} - (& ~£)'}. oy =Cové £} = E(EE | -5,

Puesto que el valor esperado de una suma es igual a la suma del valor

esperado, tenemos que:

E{x'Bx+E'HE - £'x} = x'Bx + E{E‘HE} - £{E'x) =
=x'Bx + E{E‘HE} ~- &'

Hemos de calcular, por tanto, £ E'HE}:

E{Z'HE) - {Zhﬂs‘ P2 EE l ShE(E) +2 5, 5[EE ) -

ij=1 j ij=1

i<y i<j

—Zh,,(a +& )+22hy( oy +EE )= Zh”cf, +2Zhy 2 E 4

i, =1 ij=1
i<y i<f

+Zh"o; +22hy —E'HE + r(HV)
INE]]
i<j
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donde tr (HV) es la traza de la matriz HV.
Por tanto, el valor esperado del objetivo es la funcidn cuadratica:
E{Z(x,&)} =x'Bx~ &'x + £'HE + tr(HV) (1

Puesto que suponemos que la matriz B es al menos semidefinida positiva, tenemos

que la funcién obtenida es convexa.
VARIANZA.

Calculamos la varianza del objetivo estocastico Z(x,£), a partir de las
varianzas de cada uno de los sumandos de la variable aleatoria y las covarianzas

entre ellos. Puesto que:
Z(x,E)=x'Bx - E'x + &£ 'HE.
tenemos que:
Var{%‘(x, E)} = Var{—gtx} + Var{g‘HE} + 2cov{—g‘x,g'HE}

De los tres sumandos de la varianza, conocemos el valor de la varianza de
ug'x,Var{—E'x} =x"'Vx, por ser V la matriz de varianzas y covarianzas de &.
Calculamos a continuaciéon los valores de la varianza de la variable aleatoria
E'HE y de la covarianza entre las variables £‘x y € 'HE :

Var(E'HE}| = £{(E'HE - E'HE - u(HV))'| =

o2l men ) I )
E{(E'HE)' | - (E'HE) ~(ue(HV))’ - 2tr(HV)E'HE

It
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cov|-E*x, E'HE} = E{(~E'x+ E'x)(EHE - E'HE - t(HV))| =

U 3)
= —E{E‘xE'HE} + E'x(E'HE + tr(HV))

con:
finc-sac]|
E{(E‘Hé) }:Eltgh"éz +;;=1hu -y ]:
,, ,, (. VL
=ZhjE{§,4}+ .ZEh“hﬂE{ £2 H;Z}+E1{Z=:1huaij J +
-
+2E ( hji'jzlz__‘,hyéj;ﬁJJ
y

Como puede observarse, la expresion de la varianza de la funcion Z(x, &)
es complicada. A diferencia del caso lineal, en el que basta conocer la matriz de
varianzas y covarianzas del vector de parametros aleatorios para conocer la
varianza de la funcién objetivo, en el caso que planteamos, para conocer €sta
hemos de conocer la funcion de distribucion del vector de parametros aleatorios y
momentos de orden superior a dos de los mismos. Esto nos lleva a la necesidad de
especificar la distribucién de probabilidad de & y a establecer hipotesis
adicionales acerca de la estructura del problema que planteamos.
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Los dos casos que consideraremos son el caso normal con matriz H

diagonal y el caso de aleatoriedad simple, con variable aleatoria normal.

Como veremos a continuacion, la hipotesis de normalidad se mantiene
debido a que con esta distribucion de probabilidad los momentos de orden tres y
cuatro respecto al origen de la variable aleatoria Ej ,i=1,2, .., n vienen dados en
funcion del valor esperado y de la varianza de £,. Existen otras distribuciones de
probabilidad para Jas que esto ocurre también tales como la beta, la uniforme o la
exponencial, entre otras. Para estas distribuciones puede obtenerse de igual forma
la varianza de la variable aleatoiia Z(x,£)=x'Bx-E&'x+E'HE, y lo que
desarrollamos a continuacion puede extenderse a estos casos, aunque,

evidentemente, la expresion de la varianza variara de unos a otros.
a) Caso normal.
Supongamos que se verifican las siguientes hipétesis:

H1) b, =0, para todo i, j € {1, 2, ..., n}, i = j, es decir, la matriz H es

diagonal.

H2) Las variables aleatorias 5‘,’ ,é;,...,a:_%; son mutuamente estadisticamente
independientes.

H3) El vector E se distribuye segun la distribucién normal multivariante

- (= =\t : : .
de valor esperado & = (5 &, ,...,df,,) y matniz de varianzas y covarianzas

V definida positiva.'

' Esta tercera hip6tesis nos sirve para determinar los valores de los momentos tres Y cuatro
respecto al origen de las variables aleatorias ( E{f, 3 } y E{E 4 }). La hipotesis de normalidad podria
haberse reemplazado por la de otras distribuciones, tales como la uniforme, beta, exponencial,....
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3. PROGRAMACION ESTOCASTICA (I1)

Consecuencias de las hipatesis (H1), (H2) y (H3)

A partir de la hipdtesis (H2), puesto que las variables aleatorias del

problema son mutuamente estadisticamente independientes, se verifica’:
E{EEP) = E[E*)E[E a.p R

Ademas, dado que el vector & se distribuye segin la distribucién normal
muitivariante, para cada i € {1, 2, .., n}, la variable /,2: es normal con valor

esperado & y varianza o/, luego’:

E{&7}=E(&? +307)
E{E“} =& +6& 07 +30!

Ademas, bajo las hipotesis (H1)-(H3) se tiene que la matriz H es diagonal
y también lo es la matriz V (puesto que se supone que las variables aleatorias

5,5,...,&; son mutuamente estadisticamente independientes). Esto da lugar a
poder expresar la traza de la matriz HV como e¢HVe, donde e € R", ¢, =1,i=1,

2, .o HL
Varianza.
Partimos de la expresidn de la varianza obtenida anteriormente:

Var{7(x,&)} = x'Vx + Var{Z'HE} + 2 cov{-Z‘x, & 'HE]

y calculamos los valores de la varianza de E'HE y de la covarianza entre las
variables £'x y €'HE, bajo las hipotesis establecidas.

? Véase Hogg y Craig (1989), cap. 2. pag. 84-85.
’ Véase Hogg y Craig (1989), cap. 3, pag. 116.
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Por (2) sabemos que:

Var(Z'HE} = £{(E'HE - E'HE - wr(HV))' | =

= E{(E‘HE)z} —(£'HE)* - (tr(HV))" - 2tr(HV)E'HE

A partir de las hipétesis (H1)-(H3) tenemos que:

E{(EtHE)Z } = E{Z:hﬁgd + Qihﬁazhﬂaz } =

i,j=1
i<

-ShplE) 2 S 5EE(E) -

ij=1
i<j

=(T'HE)" + 2u(H?V?) + (t(HV))” + 20:(HV)E'HE + 4E'HP VE

Luego, la varianza de £ "HE es:

Var{Z'HE} = (E'HE)® + 2tr(H?V?) + (tr(HV))’ + 2tr(HV)E'HE +
+4Z'H*VE - (£'HE) —(r(HV)) - 20(HV)E'HE=  (4)
=2(H*V*) + 48 'H>VE

A partir de (3) tenemos que el valor de la covarianza es:

cov{—é ‘x, E'HE} = E{(«Etx + E'x)(E‘HE - E'HE - tr(HV))} =
= ~E{E'xE'HE| + E'x(£'HE + tr(HV))

Por las hipotesis establecidas, tenemos que:
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{ xE_,'HE_, Xh”f X, +22h” =§'H§§'x+2EtHVx+tr(HV)E‘x

luego, el valor de la covarianza es:

cov{-E'x, E'HE} = —(E'HEE 'x + 2 HVx + tr(HV)E 'x) + £ 'x(£'HE + tr(HV)) =

" (5
= 2E'HVx

A partir de (4} y (5) obtenemos que si se verifican las hipdtesis (H1)-(H3)
la varianza de la variable aleatoria Z(x,&) =x'Bx — £ 'x + & 'HE es:

ar{Z(x,E)} =x'Vx+ Var{€'HE} + 2 cov{-E'x, £ 'HE | =
=x'Vx - 48'HVx + 2tr(H*V?) + 4 'H*VE

Por tanto, la varianza de la funcion objetivo estocastica,
7(x,E)=x'Bx - E'x+ E'HE:

Var{Z(x,B)} = x'Vx - 4£'HVx + 20(H?V?) + 42 'H*VE (6)

es una funcién cuadratica de las variables de decision del problema, x, y, como la
matriz V es definida positiva, es una funcion convexa.

b) Aleatoriedad simple normal.
Supongamnos que se verifica la sigutente hipotests:

H4) El vector £ depende linealmente de una variable aleatoria 7 :

E=g'+7g
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conE!, 2 € R"y T es una variable aleatoria normal de valor esperado 7 v

: 2 : 2 L)
varianza o, finita, o; <.

Una vez establecidas esta hipotesis, calculamos el valor esperado y la

varianza de la funcién objetivo estocéstica:
En ese caso, la funcion objetivo del problema (PEC) es:
F(x,8)=7(x,T)=x'Bx— TE*x —&"x + T " HE? + £ HE' + 278" HE?
Valor esperado.

El valor esperado de la funcion objetivo de nuestro problema es, en este

caso:
E{z(x, 1)} =x"Bx— (78> +£")'x + (0] + 1 )EYHE? + 2(E"HE? + E"HE" (7)
Varianza.

Puesto que la varianza de una variable aleatoria es el valor esperado de la
diferencia al cuadrado entre la variable aleatoria y su valor esperado:

- o - 2
Var{z(x, 1)} = (E{z(x, 1) - E{Z(x,1)}})
calculamos en primer lugar la diferencia Z(x,f) ~ E {E(x,?)} :

F(x, 1) - E{Z(x, D)} =~ - DE¥x+ (I — o) — 1 HEMHE? +2(F - HE"HE?

* Esta hipotesis nos sirve para determinar los valores de los momentos de orden tres y cuatro
respecto al origen de la variable aleatoria 7 {E{7’} v £{7*}), de manera que, en vez de suponer

normalidad podria haberse supuesto otra distribucién (uniforme, beta, expenencial,...).
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Elevamos al cuadrado la expresion y calculamos el valor esperado y

obtenemos:

Var{Z7(x.7)} = 02 (€¥x)" = 2 E{(7 - 1)(T? — o - 7")|EMHE® + 2028 HE? J ' +
+ E{(?z _O_Jz _ t_z)z}(E_,Z‘HEf)z +40'r2(E.~“H§2)2
+AE{T — TP —o? - T HEE HE?

A partir de la hipétesis (H4) se tiene que los momentos de orden tres y

cuatro respecto al origen de la variable alzatoria 7 son:

E{T* =i +3a2)
E{f*}=7"+6i%c +30]

luego:

E{f -7 -o? -i")) = E(T) - -fa'= 210

E{(f -} =) = BT +(c? +17) =20] +41°0}
y, por tanto, la expresion de la varianza es:

Var{Z(x,7)} = o2 x ‘€26 ¥ x — 407 (£ 'HE? + [E¥HE? )£ x + ®
+207 (20 +0? We HE?)" + 402 (" HE?)® + 8i0 L HE " HE?

Como puede observarse, el problema que se obtiene es un problema
cuadratico convexo.

Una vez obtenidas las expresiones del valor esperado y de la varianza en
los casos considerados, planteamos los problemas deterministas equivalentes que
se obtienen al aplicar los criterios considerados en este trabajo a la funcion
objetivo estocastica cuadratica. En primer lugar veremos el caso normal y,
posteriormente se analizard el de aleatoriedad simple normal.
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1.2. CASO NORMAL.

Consideremos el problema de programacion estocastica cuadratica:

"Min" Z(x,&)=x'Bx— &'x + £'HE

(PEC)
s.a xeD

con B matriz de orden nxn, al menos semidefinida positiva, H mairiz de orden

nxn, simétrica y al menos semidefinida positiva.

Suponemos que el conjunto D, subconjunto de R*, D < R" es convexo,
compacto y no vacio. Suponemos que este conjunto es determinista o bien ha sido
transformado en su determinista equivalente siguiendo el criterio de restricciones
de azar separadas.

Supongamos que s¢ verifican las hipotesis (H1), (H2) y (H3) del apartado
anterior. Abordamos ahora la resolucion del problema (PEC). Para ello
consideramos su transformacion en un problema determinista equivalente
mediante los criterios analizados en el epigrafe 3 del capitulo 2: valor esperado,
minima varianza y los dos criterios de maxima probabilidad: criterio minimo
riesgo y criterio de Kataoka.

a) Valor esperado.

A partir de los resultados obtenidos en el apartado 4.1, sabemos que el
valor esperado de la funcion objetivo del problema (PEC) es:

E{7(x,B)} =x'Bx - &'x + E'HE + tr(HV) (1)
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Puesto que el criterio de optimizacion del problema (PEC) es el de
minimo, el problema determinista equivalente siguiendo el criterio valor esperado

es el siguiente problema convexo:

Min x'Bx — E'x + £ ‘HE + tr{ HV)

s.a xeD
b) Minima varianza.

Si se verifican las hipotesis (HI)-(H3), sabemos que la varianza de la
funcion objetivo estocastica es:

Var{Z(x,E)} = x'Vx - 42 '‘HVx + 2tr(H*V?) + 4E '"H*VE (6)

y, por tanto, el determinista equivalente del problema (PEC) mediante el criterio
minima varianza es el siguiente problema:

Min x'Vx—4E'HVx +2tr(H*V?) + 48 'H*VE

s.a xelD
cuya funcién objetivo es una funcion convexa.
¢) Criterio minimo riesgo.

Consideramos ahora la resolucién del problema (PEC) mediante el criterio
minimo riesgo. Para ello hemos de fijar una nivel de aspiracion u para el objetivo
estocastico y resolver el problema determinista equivalente:

Max P(x'Bx - £'x+ £ ‘HE <u)

s.a xelD
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A partir de lo analizado en el capitulo 2, sabemos que la resolucion de este
problema es, en general, complicada. En este caso aplicaremos la desigualdad de
Cantelli para obtener una cota inferior de la funcién objetivo del problema
determinista equivalente y, de esa forma, obtener una aproximacion a la solucion
optima del problema minimo riesgo.

Asi pues, proponemos la resolucién del problema que se obtuvo en el
apartado 3.4 del capitulo dos:

(u- Ezx, D))’

Max — —3
© Var(7(x,8)) +{u- E{z7(x,B)})
s.a  E{Z(x,&)} <u (AMR(u))
xe D

con el valor esperado y la varianza correspondientes a la funcién objetivo
estocdstica, bajo as hipotesis (H1)-(H3):

E{Z(x,E)} = x*Bx - E'x + £'HE + w(HV)
Var{z(x,€)} = x' Vx ~ 4& 'HVx + 2te(H*V?) + 45 'H*VE
d) Criterio de Kataoka.

Si consideramos la resolucion del problema (PEC) mediante ¢l criterio de
Kataoka, para una probabilidad # € (0, 1), v planteando la restriccion de azar
asociada a éste con desigualdad, el problema que hemos de resolver es:

Min u

{x' !
s.a P(x'Bx—E'x+E'HE<Su)> f
xelD
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Al igual que en el criterio minimo riesgo, consideramos la aplicacion de la
desigualdad de Cantelli a la restriccion probabilistica que aparece en el problema
determinista equivalente. A partir del estudio realizado en el apartado 3.4 del
capitulo dos, si resolvemos el problema:

Min \/;ﬁ_; Var{z(x,B)} + E{z(x,E)}

s.a xe

(AK(B))

se tiene que:

u* < I\X/g)n{ ‘}% Val‘{’zu(x, E)} + E{%‘(x, E)}}

conu*e R, (x*, u*)' solucion éptima del problema de Kataoka.

Asi pues, como aproximacion a la solucién Optima al problema de
Kataoka, proponemos la resolucion del problema:

Min 2 Valze D] + Bz D)

s.a xe D

(AK(B))

con:
E{Z(x,E)} =x*Bx - &'x + E'HE + tr(HV)

Var{Z(x,8)} = x*Vx - 42'HVx + 2tr(H*V?) + 4E'H?VE
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Ejemplo.

Consideremos el problema de programacion estocastica cuadratica:

— 1 0Yx, =y A S 5\
"Min" E(x,é)=(x;,xa)(o 2I;J_(§”(’tz)[;]+(5”52)(0 lL’“ )

2
s.a  x;,+tx,;21
3x,+2x,<8

x,,x,20

(&
donde el vector E_,=LJ sigue la distribucion normal multivariante de valor
2

— 1 9 0
esperado & = [J y matriz de varianzas y covarianzas V = [ 0 4]‘

El valor esperado y la varianza de la funcién objetivo del problema
planteado son, respectivamente:

E{Z(x,E)} =x? +2x? ~x, - 2x, + 38
Var{Z(x,8)} = 9x] +4x? —108x, - 32x, + 1878

Si consideramos la resolucién de este problema mediante los criterios

analizados, s¢ obtienen los siguientes problemas deterministas equivalentes:

a) Valor esperado:

Min x; +2x; ~x, - 2x, + 38
L 2
s.a X, +x,21
3x, +2x,<8

X;,x,20
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b) Minima varianza:

Min 9x; +4x; -108x, —32x, + 1878
s.a x;+x,=1
3x, +2x, £8

x,,x,20

¢) Aproximacion al problema minimo riesgo. Para un nivel de aspiracion u,
el problema a resolver es:

y (u—x2 —2x2 +x, +2x, —38)°
T 9x? +4x? —108x, —32x, + 1878+ (u~x? — 2x’ +x, +2x, — 38)°

s.a  x; +2x)—x, -3x,+38<u
x, +x, 21
3x, +2x, <8

X;,x, 20

d} Aproximacion al problema de Kataoka. Fijada una probabilidad £ e (0,
1), el problema que se obtiene es el siguiente:

Min ‘/‘ﬂ—\/%cf +4x} —108x, —32x, + 1878 + x; +2x] —x, ~2x, + 38
x 1——)6’ - b -
s.a x;+x,21

3x, +2x, <8

X,,%, 20

Las soluciones a estos problemas son las que aparecen en las siguientes
tablas.

La primera tabla corresponde a los criterios valor esperado y minima
varianza. Ademas de las soluciones correspondientes a estos criterios, aparecen los

valores del valor esperado y la varianza de la funcién objetivo estocastica
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evaluada en las dos soluciones optimas. De esta forma se tiene una medida de

tendencia central y una de dispersion de las soluciones.

Criterio Soluciéon |Valor esperado | Varianza
Valor Esperado | (0.5, 0.5) 37.25 1811.25
Varianza (8/3,0) 42.444 1654

Las soluciones correspondientes al criterio minimo riesgo son las que
aparecen a continuacion. Se han dado distintos valores para el nivel de aspiracion,
u. La cuarta columna corresponde a la cota inferior de la probabilidad con que se
puede asegurar que la funcion objetivo estocéstica no supera el nivel de aspiracion
fijado. Las dos ultimas columnas corresponden a los valores del valor esperado y
la varianza evaluados en la solucién Optima obtenida para cada nivel de
aspiracion. Como puede observarse, a medida que el nivel de aspiracion fijado es
mayor, la probabilidad y el valor esperado aumentan y la varianza disminuye, con
lo cual, las soluciones obtenidas para niveles de aspiracion altos son menos
arriesgadas (en el sentido de que la probabilidad de que el objetivo estocastico no
supere el nivel de aspiracion es mayor y de que la varianza es menor), pero son
peores en términos de su valor esperado, puesto que éste es mas alto.
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Nivel de aspiracién Solucion Probabilidad |Valor esperado | Varianza
{cota superior)

u=50 (0.669, 0.5246) 0.08272 37.27 1794.08

u=100 (1.2624, 0.6208) 0.6896 37.8604 1737.67

u=150 (1.757,0.717) 0.8792 38.9242 1695.13

En la siguiente tabla aparecen las soluciones correspondientes a la

aproximacion al criterio de Kataoka cuando se aplica la desigualdad de Cantelli.

Se han dado distintos valores para la probabilidad. En la cuarta columna aparece

el valor del objetivo en el 6ptimo para el problema (AK(B)), es decir, la cota

superior al nivel minimo, u, para el que podemos asegurar que la funcién objetivo

no supera ese nivel con la probabilidad fijada. Las dos dltimas columnas

corresponden a los valores del valor esperado y la varianza de 1a funcion objetivo

en la solucién obtenida, como medidas de tendencia central y de dispersion de la

funcién objetivo estocastica en cada solucion. Como pude observarse, al igual que

ocurre en el problema minimo riesgo, probabilidades mas altas corresponden a

niveles mayores y a soluciones con valor esperado mas alto y varianza mas

pequefia para el objetivo estocéstico.
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I

Probabilidad Solucion Nivel u | Valor esperado | Varianza
] l
p=0.6 (1.14, 0.599) 88.89 37.6791 1748.84
]
pg=0.7 (1.2788,0.6237) | 101.53 37.8871 1736.20
£=09 {1.86,0.738) 162.42 39.2128 1686.81
F=1095 (2.148,0.7768) | 217.98 40.1191 1665.09
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1.3. ALEATORIEDAD SIMPLE NORMAL.

Consideremos de nuevo el problema de programacién estocdstica

cuadratica:

"Min" 7(x,E)=x'Bx— £'x + £ 'HE
1 (x,&) g & HE (PEC)
s.a xe D

con B matriz de orden nxn, al menos semidefinida positiva, H matriz de orden

nxn, simétrica y al menos semidefinida positiva.

Suponemos que ¢l conjunto D, subconjunto de R", D < R" es convexo,
compacto y no vacio. Suponemos que esle conjunto es determinista o bien ha sido
transformado en su determinista equivalente siguiendo el criterio de restricciones
de azar separadas.

Supongamos que se verifica la siguiente hipdtesis:
H4) El vector £ depende linealmente de una variable aleatoria 7 :
E=¢'+7¢

con &', &2 € R"y [ es una variable aleatoria con distribucion normal, de

valor esperado / y varianza ¢} finita, o° < c.

Si se verifica esta hipotesis, el valor esperado y la varianza de la funcion
objetivo estocdstica del problema (PEC) son, respectivamente:

ElZ(x, 1)} =x'Bx— (7€) + &) x + (67 + [ JERHE? + 2/ HE? + EVHE! (7)
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Var{Z(x, )} = o} x "% x — 407 (EVHE! +7E¥HE? JE"x + "
+207 (2040} (EVHE') +407(5"HE")" + 8707¢ "HE S HE!

A partir de estos resultados planteamos a continuacion los problemas
deterministas equivalentes al problema (PEC) que se obtienen al aplicar sobre el
objetivo estocastico los distintos criterios vistos en el epigrafe 3 del capitulo 2:
valor esperado, minima varianza, y los criterios de maxima probabilidad: criterio
minimo riesgo y criterio de Kataoka. Al igual que en el caso normal, para estos
dos criterios consideraremos !a resolucion del problema correspondiente a aplicar

la desigualdad de Cantelli a la funci. 1 de distribucion del objetivo estocastico.

a) Valor esperado.

Dado el problema (PEC), si se verifica la hipdtesis (H4)), el problema
determinista equivalente de éste, siguiendo el criterio valor esperado es:

Min x‘Bx— (£’ +&")'x + (o] + 7" e HE? + 206" HE” + £ HE!

$.a xeD

Puesto que la matriz B es al menos semidefinida positiva, este problema es
un problema convexo.

b) Minima varianza.

Si seguimos el criterio minima varianza el problema determinista

equivalente al problema (PEC) es el siguiente problema con funcién objetivo
cuadratica:

Min O',zxtézﬁhx—4f0,2§2‘H§2§2'X+20]2 (2172_’_0}2 )(gl!Héz)z

s.a xeD
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Minqzx'?;z&hx—iiof (é"H&_,z +f§2'HE_,2 )gltx+5

s.a xeD
con & =202 2+ WE¥HE?) +40?(EVHET) +87 0 M HE E 'HE.

Puesto que la matriz o’£%E™ es semidefinida positiva, la funcion objetivo

de este problema es una funcion convexa.
¢) Criterio minimo riesgo.

El problema correspondiente al criterio minimo riesgo para un nivel de

satisfaccion u para el problema (PEC), si se verifica las hipdtesis (H4) es:

Max P(x'Bx— FE*x —E'"x + T2EMHE? + EMHE' <u)

s,.a xeD

Aligual que en ¢l caso normal, las dificultades para resolver este problema
en ¢l que interviene la funcién de distribucién del objetivo estocastico nos han

llevado a proponer la resolucién del problema:

(u- Ez(x.B)))°

Max - —
Y Var(3(x,8)) +(u- E{Z(x, B}
s.a E{z(x, )} <u (AMR(u))
xeD

analizado en el apartado 3.4 del capitulo 2. Como se ha comentado anteriormente
para otros casos, puesto que la funcion objetivo de este problema es una cota
inferior de la funcidén objetivo del problema minimo riesgo, la solucion del mismo

nos sirve como aproximacion a la solucion del problema minimo riesgo.
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En este caso, el valor esperado y la varianza del problema (AMR(u)) son,

respectivamente:
ElZ(x, D)} =x"Bx~ (87 + £ ) x4+ (67 +11EMHE? + 278 "HE? +E1HE! (T)

Var{Z(x, 1)} = o7 x %8 x - 407 (£ HE? + [E"HE JEx + -
+202 21 +0(E*HE?) +402 (EMHE?) + 8fo2E ¥ HE " HE?

d) Criterio de Kataoka.

Si fijamos una probabilidad 3 para el problema de Kataoka, el determinista

equivalente del problema (PEC) es el siguiente problema:

Min u
(x,u)

s.a P(x‘Bx—TE¥x—E"x+ T 2EMHE? +E"HE <u) 2 f7
xelD

Al igual que en el caso normal, planteamos ¢l problema de Kataoka
exigiendo que se verifique la restriccion de azar con desigualdad. Las dificultades
para resolver este problema nos llevan a proponer la resolucion del siguiente
problema:

p

Min o 25 Var{z(x,2)} + E{z(x,B)} (AK(B))
s.a xelD

puesto que, a partir de los resultados obtenidos en el apartado 3.4 del capitulo 2, la

resolucion de este problema es tal que:

< Mgl{ [iﬁ JVar{z(x, &)} + E{z(x, E)}}
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con u*c R, (x*, u*) solucion optima del problema de Kataoka.

Por tanto, como aproximacién del problema de Kataoka proponemos la
resolucion del problema:

B 7(x,E Z(x.E
Min o5 YVarlzc D) + FlE(B)) (AK(B))
s.a xeD

con.
E{Z(x,D)} =x"Bx — ({&? +&" ) x + (o} + 1 HEMHE? + 2/2"HE? +EMHE' (T)

ar{Z(x.7)} = o/ x'§%6x ~ 407 (£ HE® + 76 HE?Jg¥x +

2 T2 2 232 2 - N (8)
+207 21+ (EMHE?) +40?(E"HE?) +8fo E M HE E "HE?

Ejemplo.

Consideremos el problema de programacion estocéstica cuadratica:

~ 2 0Yx, s N’\
"Min’ E(x,a)=(xwx?)(o 9I ] (5“52)[ J (5“52)[0 1I§‘J

2z
s.a  x,+tx,21

3x, +2x, <8

X,,%, 20

donde el vector

.rwl
/'—_“'\

E)
~J depende linealmente de una variable aleatoria 7, de

S
‘(J y T sigue la distribucién normal de valor esperado
1
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El valor esperado y la varianza de la funcién objetivo del problema

planteado son, respectivamente:

E{#(x,E)} =2x? +9x] ~5x, - 3x, +39
Var{Z(x,E)} = 4x? +x] +4x,x, — 104x, —52x, + 726

Consideremos la resolucion de este problema mediante los criterios

analizados. Los problemas deterministas equivalentes que se obtienen son:

a} Valor esperado:

Min 2x} +9x7 —5x, —3x,+39
s.a x,+x,21
3x,+2x, <8

Xx,;,%,20

b} Minima varianza:

Min 4x; +x; +4x,x, - 104x, -52x, + 726

s.a x;+x,21
3x, +2x, <8

X,,x,20

¢) Aproximacion al problema minimo riesgo. Para un nivel de satisfaccion

u, el problema a resolver es:

Max (#—2x] —9x% +5x, +3x, —39)°
x o 4xl+xl+dx,x, —104x, —52x, + 726+ (u—2x] —9x] +5x, + 3x, ~39)°
s.a 2x! +9x2-5x,-3x,+395u

X, +x, 21

3x,+2x, <8

x,x,20
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d) Aproximacion al problema de Kataoka. Fijada una probabilidad f € (0,
1), el problema que se obtiene es el siguiente:

B
-4
s.a  x,+x,z1

3x,+2x, <8

Min Jax? +x2 +4x,x, —104x, —52x, + 726 + 2x} + 9x] ~5x, —3x, +39

x,x, 20

Las soluciones a estos problemas son las que aparecen en las siguientes
tablas. L.a primera de ellas corresponde a los criterios valor esperado y minima
varianza. Ademas de las soluciones correspondientes a estos criterios, aparecen los
valores del valor esperado y la varianza de la funcién objetivo estocastica

evaluada en las dos soluciones Optimas.

Criterio Soluciéon Valor esperado | Varianza
Valor Esperado | (1.25,0.1666) 31.716 486.24
Varianza (8/3,0) 32.777 477.111

Las soluciones correspondientes a la aproximacién minimo riesgo
mediante la aplicacién de la desigualdad de Cantelli son las que aparecen a
continuacién. Se han dado distintos valores para el nivel de aspiracion, u. La
tercera columna corresponde a la probabilidad con que se puede asegurar que la
funcion objetivo estocastica no supera el nivel de aspiracidon fijado. Las dos
ultimas columnas corresponden a los valores del valor esperado y la varianza

evaluados en la solucion optima obtenida para cada nivel de aspiracion.

Como puede observarse, a medida que el nivel de aspiracion es mayor, la
probabilidad y el valor esperado aumentan y la varianza disminuye, con lo cuai,
las soluciones obtenidas para niveles de aspiracién altos son menos arriesgadas

(en el sentido de que la probabilidad de que el objetivo estocastico no supere el
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nivel de aspiracién es mayor y de que la varianza es menor), pero son peores en

términos de su valor esperado, puesto que ¢l éste es mas alto.

Nivel de aspiracion Solucidon Probabilidad | Valor esperado | Varianza
(cota inferior)
u=>50 (1.534,0.198) B 0.2625 35.7964 566.7318
u=170 (1.94,0.24) 0.6781 36.631 528.54
u=2380 (2.147,0.266) 0.7813 37.3259 509.6
u=90 (2.357,0.2897) 0.8452 38.215 490.79

En la siguiente tabla aparecen las soluciones correspondientes a la
aproximacion al criterio de Kataoka cuando se aplica la desigualdad de Cantelli.
Se han dado distintos valores para la probabilidad. En la tercera columna aparece
el valor del objetivo en el optimo para el problema (AK(p)), es decir, el nivel u

minimo para el gue podemos asegurar que la funcion objetivo no supera ese nivel

con la probabilidad fijada. Las dos dltimas columnas corresponden a los valores

del valor esperado y la varianza de la funcion objetivo en la solucion obtenida,
como medidas de tendencia central y de dispersion de la funcion objetivo

estocastica. Como pude observarse, al igual que ocurre en el problema minimo

riesgo, probabilidades mas altas corresponden a niveles mayores y a soluciones

con valor esperado més alto y varianza mas pequefia para el objetivo estocastico.
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Probabilidad Soluciéon Nivel u Valor Varianza

) esperado
(cota superior)

p£=06 (1.83,0.23) 64.76409 36.343 538.5
p=0.7 (1.976,0.247) 71.7467 36.7392 525.2231
p=09 (2.47,0.2948) 104.558 38.75 481.18
£=0.95 {2.4845,0.2731) 134.3618 38.7753 480.8829

Como ya se ha comentado anteriormente, la diversidad de criterios para
transformar ¢l problema estocastico en su determinista equivalente da lugar a
obtener distintas posibles soluciones para el problema de programacion
estocastica. Como sabemos, la eleccion de la solucion dependera siempre de las
preferencias del decisor en el proceso de decision del que se obtiene el problema
de programacion estocastica. Sin embargo, como veremos a continuacion en el
siguiente epigrafe, estos criterios de resolucion del problema de programacion

estocastica estan relacionados.
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2. RELACIONES ENTRE LOS CRITERIOS DE RESOLUCION DE
PROBLEMAS DE PROGRAMACION ESTOCASTICA.

Hasta ahora se ha analizado la resolucion de problemas de programacion
estocastica mediante el criterio de restricciones probabilisticas o de azar. En el
capitulo dos se analizo la transformacion de las restricciones probabilisticas o de
azar separadas y la transformacion del objetivo estocdstico lineal en su
determinista equivalente. El mismo andlisis se ha realizado en este capitulo para

funciones objetivo estocésticas de tipo cuadratico.

De todo lo estudiado hasta ahora se desprende que para la resolucién de
problemas de programacion estocastica se han de llevar a cabo transformaciones
del conjunto de oportunidades y de la funcién objetivo. La transformacion del
conjunto de oportunidades en su determinista equivalente pasa por fijar una
probabilidad para cada una de las restricciones estocasticas del problema. En
cuanto a la transformacion del objetivo estocastico, como hemos visto, existen
distintos criterios de transformacion en su determinista equivalente, lo que da
lugar a que se puedan obtener distintos problemas deterministas equivalentes al
problema estocéstico, y por tanto, distintas posibles soluciones, hecho que queda

también reflejado en los ejemplos planteados.

Tal y como se ha sefialado anteriormente, la eleccién de un criterio u otro
para transformar el objetivo estocdstico en su determinista equivalente dependera,
en general, del problema de decision que se est¢ modelizando mediante el
problema de programacion estocdstica y de las preferencias del decisor en el
proceso de decision. Cabe plantearse, sin embargo, si, dado un problema de
programacion estocastica, existe alguna relacion entre las soluciones dptimas que
se obtienen al resolver el problema estocastico mediante los distintos criterios de
transformacién del objetivo estocastico en determinista analizados. En este
apartado abordamos esta cuestién, es decir, consideraremos un problema de
programacion estocastica con conjunto de oportunidades determinista o
transformado en su determinista equivalente, plantearemos la resolucion de este
problema mediante los criterios analizados anteriormente y estudiaremos la

existencia de relaciones entre las soluciones éptimas de éstos.
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Consideremos el problema de programacion estocastica:

L1] Minll ?(x’ g) (PE)
s.a xebD

en el que suponemos que ¢l conjunto de oportunidades D — R" es determinista o
bien ha sido transformado en su determinista equivalente mediante el criterio de
restricciones probabilisticas o de azar separadas. Suponemos, ademas, que D es un
conjunto compacto, convexo y noe vacio.

Consideremos los siguientes criterios de transformacion del objetivo
estocastico en su equivalente determinista: valor esperado, minima varianza,
eficiencia valor esperado desviacion estandar, criterio minimo riesgo y criterio de
Kataoka. En primer lugar analizaremos la relacion entre las soluciones optimas de
los problemas valor esperado y minima varianza y las soluciones eficientes valor
esperado desviacion estandar, posteriormente se analizaran las relaciones entre la
solucidon 6ptima del problema minimo riesgo y la solucion éptima del problema de
Kataoka. Finalmente, se analizaran relaciones entre las soluciones eficientes valor

esperado desviacidn estandar y las soluciones optimas del problema de Kataoka vy
del problema minimo riesgo.

2.1. RELACION ENTRE LAS SOLUCIONES VALOR ESPERADO,
MINIMA VARIANZA Y LAS SOLUCIONES EFICIENTES VALOR
ESPERADO DESVIACION ESTANDAR.

Dado el problema de programacion estocastica (PE), consideremos su
resolucion mediante el criterio valor esperado y mediante el criterio minima

varianza, cuyas soluciones dptimas vienen dadas por los problemas (E) v (¢°):

Min E{z(x, E)}

s.a xeD

(E)
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Min Var{z(x,8)} (c?)

s.a xe D

Consideremnos, ademas, el problema biobjetivo que recoge el valor
esperado y la desviacion estandar del objetivo estocéstico del problema (PE):

Min (E{zz“(x,?;’)}, Var{?(x,g)})

s, 4a xeD

(Eo)

Dados estos problemas, es claro, a partir del teorema 1 del capitulo 1 que:

a) Si el problema valor esperado posee solucion y ésta es Unica, entonces
es solucion eficiente valor esperado desviacion estandar. En caso de que no
sea Unica, las soluciones 6ptimas valor esperado son soluciones débilmente

eficientes valor esperado desviacion estandar.

b) Si la varianza del objetivo estocdstica es una funcién estrictamente
convexa, el problema minima varianza posee solucion unica (puesto que
suponemos que ¢l conjunto D es cerrado, acotado y convexo) y, en cse
caso la solucion Optima del problema minima varianza es solucion
eficiente valor esperado desviacion estandar del problema de programacion
estocéstica. En caso de que el problema minima varianza posea mas de una
solucion Optima, las soluciones minima varianza son soluciones

débilmente eficientes valor esperado desviacion estandar.

A continuacion analizamos las relaciones entre los problemas minimo
riesgo y de Kataoka. Posteriormente, volveremos sobre el concepto de solucion
eficiente valor esperado desviacién estandar y lo relacionaremos con las
soluciones de los problemas de Kataoka y minimo riesgo del problema de
programacion estocastica.
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2.2. RELACIONES ENTRE EL PROBLEMA MINIMO RIESGO Y
EL PROBLEMA DE KATAOKA.

Dado el problema de programacion estocastica:

" Iv{inn Z(x, E) (PE)
s.a xe€D

consideremos para su resolucion el problema determinista equivalente

correspondiente al criterio minimo riesgo de nivel de aspiracion u:

Max P{z(x,&) < u} (MR(u)
S. a xeD

y el problema correspondiente a aplicar el criterio de Kataoka para una
probabilidad S e (0, 1):

Min u

(x*.)

s.a P(Z(x, E) fu)y=pf (K(PB))
xe D

Los siguientes teoremas nos relacionan las soluciones 0ptimas de estos dos
problemas.

Teorema 1.

Sea x* solucién optima del problema (MR(u*)) y sea B * el valor de la
funcion objetivo del problema en el éptimo: §* = P{E(x*, E)<u *} . S1 la funcién

de distribucion de la variable aleatoria Z(x,£) es estrictamente creciente, (x*', u*)"

es solucion Optima del problema (K(£*)), es decir, del problema de Kataoka para
una probabilidad g= g *.M
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Demostracion.

Demostramos el teorema por reduccién al absurdo.

Por ser x* solucion del problema (MR(u*)) se verifica que:
P{E‘(x, Ey<u *} < P{%’(x*,g) <u *} = f * paratodoxe D

Supongamos que (x*', #*)' 1.~ es solucién del problema (K(*)). Entonces
existe un vector (x', u)', factible en (K(B*)) verificando que u < u*, es
decir:

existen x € D, u € R, se verifica que P{?(X,E) < u} =0 *yu<u*

Pero, por ser la funcion de distribucion de la variable aleatoria Z (x,g)

estrictamente creciente, se verifica también que:
PE(x, By <u*) = PE(x,E) Suf+ Plu<Z(x,E)su*| = g *+0

con 4 = P{u <F(X,E)<u *} >0, de lo que se deduce que existe un vector
x & D para el que P{E’ (x,EY<u *} > f *, lo cual esta en contradiccion con

la hipétesis.l
Teorema 2.

Sea (x*', #*)" solucién Optima del problema de Kataoka de probabilidad
F*, (K(5*)). Si la funcién de distribucién de la variable aleatoria ?(x,g) es
estrictamente creciente, X* es solucion optima del problema minimo riesgo

de nivel u*, (MR(z*)), y el valor de la funcion objetivo en ¢l éptimo es

il |
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Demostracion.

Demostramos el teorema por reduccion al absurdo. Por hipdtesis (x*', u*)'

es solucién 6ptima del problema de Kataoka de nivel £*, luego, se verifica:
a) Es factible en (K(f*)): x*eDy P{Z(x*,E) <u*}=p *

b) Si (x', u)' verifica que xeDy P{E(x, &)< u} = [ *, entonces u*<

u.

Supongamos que x* no es solucidon optima del problema (MR(u*}).

Entonces existe un vector x € D para el cual:
P{E‘(x,g) Su *} >f*

Como la funcién de distribucion de la variable aleatoria Z(x,%) es

estrictamente creciente, se verifica que existe un u < u* para el cual:
P{E’(x,g) < u} =pf*
lo cual esta en contra de la hipétesis (b).

A partir de estos dos teoremas podemos afirmar que, si la funcién de

distribucidn dei objetivo estocastico es una funcion estrictamente creciente, existe

una reciprocidad entre las soluciones minimo riesgo v de Kataoka, de tal forma

que resolviendo uno de ellos sabemos que la solucién obtenida es también
solucion del otro, es decir:
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(1) Para cada nivel de aspiracion u fijo, cualquier solucion optima del
problema minimo riesgo es también solucion 6ptima del problema de
Kataoka fijando una probabilidad g igual a la probabilidad maxima

obtenida en el problema minimo riesgo.

(2) Para cada £ fijo cualquier solucién 6ptima del problema de Kataoka es
también solucién del problema minimo riesgo, si fijamos para este dltimo

un nivel de aspiracion » igual al valor 6ptimo del problema de Kataoka.

Esta reciprocidad entre ambos problemas es comentada por Geoffrion
(1967). En este trabajo, Geoffrion afirma que es facil probar estos resultados,
refiriéndose al caso lineal normal, afiadiendo luego que, de hecho, los resultados
son ciertos para cualquier distribucion de probabilidad (no necesariamente

normal).

Obsérvese que la relacion establecida entre estos dos problemas no tiene
porqué mantenerse si como aproximacidon a las soluciones a los problemas
minimo riesgo y de Kataoka se aplica la desigualdad de Cantelli. En ese caso, los

problemas que se resuelven son:

(u— E{'z”(x,g)})2

Max = —
* Va(z8) +(u- EZ(x,B))
sa  E{F(x,E)<u (AMR(u))
xeD

como aproximacion al problema minimo riesgo de nivel de aspiracion, u, (MR(u))

y:

1\/13[1 1‘1—-% Var{’Z"(X,z)} + E{?(X’E)} (AK(D)

5.4 xebD
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como aproximacion al problema de Kataoka de probabilidad £, (K(/)).

El siguiente teorema establece las relaciones entre estos dos problemas
(AMR(u)) y (AK(B)).

Teorema 3.
Consideremos los problemas (AMR(u)) v (AK(j))
conu € R, e (0, 1) constantes y Var{%‘(x,g)} >( paratodox € D.

(1) Si x* es solucién de (AMR(u)), entonces para:

(u- Bz, )’
Var{z(x*, ©)} + (u- Elz(x D))

p =

x* es solucion de (AK([)).

(11) Si x* es solucion de (AK(p)), entonces para:

v e Nl D) ¢ Bl )

x* es solucién de (AMR(u)) B
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Demostracion.

(1) Por ser x* solucion de (AMR(«%)) tenemos que para todo x € [ se

verifica:

(u—ff{"z“(x,"é)})2 . (u~.E{E‘(X*fE_T)})2
varlz(x D)+ (u- E@.B)) Var{zeen ) + (u- £z B)))

;=

luego, para todo x € D:

u< l—ﬂ VaI{E(X,E)}+E{E(XsE)}

(u- Efz0e, D))
VarlZ (e D)) +{u- EE G D))

equivalente u = ]‘*I-%Var{"z”(x*,z)} + E{E(x*,g)} tenemos gue:

Puesto que fg=

o, de manera

U= "%B-\/Var{’z“(x*’g)} + E{z(x*, By} < Hlfﬁ JVar{z(x,8)} + E{z(x, &)}

para todo x € D, luego x* es solucion de (AK(B)).
(ii) Por ser x* solucién de (AK(f3)),tenemos que x* € ) y ademas:

u= 1—_%3— Var{z (x*, )} + E{Z(x*,E)].

Se tiene que u > F {E(x*, E)} y para todo x € D se verifica:
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u= ‘l—ﬁ—n,}\/ar@x*,g)} +E z(x* 5) ]‘ 1}Var Z(x, c‘; +E z(x &)
- P
Seaxe D,conuz E {E(x*, E)} Por la desigualdad anterior tenemos que:

JI= Bu<(f Jvar(z(x,8)} B E{Z(x,8)]

lo que implica que:

= Blu-Ez(x, D)) < B Var{z(x. &)}

y elevando al cuadrado ambos lados de la desigualdad se obtiene:
(u- Ezx.B))) < ﬁ(Var{"z‘(x,E)} #lu- E[E(x,&‘)})z)

Por tanto:

(u= ElzOLE)) (u- Bfze B))
- — v 2 <p= — — 12
Var{z(x, E)} + (u - E{z(x, g)}) Var{z (x*, &)} + (u — E{7(x*, ﬁ)})

y x* es solucion de (AMR(u)).m
A partir este teorema tenemos que si para resolver el problema:

"Min" Z(x,E)

s.a xe D

mediante los criterios de maxima probabilidad (minimo riesgo vy Kataoka)

aplicamos la desigualdad de Cantelli, la solucién de ambos problemas, x*,
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coinciden cuando el nivel de aspiracion u del problema minimo riesgo vy el valor
de la probabilidad del problema de Kataoka, £, mantienen la siguiente relacion:

oo i st

relacion equivalente a:

(u- Bzt B)})
g= ~ ~ )2
Var{z(x*, )} +(u - E{z(x*,9)))

Por tanto, la reciprocidad existente entre los problemas minimo riesgo y de
Kataoka se mantiene también si se aplica la desigualdad de Cantelli para obtener
una cota inferior de la funcién de distribucion del objetivo estocastico y se utiliza

esta cota como aproximacion a estos problemas.
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2.3. RELACIONES ENTRE EL PROBLEMA DE KATAOKA Y LAS
SOLUCIONES EFICIENTES VALOR ESPERADO DESVIACION
ESTANDAR.

En este apartado se analizan las relaciones entre el problema de Kataoka y
el conjunto de soluciones eficientes valor esperado desviacién estandar de un
problema de programacion estocastica. Hasta ahora, las relaciones establecidas
entre los criterios de resolucion de problemas de programacion estocastica son
relaciones generales, es decir, para cualquier problema de programacion
estocastica. En este apartado, sin embargo, las relaciones que se establecen son
para problemas de programacion estocastica con determinadas caracteristicas. En
concreto, se consideran problemas de programacion estocastica lineal en los casos
normal y de aleatoriedad simple. Para estos dos casos se establecen relaciones
entre los problemas de Kataoka y las soluciones eficientes valor esperado
desviacion estandar de estos problemas. Ademas, se considera la resolucion del
problema resultante de aplicar la desigualdad de Cantelli a la funcion de
distribucién del problema de Katacka y se relacionan las soluciones optimas de
este problema para distintas probabilidades con las soluciones eficientes valor
esperado desviacion esténdar. Dividiremos nuestro estudio en distintos casos. En
primer lugar veremos el caso lineal normal, posteriormente veremos el problema
lineal con aleatoriedad simple y, finalmente, se considera la aproximacion por
Cantelli al problema de Kataoka.

a) Caso lineal normal.

Consideremos el problema de programaciéon estocastica con funcién
objetivo lineal:

"Min" ¢'x
¥ (PEL}
sa xebD
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Supongamos que el vector € se distribuye segun la distribucién normal
multivariante con valor esperado € y matriz de varianzas y covarianzas V,

definida positiva.

Fn ese caso la variable aleatoria €'x sigue la distribucién normal de valor
esperado €'x y varianza x'Vx. El problema de Kataoka asociado al problema de
programacion estocastica, para una probabilidad S es:

Min O (BIWx'Vx +T'x

(K1(BY
s. a xe D
y el problema de eficiencia valor esperado desviacion estandar es:
=t t
Du{ln(c X, VX Vx) (Eol)

s.a xebD

Puesto que la matriz de varianzas y covarianzas del problema, V, es
definida positiva, la funcion ﬁ es una funciéon convexa, lo que implica que
las dos funciones objetivo del problema (Ec1) son convexas v, podemos afirmar
que el conjunto de soluciones propiamente eficientes valor esperado desviacién

estandar de] problema se obtienen resolviendo el problema ponderado:

Min me'x+(1- Vx'vx

s.a xep

(Es2)

con i € (0, 1).

Como demostramos a continuacion, los 6ptimos de los problemas (K1(B))
v (Ecl) estan relacionados.
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Teorema 4.

x* ¢s solucion propiamente eficiente del problema (Eol) si y sélo si x* es
solucion Optima del problema de Kataoka (K1(B)) para un nivel de

1—
probabilidad £ tal que @ '(8)=

,con g € (0, 1), en donde y es el

valor para el que x* es solucion optima en el problema (Ec2).m
Demostracion.

(=») Por hipdtesis, x* es solucion propiamente eficiente del problema
(Ec1), lo cual quiere decir que existe un ' € (0, 1) para el cual x* es

solucion optima del problema (Ec2), con = 4, es decir:

pex*+(1- ! Wx* Vx* < p'e'x+(1—- ' Wx'Vx  paratodox € D

Veamos que x* es solucién optima del problema (K1(f3)), para 5 tal que

o (fy=H

Supongamos que x* no es solucion éptima de (KI1(B)), para £ tal que

1—
(B =

. Eso quiere decir que existe un x € D tal que:

Ex+ O (BIVX VX <E'x * 4D (BIx *t Vx *

0, lo que es lo mismo:

]_'u_\/x 'Vx < ¢! x*+1 # Vx* Vx*

pero, por ser 0 < u' < 1, esto es equivalente a:
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2T x+(1- g Wx'Vx < g'e'x *+(1- g )Wx*' Vx*
lo cual esta en contradiccion con la hipotesis.

(<=) Por hipétesis x* es solucion 6éptima del problema (K1(f3)), para un

1-—
nivel de probabilidad f tal que @' (ﬁ)=—#E ,con 0 < u <l, lo cual

quiere decir que:
Ex D (FIWxH Vx*<e'x+d ' (f)Vx'Vx paratodoxe D

0, lo que es lo mismo:

Tx*+ I—u VX *' Vy* Sétx+1__y Jx'Vx paratodox € D
TH M
lo que es equivalente a:
et x*+(1- p)m <ue'x+(1- ,u)ﬁ para todo x € D
por lo que existe un ¢ € (0, 1) para el cual:
x* € arg min pe'x+(1- y)m
y, por tanto, x* es solucion propiamente eficiente del problema (Ecl).l

Por tanto, a partir de este teorema se concluye que en el caso lineal normal

las soluciones propiamente eficientes valor esperado desviacion estandar son

soluciones optimas del problema de Kataoka sin mas que fijar una probabilidad, £,

para ¢l problema de Kataoka tal que @' (8) =

1—u

,conp € (0, 1). Obsérvese,

ademas que, puesto que p € (0, 1) se tiene que:
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H 1+@7(p)
Puesto que # € (0, 1) tenemos que la probabilidad a fijar, £ ha de ser

mayor que 0.5, ya que:

[ 0 oy
m>0<:>1+(b B)>00 B)> -1

O< Taip <!
m<l<:>1<l+d) By By>0

Luego, el valor de la probabilidad debe ser tal que ®7'(8)> 0, lo que es
equivalente a 8 > &0)=0.5.

Por tanto, en el caso lineal normal, las soluciones optimas del problema de
Kataoka son soluciones propiamente eficientes valor esperado desviacion estandar
para valores de probabilidad 5> 0.5. Este resultado estd en conscnancia con las
hipétesis que se establecen para elegir el criterio de eficiencia valor esperado
desviacion estandar en los modelos de seleccion de cartera dentro del campo de la
Economia Financiera. En estos modelos se plantea un problema de programacion
estocastica del tipo que acabamos de ver, se mantiene la hipbtesis de que el
individuo es averso al riesgo y, a partir de los axiomas de la teoria de la utilidad
esperada, se elige como criterio de resolucién de problemas de programacion
estocastica, el criterio de eficiencia valor esperado varianza. Como acabamos de
ver, la eleccidn de este criterio €s equivalente a la eleccion del criterio de Kataoka
como criterio de resolucién del problema de programaciéon estocastica y la
aversion al riesgo se traduce en fijar una probabilidad mayor que 0.5, sin

necesidad de apoyarnos en los axiomas de la teoria de la utilidad esperada.
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3. PROGRAMACION ESTOCASTICA (1)

b) Caso lineal aleatoriedad simple.

Consideremos de nuevo el problema de programacion estocastica con

funcion objetivo lineal:

"Min" T'x
C (PEL)
s.a Xe

Supongamos que el vector T=c¢' + f¢?, donde T es una variable aleatoria
continua de valor esperado / , varianza ¢! > 0, o] < oo, y funcién de distribucion
F, estrictamente creciente. Ademas suponemos que se verifica que ¢*x >0 para
todox € D.

Consideremos la resolucion de este problema mediante el criterio de
Kataoka. El problema determinista equivalente al problema estocastico planteado
es:

Min u

(xt 'u)l

s.a P(e'x<u)=p8
xeD

A partir de las hip6tesis anteriores tenemos que el problema de Kataoka es
equivalente a:

Min ¢"x+ F 7' (f)e*x
’ (K2(B)

s.a xeD

Consideremes ademads el problema correspondiente a la eficiencia valor
esperado desviacion estandar del problema de programacion estocastica planteado.
Puesto que, bajo las hipétesis establecidas, el valor esperado y la varianza de la
funcién objetivo estocastica son, respectivamente:
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3. PROGRAMACION ESTOCASTICA (1)

E{(e' + Te)'x} = ¢"x + fex

Var{(e' +7¢*)'x} = Var{Te"x} = o7 (¢*x)*

el conjunto de soluciones eficientes valor esperado desviacion estandar del
problema estocastico es el del siguiente problema biobjetivo:

Min (e"x + fe*x, o,¢™x)
* (Ec3)
s.a xeD

y, dado que las dos funciones son lineales, el conjunto de soluciones propiamente
eficientes valor esperado desviacion estdndar se obtiene resolviendo el problema
ponderado:

Min z{e™x +ie*'x) + (1 - o etx
* (Ec4)
s.a xeD

para z € (0, 1).

Mediante la siguiente proposicion se relacionan el conjunto de soluciones
proplamente eficientes del problema estocastico y la solucién 6ptima del problema
de Kataoka para una probabilidad 3.

Proposicién 1.

.. I
Siexisteun £ e (0, 1) tal que F,'(8)=1 +——)u0',, con u € (0, 1), los
U

problemas (Eo4) y (K2(B)) son equivalentes.|
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Demostracion.
Consideremos el problema (Ec4).

Min { ue"x+ (4 + (1= p)o, )e*x]

Dado que x> 0, tenemos que:

_ . - 11— u
Min {pex + (4 +(1- wo, )cz'x} = 4 Min {c“x +(t + ﬂ# o, )c“x} =
xel} X€E

= pMin{c"x+ £ (5)e"x]

Luego, las soluciones dptimas de ambos problemas coinciden.

A partir de esta proposicion y, bajo las hipdtesis establecidas, tenemos que
las soluciones propiamente eficientes valor esperado desviacion estandar del
problema planteado son soluciones del problema de Kataoka cuando se fija para
¢ste un nivel de probabilidad tal que:

J7;

L

FN(B)=i+

g,

Ademas, se verifican dos propiedades mas que recogemos en las siguientes
proposiciones.

Proposicion 2.

Si se verifican las hipétesis establecidas en este apartado, las soluciones
propiamente eficientes valor esperado desviacion estandar del problema de
programacion estocéstica (PEL), son soluciones del problema de Kataoka
para un nivel de probabilidad ftal que £ > F(r).B
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Demostracion.

El nivel de probabilidad que hemos de fijar en el problema de Kataoka ha

de ser tal que:

EN(By=1+

a,

Si despejamos de la expresion anterior 4, obtenemos:

g,

T F(B)+o, —1

H

Puesto que u € (0,1), tenemos que:

q,

0 ! - <]
“Ep)ro, -1

Luego:

F'(B)+o, -i>01<F ' (B)+o,

o <FE'Y(B)+o, -t =i<E(f) }:”<Ff (BY=>F({<pm

A partir de esta propiedad podemos concluir que si la distribucion de
probabilidad de la variable aleatoria 7 es simétrica, tenemos que
F(r)=105, por lo que en ese caso se exige que F > 0.5, es decir, para
obtener soluciones propiamente eficientes, la probabilidad que hemos de
fijar en el problema de Kataoka ha de ser mayor que 0.5.
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Proposicién 3.

Sean x, y X, € D, soluciones propiamente eficientes valor esperado
desviacion estandar del problema (PEL), para valores del parametro g,
M, Y i,, respectivamente, con g, < u,. Entonces, si los niveles de
probabilidad que hemos de fijar en el problema de Kataoka para obtener

las soluciones x, y X,, son 4, v 3,, se verificaque f, < 7,8

Demaostracion.

Dado que 0 <y, < g, <1, se verifican las siguientes desigualdades:

=gty <1- oy y L2
— o, <1- ———
; TN
luego:
1- I- 1- 1- -
.Uz< /”i< t”r::) ﬂ2<1 Hy
K, 253 H Hoy Hy
Puesto que:
B b= o =g
FB)=t+ o, y F'(B,)=i+ o,

H H;

tenemos que:

FB)<FNB)= B, <

Por tanto, dado que el valor del pardmetro g indica la importancia relativa
que se le da al valor esperado en relacion a la varianza en el problema ponderado,
mayor importancia relativa al valor esperado de la funcién objetivo estocastica en
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el problema ponderado implica una probabilidad menor en el problema de

Kataoka y, por tanto, una solucién mas arriesgada en términos de probabilidad.

Pasamos a estudiar la existencia de relacidon entre las soluciones
propiamente eficientes de problemas de programacion estecastica y las soluciones
que se obtienen al aplicar la desigualdad de Cantelli a la funcion de distribucién

del objetivo estocastico en el problema de Kataoka.
¢) Aplicacién de la desigualdad de Cantelli.
Consideremos el problema de programacion estocastica:

"Min" Z(x,£)
x (PE)
s.a xe D

y consideremos su resolucién mediante el criterio de Kataoka:

Min u

(x4
s.a P{E(x,g) < u} > B
xeD

En el caso de que no se conozca la distribucion de probabilidad de la
variable aleatoria (x,g), para resolver el problema de Kataoka podemos aplicar
sobre la restriccion de azar de! mismo la desigualdad de Cantelli y obtenemos el
probiema:

Min m Var(2(x, )} + £{z(x, &)} (AK(B))

s.a xebD

Consideremos, ademds, el problema correspondiente al conjunto de
soluciones eficientes valor esperado desviacion estandar del problema (PE):
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i ({25, Varfz(x 2]

s.a xeD

(Eod)

y ¢l problema ponderado:

Min 4 E{z7(x, B} + (1- w) Var(z(x, E)}

s.a xe D

(Ec6)

con 4 € (0, 1).

Para cada ¢ € (0, 1) la solucion optima del problema (Ec6) es solucion
propiamente eficiente valor esperado desviacién estandar del problema de
programacion estocastica (PE). El siguiente teorema nos relaciona estas
soluciones (las soluciones propiamente eficientes valor esperado desviacion
estandar del problema (PE)) y la solucion optima del problema (AK([3)).

Teorema 5.

Consideremos los problemas (AK(B)) y (Ec6), con x4, 8 € (0, 1). Si

Ji-4

M = ——=————=, ambos problemas son equivalentes.ll
VB +41-8

Demostracion.

=) Demostramos que cualquier solucion de (Ec6) es solucion de (AK(P)).

1-p

——————=. Entonces para
VB +1- 5 ’

Sea x* solucién optima de (Ec6) con =

todo x € D se verifica que:

p E{Z(x*, )} + (1 - o)y Varlz(x*, B)} < o E{2(x.B)} + (1 - i)y Var{z(x, )}
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3. PROGRAMACION ESTOCASTICA (1Y)

Luego x* es solucion optima de (AK(p)).

¢=) La demostracion es andloga a la anterior a partir de que

y1= 48 g 1-u

SRS el [

Asi pues, toda solucién dptima al problema (AK(B)), correspondiente a la
aplicacion de la desigualdad de Cantelli al problema de Kataoka asociado al
problema (PE), es soluciéon propiamente eficiente valor esperado desviacion
estandar del problema (PE).

De todo lo estudiado hasta ahora, podemos concluir que en el caso lineal
las soluciones propiamente eficientes valor esperado desviacién estandar del
problema de programacion estocastica son soluciones Optimas del problema de
Kataoka, si se verifica la hipétesis de normalidad o la de aleatoriedad simple. Asi
mismo, se tiene que las soluciones que se obtienen al aplicar la desigualdad de
Cantelli al problema de Kataoka asociado a un problema de programacion
estocastica, son soluciones propiamente eficientes valor esperado desviacion

estandar de éste.
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Ademas, podemos afirmar que éstas son también soluciones minimo
riesgo, como puede deducirse a partir de los teoremas 1, 2 'y 3 que establecen la
reciprocidad entre el problema de Kataoka y el problema minimo riesgo. Esta
relaciéon que acabamos de considerar, entre soluciones propiamente eficientes
valor esperado desviacién estandar y soluciones minimo riesgo de un problema de
programacién estocastica ha sido analizada anteriormente en la literatura para el
caso lineal normal, desde un punto de vista distinto. Abordamos en el siguiente
apartado esta relacion.

2.4. RELACIONES ENTRE EL PROBLEMA MINIMO RIESGO Y
LAS SOLUCIONES EFICIENTES VALOR ESPERADO DESVIACION
ESTANDAR.

En este apartado consideramos de nuevo la relacion entre las soluciones
eficientes valor esperado desviacion estindar y la solucidén dptima al problema
minimo riesgo para una determinado nivel de aspiracion u. Esta relacion se ha
analizado ya en el apartado anterior para determinados casos, al estudiar la
relacion entre eficiencia valor esperado desviacion estandar y el problema de
Kataoka, por la reciprocidad existente entre este ultimo y el problema minimo
riesgo. Sin embargo, abordamos ahora todo esto desde una Optica distinta,
considerada ya por Charnes y Cooper (1963) y analizada posteriormente por
Stancu-Minasian (1984, cap. 3 pag. 166-172) en el caso lineal normal.
Consideramos los mismos casos que en el apartado anterior: caso lineal normal,
caso lineal aleatoriedad simple y aproximacién por Cantelli.

a) Caso lineal normal.

Consideremos el problema de programacion estocastica con funcidn
objetivo lineal:

"Min" €'x
¥ (PEL)
s.a xelD

174
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~

Supongamos que el vector € se distribuye segun la distribucion normal
multivariante con valor esperado ¢ y matriz de vananzas y covarianzas V,

definida positiva.

En ese caso la variable aleatoria €'x sigue la distribucién normal de valor
esperado ¢'x y varianza x'Vx. El problema minimo riesgo asociado al problema

de programacion estocdstica, para un nivel de aspiracion u es:

u—¢x
Max
* 4x'Vx (MR1(u))
s.a xebD

y ¢l problema de eficiencia valor esperado desviacion estandar es:

lV{in(E'x,\/x'Vx)

s.a xeD

(Ecl)

Stancu-Minasian (1984) considera que, puesto que en este tltimo problema
se desea:

eMinimizar el valor esperado, lo que es equivalente a resolver el problema
I\X/Iz})x F,(x)=u—¢'x, con u constante, u € R.
€

eMinimizar ia desviacién estdndar: Min £, (x) = vx ‘Vx

s1 se considera como criterio de resolucion del problema biobjetivo (Eci) el de

. [} x
maximizar el ratio , €l problema resultante es el problema (MR 1(u})

£ (x)

En este sentido, Charnes y Cooper (1963) sefialan que el hecho de
maximizar la funcion:
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3. PROGRAMACION ESTOCASTICA (1)

representa un esfuerzo por minimizar ¢‘x y x'Vx de forma conjunta.
b) Caso lineal aleatoriedad simple.

Consideremos ¢l problema de programacion estocastica con funcion

objetivo lineal:

"Min" ¢'x
X (PEL)
s.a XxeD

Supongamos que el vector €=¢' +7¢?, donde 7 es una variable aleatoria
continua de valor esperado { , varianza o’ >0, 07 < o0, y funcidn de distribucién
F, estrictamente creciente. Ademas suponemos que se verifica que ¢’'x > 0 para
todox € D.

Consideremos la resolucién de este problema mediante el criterio minimo
riesgo de nivel de aspiraciéon u. El problema determinista equivalente al problema

estocastico planteado es:

anx P('c”‘x < u)

s.axeD

A partir de las hipdtesis anteriores tenemos que el problema minimo riesgo

es equivalente a:

u—c¢'x
Max —

x T { (MR2(u))
s.a xel
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Consideremos ademas el problema correspondiente a la eficiencia valor
esperado desviacion estandar del problema de programacion estocastica planteado.
Puesto que, bajo las hipétesis establecidas, el valor esperado y la varianza de la
funcion objetivo estocastica son, respectivamente:

E{(c1 + Tcz)'x} =c"x +7ef'x

Var{(e' +7¢*)'x} = Var{TeMx} = o7 (¢¥x)’

el conjunto de soluciones eficientes valor esperado desviacion estandar del

problema estocastico es el del siguiente problema biobjetivo:

Min (e"x+fe™x, o,c*x)
: (Eo3)
s.a xelD

Puesto que en el problema (Ec3) se desea:

eMinimizar el valor esperado: Min ¢''x + fe*x, problema equivalente a:
xe€

Max F,(x)=u—c"x~fe*x

xel)

con u constante, ¥ € R.

eMinimizar la desviacién estandar: Min o,c¥x =0, Min F,(x)=cx,
xE el

puesto que o, > 0.

Al igual que en el caso anterior, si, para resolver el problema (Ec3)

consideramos el problema maximizar el ratio , tenemos que:

i163]
£ (x)

FE(xX) u-c"x—fe¥x wu-c''x _
= = —
F (x) c¥x c¥x
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luego, se verifica que:

F,(x) u—c'x
arg I‘Eleag( F2 (x) - arg r?ED X

es decir la solucién 6ptima de ambos problemas coincide.
c) Aplicacion de la desigualdad de Cantelli.
Consideremos el problema de programacion estocastica:

"Min" 7 (x,w)
* : (PE)
s.a xe D

y consideremos su resolucién mediante el criterio minimo riesgo:

Max P{E(x,&) < uf

s.a xeD

En el caso de que no se conozca la distribucion de probabilidad de la
variable aleatoria E’(x,g), para resolver el problema minimo riesgo podemos
aplicar sobre la funcion de distribucién del objetivo estocastico la desigualdad de

Cantelli y obtenemos el problema:

(AMR(u))
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Consideremos €} problema (AMR(u)). Supongamos que se fija un nivel de
aspiraciéon u tal que E{E’(x,g)} <u, para todo x € D. En ese caso, podemos

expresar el problema (AMR(u)) como:

Max =

ﬁ%ﬁ* 9%_ Pl et
(- £ 8)})

=Max(u_ E{E(x,z)})  Max u-— E{'z"(x,z)}

T xeh -VE{?(X—’E-)-}— T el W

siendo en este caso F(x)=u~ F {2’ (xg)} y

X
obteniendo, de nuevo, el ratio u{ ),
F:z (x)
F(x) = yf Var{Z(x,E)} .

A partir de los resultados obtenidos en este epigrafe podemos concluir que
si bien existen distintos criterios de transformacion del objetivo estocastico de un
problema de programacion estocdstica, estos criterios mantienen relaciones que
ayudan a que la eleccién de un criterio para resolver el problema de programacion
estocastica, en base a las preferencias del decisor, sea mas facil, a partir de las
relaciones obtenidas. De entre los criterios vistos, para los casos analizados en este
trabajo, cabe destacar el criterio de Kataoka, puesto que, por un lado, las
soluciones de éste son soluciones eficientes valor esperado desviacidon estandar,
para determinados valores de la probabilidad fijada y, por otro, como hemos visto,
bajo determinadas condiciones, mantiene una reciprocidad con el criterio minimo
riesgo, lo que permite, en los casos analizados, “evitar” la resolucién de problemas
fraccionales que se obtienen con el criterio minimo riesgo. Ademads, consideramos
que para resolver un problema de programacién estocastica es mas “facil” fijar
una probabilidad para su resolucidon que fijar un nivel de aspiracion para el

objetivo estocastico.
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4. PROGRAMACION ESTOCASTICA MULTIOBJETIVO. ENFOQUE MULTIOBJETIVO

1. INTRODUCCION.

Nos centramos ahora en el estudio de problemas de decision en los que el
niimero de objetivos es multiple y algunos o todos los pardmetros del problema
son variables aleatorias con distribucion conocida. De esta forma, se relajan dos
hipétesis frecuentes cuando se plantea un modelo de optimizacion tradicional para

resolver problemas de decision que se plantean en procesos reales:

e la hipétesis de que el objetivo del proceso de decisién puede

representarse a través de una Gnica funcion a optimizar

» y la hipétesis de que la situacion en la que nos encontramos en el
proceso de decision es una situacion de certidumbre, de tal forma que se
conocen los valores de todos los parametros que intervienen en el
problema.

En general, un problema de programacién estocéstica multiobjetivo se
puede formular como:

"opt” %%, E) =(2,(6,8).%,(x.B).....Z, (x, B)

s.a §.(x,6)<0,i=1,2,...,m
xe DcR"

donde x € R" es el vector de variables de decision del problema y £ es un vector
aleatorio definido sobre un conjunto E < R®. Suponemos dada la familia IF de
eventos, es decir, subconjuntos de [, y la distribucién de probabilidad P definida
sobre F, de manera que para cualquier subconjunto de E, 4 < E, 4 € F, la
probabilidad de A4, P(A), es conocida. Ademas, se mantiene la hipotesis de que la
distribucioén de probabilidad, P, es independiente de las variables de decision,

XjseenX

n:
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Suponemos que las funciones 7, (x, E), Z, (X, E),...,E pee E) y g,(x, E), Z, (x, %),

s B, (x, £ Jestan definidas en todo el espacio R"x E.

A partir de los analisis realizados en los capitulos previos, sabemos que la
resolucién de problemas de programacion estocastica pasa por la eleccion de
criterios para obtener, a partir del problema estocastico, un problema determinista
equivalente cuya solucién es considerada solucion éptima del problema original.
Esto da lugar a que para un mismo problema estocastico se puedan obtener
distintas soluciones, una por cada uno de los criterios de obtencién del
determinista equivalente, y que se puedan considerar todas ellas soluciones
éptimas del problema estocastico de partida. La eleccion de un criterio u otro
dependera de las caracteristicas del proceso de decision a partir del cual se genera

¢l problema.

Esta diversidad de criterios es trasladable al caso multiobjetivo, con la

dificultad afiadida de que el nimero de objetivos del problema es mayor que uno.

Los estudios realizados hasta ahora en programacion estocastica
multiobjetivo abordan la resolucion del problema planteado desde distintos
enfoques. Para clasificar los trabajos realizados distinguiremos entre problemas
con variables aleatorias discretas y problemas con variables aleatorias continuas.

Dentro del caso discreto, cabe destacar los trabajos de Ben Abdelaziz
(1992} y Ben Abdelaziz, L.ang y Nadeau (1994 y 1995) en los que se analiza la
obtencién de soluciones eficientes de problemas de programacion estocastica
multiobjetivo con variables aleatorias discretas. En estos trabajos se dan distintos
conceptos de eficiencia de problemas de programacion estocastica multiobjetivo y
el estudio que se realiza es paralelo al andlisis de eficiencia en programacion

estocdstica que se comentd brevemente en el capitulo uno de este trabajo.

Por otro lado existen también estudios en los que se aborda la resolucion
del problema planteado bajo la filosofia de la programaciéon recurso de la

programacion estocastica, analizada también en el capitulo 1 de este trabajo. Asi,
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Teghem, Dufrane, Thauvoye y Kunsch (1986) plantean la resolucion de
problemas de programacion estocastica multiobjetivo con pardmetros que son
variables aleatorias discretas con distribucién conocida. Estos autores proponen el
método STRANGE, un método interactivo de resolucién de problemas con las
caracteristicas descritas. En este método, basado en el método STEM de la
programacién multiobjetivo, se define una funcién que penaliza la violacion de las
restricciones, que se afiade al resto de objetivos del problema determinista
equivalente. Posteriormente, Urli y Nadeau (1990) proponen el método PROMISE
para resolver problemas de programacion estocastica multiobjetivo con
informacion incompleta, esto es, para el caso en el que sélo se conoce una medida
de tendencia central y una de dispersion de cada uno de los parametros aleatorios
que intervienen en el problema. Al igual que el anterior, este método es
interactivo, basado en el método STEM, y se utiliza una funcidn que penaliza la
posible violacién de las restricciones del problema, que se incorpora como un
objetivo mas del problema determinista equivalente.

En cuanto al estudio de problemas de programacion estocastica
multiobjetivo con pardmetros que son variables aleatorias continuas existen en la
literatura multiples trabajos que lo abordan. De entre ellos cabe destacar los
trabajos de Stancu-Minasian (1984), Stancu-Minasian y Tigan (1984), Leclerq
(1981 y 1982), Szidarovszky, Gershon y Duckstein (1986), Goicoechea, Hansen y
Duckstein (1982} y el libro de Slovinski y Teghem (1990). La mayor parte de los
estudios realizados hasta ahora resuelven el problema estocastico multiobjetivo
transformando el problema en unco de optimizacion determinista equivalente y
consideran solucion del problema estocastico multiobjetivo a la solucién del
problema transformado. En general, esta transformacién consta de dos etapas que
constituyen una doble transformacién. En una de ellas se transforma el problema
estocastico en uno determinista equivalente y en la otra se transforma el problema
muitiobjetivo en uno de optimizacién. El orden en que se lleven a cabo estas
transformaciones depende del método que se siga para resolver el problema. Asi,
Stancu-Minasian (1984) plantea que para la resolucion de estos problemas se
pueden considerar dos posibles formas de abordarlo:
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e Transformar el problema de programacién estocastica multiobjetivo en
un problema de programacion estocastica con una funcién objetivo y

resolver éste mediante alguno de los criterios vistos anteriormente.

e Transformar el problema de programacion estocastica multiobjetivo en
un problema multiobjetivo determinista equivalente, fijando un criterio
de transformacion para cada objetivo estocastico y, posteriormente,
buscar soluciones eficientes del problema multiobjetivo determinista
obtenido.

En este sentido, Ben Abdelaziz (1992) clasifica los métodos de resolucion
de los problemas en tres grupos, que denomina enfoques o aproximaciones, para
la resolucion de problemas de programacion estocastica multiobjetivo. Esta
clasificacién se realiza en funcion del orden en el que se lleven a cabo las
transformaciones anteriormente mencionadas y distingue:

¢ Enfoque multiobjetivo: En él se transforma el problema en uno

multiobjetivo determinista equivalente y posteriormente en uno de
optimizacién.

* FEnfoque estocastico: Consiste en reducir el problema a un problema de
programacion estocastica con una funcién objetivo y, posteriormente, a

uno un problema de optimizacion determinista equivalente.

e Enfoque interactivo: Se combinan ambos enfoques para obtener, en

interaccidn con el decisor, una solucién de compromiso.

La siguiente figura muestra las dos transformaciones basicas que

generalmente se siguen para resolver problemas de programacion estocastica
multiobjetivo. '
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PROBLEMA PROBLEMA

MULTIOBJETIVO ———— | DEPROGRAMACION
ESTOCASTICO ESTOCASTICA
PROBLEMA PROBLEMA _

MULTIOBJETIVO DE OPTIMIZACION
DETERMINISTA —_— DETERMINISTA
EQUIVALENTE EQUIVALENTE

FIGURA 1.

TRANSFORMACIONES USUALES DE UN PROBLEMA MULTIOBIETIVO ESTOCASTICO

A esta clasificacion habria que afiadir los trabajos realizados para resolver
el problema mediante programacion estocastica por metas. El primero de ellos se
debe a Contini (1968) y posteriormente aparecen otros trabajos debidos a Stancu-
Minasian (1984) y Stancu-Minasian y Tigan (1988). El analisis de estos trabajos
nos ha llevado a considerarlos como un bloque aparte de la clasificacion anterior,
si bien, algunos de los problemas planteados mediante este enfoque se podrian

encuadrar dentro de alguna de los enfoques que distingue Ben Abdelaziz.

En cuanto a los métodos interactivos, hemos de sefialar la importancia del
método PROTRADE, (Goicoechea, Hansen y Duckstein (1982)) método basado
en el método STEM, y del método MULT propuesto por Leclerq (1982), y en el
que se abordan problemas de programacién estocastica con restricciones
estocasticas. Para resolver este problema, Leclerq transforma las restricciones
estocasticas en restricciones de azar y las considera objetivos adicionales del
problema. El problema resultante se resuelve mediante un método interactivo, que

propone el autor.

En adelante nos centraremos en ¢l analisis de la resolucion de problemas
mediante el enfoque multiobjetivo y el enfoque estocastico y las posibles

relaciones que pueden existir en la resolucion de problemas mediante los mismos.
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El problema que abordaremos es:

" N)Ilin“ E(X,E) = (ZJ’ (X!E):Ez (xrg)""’zq (X’E))t

S, a xeD

(PEM)

en el que se supone que ¢l conjunto de oportunidades es determinista o bien ha
sido transformado en su determinista equivalente siguiendo el criterio de
restricciones de azar separadas (obsérvese que la transformacion del conjunto de
oportunidades es igual en programacion estocastica y en programacion estocastica
multiobjetive) y se mantiene como criterio de optimizacion el de minimo.
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2. ENFOQUE MULTIOBJETIVO.

Abordamos la resolucion de problemas de programacion estocéstica
multiobjetivo mediante el enfoque multiobjetivo, es decir, siguiendo las siguientes

etapas:

Etapa 1: Transformacion del problema estocastico multiobjetivo en uno
multiobjetivo determinista equivalente, siguiendo algin criterio que se

considera apropiado.

Etapa 2: Resolucion del problema multiobjetivo determinista obtenido en
la etapa anterior, sin considerar el cardcter estocastico del problema de

partida, salvo por la transformacion realizada en la primera etapa.

Evidentemente, existen muchos posibles criterios para llevar a cabo la
transformacion del problema estocdstico multiobjetivo siguiendo las dos etapas
descritas. Asi, por ejemplo, en un problema de dos objetivos estocasticos es
posible que se considere adecuado el criterio valor esperado para transformar el
primer objetivo estocastico y el criterio minimo riesgo para el segundo y, una vez
obtenido el problema biobjetivo determinista equivalente, obtener soluciones
eficientes, satisfactorias o de compromiso del mismo.

Sin embargo, existen en la literatura conceptos de solucién eficiente de
problemas de programacion estocastica multiobjetivo que se encuadran dentro de
este enfoque. Estos conceptos son generalizaciones de los criterios basicos de
resolucion de problemas de programacion estocistica: valor esperado, minima
varianza, valor esperado desviacién estdndar, minimo riesgo y Kataoka. La idea
basica en todos ellos es elegir un criterio de transformacién de los objetivos
estocdsticos, aplicarlo a cada uno de ellos y construir un problema multiobjetivo

determinista equivalente con las transformaciones obtenidas.

La mayor critica que se realiza a esta forma de resolver problemas de
programacion estocastica multiobjetivo es que, al aplicar el criterio de obtencion
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del problema determinista equivalente a cada objetivo por separado, puede ocurrir
que no se tenga en cuenta la posible dependencia estocéstica entre unos objetivos
estocasticos y otros, de manera que, en cierto modo, se prima la naturaleza
multiobjetivo del problema sobre la naturaleza estocastica. Por otro lado, la mayor
ventaja del enfoque multiobjetivo es que es facilmente aplicable para la resolucion

de problemas estocésticos multiobjetivo.

En este capitulo se recogen algunos conceptos de solucion eficiente de
problemas de programacion estocastica multiobjetivo y se analiza las relaciones
entre ellos. Como veremos a continuacidn, estos conceptos de eficiencia estan
relacionados entre si. Puesto que anteriormente se han estudiado con detenimiento
los procesos de obtencion del determinista equivalente de un objetivo estocastico
mediante los criterios citados, en lo que sigue no nos detendremos en esto.
Tampoco entraremos en la segunda de las etapas anteriormente sefialadas, esto es,
la resolucién del problema multiobjetivo determinista equivalente resultante de
aplicar estos criterios.
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3. CONCEPTOS DE SOLUCION EFICIENTE.

Consideremos el problema de programacion estocastica multiobjetivo:

"Min® 7(x8) =(5x.E 75D 7 g))

s.a xeD

(PEM)

Existen en la literatura distintos conceptos de solucién eficiente de este
problema multiobjetivo. Los conceptos que vamos a ver a continuaciéon son
aquellos en los que se transforma el problema estocistico multiobjetivo en uno
multiobjetivo determinista equivalente, fijando algin criterio de transformacion de
los vistos en programacion estocastica para transformar el objetivo estocastico en
determinista. Todos los conceptos que analizamos transforman cada una de las
funciones objetivo del problema en determinista mediante un mismo criterio de
transformacion, que se aplica por separado a cada una de las funciones objetivo
del problema.

3.1. EFICIENCIA EN ESPERANZA.

La definicion de solucion eficiente en esperanza no es mas que una
consecuencia de uno de los métodos mas utilizados para resolver el problema
(PEM), que consiste en la obtencion del determinista equivalente del problema
estocéstico tomando el valor esperado de cada una de las funciones objetivo del

problema, es decir:

Min {E(z (x, )}, {5, (x, D)}, ... E[Z, (x. D)

s.a XxebD

(E)

Una vez planteado este problema podemos definir el concepto de solucion

eficiente valor esperado como sigue:
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Definicion 1: Solucién eficiente valor esperado.

Sea x € D. x es eficiente valor esperado del problema de programacion
estocastica multiobjetivo (PEM) si es solucion eficiente en el sentido de
Pareto del problema (E).H

Denotamos por &, al conjunto de soluciones eficientes valor esperado.

A partir del concepto que acabamos de definir, dado un problema de
programacion estocastica multiobjetivo, podemos obtener soluciones eficientes
del mismo sin mas que considerar el problema planteado anteriormente. Los
objetivos del problema determinista equivalente seran lineales si lo son las
funciones objetivo estocasticas y cuadraticos y convexos en el caso de que las
funciones estocdsticas lo sean, tal y como se ha analizado previamente en este
trabajo. Puesto que en los capitulos anteriores se ha analizado detenidamente la
obtencion del valor esperado de la funcién objetivo estocastica tanto en el caso
lineal como en el caso cuadritico, no planteamos ahora los problemas
multiobjetivo resultantes para estos casos. En cuanto a la bondad de este criterio
para resolver problemas de programacion estocéstica multiobjetivo, mantenemos
las mismas consideraciones que ya se hicieron en programacion estocastica, esto
es, consideramos que ¢l valor esperado no es mas que una medida de tendencia
central de la variable aleatoria y, en este sentido, la eleccidon de este criterio puede
no ser adecuada en determinados casos, puesto que sblo se recogen determinados
aspectos del objetivo estocdstico.

Al igual que en programacion estocastica, la obtencion de soluciones
eficientes valor esperado del problema (PEM) es posible siempre que se conozca
el valor esperado de cada una de las funciones objetivo del problema, ain si se
desconoce la distribucién de probabilidad de alguna de las funciones objetivo
estocasticas. Sin embargo, al igual que en programacion estocastica, este criterio
recoge solo el valor esperado de las funciones objetivo estocdsticas del problema
y, por tanto, recoge solo una de las caracteristicas estocasticas de los objetivos
aleatorios del problema.
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3.2. EFICIENCIA MINIMA VARIANZA.

Al igual que hemos definido el concepto de solucion eficiente en
esperanza, cabe definir el concepto de solucién eficiente minima varianza sin mas
que plantear el problema de programacion multiobjetivo de minimizar la varianza
de cada una de las funciones del problema de programacién estocastica
multiobjetivo (PEM), es decir:

N{in (Vaf{Z (x, E)}s Var{fz“z (x, E)L ...,Var{%’q (x, E)})

5. a xeD

(c”)

Una vez planteado este problema, que sera siempre de minimo,
independientemente de que el problema de partida sea de minimo (como
suponemos en este trabajo) o de méximo, podemos definir el conjunto de
soluciones eficientes minima varianza del problema de programacion estocastica
multiobjetivo (PEM) de la siguiente forma:

Definicion 2. Solucion eficiente minima varianza.

x € D es solucion eficiente minima varianza del problema de
programacion estocastica multiobjetivo (PEM) si es solucién eficiente en
el sentido de Pareto del problema (c%).l

Denotamos por £ , al conjunto dr soluciones eficientes del problema (c?).

Asi pues, para la obtencion de soluciones eficientes minima varianza del
problema (PEM) hemos de construir un problema de g funciones objetivo,
formado por cada una de las varianzas del problema multiobjetivo estocastico de
partida. Estas funciones son cuadraticas y convexas tanto en el caso de que los
objetivos estocasticos del problema sean lincales como si éstos son cuadréticos. Al
igual que con el criterio valor esperado, podremos obtener soluciones eficientes
minima varianza si conocemos la varianza de cada una de las funciones objetivo

estocasticas del problema, independientemente de que se conozca o no la
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distribucion de probabilidad de cada una de las funciones objetivo del problema
estocastico multiobjetivo de partida. La eleccion del criterio minima varianza
supone buscar soluctones que acerquen el valor de cada una de las funciones
objetivo estocdsticas a su valor esperado y, en este sentido se puede considerar un

criterio poco arriesgado.
3.3. EFICIENCIA VALOR ESPERADO DESVIACION ESTANDAR.

Al igual que en el caso de optimizacion estocastica monobjetivo
consideramos la transformacion del problema estocastico en uno determinista
biobjetivo, con objetivos el valor esperado y la desviacion estandar de la funcion
objetivo estocastica, planteamos ahora la posibilidad de establecer estos dos
criterios de transformacion de cada funcién objetivo estocastica y consideramos el

siguiente problema:

Min [E{:f;(x,E)},...,E{z;(x,E)},\/m,---,m) (Eo)

$.a xeD

Una vez planteado este problema podemos definir el concepto de solucién

eficiente valor esperado desviacion estandar de [a siguiente forma:
Definicion 3.

xe D es solucion eficiente valor esperado desviacion estandar del problema
multiobjetivo estocastico (PEM) si es solucién eficiente en el sentido de
Pareto del problema (Ec).m

Sea &g, el conjunto de soluciones eficientes valor esperado desviacién
estandar del problema de programacion estocastica multiobjetivo (PEM).

Este concepto ha sido ampliamente utilizado en la literatura para resolver

problemas de programacion estocastica. En algunos trabajos se ha considerado el
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criterio de eficiencia valor esperado varianza. Para ello se plantea un problema
con 2q objetivos que recoge el valor esperado de cada funcion objetivo y la
varianza de cada uno de ellos en lugar de su desviacion estndar. En este trabajo
hemos preferido definirlo mediante la desviacion estindar, dado que de esta forma
conseguimos establecer relaciones entre este concepto y otros conceptos de
solucion eficiente de problemas de programacion estocastica multiobjetivo que se
definen mas adelante. En cualquier caso, es facil demostrar que el conjunto de
soluciones eficientes valor esperado desviacién estdndar coincide con el de

soluciones eficientes valor esperado varianza.

Las funciones objetivo del problema que se genera para la obtencién de
soluciones eficientes valor esperado desviacidn estandar son funciones convexas,
para problemas estocasticos multiobjetivo lineales, tal y como se puede deducir a

partir de los resultados obtenidos previamente en este trabajo.

3.4. EFICIENCIA MINIMO RIESGO DE NIVELES u,,u,,...,u,.

Definido por Stancu-Minasian y Tigan (1984), este concepto de solucion
considera soluciones eficientes del problema de programacién estocastica
multiobjetivo (PEM) a las soluciones eficientes del problema multiobjetivo
determinista que se obtiene al aplicar a cada una de las funciones objetivo del
problema el criterio minimo riesgo. Para aplicar este criterio hemos de fijar un
nivel de aspiracién minimo a alcanzar para cada uno de los objetivos estocasticos,
Uy, i, i, € Rok=1,2, .., q. Una vez fijados estos valores, el problema
minimo riesgo, equivalente determinista del problema (PEM) consiste en
maximizar la probabilidad de que cada uno de los objetivos estocasticos no supere
¢l nivel de aspiracion fijado, es decir:

Mo (205.8) <), Pz, 6.8 <)

(MR(u))
5. a xelD
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Una vez planteado este problema, Stancu-Minasian y Tigan (1984) definen
el concepto de solucién vectorial minimo riesgo de nivel u del problema (PEM)

de la siguiente forma:

Definicién 4. Solucion eficiente minimo riesgo de niveles u,,u,,....4 .

xe D es solucién vectorial minimo riesgo de nivel u si es solucion eficiente
en el sentido de Pareto del problema (MR(u}).

En adelante nos referiremos a estas soluciones como soluciones eficientes
minimo riesgo de niveles #,,u,,...,u4,. Denotamos por g (u) al conjunto de

soluciones eficientes del problema (MR(u)).

Obsérvese que el problema multiobjetivo determinista que se obtiene al
aplicar este criterio, (MR(u)), depende, en general, del vector de niveles de
aspiracion fijado, u, de tal forma que, podemos afirmar que en general, dados u,
' € RY si u = u’ entonces los conjuntos de soluciones eficientes minimo riesgo

de mveles u y u’ seran distintos: £,_(u) # &, ().

Puesto que para aplicar este criterio de eficiencia, hemos de fijar un nivel
de aspiracion , u, € R, para cada uno de los objetivos estocésticos del problema,
es necesaria la intervencion del decisor para generar soluciones eficientes minimo
riesgo. Ademads, dado que en el problema que se genera interviene la funciéon de
distribucién de cada una de las funciones objetivo estocéasticas, Ia aplicacion de
este criterio se centra en los casos que ya estudiamos en programacion estocéstica:
problemas estocasticos multiobjetivo lineales con hipdtesis de normalidad o de
aleatoriedad simple. En ambos casos, los objetivos del problema determimsta
equivalente son fraccionales. Puesto que esto ha sido ampliamente analizado en el
capitulo dos de este trabajo, no plantearemos los problemas que se generan. Por
otro lado, en los casos en los que desconocemos la funcién de distribucion de los
objetivos estocasticos del problema, podemos aplicar la desigualdad de Cantelli a
la funcion de distribucion y obtener una cota inferior para la misma. Asi, si

sustituimos las funciones de distribucién por estas cotas en el problema (MR(u))
obtenemos el problema:

194



4. PROGRAMACION ESTOCASTICA MULTIOBJETIVO. ENFOQUE MULTIOBJETIVO

32 Rt \
|( (- EZ(x.5)}) (4, - Elz,xB) |
N Vadz 02 (- Fr D) Valz B [ Bz B
s.a E{%;(x,%)} <y, k=12,..9 (AMR(u))
xe D

Evidentemente, ¢l conjunto de soluciones eficientes del problema
(AMR(u)), que denotamos por E,,x(u), no coincide, en general, con el conjunto
de soluciones eficientes del problema (MR(u)), &,z(0) # Eur(n), v sélo puede

tomarse como aproximacion del mismo.

3.5. EFICIENCIA CON PROBABILIDADES £,.8,,.... 5 .

Finalmente, consideramos un concepto de solucidon que se basa en un
concepto definido por Goicoechea, Hansen y Duckstein (1982), el concepto de

solucion estocastica no dominada de nivel £.
Definicién 5: Solucion estocastica no dominada de nivel S

Sea z, (x) un valor perteneciente al rango o soporte de la variable aleatoria
Z,(x,E), k=12, ¢

Se dice que x € D es solucién estocdstica no dominada de nivel g € (0, 1)
si:

(i) Pz, (x,E)<z,(x)} = B para todo k & {1,2,...,q}

(i1) no existe ningtin vectory € D tal que:
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Pz, (y,8) <z, (y)) = B paratodo k =1,2,....¢
existe / € {1,2, ...,q} tal que z,(y) < z,(x)
z,(y) €z, (x), paratodo k € {1,2, ...q}, k#!

A partir de esta definicion, dado el problema de programacion estocéstica
multiobjetivo (PEM), si aplicamos el criterio de Kataoka a cada una de las
funciones objetivo estocasticas del problema para una probabilidad £, el

problema que se genera es:

Min u=(ut,...,uq)

(xl’“l)t
s.a P{%‘k(x,E)Suk}= B.ok=12,..,q
xelD

y tenemos que el conjunto de soluciones eficientes de este problema es el conjunto
de soluciones no dominadas de nivel g que se ha defimdo anteriormente, puesto
que para cada k € {1, 2, ..., g} la variable u, sera una funcién z,(x)} que se
obtiene a partir de la igualdad P{?:‘,( (x, E) < uk} = [ . Asi, tenemos que el conjunto
de soluciones no dominadas de nivel f se obtiene a partir de aplicar el criterio de
Kataoka a cada una de las funciones objetivo del problema multiobjetivo
estocastico, fijando el mismo nivel de probabilidad para todas las funciones

estocasticas.

A partir de aqui, cabe la posibilidad de generalizar esie concepto
considerando distintos niveles de probabilidad para las funciones objetivo del

problema, sin mas que plantearnos el problema:

t
Min u:(u],...,uq]

(X',I.ll)l

sa PlE(E)<u=p4,,k=12,..¢q (K(B))
xeD
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Una vez planteado el problema, definimos el concepto de solucion
eficiente con probabilidades B,.8,,..., B, de la siguiente forma:

Definicion 6. Solucién eficiente con probabilidades 5,.5,,.... 5.

Sea x € D. Se dice que x es solucién eficiente con probabilidades
B, B,...., B, siexiste unue R? tal que (x', u") es solucion eficiente del

problema (K(J3)).m

Denotamos por E(B) < R" al conjunto de soluciones eficientes con
probabilidades &,,8,,....5,-

Obsérvese que el concepto de solucién eficiente con probabilidades
BB 0 ; € define para los vectores x, aunque las soluciones del problema

(K(P)) sean vectores (x', u')' ¢ R™™.

Al igual que en el caso minimo riesgo, este concepto de eficiencia va
asociado a unos niveles de probabilidad fijados a priori, con lo cual, el problema
multiobjetivo determinista mediante el que se obtienen soluciones eficientes con
probabilidades 3,,8,...., #,, (K(B)), depende, en general, del vector de
probabilidades fijado, B=(f8,.8,..... 8 q)', de tal forma que, podemos afirmar
que en general, dados B, B> € R si B # P’ entonces el conjunto de soluciones

eficientes para 5 es distinto del que se obtiene para §’: £,(B) # £.(B’).

De nuevo, para poder aplicar este criterio de eficiencia, hemos de fijar una
probabilidad g2, e (0, 1), para cada uno de los objetivos estocdsticos del
problema. Esto hace necesaria la intervencidn del decisor para generar estas
soluciones eficientes. Ademds, en el problema interviene la funciéon de
distribucion de cada una de las funciones objetivo estocasticas. Consideramos
ahora los mismos casos analizados previamente en este trabajo: funciones objetivo
lineales bajo la hipotesis de normalidad o bajo la hipétesis de aleatoriedad simple.
En ambos casos es posible obtener soluciones eficientes del problema de

programacién estocdstica multiobjetivo y los problemas resultantes son, bajo
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determinadas hipétesis, problemas convexos, tal y como veremos mas adelante en

el andlisis de las relaciones entre los conceptos de soluciones eficientes definidos.

Por otro lado, en los casos en los que desconocemos la funcion de
distribucion de los objetivos estocasticos del problema, podemos aplicar la
desigualdad de Cantelli a la funcién de distribucién y obtener una cota inferior
para la misma. Asi, si sustituimos las funciones de distribucion por estas cotas en
el problema (K(p)) obtenemos el problema:

Min u=(u,,u2,...,uq)

1
t 1
x.u)

(
s.a E{E’k(x,E)}+Jl_ﬂ_“ﬂk JVarlz (E)) <u,, k=12, (AK(p))

xe DcR”

Al igual que en el caso minimo riesgo, el conjunto de soluciones eficientes del
problema (AK(pB)). que denotamos por E,(B) sera distinto del conjunto de

soluciones eficientes del problema (K(B)), E,(B)*Ex(B), pero, podemos tomar
este conjunto como aproximacion.
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4. RELACIONES ENTRE LOS CONCEPTOS DE SOLUCION
EFICIENTE DE PROBLEMAS DE PROGRAMACION ESTOCASTICA
MULTIOBJETIVO.

Una vez vistos los distintos conceptos de solucién eficiente de un
problema de programacion estocastica multiobjetivo, analizamos en este apartado

las relaciones existentes entre estos conceptos de solucion.

Si bien, en principio, se¢ podria pensar que los conceptos definidos
previamente no mantienen conexion alguna, veremos a continuacion como estos
conceptos estan estrechamente relacionados, al igual que ocurre en el caso de
resolucion de problemas de programacion estocéstica con una funcion objetivo.
En realidad, lo que analizamos a continuacién no es mas que la generalizacion al

caso de g funciones objetivo del caso g = 1, estudiado anteriormente.

Comenzaremos analizando la relacién entre las soluciones eficientes
minimo valor esperado, las soluciones eficientes minima varianza y las soluciones
eficientes valor esperado desviacion estandar, correspondientes al problema de 2¢
objetivos que recoge valor esperado y desviacion estandar de los objetivos.

Posteriormente, se analizara la relacion existente entre solucidn eficiente minimo

riesgo de niveles u,,....,u, y solucion eficiente con probabilidades f,..... 4, .
Finalmente, se analiza la relacién entre las soluciones eficientes valor esperado

desviacion estandar y las soluciones eficientes de probabilidades §,,.... 4.
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4.1. RELACIONES ENTRE LAS SOLUCIONES EFICIENTES
VALOR ESPERADO, LAS SOLUCIONES EFICIENTES MIiNIMA
VARIANZA Y LAS SOLUCIONES EFICIENTES VALOR ESPERADO
DESVIACION ESTANDAR.

En este apartado se analiza la relacidn existente entre las soluciones valor
esperado, las soluciones eficientes minima varianza y las soluciones eficientes

valor esperado desviacion estandar. Consideramos, por tanto, los problemas:

Min| £{z,(x. D)}..... E{Z, (x. D)

s.a xeD

(E)

h/{{in(Var{?, (x, E)}s P Var{'z”q (x, E)})

s,.a xeD

(o)

Min (£(5, 0 D). B2, D) Varle (. DoV, .8 g,

s. a xe D

Como puede observarse, el problema (Ec) es un problema con 2g
objetivos que recoge los objetivos de los problemas (E) y la raiz cuadrada de cada
uno de los objetivos del problema (o?).

Sean £, el conjunto de soluciones eficientes del problema (E), g, el

conjunto de soluciones eficientes del problema (6%) y &7, el conjunto de
soluciones débilmente eficientes del problema (Ec). Mediante el siguiente

teorema establecemos la relacion existente entre estos tres conjuntos.
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4. PROGRAMACION ESTOCASTICA MULTIOBJETIVO. ENFOQUE MULTIOBJETIVO

Teorema 1.

Consideremos los problemas:

. Min (fl(x),---,fq(x))

s.a xeD

(1a)

M!in (gl (x),.., &, (x))

§.a xeD

(1b)

Min (ﬁ(x),...,fq(x),\/gl(X)a--»\/gq(—x)) (1)

s.a xeD
donde f,:R" > R y g,:R" > R*paratodo ke {1, 2, ..., g}.

Sean £, £, y &, los conjuntos de puntos eficientes de los problemas (1a) y
(1b) y (lc), respectivamente y sean £°% &'y &° los conjuntos de
soluciones débilmente eficientes de los problemas (la) y (1b) y (lc),

respectivamente. Entonces, se verifica:
HENECE,.

(& &g VE

() E UV E,c &'

(Vg LE cE'm
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Demostracion.

(i) Sea x € £ N &,. Veamos que X € &, por reduccion al absurdo.

Supongamos que x ¢ £,. Entonces existe un x' € D tal que:

[(xX) S f(x) y g, (x) S g, (x) paratodo k € {1.2, ... g}

existiendoun s € {1, 2, ..., g} para el cual la desigualdad es estricta:

£.(x) < f,(x) obien g .(x') < g, (x).

Entonces, puesto que /g (X') <,/g,(x) implica g (x')<g,(x).x & & 0

bienx ¢£,,encontradequex e £ N &, 1
(ii) Sea x € &;. Entonces no existe ningin vector x' € D tal que:
L))y e (X)<=yg(x) paratodo k€ {1, 2, .., g}

verificando ademas que:

f.(x')< f.(x) obien ‘/gs(x') < \/gs(x) paraalgins € {1, 2, ..., ¢q}.
Entoncesx € £ obienx € £,. Luegox € € UE,. B
(iii) Sea xe &, U &,. Veamos que £, por reduccién al absurdo:

Supongamos que x ¢ £,°. Entonces existe un vector x' € D que domina

débilmente a x y, por tanto, verifica que:

(X)) <fi(x) y \/g,( (x") <Jgk(x) paratodo k € {1, 2, ..., q},
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porlocual, x ¢ £, yx ¢ &, encontradequexe £,V &, W
(iv) Sea x € £ U &,". Veamos que x € £,°, por reduccion al absurdo:

Supongamos que x ¢ E,°. Entonces existe un vector X' € D que la domina

débilmente y, por tanto, verifica que:

[0 < f,(%) ¥ g (X < g, (X) paratodo k e {1,2, ..., g},

porlocual x ¢ £°y x ¢ & encontrade que xe £V E,". B

Es claro, a partir de (iv), que se verifica también que E* n &'c &°
Ademas, como £cC £y &, < &° entonces EUE, c E° LWE,, por lo que (iii) se

puede deducir también de (iv).

A partir de este teorema, sin mds que hacer f,(X)= E{%“k(x,g)} y
2, (x)= Var{’z“,c (x,g)} paratodo k£ € {1, 2, ..., g}, tenemos que:

() &g NE , © &, Toda solucion que sea a la vez eficiente valor esperado

y eficiente minima varianza, es solucién eficiente valor esperado

desviacion estandar.

(i) &g, c E;VE :: Toda solucion eficiente valor esperado desviacion

estandar es solucion eficiente valor esperado o solucién eficiente minima

desviacion varianza.

(i) E;VE, c g7 : Toda solucién valor esperado y toda solucion
eficiente minima varianza es solucion débilmente eficiente valor esperado

desviacion estandar.

(iv) & ué':z « &7 : El conjunto de soluciones débilmente eficientes valor
esperado desviacion estindar contiene a la unién del conjunto de
soluciones débiimente eficientes valor esperado y del conjunto de
soluciones débilmente eficientes minima varianza.
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42. RELACION ENTRE LAS SOLUCIONES EFICIENTES
MINIMO RIESGO DE NIVELES uy,....u, Y LAS SOLUCIONES

EFICIENTES CON PROBABILIDADES £,,.... 5.

Abordamos ahora el estudio de las relaciones entre las soluciones
eficientes minimo riesgo de niveles u,,...,u, y las soluciones eficientes con

probabilidades  g,,...,8, de un problema de programacién estocastica

multiobjetivo.

Dado el problema (PEM), consideremos los problemas:

anx (P{Z(X:E) £ u!}""’P{Ea(X’E) su, })

(MR(u))
s.a xeD
(I\{Iip) u=(u,...,u,)
s.a P{%”k (x,8)<u, } =pf, (K(B))

xe D

correspondientes a la obtencion de soluciones eficientes minimo riesgo de niveles
Up,oonlt, Yy @ las soluciones eficientes con probabilidades g,,....[8 o

respectivamente, para el problema (PEM). A continuacién analizamos las

refaciones entre los conjuntos de puntos eficientes de estos dos problemas.

Suponemos que los conjuntos de oportunidades de ambos problemas, D
R"y {(_x', u')' e DxR?/ P{E’k (x,£) < uk} = ﬁk} . son cerrados, acotados y no

vacios, por lo que ambos problemas poseen soluciones eficientes.

Ademas suponemos que para todo k e {1,2, .., g} yparatodo x € D la
funcion de distribucion de la variable aleatoria Z, (x,Z) es continua y

estrictamente creciente. Estas hipétesis implican, por las propiedades de la funcién
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de distribucion, que para cualquier probabilidad, £,, que se fije para la variable

aleatoria Z, (x, E), existe un unico nimero real ¥, , tal que P{ER (x,g) < uk} =B,

Sea £,,(u) el conjunto de soluciones eficientes del problema (MR(u)) v sea
E.B) el conjunto de soluciones eficientes del problema (K(B)). El siguiente

teorema nos relaciona estos dos conjuntos de soluciones eficientes.

Teorema 2.

Supongamos que la funcién de distribucion de la variable aleatoria
%, (x,E) es continua y estrictamente creciente. Entonces x es solucién
eficiente del problema (MR(u)) si y sélo si (x', u')' es solucién eficiente del
problema (K(pB)), con u y p tales que:

P{E}((X,E)Suk}: b, paratodo ke {1,2,..,4}.0

Demostracion.

Demostramos el teorema por reduccion al absurdo. Obsérvese que bajo las
hipétesis establecidas cualquier solucién factible de uno de ellos lo es
también del otro.

(=) Si x es solucion eficiente del problema (MR(u)), entonces (x', u")" es
solucion eficiente del problema (K(p)).

Supongamos que (x', u’)' no es eficiente del problema (K(B)). Entonces

existe un vector factible (x",u' ")’ que domina a (x', u")', es decir:
ox'e D
ese verifica para todo & € {1,2,...,q} que:

P{Z&(x"g)suk'} =p = P{?k(xsz) Suk}
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ou'<u, k=12 _,qyu'<u, paraalginse {1,2, .., q}.

Por las propiedades de la funcién de distribucion de la variable aleatoria

7, (x,E), tenemos que s1 ¥, 'S u, Yy u,'<u:

Pz, (x, &) <u} < PlZ,(x E) <u, |
Pz(x,E)<u} < PlZ.(x,E) s u,)

Luego:

Con lo cual, x no es solucion eficiente del problema multiobjetivo (MR(u))
y esto esta en contradiccion con la hipdtesis.

(<) Si (x', u')' es solucion eficiente del problema (K(B)) entonces x es
solucion eficiente del problema (MR(u)).

Supongamos que x no es eficiente del problema (MR(u)). Entonces existe

un vector factible x' que domina a x, es decir: x' e Dy se verifica que:

B.=PZ (B <u s PlZ,(x.E)<u,} k=1,2, ., q
B.=PZ.(x,B)<u}<PE(x,E)<u|paraalgins e {1, 2, ., ¢}

Por las propiedades de la funcion de distribucién tenemos que existen
u',..u,',conu,'<u,,paratodo ke{ 1,2, .., q} yexiste al menosuns ¢
{1,2, .., q}. para el que la desigualdad es estricta # '< u_, con:

B = P{Ek(x,g) < u,‘} = P{Ek(x‘,g)s u,('} para todo k£ € {1, 2, ., q}

B.=PEZxE)<u}=PEx,D<u} sell.2 .. q}
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lo cual esta en contradiccion con la hipétesis de que (x', u') es solucién
eficiente del problema (K(f)).1

Una vez vista esta relacion entre los conjuntos de puntos eficientes de
ambos problemas, podemos enunciar el siguiente corolario que relaciona la union
de los conjuntos £, (u) y E(B), es decir, el conjunto de soluciones eficientes del

problema (MR(u)) y el conjunto de soluciones eficientes del problema (K(B)).

Previamente, hemos de recordar que ¢l conjunto de soluciones eficientes
E(B) del problema de programacion estocastica multiobjetivo definido
anteriormente, es un subconjunto de R", £(B) c R", tal y como puede

comprobarse en la definicion 6 de este capitulo.
Corolario 1.

La unién en u € RY de las soluciones eficientes del problema (MR(u))

coincide con la union en B € B de las soluciones eficientes de nivel §:

SEMOERGEA()

ueR? feb
con B={Bc R/ B, €(0]), k=12,...,q;.M

La demostracién de este corolario es obvia a partir de los resultados

anteriores.

A partir de estos resultados tenemos, por tanto, que las uniones de los
conjuntos de puntos eficientes de ambos problemas coinciden. Ademads, si x € D

es solucion eficiente del problema (K(B)), para unas probabilidades fijas,
B=(8,.....8,)" a partir del teorema 2, sabemos que es solucién eficiente

minimo riesgo de niveles #,,...,u,, manteniendo los niveles de aspiracion y las

probabilidades la relacién que aparece en el teorema, y viceversa. Este resultado

nos permite realizar el andlisis de estas soluciones eficientes mediante uno de los
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dos conceptos v, a partir de la reciprocidad obtenida en el teorema 2, obtener el
nivel de aspiracion o la probabilidad para el que es eficiente segin el otro.

Ademas, obsérvese que este teorema es paralelo al que relaciona en el caso
g = 1 los é6ptimos de los problemas de Kataoka y minimo riesgo, analizado

anteriormente en este trabajo.

Este teorema no nos permite, sin embargo, mantener esa relacion entre los
conjuntos de puntos eficientes de los problemas multiobjetivo correspondientes a
los casos en los que se desconoce la funcidén de distribucion de la variable
aleatoria Z, (X,E). En estos casos, hemos propuesto en este trabajo sustitnir la
funcién de distribucion de cada una de las funciones objetivo del problema por la
cota inferior que se obtiene de ésta mediante la aplicacion de la desigualdad de
Cantelli. Esto nos lleva a la necesidad de analizar la relacion entre los problemas:

y (14, - Bz ) (1, - Bz, B))
valZ, ) +{u, - D)) varlz, .8) +(u, - £, B)))
s.a ElZ,(x, D <u,, k=12,....q AMR(u))
xeD

Min u=(u,,u2,...,uq)

(x*ut)

lfg;),k Varz,(x )} + Bz (&)} <u,, k=12...9 (AK®)

xe D

s5.a

correspondientes a aplicar la desigualdad de Cantelli a las funciones de
distribucién de los objetivos estocasticos de los problemas (MR(u)) y (K(B)),
planteados anteriormente.
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Suponemos que el conjunto D es cerrado, acotado y no vacio, por lo que

ambos problemas poseen soluciones eficientes.

El siguiente teorema muestra la relaciéon existente entre las soluciones
eficientes de los problemas (AMR(u)) y (AK(p)).

Teorema 3.

x es solucion eficiente del problema (AMR(u)) si y sélo si (x', u")' es
solucion eficiente del problema (AK(B)) con u y [ tales que:

U, = } 1 _ﬁ fa Var{z, (x,5)} + E{z, (. &)} )

0, de manera equivalente:

(”k - E{‘?k (X’E)})z
By = ~ =1}2
Var{.’z‘k (x,‘é)} +(uk - E{fk (x,?;)})

(3)

parak=1,2, .., g1

Demostracion.

Demostramos el teorema por reduccion al absurdo.

(=) Sea x solucion eficiente del problema (AMR(u)), x € &,,x(u).

Supongamos que (x', u')' no es eficiente del problema (AK(B)), con
B=(f,.....8,)" vy B,dado por 3) paracadak=1,2, ... q.

En ese caso existe (x, u'"', tal que:
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a)jx'eD

b) \hf},ﬁ Var(z, (x', B} + E{Z, (x ,§)} <u," para todo ke {1.2,....q},

conu,'<u, paracadak € {1,2,....q} y u '<u, paraalginse {1,2,...,g}.

Luego:

!/i_ﬁ* Var{z, (x,E)} + E{z,(x".&)} <u, paratodo k=12,....q (4

\ l;ﬁﬁ Var(z,(x, &)} + £{Z,(x,E)} <u, paraalgins € (1,2, ..q} (5)

De (4) se obtiene que E{Ek (x',:{f)} <u,paratodoparake{ 1,2, .., q).

Efectuando operaciones en (4) y (5) se obtiene que:

B < (1, —E{%},(x',g)})z k=12,...q
* ar{Ze(X',E)}+(uk _E{?Jr(x"g)})z

(4, - Efz.(x, "5)})
ar(Z, (¢, )} +(u, - E{z,(x, D))’

ﬂs<

y teniendo en cuenta por (3) a qué es igual S, y ., lenemos que X no es
solucion eficiente del problema (AMR(u)), en contra de ia hipdtesis.

(<) Sea (x', u’)' solucion eficiente del problema (AK(B)), para B dado,
siendo u, dado por (2), paracadak=1,2, ..., q.
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Supongamos que X no es solucion eficiente del problema (AMR(u)).
Entonces existe un vector x' € D, verificando que £ {Ek (x',E)} Lu,, para
cada k=1, 2, ..., ¢, que domina a x, de manera que para todo k € {1, 2,
....g} se verifica:

m-eze®) (w-EE«B) "
Var(z, 5] + (s, - BE D)) Varlz, 0.9 + (- B{7 ¢, D))
yvexisteun s € {1, 2, ..., g} para el que la desigualdad es estricta:
_ gl ’,., 2 _Ez "N 2
(. - E{z.x D)) ) (u, - Bz, D)) .

Var(z, (x, D)} +(u, - EZ. D)) varlz,x . D)+ (u, - Bz, x,B)})

Pero, puesto que:

(v, - EZ D))’
Var(z, (5. 8)) +(u, - £, E)))

ﬁk:

es equivalente a:

U, = /lf”;k Var{z, (x.8)} + E{, (x,2)]

paratodo k € {1, 2, ..., ¢}, a partir de (6) tenemos que:

(v, - E{z, (X',E)})2
Var{z, (x',)} +(“k - E{Ek(x”g)}]z

B = k=1,2,....q

lo que implica que:
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”\}fﬁ Var{z, (x', D)} + E{z, ", B)} k=12,...¢

y de (7) tenemos que:

(u - E[zx.D))
ar{z,(x', )} +(u, - E{z.(x, B)))

[ < - se{l,2,..,q}
Vv

con lo cual tenemos que:

B,
U, > 1_ﬂ5

Var{E_,_(x',E)} + E{Z;(x',g)} paraalguns € {1, 2, ..., q}.

en contra de que (x', u®)' es solucion eficiente del problema (AK([)). B

Este teorema nos asegura la equivalencia entre soluciones eficientes
cuando se “sustituyen” la funcion de distribucion de cada una de las funciones
objetivo estocasticas por las cotas inferiores que se obtienen al aplicar a éstas la
desigualdad de Cantelii.

Una vez analizada esta relacion nos centramos brevemente en el problema

(AK(B)):

Min u=(u,,u2,...,uq)

(xl ,u'

s.a 1ﬁJVarz,‘ +Ezk <uk, k=1,2,....,g (AK(P))
M

xeD

Como puede observarse, las soluciones a este problema son vectores
(x',u")' € R". El siguiente teorema nos permite establecer una relacién entre
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las soluciones eficientes a este problema y las soluciones eficientes del siguiente

problema multiobjetivo:

Min[ I_% Var{%:(x,%;)}+E{z(xs%‘)},---,@ JVar{’fq(xaE)}+E{'z}(X’§)}} (AK1(B)

5.3 xeD

en el que se reduce el nimero de variables de decision del problema, con las

ventajas que esto conileva.
Teorema 4.

Consideremos los problemas:

Min £(x)=(£,(x)..... f,(x))

(8)
s.a xe D
(IXILI}) um(u],uz,...,uq)
s.a f,(xX)Su, k=12,....q (9)

xe D
donde f,: R" — R. Supongamos que:
¢Dc R" es un conjunto cerrado y acotado.

o[l conjunto {(x',u’)erR“/fk(x)Suk} es también cerrado vy

acotado.

Entonces, x es solucion eficiente de (8) si y sélo si (xf, u* = £(x)") es
solucién eficiente de (9).1

213



4. PROGRAMACION ESTOCASTICA MULTIOBJETIVO. ENFOQUE MULTIOBJETIVO

Demostracion.

La demostracion la realizaremos por reduccion al absurdo. Supondremos
en ambos casos que existe una solucién que domina a la solucion eficiente

y llegaremos a una contradiccion con la hipotesis de partida.

=) Si x es solucién eficiente de (8) entonces (x', u' = f(x)")' es solucién
eficiente de (9).

Supongamos que (x', u' = f(x)")" no es solucion eficiente de (9). Puesto que
el problema (9) posee soluciones eficientes, existira al menos una solucion
(x'",u'" )" que la domina, luego:

u'Su,, k=12,...,4 y u'<u parase {1,2,.., g}
siendo X' e Dy f,(x')<u,', k=12,...,4, por lo que:
fexY<w'su, =f,(x), k=12,....q ¥y
F(xX')Su'<u = f(x) paraalgin s € {1,2,...,q}

lo que implica que x no es solucion eficiente del problema (8), lo cual esta
en contradiccion con la hipotesis.

<=) Si (x', u' = f(x))" es solucién eficiente de (9) entonces x es solucion
eficiente de (8).

Supongamos gue x no es solucion eficiente de (8). Puesto que el problema
(8) posee soluciones eficientes, existird al menos una solucién x' que la
domina, es decir:

LXD)SH0, k=12, y f.(X')<f,(x) paraalgin s {12,....q}
siendo x' € D,
Seau,'= f,(xX)yu, = f,(x) k=12,...,q, tenemos que:

u'<wu, k=12,...,q vy u'<u_paraalginse {1,2,.. g}
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conx' e D yu'=f,(x),k=12,..,q , luego factible en (9), con lo cual
el vector (x', u' = f(x)") no es solucioén eficiente del problema (9), lo que

esta en contradiccion con la hipotesis.l

A partir del teorema 4, haciendo:

fo(x)= 1f2 Var{z, (0 E)} + E{7,(x.E)} k= 1,2, ... ¢

tenemos que el conjunto de soluciones eficientes del problema (AK(f)) se obtiene

a partir de las soluciones eficientes del siguiente problema:

Mxin[ T—[Lﬂ. Var{z(x,’s)}+E{f.(xf€)},..-,m Var{z:(xfi)}%[f;(x;E)U (AK1(B))

s.a xe DcR"

Por tanto, en adelante, obtendremos las soluciones eficientes del problema
(AK(B)) mediante las soluciones eficientes del problema (AK1([)).

Sea £,ur(0) el conjunto de soluciones eficientes del problema (AMR(u)) v
sea E,(P) el conjunto de soluciones eficientes del problema (AK1(B)).

A partir de los resultados obtenidos, podemos establecer el siguiente
corolario que nos relaciona la unién de los conjuntos £,,z(0) v E.4(B), es decir el
comjunto de soluciones eficientes del problema (AMR(u)) y el conjunto de
soluciones eficientes del problema (AK1(j3)).
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Corolario 2.

La unién en u € R de las soluciones eficientes del problema (AMR(u))

coincide con la unién en p € B de las soluciones eficientes del problema

(AK(BY):

U Enr (W)= U E ()

ueR? pPeB
con B={Be R’/ B, €(0O)),k=12,...q|.8

[.a demostracién de este corolario es obvia a partir de los resultados

anteriores.

Antes de pasar a analizar otras relaciones, sefialemos que estas relaciones
entre soluciones eficientes en niveles y en probabilidades se mantienen si en el
vector de objetivos estocasticos tenemos algunas componentes de las que
conocemos las funciones de distribucion de las variable aleatorias, y otras, para las
que desconocemos la distribucion y analizamos la eficiencia de la cota inferior
que nos proporciona la desigualdad de Cantelli. En esos casos la equivalencia
entre los dos conceptos de eficiencia se mantiene, sin mas que aplicar los

resultados obtenidos hasta ahora.
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4.3. RELACIONES ENTRE LAS SOLUCIONES EFICIENTES

VALOR ESPERADO DESVIACION ESTANDAR Y LAS SOLUCIONES
EFICIENTES CON PROBABILIDADES 3,.5,,....58,.

En este apartado analizamos las relaciones existentes entre las soluciones
eficientes valor esperado desviacion estandar y las soluciones eficientes con
probabilidades f,,f,...., #,- Dado el problema de programacion estocastica
multiobjetivo (PEM), consideramos, pues, el problema correspondiente a la

eficiencia valor esperado desviacion estandar:

N{i’(E{’ZZ %D} Bl (. By Varlz (. D), ooy Varlz, (x, E)}) (Eo)

s.a xebD

y ¢l problema correspondiente 2 la eficiencia con probabilidades 8,.f,,.... 8,

Min u=(u,,. u )

(x* u"y g

sa PlZ,(0E)<u =8, k=12,...9 (K(B))
xeD

Para llevar a cabo este andlisis nos centraremos en tres tipos de problemas
de programacion estocdastica multiobjetivo. Los tres casos que analizaremos son el
caso lineal normal, el caso de aleatoriedad simple y el caso en el que se desconoce
la funcion de distribucion de las funciones objetivo del problema y tomamos como
aproximacién de las mismas la cota inferior que se obtiene de cada una de ellas al
aplicar la desigualdad de Cantelli. Para estos tres problemas de programacién
estocastica multiobjetivo estableceremos relaciones entre las soluciones
propiamente eficientes con probabilidades f,,8,,....8, vy las soluciones

eficientes y propiamente eficientes valor esperado desviacion estandar.
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Planteamos en primer lugar los tres casos que vamos a analizar y,
posteriormente, se estableceran las relaciones entre los conjuntos de soluciones

eficientes.
a) Caso lineal normal.

Supongamos que para todo k£ € {1, 2, ..., ¢}, la funcién objetivo estocastica
es de la forma Z, (x,8) = €/ x, con €, vector que sigue la distribucién normal
multivariante de valor esperado ¢, y matriz de varianzas y covarianzas V,
definida positiva. Bajo estas hipotesis, para cada k € {1, 2, ..., g} ¢l valor esperado
de la variable aleatoria Z,(x,£)=¢E'x es E{Ek(x,g)}zél‘(x y su desviacién

estandar es y Var{z, (x,€)} = Jx'V,x.

En ese caso, a partir de los resultados del capitulo 2, sabemos que el
conjunto de soluciones eficientes con probabilidades 5, B,,.... 5, es el de las

soluciones eficientes del problema:

Min (€/x+ @7 (8 )x'Vox, . 8lx + @7 (8,) KV x)

s.a xebD

que podemos expresar también como:

NEH (E{E, (x,E)} ta, VVar{'z“[ (x, E)} 1y E{zq (x, E)} ta, m) K{a)

s.a xeD

cona, =®(P,)parake {1,2,..,q).
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b) Caso lineal con aleatoriedad simple.

Supongamos que para todo k € {1, 2, ..., g}, la funcidn objetivo estocastica
es de la forma Z, (x,g) =¢,x, con € vector que depende linealmente de la
variable aleatoria 7, de forma que €, = ¢, +7,¢.. Suponemos, ademas que para
todo k € {1, 2, ..., g} la funcién de distribucion de la variable aleatoria 7,, F,, es
estrictamente creciente y para todo £ € {1, 2, ..., ¢} y para todo x € D se verifica

que cXx>0. En ese caso, las soluciones eficientes con probabilidades
B B;,..., B, sonlas soluciones eficientes del problema:

Min (e}'x + £ (B)e}'x, ..clx+ F,' (B, )eXs]

s.a XebD

Bajo las hipdtesis establecidas, tenemos que el valor esperado y la
desviacién estandar de la variable aleatoria z, (x,g) = €/x son, respectivamente,
Efz, (x,E)} = elix+T,e¥x y y Var(Z, (x,E)} = 5,¢¥x, donde 7, y o, son el vator
esperado v la desviacion estindar de la variable aleatoria 7,. Esto nos permite

expresar el problema anterior de la forma:

win (0 B v Ve B £ B V8]

54 xeD

F —f
donde, en este caso, ¢, = —-*_%_L)—k parak e {1,2, ..., q}.
k

c) Aplicacion de la desigualdad de Cantelli.

Como ya hemos visto anteriormente en el andlisis de la relacion entre las
soluciones eficientes minimo riesgo de niveles wu,,u,,...,u, y las soluciones

eficientes con probabilidades §,, 8,,..., . en el caso en el que desconocemos la
funcién de distribucién de cada una de las funciones objetivo del problema

estocdstico y tomamos como valores aproximados de €stas las cotas inferiores que
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se obtienen al aplicar la desigualdad de Cantelli a cada una de ellas en el problema
(K(P)), la aproximacioén del conjunto de soluciones eficientes del problema (K())

viene dado por las soluciones eficientes del siguiente problema multiobjetivo:

Min (E{E,(_x, B+ 116;3; Var{z,(x, ©)}....., E\Z, (x, g) ( ,/Var (%, E) J

s.a XxcD

que, al igual que en los casos anteriores, podemos expresar también como:

Min (E{El(xag)}+QIM" {z (x, §)}+a m) K(a)

s.a xeD

con @, = /ligﬁ parak e {1,2, ... q}.

En este caso mantenemos la hipdtesis de que paratodo k € {1, 2, ..., g} las

funciones E{Zr (x,g)} y \/Var{fz‘,‘ (x,E)} son funciones convexas, hipotesis que,

como ya se ha visto anteriormente, se verifica si la funcidn Z, (x,£) es lineal.

Una vez analizados los tres problemas, tenemos que en los tres casos
podemos expresar el problema como un problema de ¢ funciones objetivo en el
que cada funcion objetivo recoge el valor esperado del objetivo estocastico mas un
coeficiente que multiplica a la desviacion estindar del mismo. A partir de esta
idea surge, de manera natural, la comparacion entre el problema obtenido, al que
hemos denominado K{«) y el problema valor esperado desviacion estandar.

En el estudio que realizamos a continuacion nos centraremos en el caso en
el que las componentes del vector a son estrictamente positivas. Como ya se
comento en un estudio previo de este trabajo y paralelo a éste para el caso g = 1,
que las componentes del vector o sean estrictamente positivas implica, en el caso
lineal normal, que la probabilidad a fijar para cada objetivo #,, k=1, 2, ..., ¢, sea
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mayor que 0.5 y en ¢] segundo que la probabilidad fijada para cada objetivo sea
mayor que el valor de la funcién de distribucién evaluada en el valor esperado de
la variable aleatoria del objetivo: B, > F,(f), lo que en cierto modo puede
interpretarse como aversion al riesgo. Ademas, obsérvese que si el valor de o es
cero obtenemos en ambos casos el problema valor esperado (E). Como puede
observarse, en el tercer caso se verifica siempre que o es estrictamente positivo,

puesto que paratodo k € {1,2, ..., ¢} se tiene que B, € (0, 1).

Pasamos a estudiar las relaciones entre el conjunto de soluciones eficientes
valor esperado desviacion estandar y el conjunto de soluciones eficientes del
problema K(a).

Para ello consideremos los problemas:

Min (£, (0o, £, (30,8 ()., g, ()

(10a)
s.a xe D
y
Min ( £,(x) +@,8,(X),..., £, (X) + @, g, (X))
x (10b)
s.a xeD
con f, y g,k =1,2, ..., g, funciones reales definidas sobre el mismo conjunto H
cR'ya,,k=1,2, ..., g, nimeros reales.

Suponemos que el conjunto D es cerrado, acotado y no vacio, por lo que
ambos problemas poseen soluciones eficientes. Ademas, suponemos que las

funciones f, vy g,.k=1,2, ..., g, son convexas.
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Sean £ y £ los conjuntos de soluciones eficientes y propiamente
eficientes, respectivamente, del problema (10a). Sean £(a) y £%(a) los conjuntos
de soluciones eficientes y propiamente eficientes del problema (10b) para el
vector o.. Los siguientes teoremas nos muestran las relaciones existentes entre

ambos conjuntos.

Teorema 5.

Si las componentes del vector o son niimeros reales positivos, se verifica:

Em)cg.m

Demostracion,

Para llevar a cabo la demostracién razonaremos por reduccion al absurdo,
suponiendo que una solucion eficiente del problema (10b) no lo es del

problema (10a) y llegaremos a una contradiccion.

Sea x € & (o). Supongamos que X € £ . En ese caso tenemos que existe

una solucion x* que la domina, es decir:

xS f,(x) y g (x*)<g,(x) paratodo ke {1,2, ..., g}

y existe al menosun s € {1, 2, ..., ¢} para el que {a desigualdad es estricta,
es decir: f,(x*) < f,(x) 0 g,(x*) < g,(x).

A partir de aqui tenemos que, puesto que f (x*)<f (X)) ¥y

g2, (x*) < g, (x) se verifican las siguientes desigualdades:

fi(x)+a, g, (x)< f(x)+a,g,(x*) paratodo ke {1,2,...,4q} (11)
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fix)+ea,g,(x*) s f,(x)+a,g,(x) paratodo £ & {1,2, ..., g} (12)

A partir de (11) y (12) tenemos que:

S (3 +a, g, (x¥) 2 fi(x)+a,. g, (x) paratodok e {1,2, ..., q}

Para k= s:

osi f.(x*) < £, (x)se verifica:

SN +a g, (x*) < f(x)+a,g,(x¥)

Y, por (12), obtenemos la desigualdad:

fi(x)+a.g (x*) < f(x)+a,g,(x)

esi g (x*) < g (x) se verifica que:

S () + o, g, (3%) < [ (x*) +a,g,(x)

¥, por ser f (x*} < f (x) se tiene que:

f(xN) a8, (x*) < fi(x)+a,g,(x)

Por tanto, paratodo k € {1, 2, ..., g} se verifica que:

LM +a,g,(x*) < fi®+a,g,(x)

y existe al menos un subindice s € {1, 2, ..., g} para el que la desigualdad

es estricta:
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fi(x*) +a,g,x*) < f,(x)+a,g.(X)

lo que implica que la solucién x* domina a la solucidon x y, por tanto
llegamos a una contradiccion con la hipdtesis de que x es solucion
eficiente del problema (10b). 1l

Una vez demostrado que cualquier solucion eficiente del problema (10b)
es solucion eficiente del problema (10a), probamos a continuacién que esta
relacién se mantiene para las soluciones propiamente eficientes. Previamente

definimos los problemas de optimizacion P(A, p) y P (®) de la siguiente forma:

Mxin Af(x) + pfg(x)

P, )
s.a xe D

I\/&in ga)k(fk (x)+a,g, (x))

s.a xe D

Py(w)

Proposicion 1.

Si las componentes del vector o son numeros reales positivos, se verifica
que EM(a)c g

Demostracion.

Para demostrar esta proposicién probaremos que cualguier solucién del
problema de optimizacién P (w} es solucién del problema P(A, p) para
algun vector (A, p')".
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Sea x € £"(a). Entonces existe un vector ® > 0 para el que x es solucion
del problema P (w). Haciendo 4,=w, y u, =wo.a,, A, ug> 0, puesto
que ©, o > 0, tenemos que x es solucidn del problema P(A, )1

Una vez demostrado que cualquier solucién propiamente eficiente del
problema (10b) lo es del problema (10a), es logico plantearse si, fijado un vector
a, cualquier solucién propiamente eficiente del problema (10a) lo es también del
problema (10b). En general, no, como se ve en el siguiente contraejemplo, en el
que para cada a ¢l conjunto de soluciones propiamente eficientes del problema

(10b) es un subconjunto estricto del conjunto de soluciones eficientes del
problema (10a).

FEjemplo.
Consideremos el problema:

Max (x,y)

{(x.3)
s.a x +yi<l

x, 20
El conjunto de puntos eficientes de este problema es:
{(x,y)‘ eR?/ x? +y? =1, x,y>0}

y viene representado en la siguiente figura:
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Si planteamos ahora la resolucion del problema:

Max x+ay
(=)'

s.a x* 4y <1

x,yz20

con a > 0, tenemos que para cada a > 0 que fijemos el optimo del problema

resultante es una de las soluciones eficientes del problema bicriterio original.

Por tanto, fijado « > 0, no es cierto que £ c £ (x), sin embargo, se
verifica el siguiente resultado.

Proposicion 2.

Si las componentes del vector & son nimeros reales positivos, se verifica

que:

e e Jera)m

aeR"
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Demostracion,

Al igual que en el caso anterior, probamos la proposicion demostrando que
cualquier solucién del problema de optimizacion P(A, p) es solucion del

problema P _(®) para algln vector o > 0 y para algtn .

Sea x € £°. Entonces existen vectores A, i > 0 para los que x es solucidon
del problema P(A, y). Para @, =4, y a, =§"—, e, > 0, puesto que
k

w, 1 > 0, tenemos que X es también solucidn del problema P (). W

Obsérvese que a partir de las proposiciones uno y dos tenemos que los
conjuntos de soluciones propiamente eficientes verifican para oo > 0, £ () c E*
y E'c ng(ot). Uniendo ambos resultados podemos enunciar el siguiente

aeR?

corolario:
Corolario 3.

Sia > 0 se verifica que E* = Us"(a).l

aeR

A partir de estos resultados tenemos que, en nuestro caso, para los

problemas:
N{irx(E{E,(x,g)},...,E[Eq(x,z)},\/Vﬂr{Z(xag)}:---’mj (Eo)
s.a xe D

Min (E{z x,5)) + @, Varl7. . D). B[7, (1) +a, Varlz, 2 B} K(a)

s.a xeD
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definiendo &, y &7, como los conjuntos de soluciones eficientes y propiamente
eficientes del problema (Eo) y el conjunto £f(a) como el conjunto de soluciones
propiamente eficientes del problema K(a) tenemos que:

e Toda solucion propiamente eficiente del problema K(a), para o > 0, es
solucién propiamente eficiente valor esperado desviacion estandar:
EE(a) c EF y, por tanto, solucion eficiente valor esperado desviacion
estandar.

e Launién en a, para oo > 0, de las soluciones propiamente eficientes del
problema K(a) es igual al conjunto de soluciones propiamente
eficientes del problema valor esperado desviacion estandar:
Uet =2,

ae R

Como ya se analizd al principio de este apartado, el hecho de que esta
equivalencia entre conjuntos de puntos eficientes se dé para valores de a > 0
supone que se fijan probabilidades “altas” en el problema de Kataoka, lo que se

puede traducir, de alguna forma, en aversion al riesgo.

De todo lo estudiado en este capitulo se desprende que los conceptos de
eficiencia existentes en la literatura para problemas que se resuelven mediante el
enfoque multiobjetivo estdn estrechamente relacionados, a pesar de que se definen
en contextos distintos y de que en cada uno de ellos se sigue un criterio de
resolucion de estos problemas que recoge determinadas caracteristicas estadisticas
de los objetivos del problema. De esta forma, los resultados obtenidos en
programacion estocastica, referentes a las relaciones entre criterios de
transformacion del objetivo estocastico son perfectamente generalizables en
problemas con objetivos multiples. En el capitulo siguiente se analiza la
resolucién de problemas de programacion estocdstica multiobjetivo mediante

técnicas que siguen el enfoque estocastico.
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5. PROGRAMACION ESTOCASTICA MULTIOBIETIVQ. ENFOQUE ESTOCASTICO

1. INTRODUCCION.

Nos centramos ahora en la resolucion de problemas de programacion
estocastica multiobjetivo mediante ¢l enfoque estocastico. Como ya se ha
comentado anteriormente, en la clasificacion que realiza Ben Abdelaziz (1992) de
los métodos de resolucion de problemas de programacion estocistica
multiobjetivo agrupa, en lo que denomina enfoque estocastico, a todos los
métodos de resolucién de estos problemas en los que se siguen las dos etapas

siguientes:

Etapa 1: Transformacion del problema estocastico multiobjetivo en un
problema de programacién estocastica con una unica funcién objetivo
siguiendo alguno de los criterios existentes para ello en programacion

multiobjetivo.

Etapa 2: Resolucién del problema de programacion estocdstica obtenido
en la etapa uno mediante algin método de resolucion de programacion
estocastica. L.a solucion obtenida en esta etapa es considerada, en estos

métodos, solucion al problema estocastico multiobjetivo de partida.

Abordaremos ahora la resoluciéon de problemas de programacion
estocastica con objetivos multiples siguiendo estas dos etapas, tal y como se

describe en la figura 1.
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PROBLEMA PROBLEMA DE PROBLEMA DE
. OPTIMIZACION
MULTIOBJETIVO , | PROGRAMACION R
) ) DETERMINISTA
ESTOCASTICO ESTOCASTICA EQUIVALENTE
FIGURA 1.
TRANSFORMACION DE UN PROBLEMA MULTIOBJETIVO ESTOCASTICO MEDIANTE EL
ENFOQUE ESTOCASTICO.

Para resolver problemas de programacion estocastica multiobjetivo
siguiendo los pasos descritos, pueden aplicarse distintos criterios de
transformacion de los ¢ objetivos estocasticos del problema en la etapa uno.
Hecho esto se obtiene un problema de programacién estocastica con funcién
objetivo estocastica y, para su resolucién, es posible aplicar también distintos
criterios. Por tanto, el proceso de resolucion de problemas de programacién
estocastica multiobjetivo mediante este enfoque pasa por un proceso de decision
previo en el que se ha de elegir la manera de transformar los g objetivos del
problema para obtener un problema de programacion estocastica y en la eleccion

de un criterio de resolucién de este problema.

De todo lo anterior, se desprende que la diversidad de criterios de
transformacion del problema en las dos etapas de resolucion, dard lugar, en
general, a todo un conjunto de posibles soluciones al problema de programacion

estocastica multiobjetivo que, de acuerdo con lo descrito, no son comparables.

En este trabajo hemos optado por fijar un Gnico criterio de transformacién
en la etapa uno del proceso y, al llegar a la etapa dos, resolver el problema
obtenido mediante algunos de los criterios analizados en el capitulo dos para la
programacion estocastica. Asi, dado el problema de programacion estocastica
multiobjetivo, hemos considerado la aplicacion del método de la ponderacion al
mismo. Hecho esto, nos hemos planteado su resolucién mediante los criterios
valor esperado, minima varianza, minimo riesgo y de Kataoka. Neo hemos
considerado la resolucion del problema ponderado mediante el criterio de
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eficiencia valor esperado desviacion estindar, puesto que consideramos poco
logico transformar el problema multiobjetivo en un problema ponderado y,
posteriormente, considerar un problema bicriterio para resolverlo. Para los
criterios considerados analizaremos el problema de optimizacién determinista
equivalente que se obtiene tras aplicar las dos etapas e intentamos establecer
relaciones entre la soluciéon obtenida mediante este proceso y los conceptos de
solucion eficiente de problemas de programacion estocastica multiobjetivo

definidos en el capitulo cuatro de este trabajo.

Consideremos, por tanto, el problema de programacion estocastica
multiobjetivo:

“Min" %%, ) =(2,(6, .5, %, D).....7, (. )

s.a xebD

(PEM)

donde x € R" es el vector de variables de decisién del problema y £ es un vector
aleatorio definido sobre un conjunto E < R Suponemos dada la familia IF de
eventos, es decir, subconjuntos de E, y la distribucién de probabilidad P definida
sobre ¥, de manera que para cualquier subconjunto de E, 4 c E, 4 € F, la
probabilidad de 4, P(A4), es conocida. Ademas, se mantiene la hipdtesis de que la
distribucion de probabilidad, P, es independiente de las variables de decision del

problema, x,,...,x .

Suponemos que las funciones Z,(x, E),?z(x, E),...,zq (x, E) estan
definidas en todo el espacio R" x E y que el conjunto D < R" es convexo,

compacto y no vacio..

Si aplicamos al problema anterior el método de las ponderaciones de la
programacion multiobjetivo, fijando unos pesos no negativos, u,, u,,..., Hys

4, 20, para todo k € {1, 2, ... g}, obtenemos el problema de programacion
estocastica:
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" Mxin" 7(x3 FF;) = ; K HZ] (X, E) (AE)

s.a xebD

Para resolver este problema consideramos a continuacion los criterios valor
esperado, minima varianza, minimo riesgo y de Kataoka. Dividimos nuestro
estudio en funcion del criterio que apliquemos. Previamente, vamos a analizar las

caracteristicas estadisticas de la variable aleatoria f(x,g) =i My %, (x,E), en
k=1

concreto, calcularemos el valor esperado, la varianza y la funcién de distribucion
de la misma. Para la varianza y para la funcioén de distribucion se distingue entre
problemas lineales y cuadraticos y, ademas, se establecen las hipotesis que sean
necesarias acerca de la distribucidn de probabilidad de los pardmetros aleatorios

que intervienen en el problema.

Antes de ello, consideramos interesante sefialar que, dado el problema
(AE), la aplicacion de los criterios valor esperado, minima varianza, eficiencia
valor esperado desviaciéon estandar, minimo riesgo y de Kataoka da lugar a
problemas deterministas equivalentes cuyas soluciones Optimas mantienen las
mismas relaciones que se obtuvieron en el capitulo 3 de este trabajo, siempre que
se verifiquen las hip6tesis necesarias para ello. Esto nos ha llevado a no considerar
de nuevo el analisis de las mismas y a centrarnos en el estudio de las posibles
relaciones entre las soluciones Optimas de los problemas correspondientes a estos
criterios y los conceptos de soluciones eficientes definidos en el capitulo 4 para

problemas de programacion estocéastica multiobjetivo.
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2. CARACTERISTICAS ESTADISTICAS DE LA FUNCION
OBJETIVO DEL PROBLEMA PONDERADO.

En este apartado calcularemos, en primer lugar, el valor esperado y la
varianza de la variable alcatoria f(x,E) = i M, 2 (x,E). Posteriormente,
k=1

analizaremos la distribucion de probabilidad de la misma, estableciendo las
hipdtesis necesarias sobre las variables aleatorias Z, (x,E), k=12,...,q, para

conocer la distribucion de probabilidad de la varitable aleatoria
fx, E) = i: M, 7, (X, E), y obtendremos también la cota inferior correspondiente
k=1

a la aplicacion de la desigualdad de Cantelli a la funcién de distribucion de esta

variable.
2.1. VALOR ESPERADO.

Puesto que la funcidon valor esperado es lineal, y dado que los pesos
asignados son deterministas, es obvio que:

E{f(x,®) = E{iﬂ Z, (x,g)} = iu E{Z,(x,8)}

Asi pues, si se conoce el valor esperado de las funciones

z, (x,g),k=l,2,...,q, el valor esperado de la funciéon objetivo del problema
ponderado, f(x,g)=i:y,( Ek(X,E), es conocido y no es mas que una
k=1

combinacién lineal de los valores esperados de los objetivos estocasticos del
problema (PEM), ponderado cada uno de ellos con el peso asignado a cada una de

las funciones objetivo estocasticas del problema.
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2.2. VARIANZA.

Puesto que la variable aleatoria f(x,g) =ﬁ/¢k Z, (X,E) una funcion
k=1

lineal de las variables aleatorias Z| (x,8), Z, (x,E),...,Eq (x,E), su varianza depende

de las varianzas de estas variables aleatorias y de las covarianzas entre las
mismas'. Asi, tenemos que:

Var[Fx B} =3 w7 Varlz, .8 +2 3 g, confz (.07, (1.D)

.
k<s

donde denotamos por cov{fz",t (x,8), E_‘,(x,g)} a la covarianza entre las variables

aleatorias Z, (x,E) y z (x,8):
coviz, (, E.Z, 6, D)) = E{(5, . D) - Efz, . D). D - Bz D))}

Obsérvese que la expresion obtenida para la varianza es la de una forma
cuadratica en el vector de pesos, (. Si definimos la matriz:

|( Var{z, (x, &)} cov{z, (x,&).7,(x,8)} ... COV{E‘,’(X,E),Z‘,(X,E)}\'
W(X)ZIcov{E,_(x,g),Ez(x,z)} var{z,(x, &)} .. cov[%‘z(x,g),fz“q(x,g)}i
Lcov{fh(x,z),fq(x,g)} cov{Z,(x,©),7,(,E)] .. Var|z, (x,§)} J

matriz simétrica, dado que se verifica:

cov{Z, (x,£),%,(x,8)} =cov{Z,(x,£),Z, (x, &)}, paratodo k, s € { 1,2, ..., q}, ks,

1 véase, por ejemplo, Hogg v Craig (1989), pag. 177.
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podemos expresar la varianza de la variable aleatoria fx,8) = i i, 7, (x,8)
k=1

como:

Var{ f(x,8)} = Var{g; e 2 (X, E)} =p ' W(xp,

Asi pues, la varianza de la funcién f(x,E) = t H, Z,(x,E) depende no
k=1

solo de las varianzas de las funciones Z, (x,E), zZ, (x,E),...,Eq (x,g) sino también
de las covarianzas entre ellas. Con el objeto de llegar a resultados concretos
manejables, vamos a ir estableciendo hipdtesis adicionales sobre las las funciones

Z, (x,g), k=1, 2, .., q. Distinguimos entre el caso lineal y el caso cuadratico.

a) Caso lineal.

Supongamos que para todo k €1, 2, ..., g} la funcién objetivo Z, (x,£) es

lineal: %, (x,£) = &'x.

!
~ ey — ~t e~ ~ A e — ~ o~ —~
Sea ¢ _(c, ,cz,...,cq) —(c”,c”,...,c,",cﬂ,c22,...,c2n,...,cq,,cqz,...,cq") )

Sea V la matriz de varianzas y covarianzas del vector ¢:

Vo [V | o [V Y,
Vi [ Vo | o Ve |V
v. i
Vkl sz Vks .____ qu
Vo lVa | o 1V iV,

matriz definida positiva, en la que:
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o Cada submatriz de la diagonal principal, V,, es la matriz de varianzas y
covarianzas del vector €, =(C,;,...,Cy, ), ¥, Por tanto, para cada ke {1,
2. ..., g}, recoge las varianzas y las covarianzas entre las componentes

del vector €, , es decir:

2
[Jkl Thikz - a-idkn\
2
| Fkw G - O2im
V, =
o
Foki Tz - o

Suponemos que V, es simétrica y definida positiva para todo £ € {I, 2,
)

¢ Cada una de las submatrices no diagonales V., k, s € {1,2, ..., g}, k#
s, recoge las covarianzas entre las componentes de los vectores €, y €,
con lo cual:

Al ser V simétrica, se verifica, para k= s, V, = V.. pero, cada una de

las submatrices que no estdn en la diagonal principal de V es, en

general, no simétrica, es decir, V,, es no simétrica, V,, = V.

La varianza del objetivo k-¢simo es: x'V,x y la covarianza entre las

variables aleatorias €,x y € x es cov{’“c“,:x,”c“;x} =x'V, x. Por tanto la expresién

de la varianza de la variable aleatoria f(x,£) = i 4, 2, (x,&) es:
k=1

Var{ f(x,®)} = W x'V,x+2 > 4,x'V, x
k=1 k.os=1

k<s
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b) Caso cuadritico.

Consideremos ahora el caso en el que las funciones objetivo del problema
son de tipo cuadratico:

7 (xE)=x'B,x-Ex+EHE, k=1,2,...¢

En ese caso, la variable aleatoria f(x,&) = 2 My 2 (X, £) es de la forma:
k=1

f(x,8)= gym (x.8)= i,u (x'B,x~-E'x+EH,E,)

Recordamos que en el estudio realizado en el capitulo tres de este trabajo
acerca del problema estocastico cuadratico, en el caso de una unica funcion
objetivo, Z(x,£) = x'Bx - E'x+E 'HE, la complejidad del problema daba lugar a
que en la obtencidn de la varianza de la funcion objetivo, el caso general no fuera
manejable. Sin embargo, si se establecen determinadas hipodtesis acerca de la
distribucion de probabilidad de las variables aleatorias componentes del vector &,
5,,...,5; se obtienen resultados interesantes. En concreto, se obtienen resultados
si se establece la hipotesis de que el vector & sigue la distribucién normal
multivariante, con c:"fy,,...,a{ variables aleatorias mutuamente estadisticamente
independientes, y si se mantiene la hipotesis de aleatoriedad simple normal, es

decir, se supone que el vector £ depende de una unica variable aleatoria que sigue
la distribucion normal.

Ahora, para problemas de programacion estocastica multiobjetivo,
consideraremos, de nuevo, los dos casos descritos. En el primero de ellos, al que
denominamos caso cuadratico normal, se establece la hip6tesis de independencia
entre los objetivos estocasticos. En el segundo, caso de aleatoriedad simple

normal, se considera que todos los objetivos dependen de la misma variable
aleatoria.
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b1) Caso cuadratico normal.
Supongamos que se verifican las siguientes hipotesis:

H1) La matriz H, es diagonal paratodo k € {1, 2, ..., g}.

p—

H2) Las variables aleatorias 5},,...,5",5,,...,5;,,,,...5;,,.._,gq,, son

mutuamente estadisticamente independientes.

H3) El vector Ek se distribuye segun la distribuciéon normal multivariante
de valor esperado &, =(§~“,é"—k2 ,...,é_,m)t y matriz de varianzas vy

covarianzas V, definida positiva, paratodo k € {1, 2, ..., ¢}.

Bajo las hipoétesis (H1), (H2) y (H3), a partir de los resultados obtenidos en
programacion estocastica cuadratica en el capitulo tres, se tiene que la varianza de

la funcion objetivo k-ésima, Ek(x,a), viene dada por la expresion:
Var{z, (x, £, )} =x'V,x—4EH, V., x+2¢'H: V0 e +4E/H V, E,

A partir de la hipétesis (H2) puede demostrarse que las covarianzas entre los

objetivos estocasticos del problema son nulas:

cov{'z“k (x,8),7.(x, E)} =0, paratodo k,s € {1,2,...,9},k # 5,

y, por tanto, la varianza de la variable aleatoria 7(x,£) = i u, %, (x,) depende
k=1

s6lo de las varianzas de las variables aleatorias 7,(x, £),Z,(x, E),...,Eq (x,E) y su

expresion es:

Var{ f(x,€)} = Var{g H, Z(x, E)}= i“ u; Var{z, (x, E))
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con lo cual se tiene que:
Var{7(x,8)} = 2:;; x'V,x—4E/H, V,x+2e'H} V]e+4E HIV, E, )
=1

b2) Caso cuadriatico aleatoriedad simple normal.

Supongamos que para todo k € {1, 2, .., g} el vector & depende
linealmente de una variable aleatoria 7 , de tal forma que:

v 1 Tel

& =& +1&
con &, & € Ry 7 variable aleatoria con distribucién normal, valor esperado i
y varianza o] < . En ese caso, puede demostrarse, a partir de los resultados

obtenidos en el capitulo tres, que la varianza de la funcién objetivo del problema

ponderado,
f(x,8) = zykgk (x,8) = Zﬂk (X'ka—af“g.fﬂkgk)

viene dada por la expresion:

2
Var{f(x,g)}=0,z(§:ﬂkéi'XJ —40,{211,( L'Hkéi”iméi‘ﬂkéiJim o X+
=1 k=1 k=1 k=1
2 2
w20 @ | S | viol$wsing
k=1 k=1

+8{O—f(§ H lzc'HkE.\iIki!uk L‘Hkgi]
= =1

Obsérvese que como se mantiene la hipotesis de que los objetivos
estocasticos del problema dependen todos ellos de la misma variable aleatoria, 7,

las covarianzas entre objetivos son, evidentemente, distintas de cero.
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2.3. FUNCION DE DISTRIBUCION.

Como ya se ha analizado anteriormente, dado un vector de variables
aleatorias, £, si consideramos una funcién de sus componentes: f(x,g), no es
inmediato el conocimiento de la funcion de distribucién de la variable aleatoria
1(x, E), Esto nos ha llevado en este trabajo a centrarnos en el caso lineal y fijar
las hipétesis de normalidad o de aleatoriedad simple para el vector de variables
aleatorias £. Analizaremos a continuacién estas cuestiones y, ademas,
estudiaremos la aplicacion de la desigualdad de Cantelli para situaciones en las
que desconocemos la funcion de distribucion de la variable aleatoria f(x, E) y

optamos por obtener una cota inferior para la misma.

a) Caso lineal normal.

Supongamos que para todo k {1, 2, ..., g} la funcién objetivo %, (x, 25) es
lineal, es decir de la forma: %, (x,£) = €.x. Sea € vector cuyas componentes son

los vectores € :

~1 ~

t i
~ ~t e o~ —~ ~— ~— ~ ~ —~
c--(cl . 6 ,...,cq) —(c”,c,z,...,c,,,,cz,,czz,...,cz,,,...,cq,,cqz,...,cqﬂ} .

Supongamos que el vector € sigue la distribucion normal multivariante de valor

t !
— _{=t <t =t _ = = = = = — = = =
esperado c—(c,,cz,...,cq) —(c”,c,z,...,c,”,cy,c22,...,cz,,,...,c(ﬂ,cqz,...,cqn)

y matriz de varianzas y covarianzas V simétrica y definida positiva:

X,_ Vi V. Vi

Vu | Vs A\ o Vo
V= -

Vi | Via Vis e Vig

Vil Ve Ve \A
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Suponemos que V, es simétrica y definida positiva para todo & e {1, 2,

g},

Bajo las hipotesis establecidas, tenemos que la variable aleatoria

F(x,€) :i#k €'x sigue la distribucion normal de valor esperado
k=1

E{f(x,®)} = i 4, €, X y varianza:
k=1

Var{f(x,®)} = Y xvxr2 X a, HX'Vx.
k=1 k. 5=1

k<s

Asi pues, si se desea conocer la probabilidad de que la variable aleatoria

f(x,%) = i 4, €. x sea menor o igual que un valor, # € R, tenemos que:
k=1

H- i A ¢
ko
\/i Hix Vi x +2 2 M XV X
pan K=l

Plf(x,®) <u = P{Z U, Ex< u}= @

,
ks

De igual forma, si se desea conocer el valor del soporte de distribucion, u,
tal que la probabilidad de que la variable aleatoria f(x,€) = i 1, €/x seaigual a
k=1

£, tenemos que:

u- i Hi X
=

P{f(x,®)<u} =d =B
\/S:ﬂEX‘ka +2 iﬂk ax'V, x
k=1 k51

k<y

lo que es equivalente a:
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u=0"(f) ,Z’” x'V X+2iumsx v X+iuk €,x

k,s=1
k<s

b) Caso lineal aleatoriedad simple.

Supongamos que para todo k {1, 2, ..., g} 1a funcién objetivo Z, (x, E) es
lineal: Z,(x,€) =¢/x y que para todo k € {1, 2, .., g} se verifica que
€, =e¢, +7cl, es decir, todos los objetivos del problema dependen de una variable
aleatoria continua, 7 , con valor esperado / y varianza 0',2, finita, y su funcion de
distribucion, F,, es estrictamente creciente. Supongamos, ademas que para todo x

€ Dyparatodo k € {1, 2, ..., g}, se verifica ¢2'x > 0.

Bajo estas hipdtesis tenemos que la variable aleatoria f(x,€) = i 1 G X
=1

tiene valor esperado y varianza:

E{f(x,®) = i: HeC X+ f_i Hi€ X
k=1 k=1

ool (St o

Si se desea conocer la probabilidad de que la variable aleatoria

f(x, €)= ki M, €/x sea menor o igual que un valor, ¥ € R, tenemos que:
=1
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De igual forma, si se desea conocer ¢l valor del soporte de distribucion, u,
tal que Ja probabilidad de que la variable aleatoria f(x,€) = i 4, T/ X sea menor
k=1

o igual que u, es igual a §, tenemos que:

equivalente a:

S st St
k=1 =1

¢) Aplicacion de la desigualdad de Cantelli.

Como se ha seiialado anteriormente en este trabajo, en los casos en los que

desconocemos la funcién de distribucion de la wvariable aleatonia
F(x,&) :i,uk Z, (x,E) es posible obtener una cota inferior para la misma
k=1

aplicando sobre ésta la desigualdad de Cantelli.

En este caso, para la variable aleatoria f(x,&) = i: 4, 7, (x,£), tenemos
k=1
que si aplicamos la desigualdad de Cantelli para obtener una cota inferior de la

probabilidad de que la variable aleatoria f(x,£) = i #, Z,(x, &) sea menor o
k=1

igual que un valor, # € R, obtenemos:

P(Fx.By<u)= (7,8 - E{Fx.E)} <u- E{F(x,D)})
(u- E{F(x,B))
Var(7(x, ) +(u- E{Fx. D))’
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con E{f(x, E)} Lu.

Como puede observarse, el valor de esta cota depende del valor esperado y
de la varianza de la variable aleatoria f(x,E) = i M, 2 (x, £). Puesto que la
=1

expresion de la varianza de esta variable es:

Var{g TEACS E)} = g.,uf Var{z, (x, )} + 2}2_‘;:,, u, cov{Z, (x,).7,(x. ©))

ks

el valor de la cota dependera de las covarianzas entre objetivos estocasticos y se
pueden considerar los casos vistos en el apartado 2.2 de este capitulo, donde se ha
obtenido la varianza de la funcién objetivo del problema ponderado para el caso
lineal y para el caso cuadratico.

Ademds, si lo que se desea es determinar el valor u tal que la probabilidad
de que la variable aleatoria f(x,g) = i M, T, (x,£) es menor o igual que u, sea
x=1

mayor o igual que F, tenemos que cualquier vector x que verifique:

I T N B

verificard también P(f(x,g) < u) > £, como se ha comprobado en el capitulo 2,
aunque, como sabemos, dado que estamos tomando una cota inferior de la funcion

de distribucion, pueden existir puntos, X, que aun no verificando la desigualdad
anterior, verifiquen P(f(x, E) < u) >p.

Una vez analizadas las caracteristicas estadisticas de la funcion

7(x,8) =£yk Z, (x,£), pasamos a analizar la resolucion del problema de
k=1

programacion estocastica:
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" Min" f(x.B) = Zﬂ“k Z,(x,8) (AE)

S.a xeD

Para ello consideramos los criterios estudiados en el capitulo de
Programacion Estocastica de este trabajo: valor esperado, varianza, criterio
minimo riesgo y criterio de Kataoka. Una vez aplicado cada criterio analizamos la
posible relacion entre la solucién del mismo y los conceptos de solucion eficiente
de un problema de programacién estocastica multiobjetivo definidos en el capitulo

cuatro de este trabajo.
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3. RESOLUCION DEL PROBLEMA PONDERADO MEDIANTE EL
CRITERIO VALOR ESPERADO.

Consideremos el problema ponderado:

“Min' F8) =2 5

s. a xelD

(AE)

y apliquemos sobre el mismo el criterio valor esperado. A partir de los resultados
obtenidos en el apartado 2.1 de este capitulo, el problema determinista equivalente
que se obtiene es:

N{‘in E{f(X,E)} ‘_—Z;#kE{Ek (LE)}

5.4 xeD

(1)

Asi pues, si aplicamos el criterio valor esperado al problema (AE) el
problema resultante minimiza una combinacioén lineal del valor esperado de los
objetivos estocasticos del problema original y los coeficientes de esa combinacién
lineal no son mas que los pesos asignados a los objetivos estocasticos en la
primera etapa de la resolucion del problema. Es decir, el problema obtenido es el
mismo que si hubié¢semos resuelto el problema de programacion estocistica
multiobjetivo original mediante ¢l enfoque multiobjetivo, transformando e!
problema en su determinista equivalente aplicando el criterio valor esperado a
cada uno de los objetivos estocasticos del problema y aplicando, posteriormente,

el método de la ponderacion para obtener soluciones eficientes valor esperado.

En base al concepto de solucion eficiente valor esperado y de los
resultados de la programacion multiobjetivo determinista, puesto que los pesos,
. ke {1,2, .., g} son no negativos, para cada vector, p € R, se verifica:
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a) Si la solucién al problema (AE) mediante el criterio valor esperado es

unica, entonces es eficiente valor esperado.

b) Si la solucién mediante el criterio valor esperado al problema (AE) no

es unica, entonces éstas son débilmente eficientes valor esperado.

¢) Si los pesos fijados son todos estrictamente positivos, pe R, la
solucion obtenida al problema (AE) mediante el criterio valor esperado es
solucion propiamente eficiente valor esperado.

Como sabemos, en general, cuando se aplica el método de la ponderacion a
un problema multiobjetivo, pueden existir soluciones eficientes que no se obtienen
mediante el método de la ponderacién. En nuestro caso, esto se traduce en que

puede existir una solucién, x* € D, propiamente eficiente valor esperado, y no

o]
existir un vector p e R tal que x* sea solucion del problema:

Min 57 (D) =3 k(7 D)

s, a xe DD

Sin embargo, bajo las hipotesis de convexidad del conjunto de
oportunidades (hipdtesis que mantenemos en este trabajo) y de las funciones
objetivo del problema ¢hipdtesis que se verifica si las funciones objetivo del

problema estocdstico son lineales o cuadraticas), tenemos asegurado que si x* ¢

a
D, es solucion propiamente eficiente valor esperado, existe un vector p € R.¥* tal
que x* es solucion del problema:

Min E{f(x,)} = gukE{’z} x.5)

s. a xeD
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4. RESOLUCION DEL PROBLEMA PONDERADO MEDIANTE EL
CRITERIO MINIMA VARIANZA.

Consideremos ahora la resolucion del problema (AE):

"Min' T,D) =3 B ()

s. a xe D

(AE)

aplicando el criterio minima varianza. Como ya se ha analizado anteriormente, la
varianza de la variable aleatoria f(x,£) :i Hy 2, (x,&) vienc dada por la
k=1

expresion:

varl S 7., )} St varls, D)+ 2 S corls D2 D)

con lo cual, si aplicamos el criterio minima varianza para resolver el problema

(AE), el problema que se genera es:

Min 2, u] Var{Ek (x,g)} +2 i M K, COV{fk (x.8), z,(x, E)}
S k. s=1 (AE-O’z)

k<s

5. a xeD

Relacionamos las soluciones de este problema con otro de los conceptos de
solucion eficiente definidos en el enfoque multiobjetivo, el de solucion eficiente
minima varianza, que en este trabajo denotamos como £ , y estd formado por el

conjunto de soluciones eficientes del problema:

Min (Var{z, (x, ©)}, Var{z,x, B}, ..., Var{Z, (x, B))]

s.a xeD

(c")
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Para establecer estas relaciones distinguimos entre el caso en el que las
covarianzas entre los objetivos estocasticos son todas iguales a cero y ¢l caso en el

que algunas de éstas alcancen valores no nulos.

En caso de que todas las covarianzas entre objetivos sean nulas, es decir, si

se cumple que:
cov{?,, (x, E),Z (x, E)} =Qparatodo k, s e {1,2,..,q},conk#s

entonces, ¢l problema (AE-6%), correspondiente a aplicar el criterio minima

varianza al problema ponderado (AE), es

Min ﬁ: p Varlz, (x,2))

s.a xebD

2)

es decir, el problema resultante es el que se hubiese obtenido si hubiésemos
resuelto el problema de programacidn estocastica multiobjetivo mediante el
enfoque multiobjetivo aplicando a cada objetivo estocdstico el criterio minima
varianza y, posteriormente, aplicdsernos al problema multiobjetivo determinista
equivalente el método de la ponderacion. A partir de los resultados de la
programacion multiobjetivo determinista, se tiene que:

a) Si la solucion al problema (2) es unica, entonces es eficiente minima

varianza.

b) Si la solucion al problema (2) no es unica, entonces éstas son
débilmente eficientes minima varianza.

o)
¢) Si los pesos fijados son todos estrictamente positivos, pe R, la
soluciéon al problema (2) es solucion propiamente eficiente minima

varianza.
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Por otro lado, a partir de los resultados de la programacién multiobjetivo
determinista, vistos en el capitulo 1, sabemos, ademds, que si se verifica la
convexidad de la funciones objetivo y del conjunto de oportunidades de un
problema de programacion multiobjetivo, el conjunto de soluciones proplamente
eficientes de éste queda determinado por las soluciones del problema ponderado, y
esto se verifica en el caso lineal y en el caso cuadratico normal bajo determinadas
hipétesis, puesto que suponemos que el conjunto de oportunidades del problema,
D, es convexo.

Todos estos resultados corresponden al caso en el que las covarianzas entre
objetivos son nulas, con lo cual, no podemos afirmar todo esto si alguno de los

objetivos estocdsticos tienen covarianza no nula. En estos casos, para cada vector
p € R, la solucion optima del problema (AE-67):

Min Y 42 Varlz, D} 42 3 1, 1, covlz, 0,65, (0, D)
k=1 k=1 (AE'Gz)

k<x

s.a xeD

no tiene porqué ser eficiente minima varianza, tal y como se ilustra en el siguiente
contfragjemplo, en el que se plantea un problema estocastico biobjetivo lineal con

objetivos estocasticos y las covarianzas entre estos son no nulas.
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Ejemplo.

Consideremos el siguiente problema de programacion estocastica

biobjetivo:

" Min" (E”x, +CppX5: 6%, + Ezzxz)
X
s.a  x,+2x,24
X;,x, 53

X;,x,20

con € = (¢,,,C,,.5,,,C,p )" vector estocastico con matriz de varianzas y covarianzas

definida positiva:

(25 0 0 3)
V={02530{
0 3 1 0
L:s 009J

con lo cual tenemos que Var(€'x)=25x] +25xi, Var(€x)=x; +9x,

cov(€x, €, X) = 6x,x, y la varianza de la funcion g, €/x+ u,€x es
Var{ﬂlEItX + #23;"} = p] (25x] +25x7) + pg (x] +9x7) +2 4, 4, (6x,x,)

Si resolvemos el problema anterior mediante el enfoque estocéstico,
ponderando los objetivos estocasticos con pesos g, y 4, y aplicando despues el

criterio minima varianza el problema que obtenemos es:

Min Var{y,’é‘l‘x+ yz’é;x} = p}(25x) +25x3)+ ul (x? +9x3 )+ 2, 14, (6x,x,)
s.a x,+2x,24 3)
xX,,x; <3

x,x,20
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Si damos pesos u, =04, u, =0.6 a este problema obtenemos la solucion
x, =(0.9217759,1539112)". Para los pesos g, =06, u#, =04 la solucién que
obtenemos es x, =(0.731849, 1.634076)".

Por otro lado, el conjunto de soluciones eficientes minima varianza para
este problema viene dado por el conjunto de soluciones eficientes al problema
biobjetivo que recoge las varianzas de los dos objetivos estocasticos del problema.
Puesto que ¢l conjunto de oportunidades es cerrado y acotado, tenemos asegurada
la existencia de soluciones eficientes para el mismo. En nuestro ejemplo, las

soluciones eficientes minima varianza son las del problema:

Min (25x2 +25x2,x2 + 9x2)
s.a  x,+2x,24
Xx,.x,<3

X,,x,20

que recoge las varianzas de los objetivos estocasticos. En la siguiente gréfica
aparece este conjunto, que denotamos como £ .
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Como puede observarse, la solucién x; obtenida al dar pesos z, =04, u, =06 al
problema (3) es solucion eficiente minima varianza mientras que la solucion x,,
obtenida al fijar los pesos los pesos u, =06, u, =04 en el problema (3) es

dominada.®

A partir de este ejemplo, tenemos que si aplicamos el criterio minima

varianza al problema ponderado (AE):

Min® 21,8) = 3, 7 (.8) (AE)

s.a xeD

la solucion obtenida no tiene porqué ser eficiente varianza. Esto esta asegurado

solo si las covarianzas entre las funciones objetivo son nulas.

Como sabemos, la covarianza entre dos variables aleatorias es una medida
de la dependencia entre ellas. En este sentido, sabemos que si dos variables
aleatorias son independientes, entonces su covarianza es nula. Lo contrario, en
general, no es cierto, es decir, que la covarianza sea nula no implica, en general,

que las variables aleatorias sean independientes’.

De esta forma, tenemos que mediante la aplicacion del criterio minima
varianza para resolver el problema de programacién estocastica multiobjetivo
mediante el enfoque estocastico y aplicando el método de la ponderacion, se
recoge, en cierto modo, la dependencia entre los objetivos estocdsticos.
Recuérdese que la critica fundamental a la aplicacién del enfoque multiobjetivo
es la de que, al obtener el determinista equivalente, se aplica un criterio de
transformacion a cada funcién objetivo por separado, lo que implica que, en la
resolucion del problema de programacién estocastica de objetivos multiples, no se
tiene en cuenta la posible dependencia estocastica entre objetivos. El método
propuesto si que recoge la dependencia entre estos, aunque solo de manera parcial

en términos de covarianzas, puesto que puede ocurrir que su valor sea cero aun

'En el caso normal se verifica la implicacion a ambos lados, es decir, la covarianza entre dos
variables aleatorias normales es cero si y s6lo si su covarianza es nula.

254



5. PROGRAMACION ESTOCASTICA MULTIOBJETIVO. ENFOQUE ESTOCASTICO

existiendo dependencia entre los objetivos estocasticos; incluso puede que los
objetivos estocasticos sean independientes dos a dos y, sin embargo exista
dependencia de los g objetivos, variables aleatorias, del problema, tal y como
muestran, mediante un ejemplo, Hogg y Craig (1989), pag. 89.
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5. RESOLUCION DEL PROBLEMA PONDERADO MEDIANTE
LOS CRITERIOS DE MAXIMA PROBABILIDAD.

Consideremos ahora la aplicacién de los criterios de maxima probabilidad

(minimo riesgo y de Kataoka) al problema ponderado:

"Min" f(x,€) =§m Z(x8)

s.a xebD

(AE)

Para aplicar el criterio minimo riesgo a este problema hemos de fijar un
valor u (nivel de aspiracion del objetivo del problema) y maximizamos la

probabilidad de que la variable aleatoria f(x,£) = i M 2, (x,&) no supere dicho
k=1

valor. El problema determinista equivalente que se genera es:

Max P{‘ﬁuk Ek(x,E)Su}

s. a xe D

Dado que f(x,&) = i: H 2, (x,&) es funcidn de lfas ¢ funciones objetivo
k=1

del problema, la eleccion del valor u para el problema anterior no es una cuestion

trivial. Obsérvese que este nivel se ha de fijar para la variable aleatoria
f(x,g) = i M Z, (x,g), pero esta variable no es un objetivo del problema de
k=1

programacion estocastica multiobjetivo de partida, sino que ha sido construida a
partir del mismo para resolverlo, con lo cual, el valor u, que en la programacion
estocastica es el nivel de aspiracion que el decisor fija para el objetivo estocastico,
deja ahora de tener ese significado. Esto podria dar lugar a considerar que el
criterio minimo riesgo no es aplicable al problema ponderado, aunque
técnicamente si es posible aplicarlo, tal y como se deduce de los resultados
obtenidos en el apartado 2.3 de este capitulo. Sin embargo, podemos plantearnos

la posibilidad de determinar el valor u a partir de un nivel de aspiracién para cada
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objetivo. En ese caso, el decisor debe determinar un nivel de aspiracion, u,, para
cada funcion objetivo y calculamos el nivel u como la suma de los niveles fijados
por el decisor, ponderando cada uno de estos niveles con el peso asignado al
objetivo correspondiente, es decir: u :i peu, =n'w, De esta forma, el nivel u
k=1

queda fijado en funcion de los niveles de aspiracion que fija el decisor para cada
funcion objetivo, pero ponderado segin la importancia que se le da a cada uno de
ellos en funcién del peso asignado a cada objetivo y el problema determinista
equivalente es:

(4)

k=1 k=1

Mflx P{i#k Ek(xaz) Siﬂk“&}
S. d

xe D

Por otro lado, si se considera la aplicacion del criterio de Kataoka al

problema ponderado (AE), el problema determinista equivalente que se genera es:

Min «

(x’ v}

5.a }{g#k Ek(x,E)SuJ=ﬂ (5)

xe D

donde f es la probabilidad que se fija para el problema. La resolucion de este
problema determina el menor nivel 4 que puede alcanzar la funcidén objetivo del
problema ponderado con probabilidad £ De nuevo surge la cuestién de si es o no
conveniente aplicar este criterio para resolver el problema de programacion
estocastica multiobjetivo de partida, puesto que, st bien es posible técnicamente
resolver el problema planteado en determinados casos (tal y como puede deducirse
a partir de los resultados obtenidos en el apartado 2.3 de este capitulo), la
aplicacién de este criterio sobre el problema ponderado (AE) conlleva la
necesidad de fijar una probabilidad sobre la variable aleatoria

f(x,g) =5: M, Z, (X,E), funciébn que se construye a partir de los objetivos
k=1

estocasticos del problema de partida, que, en general, son de distinta naturaleza.
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Esto puede dar lugar a que se considere poco apropiado la aplicacion de este
criterio. A pesar de todo esto, en este apartado analizaremos el problema
determinista equivalente mediante este criterio. Para fijar la probabilidad £ € (0,1)
del problema (5), puede considerarse la posibilidad de pedir al decisor que fije una
probabilidad para cada uno de los objetivos estocasticos, £, *e (0,1), vy,
suponiendo que el vector de pesos w es de norma uno (en otro caso habria que
normalizar los pesos), fijamos la probabilidad f# del problema (5) como:

B =§=;;Jukﬂk *

La razon fundamental para aplicar al problema (AE) el criterio de Kataoka
y plantear la resolucién del problema (5), es que, como se vio en el capitulo 2 de
este trabajo, existe una reciprocidad entre los problemas (4) y (5), lo que nos
servira para establecer relaciones entre las soluciones a estos problemas y alguno
de los conceptos de solucion eficiente de problemas de programacion estocastica
multiobjetivo, definidos en el capitulo 4 de este trabajo.

Asi, consideremos los problemas:

M?X P(i 1y Z (X, )< uj

(4)
S, a xeD
Min u
(x*,u)
5. :{ﬁ 1, %, (x,B) su]= B (5)
xeD

correspondientes a la aplicacién del criterio minimo riesgo y de Kataoka al
problema (AE). Suponemos que la funcién de distribucién de la variable aleatoria

F(x,E) = i My T (X, £) es estrictamente creciente. A partir de los tcoremas 1y 2
k=

del capitulo 3 se verifica:
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e Si x* es solucion del problema (4) para un nivel de aspiracién wu,
entonces (x*', u)' es solucion del problema (5) para un nivel de
probabilidad B = P{J(x*,&) <u}.

e Si (x*', u*)' es solucion del problema (5) para una probabilidad g
entonces x* es solucion del problema (4) para un nivel de aspiracién

u=u*,

Aplicaremos estos resultados en el analisis que vamos a realizar a
continuacion. Ademas, al igual que en el estudio realizado al aplicar los criterios
valor esperado y varianza, consideraremos las relaciones entre las soluciones
Optimas a los problemas (4) y (5) y algunos de los conceptos de solucion eficiente
definidos en el enfoque multiobjetivo (capitulo 4).

Puesto que en los problemas (4) y (5) interviene la funcion de distribucion

de la vanable aleatoria Zz (x,E) = i M Z ( x,£), para poder resolver estos
k=1
problemas hemos de establecer hipodtesis adicionales acerca de la estructura del
problema y de la distribucién de los pardmetros aleatorios del mismo. A partir del
analisis realizado en el apartado 2.3 de este capitulo, acerca de la funcién de
distribucién de la variable aleatoria f(x, £) = i U Z, (x,g), sabemos que
k=1

podemos determinar el valor de la funcion objetivo del problema anterior en el
caso lineal bajo la hipédtesis de aleatoriedad simple o de normalidad. En otro caso,
podemos obtener una cota inferior para la funcion objetivo del problema aplicando

la desigualdad de Cantelli. Analizamos a continuacién estos tres casos.

En el caso lineal con aleatoriedad simple se analiza la existencia de
relacion entre las soluciones al problema ponderade mediante el criterio de

Kataoka (problema (5)) y el conjunto de soluciones eficientes del problema de

programacion estocdstica multiobjetivo de partida con probabilidades g,,..., A .

Una vez establecida esta relacion, puesto que:
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oToda solucion 6ptima de (5) lo es también del problema (4).

ePor el teorema 2 del capitulo 4 sabemos que si se verifica que la funcién
de distribucién de la variable aleatoria Z, (x,E) es continua y estrictamente
creciente, para todo k£ € {1, 2, ..., g}, entonces x es solucion eficiente del
problema (MR(u)) si y solo si (x', u)' es solucién eficiente del problema
(K(B)), con u y P tales que:

P{fz“,‘ (x,g) < u,,} = f, paratodo k € {1,2, ..., q}.

se obtiene también la relacion entre la solucion éptima al problema ponderado

mediante el criterio minimo riesgo y el conjunto de soluciones eficientes minimo

riesgo de niveles de aspiracién u,, ..., u,.

En el caso lineal normal se analiza la relacion entre la solucion optima del
problema (5) y el conjunto de soluciones eficientes valor esperado desviacion
estandar del problema multiobjetivo estocéstico. Esta misma relacién se analiza
también para el problema resultante de aplicar la desigualdad de Cantelli al

problema (5).

Vemos a continuacion estas relaciones.
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5.1. CASO LINEAL ALEATORIEDAD SIMPLE.

Supongamos que para todo &k € {1, 2, ..., q} la funcién objetivo Z, (x, E) es
lineal: Z, (x,€) = €/x y que todos los objetivos estocésticos dependen de una
misma variable aleatoria, 7, de manera que para todo k € {1,, 2, ...,q} se verifica
que €, =c¢, +7c.. Suponemos que la variable aleatoria 7 es continua, de valor
esperado / y varianza o, finita, y que su funcién de distribucién, F, es
estrictamente creciente. Suponemos, ademas, que para todo x € Dy paratodo k e
{1,2, ..., g}, se verifica ¢'x > 0.

Si se verifican estas hipdtesis, a partir de los resultados obtenidos en el
apartado 3.2, tenemos que la probabilidad de que la variable aleatoria

f(x,€) = i 4, €. sea menor o igual que u = i,ukuk es:

k=1 k=1

TS N I L
k=1 k=1

Puesto que suponemos que la funcién de distribucién de la variable
aleatoria ', F,, es estrictamente creciente y continua, maximizar esta funcién es
equivalente a maximizar su argumento, por lo que el problema que debemos
resolver bajo las hipdtesis establecidas es:

U- i ke
Max —*=4— ¢
i:ykci'x ©
k-1

s.a xe D

Por otro lado, si consideramos la aplicacion del criterio de Kataoka sobre
el problema (AE), puesto que:
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implica:
U= Z pex+ BB ); HiE X
el problema correspondiente al criterio de Kataoka es:

Min Z pex+ F(f )é:i HiCy X

s.a xeD

(7

Una vez planteados los problemas correspondientes a los dos criterios,

pasamos a analizar la relacion existente entre la solucion optima del problema (7)
y el conjunto de soluciones eficientes con probabilidades f,,.... 4, .

A partir de los resuitados obtenidos en el apartado 4.3b del capitulo 4, si se

verifican las hipdtesis establecidas al principio de este apartado, el conjunto de
soluciones eficientes con probabilidades g,,..., 5  del problema multiobjetivo

estocastico de partida es el del siguiente problema multiobjetivo:

Min (c:'x + FT(Berx, . el x+ F,'l(ﬁq)cfl‘x)

s.a xeD

Si la probabilidad fijada para cada uno de los objetivos es la misma e igual
a la que se fij6 en el problema ponderado: f, =...= f, = tenemos que el

conjunto de soluciones eficientes con probabilidad S para el problema de

programacion estocastica multiobjetivo es el del siguiente problema:
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Min (c}'x + FH(B)elx, .. elx + F,“’(ﬂ)cz'x) ®

s.a xeD

A partir de aqui, si comparamos los problemas (7) y (8) se observa que si
para obtener soluciones eficientes del problema (8) se aplica el método de las
ponderaciones, el problema que se obtienc es el problema (7). Es decir, en este
caso, si se pondera el problema de programacion estocastica multiobjetivo y se
aplica sobre éste el criterio de Kataoka para una probabilidad f se ha de resolver
el mismo problema que si se aplica el criterio de Kataoka a cada ebjetivo por
separado, fijando la misma probabilidad para todos los objetivos estocasticos v,
para obtener soluciones eficientes de éste se aplica el método de las

ponderaciones.

Asi pues, a partir del concepto de solucion eficiente con probabilidad £y
de los resultados de la programacion multiobjetivo, podemos asegurar, bajo las
hipotesis establecidas, que para cada vector p € R™, se verifica:

a) Si ia solucién del problema (7) es dnica, entonces es solucion eficiente

del problema de programacion estocastica multiobjetivo con probabilidad

Jis

b) Si la soluciéon del problema (7) no es Unica, entonces éstas son
soluciones débilmente eficientes con probabilidad £ del problema de

programacion estocastica multiobjetivo.

¢) Si todos los pesos fijados en el problema (7) son estrictamente positivos,

u e R entonces la solucion de este problema es propiamente eficiente
con probabilidad £ del problema de programacion estocastica
multiobjetivo.

d) Bajo la hipotesis de que el conjunto de oportunidades D es convexo,
dado que las funciones objetivo del problema son lineales, podemos
asegurar que si x* es solucion propiamente eficiente con probabilidad £,
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existe un vector de pesos con componentes esfrictamente positivas

o

u e R tal que x* es solucion optima del problema (7).

Ademas, estas relaciones se verifican también para el problema (4),
correspondiente a la aplicacion del criterio minimo riesgo al problema ponderado,

y el comunto de soluciones eficientes minimo riesgo de niveles de aspiracion
uy,...,u, del problema de programacion estocdstica multiobjetivo.
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5.2. OBJETIVOS LINEALES CON DISTRIBUCION NORMAL.

Supongamos que para todo k£ {1, 2, ..., ¢} la funcion objetivo Z, (x, ) es

lineal: 7, (x,E) = €'x.

t i
—~ ~t ot ~t ~ ~ e e ~ e —~
Sea ¢ =(cl ,c,,...,cq) =(c”,c,z,...,c,n,cﬂ,c”,...,cz,,,...,cq,,cqz,...,cq") .

Supongamos que el vector € sigue la distribucién normal multivariante de valor

t li
= —t —t =t} _{= = - = =
esperado c:(cl,cz,...,cq) —(c”,c,z,...,c,,,,cz,,cﬂ,...,cz,,,...,cq,,cqz,...,cq,,)

y matriz de varianzas y covarianzas V, simétrica y definida positiva:

Vi [ Vi | o [ Vi [ | Vi
Vll V2 V25 _ VZq
Vkl “V‘i Vks o qu
Vo iVa | o | V||V,

St se verifican estas hipdtesis, a partir de los resultados obtenidos en el
apartado 2.3 de este capitulo, tenemos que la probabilidad de que la variable

aleatoria f(x,¢) = i £, €:X sea menor o igual que u = 2 MHou, es:
k=1 k=1

i:,u (u —Etx)
P{iﬂkﬁl«:xsiﬂkuk}zm A
k=1 k=1

i Juffxtvkx +2 i: Hy ﬂsxtvksx
k=1 ks=1

k<s

Puesto que la funcién @ es estrictamente creciente, maximizamos su
argumento, con lo cual el problema resultante es:
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; ﬂk(“k - El:x)
Max =

3 A Vx 42 Y X VX ©)
k=1

k,5=1
k<s

sa xebD

Consideremos ahora la resolucion del problema ponderado mediante el
criterio de Katacka. Fijada una probabilidad £, tenemos que:

} u- i#kfix
=@ k=1 — ﬁ
‘fiﬂf’vvkx*&iﬂk HX VX

k=1 Ko5=]

k<s

lo que implica:

u:i#kE;x-pCD” (8) iﬂrfxtvkx"'ziﬂkﬂ.rxtvmx
pay \, ko Py
ks

con lo cual, la solucién al problema ponderado (AE) mediante el criterio de
Kataoka viene dada por la solucién del problema:

Min i X+ O (B) i Hix'V, x +2 i#kuSX‘VksX
X k=l k=1 k’:s(:‘_l (10)

s.a xelD

Puesto que la funcién de distribucion de la normal es estrictamente
creciente y continua, en este caso se mantiene la reciprocidad entre las soluciones
optimas del problema (9), correspondiente a la aplicacion del criterio minimo
riesgo al problema ponderado, y del problema (10), resultado de aplicar el criterio
de Kataoka.

266



4. PROGRAMACION ESTOCASTICA MULTIOBJETIVO. ENFOQUE ESTOCASTICO

Obsérvese que el problema (10) podemos expresarlo también como:

Min Q. 1, E{Z, (x, B)} + @y Var{ 7 (x, &) (11)
X k=1

s.a xeD

con:

* E{‘?k (x, E)} =Ty X,

o Var{f(x,8)}= ki,uf Var{z, (x, &)} +2 3 i, cov{z, (x,£),7,(x,8)} =

k,v=1
k<s

= i ﬂkzxivkx +2 i Hy Ju.';xtvksx
k=t ko)
k<y

. a=0"(p).

Una vez planteados estos dos problemas, nos cuestionamos de nuevo la
posible existencia de relacion entre las soluciones Optimas de éstos y alguno de los
conceptos de solucion eficiente de problemas de programacién estocastica
multiobjetivo, definidos en el capitulo 4 de este trabajo. El concepto de eficiencia
con e} que relacionamos la solucidon Optima del problema (11) es el de solucion
eficiente valor esperado desviacion estandar. Tal y como se vio en el capitulo 4,
dado el problema de programacion estocdstica multiobjetivo (PEM), el conjunto
de soluciones eficientes valor esperado desviacion estdndar, que denotamos como
E:,, es el del siguiente problema:

I\/I‘ir{E{FZv, (X,E)},---, E{Eq (LE)}?\/Var{?l(xaz)}""’\/mj (Ec)

s.a xebD

que recoge el valor esperado y la desviacion estandar de los objetivos estocasticos

del problema. La siguiente proposicion nos relaciona el 6ptimo del problema (11),
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correspondiente a la resolucién del problema ponderado mediante el criterio de
Kataoka, con el conjunto £, .

Proposicion 1.

Constderemos los problemas (11) y (Eo). Supongamos que p e R*, o >
Oyparatodok, s € {1,2, ..., g}, k# s, se verifica que:

coviZ, (x,8),Z,(x,E)} = 0
Entonces, si x* es solucion 6ptima de (11), es solucion eficiente de (Eo). B
Demostracion.
Realhizamos la demostracion por reduccion al absurdo.

Sea x* € D solucidn optima de (11) y supongamos que no es solucion
eficiente de (Ec). En ese caso existe una solucidén x’ que domina a x, con
1o cual para todo k € {1,2, ..., ¢}:

Bz, (¢ B} < Efz, (x5} y Var(z,(x, B)} </ Var(z, (x*,B)]

v existe al menosun s € {1, 2, ..., g} para ¢l que la desigualdad es estricta,
es decir:

E{7,(x, B} < £{7,(00. D)} 0 yVar{z,(x . D)} <y Var{z,(x+.8)]
Puesto que p € EOU* , se verificaparatodo k € {1,2,...,q}:

mElz (B} < w1, B{7, (x4, B)) (12)
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Hi vVar{Ek (x' aE)} < Ky JVar{"z"k (X*vz)} (13)

y existe al menos un se {1, 2, ..., q} parael que:

1 E\Z(x B < 1w E(7,(x*,E)} o

u, [ Var|z,(x, )} < p o Var(z,(x*, )}

Puesto que la varianza es siempre no negativa, elevando al cuadrado a

ambos lados de la desigualdad (13) se tiene:
2 —~ v e 2 —_— * T
pVar{z, (x', )} < g} Var(z, (x*,B)] (14)

Sumando en (12) y (14) en k obtenemos:

g#k E{Z& (X',g)} SgﬂkE{Ek (X*,E)} (15)

i u} Var|z, (x| B) < i piVarlz, (x*,8)) (16)

De (16) se deduce que:

a\f 2 VarlZ (X, D)} < a\[il p Var(z, (x*.8)) (17

siendo ademas, una de las desigualdades (15) o (17) estricta .

A partir de esto obtenemos:
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> E5 D) v a k)ilyf\far{fkcx',z)} <

D WA a\/i uiVarlz, (¢4, 8)f

lo cual estd en contra de que x* sea solucién éptima de (11).R

Esta proposicién nos asegura, por tanto, que si las covarianzas entre los
objetivos estocasticos del problema son nulas, la solucidén 6ptima que se obtiene al
aplicar el criterio de Kataocka sobre el problema ponderado, con ponderaciones
estrictamente positivas, es solucién eficiente valor esperado desviacion estandar
del problema multiobjetivo estocastico de partida, si el valor del parametro « es
estrictamente positivo. Puesto que a =®'(f8), se tiene que « > 0 si la
probabilidad fijada £ es mayor que 0.5. En otro caso, la soluciéon 6ptima del

problema (11) no tiene porqué ser eficiente valor esperado desviacién estandar,

Finalmente, puesto que existe también una reciprocidad entre la solucion
optima del problema (11) y la del problema (9) correspondiente a aplicar el
criterio minimo riesgo al problema ponderado, los resultados obtenidos para el

criterio de Kataoka se pueden extender al criterio minimo riesgo.
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5.3. APLICACION DE LA DESIGUALDAD DE CANTELLL

Consideremos de nuevo la resolucién del problema (AE) mediante el

criterio minimo riesgo:

anx P{Zﬂk z (xsg)ggﬂkuk}

s. a xe D

)

Supongamos que desconocemos la funcion de distribucion de la variable aleatoria
F(x,8) = i 1, %,(x,&) y aproximamos el valor de ésta mediante la cota inferior
k=1

que nos proporciona la desigualdad de Cantelli.

A partir de los resultados previos obtenidos en el apartado 2.3 de este

capitulo, sabemos que la probabilidad de que Ia variable aleatoria

f(x,z):ipk?k(x,g) sea menor o igual que uzi,ukuk, verifica la
k=1 k=1

desigualdad:

(i ;uk E{z, (x, é)})]z
ar Fx B} + (i (e~ B[z (x, @})Jz

P{)f 07, (x,8) < Z;,ukuk}

con ki:]#kE{Ek (X,E)} < g#kuk .

De lo anterior se deduce que si desconocemos el valor de la funcidon de
distribucién de la variable aleatoria f(x,€) = 5: 1, Z,(x,E) y se desea maximizar
k=1

esta funcién, podemos plantear, como aproximacion, el siguiente problema
fraccional:
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(i ;uk E{z, (x, i)}))z
ar{ 7, B)) + (im (- Bz 2]

S.a ;:,UkE{Ek (X’E)} = Zﬂk“& (18)
xelD

Max

X

en el que se maximiza la cota inferior que proporciona la desigualdad de Cantelli,

afiadiendo al copjunto de oportunidades la restriccion  adicional,
i HE {%“k (x,E)} < i M, 1, , puesto que ésta es condicion necesaria para poder
k=1 k=1

asegurar que la funcion objetivo de (18) es cota inferior de la funcion objetivo del
problema (4). La solucién al problema (18) sirve, por tanto, como aproximacion al
dptimo del problema (4).

Como puede observarse, en el problema (18) intervienen el valor esperado

y la varianza de la variable aleatoria f(x,&) = i AR
k=1

E{f(x,®)} = {iwk(x a)} iuk E{z,(x,©)}

o Emzonn |- vt S nentio a0

k<s

Esto implica que, en general, en el problema (18) intervienen el valor
esperado y la varianza de cada uno de los objetivos estocésticos del problema de

partida, asi como las covarianzas entre objetivos.

Una vez obtenido el problema (18), nos planteamos, al igual que en los
casos analizados hasta ahora, la posible existencia de relacién entre el 6ptimo de
éste y alguno de los conjuntos de soluciones eficientes de problemas de

programacion estocastica multiobjetivo definidos en el capitulo 4.
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Estudiaremos esta relacion a partir del problema correspondiente que se
genera al aplicar la desigualdad de Cantelli sobre la restriccion de azar del
problema determinista equivalente correspondiente al criterio de Kataoka:

Min u

(x' Wy

a P[flm Ek(x,E)Su]aﬁ (19)

xe D

Si aplicamos la desigualdad de Ca..ielli a la restriccion de azar, podemos
afirmar, a partir de los resultados obtenidos en el apartado 2.3, que todo vector
(x', u)' que verifique la siguiente desigualdad:

[ e S st

verifica también la restriccion de azar del problema (19). Ademas, si
consideramos ¢l problema:

Min iﬂk J + oy Var{ 7(x,E)}

sa xeD

(20)

con =1f 1 ﬂﬂ podemos asegurar, a partir de los resultados obtenidos hasta

ahora en este trabajo, que si x* es solucion 6ptima del problema (20) y

‘\‘ l \I Var x* iiuk Z.i: 5

se verifica que »* es cota superior del 6ptimo del problema (19), con lo cual, la
solucion (x*', u*) se puede considerar una aproximacion de la solucién de dicho
problema.
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Ademas, a partir del teorema 3 del capitulo 3 sabemos que si x* es
solucién optima del problema (20) (aproximacién mediante Cantelli a la
resolucién del problema ponderado mediante el criterio de Kataoka), es también
solucion optima del problema (18), correspondiente a cota inferior que
proporciona Cantelli del 6ptimo de! problema minimo riesgo, para un nivel & =

u*,

Una vez obtenidos estos problemas, nos planteamos la existencia de
relacion entre la soluciéon del problema (20) y alguno de los conjuntos de
soluciones eficientes definidos en capitulo 4 para problemas de programacién
estocAstica multiobjetivo. Obsérvese que el problema (20) es semejante al
problema (11}, con lo cual, los resultados que se han obtenido en el apartado 5.2
son trasladables a éste.

Podemos afirmar, a partir de la proposicion 1, que st las covarlanzas entre
los objetivos estocasticos del problema son nulas, {a solucidén dptima que se
obtiene de la aproximacion mediante Cantelli para la resolucion del problema
ponderado mediante el criterio de Kataoka, con ponderaciones estrictamente
positivas, es solucion eficiente valor esperado desviacion estandar del problema,
dado que el valor del parametro @ es ahora estrictamente positivo:

g =

- >0, puesto que F & (0,1).

Finalmente, puesto que existe también una reciprocidad entre la solucion
6ptima del problema (20) y la del problema (18) correspondiente a aplicar el
criterio minimo riesgo al problema ponderado, los resultados obtenidos para el
criterio de Kataoka se pueden extender al criterio minimo riesgo.

De todo lo estudiado en este capitulo se puede concluir que la resolucidn
de problemas de programacion estocastica muitiobjetivo mediante el enfoque
estocastico, aplicando el método de las ponderaciones, estd estrechamente
relacionada con la resolucion mediante el enfoque multiobjetivo. Come acabamos
de ver, las soluciones dptimas de los problemas deterministas equivalentes gue se

obtienen al aplicar los distintos criterios analizados en este trabajo son, bajo
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determinadas condiciones, soluciones eficientes del problema multiobjetivo
estocastico, definidas en el capitulo 4. Los resultados obtenidos en el criterio
minima varianza y en los criterios de maxima probabilidad establecen que, para
que exista relacion entre las soluciones Optimas que se obtienen del problema
ponderado mediante estos criterios, y alguno de los conceptos de solucién
eficiente de la aproximacion multiobjetivo, es necesario en determinados casos
que las covarianzas entre objetivos sean nulas. Esto indica, de alguna forma, que
la aproximacion multiobjetivo se “olvida” de la posible existencia de
dependencias estocasticas entre objetivos, lo que ya se apuntaba al principio del
capitulo 4. Nuestros resultados corroboran esta idea, aunque, la existencia de

dependencia entre objetivos, s6lo se mide aqui en términos de covarianzas.
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6. ALGORITMOS E IMPLEMENTACION COMPUTACIONAL

1. INTRODUCCION.

Una vez analizadas las relaciones existentes entre los distintos conceptos
de solucién de un problema de programacion estocastica tanto para problemas con
una como con multiples funciones objetivo, abordamos ahora la reselucion
numérica mediante procedimientos computacionales de los problemas planteados

en este trabajo.

De lo estudiado hasta ahora se deduce que los criterios valor esperado,
minima varianza, eficiencia valor esperado desviacion estandar , minimo riesgo y
de Kataoka para transformar el objetivo estocdstico en su determinista equivalente
estdan estrechamente relacionados, en los casos analizados en este trabajo, si bien,
en principio, a partir de la formulacion de los mismos, no parece que esta relacion
exista, puesto que estos criterios se formulan con filosofias distintas. Estas
relaciones se mantienen tanto en el caso de una tinica funcién objetivo como en
problemas con objetivos multiples y este hecho se ha utilizado para la
implementacion de los mismos.

Ademas, de los resultados obtenidos en los capitulos cuatro y cinco, se
deduce que la resolucion de problemas de programacion estocastica multiobjetivo
mediante el enfoque multiobjetivo y mediante el enfoque estocastico da lugar,
bajo determinadas condiciones, al mismo conjunto de soluciones eficientes, si se
aplican los criterios anteriormente sefialados y se aborda la obtencién de estas
soluciones eficientes mediante el método de las ponderaciones en ambos
enfoques.

Por otro lado, cabe sefialar también que la resolucion de los problemas
planteados a lo largo del trabajo no es una cuestién trivial, Cuando nos planteamos
la resolucion de uno de estos problemas, es 16gico que se considere la obtencion
de las soluciones de éste mediante algunos de los criterios sefialados
anteriormente. Esto nos lleva a que, en funcién de las preferencias del decisor,
puede que para un mismo problema de programacion estocastica se tengan que
resolver varios problemas deterministas equivalentes, correspondientes a distintos
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criterios; es mds, si s¢ aplican los criterios de méxima probabilidad (minimo
riesgo v de Kataoka), lo 16gico es que se resuelva el problema para varios valores
del nivel del pardmetro a fijar en estos casos (nivel de aspiracion, en el problema
minimo riesgo y probabilidad en el de Kataokaj.

Todo esto nos ha conducido a la implementacién computacional de los
problemas planteados en este trabajo. Esta implementacion se ha llevado a cabo
utilizando el lenguaje FORTRAN sobre un ordenador VAX 3300 con soporte de
la libreria NAG, version 15.

A continuacién, pasamos a describir el funcionamiento de los programas.
Analizamos en primer lugar los de programacion estocastica y, posteriormente, los
de programacion estocastica multiobjetivo.

Las explicaciones sobre el funcionamiento de los programas se
complementan con Ia resolucién de un ejemplo en cada caso. Algunos de elios son
los que sirvieron para ilustrar el estudio tedrico en cada capitulo y otros se han
desarrollado especificamente para comprobar el funcionamiento de los programas.

Todos ellos han sido resueltos, ademas, mediante procedimientos computacionales
alternativos.

Para abordar la descripcion de cada programa se formula el problema que
resuelve éste y las hipotesis que se mantienen en cada uno de ellos. Esto puede
resultar en determinados momentos algo repetitivo, pero, hemos preferido plantear

asi este capitulo, ya que pensamos que de otra forma podria haber confusion, dada
la diversidad de casos tratados.
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2. PROGRAMACION ESTOCASTICA DE UN OBJETIVO.

En este apartado describimos los programas correspondientes a problemas

de programacion estocastica monobjetivo.

La implementacién de estos problemas se ha lievado a cabo siguiendo el

esquema tedrico propuesto en el trabajo, que puede resumirse en el siguiente

figura:
PROGRAMACION
ESTOCASTICA
LINEAL CUADRATICA
NORMALl ALEATORIEDAD | |CANTELLI NORMAL ALEATORIEDAD
: SIMPLE SIMPLE
Figura 1.

Se han realizado dos programas base, uno para problemas lineales y otro
para cuadraticos. En ambos casos, los programas nos dan la opcion de resolver el
problema para los casos analizados en el trabajo, tal y como aparece en la figura 1.

A continuacién pasamos a describir ambos programas. Comenzaremos por

el caso lineal y, posteriormente, analizaremos el cuadratico.
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2. 1. PROBLEMAS LINEALES.

La formulacién general del problema que se resuclve mediante el

programa implementado para este caso es:

"Min" €'x
x (PEL)
s.a xe D

El conjunto de oportunidades, D, suponemos que es lineal y determinista.
Esta hipotesis se mantiene también en el resto de este capitulo.

Mediante el programa se puede resolver el problema anterior para los
criterios valor esperado, minima varianza, minimo riesgo y de Kataoka. No se ha
considerado la resoluciéon mediante el criterio de eficiencia valor esperado
desviacion estandar puesto que, como se¢ ha demostrado en el capitulo tres, para
los casos que resolveremos, el conjunto de soluciones propiamente eficientes valor
esperado desviacion estandar se obtiene también mediante la aplicacién del

criterio de Kataoka, para determinados valores de 1a probabilidad.

Para ia resolucién del problema anterior mediante los criterios valor
esperado y minima varianza so6lo hemos de conocer el vector de valor esperado, €,
y la matriz de varianzas y covarianzas, V, del vector €. En cambio, si se desea
resolver el problema mediante los criterios de maxima probabilidad, hemos de
establecer hipdtesis adicionales respecto de la distribucion de probabilidad de €.
Esto nos ha llevado a dividir el programa en funcién del tipo de distribucion de

probabilidad de este vector, considerando los tres casos siguientes:

o Normal: Suponemos que € sigue la distribucién normal de valor

esperado € y matriz de varianzas y covarianzas V.

» Aleatoriedad simple: € depende linealmente de una variable aleatoria

continua, f, con funcién de distribucién de conocida y estrictamente
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. - . 2
creciente, F, valor esperado / y varianza o, < «, de tal forma que
T=c'+7c?, cone, e R, yetx>0,paratodox € D.

e Aproximacién por Cantelli: Se desconoce la distribucion de
probabilidad de € pero el problema verifica las hipétesis necesarias
para poder aplicar sobre su funcion de distribucién la desigualdad de
Cantelli.

Realizadas estas aclaraciones, pasamos a describir el funcionamiento del
programa.

Para la resolucion de un problema se siguen los siguientes pasos:

1°) Se introducen los datos correspondientes al numero de variables,
numero de restricciones, matriz de coeficientes técnicos de las restricciones, cotas
sobre las variables y sobre las restricciones y estimacion inicial en un fichero de
datos.

2°) Una vez leidos estos datos por el programa, éste nos pregunta qué tipo
de problema deseamos resolver, mostrandonos un menu con las siguientes
opciones:

Normal .

Aleatoriedad simple.

W N

Cantelli.

4. Terminar.

Si se elige una de las tres primeras opciones, el programa nos permite
resolver el problema de programacidn estocastica mediante los cuatro criterios
basicos de resolucién del problema descritos en este trabajo: valor esperado,

minima varianza, minimo riesgo y de Kataoka, de la forma que describiremos a
continuacion.
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Si elegimos la opcién 4. Terminar, aparecerd en pantalla el tiempo de
gjecucion real del programa (C. P. U.) y el nombre de un fichero de salida. Este
fichero contiene la informacion de todos los problemas que se hayan resuelto en la

ejecucion del programa.

A continuacion describimos las opciones 1, 2 y 3. Puesto que las opciones
1 y 3 operan de igual forma, se describen ambas en un solo apartado.

a) Caso normal y CanteHi.

Una vez leido el fichero de datos, el programa nos pide el vector de valor
esperado, €, y la matriz de varianzas y covarianzas, V, del vector € y muestra las
soluciones valor esperado y minima varianza del problema. Seguidamente nos
pide un nivel de aspiracion para resolver el problema mediante el criterio minimo
riesgo, nos da la solucién asociada a este nivel y nos da a opcion de modificar
éste. Finalmente, nos pide una probabilidad para resolver el problema mediante el
criterio de Kataoka, muestra la solucion y pregunta si se desea fijar otra
probabilidad o acabar. Si la opcién que se elige es la de finalizar, ¢l progiama
vuelve al ment inicial, en el podemos resolver un nuevo problema de
programacién estocastica lineal o terminar. La figura 2 muestra un esquema del

funcionamiento del programa en estas dos opciones.

Una vez finalizada la resoluciéon del problema, aparece en pantalla de
nuevo el mend inicial, en el que se tiene la opcion de resolver un nuevo problema
de programacion estocdstica lineal o de finalizar.
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Lectura de datos

-

Introducir
tyV

Solucidon valor esperado
Solucifn minita varianza

il

!
P Si' .
T S ] (T -5
NDI
4

¥ iHueva 31
Probabilidad | —» __..__._

Nol

Figura 2.

[lustramos, mediante un ejemplo, el funcionamiento del programa en estos

dos casos.
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Ejemplo 1.
Consideremos el problema de programacion estocastica lineal:

"Min" T'x=¢x, +&,x,
X
s.a  x,+x,21
3x,+2x,<8

X,,x,20

4

2} y matriz

t . —
donde ¢ m(E’, , 'c}) es un vector estocastico con valor esperado ¢ :(

1 0
de varianzas y covarianzas Vz( J con lo cual tenemos que la variable

0 4/
aleatoria €'x=70x,+C,x, valor esperado €'x=4x,+2x, y varianza
x'Vx=x’ +4x}. Obsérvese que este problema es el que se ha utilizado en el
estudio de los distintos criterios de resolucién de estos problemas en el capitulo

dos.

Como se ha sefialado anteriormente, introducimos los datos del problema

mediante un fichero de datos, que en este caso ¢es el siguiente:

'Numerco de Variables!
2
'Numerc de Restricciones Lineales'

2

"Matriz de Restricciones Lineales por filas'

-1 -1
3 2
'Cotas de las Variables’
0 1FE10
G 1E10
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'Cotas de las Restricciones'

-1E10 -1

-1E10 8

'‘Estimacion Inicial'

0 1

Introducidos los datos, ejecutamos el programa y aparece el mend inicial.
En este caso si elegimos la opcién 1 6 3, el programa nos pide el vector de valor
esperado y la matriz de varianzas y covarianzas del vector €, que introducimos
por teclado. El programa resuelve el problema mediante los criterios valor
esperado y minima varianza y nos pide valores para los parametros
correspondientes a los criterios de maxima probabilidad, tal y como se describe en
la figura dos, mostrandonos en pantalla las soluciones correspondientes a estos
criterios para los valores que se fijen de los parametros. Ademaés, todas estas
soluciones se recogen en un fichero de salida, que veremos mas adelante, tras

explicar el funcionamiento del programa en el caso de aleatoriedad simple.

Finalizada la resolucién del problema en los términos sefnalados, el
programa vuelve al meni inicial.

Analizamos a continuacién el funcionamiento del programa cuando se

elige la opcion 2, correspondiente al caso de aleatoriedad simple,
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b) Aleatoriedad simple.

La segunda opcion, correspondiente a aleatoriedad simple, nos obliga a
modificar el esquema anterior. En este caso, como se ha comentado anteriormente,
el vector ¢ depende linealmente de una variable aleatoria, 7, con distribucion
conocida. Para implementar la resolucion de estos problemas mediante el criterio
de Kataoka, se ha de especificar esta distribucion, tal y como ha estudiado en el
capitulo dos de este trabajo. En nuestro programa, mantenemos la hipotesis de que
la variable 7 sigue la distribucion exponencial con parametro A'. Hecha esta
aclaracion, pasamos a describir el funcionamiento del programa cuando se elige la

opcidn 2 (aleatoriedad simple).

Una vez leido el fichero de datos, el programa nos pide los valores de los
vectores ¢', ¢’ y del parametro A de la exponencial’. Introducidos estos datos,
aparecen en pantalla las soluciones correspondientes a los criterios valor esperado
y minima varianza, solicita un nivel de aspiracién para el problema minimo
riesgo, muestra la solucion de éste y nos da la opcidn de resolver el problema con
otro nivel de aspiracion. Finalmente, nos pide una probabilidad para la resolucién
del problema mediante el criterio de Kataoka, nos muestra la solucién para éste y
nos da de nuevo la posibilidad de resolver el problema con otra probabilidad.

Todo esto se resume en la figura 3.

' Bs decir, la funcién de distribucién de ¢ evaluadaen n>0,es F(n)=PT sq)=1-¢"".

? Bajo la hipétesis de que ¢ sigue la distribucién exponencial de parametro A, el valor esperado y
la varianza de 7 son, respectivamente, 1/A y 1/A%
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Comenzar

Lectura de datos

Solucidn valor esperado
Solucidn minima varanza

| L L
e { ,
5 )
riesgo?
No ’ N0|
.

si — Nueva N Si
w2 Gy
No l= Na l

Figura 3.

Tlustramos el funcionamiento del programa mediante un ejemplo.
Ejemplo 2.

Consideremos de nuevo el ejemplo formulado anteriormente. Supongamos

ahora que el vector € depende linealmente de una variable aleatoria, 7, de tal

e[ )l

forma que

—-—
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con 7 variable aleatoria que se distribuye segin una exponencial de parametro
A=2, con lo cual, su valor esperado y su varianza son, respectivamente
{=05ya’ =025

Obsérvese que el fichero de datos de este problema es el mismo que el del
anterior. Introducido éste, el programa nos pide los valores de ¢', ¢* y &, aparecen
las soluciones valor esperado y minima varianza del problema, nos da la opcién de
resolver el problema mediante los criterios de maxima probabilidad, para distintos

valores de los parametros, y aparecen en pantalla las soluciones a éstos.

Como se ha sefialado anteriormente, una vez que se han obtenido las
soluciones del problema mediante estos cuatro criterios en las opciones 1, 2 6 3, ¢l

programa vuelve al menu principal:

1. Normal.

2. Aleatoriedad simple.
3. Cantelli.

4. Terminar.

dandonos asi la opcién de resolver un nuevo problema o de terminar. Si elegimos
la opcion 4, aparecera en pantalla el tiempo de ejecucion real del programa
(C. P. U.) y el nombre de un fichero de salida. Este fichero contiene los resultados
de todos los problemas resueltos. A continuacidon mostramos este fichero para los
dos ejemplos presentados. El primero de ellos se resuelve en primer lugar bajo la
hipétesis de normalidad del vector € y, posteriormente, suponiendo que se
desconoce la distribucién de € y aplicando la desigualdad de Cantelli a la funcién
de distribucién en los criterios de maxima probabilidad.
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Problem Type = LP
Print Level = 0

SOLUCION VALOR ESPERADO

0.0000000000000C00E+00  1.000000000000000
Funcién Objetivo: 2.000000000000000
IFATL = 0

Calls to EUJ4NEF

Problem Type = QPL
SOLUCION MINIMA VARIANZA
0.8000000000000000 0.2000000000000000
Funcién Cbjetivo: 0.8000000000000000
IFATIL = 0

Calls to EQ4UEF

Print Level = 0
SOLUCION MINIMG RIESGO
Nivel U: 4.000000000000000
C.00000C0000000C00E+00  1.000000000000000
Funcién Objetivo: 1.000000000000000
IFAIL = 0

Calls to EQ4UEF

Print Level = (
SOLUCION KATAOKA

Probabilidad BETA: £.2000000000000000

0.4101904657353322 0.5898095342¢€46678
Funcidn Obietivo: 4.420913733173898
IFATL = 0
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Problem Type = LP
Print Level = 0
SOLUCION VALOR ESPERADO

1.000000000000000 ¢.0000000000000000E+00
Funcién Objetivo: 3.500000000000000
IFAIL = 0

Calls toc EJ4NEF

Problem Type = QP1
Print Level = 0

SOLUCTON MINTIMA VARTANZA

1.000000000000000 ¢.0000000000C0000CE+00
Funcién Objetivo: 0.2500000000000000
IFRIL = G

Calls to ED4UEF

Print Level = (

SOLUCION MINIMO RIESGO
Nivel U: 5.000000000000000

1.000000000000000 0.0000000000000000E+00
Funcién Cbjetivo: 2.000000000000000

IFAIL = 0

Calls to EO4NEF

Problem Type = LP
Print Level = 0

SOLUCIOCN KATAOKA
Probabilidad BETA: 0.80000000C0000000

1.000000000000000 0.000000000C00C000C0OE+0D
Funcidn Objetivo: 3.804718971252441
IFATL = 0
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Froblem Type = LP
Print Level = 0

SOLUCION VALOR ESPERADO

G.C000000C00C0000CE+Q0  1.000000000000000
Funcién Chjetivo: 2.000000000000000
IFAIL = 0

Calls to EOQO4NEF

Procblem Type = QP1
SOLUCION MINIMA VARIANZA
0.8000000000000000 0.2000000000000000
Funcién Okjetivo: 0.800000000C00C0O00
IFAIL = 0

Calls to EO4UEF

Print Level 0

SOLUCION MINIMC RIESGO
Nivel U: 8,00000000000000C

0.7272727272727298 0.2727272727272702
Funcién Objetivo: 0.9%9615384615384615
IFATIL = 0
Calls to EQ4UEF

Print Level = 0

SOLUCION KATACOKA
Probabilidad BETA: 0.8000000000000000

0.559999999998728%6 0.4000000000012714
Funcién Objetivo: 5.200000000000000

IFAIL = 0
TTIEMPO C.P.U.:  1.659999847412108  segundos

** FINAL DE PROGRAMA **
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2.2. PROBLEMAS CUADRATICOS.

En este caso se resuelven problemas de programacion estocastica cuadratica,

cuya formulacion es:

"Min" Z(x,&)=x'Bx-E'x+ E'HE

s.a xelD

con B matriz de orden nxn, al menos semidefinida positiva, H matriz de orden nxn,

simétrica, al menos semidefinida positiva y £ vector aleatorio.

Los criterios de resolucién que se han considerado son los mismos que en el
caso lineal: valor esperado, minima varianza y los dos criterios de maxima
probabilidad (minimo riesgo y de Kataoka). En este sentido, hemos de recordar que
las dificultades para la determinacion de la funcién de distribucion de la funcién
objetivo estocastica nos ha llevado en este trabajo a la aplicacion de la desigualdad
de Cantelli para la resolucion del problema mediante los dos criterios de maxima
probabilidad, con lo cual, las soluciones que se obtienen mediante el programa son

aproximaciones de las soluciones reales del problema para estos criterios.

Al igual que en los problemas lineales, el programa permite resolver este
problema en los dos casos analizados en este trabajo para problemas cuadraticos, es
decir, caso normal y aleatoriedad simple. Las hipotesis que se mantienen acerca de
la estructura del problema y de la distribucion del vector £ son:

¢ Caso normal: Se supone que se verifica:

H1) h, =0, paratodo i,j € {1, 2, .., n}, i =}/, es decir, Ja matriz H es
diagonal.

H2) Las variables aleatorias 5,5,...,5 son mutuamente
estadisticamente independientes.
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H3) El vector E se distribuye segin la distribucién normal
multivariante de valor esperado &=(&,,&,,....£,) vy matriz de

varianzas y covarianzas V definida positiva.

¢ Aleatoriedad simple: En este caso se supone que el vector £ depende

linealmente de una variable aleatoria 7 :
E=g'+7¢’

coné',E* € R"y 7 es una variable aleatoria normal de valor esperado ¢

y varianza o; finita, 07 <.

Al igual que en el caso anterior, para la gjecucion de este programa se ha de
introducir un fichero de datos del problema que se desee resolver. La informacion
que se introduce en este fichero es la siguiente: nimero de variables, nimero de
restricciones, matriz de coeficientes técnicos del conjunto de oportunidades, cotas
de las variables y las restricciones, matriz B, matriz H y estimacién inicial. Con el
fin de reducir el tiempo de ejecucion del programa, se introducen, ademas, en ¢l
fichero el vector valor esperado, &, y la matriz de varianzas y covarianzas, V de E,
correspondientes al caso cuadratico normal. Evidentemente, si el problema a

resolver es de aleatoriedad simple, el programa no lee estos dos ultimos datos.

Pasamos a describir el funcionamiento del programa. Una vez leido el

fichero de datos, aparece en pantalla el siguiente men:

1. Normal.
2. Aleatoriedad simple.

3. Terminar.
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a) Caso normal.

Si elegimos la opcion 1 el programa resuelve directamente el problema
mediante los criterios valor esperado y minima varianza. Posteriormente nos pide
un nivel de aspiracion u, aparece en pantalla la solucion minimo riesgo y nos da la
opcion de resolver el problema para otro nivel de aspiracion. Finalmente, nos pide
una probabilidad, £, aparece en pantalla la solucion del criterio de Kataoka y nos da
la opcién de resolver el problema con otra probabilidad. El siguiente esquema nos
resume el funcionamiento del programa en este caso:

Comenzar

Lectura de datos

Solucidn valor esperado
Solucion minima varianza

oy gf ,
¢Minimo . S
) @)
Nol‘ Nc’l
] +
Kataoks? S— b |Probsbilidad|—» ¢ cNuwa N SD |
¢ ' probab ?

No - NDI

)

Figura 4.

Terminada esta opcidn, el programa vuelve al men inicial:

294



6. ALGORITMOS E IMPLEMENTACION COMPUTACIONAL

1. Normal.
2. Aleatoriedad simple.

3. Terminar.

y, por tanto, nos permite resolver un nuevo problema o terminar. Si elegimos la
opcién 3 (terminar), el programa nos muestra el tiempo de C. P. U. asi como el
nombre de un fichero de salida en el que aparecen todos los resultados de los

problemas resueltos.
Mostramos el funcionamiento del programa mediante el siguiente ejemplo.
Ejemplo 3.

Consideremos el problema de programacion estocéastica cuadratica:

) U oYx) o x5 o o3 O(E)
Min" g(x,@z(xl,x_,)[o Jij—(@,éz){i}(é,,é)[o IE )

s.a  x,+x,=21
3x, +2x,<8

X,,x,20

(&)
donde el vector Q:L:J sigue la distribucion normal multivariante de valor
2

- |1 g 0
esperado & = [2] y matriz de varianzas y covarianzas V = ( 0 4).

Para resolver ¢l problema introducimos, en primer lugar, ¢l fichero de datos,

que, en este caso es:
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'Numero de Variables'
2
'‘Numero de Restriccicnes Lineales’
2
'‘Matriz de Restricciones Lineales por filas'
~1. ~1.
3. 2.
'*Cotas de las Variables'
0. 1E10
0. 1810
"Cotas de las Res* icciones'
-1E10 -1.
-1E10 8.
'Matriz Cuadratica B por filas'
1. 0.
0. 2.
'Diagenal de la Matriz H'
3. 1.
'Vector de Valor Esperadc’
1. 2.
'Diagonal de la Matriz de Varianzas y Covarianzas V'
9. 4,
'‘Estimacion Inicial’

0. 1.

Una vez hecho esto, elegimos del programa la opcion 1 (normal) vy, tal y
como se ha sefialado antes, el programa nos muestra en pantalla las soluciones
correspondientes a los criterios valor esperado y minima varianza. Posteriormente,
nos da la opciéon de resolver el problema mediante los dos criterios de maxima
probabilidad (minimo riesgo y Kataoka), tal y como se describe en la figura 4.

El fichero de salida, con las soluciones del problema para los distintos
criterios, es el que aparece a continuacién.
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CA50 NORMAL

Problem Type = QP2
Print Level = 0
*BABNORMAL EXIT from NAG Library routine EQ4NCF:IFAIL =1
** NAG soft failure - control returned

SOLUCION VALOR ESPERADO

0.5000000000000000 0.5000000000000000
Funcidén Objetivo: 37.25000000000000
IFAIL = 1

Calls to EQ4NEF

Problem Type = QP2

SOLUCION MINIMA VARIANZA

2.666666606666667 0.0000000000000000E+00
Funcién Objetivo: 1654.000000000000
IFAIL = 0

Calls to EC4UEF

Print Level = O
SOLUCION MINIMO RLIESGO
Nivel U: 50.00000000000000
0.6700584453460495 0.5246412585006064
Funcidén Objetivo: 8.2726494344622009E-02
IFATL = 0
Calls to EO4UEF
SOLUCION MINIMO RIESGO
Nivel U: 100.0000006000000
1.26237%424005579 0.6208390375022504

Funcidn Objetivo: 0.6896449011473143
IFAIL = 0

Calls to EQ4UEF
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I
=]

Print Level =
Print Level =

I
o

SOLUCTON KATAOKA

Probabilidad BETA: 0.9000600000C0C00G0

1.860631539546890 0.7382559794723345
Funcién Objetivo: 162.4255927938130
IFAIL = 0

SCLUCION KATACKA

Probabilidad BETA: 0.85000000€0000000

2.148792040985721 0.7768119385214182
Funcidn Objetivo: 217.9863139364149
IFAIL = 0]
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b) Aleatoriedad simple.

Si la opcidn elegida es la 2, hemos de introducir mediante teclado los
valores de los vectores £' y £7, el valor esperado de la variable aleatoria 7,7, y su
varianza ¢ . Hecho esto el funcionamiento del programa es igual que en el caso

normal, y lo podemos esquematizar en la siguiente figura:

Comenzar

Lectura de datas

Solucion valor esperado
Solucién minima varianza

Minimo & 51 . s 1
[ » » 1
riesgn? Nivel u —’
Mo l

Nol
) {
Kateoka? Db Probabilictad|—» __ v NS
¢halao8ar o probeb 2
N l._l No

)

Figura 5

Terminada esta opcion, el programa vuelve al men inicial:
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1. Normal.
2. Aleatoriedad simple.

3. Terminar.

Al igual que antes, mostramos el funcionamiento del programa mediante un
ejemplo.

Ejemplo 4.

Consideremos el problema de programacion estocdstica cuadritica:

y 2 0Yx,) p oo®) (o o1 OYE)
“Min® 3("§)=(x”x2)[0 912}(5"52)@ J+(§”‘§2)( J

2 0 1 é?z
s.a X, +x,21
3x, +2x, <8

x,x,20

(&)
donde el vector éztéifj depende linealmente de una variable aleatoria ¢, de
2

~ {1 2) _
manera que & =(J+ ! J y { sigue la distribucién normal de valor esperado ¢ =2

y varianza o, = 1.

El fichero de datos para este problema es:

'Numerc de Variables'
2

'‘Numerc de Restricclones Lineales'
2

'Matriz de Restricciones Lineales por filas'
1. 1.
3. 2.
'Cotas de las Variables'
0. 1E10
0. 1E10
'Cotas de las Restricciones'
1. 1EIQ
~1E10 8.
"Matriz Cuadrdtica B por filas'
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2. 0.

0. 9.

'Diagonal de la Matriz H'

1. 1.

'Vector de Valor Esperado’

1. 2.

*Diagonal de la Matriz de Varianzas y Covarianzas V!
4. 2.

'"Estimacion Inicial’

0. 1.

Introducido este fichero, el programa nos pide los valores de &', €%, 7 v o},

1 (2
que, en este caso, son: (J, (1 J, 2 y 1, respectivamente, aparece en pantalla las

soluciones valor esperado y minima varianza y se resuclve el problema mediante

los criterios de maxima probabilidad, tal y como se describe en la figura 5.

A continuacidn aparece el contenido del fichero de salida de este ejemplo.

Problem Type = QP2
Print Level = 0
SOLUCION VALOR ESPERADO

1.250000000000000 0.1666666606666667
Funcidén Objetivo: 35.62500000000000
TFAIL = 0

Calls te EQ4NEF

Procblem Type = QPZ
Print Level = 0

SOLUCION MINIMA VARIANZA

2.666656666666667 0.0000000000000000E+00
Funcién Objetivo: 477.1111111111111
IFAIL = 0

Calls to EO4UEF
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Print Level = 0

SOLUCION MINIMO RIESGO
Nivel U: £0.00000000000000

2.147621141243625 0.2664023381011985%
Funcién Objetivo: 0.7813496420824533

IFAIL = 0
Calls to EO4UEF

Print Level = 0

SOLUCION MINIMO RIESGO
Nivel U: 50.00000000000000

1.534854302578344 0.1983171259125576
Funcién Objetivo: 0.2625222071489943

IFAIL = Q

Calls to EOQ4UEF

Print Level = 0

SOLUCION KATACKA
Probabilidad BETA;: 0.9000000000000000

2.470110786319131 0.2948338205213038
Funcidn Objetivo: 104.557828405481¢6
IFAIL = 0

SOLUCION KATAOKA
Prokabilidad BETA: 0.6000000000000000

1.833250402712394 0.231472266%680366
Funcién Objetive: €4.76409223346007
IFRIL = 0
TTITEWPO C.P.U.:  1.460000038146573  segundos

** FINAL DE PROGRAMA **
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3. PROGRAMACION ESTOCASTICA MULTIOBJETIVO.

Abordamos ahora la resolucion de problemas de programacion estocastica

multiobjetivo, cuya formulacién general es:

"Min" %(x,E) =(2, D5 x.D,...7,(x.8))

s a xe D

(PEM)

La implementacién de estos problemas se realiza, al igual que en el caso
monobjetivo, siguiendo el esquema tedrico de este trabajo. Hemos dividido los
problemas en funcion del tipo de enfoque que queramos seguir para resolver el
problema de partida. Estos dos bloques corresponden al enfoque multiobjetivo y al
enfoque estocdstico analizado en los capitulos cuatro y cinco, respectivamente. El
siguiente esquema nos muestra un cuadro resumen de los programas
implementados:

PROGRAMACION ESTOCASTICA
MULTIOBJETIVO

ENFOQUE ENFOQUE

l’ MULTIOBIETIVO {7 ESTOCASTICO

LINEAL CUADRATICO LINEAL CUADRATICO
INomeJ] ,Camelli] lNuzmali Aleatariedad Normal Aleatoniedad
simple simple
Figura 6.

Describimos en primer lugar los programas correspendientes al enfoque

multiobjetivo y, posteriormente, los del enfoque estocastico.
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3.1. ENFOQUE MULTIOBIJETIVO.

Antes de describir el funcionamiento de los programas, recordamos que
para resolver problemas de programacion estocastica multiobjetivo, mediante este
enfoque, elegimos un criterio para transformar todos los objetivos estocasticos en
sus deterministas equivalentes, transformando cada uno de ellos por separado y
obteniendo un problema multiobjetivo determinista equivalente por cada criterio.
De esta forma, como vimos en el capitulo 4, para cada uno de los posibles criterios
de transformacién de los objetive . estocasticos se obtiene un conjunio de
soluciones eficientes. En los programas se han considerado tres criterios de
transformacion del objetivo estocéstico: valor esperado, minima varianza y
criterio de Kataoka con probabilidades S,,....,,. De la aplicacion de estos
criterios se obtienen los conjuntos de soluciones eficientes valor esperado, minima

varianza y con probabilidades f,,...., B, del problema multiobjetivo estocastico
de partida.

En los problemas implementados, aplicamos el método de las
ponderaciones al problema multiobjetivo determinista equivalente. La eleccion de
este método se ha realizado por los potentes resultados que se obtienen asi como
por la posibilidad de asignacion automdtica de ponderaciones y de realizar
estudios mas precisos en determinados casos.

Con ello pretendemos obtener una cantidad de soluciones eficientes de
cada uno de los conjuntos eficientes definidos en el capitulo cuatro para un
problema de programacion estocéastica multiobjetivo, de tal forma que el decisor

pueda hacerse una idea de la estructura de cada uno de estos conjuntos.

La razdén que nos han llevado a implementar solo los criterios valor
esperado, minima varianza y con probabilidades f,,...., #,, sin considerar el

criterio de eficiencia valor esperado desviacion estandar y el criterio minimo

riesgo es que, a partir de los resultados teéricos obtenidos en el capitulo cuatro
sabemos que:
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a) Bajo determinadas condiciones, existe una reciprocidad entre el
conjunto de soluciones eficientes minimo riesgo de niveles de aspiracion
Uy, Uy ¥ el conjunto eficiente con probabilidades 3,,.... 3 . Esto nos ha
llevado a programar solo la obtencion de soluciones eficientes con
probabilidades f,,..., 8, puesto que, dada una solucion de este conjunto,
bajo determinadas hipdtesis, existe unos niveles de aspiracion u,,...,u,
para los que la solucién es también eficiente minimo riesgo.

b) En los casos analizados en este trabajo, se ha demostrado que el
conjunto de soluciones propiamente eficientes valor esperado desviacion
estandar del problema de programacion estocastica multiobjetivo se puede

obtener a partir del conjunto de soluciones propiamente eficientes con
probabilidades §,....., 8,.

Evidentemente, a partir de los resultados del apartado (a) podriamos haber
optado por la obtencidn del conjunto de soluciones minimo riesgo en vez de las
del criterio de Kataoka, puesto que la equivalencia entre estos problemas se da en
ambos sentidos. Sin embargo, las funciones objetivo del problema de Kataoka (no
lineales, en general) son mas faciles de manejar que las del criterio minimo riesgo
(fraccionales en todos los casos) y, ademads, como se ha comentado anteriormente
en este trabajo, consideramos que, dado un problema de programacion estocéastica
multiobjetivo, resulta mas facil e intuitivo fijar una probabilidad por objetivo
estocastico que fijar un nivel. Por todo ello hemos preferido resolver los
problemas mediante el criterio de Kataoka.

Por otro lado, para la obtencion del conjunto de soluciones eficientes valor
esperado desviacion estiandar de un problema estocastico con ¢ objetivos, el
problema multiobjetivo determinista equivalente es de 2q objetivos (el valor
esperado y la desviacién estindar de cada uno de los objetivos estocasticos),
mientras que el problema de eficiencia con probabilidades f,,...., 8, es de ¢
objetivos, con lo cual, éste ultimo da lugar a un problema mas manejable v de
resolucién mas facil. Ademds, no podemos olvidar que, en algunos casos, las
soluciones eficientes con probabilidades g,,...., ﬁq no son eficientes valor

esperado desviacion estandar, tal y como se estudia en el capitulo 4.
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Una vez realizadas estas consideraciones pasamos a explicar el
funcionamiento del programa. Para desarrollar este enfoque se han construido dos
programas, uno para los problemas estocasticos lineales y otro para los

cuadraticos.

3.1.1. PROBLEMAS LINEALES.

Consideremos el problema de programacion estocastica multiobjetivo

lineal:
fn st [t —~t
N{m (clx,...,cqx)
s.a xe D
El programa realizado para este caso permite obtener soluciones eficientes
valor esperado, minima varianza y con probabilidades f,,.....f5, de este

problema aplicando el método de las ponderaciones. Puesto que en la obtencion de
soluciones eficientes con probabilidades f8,,...., B, se han de establecer hipotesis
acerca de la distribucion de probabilidad de los vectores €., kA =12,....9, el

programa distingue los dos casos siguientes:

» Caso normal: Suponemos que para todo k& € {1,2,...,q},el vector €,
sigue la distribucién normal de valor esperado €, y matriz de varianzas
y covarianzas V,,

e Cantelli: Suponemos que para todo k € {1, 2, ..., g}, se conoce el
vector de valor esperado de €, €,, y su matriz de varianzas y
covarianzas V,, pero se desconoce la distribucion de probabilidad, por

lo que para obtener soluciones eficientes con probabilidades S,,...., 8,

se aplica la desigualdad de Cantelli a las funciones de distribucion de
los objetivos estocasticos. En este caso hay que tener en cuenta que el

conjunto que se obtiene es una aproximacion del conjunto eficiente del
problema con probabilidades 4,,...., f

g°
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Pasamos a describir el funcionamiento del programa.

Para resolver un problema primero creamos un fichero de datos en el que
se especifican el nimero de variables, funciones y restricciones del problema, la
matriz de coeficientes técnicos, las cotas de las variables y de las restricciones, los
vectores de valor esperado, las matrices de varianzas y covarianzas de las

funciones objetivo y la estimacion inicial.

Al ejecutar el programa, aparece en pantalla el siguiente menu:

1. Normal.
2. Cantelli.

3. Terminar.

En ambos casos el programa actiia de la misma forma. En primer lugar nos
pide el vector de pesos. Seguidamente aparecen en pantalla las soluciones valor
esperado y minima varianza. Posteriormente nos pregunta si deseamos resolver el
problema mediante el criterio de Kataoka. En caso afirmativo, nos pide las
probabilidades, f,...., B, resuelve el problema para los pesos asignados y entra
en un bucle que nos permite cambiar las probabilidades del problema,
mostrandonos, para cada vector de probabilidades, la solucion. Finalizado este
proceso, el programa vuelve a un menu en el que tenemos la opcidn de introducir
nuevos pesos o terminar. El funcionamiento del programa puede resumirse en el
siguiente esquema;
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Introducir
pesos

Solucidn valor esperado
Solucién mirira varie =2

rohah ?

Introducir |, iNuevas
probabilidades

HNo

Si

Figura 7.

Una vez que hemos terminado aparece en pantalla el tiempo de ejecucion
CP.U. y el nombre de un fichero de salida en el que se resume toda la

informacion correspondiente a las soluciones obtenidas para el problema.

Consideramos el siguiente ejemplo ilustrativo.
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Ejemplo 5.
Consideremos el problema de programacion estocastica multiobjetivo:

WA ~ ~ ~
NEm (Cux.' T CpXes Gk +c22x2)

s.a x,+2x,21
3x,+ x,<10

X, x,20

donde los vectores de valor esperado de los objetivos estocasticos son

¢, =(1,3), ¢, =(-2,1) ylas matrices de varianzas y covarianzas de los mismos

31 2 0 )
son'V, = 1 9 yVv,= 01 , Tespectivamente.

Para la resolucion de estos problemas mediante el programa, hemos de
introducir el fichero de datos del problema que en este caso es:

B ]
"Numero de Variables’
2
'Numerc de funcicnes okjetivo!
2
'Numerc de Restricciocnes Lineales’
2
'Matriz de Restriccicnes Lineales por filas'
1 2
3 1
'Cotas de las Variables'
0. 1E10
0. 1E10
"Cotas de las Restricciones'
1. 1E1Q
-1F10 10.
'Vectores de medias por filas'
1. 3.
-2. 1.
'‘Matrices de varianzas (separadas per un espacio)’
3. 1.
1. 9.

2. 0.
0. 1

'Estimacion Inicial'

0. 1. |
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Introducido el fichero de datos, el programa actiia segln el esquema
de la figura 6. Debido a que en la resolucion de este problema se han de fijar
distintos pesos y, ademas, distintas probabilidades, mostramos ahora el
fichero de salida que da el programa sélo para algunos valores de estos
parametros. En concreto, aparecen las soluciones para los pesos
=44, =0,0,=07,1,=03, 4, =03, 4, =07y p, =0,4,=1. Para
el criterio de Kataoka se han fijado dos vectores de probabilidades distintos
B, =p,=08y B,=06,4,=07. En el anexo dos aparecen las

soluciones de este problema para mas valores de los pesos.

Las soluciones obtenidas para estos valores de los pardmetros en el caso

normal son las que aparecen a continuacion. En el criterio de Kataoka, para cada

vector de pesos aparecen las soluciones obtenidas para los dos vectores de

probabilidad considerados. En primer lugar aparecen las soluciones para el

problema suponiendo que los vectores €, y €, siguen la distribucion normal y,

posteriormente, para el caso en el que se desconoce la distribucién de probabilidad

de los mismos y se aplica la desigualdad de Cantelli.

Sclucién del problema de ponderaciones

Pesos:
1.000000000000000 0.0000000000000000E+00

Prcblem Type = LP
Print Level = 0

SOLUCION VALOR ESPERADO

1.000000000000000 0.0000000000000000E400
Funcién Objetivo: 1.000000000000000
IFAIL = 0

Calls to EOQO4NEF
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Problem Type = QP1

SOLUCION MINIMA VARIANZA

0.4117647058823529 0.2941176470588235
Funcidén Objetivo: 1.529411764705882
IFAIL = 0

Calls to EQ4UEF

Print Level = 0
SOLUCION KATAOKA

Vector de probabilidad BETA:

0.8000000000000000 0.8000000000000000
Vector solucidn

0.5922961228539814 0.2038519385730093
Funcidén Cbjetivo: 2.290790685280325
IFAIL = 0

Calls to EQAUEF

Print Level = 0
SOLUCION KATAOKA

Vector de prokabilidad BETA:

0.60000000000060000 0.7000000000000000
Vector solucidn
1.000000000000000 0.0000000000000000E+0CO
Funcidén Objetivo: 1.428810047119165
IFAIL = Q
Pesos:
0.7000000000Q0000C00 0.3000000000000000

Prcpblem Type = LP
Print Level = 0
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SOLUCION VALOR ESPERADO

1.000000000000000 G.000C00000G000000E+00
Funcién Cbjetivo: 9.9999999999999992E-02
IFAIL = 0

Calls to ED4NEFE

Problem Type = QP1l

SOLUCION MINIMA VARIANZA

0.3561643835616438 0.3215178082191781
Funcidén Obijetivo: 1.186986301369863
IFAIL = 0

Calls to EC4UEF
Print Level = 0
SOLUCION KATACKA

Vector de probabilidad BETA:

0.8000000000000000 0.8000000000000000
Vector solucidn

(0.8820154539914551 5.8992273004272454E-02
Funcién Objetivo: 1.470831375875538

IFAIL = a

Calls to EQAUEF

Print Level = (
SOLUCION KATAOCKA

Vector de probabilidad BETA:

0.6000000000000000 0.7000000000000000
Vector solucidn

1.000000000000000 0.0800000000000G00E+00
Funcién Objetivo: 0.6296513111405405
IFAIL = 0
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Pescs:

Problem Type = LP
Print Level = 0

SOLUCION VALOR ESPERADC

3.333333333333333 0.0000000000000000E+00
Funcién Objetive: -3.666666666666667
IFAIL = 0]

Calls to EQ4NEF

Problem Type = QP1
SCLUCION MINIMA VARIARNZA
0.2456140350877193 0.3771929824561404
Funcién Objetivo: 0.6780701754385965
IFAIL = 0

Calls to EQ4UEF

Print Level = 0
SOLUCICN KATAOKA

Vectoer de probabilidad BETA:

0.8000000000000000 0.8000000000000000
Vector solucidn
1.000000000000000 0.0000000000000C00E+00
Funcidén Cbjetivo: 0.1704817148927645
IFAIL = O

Calls to EQ4UEF

Print Level = 0
SOLUCION KATAOKA

Vector de probabilidad BETA:
0.60000000C0000000 0.7000000000000000

Vector solucién
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3.333333333333333 0.0000000000000000E+00
Funcién Objetivo: -1.4974233449%2083
IFAIL = 0
Pesos:

6.0000000000000000E+00 1.000000000000000

Problem Type = LP
Print Level = 0

SOLUCION VALOR ESPERADO

3.333333333333333 0.000000000000C0O00E+00
Funcidn Objetivo: ~6.6066666666666667
IFATL = 0

Calls to EOQO4NEF

Problem Type = QP1

SOLUCION MINTMA VARIANZA

0.1111111111111311 0.4444444444444444
Funcién Cbjetivo: 0.2222222222222222
IFAIL = 0

Calls to EOQO4UEF

Print Level = 0
SOLUCION KATAOKA

Vector de probabilidad BETA:

0.8000000000000000 G.8000000000000000
Vector solucién
3.333333333333333 0.0000000000000000E+00
Funcién Cbjetivo: -2.699226187122781
IFAIL = 0

Calls to ECQ4UEF
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Print Level = 0
SOLUCION KATAOKA

Vector de probabilidad BETA:

0.6000000000000000 0.7000000000000000
Vector solucidn
3.333333333333333 0.0000000000000000E+00
Funcidén Objetivo: -4.194612131587497
IFATL = 0
CIIEMPO C.P.U.:  4.799939237060547  segundos

*% FINAL DE PROGRAMA **

Las soluciones que aparecen a continuacién corresponden al ejemplo para
el caso en el que se desconoce la distribucion de probabilidad de los vectores
€, y © vy seaplica la desigualdad de Cantelli para obtener soluciones eficientes
con probabilidades £, y £,. Puesto que el ejemplo es el mismo que en el caso
normal, no aparecen las soluciones correspondientes a los criterios valor esperado
y minima varianza. Se han mantenido los valores de los pesos y las probabilidades

que se fijaron para el caso normal.

Solucién del problema de ponderaciones

Pesos:
1.000000000000000 0.0000000000000000E+00

Vector de probabilidad BETA:

0.8000000000000000 0.8§000000000000000
Vector solucidn

0.4850522800866299 0.2574738599566850
Funcidén Objetivo: 3.749251382906965

IFAIL = 0

Calls to EQO4UEF
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Print Level = 0

Vector de probabilidad BETA:

0.6000000000000000 0.7000000000000000
Vector solucidn

0.5329597067382851 0.2335201466308574
Funcidn Cbhjetivo: 2.778756407543996
IFATL = 0
Pesos:

0.706000000C000000 0.30000000006000000

Print Level = 0

Vector de probabilidad BETA:
0.8000000Q000C00000 0.8000000000000060

Vector solucidn

0.4962843718852185 0.2518578140573908
Funcidon Cbjetivo: 2.849962815325700
IFAIL = 0

Calls to EQ4UEF

Print Level = 0

Vector de probabkilidad BETA:

0.6000000000000000 0.7000000000000000
Vector solucidn

0.5974674496470292 0.2012€662751764854
Funcidén Objetivo: 2.050705893907875
IFATL = 0

Pesos:

0.300000000000Q0000 0.7000000000000000

Vector de probabilidad BETA:

0.8000000000000000 0.8000000000000000
Vector solucidn

0.5244382078224750 0.2377808960887625
Funcidén Objetivo: 1.648951809060678%
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IFATIL = 0

Calls to EC4UEF

Print Level = 0

Vector de probabilidad BETA:

0.6000000000000000 0.7000000000000000
Vector solucién
(0.8272644040771272 8.6367797961436330E-02
Funcién Objetivo: 1.035309707595933
IFAIL = 0
bosos:

¢.0000000000C00000E+00 1.000000000000G000

Vector de prcobabilidad BETA:
0.8C00000000000000 0.8000000000000000

Vector solucién
0.5848904725604411 0.2075547637197794

Funcién Objetivo: 0.7433795288692700
IFAIL = 0

Calls to EOQ4UER

Print Level = 0

Vector de prcbabilidad BETA:
0.60000006000000000 0.7000000000000000

Vector sclucidn
1.000000000000000 0.0000000000000000E+00

Funcién Objetivo: 0.16024689946928¢68

** FINAL DE PROGRAMA **
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Antes de pasar a describir el funcionamiento del programa correspondiente
a la resolucién de problemas de tipo cuadratico, sefialemos que se han resuelto
problemas de dimensiones mds grandes con el programa que acabamos de
describir. Fn todos los casos, se han resuelto los problemas para tres vectores de
pesos distintos y, en su resolucién mediante el criterio de Kataoka se han
considerado dos vectores de probabilidades. En la siguiente tabla aparecen las
dimensiones de estos problemas y los tiempos de ejecucién del programa para el

caso normal (columna 4) y cuando se aplica la desigualdad de Cantelli (columna
5).

n° variables | n° f. objetivo | n° restrice. | tiempo de C.P.U. |tiempo de C.P.U.
(n) (q) (m) (caso normal) (Cantell1)
8 2 3 2.9899 3.2299
9 3 5 4.51 417
10 3 5 4.0999 4.3599

Los tiempos de ejecucién que aparecen en la tabla son valores medios
obtenidos a partir de la resolucion de varios problemas con las mismas
dimensiones. Consideramos, ademas, que estos tiempos son bajos, dado que cada
problema estocastico multiobjetivo se resuelve mediante tres criterios distintos

(valor esperado, minima varianza y Kataoka).

Esto mismo se ha realizado también en el resto de programas
implementados (que se van a ir comentando en lo que queda de capitulo). Para
ejecutar los programas se ha utilizado un programa generador de problemas que
asegura que el conjunto de oportunidades de éste es no vacio y que el resto de los
datos del problema son coherentes con las hipdtesis que se han de verificar en
cada caso.
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3.1.2. PROBLEMAS CUADRATICOS.

Pasamos a describir el funcionamiento del programa correspondiente a
problemas multiobjetivo con funciones objetivo de tipo cuadratico, cuya

formulacion general es:

"Min" (x‘B,x ~Ex+ EH G, X' B x - Eix+ H&;‘an)

sa xebD

donde, para todo £ € {1, 2, ..., ¢}, las matrices B, y H, son cuadradas y de orden
n'y el vector &, es estocastico y de » componentes.

Siguiendo el esquema tedrico de este trabajo, para resolver este problema
el programa distingue dos casos, en funcion de la estructura del problema y la
distribucion de probabilidad del vector . Los dos casos considerados son:

¢ Caso normal: Se supone que se verifican las siguientes hipotesis:
a) Paratodo k € {1, 2, ..., ¢} la matriz H, es diagonal.

b) Las componentes del vector & son variables aleatorias

mutuamente estadisticamente independientes.

¢) Para todo k € {1, 2, ..., g}, el vector zk se distribuye segiin la
distribucion  normal  multivariante de  valor  esperado
= - = =\t . . i

& :(cf“,ffu,...,f,m) y mattiz de varianzas y covarianzas V,

definida positiva.

¢ Aleatoriedad simple: En este caso se supone que paratodo k € {1, 2, ..,

q}, el vector Ek depende linealmente de una variable aleatoria 7, :
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g =L+t

con £} 6} € R"y 7, variable aleatoria normal de valor esperado /7, y

varianza o finita, o; <.
Hechas estas aclaraciones, describimos el funcionamiento del programa.

Como en casos anteriores, los datos del problema que se desee resolver se
introducen en un fichero en el que s¢ han de especificar el nimero de variables,
funciones y restricciones del problema, la matriz de coeficientes técnicos, las cotas
de las variables y de las restricciones, las matrices B, y H,, £ = 1, 2, .., ¢.
Ademas, para reducir el tiempo de ejecucion C.P.U., en este mismo fichero se
introducen los vectores de valor esperado, las matrices de varnianzas y covarianzas
de las funciones objetivo correspondientes a problemas cuadraticos normales.
Evidentemente, si se desea resolver problemas de aleatoriedad simple, el
programa obvia estos valores.

Una vez leidos los datos el programa nos pide el vector de pesos y aparece
en pantalla el siguiente menu:

1. Normal.
2. Aleatoriedad simple.

3. Terminar.

St escogemos la opcidn 1, el funcionamiento del programa es semejante al
del caso lineal, que se ilustra en la figura 6.

En la opcién 2, aleatoriedad simple, el programa nos pide los siguientes
datos: £, ,5.,7,,00, k=1, 2, ..., q. Tras esto, opera de la misma forma en el caso
normal y en el caso de aleatoriedad simple.
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En ambas opciones, al terminar nos aparece el tiempo de C.P.U. y el
nombre de un fichero de salida en el que se recogen las soluciones de los

problemas resueltos durante la ejecucion del programa.

Hay que sefalar que para el problema de Kataoka lo que se resuelve no es
el problema original sino la aproximacién de Cantelli a dicho problema (tal y
como se expresa en los capitulos 3 y 4).

Los siguientes e¢jemplos muestran el funcionamiento del programa. El
primero de ellos (gjemplo 6) corresponde al caso normal y el segundo (ejemplo 7)
al de aleatoriedad simple.

Ejemplo 6.

Consideremos el siguiente ejemplo de programacion estocastica biobjetivo
cuadratico:

"Min" (xtBrx‘“ Eltx +EllHIE|’XtB2x—Eztx"'gthzEz)
sa x+2x,21
3x,+ x,<10

X, x,20

20 30 30 20 - =
con B,= 0 5,Bz: 0 2>H1= 0 2,sz 0 6F 7Y los vectores &, &,

estocasticos, con distribucion normal. Las componentes de estos vectores son
vanables aleatorias mutuamente estadisticamente independientes. Los vectores de

valor esperado y las matrices de varianzas y covarianzas de estos vectores son:

el el

El fichero de datos de este problema es:
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'Numero de Variables'

2
'Naomero de Funciones Objetivo'
2
'Numero de Restricciones Lineales'
2
'Matriz de Restricciones Lineales por filas'
1. 2.
3. 1.
'Cotas de las Variables'
0. 1E10
0. 1E10
'Cotas de las Restricciones’
1. 1EL10
-1E10 10.
'Matrices Cuadraticas B por filas. Dejar espacios'
2. 0.
0. 5.
3. 0.
0. 2.

'‘Diagonales de las Matrices H'

3. 2.

2. 6.

'Vectores de Valor Esperado’

1. 2.

3. 4,

'Diagonales de las Matrices de Varianzas y Covarianzas
VI

4. 2.

3. 9.

"Estimacion Inicial’

Q. 1.

Se ha resuelto el ejemplo planteado para distintos valores de los pesos. En
concreto se ha comenzado resolviendo para las ponderaciones u, =1, 4, =0ya
partir de estos valores se ha resuelto el problema restando 0.1 el peso p, y
sumando la misma cantidad a u,, hasta llegar a los pesos g, =0, u, =1.

Para el criterio de Kataoka se han fijado dos vectores de probabilidades
distintos 3, =08,43,=075y B,=8,=06.

Debido a que el fichero de salida es muy grande, mostramos ahora las
soluciones para los vectores de pesos (g, 4,)=(L0), (., 1,)=(07,03),
(#,, 44,)=(03,07) v (g,,4,)=(0,1). En el anexo 2 aparecen las soluciones del
problema para los pesos sefialados anteriormente.

322



6. ALGORITMOS E IMPLEMENTACION COMPUTACIONAL

SOLUCTON PARA EI. VECTCR DE PESQS:
1.000000000000000 0.0000000000000000CE+00Q

Froblem Type = QP2
Print Level = 0

SOLUCION VALOR ESPERADO

0.384615384615384¢ 0.30769230769223077
Funcidén Cbjetivo: 26.76923076923077
IFAIL = 0

Calls to EO4NEF

Problem Type = QF2

SOLUCION MINIMA VARIANZA

1.636363636363636 5.09020909090%091
Funcién Objetivo: 413.0809090209091
IFATL = 0

Calls to ECQ4UERF
Print Level = 0
SOLUCION KATROKA

Vector de Probabilidades BETA:

0.8000000000000000 0.7500000000000000
Vector sclucidn:

0.7018621202230769 0.3308162864665218
Funcidn Objetivo: 74.06940588134253
IFAIL = 0

Calls to EQ4UEF

Print Level = 0

SOLUCION KATAQKA
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Vector de Probabilidades BETA:

0.6000000000000000 0.6000000000000000
Vector solucidn:

0.5332504581576452 0.2799997726085691
Funcidén Objetivo: 55.81754460285822
IFAIL = 0

SOLUCTON PARA EL VECTOR DE PESOS:
0.7000000000000000 0.2000000000000000

Problem Type = QP2
Print Level = 0

SOLUCION VALOR ESPERADO

(0.3533834586466165 0.3233082706766917
Funcién Objetivo: 70.40977443609023
IFAIL = 0

Calls to EQ4NEF

Problem Type = QP2
SCLUCTION MINIMA VARIANZA
C.C00000C000000000E+00  10.00000000000000
Funcién Objetivo: 6130.000000000000
IFAIL = 0

Calls to EO4UEF

Print Level = 0
SOLUCIGN KATAOKA

Vector de Probabilidades BETA:

0.8000000000000000 0.7500000000000000
Vector scluciédn:

0.6505971291775793 0.5915425772414417
Funcién Objetivo: 188.2063605159914
IFAIL = 0

Calls to EQ4UEF
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Print Level = 0
SOLUCION KATAOKA

Vector de PErobabilidades BETA:

0.6000000000000000 0.6000000000000000
Vector soluciédn:

0.5380089011726020 0.5012626601339727
Funcién Objetivo: 150.6992631848153
IFATL = 0

SOLUCION PARA EL VECTOR DE PESOS:
0.3000000000000000 0.7000000000000000

Problem Type = QP2
Print Level = 0
SOLUCICN VALOR ESPERADO

0.4444444444444444 0.5862068965517242
Funcidn Objetivo: 128.3701149425287
IFATL = 0]

Calls to EO4NEF

Problem Type = QP2
SOLUCION MINIMA VARTANZA
0.00000C00000C0O000E+00 10.00000000000000
Funcién Obijetivo: 13674.00000000000

IFATL = 0

Calls to EQAUER

Print Level = 0
SOLUCION KATAOKA

Vector de Prcobabilidades BETA:
0.8000000000000000 0.7500000000000000

Vector solucidn:
0.5964420064884697 1.193411940304408

325



6. ALGORITMOS E IMPLEMENTACION COMPUTACIONAL

Funcién Cbjetivo: 338.8514708706814
IFATL = 0

Calls to EQ4UEF

Print Level = 0
SOLUCION KATAOKA

Vector de Probabilidades BETA:

G.6000000000000000 0.6000000000000000
Vector solucidn:

0.5422877653288416 1.010842549469988
Funcidn Objetivo: 276.1212701278227
IFAIL = a

Problem Type = QP2
Print Level = 0

SCLUCISN VALCR ESPERADO

0.5000000000000000 1.000000000000000
funcién Objetivo: 171.2500000000000
IFATL = 0

Calls to EQ4NEF

Problem Type = QP2
SOLUCION MINIMA VARIANZA
0.0000000C00000000E+00  10.00000000000000
Funcién Objetivo: 19332.00000000000

IFAIL = 0

Calls to EQ4AUEF

Print Level = 0

SOLUCION KATAOKA
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Vector de Probabilidades BETA:

0.8000000000000000 0.7500000000000000
Vector solucidn:

0.5623519%06510245 2.125378475800765
Funcidn Objetivo: 448.9497773811465
IFAIL = 0

Calls to EQ4UEF

Print Level = 0O

SOLUCIGN KATAOKA
Vector de Probabilidades BETA:

0.6000000000000000 0.6000000000000000
Vector solucidn:

0.5439233907443367 1.797152126716245
Funcién Objetivo: 368.1413123516943
IFAIL = 0
CTIEMPO C.P.U.:  6.449999909265137 segundos

** FINAL DE PROGRAMA **
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Ejemplo 7.

Consideremos el problema de programacion estocastica biobjetivo

cuadratico:

"Min" (x‘le— Elx+EH,E L x'B,x - Efx+ E;HZEI)
s.a 2x,+5x,210
3x,+ 2x,<12

X, x,20

50 2 0 30 10 -~
donde B,= 0 3,Bzz 0 5,H,= 0 3,H,‘,_= 0 2 y los vectores &, &,

estocasticos, dependen linealmente de la variable aleatoria ¢, de tal forma que:

ae e Ll)

con { variable aleatoria normal de valor esperado 7 = 2 y varianza o = 1.

El fichero de datos correspondiente a este problema es:

'"Numerc de Variables'
2
'Numerc de Funciones Objetivo!
2
"Numero de Restricciones Lineales'
2
'Matriz de Restriccicnes Lineales por filas'
z2. 5.
6. 4,
'Cotas de las Variables'
0. 1E10
0. 1E10
'Cotas de las Restricciones’
10. 1E10
-1E10 24.
'Matrices Cuadraticas B por filas. Dejar espacios’
5. 0.
0. 3.
2. 0.
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0. 5.

'Diagonales de las Matrices H'
3. 3.

1. 2.

'"Vectores de Valor Esperado’
1. 2.

3. 4.

'Diagonales de las Matrices de Varianzas y Covarianzas V'
4. 2.

3. 9.

'Estimacion Inicial’

0. 1.

Al igual que en el caso anterior, se ha resuelto este problema para distintos
valores de los pesos. En concreto se ha comenzado resolviendo para las
ponderaciones g, =1, g, =0 y a partir de estos valores se ha resuelio el
problema restando 0.1 el peso g, y sumando la misma cantidad a ,, hasta llegar
a los pesos u, =0, i, =1. En el anexo 2 aparecen las soluciones del problema
para los pesos. Ahora, debido a que el fichero de salida es muy grande, mostramos
solo las soluciones para los vectores de vpesos (u,,u,)=(1,0),
(s 11,) =(07,03), (g, 1) = (03,07) y (g, 41,) = (0,1).

Para el criterio de Kataoka se han fijado dos vectores de probabilidades
distintos B, = 5,=09y B,=4,=08.
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Problem Type = QP2
Print Level = 0

SOLUCION VALOR ESPERADO

0,.5656934306569343 1.77372262773722¢6
Funcién Objetivo: 83.24635036496350
IFATL = Y

Calls to EO4NEF

Problem Type = QP2
Print Level = 0

SOLUCION MINIMA VARTANZA
0.0000000C000000C0E+00 6.000000000000000

Funcién Objetivo: 1368.000000000000

IFATL = 0
Calls to EQ4UEF

Print Level = 0

SOLUCION KATAOKA
Vector de probabilidades BETA:

0.%000000000000000 0.5000G00000000000
Vector soluciédn:

0.7262754029084703 1.709489838836612
Puncisén Cbjetivo: 204.7794152159183
IFATIL = 0

Calls to EQ4UEF

Print Level = (
SOLUCION KATAROKA
Vector de probabilidades BETA:
0.8000000000000000 0.8000000000000000

Vector solucién:
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0.6727518955411542 1.730899241783538 W
Funcién Objetivo: 164.2997%70306064
IFAIL = 0

SOLUCION PARA EL VECTOR DE PESOS:
0.7000000000000000 0.3000000000000000

Problem Type = QP2
Frint Level = 0

SOLUCION VALOR ESPERADRO

0.8810949529512404 1.647562018819504
Funcién Objetivo: 78.21988879384089
IFAIL = 0

Calls to EQ4NEFR

Preoblem Type = QP2
Print Level = 0

SCLUCION MINIMA VARIANZA

3.636363636363636 0.5454545454545455
Funcidén Objetivo: 1482.166942148760
IFATL = 0

Calls to EOQO4UEF

Print Level = 0

SOLUCION KATACKA
Vector de probabilidades BETA:

J.9000060060300000000 0.8000000000000000
Vector soclucidn:
1.246549806194129 1.501380077522348
Funcidén Objetivo: 202.4418511669716
IFATL = 0

Calls to EQAUEF

Print Level = 0

SOLUCION KATAOKA
Vector de probabilidades BETA:
0.8000000000000000 0.8000000000000000

Vector solucidn:
1.1248%1020066384 1.550043591973446
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Funcién Objetivo: 161.1734023480328

SOLUCION PARA EL VECTOR DE PESCS:
0.3000000000000000 0.7000000000000000

Problem Type = QP2
Print Level = O

SOLUCTON VALOR ESPERADO

1.520532741398446 1.391786903440622
Funcién Objetivo: ©69.31748057713651
IFAIL = D

Calls to EO4NEF

Problem Type = QB2
Print Level = 0

SOLUCIGN MINIMA VARIANZA

3.636363636363636 0.5454545454545455
Funcidn Objetivo: 1455.436363636364
IFAIL = 0

Calls to EQ4AUEF

Print Level = 0

SOLUCION KATAOKA
Vector de prokabilidades BETA:

0.90006000000000000 0.9000000000000000
Vector solucidn:

2.294816672913531 1.082073330834587
Funcioén Objetivo: 193.3609428687420
IFAIL = 0

Calls to ED4UEF

Print Level = 0

SOLUCION KATAOKA
Vector de probkabilidades BETA:

0.86G0000000G0G000G 0.800000000CA0GY00N
Vector sclucidn:
2.03788149095%9047 1.184847403600381
Funcidn Objetivo: 152.4943539743771
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SOLUCION PARA EL VECTOR DE PESOS:
0.000000000C000000E+00 1.0006000000000000

Problem Type = QP2
Print Level = 0

SOLUCION VALOR ESPERADO

2.321428571428571 1.071428571428571
Funcién Objetivo: 59.41071428571429
IFATL = 0

Calls to EO4NEF

Problem Type = QF2
Print Level = 0

SOLUCION MINIMA VARIANZA

3.636363636363636 0.5454545454545454
Funcién Objetivo: 1435.388429752066
IFATL = 0

Calls to EQ4UEF

Print Level = 0

SOLUCTON KATAOKA
Vector de probabilidades BETA:

0.5000000000C00000 0.9000000000000000
Vector soluciédn:
3.592164367841035 0.5631342528635859
Funcién Cbhijetivo: 177.9060697076182
IFAIL = 0

Calls to EC4UEF

Print Level = 0

SOLUCION KATACQKA
Vector de probabilidades BETA:

0.800000000000C000 0.8000000000000000
Vector solucién:

3.172883401235013 0.7308466395059949%
Funcién Objetivo: 139.4175257746096
IFAIL = 0
TIEMPO C.P.U.:  5.520000457763672  segundos
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** FINAL DE PROGRAMA **

Para finalizar este apartado, comentemos que, al igual que en el caso lineal,

se ha probado el funcionamiento del programa para problemas de dimensiones

mas grandes. Estos problemas se han resuelto para tres vectores de pesos y dos

vectores de probabilidades distintos. En la siguiente tabla aparecen las

dimensiones de algunos de los ¢jemplos probados y los tiempos de C. P. U. del

programa. La columna cuatro corresponde al caso normal y {a cinco al de

aleatoriedad simple. Estos tiempos de ejecucién son valores medios calculados a

partir de los obtenidos para varios problemas con las mismas dimensiones.

n® n° f. objetivo | n°restrice. | tiempo de C.P.U. | tiempo de C.P.U.
variables () (m) (caso normal) (aleat. simple)

(n)

8 2 3 4.27 5.1299

9 3 4 6.25 8.39

10 3 5 5.65 7.58

—

A la vista de estos resultados, consideramos que los tiempos de ejecucion

son relativamente bajos, teniendo en cuenta las dimensiones de los problemas vy

que el programa resuelve cada modelo de programacion estocastica multiobjetivo

mediante tres criterios distintos (valor esperado, minima varianza y Kataoka).
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3.2.ENFOQUE ESTOCASTICO.

Como se vio en el capitulo 3, la resolucion problemas de programacion
estocastica multiobjetivo mediante el enfoque estocastico pasa por la
transformacién del problema muitiobjetivo estocdstico en uno de programacidn
estocastica con una Unica funcion objetivo, la transformacidn posterior de €sta en

su determinista equivalente y la resolucion del problema resultante.

Siguiendo el desarrollo tedrico de este trabajo, se ha considerado la
transformacion del conjunto de objetivos estocasticos mediante el método de las
ponderaciones, con lo cual, mediante este enfoque se resuelven problemas del

tipo:

" N{in" f(x,z) = g &y 5 X, g)

s.a xebD

donde u,, fiy,-.., 4, M, 20, paratodo k e {1,2, ...,q} son los pesos fijados para

las funciones objetivo estocasticas del problema de partida.

Una vez descrito el problema que vamos a resolver, hemos de sefialar que
de los resultados tedricos del capitulo se tiene que:

a) Si aplicamos el criterio valor esperado al problema ponderado del
enfoque qstocéstico, el problema resultante es el mismo que si elegimos el
criterio valor esperado para resolver el problema en el enfoque
multiobjetivo y, posteriormente, consideramos la obtencion de soluciones

eficientes de éste mediante el método de las ponderaciones.

b) Si las covarianzas entre objetivos estocdsticos son nulas, las soluciones
del problema que resulta al resolver el problema de programacién

estocastica multiobjetivo mediante el enfoque estocastico, aplicando el
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criterio minima varianza al problema ponderado, es semejante al que se
obtiene al aplicar el método de las ponderaciones al problema resultante de
la aplicacion del criterio minima varianza a cada uno de los objetivos

estocasticos por separado en el enfoque multiobjetivo.

¢) St aplicamos el criterio de Kataoka al problema ponderado de la
aproximacioén estocdstica, en los casos analizados en este apartado,
sabemos que si las covarianzas entre objetivos estocasticos son nulas, la
solucion que se obtiene de éste es solucion eficiente valor esperado

desviacion estandar del problema multiobjetivo estocastico de partida.

Todo esto nos ha llevado a programar, dentro del grupo de probiemas
correspondientes a la aproximacion estocastica, solo los criterios minima varianza
y de Kataoka para los casos en los que las covarianzas entre objetivos estocasticos
sean no nulas. No se¢ ha programado la resolucion del problema para el criterio
minimo riesgo, debido a la reciprocidad existente entre éste y el criterio de
Kataoka, comentada anteriormente en la descripcion de los programas

correspondientes a problemas con una unica funcion objetivo.

Como en casos anteriores, se han implementado dos programas,
correspondientes al caso lineal y al caso cuadrético con aleatoriedad simple, que
pasamos a describir.

3.2.1. PROBLEMAS LINEALES.

Consideremos el problema ponderado:

"Min" i JTACH §
x k=]

saxelD
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‘ -
Sea € = ("c“l' ,E‘;,...,"é;) el vector que recoge el conjunto de vectores estocasticos

t

t
q) y matriz de varianzas y

— —t —t —
del problema, con valor esperado ¢ =(cl,c1,...,c

covarianzas V simétrica y definida positiva:

Vl V12 Vls T Xl,q
VZI VZ Vls o VZq
V= -
Vkl sz Vks ot qu
Vo Vel o [ Vale|V,

Como se¢ ha sefialado anteriormente, en ¢l programa sdlo se resuelven los
problemas correspondientes a la resolucion del problema ponderado mediante los

criterios minima varianza y de Kataoka.

En el fichero de datos que se ha de crear para resolver problemas mediante
este enfoque se han de especificar el nimero de variables, funciones y
restricciones del problema, la matriz de coeficientes técnicos, las cotas de las
variables y de las restricciones, el de valor esperado, €, la matriz de varianzas y
covartanzas, V, y la estimacion inictal. Una vez hecho esto, si ejecutamos el

programa aparece el siguiente menu:

1. Normal.
2. Cantelli.

3. Terminar.

Si elegimos las opciones 1 6 2 el programa opera de la misma forma. Nos
pide el vector de pesos, aparece en pantalla la solucion minima varianza y el
programa entra en un bucle que nos permite resolver el problema para pesos
distintos. Posteriormente, nos pide la probabilidad para resolver ¢l problema
mediante el criterio de Kataoka y, de nuevo entra en un bucle en el que podemos
modificar los pesos o cambiar la probabilidad. Hecho esto, aparece en pantalla de
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nuevo el meni inicial, dandonos la opcién de resolver un nuevo problema o
terminar. El siguiente esquema nos muestra como funciona el programa.

Comenzar

Lectura de datos

A

Introducir |
pesos

!

Figura 8.

Si se elige la opcién 3 (terminar) aparece en pantalla el tiempo de C.P.U,
del programa asi como ¢l nombre de un fichero de salida en el que se recogen los
resultados de los problemas resueltos en ia ejecucién del problema.

Mostramos, mediante €l siguiente ejemplo, como actia el programa.
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Ejemplo 8.
Consideremos el problema de programacion estocastica biobjetivo lineal:

"Min" (E!lxl +€},X,,C)X, +azxz)
X
s.a x,+2x,>24
X, x,53

X, x,20

~ ~ ~ ~ ~ [ S 1 -
donde el vector € = (¢),,C,,,¢4,C,,) tiene valor esperado y varianza:

(25 0 0 3]
-~ v Io 25 3 0
C=(3,5,4,1) y _LO 3 1 OJ
3 ¢ 009

respectivamente. Para resolver este ejemplo introducimos, en primer lugar el

fichero de datos que, en este caso, €s:

"Numero de Variables'
2
'Numero de Funcicnes Objetivof
2
'Numero de Restricciones Lineales'
1
'Matriz de Restricciones Lineales por filas'
1. 2.
'Cotas de las Variables'
0. 3.
0. 3.
'Cotas de las Restricciones'
4. LE10
'Matriz de varianzas y covarianzas (dim. {(n*p)*{(n*p)}’'
25. 0. 0. 3.
0. 25. 3. 0.
a. 3. 1. 0.
3. 0. 0. 9.
'Vector de medias {n*p)'
3. 5. 4. 1.
'Estimacion Inicial'
0. 0.
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Hecho esto, el programa resuelve del problema mediante los criterios

minima varianza y de Kataoka. Para ello se ha de especificar el vector de pesos.

Hemos comenzado resolviendo para las ponderaciones u, =1, 4, =0 ya
partir de estos valores se ha resuelto el problema restando 0.1 el peso 4, y
sumando la misma cantidad a u,, hasta llegar a los pesos x4, =0, u, = 1.

Al igual que en casos anteriores, debido a que el fichero de salida es muy
grande, mostramos ahora las soluciones para los vectores de pesos
(s 1) = (LO)s (s 1) =(07,03), (s, 11) = (03,07) y (g, 1,) = (0,1).
En el anexo 2 aparecen las soluciones del problema para los pesos sefialados

anteriormente.

En cuanto a las probabilidades, hemos considerado los valores f= 0.8 y
=095

Las soluciones siguiente son las obtenidas para el caso normal. Aparecen,
en primer lugar, las soluciones correspondientes a la varianza y, posteriormente,
las del problema de Kataoka.

R E R EEE R RS RS EREEESEREEEEE RS EREE RS E R R R RS R

Método Varianza
EE T A S b R S b i L S o 2 I 3

Calls to EOQ4NEF

Problem Type = QP1
Print Level = 0O

LR R E R R RS EREEEEEEESEELERSEESERERESEREREEEEEEESES TR E RS

Sclucién para los pesos

1.000000000000000 0.00000000000000C0OE+00
Punto:

0.8000000000000000 1.600000000000000
Valor de la funcidn ponderada: 80.00000000000000
Valor de IFAIL: 0

LR AR EERES SRR RS SRS EEERRESEREERSREEE SRR RRREEEESEREESE)

Sclucién para los pescs
0.7000000000000000 0.3000000000000000
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Punto:

0.7347507842453817 1.632624607877309
VYalor de la funcidén ponderada: 44.495726734053a8
Valor de IFAIL: 0

dhkkkkhkhk kA hkokdk bk kb kb Ak b bk kb ko Rk kkhk ko kkd ok ko bk kkdeok ok ok k
whkx ok hkhkrhhkhhbkrrhbhrwbhkhdxrhkdbbhkhdrddbhbhohkdhodddrdhthkhkhdhhk

Solucidén para los pesos

0.3000000000000000 0.7000000000000000C
Punto:
1.316375198728140 1.341812400835930
Valor de la funcidn ponderada: 21.19020667726550
Valer de IFAIL: U

dhkkhdkhkrdhbdbdhrhhkhhdbhbrdbhrodbhkhohhrdbhhhkwkhdhhkkkdkdodkdwk

Solucidn para los pesos
0.000000000QC0Q00QCE+00 1.00000000C0000Q¢

Funto:

2.769230769230769 0.6153846153846154
Valor de la funcién ponderada: 11.076%2307692308
Valor de IFATIL: 0

R R R R R R e A A R L L R I I T IR IR R I Y S R Tt RN

Kataoka

dhkkkkkhhkhd kb hkkd ok ko k ok fk ok hdkkdhdkhhhdhkoh ok wo bk dkok doox ok dow k& k%

Calls to EQ4UEF

Print Level = (

L I I i T I SR B S R Y Y CR SR R PN S

Solucicnes para la probabilidad BETA:0.9500000000

hhkkkdkhkrkhkhdhkdhxhdrhhhddkdh kb dhdk ok kh kb okhdhkhoddk ok dxokkkd ok

Pesos;
1.000000000000000 0.0000000000000C00E+00
Punto:
0.7128673824731410 1.643566308763429
Valor de la funcién penderada: 25.09025075034094
Valor de IFAIL: 0
R R R 2 b T S L N L R LY
Pesos:
0.7000000000000000 0.3000000000000000
Punto:
0.3285767470327386 1.835711626483631
Valor de la funcidn ponderada: 19.32002769948082
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Valor de IFAIL: 0
-k-i(*-k*****-k****-A-*******-A-&****************************
Pesos:

0.3000000000000000 0.7000000000000000
Punto:

0.00000C0C00000000E+00 2.000000000000000
Valor de la funcidn ponderada: 12.88973936861010

Valor de IFAIL: 0

*hdkhhkhhkrkdrhkhhkdrkhdhdbrrbdbrxrbdrdhbrhhkhrkbkdxhdhkrdhddrkhdd ko

Solucidédn para la probabilidad BETA: 0.9500000000000000

Pesos:
0.00000000000000C00E+00 1.000000000000000

Punto:
0.0000000000000000E+00 2.000000000000000

Valor de la funcidén ponderada: 11.86%12155151367

Valor de IFATIL: 0

drhkkhkhkhkk kb ko dkhkhkdhkkhkkhh ok kk bk Rk dhk kA khdkkkhkkkkkhkhdhxt

hhkhd kb hkddbdhhdbdbdihhhkdhbhkddxdhdhdkdhihkhadkdkxdkhkadkdhkk

Katacka

EREE AN EEEREREEREEEEREEEEREEERSESEEERTEESEEREEESEREEXE LSS XS]
LB REEEEASE SR ETEREEEREESSEEEERERERSEREEEESERSSSERERSSSESEES]
Solucidn para la probabilidad BETA: 0.8000000000

SRR SRR AR R SR T RS SRR SR SR EEEE SRR R R R R R

Ak hkhdkhkhkhkhkdrkhdkhkh kb kb hkbdxhkdrhkd ko kkhkhkhkhkr bk ko khkkh k&

Pesos:
1.000C00000000000 0.0000000000000000E+00
Punto:
0.6289926548276509 1.685503672586175
Valor de la funciédn ponderada: 17.88505860039882
Valor de IFAIL: 0

hk ok hkokhhkkd ok r kb hakdkawkdkokkd ok hkkdkhdk kg dok ok dodk ok deod o doso ok dok kodkok ok ok

Pesos:
0.7000000000000000 0.3000000000000000

Punto:
0.000000000000000C0E+00 2.000000000000000

Valor de la funcién ponderada: 13.68300622802303

Valor de IFAIL: 0
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khk Kk hhkkkdhkkhkkhkdwkd ko hhdhkdddhdkdokdhdokok ok oddhdok x gk ok ok k dok

Pesocs:
0.3000000000000000 0.7000000000000000

Punto:
0.00000000000000C00E+C0 2.000000000000000

Valor de la funcidn ponderada: B.743939652228431
Valor de IFAIL: 0

ER R I I S T R IR I A I T I I IR I I I O e e e E E e e R R R R R
Pesos:
0.00000C0000C00CO0E+QD 1.000000000000000

Punto:
C.0000000000000C00E+00 2.000000000000000

Valor de ia funcién ponderada: 7.049727320671082
Valor de IFAIL: 0
Tiempo C.P.U.: 1.779598779296875
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Finalmente, se ha resuelto el problema correspondiente a la aplicacion de
la desigualdad de Cantelli al problema de Kataoka. El programa da también en
este caso las soluciones minima varianza, pero, no aparecen porque son las

mismas que en el caso normal.

T N E L A R RS R R R A R R R i kb

Katacka. Aplicacién de la desigualdad de Cantelli.

O N e A R E A AR R R R R R R R R RS S S S R

Solucién para la probabilidad BETA: 0.9500000000

T e R R EE R R R R R R R R R R R i g h g e

Calls to EC4AUEF

Print Level = 0

ok kA d bk hk kb hok ok ok ok ko ok ok ok ko ke ok sk kb ko bk ok ke ke ke R ok Rk b ke e ek ke ok

Pesos:
1.000000000000000 0.0000000000000000E+00
Punto:
0.76716177686966594 1.616419110651670
Valor de la funcidn ponderada: 49,37896868825547
Valor de IFAIL: 0

Kok kg ok koo ok ok ok ARk R ok ke sk ok ke do e ek ke ok e ke ke ok ke e e e b A b kA o ek ok e e ok ke ko

Pesos:

0.7000000000000000 0.3000000000000000

Punto:

0.5848592766222341 1.707570361688883

Valor de la funcidn ponderada: 37.60000288743326
Valor de IFAIL: 0

Ak kkkkkhkohkh ok ok ok ok hd ok hod ko Ak okk ko k ko ok ok ok kh ok ko ok ok ok ok ok ok kR ke ko

Fesos:
0.3000000000000000 0.7000000000000000
Punto:
0.3893038247507847 1.805348087624608
Valor de la funcidén ponderada: 26.71878607767400
Valor de IFAIL: 0

dhkkhkhkhkhhkhbrhrhr bbb r bk hx b drr bk rhkbdhkbdhdkdbdkddkddhhdkdhhbdhix

Pesos:
0.0000000000000000E+00 1.00C000000000000

Punto:
1.850827683391063 1.074586158304469
Valor de la funcidn ponderada: 24.68115133489565
Valor de IFAIL: 0
Tiempo C.P.U.: 2.359999895095825

*hkhkhkhkdhhkhkk hkddkhkkdiobhkdbhkhbbhhbbibdhrddbdrkhdhdhdhhbd btk khhkhhkn
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Kataoka. Aplicacién de la desigualdad de Cantelli.

ok kkkdkkhhhkkkhhh ko h kb Ak hhrrkhhd bk hrhd kb kdehdbdkxrhkkodsd

Solucién para la probabilidad BETA: 0.800000000

ok kkkhhhkhk kAR Rk ke h kA rkhkhkkkhkdh Rk dhkdkdhdkkhdkk ko dkokhxkdokhxt

Calls to EOAUEFR

Print Level = 0

hokhkkkdkhkhrkkd ek hkkkkhdkkhhkhkkr R dkok ddkkxhkh ok hdhkhdd*odhhh

Pesos:

1.000000000000000 0.000000C000000000E+00
Punto:

0.7283741630574231 1.635812918471288
Valor de la funcién ponderaaa: 28.27064632295094
Valor de IFAIL: 0

dhk ok ok k ok kkhkk ok ok ok dckokhw ok h Aok droe ok ok d ok ko kv ok ok ke ok ok ok ok ke ko ok kS ok ok

Pesos:
0.700000000000G0000 ¢.3000000000000000
Punto:
0.4035406239616545 1.7982296880193173
Valer de la func¢idén ponderada: 21.73984187146081
Valor de IFAIL: ¢

LR R EE R R EEEEREEEREETEESEEEEE RS EEEE R R R SRR

Fesos:
0.3000000C600000000C 0.70000000000G0300

Punto:
0.0000000000000000E+00 2.000000000000000

Valor de la funcién ponderada: 14.72279032045115

Valor de IFAIL: 0

kK hkhkrhkhhkhkdhkrdkhkrrhbhbdhbrrrbdhdbdhrhdbdikhdrdhdbhkrodhddk ks

Pesos:
G.000000000C0C0OCOACE+GO 1.0060000000000000

Punto:
0.0000000000000000E+00 2.000000000000000

Valer de la funcién ponderada: 14.00000000000000

Valor de IFAIL: 0

Fhhkhkhkh kb bdkrdhrbdhhhbhbhdhddhrbhbrrdbdrxhbdbrhbdrrdbhhhhhkdhddddwn ki

Tiempo C.P.U.: 2.109999656677246

** FINAL DE PROGRAMA **
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Al igual que en los casos anteriores, se ha probado el funcionamiento del
programa para dimensiones grandes. En la siguiente tabla aparecen las
dimensiones de los problemas considerados, asi como los tiempos medios de
ejecucion, calculados a partir de los obtenidos para varios de ellos. Los problemas

se han resuelto para tres vectores de pesos y dos probabilidades distintos.

n® variables [n°f. objetivo | n° restricc. | tiempo de C.P.U. tiempo de
(n) (q) (m) (caso normal) | C.P.U. (Cantelli)
8 2 3 1.72999 1.35
9 3 4 2.13 1.91
10 3 5 2.2099 2.5399

Consideramos que los tiempos de ejecucion son, en términos relativos,
bajos, dadas las dimensiones de los problemas estocasticos y que la resolucion de
cada uno se lleva a cabo mediante dos criterios distintos (minima varianza y
Kataoka). La columna 4 corresponde al tiempo de ejecucion en el caso normal vy la
cinco al de la aplicacién de la desigualdad de Cantelli.
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3.2.2. PROBLEMAS CUADRATICOS.

El programa implementado corresponde a problemas cuadraticos bajo la

hipotesis de aleatoriedad simple. La formulacion del problema ponderado es, en

este caso:
Min® 3 4 (x'Bx-Ex+ EH,E)
* k=1
sa xeD
Suponemos que para todo k € {l, 2, .., g} el vector & depende

linealmente de una variable aleatoria 7, de tal forma que:

Ek zé; +?§:

con &, £ € R"y 7 variable aleatoria con distribucién normal, valor esperado

y varianza g’ < co.

El fichero de entrada de datos del programa recoge el ntimero de variables,
funciones y restricciones del problema, la matriz de coeficientes técnicos, las cotas
de las variables y de las restricciones, las matrices B, y H,, los vectores £, y &2, el
valor esperado, ¢, y la varianza o7, de la variable aleatoria 7 y la estimacion
inicial.

El funcionamiento del programa que resuelve estos problemas es
semejante al del caso lineal descrito en la figura 7. Evidentemente, en este caso,
no aparece el menu inicial, dado que en este problema sélo hay un tipo de
problema a resolver.

Ilustramos, de nuevo, el funcionamiento del programa mediante el
siguiente ejemplo, que fue el que se plantedé también para ilustrar el

funcionamiento del programa en la aproximacién multiobjetivo.
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Ejemplo 9.

Consideremos el problema de programacion estocastica biobjetivo

cuadratico:

"Min" (x'le—El'x+ E,‘HIE,,x‘B,x—E;HE;‘H;Ez)
s.a 2x,+5x,210
3x,+ 2x,<12

x,;,x,20

50 2 0 30 1 0 o o~
donde B = 0 3,B2= 0 S’H‘: 0 3,HZ: 0 2f y los vectores &, &,

estocasticos, dependen linealmente de la variable aleatoria 7, de tal forma que:

el loed]

con 7 variable aleatoria normal de valor esperado 7 =2 y varianza ¢ = 1.

El fichero de datos correspondiente a este problema es:
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'Numero de Variables'
2

"Numero de Funciones Objetivo'
2

*Numero de Restriccilones Lineales'
2

'Matriz de Restricciones Lineales por filas'
2. 5.

6. 4.

'Cotas de las Variables'

0. 1.E10

0. 1.E10

'Cotas de las Restriccicnes'
10. 1E1C '
-1E10 24

'Vectores C1°'
1. 2.
0. 0.5

"Vectores C2'
1. 1.
3. 1.

'Matrices B'
5. 0.
0. .3

2. 0.

0. .5
'Media’

2.
'Varianza'
1.
'Matrices H'
3. 0.

0. 3.

1. 0.
0. 2.

'Estimacion Inicial'
0. 0.

Al igual que en el caso anterior, se ha resuelto este problema para distintos
valores de los pesos. En concreto se ha comenzado resolviendo para las
ponderaciones u, =1, 4, =0 y a partir de estos valores se ha resuelto el
problema restando 0.1 el peso g, y sumando la misma cantidad a x,, hasta llegar
a los pesos x4, =0, 4, =1. En el anexo 2 aparecen las soluciones del problema

para estos pesos. Ahora, debido a que el fichero de salida es muy grande,
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mostramos sélo las soluciones para los vectores de pesos (4, 4,)=(L0),

(uy, ;) =1(07,03), (g, 4,)=(03,07) y (4, u,)=(0,1). Para el criterio de
Katacka se han fijado dos vectores de probabilidades distintos

ﬁ13ﬂ2=0-9y B,=8,=08.

ok k gk k kR Rk ko hkkk ke k bk hkhhkhkhhhkhdkdhhdhk b dhdkddddkddkdx

Varianza
R R E R R R E L R R R E R R R R E R EE R E R R R R E R R E R R E SRR I

Sclucidén para los pesos
1.500000000000000 0.0000000000000000E+0C

khkhkk Ak hkkhkkhkdkhkhkhkhkhk kAR A A rhbdrhhkdrhddrhdrddobkd kokdododokkkdkkox

Punto:
Q.0000000000000000E4+00 &.000000000000000

Valor de la funcidén ponderada: 1368.000000000000

ek e deode ok ke ok ek ok ke ok ok ok Ao de ke ok ke ke ok ke ke ok ke ok ok ke ok ok ke ke ok ke ke ke e b d e ok ke ke

Solucién para los pesos
0.70000000000C0000 €.3000000000000000

e ok ok ok e gk de v Tkt B e de ok e de ok e e ok ke sk ke ke ke ke ok ok ke o ok ke ok ok ok ke ok ke ke ke e ke ok R ok ke e ok ok ok

FPunto:
3.63636363636363¢6 0.5454545454545455

Valor de la funcién ponderada: 1469.417685950413

B I R R R R R R R R EE R R RS S

Sclucién para los pesos

0.3000000000000000C 0.70000000000004000
Punto:
3.636363636363636 0.5454545454545454
Valor de la funcidén ponderada: 1442 .687107438017

LE R SRR SR EESEEEESEREEEEESEEESESEER SRR SRS E RS EEE RS EEEESE

Scolucién para los pesos
0.0000000000000000E+00 1.000000000000000

Punto:
3.636363636363636 0.5454545454545454
Valor de la funcidén ponderada: 1435.388429752066

R i b i A I S S T I O I S b i a0 N S

Tiempo C.P.U.: 1.050000071525574
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****************************************************

Kataoka. Aplicacién de la desigualdad de Cantelli.

Ak kkkhkkkkhkhkhkdkdkdedh ok dokdkk kkkhkhkhkdkdd ok hkhkhkodkddkddhdhddkrkhk

Solucién para la probabilidad BETA: 0.900000000

et Aok e de ek e ke kR W ok gk ok ke ok ok e Rk ok ok etk ke ok ok deok ok ok Rk gk ke bk ke ok R g ke ke ok Rk

Calls to EQ4UEF

Print Level = 0

kkhkkkh ok kA kkh ko kkrk ok ko khkhh Rk dkkddkkddokdhokdx ko okkhkk*

Pesos:

1.000000000000000 0.0000000000000000E+00
Punto:

0.7262751630574231 1.709490918471288
Valor de la funcidn ponderada: 204.7794632295094
Valor de IFAIL: 0

ok ok ok kohkkh ok k kb dxrkkdkrkdhhbddhdokdhddrddahkddkdrrdddhrdx

Pesos:
0.7000000000000000 0.3000000000000000
Punto:
1.252993623%616545 1.498803688019173
Valor de la funcidn ponderada: 202.1336187146081
Valor de IFAIL: 0

ok okk ok ok d ok h ok ok ko ko hk Ak kR bk sk bk hkkF kb kb dkkdkhkdhhhbkorkhddkdk

Pesos:

0.3000000000000000 0.7000000000000000
Punto:

2.305765654654561516 1.0776942515454564
Valor de la funcién ponderada: 192.9881045115
Valor de IFAIL: 0

PR R R e R R R E R R R R RS R

Pesos:
0.0000C00000000000E+00 1.000000000000C000

Punto:
3.59216355445412415454 0.563134741454545

Valor de la funcidn ponderada: 177.90615456421245

Valor de IFAIL: 0

dhkkdk ek hkhhhkkhhkddkkdhF bk khkkdkh kb kb h ok kkdokhk kh ok hkdhx *hx
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LA RS R RN E LSS SRR SRR R TR RS REERERREREEREEREESERERL SRS

Kataoka. Aplicacidén de la desiqualdad de Cantelli.

Fohkkhkk ok hkwkkh ok kdh ko kb hd ok kdh kb hk ok dk ok dk ok ko k o odeok ok ok ko ok okow

Solucién para la probabilidad BETA: 0.800000000

LE R A A S E R RS SR EREE SRR L FEEEEEREEREEEREEEEESEEEEREEREERES]

Calls to EOQ4UEF

Print Level = 0

LR AR R R SRR EEAE R E R R EEE SRS TR EAEEEEEEREEREERESEEEEEEEEEXE]

Pesos:
1.000000000000000 0.0000000000000000E+00

Punto:

0.6727519630574231 1.730859918471288

Valor de la funcidn ponderada: 164.2998632285094
Valor de IFAIL: 0
LR R R R AR R EE R R R R R R R R R R R R e g N e S g R X
Pesos:

0.700000C0000000000 0.3000000000000000

Punto:

1.1290886239616545 1.548365688019173

Valor de la funcidén ponderada: 160.9728187146081
Valor de IFAIL: 0

IR F A KAk ko khhhkk ok hk ok ko ko bk kA kR ke khhr ok ko kdokkkd ok ko ok

Pesos:
0.3000000000000000 0.7000000000000000
Punto:
2.044794124545454514 1.182082569%875154
Valor de la funcién ponderada: 152.2591212045115%
Valor de IFAIL: 0

Th ok kd ok kokddhkhokddkkh ok ok ok dhd kb ok k ke ko k bk kb kkd kb kk ok kr ok

Pesos:
0.0000000000000000E+00 1.000000000000000

Punto:

3.17288335465465456 0.730846612154579
Valor de la funcién ponderada: 139.41752466879831
Valor de IFAIL: 0

ARk Kk k ko kohk ko dek Ak kk ko ko ke hkhkkhhk kb ko bk hkhkkkekdkh k&%

** FINAL DE PROGRAMA **
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Por ultimo, hemos de sefialar que para este programa también se han
realizado pruebas para problemas de mayores dimensiones que las consideradas en
los ejemplos anteriores. Estos problemas se han resuelto para tres vectores de
pesos y dos probabilidades distintas. Los tiempos medios de ejecucidn aparecen

en la siguiente tabla, junto con las dimensiones de los problemas considerados.

n° n° f. objetivo | n°restricc. | tiempo de C.P.U.
variables (@) (m)
(n)
8 2 3 3.69
9 3 4 3.9299
10 3 5 4.29899
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Los problemas de programacién matematica en los que algunos parametros
son variables aleatorias constituyen una herramienta util en los procesos de toma
de decisiones, dado que en muchas situaciones, en el momento de tomar una
decision, se desconocen los valores de determinados parametros, que influyen de
forma crucial en el resultado que se obtenga. El estudio realizado nos permite
abordar estos problemas de manera que algunos parametros se puedan tratar como
variables aleatorias, sin necesidad de recurrir a “sustituir” los valores de €stos por
un valor aproximado, ¢l valor medio de una serie histdrica o una estimacion de los

mismos.

Consideramos, ademds, que la programacién estocdstica es una
herramienta fundamental para resolver problemas de naturaleza econdmica, puesto
que la incertidumbre es algo inherente a los mismos. En este sentido, cabe sefialar
que muchos modelos de teoria econdmica, desarrollados en un ambiente de
certidumbre, pueden formularse, de manera natural, como problemas de
programacion estocastica y otros, formulados como problemas de programacion
estocastica, han sido resueltos s6lo mediante alguno de los criterios existentes,
generalmente, la teoria de la utilidad esperada, aunque, como hemos visto, cabe
plantearse su resoluciéon mediante otros criterios, lo cual puede servir para
enriquecer los modelos tedricos, mejorando la capacidad de explicacién y
prediccion de los mismos.

Tras el estudio realizado en este trabajo, consideramos que la resolucion de
problemas de programacion estocéstica multiobjetivo es un instrumento util para
resolver problemas de toma de decisiones.

Este trabajo puede ayudar para determinar qué tipo de criterio se ha de
aplicar a problemas de programacion estocastica con una y varias funciones
objetivo. Aunque muchos de los resultados obtenidos en el trabajo han sido ya
comentados, en las siguientes paginas se sefialan las conclusiones mas importantes

del mismo, asi como las posibles lineas de investigacion futura.
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Una de las caracteristicas mas importantes de un problema de
programacion estocdstica es la diversidad de formas de abordar su resolucion. Este
hecho queda claramente expuesto en el capitulo uno, cuando se analizan los
distintos conceptos de solucién de un problema de programacion estocastica, y
hace que la resolucién de problemas de este tipo conlleve siempre la eleccion de
un concepto de solucion (que se debe realizar en funcion de las caracteristicas del
problema y de las preferencias del decisor). Por tanto, los problemas de
programacion estocastica no pueden considerarse problemas tecnologicos, puesto
que su resolucién implica algo mas alld de la busqueda de una soluciéon con

métodos mas o menos complicados.

La linea de estudio que se ha seguido en este trabajo se centra en el analisis
de la transformacion del problema de programacion estocastica en un problema de
programacion matematica determinista, que se obtiene a partir del problema

original y cuya solucion es considerada solucion del problema de programacion
estocdstica.

La primera cuestion que se analiza en este trabajo es la de la
transformacién de las restricciones estocasticas en deterministas mediante el
criterio de restricciones probabilisticas o de azar, exigiendo que se verifiquen las
restricciones de partida con, al menos, una probabilidad. Para aplicar este criterio
es necesario conocer la distribucion de probabilidad de la funcién de la restriccion
estocastica, lo cual no es una cuestion trivial, dado que, en general, esta funcién
no s6lo depende de las variables aleatorias de la restriccion, sino que, ademas,
depende de las variables de decision del problema. En este sentido cabe destacar el
analisis realizado para el caso de restricciones estocasticas lineales con
aleatoriedad simple, en el que suponemos que el vector de parametros aleatorios
de la restriccidon depende linealmente de una Unica variable aleatoria. Ademds, se
ha generalizado la aplicacién de la desigualdad de Cantelli a las restricciones
probabilisticas. Esta desigualdad proporciona una cota inferior de la funcion de
distribucion de una variable aleatoria y fue propuesta y aplicada por Stancu-
Minasian (1992) para el caso lineal. Su aplicacion da lugar a la obtencioén de un
subconjunto del conjunto de puntos que verifican la restriccién probabilistica. En

este trabajo se generaliza su aplicacion a restricciones estocasticas, lineales o no,
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siempre que se conozca su valor esperado, su varianza, y estas funciones

verifiquen determinadas condiciones.

En cuanto a la transformacion del objetivo estocastico en su equivalente
determinista en problemas con una tnica funcion objetivo, en este trabajo se han
considerado cinco criterios basicos, todos ellos definidos en la literatura: valor
esperado, minima varianza, eficiencia valor esperado desviacion estandar y los dos
criterios de méaxima probabilidad: minimo riesgo y de Kataoka. Estos criterios han
sido ampliamente estudiados en la literatura para objetivos lineales. Del estudio se
desprende que, en el caso lineal, la aplicacion de los tres primeros es posible si se
conoce el vector de valor esperado y la matriz de varianzas y covarianzas del
vector de parametros del objetivo estocastico. En cambio, la aplicacién de los
criterios de maxima probabilidad es aplicable solo en los casos en los que se
conoce la distribucion de probabilidad de la funcion objetivo estocastica. El
problema que se plantea para estos dos criterios es ¢l mismo que surge en las
restricciones probabilisticas o de azar. Al igual que entonces, consideramos para
funcion objetivo estocéstica lineal, los casos normal, aleatoriedad simple vy,
ademas, s¢ considera la aplicacién de la desigualdad Cantelli para funciones

estocasticas, lineales o no, que verifiquen determinadas condiciones.

Por otro lado, se plantea el estudio de objetivos estocasticos de tipo
cuadritico. Denominamos asi a la funcidn objetivo suma de una forma cuadratica
en las variables de decision, una forma cuadratica en un vector de variables
aleatorias y un término lineal, producto escalar del vector de decision y del vector
de variables aleatorias. Esta formulacion nos permite plantear problemas en los
que se desee minimizar la suma de la diferencia cuadritica entre variables de
decision y variables aleatorias. En el trabajo se ha obtenido, bajo determinadas
hipotesis, el valor esperado y la varianza de este tipo de funciones y se ha
considerado la aplicacién de la desigualdad de Cantelli para obtener una
aproximacion de las soluciones del problema para los criterios de maxima
probabilidad, en aquellos casos en los que las dificultades para conocer la funcién
de distribucién de la variable aleatoria hace inviable la resolucién de los mismos.
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Del estudio realizado se deduce que la resolucion de estos problemas pasa
por la eleccién de un criterio de transformacion del objetivo estocastico en su
equivalente determinista. La filosofia que subyace tras la definicion de los
criterios considerados es distinta, lo que implica que, en general, la solucién de un
problema de programacion estocastica depende del criterio elegido y, por tanto,
esta eleccién es crucial en la resolucion del problema. Esto nos ha motivado, por
un lado, a llevar a cabo la implementacion computacional de los problemas
correspondientes a los criterios valor esperado, minima varianza, minimo riesgo y
de Kataoka, y, por otro, a estudiar la posible existencia de relaciones entre los

criterios considerados.

De nuestro estudio se desprende que estos criterios estan estrechamente
relacionados, aunque, en un primer analisis pueda dar la impresion de que son
criterios que se definen con planteamientos distintos y, por tanto, al menos en

apariencia, no relacionados.

De nuestro andlisis sc¢ obtiene la reciprocidad existente entre los dos
criterios de méxima probabilidad y la relacion entre éstos y el criterio de eficiencia

valor esperado desviacion estandar o valor esperado varianza.

La primera de estas relaciones resulta muy 1til en términos de resolucién
de problemas, dado que, en los casos analizados en este trabajo, la funcion
objetivo del problema que ha de resolverse para obtener la soluciéon minimo riesgo
es fraccional lineal, cuando la funcion objetivo estocastica es lineal v verifica la
hipétesis de aleatoriedad simple, y fraccional no lineal, en el caso lineal normal y
cuando se aplica la desigualdad de Cantelli como aproximacion. Esto hace que la
resolucion de problemas mediante este criterio sea complicada, incluso para
problemas con pocas variables de decision. La equivalencia entre este criterio y el
de Kataoka, demostrada en este trabajo, permite afirmar que las soluciones de este
iltimo criterio son también soluciones minimo riesgo vy, por tanto, se puede
aplicar el criterio de Kataoka hasta que se obtenga una solucion con el nivel de
aspiracion deseado. Recordamos, ademas, que el problema que ha de resolverse
mediante el criterio de Kataoka, es lineal si la funcién objetivo estocdstica es

lineal y se verifica la hipotesis de aleatoriedad simple, y en el caso lineal normal y
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con la aplicacion de la desigualdad de Cantelli, no lineal convexo, bajo

determinadas condiciones.

En cuanto a la segunda relacion mencionada (la existente entre los criterios
de maxima probabilidad y el criterio de eficiencia valor esperado desviacion
estandar o valor esperado varianza), consideramos que es importante, puesto que
los resultados obtenidos en los tres casos analizados (lineal normal, lineal
aleatoriedad simple y aplicacion de la desigualdad de Cantelli) sirven para poder
ver desde una Optica distinta el analisis de eficiencia media varianza que inicio
Markowitz en 1952. Como se ha sefialado anteriormente en este trabajo, €l analisis
de eficiencia media varianza se fundamenta en la teoria de la utilidad esperada y
bajo la hipétesis, entre otras, de aversion al riesgo del individuo. Nuestros
resultados establecen que estas soluciones son soluciones del problema de
Kataoka para probabilidades “altas” o del problema minimo riesgo con niveles de
aspiraciéon “altos”. Ademds, de nuestro estudio se desprende que existen otras
soluciones del problema de programacién estocastica, que pueden considerarse
mas arriesgadas que la solucién valor esperado y corresponden a fijar probabilidad
“baja” para el objetivo estocdstico y resolver el problema de Kataoka
correspondiente, o bien fijar un nivel de aspiracién “bajo” (menor que el valor

esperado minimo) en el problema minimo riesgo.

A partir de todo lo expuesto, consideramos que el criterio de Kataoka es el
mas adecuado para la resolucion de un problema de programacidn estocastica,
puesto que permite obtener un amplio abanico de soluciones de un mismo
problema de programacion estocastica, en funcién de la probabilidad fijada. El
hecho de tener que fijar la probabilidad para resolver el problema creemos que es
mas una ventaja que un escollo, puesto que la naturaleza arriesgada del problema
requiere fomar una decisién para resolver el problema y consideramos que la
probabilidad es una medida intuitiva para medir el riesgo inherente a este tipo de
problemas. A esto se unen las ventajas correspondientes al tipo de problema que

se genera una vez fijada la probabilidad.

Una vez scfialadas las conclusiones mas importantes del trabajo para

problemas de programacion estocastica monobjetivo, pasamos a analizar los
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resultados obtenidos en el caso multiobjetivo. El hecho de plantearnos la
resolucion de estos problemas esta motivado, de nuevo, por su posible aplicacion
a problemas de tomas de decisiones, especialmente a problemas de indole
econdmica. Del mismo modo que la hipdtesis de certidumbre no se ajusta en
muchos casos a la situacién que se desea modelizar mediante un problema de
programacion matematica, el supuesto de que los deseos del agente decisor
puedan “resumirse” en una tnica funcion objetivo es, generalmente, restrictivo y
poco realista. Esto nos ha llevado al estudio de problemas de programacién

estocastica con objetivos multiples.

De nuevo, nuestro analisis se centra en la transformacion del problema
estocastico en uno determinista equivalente. A la hora de abordar esta
transformacion, se observa que, ahora, ésta es “doble”, y consiste, basicamente, en
pasar del problema de programacion estocastica multiobjetivo a uno determinista
de un unico objetivo. Basindonos en estudios previos, hemos adoptado la
clasificacion que realizan Stancu-Minasian (1984) y Ben Abdelaziz (1992) de los
métodos de resolucion de estos problemas. Siguiendo a Ben Abdelaziz (1992),
denominamos enfoque multiobjetivo a la resolucion del problema transformando,
en una primera etapa el problema multiobjetivo estocastico en uno determinista
equivalente y, posteriormente, centrandonos en la obtencién de soluciones
eficientes de este Gltimo, y enfoque estocdstico al conjunto de técnicas que, en una
primera etapa, transforman el problema en uno de programacidn estocastica con
un solo objetivo y, posteriormente, resuelven el problema estocastico obtenido
mediante cualquier técnica.

Evidentemente, la existencia de distintos criterios de transformacion del
problema en cada una de las etapas descritas da lugar a que se pueda obtener todo
un abanico de posibles problemas monobjetivo deterministas equivalentes del
problema multiobjetivo estocastico de partida. Esto nos ha llevado a considerar
sOlo determinadas formas de transformar el problema, que pasamos a ver.

En el enfoque multiobjetivo se han considerado cinco posibles formas de
transformar el problema de programacion estocastica multiobjetivo en uno

multiobjetivo determinista equivalente. Estas cinco formas no son mas que
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generalizaciones de los criterios considerados en la programacion estocastica
monobjetivo: valor esperado, minima varianza, eficiencia valor esperado
desviacion estandar y los criterios de méaxima probabilidad (minimo riesgo y
Kataoka). En concreto, se ha planteado la transformacion del problema de
programacion estocastica multiobjetivo en su equivalente determinista eligiendo
uno de estos criterios y aplicandolo a cada objetivo estocastico del problema por
separado. De esta forma, se obtiene un problema determinista equivalente con
tantos objetivos como el problema de partida (salvo en el criterio de eficiencia
valor esperado desviacion estandar, en el que el nimero de objetivos es el doble,
puesto que se asocian dos objetivus detet..inistas por cada estocéstico). A cada
uno de los problemas obtenidos va asociado un conjunto de soluciones eficientes,
consideradas soluciones eficientes del problema de partida. De esta forma, se
tienen cinco conjuntos de soluciones eficientes por cada problema multiobjetivo
estocastico. Hemos de sefialar, ademads, que estos conceptos de solucion eficiente
estan definidos en la literatura. En este trabajo se ha generalizado el de solucion
eficiente con probabilidad £, definido por Goicoechea, Hansen y Dukstein (1982),

dando la posibilidad de fijar una probabilidad distinta a cada objetivo estocastico.

Una vez definidos estos conceptos, se analizan en este trabajo las posibles
relaciones entre los mismos. Los resultados que se obtienen son paralelos a los
obtenidos en el caso de una unica funcion objetivo. Se mantienen, por tanto, las
mismas relaciones entre soluciones eficientes que se obtuvieron antes, para el caso
monobjetivo, entre los dptimos de los problemas de maxima probabilidad y entre
éstos y las soluciones eficientes valor esperado desviacion estandar. Ademas, se
establece también una relacién entre el conjunto eficiente valor esperado, el
conjunto eficiente minima varianza y el conjunto de soluciones eficientes valor
esperado desviacion estandar. De esta forma, se tiene, de nuevo, que los distintos
conjuntos de soluciones eficientes considerados estan estrechamente relacionados

en los casos analizados en este trabajo.

Por otro lado, hemos de seitalar también que en la implementacion
computacional de los problemas resueltos en este trabajo se ha aplicado el método
de las ponderaciones para obtener estas soluciones eficientes, de tal forma que se
pueda tener una idea lo mas exacta posible de los distintos conjuntos eficientes

asociados a un mismo problema.
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En cuanto a la resolucién del problema mediante el enfoque estocdstico, en
este trabajo se ha considerado la aplicacion del método de las ponderaciones para
transformar el problema multiobjetivo en uno de programacion estocdstica con
una funcién objetivo. Al problema resultante lo hemos denominado problema
ponderado. Una vez obtenido éste, se ha considerado su resolucién mediante los
criterios valor esperado, minima varianza, minimo riesgo y de Kataoka.
Evidentemente, las relaciones obtenidas al principio del trabajo entre las
soluciones correspondientes a estos criterios para problemas con una funcion
objetivo estocdstica se mantienen en el problema ponderado. Asi, la solucién
minimo riesgo y de Kataoka del problema ponderado mantienen la reciprocidad

obtenida en ¢l caso de una unica funcién objetivo.

El interés de nuestro estudio estd ahora en analizar las posibles conexiones
entre las soluciones que se obtienen mediante este enfoque y los conceptos de

solucion eficiente definidos en el enfoque multiobjetivo.

De nuestro estudio se desprende que estas conexiones existen también
ahora. En concreto se obtiene que si se aplica el criterio valor esperado y el
método de las ponderaciones al problema de partida, el orden en ¢l que se aplican
¢€stos no altera el problema resultante.

En cambio, la aplicacion de los criterios minima varianza, minimo riesgo y
de Kataoka si influye en el problema resultante. La aplicacion de cualguiera de
estos cnterios sobre el problema ponderado, da lugar a un determinista
equivalente en el que intervienen las covarianzas entre objetivos estocasticos.

De nuestro estudio se concluye que, si las covarianzas entre objetivos son
nulas, las soluciones que se obtienen al resolver el problema ponderado, con pesos
estrictamente positivos, mediante el criterio minima varianza, es propiamente
eficiente minima varianza.
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Por otro lado, si se aplica el criterio de Kataoka para una determinada
probabilidad, B, al problema ponderado, y se fijan pesos estrictamente positivos,
en problemas lincales y bajo la hipitesis de aleatoriedad simple, la solucion del
problema es eficiente con probabilidad 5. Estas relaciones se mantiene también
para el criterio minimo riesgo, por la reciprocidad existente entre este criterio y el
de Kataoka.

En cambio, si el problema de partida es lineal normal o si se aplica la
desigualdad de Cantelli al problema de Kataoka, se tiene que si se fijan pesos
estrictamente positivos, la solucion del problema es eficiente valor esperado
desviacidn estandar, si las covarianzas entre objetivos estocasticos son nulas.
Ademas, estas relaciones se mantiene también para el criterio minimo riesgo, por
la reciprocidad existente entre este criterio y el de Kataoka. Sin embargo, si alguna
covarianza es no nula, las relaciones que se acaban de sefialar no tienen porqué
mantenerse. Esto se debe a que cuando se utiliza el enfoque multiobjetivo, se
aplica el criterio de obtencion del determinista equivalente a cada objetivo por
separado, sin tener en cuenta que los objetivos pueden ser estadisticamente
independientes. Esta es la critica mas importante al enfoque multiobjetivo v,
queda de manifiesto en este trabajo, al menos para los casos considerados en
nuestro estudio, cuando se aplica el método de la ponderacidon al problema
multiobjetivo estocastico.

De nuestro estudio se deduce también que la resolucion de un problema de
programacion estocdstica no es una cuestion trivial, ni siquiera en el caso de una
tnica funcion objetivo y con pocas variables. Esto nos ha llevado a la

implementacion computacional de los problemas estudiados, cuyo funcionamiento
ha sido explicado en el capitulo 6.

Antes de finalizar consideramos interesante sefialar posibles cuestiones que
pueden ser objeto de investigacion en el futuro dentro de este campo.

La primera cuestion que consideramos de interés es el estudio de la
resolucion de problemas de programacion estocastica multiobjetivo mediante

programacién por metas. Creemos que la naturaleza estocastica y multiobjetivo
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del problema hace que sea interesante abordar el problema bajo la filosofia de la
programaciéon por metas no para resolver cualquiera de los problemas
deterministas equivalentes obtenidos mediante la aproximaciéon multiobjetivo,
sino desde una dptica distinta, que integre, al mismo tiempo, el caracter
multiobjetivo y estocastico del problema. Esto mismo puede abordarse también
mediante la aplicacién de métodos interactivos especificos para este tipo de

problemas.

Otra cuestién abierta es el estudio de las cuestiones analizadas para
problemas con variables aleatorias discretas, dado que en este trabajo nos hemos
centrado en problemas con parametros aleatorios que son variables aleatorias
continuas. Ademas consideramos interesante el analisis de problemas dinamicos
estocasticos, incorporando algunos de los criterios que se aplican en este trabajo

para la resolucion de los mismos.

Finalmente, sefialar que el estudio tedrico realizado es susceptible de
aplicacién a diversos campos practicos, aspecto éste de gran interés para nosotros
y que queda abierto para futuros trabajos. Consideramos que las cuestiones
analizadas sirven para abordar problemas econdmicos con incertidumbre desde
una nueva perspectiva, proporcionando, asi, una herramienta Gtil para la toma de
decisiones.
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ANEXO 1

LISTADO DE PROGRAMAS
PROGRAMACION ESTOCASTICA MONOBJETIVO

Caso Lineal

CH++tt+++++++++++tttttttttttt+ttttr++tt++H++++++++t b+ttt

C PROGREMACION ESTOCASTICA MONOOBJETIVO

C CASO LINEAL

C

C Linkar con: NORLIN,ALELIN,CANLIN,NAGLIB/LIB

C
C++++++++++++++++++++++++++++++H 4+ AR RS
C DECLARACION DE VARIABLES

CHtttttrtrrttttrttrtttttrttttttttrttttttrtbttttrtbrtttettbdt+4+4+
PROGRAM LINEAL

INTEGER DIM1, DIMZ

PARAMETER (DIM1=10, DIM2=20)

INTEGER N,NCLIN,I,J,0PC

DOUBLE PRECISICN C(DIMZ,DIM1),RL(DIM1+DIMZ),BU(DIM1+DIM2), X {DIML)
* , 71,72, TIEMPO

CHARACTER*Z0 FICHERO, COMENT

CHARACTER*30 SALIDA

EXTERNAL NORLIN,ALELIN,CANLIN,X05BAF

O A T o e R R TR T A I o e e e e
c TIEMPC DE CPU
CHtttttrtttttttttttrttttrtrttttttttrtttttrrtttrtttttrbttitrtttts+

T1=X05BAF ()

CHttrttttttttttrtttttttttttrtttrtttttttttttttttttbttttbt+t+t++++44
C LECTURA DE DATOS
Ctrttttttttttttttrttttrttttttitt sttt tbtttttrttttbbttrttt+++++++++

WRITE (*, *) 'Introduce el nombre del fichero de datos'
READ(*, *} FICHERO
OPEN (3, FILE=FICHERO, STATUS="0OLD")
READ (3, *) COMENT
READ(3,*) N
READ(3, *) COMENT
READ(3,*) NCLIN
READ (3, *} COMENT
DO 10 I=1,NCLIN
READ (3, *} (C(I,J),J=1,N)
10 CCNTINUE
READ(3,*) COMENT
po 20 I=1,N
READ(3,*) BL(I},BU(I)
20 CONTINUE
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30

READ {3, *) COMENT
DO 30 I=1,NCLIN

READ(3,*) BL(N+I),BU(N+I)
CONTINUE
READ (3, *) COMENT
READ(3,*) {X{(I),I=1,N)
CLOSE (3)

SALIDA='LINEAL-'//FICHERO
COPEN (6, FILE=SALIDA, STATUS="NEW")

O o L L e e e o S e e L Y

C

MENU

CHtt++tttrtttttttrtbsttirsttttttttttttbrittrrtttrttttttttbrttet+4+4+

35

440

END

CONTINUE
WRITE (*,*
WRITE(*,*)'Eliie Opcidn:'
WRITE(*,*J
WRITE(*,*}']l.~ Casc Normal'
WRITE(*,*) "2.- Aleatoriedad Simple’
WRITE {* 1'3.- Cantelli’
WRITE(*,*)'4d.- Terminar'
READ({*,*} QPC
IF{(OPC.LT.1).0R. (CPC.GT.4)) GOTO 40
IF(OPC.EQ.1) THEN
CALL NORLIN(N,NCLIN,C,BL,BU,X)
GCTO 35
ENDIF
IF{(QGEZ.EQ.2} THEN
CALL ALELIN(N,NCLIN,C, BL,BU, X)
GOTC 35
ENDIF
IF{OPC.EQ.3} THEN
CALL CANLIN({N,NCLIN,C,BL,BU,X)
GOTO 35
ENDIF

T2=X05BAF ()
TIEMPO=T2-T1

WRITE
WRITE
WRITE
WRITE
WRITE

, )

’ )' TIEMPO C.P.U. , TIEMPO, segundoes’
6 *) M T e T U O |
* * )
WRITE * * ) L Yt Sy N U |
WRITE (*,*)' TIEMPO C.P.U.:',TIEMPC,' segundos'

(6
(6
{6
(
(
(
(
WRITE(*, *)':ﬁ===:=—————== ______ — R
(6
(*
{
{
{
(

WRITE *)'** FINAL DE PROGRAMA **'
WRITE *)'** FINAL DE PROGRAMA **!
WRITE
WRITE
WRITE
CLOSE

*)

*
*,*)'Los resultados se han impresc en el fichero:'
* *) SALIDA

6)
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C****-k************************************************************

c SUBRRUTINA NORLIN
cC CASO NORMAL. PROBLEMA LINEAL

C**********-k-k*******iﬂk*******-)r-k***********************************

SUBRCUTINE NORLIN(N,NCLIN,C,BL,BU, X}

O s B TR o R T o R A B R R b L S R SR ey

C DECLARACIOGN DE VARIABLES
CHttt++tt+++++tttt++++++++t+++4 44+ PR

INTEGER DIMI1, DIMZ, LWORK, LIWORK

PARAMETER (DIM1=10, DIM2=20, LWORK=2* (DIM2+1) **24+20*DIM1+11*DIM2Z,

* LIWORK=3*DIM1+DIM2)

INTEGER N, NCLIN,I,J,ISTATE(DIM1+DIMZ2),K¥(DIM1),ITER, IWORK (LIWORK}

* ,IFAIL, IUSER(1)

DOUBLE PRECISICN C(DIMZ,DIM1),BL{DIM1+DIM2),BU(DIML+DIM2),X{DIMI1)
* ,MED(DIM1),CVEC (DIM1},A(DIML,DIML),B{DIM1},OBJ,
* OBJE, CLAMDA (DIM1+DIM?2) , WORK (LWORK) , V{DIM1, DIML),
* U,NL(1),CJAC(1,1),0OBJGRD{DIM1),R(DIML, DIML),

*

USER(1},BETA, IBE
EXTERNAL EQ4NEF, EO4NCF, EC4UDM, OBJFUN, EO4UEF, E04UCF, GO1CEF
COMMON/DATOS /MED, V
O e e o b e i o e o S SO0 N B S S N VA Y ROV
C VALOR ESPERADO

O L R it B B L e S o I BN K RN BN S U S NS SR R RS

WRITE (6, *)

WRITE (6, *) '===s=s==w=a———— —== mme e

WRITE (G, *)' CASO NORMAL'

WRITE ( 6 ’ * ) ' e bbbt b b bt e b B PR P
WRITE (6, *
WRITE (*, *
WRITE (*, *
WRITE (*, *
WRITE (*, *
READ(*,*}) (MED{I),I=1,N)

'Introduce el vector valor esperadoc’
' ({separado por espacios)’

— e e

DO 10 I=1,N
CVEC(I})=MED({I}
10 CONTINUE

IFATL=-1

CALL EO4NEF ('Problem Type = LP')
CALL EQ4NEF ('Print Level = Q')

CALL

EO4NCF(N,N,NCLIN,DIMZ,DIMl,C,BL,BU,CVEC,ISTATE,KX,X,A,B,
* ITER, OBJ, CLAMDA, IWORK, DIM1, WORK, LWORK, IFAIL)
WRITE({*,*)
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WRITE (*, *) 'SOLUCION VALOR ESPERADD'
WRITE (*, *)

WRITE (*, *) {X{(I),I=1,N)

WRITE (*, *)

WRITE (*, *} 'Funcidén Objetiveo: ', 0BJ
OBJE=OBJ

WRITE (*, *)

WRITE(*,*)'IFAIL = ', IFAIL

WRITE (6, *) 'SOLUCION VALOR ESPERADO’

WRITE (&6, *)

WRITE(6,*) (X{I),I=1,N)

WRITE {6, *)

WRITE {6, *) 'Funcién Cbjetivo: ',0BJ
WRITE (6, *)

WRITE (6, *)'IFAIL = ',IFAIL

CH++ttrrrtrrtrtttttttttttttttttttttrttrttdrbtttb bttt bbb+ 404

C

MINIMA VARIANZA

CHttttttitttttbttttrttttrtttrtdbtttttittttttttbtbbtrt sttt bbbb 444

20

40
30

WRITE (*, *)
WRITE(*, ) 'Introduce la matriz de varianzas por filas'
Do 20 I=1,N

READ(*,*) {V{I,J),J=1,N)
CONTINUE
DO 30 1I=1,N

DO 40 J=1,N

A(IL,J)=2*V(I,J)

CONTINUE

CONTINUE

IFAIL=-1

CALL EQ4NEF({'Prcblem Type = QP1"')

CALL EO4NCF(N,N,NCLIN,DIM2,DIM1,C,BL,BU,CVEC, ISTATE, KX, X, A, B,

*

ITER, OBJ, CLAMDA, IWORK, DIM2, WORK, LWORK, TFAIL)

WRITE (*, *}

WRITE (*, *) "SOLUCION MINIMA VARIANZA'
WRITE (%, *)

WRITE(*,*} (X(1},I=1,N)

WRITE (*, *)

WRITE(*, *) 'Funcidn Objetivo: ',0BJ
WRITE{*, *)

WRITE(*, *)'IFAIL = ',IFATL
WRITE(G, *)

WRITE (6, *) 'SOLUCION MINIMA VARIANZA'
WRITE (6, *)

WRITE(6,*) (X(I),I=1,N)

WRITE(G,*)

WRITE (6, *) 'Funcidn Objetiveo: ',0BJ
WRITE(6, *)

WRITE (6, *)'"IFAIL = ',IFAIL
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CHtttttdrtttstttttttttttttrttttttttttttrttrttttrttttttttrt+t++++++

C MINIMO RIESGO
CHttdd4++++++++++++++ bbb+ttt bbb R bR R R 4

WRITE (*, *)

WRITE(*,*) 'Introduce el Nivel de Aspiracidn U’
WRITE (*, *) 'debe ser >= ',0BJE

READ(*,*) U

USER(1)=0U

CALL ED4UEF{'Print Level = Q')

C CALL EQ4UEF('Print Level = 10')
C CALL EO4UEF('Verify Level = 3')
TUSER{1}=
IFAIL=-1

CALL EO4UCF (N,NCLIN,O0,DIMZ2,1,DIM1,C,BL,BU,E040UDM, OBJFUN, ITER,

* ISTATE, NL, CJAC, CLAMDA, OBJ, OBJGRD, R, X, IWORK, I,TWORK,
* WORK, LWORK, IUSER, USER, IFAIL)
WRITE (*, *)
WRITE (*, *) "SOLUCION MINIMO RIESGO’
WRITE(*,*)'Nivel U: ',U
WRITE (*, *)
WRITE{*, *} (X(I),I=1,N)
WRITE (*, *)
WRITE (*,*]) 'Funcién Objetivo: ',0BJ
WRITE (*, *)
WRITE(*,*)'IFAIL = ', TFATIL

WRITE (&, *)
WRITE (6, *) 'SOLUCION MINIMO RIESGO'

WRITE(6,*) "Nivel U: ', U

WRITE {6, *)

WRITE (6, *) (X(I),I=1,N)

WRITE (6, *)

WRITE (&, *) '"Funcidén Objetivo: ',0BJ
WRITE (6, *)

WRITE (6, *)})"IFAIL = ',IFAIL

O e e B o o B e R I § & o T AU AU AR AV I IOV
C KATAOKA
Crtttttttstttttdrttttttttttttrtttitttttttrttttrrtttt bttt rittt

WRITE (*, *)
WRITE(* *)'Introduce la probabilidad BETA'
READ(*, *) BETA

IBE=GO1CEF (BETA, IFAIL)
USER{1)=IBE

CALL EQ4UEF({'Print Level = 0')
C CALL EQ4UEF('Print Level = 10")
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Cc CALL EQ4UEF('Verify Level = 3')

IUSER(1)=2
IFAIL=-1

CALL EQ4UCF(N,NCLIN,O,DIMZ,1,DIM1,C,BL, BU,EQ4UDM, OBJFUN, ITER,

* ISTATE,NL,CJAC,CLAMDA,OBJ,OBJGRD,R,X,IWORK,LIWORK,
* WORK, LWORK, IUSER, USER, TFAIL}
WRITE(* *)
WRITE {*, *) 'SOLUCION KATACKA'
WRITE(*, *) 'Probabilidad BETA: ',BETA
WRITE(*,*)
WRITE (*,*) (X(T},I=1,N)
WRITE (*, *)
WRITE (*,*)'Funcién Objetivo: ',CBJ
WRITE (*, *)
WRITE(*, *}'IFAIL = ', IFATL
WRITE (6, *)

WRITE {6, *) 'SOLUCISN KATAOKA'

WRITE (6, *) 'Probabilidad BETA: ',BETA
WRITE *)

WRITE

(6

(6 X(I),I=1,N)
WRITE (&,

(e

(6

(6

*) o
*)
*)'Funcidn Objetivo: ',0BJ
*)

*} 'IFAIL = ',IFAIL

WRITE
WRITE
WRITE

RETURN
END

C****************-k**-)r*********************************************

C SUBRRUTINA OBJFUN
C FUNCION OBJETIVG PARA MINIMO RIESGO Y KATAOKA

C***********************‘k*****************************************

SUBROUTINE OBJFUN{MODE, N, X, OBJF, OBJGRD, NSTATE, IUSER, USER)

CH+t++t+++++++++++++++++H++++++ 4T+ bbb bbb A
C DECLARACION DE VARIABLES
O i S e o e T o o o o o o e o o S T o b S ol o b b

INTEGER MODE, N, NSTATE, IUSER(1},DIM1,DIM2,I,J

PARAMETER {DIM1=10, DIM2=20}

DOUBLE PRECISION X (N),0BJF,OBJGRD(N},USER(1},U,MED{DIM1},
* V(DIM1,DIM1}, PROD(DIM1), PRODZ, LO, IBE, CX
COMMON/DATOS/MED, V

CH+++++++++++++++++++++++++++++++++++++++F 4+
C FUNCION OBJETIVO
CHt+++++++++++++++++++++++++H+H+4+ -4+

U=0
IBE=0
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16

30
20

40

IF{IUSER(1l).EQ.1) THEN
U=US5ER{1)

ELSE
IBE=USER({1}

ENDIF

ORJF=U
DO 10 I=1,N
OBJF=0BJF-MED (I) *¥{I)
CONTINUE
LO=0OBJF
CX=U-OBJF
DO 20 I=1,N
PROD (I}=0
DO 30 J=1,N
PROD (I)=PROD({I)+V(I,J)*X{J)
CONTINUE
CONTINUE
PROD2=0
DO 40 I=1,N
PROD2=PROD2+PROD (T) *X (1)
CONTTNUE
IF(IUSER({1).EQ.1) THEN
OBJF=-CBJF/SQRT (PROD2)
ELSE
OBJF=IBE*SQRT (PROD2) +CX
ENDIF

o I T T

C

GRADIENTE

O T aah T R R SR o

60

50

80

70

IF(((MODE.EQ.1).0OR. (MODE.EQ.2)).AND. (IUSER(1}.EQ.1)} THEN
DO 50 I=1,N
OBJGRD{I1)=0
DO 60 J=1,N
OBJIGRD (I} =0BJGRD(I)+V{I, J)y*X(J)
CONTINUE
OBJGRD (I} =OBJGRD (I} *LO/ (PROD2**(3./2.)}
OBJGRD (I)=(MED({I)/SQRT (PROD2) ) +OBJGRD (I)
CONTINUE
ENDIF

IF{((MODE.EQ.1).0R. (MODE.EQ.2}).AND. (IUSER(1) .EQ.2)} THEN
DO 70 I=1,N
OBJGRD (1) =0
DO B0 J=1,N
OBJGRD {I)=0BJGRD (I} +V (T, J) *X{J)

CONTINUE
OBJGRD{T})={OBJGRD (I)*TBE/SQRT (PRODZ))+MED(T)
CONTINUE
ENDIF
RETURN
END

C-A—-k***-k**'k-k****-k******************i’*******'):-k**********************
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C SUBRRUTINA ALELIN
e CASO ALEATORIEDAD SIMPLE. PROBLEMA LINEAL

C****************-k******if*-k-k***-k***********************'}c**********

SUBROUTINE ALELIN{N,NCLIN,C, BL,BU, X}

L e o S o o A L o o o B A R S

C DECLARACION DE VARIABLES
CH++++++++++++++++++++++++HH -+t bR AR AR+

INTEGER DIM1, DIMZ2, LWORK, LIWORK

PARAMETER (DIM1=10, DIM2=20, LWORK=2* (DIM2+1} **2+20*DIM1+11*DIM2,

* LIWORK=3*DIMI1+DIMZ)

INTEGER N,NCLIN,I,J,ISTATE{DIM1+DIM2),KX(DIM1),ITER, IWORK (LIWORK)
*  TFAIL, TUSER (1)

DOUBLE PRECISION C(DIMZ,DIM1},BL{DIMI+DIMZ},BU(DIMI+DIMZ),X (DIML)

* ,MED(2,DIM1),CVEC(DIM1),A(DIM1,DIM1),B(DIM1),OBJ
* , CLAMDA (DIM1+DIMZ2) , WORK{LWORK]) , T, SIGMA, TOL,

* U,NL(1},CJAC(1,1},0BJGRD(DIM1},R(DIM1,DIM1},

* USER(1),BETA, IBE, LAMDA, INVLAMDA

EXTERNAL EC4NEF, E04NCF, EQ4UDM, OBJFUN1, EQO4UEF, E04UCF, GO1FFF
COMMON/DATCS /MED

CHHtsttt++tttrttrtttttrtttttttttettrtttttttttt bttt bbb bbb+
c VALOR ESPERADQ
CHttttttttttttttttrttrtttttttrttttttttttttttdttttttttrtrtrt+++++4+

WRITE (&, *}

WRITE (6, *} ' =========w====== ===mm=== mEmma= =====—=—m====='
WRITE (6, *} ' ALEATORIEDAD SIMPLE'
WRITE (6, *) '===s===r=s===sss======== e e
WRITE (6, *}
WRITE(*, *)
WRITE (*, *) 'Introduce el wvector Cl°'
WRITE(*, *) ' (separade por espacios)'
WRITE (*, *)
READ(*,*} (MED{1l,I),I=1,N}
WRITE(*, *}
WRITE(*, *) 'Introduce el vector C2°'
WRITE(*, *} ' (separado por espacios)'
WRITE {*, *)
READ(*,*) (MED{2,1),I=1,N)}
WRITE (*, *)
WRITE(*,*)'Introduce la esperanza de T'
WRITE {(*, *)
READ (*,*) T
WRITE (*,*)
WRITE(*, *) 'Introduce la varianza de T'
WRITE (*,*)
READ{*,*) STIGMA

DO 10 I=1,N
CVEC(I)=MED(1,I}+T*MED{2,I)
10 CONTINUE
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IFATL=-1

CALL EOQANEF ('Problem Type = LB')
CALL E04NEF({‘Print Level = 07)

CALL EO4NCF(N,N,NCLIN,DIM2,DIM1,C,BL, BU,CVEC, ISTATE, KX, X, A, B,
* ITER, OBJ, CLAMDA, IWORK, DIM1, WORK, LWCRK, IFAIL)

WRITE {*, *)

WRITE (*, *) 'SOLUCION VALOR ESPERADO'
WRITE (*, *)

WRITE{*,*) (X(T),I=1,N)

WRITE {*, *)

WRITE (*, *) 'Funcidn Objetivo: ',0BJ
WRITE (*, *)

WRITE{*,*)'IFAIL = ',I{AIL

WRITE (6, *) 'SOLUCION VALOR ESPERADO'
WRITE(G * )

WRITE{6,*) (X(I},I=1,N)

WRITE (6, *}

WRITE (6, *) '"Funcidn Obijetivo: ',0BJ
WRITE(G *)

WRITE (6 ) "IFAIL = ',IFAIL

CH+++++++++++F+++++t++++ttt++++++tH+++ b+ttt
C MINIMA VARIANZA
CH+tt+++++++++++++++++++4+ 4+ H 4+t A

DO 30 T=1,N
DO 40 J=1,N
A(I,J)=2.*SIGMA*MED (2, T)*MED(2, J)

40 CONTINUE
30 CONTINUE
IFAIL=-1

CALL EQ4NEF{'Procblem Type = QPl')
CALL EQ4NEF{'Print Level = 0')

CALL EO4NCEF(N,N,NCLIN,DIMZ, DIM1,C,BL,BU,CVEC, ISTATE, KX, X, A, B,

* ITER, OBJ, CLAMDA, IWORK, DIM1, WORK, LWORK, IFATL)
WRITE (*,*)
WRITE (*, *) 'SOLUCION MINIMA VARIANZA'
WRITE (*, *}
WRITE (*,*) (X{I),I=1,N)
WRITE(*,*)
WRITE(*, *} 'Funcidn Objetivo: ',0BJ
WRITE {(*, *}
WRITE (*,*) 'IFAIL = ', IFAIL
WRITE (6, *)
WRITE (&, *) 'SCLUCION MINIMA VARIANZA'
WRITE (6, *)

WRITE{&6,*) (X{I},I=1,N)
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WRITE (6, *)

WRITE (6, *) 'Funcién Objetivo: ', OBJ
WRITE {6, *)

WRITE (6, *) 'IFAIL = ', IFAIL

o B B G o o T e o s o

C

MINIMO RIESGO

CddttrttrttrtttttttrrttrstbtttrttttettttttttttsH+rtbtttttrtt+++++

WRITE (*, *)
WRITE{*,*)'Intrcduce el Nivel de Aspiracidén U’
READ(*,*) U

USER(1)=0U
CALL EOQ4UEF('Print Level

CALL EO4UEF('Print Level = 10
CALL EQAUEF({'Verify Level = 37}

Il
= o
- —

IFATL=-1

CALL EOQ40UCF{N,NCLIN,0,DIM2,1,DIM1,C,BL, BU,EQ04UDM, OBJFUN], ITER,

*

*

ISTATE, NL, CJAC, CLAMDA, OBJ, OBJGRD, R, X, TWORK, LTWORK,
WORK, LWCRK, IUSER, USER, IFAIL)

WRITE (*, *)

WRITE(*,*) 'SOLUCION MINIMO RIESGO'
WRITE(*,*)'Nivel U: ',U

WRITE (*,™*)

WRITE (*,*) (X(I),I=1,N}

WRITE {*, *)

WRITE (*, *) 'Funcidén Objetive: ', -0BJ
WRITE (*, *)

WRITE(*,*)'IFAIL = ',IFAIL
WRITE (&, *)

WRITE (6, *) 'SOLUCION MINIMO RIESGC'
WRITE(6,*) 'Nivel U: ',U

WRITE (6, *)

WRITE {6, *) (X{I}), T=1,N)

WRITE (&, *)

WRITE {6, *) 'Funcién Cbjetivo: ',-OBJ
WRITE (6, *)

WRITE(6,*) 'IFAIL = ',IFAIL

O

C

KATAOKA

O O B A R

WRITE (*,*)

WRITE (*,*) 'Introcduce LAMDA exponencial'
READ(*,*) LAMDA

WRITE (*, *}

WRITE(*,*) 'Introduce la probabilidad BETA'
READ(*,*) BETA
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INVLAMDA=1. /LAMDA
IBE=GO1FFF (BETA, 1., INVLAMDA, TOL, TFAIL)

po 70 I=1,N
CVYEC{I)=MED(1, I)+IBE*MED(Z2, I)
70 CONTINUE

IFAIL=-1

CALL EO4NEF('Problem Type = LP')
CALL EOANEF ('Print Level = 0')

CALI. EO04NCF (N, N, NCLIN, DIM2,DIM1,C, BL,BU, CVEC, ISTATE, KX, X,A, B,
* ITER, OBJ, CLAMDA, IWORK, DIM1, WORK, LWORK, IFATL)

WRITE (*, *)

WRITE (*, *) 'SOLUCION KATAOKA®

WRITE (*,*) 'Prchabilidad BETA: ',BETA
WRITE (*, *}

WRITE (*, *) (X(I),I=1,N}

WRITE (*, *}

WRITE(*, *) "Funcién Objetivo: ',0BJ
WRITE {*, *)

WRITE (*,*)"IFAIL = ', IFAIL

WRITE (6, *)

WRITE (6, *) *SOLUCION KATADKA®

WRITE (6, *) "Probabilidad BETA: ',BETA
WRITE (6, *)

WRITE (6, *) (X{(I),I=1,N)

WRITE (6, *}

WRITE{6, *) "Funcidén Cbjetiveo: ',0BJ
WRITE (6, *)

WRITE (6, *) 'IFAIL = ',IFAIL

RETURN
END

C**-k**************************************************************

c SUBRRUTIMA CBJFUM1
C FUNCION OBJETIVQO PARA MINIMO RIESGO Y KATACQKA

C*****i-*'k'k*-k*-k*-k-}:*************************************************

SUBROUTINE OBJFUNI (MODE,N, X, 0BJF,OBJGRD, NSTATE, TUSER, USER)

CH++++++++++++++++++++++ 444+t 4+t A b R
C DECLARACION DE VARIABLES
CH++++++++++++++++++++++++++++ b R

INTEGER MODE, N, NSTATE, TUSER(1},DIM1,DIM2,I,J

PARAMETER (DTM1=10, DIM2=20)

DOUBLE PRECISION X{N),OBJF,OBJGRD(N},USER({1),U,MED(2, DIML)},
* PROD (DIM1), PROD2, LO, CX

COMMON /DATOS /MED
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Ctttttrttttt+rHi4++tbbbtttrttttdtettdttrrrtirtttbbrrsbbrbrttrett

C FUNCION OBJETIVO
CH+tt++++++++++++++++++++++++HH++ 4+ bR bR

U=USER{1)

OBJF=0
Do 10 I=1,N
OBJF=0BJF+MED (1, I)*X (I}
10 CONTINUE
OBJF=0BJF-U
CX=0BJF
LO=0
DO 20 I=1,N
LO=LO+MED (2, 1) *X(I)
20 CONTINUE
OBJF=CBJF/LC

Chtddttttttttttrttttttetttrttttrtttttittsttttstttrtrttettrtttit+t
C GRADIENTE
CHtttttttttttttttttttttttttttrttbttttittettttsttttti+ttt+++4+++

IF( (MODE.EQ.1) .OR. (MODE.EQ.2)) THEN
DO 50 I=1,N
OBJGRD (I)={MED(1,I)/LO)~-(CX*MED(2,1I)/(LO**2})
50 CONTINUE
ENDIF

RETURN
END

c***************-k***************‘k*********************************

C SUBRRUTINA CANLIN
C PROBLEMA LINEAL APROXIMACION POR CANTELLI

C***********************************‘k*****************************

SUBROUTINE CANLIN({N,NCLIN,C, BL,BU, X}

CHbttdrttrttttrtttttttdttttttdttttitrettrttttdttttttitttttbtttt b+t
C DECLBRACION DE VARIABLES
CHttttttdtttttrttttttttttrrttrtbttttttttttttttttrbtttt bttt 4+

INTEGER BIMI1, DIM2, LWORK, LIWORK
PARAMETER (DIM1=10, DIMZ=20, LWORK=2* (DIM2+1)} **2+20*DIM1+11*DIM2+1,

* LIWORK=3*DIM1+DIM2+1)

INTEGER N,NCLIN,I,J,ISTATE(DIM1+DIM2+1},KX(DIM1), ITER,

* ITWORK (LTWORK) , IFAIL, TUSER (1)

DOCUBLE PRECISION C{DIMZ,DIMl)},BL(DIM1+DIM2),BU{(DIM1+DIMZ2},X (DIM1)
* (MED(DIM1),CVEC(DIM1),A{(DIM],DIML),B(DIML),OBJ,
* OBJE, CLAMDA (DIM1+DIMZ+1) , WORK (LWORK) ,

* U,NL({l),CJAC{1,1),0BJGRD(DIM1},R{DIM],DIMI),

* USER(1},BET&A,V(DIM1,DIM1),CC{DIM2+1,DIML),

*

BBL (DIM1+DIMZ+1)}, BBU(DIMI+DIM2+1}
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EXTERNAL EOQ4NEF, EQO4NCF, EQ4UDM, OBJFUNZ2, EC4UEF, EO4UCF
COMMON/DATOS/MED, V

CHttttttttttttttttttttttttrttttrtttrtttttetttttttt bttt ttttte++4
cC VALOR ESPFERADO

CHtt+tttttttttttrttttrttttttttrttetrrttdttttrttttttrrttee4+4+44+44

WRITE (&, *)

WRITE (&, *)' CANTELLI'
WRITE ( & r * ) s smsms s s s e e mr === === =====!
WRITE {6, *)

WRITE (*, *}

WRITE (*, *} 'Introduce ¢l vect r valor esperado’
WRITE (*, *) ' (separado por espacios)’'

WRITE (*, *)

READ(*,*) (MED(I),I=1,N)

CVEC
10 CONTINUE

po 10 1I=1,N
(I)=MED(I)
IFRIL=-1

CALL EO4NEF({'Problem Type = LP')
CALL EOQ4NEF('Print Level = 0"}

CALL EO4NCF({N,N,NCLIN, DIMZ,DIM1,C, BL, BU, CVEC, ISTATE, KX, X, A, B,

* ITER, OBJ, CLAMDA, TWORK, DIM1, WORK, LWORK, TFAIL)
WRITE (*, *)
WRITE (*,*) 'SCLUCION VALOR ESPERADO'
WRITE (*,*)
WRITE (*,*) (X(I),I=1,N)
WRITE (%, *)
WRITE({*,*)'Funcién Objetivo: ',0BJ
OBJE=0BJ
WRITE (*, *)
WRITE(*,*) "IFAIL = ', IFAIL
WRITE {6, *)
WRITE {6, *) 'SOLUCION VALOR ESPERADO’
WRITE {6, *)
WRITE(6,*) (X(I),I=1,N)
WRITE (6, *)
WRITE (6, *) 'Funcién Objetivo: ',0BJ
WRITE (6, *)
WRITE (6, *) 'IFAIL = ', IFAIL

CHtttttttttbttttrtrtttttbttttttdttttrtbtbbbbttetttbtttttttet bttt
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C MiNIMA VARIANZA
o T R R B s A S o 2 0 TR L U o o b2 O e e kel e e o o e e

WRITE (*,*)
WRITE (*, *) 'Introduce la matriz de varianzas por filas'
Do 20 I=1,N

READ(*,*) (V(I,J},J=1,N)

20 CONTINUE

po 30 I=1,N

Do 40 J=1,N

A(I,J)=2*V(I,J)

40 CONTINUE
30 CONTINUE
IFAIL=-1

CRALL EC4NEF{'Problem Type = QFl')

CALL EC4NCF({N,N,NCLIN,DIMZ,DIM1,C,BL,BU,CVEC, ISTATE, KX, X, A, B,

* ITER, OBJ, CLAMDA, IWORK, DIM1, WORK, LWORK, IFAIL}
WRITE (*,*)
WRITE (*,*} "SOLUCION MINIMA VARIANZA'
WRITE(*,*)
WRITE(*,*) (X(I},I=1,N)
WRITE {*, *)

WRITE(*, *) 'Funcidn Objetivo: ',0BJ
WRITE({*, *)

WRITE (*,*) 'IFAIL = ', IFAIL

WRITE (6, *)

WRITE {6, *) 'SOLUCTION MINIMA VARIANZA'
WRITE (6, *)

WRITE(6,*) (X{I),I=1,N)

WRITE (6, *)

WRITE {6, *) 'Funcidn Objetivo: ',0BJ
WRITE (6, *)

WRITE{6,*) "TFAIL = ',IFATL

O B 1 2 e o e o o T S 0 o o 2 o S S A S S B S o S S o o o 2 o i o o o o T
C MINIMO RIESGO
O o o ot o b S b o ot o o o T o S o A

WRITE{*,*)
WRITE(*, *)'Introduce el Nivel de Aspiracidén U'
READ(>*,*) U

USER(1}=U
Do 50 1=1,N
BBL{I)=BL{I)
BBU(I)=BU (1)
50 CONTINUE

DC 60 I=1,NCLIN
Do 70 J=1,N
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70

50

B8O

CC(I,J)=C(I,J)
CONTINUE
BBL (N+I)=BL(N+I)
BBU (N+1)=BU(N+I)
CONTINUE
DO 80 I=1,N
CC(NCLIN+1,I}=MED(I)
CONTINUE
BBL (N+NCLIN+1)=-1E10
BRU (N+NCLIN+1}=U

CALL EO4UEF('Print Level = 0'}
CALL EQAUEF('Print Level = 10'")
CALL EQ4UEF('Verify Level = 3')

IUSER(L}=1
TFAIL=-1

CALL EC4UCF(N,NCLIN+1,0,DIM2+1,1,DIM1,CC,BEL, BBU,EQ4UDM, OBJFUNZ,

*

*

ITER, ISTATE, NL, CJAC, CLAMDA, OBJ, OBJGRD, R, X, TWORK,
LIWORK, WORK, LWORK, IUSER, USER, IFAIL)

WRITE (*, *)
RITE(* *} ' SOLUCTON MINIMO RIESGS?
WRITE(*, *} "Nivel U: ', U
WRITE (*, *)
WRITE (*,*} (X(I),I=1,N)
WRITE (*, ¥}
WRITE(*,*} 'Funcidn Cbijetivo: ',0BJ
WRITE (*,*)
WRITE(* *Y'IFAIL = ',IFAIL

WRITE (6, *)
WRITE (6, *) 'SOLUCION MINIMO RIESGQ!
(&

WRITE *Y'Nivel U: ', U

WRITE(6 *)

WRITE(6,*) (X(I),I=1,N)

WRITE (6, *)

WRITE (6, *)‘Func1on Objetiveo: ',0BJ
WRITE {6

WRITE (6 ) IFAIL = ', IFATL

O A D A S B A T T & b TR B S Sraraearary

C

KATAOKA

O R B O S o o o A B S R R A 0 N NN R S RN N N A SN AN S T S S TR

WRITE(*,*)
WRITE(*,*)'Introduce la probabilidad BETA'
READ(*, *) BETA

USER (1)=BETA
CALL EQ4UEF({'Print Level = 0

)
CALL EC4UEF{'Print Level = 107)
CALL EC4UEF('Verify Level = 37}
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IUSER (1) =2
IFAIL=-1

CALL E04UCF(N,NCLIN,O,DIMZ2,1,DIM1,C,BL,BU,ECAUDM, OBJFUNZ, ITER,

* ISTATE, NL, CJAC, CLAMDA, OBJ, OBJGRD, R, X, IWORK, LIWORK,
* WORX, LWORK, TUSER, USER, IFALL)
WRITE{*, *)

WRITE {*, *) 'SOLUCLION KATACKA'
WRITE (*, *) 'Probakbilidad BETA: ',BETA

WRITE (*, *}

WRITE (*, *) (X(I},I=1,N)

WRITE (*, *}

WRITE (*, *} 'Funcién Objetive: ',0BJ
WRITE (*, *)

WRITE{(*,*) 'IFAIL = ',TFAIL
WRITE (6, *)

WRITE(6,*) 'SCLUCION KATAOKA'

WRITE {6, *) 'Probabilidad BETA: ',BETA
WRITE (&, *)

WRITE (6, *) {X{(I),I=1,N)

WRITE (6, *)

WRITE (6, *) 'Funcién Cbjetivo: ',0BJ
WRITE (&, *)

WRITE (6, *) "IFAIL = ',IFAIL

RETURN

END

C*************'k-k****‘k****************************************‘k***-A-

Cc SUBRRUTINA OBJFUNZ
C FUNCION OBJETIVO PARA MINIMO RIESGO Y KATAOKA

C******************-ﬁr**********-k-k**********************************

SUBROUTINE ORBRJFUNZ (MODE,N, X, OBJF, OBJGRD, NSTATE, TUSER, USER)

O i o e T e it o e 1 s o S e o o o o o o o e o O o 1 o e o S S e B
C DECLARACION DE VARIARLES
CHt+++tt+++++++++t+r+++t+++++ -+ +4 4+t bbb AR

INTEGER MODE, N, NSTATE, TUSER({1},DIM1,DIMZ2,T,J

PARAMETER (DIM1=10, DTM2=20)

DOUBLE PRECISION X (N}, OBJF,OBJGRD (N),USER(1), U, MED(DIM1}),
* V (DIM1,DIM1), PROD (DIM1), PROD2, LO, BETA, CX
COMMON/DATOS /MED, V

C+++++++++++++++++++++++ 44+ ++++++H+H AR AR
C FUNCION OBJETIVO
CHt+ttttt++++++++H++H+++ 4+ -+t
U=0
BETA=0
IF(IUSER(1) .EQ.1) THEN
U=USER (1)
ELSE
BETA=USER (1)
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ENDIF

OBJE=0
LO=U
DO 10 I=1,N
LC=LO-MED (I)*X (1}
10 CONTINUE
C¥=U-L0O
Do 20 I=1,N
PROD{I)=0
DG 30 J=1,N
PROD{I)=PROD(I)+V(I,J} *X({J}

30 CONTINUE
20 CONTINUE
PROD2=0

DO 40 I=1,N
PRODZ2=FPROD2+PROD(I) *X (1)
40 CONTINUE
IF({IUSER(1l).EQ.1l} THEN
OBJE=- (LG**2. )/ {PROD2+ (LO**2.}}
ELSE
OBRJF=SQRT {BETA/ (1.-BETA) ) *3QRT (PROD2) +CX
ENDIF

CHrttttttrrttttttttrtbttttttttttrttttttttttttttttttttttrttttttt++
C GRADIENTE
Crtttrtttrttdtbbrprbttidtdrtbbbdtdriitbsrrtribtrttbtrtibrrtitttthtt

IF{({MODE.EQ.1) .OR. (MODE.EQ.2})).AND. (IUSER{1l).EQ.1)}) THEN
DO 50 I=1,N
OBJGRD (I)=0
DO 60 J=1,N
OBJGRD (I)=CBJGRD(I}+2.*V(I,J}*X(J)
&0 CONTINUE
OBJGRD (1) ={0OBJGRD (1)~
2.*LO*MED (1)) / { (PROD2+{(LO**2.))**2.)
OBJGRD (I)=0BJGRD (I} * (LO**2.)

OBJGRD(I)=((2.*MED{I)*L0O)/ (PROD2+ (LO**2.,}) ) +0OBJGRD{I)
50 CONTINUE
ENDIF
IF{({MODE.EQ.1).0R. (MODE.EQ.2}) .AND, [IUSER(1}.EQ.2)} THEN
po 70 I-1i,N
OBJGRD (I} =0
DO 80 J=1,N
OBJGRD (I)=0BJGRD (I)+V (I, J)*X{J)
80 CONTINUE
OBJGRD (T} = (ORJGRD{I)*SCRT (BETA/ (1. -
BETA) ) /SQRT (PROD2) )
* +MED (I}
70 CONTINUE
ENDIF

RETURN
END
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PROGRAMACION ESTOCASTICA MONOBJETIVO

Caso Cuadratico

CHtdttrtttstttttrrrtr+4ttbrdtt bbbttt rtbbttrt bbbttt bttt 444

c PROGRAMACION ESTOCASTICA MONOOBJETIVO

C CASO CUADRATICO

C

C Linkar con: NORMUL,ALECU,NAGLIB/LIB

C

C+++++++++++++++++++++++++++++++HH+H+H+H+H AR+
C DECLARACION DE VARIABLES

CHttttt bttt trtttrttdttttttdbttttttrtrtrettrttdtrttttddteb bttt
FPROGRAM CUARDRATICO

INTEGER DIM1,DIMZ

PARAMETER (DIM1=10, DIM2=20)

INTEGER N,NCLIN,I,J,0PC

DOUBLE PRECISION C(DIMZ,DIM1),BL(DIM1+DIMZ2+1),BU(DIM1I+DIM2+1),
* X{DIM1),T1,T2, TIEMPO, BB{DIML, DIML},H(DIML),
* ES{DIM1),V (DIM1)

CHARACTER*2( FICHERO, COMENT

CHARACTER*30 SALIDA

EXTERNAL NCORMUL,ALECU,X05BAF

CHttttrtttttttttttttttttrttttttttttttrttttttrtttttrtttttttrtrrtdit
C TIEMPO DE CPU
CHttttttttdtttttttrdtrtrtttttttrtttttddttttttttttttbotrtrtttttttrt

T1=X05BAF ()

Cttttt+rttttttrtrttttttttttritttrttttttttttttttt bttt bbb+t +++4+4+
C LECTURA DE DATOS
CHtttttttttttttrttttrtttttttttttttttrtttrttrttttrrttt+ttt+t+++4++

WRITE(*, *} 'Introduce el nombre del fichero de datos'
READ(*, *) FICHERO
QOPEN (3, FILE=FICHERO, STATUS="0OLD")
READ{3,*) COMENT
READ{3,*) N
READ (3, * COMENT
READ (3, *} NCLIN
READ (3, *) COMENT
DO 10 I=1,NCLIN
READ{3,*) (C(I,J),J=1,N)
10 CONTINUE
READ (3, *) COMENT
DG 20 1I=1,N
READ(3,*) BLI(I),BU(I)
20 CONTINUE
READ (3, *} COMENT
DO 30 I=1,NCLIN
READ(3,*) BL(N+I),BU(N+I)
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30 CONTINUE
READ (3, *) COMENT
DO 40 I=1,N
READ (3, *) (BB(I,J),J=1,N)
40 CONTINUE

READ (3, *) COMENT
READ (3, *) (H(I),I=1,N)
READ(B *) COMENT

READ{3, *) (ES(I),I=1,N}
READ ({3, *) COMENT

READ (3, *) (V{I}, I=1,N)
READ (3, *) COMENT
READ(3, *) (X(I),I=1,N)
CLOSE (3)

SALIDA='CUAD-'//FICHEROQ
OPEN (6, FILE=SALIDA, STATUS="NEW"')

O ki I A o i S i S S A R B o o o o S A 0 0 R A S
C MENU
CH++++++++++++++++++++++ 44+ttt R R4

35 CONTINUE
WRITE( *)
WRITE({*,*) 'Elije Opcidn:’
WRITE{* *)
WRITE(*,*)'l.- Caso Normal®
WRITE (*,*)'2.- Aleatoriedad Simple’

WRITE(*,*)'3.- Terminar'
45 READ(*,*) OPC

IF{(OPC.LT.1) . (OPC.GT.3)) GOTC 45

IF(OPC.EQ. 1) THEN
CALL NORMUL (N, NCLIN,C,BL,BU,BBE,H,ES,V, X}
GOTO 35

ENDIF

IF(OPC.EQ.2) THEN
CALL ALECU(N,NCLIN,C, BL,BU,BB,H, X}
GOTC 35

ENDIF

T2=X05BAF ()
TIEMPC=T2-T1

WRITE (6, *)

WRITE (6, *) ' ========—zs=s——s=====cm===s=———===o=——==ono o=
WRITE (6,*)' TIEMPO C.P.U.:',TIEMPO,"' segundos'

WRITE (6, *) 's===s============r—=ss=m=————m==s———==soccooas |
WRITE (*,*)

WRITE (*,*) ' =======——=m=—ecooooono ==m—we====soemm—o—cx!
WRITE (*,*)' TIEMPFC C.P.U.:',TIEMPO,' segundos'

WRI TE ( * : * ) L Ty FU
WRITE (6, *)"** FINAL DE PROGRAMA **!'

WRITE{*,*)'** FINAL DE PROGRAMA **!'

WRITE({*, *)

WRITE(*, *) 'Los resultados se han impreso en el fichero:"
WRITE (*,*) SALIDA
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CLOSE (6)

END

C-k-k**********-k'k********************-A-***-)r*-k************************

C SUBRRUTINA NORMUL
c CASOC NORMAL. PROBLEMA CUADRATICO

C****-}:************************************************************

SUBROQUTINE NORMUL (N, NCLIN,C,BL,BU,BB1,H1,ES], V1, X}

CHtt++++++++++tit+ttt bttt b+ttt H+++d bttt bttt + 4
C DECLARACION DE VARIABLES
O I e e o o s I I L Bt th st e o

INTEGER DIM1, DIM2, LWORK, LIWORK
PARAMETER {DIM1=10, DIM2=20, LWORK=2* (DIM1**2) +DIM1*DIM2+22*DIML+

* 11*DIMZ2+21, LIWORK=3*DIM1+DIM2+2)
INTEGER N,NCLIN,I,J,ISTATE(DIMI+DIM2+1}),KX(DIM1},ITER,
* IWORK(LIWCRK), IFAIL, IUSER(1)

COUBLE PRECISION C({DIM2,DIMI1),BL(DIM1+DIMZ+1),BUO(DIM1+DIMZ2+1},
X(DIM1l),ES (DIM1),CVEC(DIML),A(DIM]1,DIM]},B(DIM1}
,OBJ, TIND1, TINDZ,CJAC(1,DIM1},ES]1 (DIMI1},

CLAMDA (DIM1+DIMZ2+1), WORK (LWORK) , V (DIM1),
U,NL{1),0OBJGRD{DIM1),R(DIMl,DIM]},V1(DIMI1),
USER(4),BETA,H(DIM1),BB(DIM1,DIM1),HL (DIML1),

BB1 {DIM1, DIMI1)

* % * X O F

EXTERNAL EQ4NEF, EO4NCF,OBJFUN, CONFUN, EC4UEF, EQ4UCFE, E04UDM

COMMON/DATOS1/ES, BB
COMMON/DATOS2/V, H

Do 1 I=1,N

ES(I)=ES1(I)

V(I)=V1({I}

H{T)=H1(T)

DO 2 J=1,N

BB (I,J)=BB1(I,J)

2 CONTINUE
1 CONTINUE

O i A 5 S o 1 o o 10 O S S U A B S S Ap A
cC VALCR ESPERADO
O Tt 2 I S S R

WRITE (6, *)
WRITE (6, *) '== =======mm————————————————— S =1
WRITE (6, *)' CAS0O NORMAL'
WRITE (6, *) '================—=—————-c- == O — '
WRITE (6, *)

DO 10 I=1,N
CVEC(I)=—-ES (I}
10 CONTINUE
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30
2¢

40

50

Do 20 I=1,N
DO 30 J=1,N
A(T,J)=2.*BB(I,J)
CONTINUE
CONTINUE

TIND1=0.

Do 40 1=1,N
TIND1=TINDL+H(I)*ES(I}*ES{(I)

CONTINUE

DO 50 I=1,N
TIND1=TIND1+H(I)*V(I)

CONTINUE

IFAIL=-1

CALL EO4NEF ('Problem Type = QP2')}
CALL EOQ4ANEF('Print Level = 0')

CALL EO4NCF(N,N,NCLIN,DIMZ2,DIM1,C,BL,BU,CVEC, ISTATE,KX,X,A,B,

*

ITER, OBJ, CLAMDA, IWORK, DIM], WORK, LWORK, IFAIL)

WRITE (*, *)

WRITE (*, *) 'SOLUCION VALOR ESPERADO’
WRITE (*, *)

WRITE (*,*) (X(I},I=1,N)

WRITE (*, *)

WRITE (*,*) 'Funcidén Cbjetivo: ',0BJ+TIND1
WRITE (*, *)

WRITE {*,*) "IFAIL = *,IFAIL

WRITE {6, *) 'SOLUCISON VALOR ESPERADC!
WRITE (6, ™)

WRITE (6, *) (X(I1),I=1,N)

WRITE(6,*)

WRITE (6, *) 'Funcidén Ckjetiveo: ',0BJ+TIND1
WRITE (6, *)
WRITE(6,*) "IFAIL = ',IFAIL

s e o o L S S S S S N NN RN S S A AR RO A IS

C

MINIMA VARIANZA

O T B o A N A N BN B A S SR A VAR SO e

60

80
70

DO 60 I=1,N
CVEC{I)=-4.*ES(I}*H(I)*V{I)
CONTINUE
DO 70 I=1,N
DO 80 J=1,N
IF(I.EQ.J) THEN
A{I,J)=2.*V(I)
ELSF
A(I,J)=0.
ENDIF
CONTINUE
CONTINUE
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TINDZ2=0.
DG 90 I=1,N
TINDZ=TINDZ+2.* (V(TI)**Z.}*(H(I}]**2.)
90 CONTINUE
DC 100 I=1,N
TINDZ2=TIND2+4.* (ES{I)**2.)* (H(I})**2Z.)*V(I)
100 CONTINUE

IFATL=-1
CALL EQ4NEF{'Problem Type = QP2')

CALL EO4NCF(N,N,NCLIN,DIMZ,DIM1,C,BL,BU,CVEC, ISTATE, KX, X, A, B,

* ITER, OBJ, CLAMDA, TWORK, DIM]1, WORK, LWCRK, IFAIL)
WRITE(*, *)
WRITE(*,*) *SCLUCION MINIMA VARIANZA'
WRITE (*,*}
WRITE(*,*) (X{I),I=1,W)
WRITE (*, *)
WRITE(*,*) 'Funcién Objetivo: ',OBJ+TINDZ
WRITE (*, *)
WRITE(*,*) "IFAIL = ', IFAIL
WRITE (6, *)
WRITE (6, *) 'SOLUCION MINIMA VARIANZA'
WRITE (6, *)
WRITE(6,*) (X({I),I=1,N)
WRITE ‘6, *)
WRITE (6, *) 'Funcién Objetivo: ',CBJ+TINDZ
WRITE (6, *)
WRITE(6,*)"IFAIL = ',IFAIL

O T T o o o o e o o T e o i e o T N S
C MINIMO RIESGO
ChHttt+++++tt++t+ttttt+ttt+tt++tt++H++H4 b+t 4ttt b

WRITE (*,*)
WRITE(*,*) 'Introduce el Nivel de Aspiracidén U
READ(*,*} U

USER{1)=U
USER(2})=TIND1
USER{3)=TIND2

BL {N+NCLIN+1}=-1E10
BU (N+NCLIN+1)=U-TIND1

CALL EQ4UEF{'Print Level = 0')

C CALL EQ4UEF('Print Level = 10')
C CALL EQ4UEF('Verify Level = 37}
TUSER(1)=1
IFAIL=-1
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CALL E04UCF(N,NCLIN,1,DIM2,1,DIMi,C,BL,BU, CONFUN, OBJFUN, TTER,
* ISTATE, NL, CJAC, CLAMDR, OBJ, OBIGRD, R, X, TWORK, LIWORK,
* WORK, LWORK, TUSER, USER, IFAIL)

IF(IFAIL.EQ.6) THEN
CALL EO4UEF('Warm Start')
DO 110 I=1,N
DO 120 J=1,N
IF(T.EQ.J) THEN

R{I,J) =1,
ELSE
R(I,J)=0.
ENDIF
120 CONTINUE
110 CONTINUE
IFATL=-1
CALL EO4UCF (N,NCLIN,1,DIM2,1,DIM1,C,BL, BU, CONFUN, OBJFUN, ITER,
* ISTATE, NL, CJAC, CLAMDA, OBJ, OBJGRD, R, X, INORK,
* LIWORK, WORK, LWORK, IUSER, USER, TFAIL)
CALL EC4UEF('Cold Start')
ENDIF
WRITE (*, *)
WRITE{*,*) 'SOLUCION MINIMC RIESGO'
WRITE(*,*} 'Nivel U: ',U
WRITE (*, *)
WRITE {*, *) {X(I), I=1,N)
WRITE (*, *}

WRITE (*, *) 'Funcién Objetive: ',-0BJ
WRITE (*, *)
WRITE(*,*)} 'IFAIL = ', IFATL

WRITE (6, *)
WRITE (6, *} 'SOLUCION MINIMO RIESGO'
WRITE (6, *) 'Nivel U: ',U

WRITE ({6, *)

WRITE (6, *} (X(I), I=1,N)

WRITE (6, *)

WRITE (6, *) 'Funcidén Objetivo: ',-0BJ
WRITE (&, *)

WRITE({6,*})'"IFAIL = *',IFATL

CHrttttttttttttttttttttrt bttt bbbttt bttt b+ b+ b+ 444
C KATAOKA
CHttttdtttttrttttttittttttittttt+ i+ttt ++++++++++++4 044

WRITE {*, *)

WRITE (*, *) '"Introcduce la probabilidad BETA'

READ{*, *) BETA

USER (4} =BETA

CALL EQ4UEF('Print Level = (')

C CALL EC4UEF({'Print Level = 10')
C CALL EQ4UEF('Verify Level = 3')
TUSER (1) =2
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IFAIL=-1

CALL EQ4UCF (N, NCLIN,0,DIMZ,1,DIML,C,BL,BU,E04UDM, OBJFUN, ITER,
* ISTATE, NL, CJAC, CLAMDA, OBJ, OBJGRD, R, X, IWCRK, LIWORK,
* WORK, LWORK, TUSER, USER, IFAIL)

WRITE (*, *)

WRITE (*,*) 'SOLUCION KATACKA'
WRITE(*,*)'Probabilidad BETA: ',BETA
WRITE (*, *)

WRITE{*,*) (X{(I),I=1,N)

WRITE(*,*)

WRITE (*, *) 'Funcidn Objetivo: ',0BJ
WRITE (*, *)

WRITE(*,*) 'TFAIL = ', IFAIL
WRITE(6,*)

WRITE(6,*) 'SOLUCION KATAOKA'

WRITE (6, *}'Probabilidad BETA: ',BETA
WRITE (6, *)

WRITE (6, *) {X{(I),I=1,N)

WRITE{6,*) _
WRITE (6, *) 'Funcidén Objetivo: ',0BJ
WRITE (6, *)

WRITE (6, *) 'IFAIL = ', IFAIL

RETURN

END

C*****-k-k******-k-k**************************************************

c SUBRRUTINA OBJFUN
C FUNCION OBJETIVO PARA MINIMO RIESGO Y KATAOKA

C*****************************************************************

SUBROUTINE GBJFUN (MODE, N, X, OBJF, OBJGRE, NSTATE, TUSER, USER}

L R e e o b o o o e e o o o I e e o o ot o S o o o S S S SRR
C DECLARACION DE VARIABLES
O T T b L e e i o S B ol i o

INTEGER MODE,N,NSTATE, IUSER(1),DIM1,I,J

PARAMETER (DIM1=10)

DOUBLE PRECISION X (N),CBJF,CBJGRD(N),USER{4},U,ES(DIM1},

* Vv (DIM1), PROD(DIM1), PRODZ2, 10O, BB{DIM1,DIML},
* H{DIM1),Y,TIND1l, TINDZ, BX, BETA

COMMON/DATOS1/ES, BB
COMMON/DATOS2/V, B

CH++t++t+ttttttttttttttttttttttttttttttttttttttrt b+t s 4+
C FUNCION OBSETIVO

CHt++ttttttttttttttttttttttttttbstbttttttttitrtttt bttt +++4++

U=USER (1)
TIND1=USER (2}
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20
10

30

40

50

60

TIND2=USER(3)
BETA=USER (4)

LO=U
DO 10 I=1,N
PROD(I)=0.
po 20 J=1,N
PROD(I}=PROD{I)+BB(I,J)*X{J]
CONTINUE
CONTINUE
PROD2=0.
DC 30 1I=1,N
PRODZ2=PROD2+PROD (I) *X{I}
CCONTINUE
LO=LO-PRODZ
DG 40 I=1,N
LO=LO+ES{I)*X{I)
CONTINUE
LO=LO-TIND1

Y=0.
DO 50 I=1,N
Y=Y+V{T)* (X(T}**2.)]
CONTINUE
CO 60 I=1,N
Y=Y-4.*ES (L) *H{I)*V{I)*X(I}
CONTINUE
Y=Y+TIND2

IF{IUSER(1).EQ.1) THEN

OBJF=~ (LO**2.) /(Y+(LO**2.})
ELSE

OBJF=SQRT (BETA/ (1.-BETA) ) *SORT (Y} +U-LO
ENDIF

ol R T R Rk Rk R S S

C

GRADIENTE

o I R e A A R S o e s

80

70

IF{{(MODE.EQ.1).0R. (MODE.EQ.2)) .AND. (IUSER(1}.EQ.1)) THEN
DO 70 I-1,N
BX-=0.
DC 80 J=1,N
BYX=BX+2.*BB(I,J)*X(J)
CONTINUE
OBJGRD (I)=2.*LO* (ES(I)-BX)
OBJGRD (T)=OBJGRD (T)+2.*V (1) *X (1)
OBJGRD (I)=OBJGRD (I)—-4.*ES(I}*H(I)*V(I)
OBJGRD (I)=(OBJGRD (I} * (LO**2.) )/ { (Y+(LO**2.})**2.)
OBJGRD (I} =OBJGRD (I)+{2.*LO* (BX~ES(I))/(Y+(LO**2.)))
CONTINUE
ENDIF

IF({(MCDE.EQ.1).0R. (MODE.EQ.2)).AND. (TUSER(1).EQ.2)) THEN

DO 90 I=1,N
OBJGRD (I} =V (I)*X(I)-2.*ES{I)*H(I)*V(I)
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OBJGRD (I)}=SQRT{BETA/ (1.~-BETA) ) *OBJGRD(T) /SQRT (Y)
Lo 100 J=1,N
OBJGRD (I}=0BJGRD(I}+2.*BB(I,J)*X(J}

100 CONTINUE
OBJGRD (1})=0BJGRD (I}-ES5{I}
30 CONTINUE
ENDIF
RETURN
END

C*******-k-k-k********-k**********************************************

C SUBRRUTINA CONFUN
C RESTRICCION NO LINEAL PARA MINIMO RIESGO

C**‘k**************************************************************

SUBROUTINE CONFUN {MODE, NCNLN, N, NROWJ, NEEDC, X, NL, CJAC, NSTATE,
> IUSER, USER)

o R T o B o o A O S S S S S ARV R R O R S U U A
C DECLARACION DE VARIABLES
CHtttttttttttttttitttttttttttttrtttttttttttttttrrttttttttstttbbtt

INTEGER MODE, NCNLN, N, NRWOJ, NEEDC (NCNLN) , NSTATE, IUSER(1),DIM1, I,J
PARAMETER {DIM1=10)

DOUBLE PRECISTON X (N),NL(NCNLN), CJAC (NROWJ,N), USER(3),ES (DIM1},
* BB (DIM1,DIM1),U, TINDL, PROD(DIM1) , PROD2

COMMON/DATOS1/ES, BB

O ek s 2 o o o o o T o o e S o o e e AR SRS
C RESTRICCION
O e o 1 S T S S 0 T A o O ke o o ol A B e T R R e e et o Y

U=USER{1)
TINDI=USER(2)

bo 10 I=1,N
PROD(I)=0.
bo 20 J=1,N
PROD{I)=PROD(I}+BB{I,J)*X(J)

20 CONTINUE
10 CONTINUE
PROD2=0.

DO 30 I=1,N
PROD2=PROD2+PROD (1) *X (T)
30 CONTINUE
NL {1) =PROD2
DO 40 I=1,N
NL(1)=NL{1)-ES(I)*X (I}
40 CONTINUE

CHtttttttttttttttttttttttttbtttttttttrtt bttt tt bt bbb bbbttt +++

cC GRADIENTE
Chttttttttttttttrtttttttttttttttrrtttrttrttt bttt bbb+ttt ++++
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DO 50 I=1,N
CJAC(1,I)=0.
DO 60 J=1,N
CJAC(1,I}=CJAC{1,I)+2.*BB(TI,J)*X{J)
60 CONTINUE
CJAC(1,I)=CJAC(1,TI)-ES(I)
50 CONTINUE

RETURN
END

C*-k**********'&****'Ir***********‘k***********************ﬂ***********

C SUBRRUTINA ALECU
C CAS0 ALEATORIEDAD SIMPLE. PROBLEMA CUADRATICO

C********-k********************************************************

SUBROUTINE ALECU(N,NCLIN,C,BL,BU,BB1,H1, X)

CHtttttttttttttrtttttttttttrttttrtttttttrtttttttrtttttttte++++++44

C DECLARACION DE VARIABLES
O A O b b e b B e e R Ntk AR T it o S R o o B S

INTEGER DIM1, DIMZ, LWORK, LIWORK
PARAMETER (DIM1=10, DIM2=20, LWORK=2* (DIM2+1) **24+22*DIM1+11*DIM2

* +DIM1*DIMZ2+21, LIWORK=3*DIM1+DIM2+2}
INTEGER N,NCLIN,T,J,ISTATE (DIM1+DIM2+1), KX (DIM1), ITER,
* IWORK(LIWCRK}, IFAIL, TUSER{2}

DOUBLE PRECISION C{DIM2,DIM1),BL(DIML+DIM2+1),BU(DIM1+DIM2+1),
X{DIM1),MED{2,DIM1),CVEC{DIM1},A(DIM1, DIML),
B(DIM1),OBJ, CLAMDA (DIM1+DIM2+1) , WORK { LWORK) , T,
SIGMA,U,NL{1),CJAC{1, DIM1), OBJGRD (DIM1},
R{DIM1,DIM1},USER(7},BETA, BE(DIMI1, DIM1), LU,
H{DIM1), TIND1, TIND2,LO,BB1 (DIM1, DIM1), H1 (DIM1)
EXTERNAL EQ4NEF, EO4NCF, E04UDM, OBJFUN1, CONFUNL, EO4UEF, EOAUCF
COMMON/DATOS1/MED, BB

COMMON/DATOS2 /H

L I L

DO 1 I=1,DIMI
H{T)=H1(T)
DO 2 J=1,DIM1
BB({I,J)=BB1(I,J)
2 CONTINUE
1 CONTINUE

O R St ot o R A AU S S 1 S A A A A A AT G RS
C VALOR ESPERADO

Chttatttstttttttttretttttttttrtttttttttttttttttbtttb bbbttt +++

WRITE (6, *)

WRITE (6, *) ' ==========c—==c=c===——=cm—no==o= e m e —emme e !
WRITE (6, *)" ALEATORIEDAD SIMPLE’

WRITE (6, *) '=== N —— S ——
WRITE (6, *)
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10

30
20

40

50

WRITE (*, *)

WRITE(*,*)'Introduce el vector C1'
WRITE (*, *)} ' (separado por espacios)’'
WRITE (*, *)

READ(*,*} (MED(1,T),I=1,N)}

WRITE(*, *)

WRITE(*, *) "Introduce el vector C2°'
WRITE (*, *) ' {(separadc por espacios)'
WRITE (*, *]

READ(*,*) (MED{2,I),I=1,N}

WRITE (*, *)

WRITE(*,*) 'Introduce la esperanza de T'
WRITE(*, *)

READ(*,*) T

WRITE (*, *}

WRITE (*, *) 'Introduce la varianza de T
WRITE(*, *)

READ(*, *) SIGMA

DO 10 I=1,N
CVEC(I)=- (MED (1, I)+T*MED (2, 1))
CONTINUE

DO 20 I=1,N
DG 30 Jg=1,N
A{I,J}=2.*BB(I,J)
CONTINUE
CONTINUE

TIND1=0.

DG 40 I=1,N
TINDI=TINDLI+H(I}* (MED(2,I)**2.)

CONTINUE

TIND1=TIND1*({(T**2.)}+STGMA)}

LU=0.

DO 50 I=1,N
TIND1=TINDL+H (I)* (MED(1,I)**2.)
LU=LU+MED (1, I} *H(I)*MED (2, T)

CONTINUE

TIND1=TIND1+LU*2.*T

IFAIL=-1

CALL EC4NEF({'Problem Type = QP2')
CALL EO4NEF ('Print Level = Q')

CALL EO4NCF(N,N,NCLIN,DIMZ,DIMI,C,BL,BU,CVEC, ISTATE, KX, X, A, B,

*

ITER, OBJ, CLAMDA, TWORK, DIM1, WORK, LWORK, IFAIL)

WRITE({*, *)

WRITE(*, *) "SOLUCION VALOR ESPERADG'
WRITE (*, *)

WRITE{*,*) (X(I},I=1,N)

WRITE (*,*)

WRITE (*, *) 'Funcidn Objetivo: ',OBRJ+TIND]
WRITE(*, *)
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WRITE(*, *) 'IFAIL = ',IFAIL

WRITE (6, *) 'SOLUCION VALOR ESPERADO’
WRITE (6, *)
WRITE(6,*} (X{I),I=1,N)

WRITE {6, *)

WRITE (6, *) 'Funcidén Objetivo: ',0OBRJ+TINDI1
WRITE (6, *)

WRITE(6,*) "IFAIL = ', IFAIL

Chttbtttttrttttttdttttrtttrtttrtttrttsttrtttttttttttttretttttttt+t+

C

MINIMA VARIANZA

o i bt o T o B O o S A o A R e T TR Tt

60

70

90
80

LO=0.

DO 60 I=1,N
LO=LO+H(I)*{(MED(Z,T}**2.)

CONTINUE

TIND2=(LO**2,)*2  *SIGMA* (SIGMA+Z ., * (T**2,})+4,  *SIGMA* (LU**2) +
8.*T*SIGMA*LO*LU

Do 70 I=1,N
CVEC(I)=-4,*3IGMA* (LU+T*LO} *MED (2, I)
CONTINUE

Do 80 I=1,N
Do 90 J=1,N
A(I,J)=2.*SIGMA*MED(2,I)*MED(2, J}
CONTINUE
CONTINUE

IFATIL=-1

CALL EOQ4NEF ('Proklem Type = QP2')
CALL EO4NEF{'Print Level = 0')

CALL EOQ4NCF(N,N,NCLIN,DIMZ,DIMI1,C,BL,BU,CVEC, ISTATE, KX, X, A, B,

*

ITER, OBJ, CLAMDA, IWORK, DIM]1, WORK, LWORK, IFAIL)

WRITE (*, *)

WRITE (*, *) 'SOLUCION MINIMA VARIANZA'
WRITE (*, *)

WRITE (*,*) ({(X(I},I=1,N}

WRITE (*, *)

WRITE (*,*) "Funcidn Objetiveo: ',O0BJ+TIND2
WRITE (*, *}

WRITE(*,*)'IFAIL = ',IFAILL

WRITE (6, *)

WRITE (6, *) 'SOLUCION MINIMA VARIANZA®
WRITE (6, *}

WRITE(6,*} (X{(I),I=1,MN)

WRITE {6, *)

WRITE {6, *) 'Funcidn Chjetivo: ',0BJ+TINDZ
WRITE (6, *)
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WRITE(6,*}'IFAIL = ',IFAIL

O 0 T o L O O O B e o o I e e

C

MINIMO RIESGO

O e st o o S L o S e B e S e L

WRITE (*, *)
WRITE(*,*)'Introduce el Nivel de Aspiracidén U'
READ{*,*) U

TUSER(1)=1
USER(1)=0U
USER(2}=TIND1
USER(3)=TINDZ

USER(4)=T
USER(5)=5IGMA
USER(7)=LU

BL {N+NCLIN+1)=-1.E10
BU {N+NCLIN+1)=U-TIND1

CALL EQ4UEF('Print Level = Q")
CALL EQ4UEF('Print Level = 107")
CALL EQ4UEF('Verify Level = 37)

IFAIL=-1

CALL EC4UCF(N,NCLIN,1,DIMZ,1,DIM1,C,BL,BU, CONFUN1, OBJFUN1, ITER,

*

*

NIVEL

NIVEL

ISTATE, NL,CJAC, CLAMDA, CBJ, OBJGRD, R, X, IWORK, LIWORK,
WORK, LWORK, IUSER, USER, IFAIL)

WRITE (*,*)

WRITE (*, *) 'SOLUCION MINIMO RIESGO!
WRITE(*,*) "Nivel U: ',U

WRITE (*, *)

IF({IFAIL.EQ.3) THEN
WRITE(*,*)"'/ NO EXISTEN PUNTOS FACTIBLES PARA ESTE

/ 1
ELSE
WRITE (*, *} (X(I),I=1,N)
WRITE (*,*)
WRITE (*, *) 'Funcidén Objetivo: ',-0OBJ
WRITE(*, *)
WRITE(*, *)'IFAIL = ',IFAIL
ENDIF
WRITE {6, *)

WRITE {6, *) 'SOLUCION MINIMO RIESGO'
WRITE(6,*)'Nivel U: ',U
WRITE (6, *)
IF(IFATL.EQ.3) THEN
WRITE(6,*)'/ NO EXISTEN PUNTOS FACTIBLES PARA ESTE
/ 1
ELSE
WRITE (6, *) (X (I}, I=1,N)
WRITE (6, *)
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WRITE{6,*)'Funcién Objetivo: ',-0OBJ
WRITE{6, *)
WRITE{6,*)'IFAIL = ',IFAIL

ENDIF

O L B B L 2
C KATAOKA
O e o B e S R o A N S R T

WRITE{*, *)
WRITE (>, *)'Introduce la probabilidad BETA'
READ(*,*) BETA

USER (&) =BETA
IUSER(1)=2

CALL EQ4AUEF('Print Level = 0')

C CALL EQAUEF('Print Level = 10
C CALL EQ4UEF("Verify Level = 3')
IFAIL=-1

CALL EC4UCF({N,NCLIN,O0,DIM2,1,DIM1,C,BL,BU,E0Q04UDM, CBJFUNL, ITER,

* ISTATE, NL, CJAC, CLAMDA, OBJ, OBJGRL, R, ¥, IWORK, LIWORK,
* WORK, LWORK, IUSER, USER, TFATL}

WRITE (*, *)

WRITE(*, *) "SOLUCION KATAOKA®

WRITE({*,*) 'Probabilidad BETA: ',BETA

WRITE (*, *)
WRITE{*, *) {X(I),I=1,N)

WRITE (*, *}

WRITE (*, *} "Funcién Objetivo: ',0BJ
WRITE (*, *}

WRITE(*,*) 'IFAIL = ',IFATL
WRITE (6, *}

WRITE (6, *) "SOLUCION KATAQOKA'
WRITE({6,*) 'Probabilidad BETA: ',BETA
WRITE (6 )
WRITE (6 X(I),I=1,N)

WRITE (6 )

WRITE(6 *}'Funcidn Objetivo: ',0BJ
WRITE (6, *)

WRITE (6, *) "IFAIL = ',IFAIL

RETURN
END
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C**************-}:******************-k-k******************************

C SUBRRUTINA OBJFUN1
C FUNCION OBJETIVO PARA MINIMO RIESGQO Y KATAOKA

C*-k-k-k***-ﬁ**************************-k******************************

SUBROUTINE OBJEUN! (MODE, N, X, OBJF, OBJGRD, NSTATE, TUSER, USER)

CHtttttttstdttttdttttttstrttttttttrttttttttttttttetttttttrrtttttt
C DECLARACION DE VARIABLES
O R T R o o o O R R R T I S e

INTEGER MODE, N, NSTATE, IUSER(2),DIML,DIM2,I,J
PARBMETER (DIM1=10, DIM2=20)
DOUBLE PRECISION X (N),OBJF,OBJGRD(N),USER{(7},U,MED (2, DIML),

* PROD{DIM1), PRODZ, LO, H(DIM1}, BB (DIM1, DIM1),
* T,SIGMA, TINDI1, TINDZ, Y, ABC, BETA, BX, LU
COMMON/DATOS1/MED, BB

COMMCN/DATOS2 /H

O e e o i I i e e o e o B O Ak o o S A
C FUNCION OBJETIVO
O e T e o a s F T A A S S S EEE B WA S R N R R SRS S S S SREN AR OEE

U=USER (1)
TIND1=USER(2)
TIND2=USER (3}
T=USER (4)
SIGMA=USER(5)
BETA=USER ({6}
LU=USER({7}

LO=U
DO 10 I=1,N
PROD (T)=0.
DO 20 J=1,N
PROD{TI)=PROD{I)+BB(I,J)*X(J)
20 CONTTNUE
10 CONTINUE
PROD2=0.
DO 30 I-1,N
PROD2=PRODZ+PROD (1§ *X (I}
30 CONTINUE
LO=L0-PRGD2
DO 40 I=1,N
LO=L0+ (MED (1, I} +T*MED (2, 1)} *X(I)
40 CONTINUE
LO=10-TIND1

Y=0.
DO 50 I=1,N
PROD (I} =0.
DO 60 J=1,N
PROD(I)=PROD({I)+SIGMA*X(J)*MED(2,J}*MED(2,1I)
60 CONTINUE
50 CONTINUE
PRCOD2=0.
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Do 70 I=1,N
PROD2=PROD2+PROD (T} *X (I)
70 CONTINUE
Y=PROD2
PROD2=0.
DO 80 I=1,N
PROD2=PROD2+H {1} * (MED (2, T} **2.)*T
80 CONTINUE
PROD2=4 . *SIGMA* (LU+PROD2)
ABC=0.
DO 90 I=1,N
ABC=ABC+MED (2, T) *X (1)
90 CONTINUE
PRCD2=PROD2 *ABC
Y=Y-PROD2+TIND2

IF(IUSER({1l).EQ.1}) THEN

OBJF=— (LO**2 .}/ (Y+(LO**2.}))
ELSE

OBJF=SQRT (BETA/ {1.-BETA} ) *SQRT (Y)+U-LO
ENDIF

o i b e S T B e e o S S A L T

C GRADIENTE
o b R O O o O R o g S e

TF(((MODE.EQ.1).0R. (MODE.EQ.2)}.AND. (IUSER(1).EQ.1)} THEN
DO 95 I=1,N
BX=0.
DG 100 J=1,N
BX=BX+2.*BB{I, J)*X (J)
100 CONTINUE
OBJGRD (I} =2.*LO* (MED (1, I)+T*MED(2, I)-BX)
DO 110 J=1,N

OBJGRD (1) =CBJGRD (I)+2.*MED (2, I)*MED(2,J) *X (J) *SIGMA
110 CONTINUE
ABC=0.
DG 120 J=1,N
ABC=ABC+H(J}* (MEL (2, J)**2.)
120 CONTINUE
OBJGRD (I)=0BJGRD (I)~4.*SIGMA* (LU+T*ABC)*MED (2, I)
OBJIGRD (T} ={OBJGRD (I} * (LO**2.))/ ({Y+(LO**2.))**2.,)
OBJGRD {T)=0BJGRD(T)+ (2. *L0O* (BX-MED {1, I)—
(T*MED(2,I}))}/
* (Y+(LO**2.}))
95 CONTINUE
ENDIF

IF{((MODE.EQ.1).0OR. (MODE.EQ.2)) ,AND. (IUSER(1) .EQ.2})) THEN
DO 125 I=1,N
OBJGRD(I)=0.
DO 130 J=1,N
OBJGRD (I )=0BJGRD (I)+SIGMA*MED (2, I)*MED {2, J)*X {J)
130 CONTINUE
ABC=0.
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DO 135 J=1,N
ABC=ABC+ (MED (2, J)**2.) *H({.J)
135 CONTINUE
OBJGRD (1} =OBJGRD(I)-2.*SIGMA* (LU+T*ABC)*MED(Z, L)
OBJGRD{I)=SQRT (BETA/ (1.-BETA) ) *OBJGRD (I) /SQRT{Y)
DO 150 J=1,N
OBJGRD (I)=0BJGRD(I}+2.*BB(I,J)*X{J)

150 CONTINUE
OBJGRD (I)=0BJGRD(I)-MED(1,T)-T*MED{Z, I}
125 CONTINUE
ENDIF
RETURN
END

C******************************************‘ﬁ-**********************

C SUBRRUTINA CONFUN1
C RESTRICCION NO LINEAL PARA MINIMO RIESGO

C**********-&********‘fr*i*******************************************

SUBROUTINE CONFUNI1 (MODE, NCNLN, N, NRCWJ, NEEDC, X, NL, CJAC, NSTATE,
* IUSER, USER}

CH++++++++++++++++H+++++H -4+ 4034+
C DECLARACION DE VARIABLES
CH++ttd+++++++++++++++++++++H+ -+ -+ AR+

INTEGER MODE, NCNLN, N, NROWJ, NEEDC (NCNLN) , NSTATE, IUSER(2),DIM1,I,J
PARAMETER (DIM1=10)

DCUBLE PRECISION X (N),NL(NCNLN),CJAC{NROWJ,N),USER{7),MED(2,DIM1),
* PRCD (DIM1), PROD2,BB(DIM1,DIM1},T
COMMON/DATOSE /MED, BB

O R e R R o I o o S S SRS e
C RESTRICCION
CHtttrtrttttttttstttttttttttittsrttttttrtttrttttttttttttttttet+++

T=USER (4)

DO 10 I=1,N
PROD(I)=0.
DO 20 J=1,N
PROD (T} =PROD (I} +BB{I,J}*X (J)

20 CONTINUE
10 CONTINUE
PRODZ2=0.

bDC 30 I=1,N
PRODZ2=PROD2+PROD{I)*X (1)
30 CONTINUE
NL (1} =PRODZ
bo 40 I=1,N
NL(1)=NL(1)-{MED(1l,I)+T*MED(2,1))*X (I}
490 CONTINUE
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O Lt o o L O i o e 2 S A O A N o S R A
C GRADIENTE
o R T B S

DO 50 I=1,N
CJAC(1,I)=0.
DO 60 J=1,N
CJAC{1,I)=CJAC{1,T)+2.*BB(T,J)*X(J)

&0 CONTINUE
CJAC(1,I)=CJAC(1,I)-{MED(1,I)+T*MED(2,1))
50 CONTINUE
RETURN
END
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PROGRAMACION ESTOCASTICA MULTIOBJETIVO
APROXIMACION MULTIOBJETIVO

Caso Lineal

O b I T o O o 2 it sk e at S (B b o e

c PROGRAMACION ESTOCASTICA MULTIOBJETIVC

C CASC LINEAL

C

C Linkar con: MULNCR,MULCAN,NAGLIB/LIB

C

O o b e e b i e A i o 0 o S 0 ot o o o 22 o oo o
C DECLARACION DE VARIABLES

O o S O s S S A L o A T S e o o B S b R Rl o Rl
PROGRAM MEL

INTEGER DIM1,DIM2

PARAMETER (DIM1=10, DIM2=20)

INTEGER N, NFUN, NCLIN, I, J, K, OPC

DOUBLE PRECISION C(DIM2,DIM1),BL(DIM1+DIM2),BU{DIM1+DIM2),X (DIM1)
* ,T1, T2, TLEMPO, MEDIA (DIM1, DIM1},

* VARI {DIM1, DIM1, DIM1), PESOS {DIM1)

CHARACTER*20 FICHERO, COMENT

CHARACTER*30 SALIDA

FXTERNAL MULNOR, MULCAN, XOSBAF

O el e O e o R e
c TIEMPO ©DE CPU
CHttt+tttttttttttttrtttbtttttttttttttttttttttttttttrttttbtttt bttt

T1=X05BAF{}

O et S S o R SR SRR S
C LECTURA DE DATOS
CHttdttttttttttttttrttrrrttttttttttttpttttttttbtitt ittt bttt +4+4

WRITE(*, *) 'Introduce el nombre del ficheroe de datos'
READ{*,*) FICHERO
OPEN (3, FILE=FICHERCQ, STATUS="'0LD")
READ(3, *) COMENT
READ{3,*) N
READ (3, *) COMENT
READ{3,*) NFUN
READ (3, *) COMENT
READ(3,*) NCLIN
READ (3, *) COMENT
DC 10 I=1,NCLIN !
READ{3,*}) (C(T,J),J=1,N}
10 CONTINUE
READ(3,*) CCMENT
DO 20 I=1,N
READ (3, *) BL(I),BU{(I)
20 CONTINUE
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30

100

120

110

READ (3, *) COMENT
DO 30 I=1,NCLIN
READ (3, *) BL(N+I),BU(N+I)
CONTINUE
READ (3, *) COMENT
DO 100 I=1,NFUN
READ (3, *) (MEDIA(I,J),J=1,N)
CONTINUE
READ (3, *} COMENT
DO 110 I=1,NFUN
DO 120 J=1,N
READ (3, *) (VARI(I,J,K),K=1,N)
CONTINUE
READ (3, *)
CONTINUE
READ (3, *) COMENT
READ(3,*) (X(I),I=1,N)
CLOSE (3}

SALIDA='LINEAL-'//FICEERO
OPEN (6, FILE=SALIDA, STATUS="NEW")

O B B s St B e o 2 S S T S oS

C

MENU

CHtttt+ttttttttttittthttttttttttstbdtttttttttttttttttetttbt bbbttt

35

130

40

CONTINUE

WRITE(*,*)
WRITE(*, *) 'Introduce los pescs de las funciones objetivo!’
DO 130 I=1,NFUN
WRITE (*, *) 'Funcién ', I
READ(*,*) PESOS(I)
CONTINUE

WRITE (6, *)
WRITE (6, *)
WRITE (6, *) '===========smoosomsose e nme ez =m e |
WRITE (6, *) 'Sclucidén del problema de ponderaciones'
WRITE (6, *)
WRITE (6, *) 'Pesos:
WRITE (6 )(PESOS(I),I=1,NFUN)
(6
(

WRITE 6 *1

WRITE (*,*)

WRITE(*,*)'Elije Opcidn:'

WRITE{*, *)

WRITE(*,*)'1.- Casc Normal'

WRITE{*,*)'2.- Cantelli'

READ(*,*}) OPC

F({OPC.LT.1).0R. (QPC.GT.2)) GOTO 40

IF(QOPC.EQ.1l) THEN
CALL MULNOR({N,NCLIN,C, BL, BU, X,MEDIA, VARI, PESOS, NFUN})
GOTC 70

ENDIF
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IF(OPC.EQ.2) THEN
CALL MULCAN(N,NCLIN,C, BL,BU, X, MEDIA, VARI, PESCS, NFUN)
GOTO 70

ENDIF

70 WRITE(*,*}
WRITE(*,*)'l. Introducir nuevos pesos'
WRITE(*,*)Y'2. Terminar"

80 READ(*,*) OPC
IF{(OPC.LT.1}).0R. (CPC.GT.2)}) GOTO 80
IF({OPC.EQ.1) GOTO 35

T2=X05BAF {}
TIEMPO=T2-T1

WRITE (&, *)

WRITE (6, *) ' ======c===cosoossossssssssssssassssmmass=snamms |
WRITE(6,*)"'" TIEMPO C.P.U.:",TIEMPO, " segundos'

WRITE (G, *) ' =====S=m==mers == === == ===="
WRITE(*,*)

WRITE (*, *) ' == —===—sm=ss—s=ss=s=ssssssS=s=sssss=sss—mmsss=ao== '
WRITE(*,*)' TIEMPO C.P.U.:',TIEMPO,' segundos'

WRITE (*, *) '========sr=s==——sa=ocos=s—ss==ss—ssssssm—r—======'
WRITE (6, *)'** FINAL DE PROGRAMA **'

WRITE (*,*)'** FINAL DE PROGRAMA **°'

WRITE(*,*)

WRITE(*, *) 'Los resultados se han impreso en el fichero:!
WRITE (*,*) SALIDA

CLOSE (6}

END

C*****************************************************************

C SUBRRUTINA MULNOR
C CASC NORMAL. PROBLEMA MULTIOBJETIVC LINEAL

(o e ke ok ok ok ke ok ok ok Rk kA K R Sk ok ok Rk ok ok ok ke ok ok kR ok ok ok ok ko ok ok Kk ko ok ok ok K ke k ok ok

SUBROUTINE MULNOR(N,NCLIN,C,BL,BU,X,MEDIALl, VARI1, PESCS]1, NFUN)

O A I ot e e I i o i o L o L e
C DECLARACION DE VARIABLES
CH+++++++++++++++++r+++4++ 4+ + 4+t R b+

INTEGER DIMI1,DIMZ2, LWORK, LIWORK

PARAMETER {DIM1=10, DIM2=20, LWORK=2* (DIM2+1) **2+20*DIM1+11*DIMZ2,

* LIWORK=3*DIM1+DIMZ)

INTEGER N,NCLIN,I,J, ISTATE(DIM1+DIM2),KX(DIML), ITER, TWORK (LIWORK)
*  IFAIL, IUSER (1), NFUN, K, OPC

DOUBLE PRECISION C(DIMZ2,DIM1),BL(DIM1+DIM2),BU(DIM1+DIM2),X{DIM1)
CVEC (DIM1),A(DIM1,DIM1),B({DIM1),CBJ,

CBJE, CLAMDA (DIM1+DIMZ) , WORK (LWORK) ,
U,NL(1),CJAC(1,1),CBJGRD{DIM]),R(DIM1,DIML},
USER(1l),BETA{DIM1), IBE(DIM1},MEDIAL (DIM1, DIMI1}
yMEDIA(DIM1, DIM1), VARTI1 (DIM1,DIM1, DIM1),

VARI (DIM1,DIMI1,DIM1), PESOSLI(DIML), PESOS (DIM1}

N
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EXTERNAL EO04NEF, EQ4NCE, EQ4UDM, OBJFUN, EQ4UEF, EG4UCF, GO1CEF
COMMON/DATOS /MEDIA, VART, IBE, PESOS

DO 1 I=1,NFUN
PESOS{I)=PESOS1(I)

DO 2 J=1,N
MEDIA{I,J)=MEDIAl{I,J}
DC 3 K=1,N
VARI(I,J,K)=VARI1(I,J,K)
3 CONTINUE
2 CONTINUE
1 CONTINUE

ChHttdtttrttttttitrtbdttttdttttttttttttstttttbttd bbbttt e+t +++4
c VALOR ESPERADO
L R L S SR TN IR TR Ry

WRITE (6, *)

WRITE |: 6’ * ) o= r o mso—s o= me—=m oo e e e F
WRITE (6, *)"' CASC NORMAL'
WRITE ( 6 . * ) s mmrooresssss s eqr ot e e e |

WRITE (6, *)

pO 10 1=1,N
CVEC(I)=0.
DO 15 Jg=1,NFUN
CVEC(I)=CVEC(I)+PES0S(J)}*MEDIA(J,I)

15 CONTINUE
10 CONTINUE
IFATL=-1

CALL EQ4NEF({'Problem Type = LP'}
CALL EQ4NEF({'Print Level = Q")

CALL EO4NCF(N,N,NCLIN,DIM2,DIMl,C,BL,BU,CVEC,ISTATE,KX,X,A,B,

* ITER, CBJ, CLAMDZ, IWORK, DIM1, WORK, LWORK, TFAIL)
WRITE (*, *)
WRITE(*, *) 'SOLUCION VALOR ESFERADO’
WRITE (*, *)
WRITE (*,*) (X (I),I=1,N)
WRITE (*, *)
WRITE(*, *) 'Funcién Objetivo: ',0BJ
OBJE=0BJ
WRITE {*, *)
WRITE (*,*) "IFAIL = ', IFAIL
WRITE (6, *) "SOLUCION VALOR ESPERADO'
WRITE (6, *)
WRITE (6, *) (X{I),I=1,N)
WRITE (6, *)
WRITE (6, *} 'Funcién Objetivo: ',0BJ
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WRITE (6, *)
WRITE (6, *}'IFAIL = ',IFAIL

O S A R R R S e it A S TR A S b o b o i ok o (0 Aot S o o b o S o o

C

MINIMA VARIANZA

CHtt+t+rtrtttttttrrtrtttttrttdtbtdbttttttttr+btbettstotttttttttt o+

45
40
30

DO 30 I=1,N
DO 40 J=1,N
A(I,J)=0.
DO 45 K=1,NFUN
A(TI,J)=RA(I,J)+2.*PESOS(K)*VARI(K,I,J)
CONTINUE
CONTINUE
CONTINUE

IFAIL=-1

CALL EBO4NEF('Problem Type = QP1'}

CALL EO4NCF (N,N,NCLIN,DIMZ,DIM1,C,BL,BU,CVEC, ISTATE, KX, X, A, B,

*

ITER, OBJ, CLAMDA, IWORK, DIM1, WORK, LWORK, IFAIL)

WRITE (*, *)

WRITE (*,*) "SOLUCION MINIMA VARIANZA'
WRITE(*, *)

WRITE (*,*) (X(I},I=1,N)

WRITE {*, *)}

WRITE(*, *} "Funcién Objetivo: ',0BJ

WRITE{*, *)

WRITE(*,*)'IFAIL = ',IFAIL
WRITE (6, *)

WRITE(6,*)'SOLUCION MINTMA VARIBNZA'
WRITE (6, *)

WRITE (&, *) (X(I),I=1,N)

WRITE (6, *}

WRITE (6, *) 'Funcidén Objetivo: ',0BJ
WRITE (6, *}

WRITE{(6,*)"IFAIL = ',IFAIL

Chttbttrtttttttrrtttttttttrtrdttt bbbttt bttt bttt ++44+

C

KATAOKA

O i o b R I T SRS N e p N

80

590

CONTINUE

WRITE (*, *)

WRITE (*,*}'Introduce la probabilidad BETA de cada objetive’
WRITE(*,*} ' separadas por espaciocs'

READ({*,*) (BETA(I},I=1,NFUN)

DC 50 I=1,NFUN
IBE(I)=GC1lCEF(BETA(I}, IFAIL)
CONTINUE

CALL EC4UEF('Print Level = 0')
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CALL EQ4UEF({'Print Level = 10")
CALL EQ4UEF('Verify Level = 3")

TUSER (1)=NFUN
IFATL=-1

CALL EC4UCF (N,NCLIN,O,DIMZ,1,DIML,C,BL,BU,EQ4UDM, OBJFUN, ITER,

*

*

70

ISTATE, NL, CJAC, CLAMDA, 0BJ, OBJGRD, R, X, IWORK, LIWORK,
WORK, LWORK, IUSER, USER, IFAIL)

WRITE (*, *)
WRITE{*, *) 'SOLUCION KATAOKA'
WRITE(*,*) 'Vector de probabilidad BETA: '

WRITE (*, *}

WRITE (*,*) (BETA(I), I=1,NFUN)
WRITE (*,*)

WRITE (*,*) 'Vector solucidn'
WRITE (*, *}

WRITE (*,*) (X(I}),I=1,N)
WRITE (*, *)
WRITE(*,*)'funcién Objetivo: ',0BJ
WRITE (*, *)

WRITE(*,*)'IFAIL = ',IFAIL
WRITE (6, *)

WRITE {6, *) 'SOLUCION KATAOKA'
WRITE (&, *) "Vector de probabilidad BETA:
WRITE (&, *) (BETA(I), I=1,NFUN}

WRITE{6,*)

WRITE (6, *) 'Vector soluclén’

WRITE (6, *) (X(I),I=1,N}

WRITE {6, *)

WRITE (6, *) 'Funcidn Objetivo: ',0BJ
WRITE (6, *)

WRITE(&,*) "IFAIL = ', IFAIL

WRITE *)

WRITE(*,*)'de nivel: ',CBJ

WRITE (*, *)

WRITE (*, *)'51 deseas mayor nivel, debes aumentar las'
WRITE (*, *) 'probabilidades BETA'

WRITE (*, *) 'Quieres cambiar las probabilidades?’'
WRITE(*,*)'1.- SI'

WRITE(*,*)'2.- NO'

READ(*,*) 0OPC

IF((OPC.NE.1) .AND. (OPC.NE.2}) GOTO 70

IF{OPC.EQ.1) GOTC 80

{>,

WRITE (*, *} 'Esta scolucidn corresponde a un minimo riesgo"
(*
*

RETURN
END
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C*****************************************************************

C SUBRRUTINA OBJFUN
C FUNCION OBJETIVO PARA KATAOKA

C*****************************************************************

SUBROUTINE OBJFUN (MODE, N, X, OBJF, OBJGRD, NSTATE, IUSER, USER)

O A B O R R n B B O O B R S B I o S U IS BN UR N AR ST AN

C DECLARACION DE VARIABLES
CH++++++++++++++++++++++++++ 44+ b+ b R R

INTEGER MODE, N, NSTATE, IUSER{1),DIM1,DIM2,I,J,NFUN,K

PARAMETER (DIM1=10, DIM2=20)

DOUBLE PRECISION X({N),OBJF,OBJGRD(N),USER(1),U,MEDIA(DIM1,DIML},
* VARI (DIM1,DIM1,DIM1), PROD{DIM1), PROD2, IBE(DIM1}
* , C¥X,PESOS (DIM1),OBJ(DIM1), GRAD{DIM1,DIM1)
COMMON/DATOS /MEDIA, VARI, IBE, PESOS

CHtttrtdttbtttttttttttittttrttttttttttttttsttttrtt bbbt b4 +4+++4
C FUNCIONES OBJETIVO INDIVIDUALES
CHt+tttttittrrrtttttttttttttttttttttttrttttt bbbt bbb+ 4+

NFUN=IUSER (1}

DO 1 K=1,NFUN

CX=0.

Do 10 I=1,N
CX=CX+MEDTA (K, T) *X (1)

10 CONT INUE

DO 20 T=1,N
PROD(I})=0.
DO 30 J=1,N

PROD (I)=PROD(I}+VARI (K, I,J)*X (J)

30 CONTINUE
20 CONTINUE
PRODZ2=0.

DO 40 I=1,N
PRODZ2=PRCD2+PROD(T) *X (1)
40 CONTINUE

OBJ (K)=IBE (K) *SQRT (PROD2) +CX

O I A b e Rt B e e R 5 = 1 [ (NI AR S A R SR AP AR RO
C GRADIENTES INDIVIDUALES
CHttttt bttt ttttrrtttttt bbbttt bttt bttt + sttt bttt b+

IF({(MODE.EQ.1) .OR. (MCDE.EQ.2)} THEN
po 70 1=1,N
GRAD(K, I)=0.
DO 80 J=1,N
GRAD(K, I)=GRAD (K, I}+VARI(K, I,J)*X(J}
80 CONTINUE

GRAD (K, I)=(GRAD(K, I}*IBE{K)/SQRT{PROD2})+MEDIA (K, I)

70 CONTINUE
ENDIF
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1 CONTINUE

CHtttrttttttrtrrtitttttttttttttttbrtttttrtrtdrttttttbtrttrtttt+44

C FUNCION Y GRADIENTE PONDERADCS
Chttbdtttttttttbrttttttttttttttttrtttttttttdsttttttttrttittti+44

OBJF=0.
DG 100 K=1,NFUN
OBJF=OBJF+PESOS (X} *OBJ (K}
100 CONTINUE

IF({(MCODE.EQ.1).CR. (MODE.EQ.2}) THEN
DC 110 I=1,N
OBJGRD (I)=0.
DO 120 K=1,NFUN
OBJGRD (I)=0BJGRD{I)+PESOS{K)*GRAD(K,I)

120 CONTINUE
110 CONTINUE
ENDIF
RETURN
END

C*****************************************************************

C SUBRRUTINA MULCAN
C CANTELLI. PROBLEMA MULTICRJETIVO LINEAL

Chhhddhrdkhrbdrbhhdhdhd b hdhhkdbrbrbrhdhddhdbhrmbd b rrbddhdbdkhxhhdhddhrdkrkd

SUBROUTINE MULCAN(N,NCLIN,C,BL,BU,X,MEDIAL, VARI1, PESOS1, NFUN)

L i o i e e i o e e o s 0 I 1 o ST o o S o e U A o o o o 1 o o o o e o
C DECLARBCION DE VARIABLES
Crt+++++++t+++++++++++++++++++++++++4+ bR A R A

INTEGER DIM1,DIMZ, LWORK, LIWORK

PARAMETER (DIM1=10, DIM2=20, LWORK=2* (DIM2+1) **2+20*DIM1+11*DIM2,

* LIWORK=3*DIM1+DIM2}

INTEGER N, NCLIN,I,J, ISTATE(DIM1+DIM2),KX{(DIM1}, ITER, TWORK{LIWORK)
* , IFATL, TUSER (1), NFUN, K, OPC

DOUBLE PRECISION C(DIM2,DIM1),BL(DIM1+DIM2),BU(DIMI+DIM2),¥X (DIM1})
(CVEC (DIM1} , A(DIML,DIM1),B{DIM1},ORJ,

OBJE, CLAMDA (DIM1+DIMZ2) , WORK (LWORK) ,
U,NL(1),CJAC(]1,1),0BJGRD(DIM1},R{DIM1,DIML),
USER(1),BETA(DIM1),MEDIAL {(DIM1, DIMI)

+MEDIA (DIM1, DIM1), VARI1 (DIM1,DIMI1,DIML),

VARI {DIM1,DIM1,DIML), PESOST (BIM1), PESOS (DIM])

L A

EXTERNAL EO4NEF, EO4NCF, E04UDM, OBJFUN1, EQ4UEF, EC4UCF
COMMON/DATOS/MEDIA, VARI, BETA, PESOS
DO 1 I=1,NFUN
PESOS {I)=PES0S1{I)

DO 2 J=1,N
MEDIA(I,J}=MEDIALl (I,J)
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DO 3 K=1,N
VARI(I,J,K)=VARI1(I,J, K}
3 CONTINUE
2 CONTINUE
1 CONTINUE

o o o a1 T o e S A I S S O A o SR A A
C VALCR ESPERADO
O o T b o et o A o S R o S

WRITE {6, *)}

WRITE (6, *) ' ====== e S
WRITE (6, *)"' CANTELLI®
WRITE (6, *) '= N

WRITE(&, *)

DO 10 I=1,N
CVEC(I)=0.
DO 15 J=1,NFUN
CVEC{I)=CVEC({I)+PESOS(J)*MEDIA(J, I)

15 CONTINUE
10 CONTINUE
IFAIL=-1

CALL EO4NEF{'Problem Type = LP'}
CALL EO4NEF{'Print Level = (')

CALL EQ4NCF{N,N,NCLIN, DIM2,DIM1,C,BL,BU,CVEC, ISTATE, KX, X, A, B,

* ITER, OBJ, CLAMDA, TWORK, DIM1, WORK, LWGRK, IFAIL)
WRITE (*, *)
WRITE (*,*) 'SOLUCTION VALOR ESPERADC'
WRITE (*, *)
WRITE (*,*) (X(I),I=1,N)
WRITE (*, *)
WRITE{*,*)'Funcién Cbjetivo: ',0BJ
OBJE=0BJ
WRITE{*, *)
WRITE (*,*)'"IFAIL = ',IFAIL

WRITE (6, *) 'SOLUCION VALOR ESPERADO’

WRITE (6, *}

WRITE (6, *) (X(I),I=1,N)

WRITE (6, *)

WRITE (6, *) "Funcién Obijetivo: ',0BJ
WRITE (6, *)

WRITE(6,*} "IFAIL = ',IFAIL

O I e s o o o i R B kT L L | RVANE ARSI I,
C MINIMA VARIANZA
O A e T e A o 1 2 o S O Y VAV NN N R A Y B A I OO IO AR

DO 30 I=1pN
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DO 40 J=1,N
A(I,J)=0.
DO 45 K=1,NFUN
A({I,J)=A(I,J}+2.*PESOS(X)*VARI(K,I,J)

45 CONTINUE

40 CONTINUE

30 CONTINUE
IFAIL=-1

CARLL EQ4NEF('Problem Type = QPl')

CALL BEQ4NCF{N,N,NCLIN,DIMZ,DIM1,C,BL,BU,CVEC, ISTATE, KX, X, A, B,

* ITER, OBJ, CLAMDA, IWORK, DIM1, WORK, LWORK, TFAIL)
WRITE {*, *)
WRITE{*, *) 'SOLUCION MINIMA VARIANZA'
WRITE {*, *)
WRITE (*,*) (X(I},I=1,N)
WRITE (*, *)
WRITE{*,*) 'Funcidén Objetivo: ',0BJ
WRITE (*, *)
WRITE(*,*)'IFAIL = ', IFAIL
WRITE (6, *)
WRITE (6, *) 'SOLUCTION MINIMA VARIANZA'
WRITE (6, *)
WRITE(6,*) (X(I),I=1,N)
WRITF (6, *)
WRITE{(6,*) 'Funcidén Objetivo: ',0BJ
WRITE (6, *)
WRITE(6,*) "IFAIL = ', IFRIL

O s i i o T o O A A o B P S S
c KATAOKA
R R L N

80 CONTINUE
WRITE (*, *)
WRITE (*, *) 'Introduce la probabilidad BETA de cada objetivo’
WRITE(*,*)'" separadas por espacios'

READ(*,*) {(BETA{I},I=1,NFUN)
CALL EQ4UEF('Print Level = 0')
C CALL EQ4UEF('Print Level = 10"}
C CALL EQ4UEF('Verify Level = 3')

TUSER(1)=NFUN
IFAIL=-1

CALL EOQ4UCF (N,NCLIN,0,DIM2,1,DIM1,C,BL,BU,E04UDM, OBJFUNI, ITER,

* ISTATE, NL,CJAC, CLAMDA, OBJ, OBJGRD, R, X, IWCRK, LIWORK,
* WORK, LWORK, IUSER, USER, IFAIL)
WRITE (*, *)

WRITE (*,*) 'SOLUCION KATAOKA'
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WRITE (*, *) 'Vector de probabilidad BETA: '

WRITE({*, *)

WRITE (*, *) (BETA(I}, I=1,NFUN}
WRITE (*, *)

WRITE(*,*) 'Vector solucidn’
WRITE (*, *)

WRITE (*, *) (X{(I),I=1,N)
WRITE(*, *)

WRITE{*,*) 'Funcidén Objetivo: ',0BJ
WRITE {*, *)

WRITE(*,*)'IFAIL = ',IFAIL
WRITE (6, *)

WRITE {6, *) 'SOLUCION KATAROKA'
WRITE {6, *) 'Vector de probabilidad BETA: '
WRITE {6, *) (BETA(I), I=1, NFUN)

WRITE (6, *)

WRITE (&, *) "Vector solucidn'

WRITE (G, *) (X(I),I=1,N)

WRITE (6, *)

WRITE (6, *) '"Funcidén Cbjetivo: ',0BJ
WRITE {6, *)

WRITE (&, *) 'IFAIL = ',IFAIL
WRITE (*, *)

WRITE(*, *) 'Esta solucién corresponde a un minimo riesgo’
WRITE(*, *) 'de nivel: ',0BJ
WRITE (*, *)}
WRITE(*,*)'Si deseas mayocr nivel, debes aumentar las'
WRITE(*, *) '"probabilidades BETA'
WRITE(*, *)'Quieres cambiar las probabilidades?'
WRITE(*,*)'1.- SI'
WRITE (*,*}'2.~ NO'
70 READ(*,*}) OPC
IF({(OPC.NE.1) .AND. (OPC.NE.2)) GOTO 70
IF(CPC.EQ.1} GOTO 80

RETURN
END

Chrhdkdrhkdhhdrhkkhdhkhrdkkdbhhkrdrbhhkhbhddbrhkrdrhdddbhrrdrddrrbhkrdrrbrhbrxddrhrkrt

C SUBRRUTINA OBJEUN1
C FUNCION OBJETIVO PARA KATAOKA

c**********-A—***‘k**************************************************

SUBRCUTINE COBJFUNI (MODE, N, X, OBJF, OBJGRD, NSTATE, IUSER, USER)

CH+++++++++++++++++ttt+ttttttt++t++ttt+ttst+t bbbt ++
C DECLARACION DE VARIABLES
O e L A R A A A SR S R o R S A

INTEGER MODE, N, NSTATE, TUSER(1),DIM1,DIMZ2,1,J,NFUN,K

PARAMETER {DIM1=10,DIM2=20)

DOUBLE PRECISION X (N),OBJF,OBJGRD(N},USER(1l),U,MEDIA(DIM1, DIM]1),

* VARI (DIM1, DIM1, DIM1), PROD (DIM1), PRODZ, BETA (DIM1)
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* ,CX, PESOS{DIM1} ,OBRJ (DIM1} ,GRAD{DIM1, DIM]1)
COMMON/DATQOS/MEDIA, VARI, BETA, PESOS

CHtt+t++tetttt+trttttittttrtttttttitttitttttibdtbbptttbttte++++

C FUNCIONES OBJETIVO INDIVIDUALES
Lo T st o s o i o S S o ol o O o o

NFUN=IUSER({1)

DO 1 K=1,NFUN
CX=0.
Do 10 I=1,N
CX=CX+MEDIA{K, I) *X (I}
10 CONTINUE
Do 20 I=1,N
PRCD(I)=0.
o 30 J=1,N
PROD(I)=PRCD(I)+VARI(K,I,J)*X{.J)

30 CONTINUE
20 CONTINUE
PROLE2=0.

DC 40 I=1,N
PRCD2=PROD2+PROD (I} *X (I}
4Q CONTINUE

OBJ (K)=SQRT (BETA (K) / {1.-BETA{K) ) ) *SQRT (PRQOD2) +CX

CHttittttittttrtttrttrtrtittttitrrtbttstttttttrtttttttttrt+i++++
C GRADIENTES INDIVIDUALES
CHttttrtrtbrrdttttttttittd bbb bt bttt btttbtttdtttbrt b bttt tttett+4

IF( (MODE.EQ.1).0R. (MODE.EQ.2)) THEN
Do 70 I=1,N
GRAD (K, I}=0.
Do 80 J=1,N
GRAD (K, I}=GRAD(K, I)+VARI (K, I, d)*X{J}

80 CONTINUE
GRAD (K, I)={GRAD(K, I)*SQRT(BETA(K)/(1.-BETA(K)))
* /SQRT (PRODZ2} ) +MEDIA (K, I}
70 CONTINUE
ENDIF
1 CONTINUE

O o B O E at
C FUNCION Y GRADIENTE PONDERADOS
O e e e S R e e

OBJF=0.
DO 100 K=1,NFUN
QBJF=0BJF+PESOS (K} *OBJ (K)
100 CONTINUE

TF((MODE.EQ.1).OR. (MODE.EQ.2)) THEN

DO 110 I=1,N
OBJGRD (I} =0.
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DO 120 K=1,NFUN
OBJGRD (I)=0BJGRD{T) +PESOS (K) *GRAD (K, I)

120 CONTINUE
114 CONTINUE
ENDIF
RETURN
END

APROXIMACION MULTIOBJETIVO

Caso Cuadratico

Ctttttttttttttttetttttttttrtttttttrtttttdttttttrrtrtttttttttt+ b0+

C PROGRAMACION ESTCCASTICA MULTIOBJETIVO

C CASO CUADRATICO

c

C Linkar con: CUADNOR,ALECUM,NAGLIB/LIB

C
CHt++++++++++++H++++++++++ 4+t bbb R
ol DECLARACION DE VARIABLES

CHttttttttrttttttttttttttrrttttttttttttttttttttttttttttrit+t++444
PROGRAM MULTICUAD

INTEGER DIM1,DIM2

PARAMETER ({DIM1=1C, DIMZ2=20)

INTEGER N, NFUN,NCLIN,I,J,K,OPC

DOUBLE PRECISION C(DIM2,DIM1),BL{DIM1+DIM2+1),BU(DIM1+DIM2+1),

* X{DIM1},T1,T2,TIEMPO, BB (DIMIL, DIML, DIML),
* H(DIM1,DIM1),ES{DIM]1, DIM1},V(DIM1, DIML),
* PESOS (DIML1)

CHARACTER*20 FICHERG, COMENT
CHARACTER*30 SALIDA
EXTERNAL CUADNOR, ALECUM, XO05BAF

Cotttdttttittbttttttttttttttttttttrtttttitttttt bttt 44444444+
C TIEMPG DE CPU
O I o e o I O I T R I b T R SNUNR IR,

T1=X05BAF ()

O e bt T L A T S O o I S S S A S VA A AR AR R
C LECTURA DE DATOS
O e I A A S O S R S S 0 o8 S SN S SN UPON SN URSE S NS A R AR TR

WRITE(*,*) 'Introduce el nombre del fichero de datos’
READ{*,*) FICHERO

OPEN {3, FILE=FICHERC, STATUS="0OLD")

READ(3, *) COMENT

READ(3,*) N

READ(3,*) COMENT

READ(3,*} NFUN

READ (3, *) COMENT

READ{3,*) NCLIN

READ (3, *) COMENT
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10

20

30

49

35

50

60

70

DO 10 I=1,NCLIN
READ{3,*) (C(I,J),J=1,N)
CONTINUE
READ (3, *) COMENT
DG 20 I=1,N
READ({3,*) BL(I},BU{I)
CONTINUE
READ (3, *) COMENT
DO 30 I=1,NCLIN
READ (3, *) BL{N+I),BU(N+I)
CONTIRUE
READ {3, *) COMENT
DO 35 K=1,NFUN
DO 40 I=1,N
READ{3,*) {BB(K,I,J},J=1,N)
CONTIRUE
READ (3, *)
CONTINUE
READ(3,*) COMENT
DO 50 K=1,NFUN
READ(3,*) (H(K,I},I=1,N)
CONTINUE
READ (3, *) COMENT
DO 60 K=1,NEFUN
REABD (3, *) (ES(K, I}, I=1,N)
CONTINUE
READ (3, *) COMENT
DO 70 K=1,NFUN
READ{3, *) {V(K, 1), I=1,N)
CONTINUE
READ(3,*) COMENT
READ (3, *} (X(T}, I=1,N)
CLOSE (3)

SALIDA='CUAD~"'//FICHERO
OPEN (6, FILE=SALIDA, STATUS='NEW')

O R e e et B e B e e B o

C

MENU

O i s O S R o SR N S SR E o T A N ER o

80

90

CONTINUE

WRITE{*,*)
WRITE(*,*) 'Introduce los pesos de las funciones objetiveo’
DO 90 I=1,NFUN
WRITE(*, *)'"Funcidén ', 1
READ(*,*} PESOS(I)
CONTINUE
WRITE (6, *)
WRITE (6, *) '===—=========c—ccoeecoaoceooooos R
WRITE (&, *}" SOLUCION PARA EI. VECTOR DE PESQS:!
WRITE {6, *) (PESOS(I),I=1,NFUN)
WRITE (6, %) '=====-——memsmmmmnae— e mmm e
WRITE (6, *)
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WRITE(*,*)

WRITE({*,*)'Elije Opcién:’

WRITE(*, *)

WRITE(*,*)}'1l.- Caso Normal'

WRITE(*,*)'2.- Aleatoriedad Simple’

100 READ{*, *) OPC

IF{(CPC.LT.1).0R. (OPC.GT.2)) GOTC 100

IF{OPC.EQ.1) THEN
CALL CUADNOR{N,MNCLIN,C,BL,BU,BB,H,ES5,V,X, PESOS, NEUN)
GOTO 110

ENDIFE

IF(QOPC.EQ.2) THEN
CALL ALECUM({N,NCLIN,C,BL,BU,BRE, H, X, PESOS, NFUN)
GOTO 110

ENDIF

110 CONTINUE
WRITE{*, *)
WRITE{*,*)'l.- Dar nuevcs pesos'’
WRITE{*,*)'2.- Terminar'
120 READ(*, *} OPBC
F{{OPC.NE.1).AND. (OPC.NE.2}) GOTO 120
IF(CPC.EQ.1) GOTO 80

T2=X05BAF ()
TIEMPO=TZ~-T1

WRITE (6, *)

WRITE (6, *) '====—===—===—==—— e oo e e e e e e
WRITE(6,*)' TIEMPO C.P.U.:',TIEMPC,' segundos'

WRITE (6, *) '=o==mcmmm—=me— e e e e e e e e e e e )
WRITE (*, *)

WRITE(*

WRITE(*,*)' TIEMFO C.PF.U.:',TIEMPO,' sequndcs'

WRITE (*, *) '=s==s=sssssosssssssossr s Sessses=sos=mess=m=s= !
WRITE(6,*) '** FINAL DE PROGRAMA **'

WRITE(*,*}"'** FINAL DE PROGRAMA **7

WRITE (*,*)

WRITE{*,*) 'Los resultados se han impreso en el fichero:'
WRITE (*,*} SALIDA

CLOSE(6)

* ) —————————————— B T T T e e T '

END

C**-A--A-*************************************************************

C SUBRRRUTINA CUADNOR
C CASC NORMAIL. PROBLEMA CUADRATICO MULTIQOBJETIVO

C************'A‘***********'!r*************'k'k*'!r*'k*********************

SUBROUTINE CUADNOCR (N,NCLIN,C,BL,BU,BB1,H1,ES],V1,X, PESOS], NFUN)
O s S O L B o ot o e A S e
C DECLARACIGN DE VARIABLES
CHttttttttrtttttttrtttttttrttttrtttttttbitettttett bttt bbb+

INTEGER DIMI1, DIM2, LWORK, LIWCRK
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PARAMETER (DIM1=10,DIM2=20, LHORK=2* (DIM1**2) +DIM1*DIM2+22*DIM1+

* 11*DIM2+21, LIWORK=3*DIM1+DIMZ2+2)
INTEGER N,NCLIN,I,J,K,NFUN, ISTATE (DIM1+DIMZ2+1),KX(DIM1), ITER,
* IWORK (LIWORK), IFAIL, IUSER (1), OPC

DOUBLE PRECISION C(DIMZ,DIM1),BL{DIML+DIM2+1),BU(DIM1+DIM2+1),

X (DIM1),ES(DIM1,DIM1),CVEC{DIM1),A (DIML,DIM1},
B(DIM1),0BJ, TIND1 (DTM1), TIND2 (DIM1},T1, T2,
CJAC(1,DIM1),ES1(DIMl, DIM1), CLAMDA (DIM1+DIM2+1),
WORK (LWORK) , V{DTM1, DTM1) ,NL(1), CBJGRD (DIM1},
R(DIM1,DIM1),V1(DIM1,DIM1},USER(1), BETA (DIM1),
H{DIM1,DIMl),BB(DIM1,DIM1, DTM1},H1 (DIM1,DIM1),
BB1(DIM1,DIM1,DIM1), PESOS1 (DIM1), PESOS {DIM1)

L B T R S

EXTERNAL EOQ4NEF, EO4NCF, OBJFUN, CONFUN, EQ4UEF, EQ4UCFE, E04UDM
COMMON/DATCS1/ES, BB, V, H, PESOS, BETA, TIND1, TIND2

DO 1 K=1,NFUN
PESOS (K) =PESCS1 (K)
Do 2 1=1,N
ES(K,I)=ES1(K,I)
VK, T)=V1(K, I}
H{K,I)=H1(K, I)

DG 3 J=1,N
BB{K,I,J)=BBl(K, I,J)
3 CONTINUE
2 CONTINUE
1 CONTINUE

O i o I I B O e N 0 AN A AU UNUR I A A A T,
C VALOR ESPERADO
O R Rt e e aderts o 2 S O SO S S S U U A A BT

WRITE ({6, *)

WRITE({6, *) '=e=mmmmmmmeec e e e e e e s e e e mmm e
WRITE (&, *) " CASO NORMAL'
WRITE (6, *) '==—=====o==m=======msosccccesmome s s cmeme s c oo e

WRITE (6, *}

DO 10 I=1,N
CVEC{I)=0.
DO 15 K=1,NFUN
CVEC{I)=CVEC(I)-PESOS{K)*ES (K, T)

15 CONTINUE
10 CONTINUE
DO 20 I=1,N
DO 30 J=1,N
A(T,J)=0.

DG 35 K=1,NFUN
A(T,J)=A(I,J)+2.*PESOS (K)*BB(K, I,J)
35 CONTINUE
30 CONTINUE
20 CONTINUE
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40

50
37

55

DO 37 K=1,NFUN
TIND1 (K} =0.
DO 40 I=1,N
TIND1 (K)=TIND] (K)+H (K, T) *ES (K, T) *ES (K, I)
CONTTNUE
DO 50 T=1,N
TINDL (K} =TINDI (K)+H (K, I})*V(K, I}
CONTINUE
CONTTINUE

T1i=0.

DG 55 K=1,NFUN
T1=T1+PESCS(K)*TINDI (K)

CONTINUE

IFAIL=-1

CALL EDANEF {'Problem Type = QP2')
CALL EO4ANEF{'Print Level = 0")

CALL EO4NCF(N,N,NCLIN,DIM2,DIM1,C, BL,BU,CVEC, ISTATE, KX, X, A, B,

*

ITER,OBJ, CLAMDA, TWORK, DIM1, WORK, LWORK, IFAIL)

WRITE (*, *)

WRITE{*,*) 'SOLUCION VALOR ESPERADO’
WRITE{*, *)

WRITE(*,*) (X(I),I=1,N}

WRITE (*, *)

WRITE (*, *) 'Funcidén Objetivo: ',0OBJ+T1
WRITE (*,*)

WRITE(*,*}'IFAIL = ', IFAIL

WRITE (6, *) "SOLUCION VALOR ESPERADO'

WRITE ({6, *)

WRITE(6,*) (X(I),I=1,N)}

WRITE (6, *)

WRITE (6, *} "Funcidn Objetivo: ',0BJ+T1
WRITE (6, *)

WRITE (6, *) 'IFAIL = ',IFAIL

CHtttt++tttttrttttttttrtttettrttttttrtttttrtbb bbbttt bbb b4+

C

MINIMA VARTIANZA

CHtttttttttttttttttttdtttttttrtttttdtttttrttttrtt bbbttt bbb+

€5
60

DO 60 I=1,N
CVEC (I}=0.
DO 65 K=1,NFUN
CVEC(I)=CVEC{I)-4.*PESOS{K)*ES (K, I})*H{K,L)*V{K, T}
CONTINUE
CONTINUE
DO 70 I=1,N
DO 80 J=1,N
IF(I.EQ.J) THEN
A(TI,J)=0.
DO 85 K=1,NFUN
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85

80
70

90

A(I,J)=A({I,J)+2.*PESQS(K)*V(K,I)

CONTINUE
ELSE
A(TI,J)=0.
ENDIF
CONTINUE

CONTINUE

DO 95 K=1,NFUN
TIND2 (K)=0.
DO 90 I=1,N
TIND2 (K)=TINDZ (K)+2.* (V{K, I} **2.)* (H(K, I} **2.)
CONTINUE
DO 100 I=1,N

TIND2 {K)=TIND2 (K)+4.* (ES(K, I)**2.)* (H(K, T} **2.}*V(K, I)

100
95

105

CONTINUE
CONTINUE

T2=0.

LO 105 K=1,NFUN
T2=T2+PESOS (K) *TIND2 {(K)

CONTINUE

IFAIL=-1

CALL EOQO4NEF({'Problem Type = QP2')

CALL EO4NCF (N, N, NCLIN,DIMZ, DIM1,C, BL,BU,CVEC, ISTATE, KX, X, A, B,

k.4

ITER, OBJ, CLAMDA, TWORK, DIM1, WORK, LWORK, TFAIL)

WRITE (
WRITE (*, *) "SOLUCION MINIMA VARIANZA'
WRITE(*, *}

WRITE (*,*} (X{I),I=1,N)

WRITE (*, *)

WRITE(*, *) 'Funcidn Objetivo: ',0BJ+T2

*’*)
!

WRITE (*, *)

WRITE (*,*)"IFAIL = ',IFAIL

WRITE (6, *)

WRITE (6, *) "SOLUCION MINIMA VARIANZA'
WRITE (6, *)

WRITE (6, *) (X{I),I=1,N)

WRITE (6, *)

WRITE (6, *) '"Funcién Cbhjetivo: ', 0BJ+T2
WRITE (6, *)

WRITE(6,*)'IFAIL = ', IFAIL

O o e A e

C

KATAQKA

O e o e O O O O O B T T SR U NS A A

210

CONTINUE
WRITE {*, *}
WRITE(*,*) 'Introduce el vector de probabilidades BETA'
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WRITE(*,*) ' separado por espacios'
READ(*,*} (BETA(K},K=1,NFUN)

CALL EQAUEF('Print Level = 0')
CALL EQ4UEF('Print Level = 10')
CALL EOQ4UEF('Verify Level = 3')

IUSER (1) =NFUN
IFAIL=-1

CALL EQ4UCF({N,NCLIN,0,DIMZ,1,DIMI,C,BL,BU,EG4UDM, OBJFUN, ITER,

*

*

200

ISTATE,NL, CJAC, CLAMDA, OBJ, OBJGRD, R, X, TWORK, LIWCRK,
WORK, LWORK, IUSER, USER, IFAIL)

WRITE(*,*)}

WRITE (*,*) 'SOLUCION KATAOKA'
WRITE (*, *) 'Vector de Frobabiiidades BETA: '
WRITE (*, *) (BETA(I), I=1, NFUN)

WRITE(*, *}

WRITE (*, *) "Vector solucién:
WRITE (*, *) (X(I),I=1,N)

WRITE (*,*)

WRITE{*,*)'Funcién Chjetivo: ',0BJ
WRITE (*, *)

WRITE (*,*) 'IFATL = ',TFATL
WRITE (6, *)

WRITE (6, *) 'SOLUCION KATAOKA'

WRITE (6, *) 'Vector de Probabilidades BETA: °'
WRITE (6, *) (BETA(I),I=1,NFUN)}

WRITE (6, *)

WRITE (6, *) 'Vector solucién:'

WRITE (6, *) (X{I),I=1,N)

WRITE(6 *)

WRITE (6 'Funcién Objetivo: ',0BJ

WRITE (6

WRITE(6 *)’IFAIL = ', IFAIL

WRITE(* *)

WRITE(*,*) "Esta sclucidén corresponde a un Minimo Riesgo'
WRITE (*, *)'de nivel: ',0RJ

WRITE (*, *}

WRITE(* *)'S1 deseas mayor nivel, debes aumentar las'

WRITE (*, *) "probabilidades BETA'
WRITE { ,*) Quieres cambiar las probabilidades?’
WRITE (*,*)'1.- 81°
WRITE(*,*)‘2.— NO?
READ({*, *) OPC

F({OPC.NE.1l) .AND. (OPC.NE.2)) GOTO 200
IF(OFC.EQ.1} GOTO 210

RETURN
END
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C*******************************‘k*'}t*******************************

C SUBRRUTINA OBJEFUN
C FUNCISN OBJETIVO PARA MINIMO RIESGO Y KATAOKA

C****-k**-k***********-}:**********************-k**********************

SUBROUTINE OBJFUN (MODE, N, X, OBJF, OBJGRD, NSTATE, IUSER, USER)

O T I o i R o

c DECLARACICN DE VARIABLES
Chtddttttttttdttttttrirtttittttittttittttttttttttrtirtttitttttit

INTEGER MODE, N, NSTATE, IUSER(1),DIM]1,I,J,K,NFUN
PARBMETER (DIM1=10)
DOUBLE PRECISION X (N),OBJF,0OBJGRD{N},USER{l),ES(DIM1,DIM1),

* V{DIM1,DIM1), PROCD{DIM1), PRODZ, PESCS {DIM]),
* BB(DIM1, DIM1,DIM1),H(DIM1,DIM1), Y (DIML),

* TIND1 (DIM1), TIND2 (DIM1),BETA{(DIM1),

*

OBJ(DIM1},GRAD(DIM1, DIM1}
CCMMON/DATOS1/ES, BB, V, H, PESCQS, BETA, TIND1, TINDZ2

Chtt+ttttrtrtttttttttttttrdtttttttttttrrttttrttttbttrbtt ittt +++4+
C FUNCIONES OBJETIVO INDIVIDUALES
O i N LI Mttt 2 S o S S O S Ao O B S S A SN SRR S

NFUN=IUSER{1)}

DO 5 K=1,NFUN
DO 10 I=1,N
PROD (I)=0.
DO 20 J=1,N
PROD(I}=PROD(I}+BB(K,I,J)*X(J)

20 CONTINUE
10 CONTINUE
PRODZ=0.

DO 30 I=1,N
PROD2=PRCOD2+PROD({I) *X{I)
30 CONTINUE
CBJ (K}=PRCD2
DO 40 I=1,N
OBJ (K)=0BJ (K)-ES (K, I)*X(I)
40 CONTINUE
OBJ (K)=0BJ(K)+TIND {K)

Y (K)=0.
DO 50 I=1,N
Y(K)=Y{K)+V(K, I} * (X (I)**2.)
50 CONTINUE
DO 60 I=1,N
Y(K)=Y(K)-4.*ES (K, I)*H(K, I} *V (K, I)*X(I)
60 CONTINUE
Y {K)=Y (K)+TIND2 (K)

OBJ (K) =0OBJ (K) +SQRT (BETA(K) / {1.~BETA(K) ) ) *SCRT (Y (K) }

5 CONTINUE
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Crtttttttttrttrrttttttttttttttrtttrttrttttttttttbttib bttt

C GRADIENTES INDIVIDUALES
Chtttttttttrttttrttttrtrtttstrtttttttttttrttrtttttttttd+driitt

IF( (MODE.EQ.1).0OR. (MODE.EQ.2)) THEN
DO 80 K=1,NFUN
DO 90 I=1,N

GRAD (K, I)=V (K, I)*X{I)-2.*ES (K, I)*H(K, I)*V (X, I)

GRAD {K, T)=SQRT (BETA (K) / (1.-BETA (K} ) ) *GRAD(X, 1)/
* SORT (Y (K) }

DO 100 J=1,N

GRAD (K, I)=GRAD (K, T)+2.*BB(K, I, J) *X (J)

100 CONTINUE
GRED{K, 1) =CGRAD(X, I} -ES(K, 1)
90 CONTINUE
80 CONTINUE
ENDIF

O I O B e o s i R b B o
C FUNCION Y GRADIENTE PONDERADOS
T e I o o o A X

OBJF=0.
DO 110 K=1,NEFUN
OBJF=0BJF+PESQS (K) *OBJ {K)
110 CONTINUE
IF({MCDE.EQ.1}.0OR. (MODE.EQ.2}) THEN
DC 120 I=1,N
OBJGRD (I}=0.
DG 130 K=1,NFUN
OBJGRD (I)=0CBJGRD({I)+PESOS(K)*GRAD({K, I)

130 CONTINUE
120 CONTINUE
ENDIF
RETURN
END

C************-A--A—***************************************************

C SUBRRUTINA CONFUN
C RESTRICCION NO LINEAL PARA MINIMO RIESGO

c*****-A-********************-k**************************************

SUBROUTINE CONFUN{MODE, NCNLN, N, NRCWJ, NEEDC, X, NL, CJAC, NSTATE,
* IUSER, USER})

O O e i
C DECLARACION DE VARIABLES
O e e At st S o LR AR 0 I S O R SO e

INTEGER MODE, NCNLN, N, NRWOJ, NEEDC (NCNLN) , NSTATE, IUSER (1} ,DIM1,I,J
PARAMETER (DIM1=10}

DOUBLE PRECISION X(N),NL(NCNLN), CJAC (NROWJ,N),USER(3),ES(DIM1),
* BB{DIM1,DIM1),U, TIND1, PROD(DIM1), PRODZ
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COMMON/DATOS1/ES, BB
Chddttrttrttttttrttrrtrtt++ttrtttttstttbttttttttrttttttttittttet
o RESTRICCION
CHttttttdtttrtrrtrtrt bttt ts bttt bbbt bbb bbbt

U=USER (1}
TIND1=USER({2)

DC 10 I=1,N

PROC(I)=0.
Lo 20 J=1,N
PROD(T)=PROD(I}+BB(I,J)*X(J)
20 CONTINUE
10 CONTINUE
PROD2=0.

Do 30 I=1,N
PRGDZ=PRODZ+PROD(I) *X (I)
30 CONTINUE
NL (1} =PROD2Z
DO 40 I=1,N
NL(1)Y=NL(1)-ES{I)*X(I)
40 CONTINUE

O T o o s e ot LA B e B o S etk
C GRADIENTE
O i Ao e S S o I o A TR N B 0 o o o o o o o o o o o e o o

PO 50 I=1,N
CJAC(1,I)=0.
DO 60 J-1,N
CJIAC (1, I)=CJAC{1,I}+2.*BB(I,J)*X{J)

60 CONTINUE
CJAC(1,I}=CJAC(1,I)-ES(I}
50 CONTINUE
RETURN
END

C***********************************************************-}r*****

C SURRRUTINA ALECUM
cC CASO ALEATORIEDAD SIMPLE. PROBLEMA CUADRATICO
MULTIOBJETIVO

C*****************************************************************

SUBROUTINE ALECUM({N,NCLIN,C, BL,BU,BB1,H1,X, PESOS1, NFUN)

SR e ke i e e S o S S o o O S S U A 0 s et i th e sl o o o o b o S
C DECLARACION DE VARIABLES
CH++++++++++++++++t++++ -+ HH bbbttt A+

INTEGER DIM1,DIMZ, LWCRK, LIWORK
PARAMETER (DIM1=10, DIM2=20, LWORK=2* (DIM2+1)**2+22*DIM1+11*DIM2

* +DIM1*DIM2+21, LIWORK=3*DIM1+DIM2+2)
INTEGER N,NCLIN,I,J,K,ISTATE (DIM1+DIM2+1),KX(DiIM1}, ITER,
* IWORK (LIWORK) , TFAIL, TUSER(2),NFUN, OPC
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DOUBLE PRECISION C(DIMZ,DIM1),BL{DIM1+DIM2+1},BU{DIMI+DIMZ2+1),
X{DIM1),MED(2,DIM1,DIMI1),CVEC(DIM1),A(DIMIL, DIMI)
,B{(DIM1),0BJ, CLAMDA {(DIM1+DIM2+1), WORK {LWORK) ,
T{DIM1),SIGMA(DIMI},NL(1),CJAC(1,DIMI1),LU(DIM1},
OBJGRD (DIM1),R(DIM1,DIML1},USER (1), BETA(DIML),

BB (DIM1,DIM1,DIMl),H{DIM1,DIM1}, TIND]1 (DIM1),
TIND2 (DIM1),LO,BB1 (DIM1,DIM],DIML),HL1 (DIM1, DIMI}
, PESOS1 (DIM1), PESOS(DIM1),T1,T2, TLIN{DIM1,DIMI)

LR S S A

EXTERNAL EC4NEF,EQ4NCF, E04UDM, OBJFUNL, EO4UEF, EQ4TUCFE
COMMON/DATOS1/MED, BB, H, PESCS, TIND1, TIND2, BETA, T, SIGMA, LU

DO 1 K=1,NFUN
PESOS {K) =PESCS1 (K)
no 2 I=1,DIM1
H{K, I)=H1(K, T)
DO 3 J=1,DIM1
BB(K,1,J)=BBl(K,I,J)

3 CONTINUE
2 CONTINUE
1 CONTINUE

CHittttitttttttttttrtrtttttrtitttttttttttttrtbtbrt bbbttt ++++++4+
C YALOR ESPERADO
O e T Rt B e N e T L o o SR URNUII Y

WRITE (6, *)

WRITE (6, *) ' ===m—mmmss——m—m— e s s s e
WRITE (6, =)' ALEATORIEDAD SIMPLE'

WRITE (6, *) '===== e mmmeemmmcc—mmms e mm— e !
WRITE (6, *)

WRITE (*, *)
WRITE (*, *} "Introduce los vectores Cl°
WRITE (*, *) ' (separandc las componentes por espacios)’
DO 5 K=1,NFUN
WRITE (*,*)
WRITE(*,*) 'Funcién: ',K
READ (*,*) (MED{1l,K,I),I=1,HN)
5 CONTINUE
WRITE (*, *)
WRITE{*, *) '"Introduce los wectores (2!
WRITE{*,*) ' (separando las componentes por espacios)’
DO 7 K=1,NFEUN
WRITE (*, *)
WRITE (*,*) "Funcién: ',K
READ (*,*) (MED(2,K,I),I=1,N)
7 CONTINUE
WRITE (*,*)
WRITE{*, *)'Introduce las esperanza de T separadas por
espacios’'
WRITE (*, *)
READ(*,*) (T(K),K=1,NFUN)
WRITE (*, *)
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WRITE(*, *)'Introduce las varianzas de T separadas por

espacios’

WRITE {(*, *}
READ(*, *) (SIGMA (K} ,K=1,NFUN)

DO 10 I=1,N
CVEC (I)=0.
DO 15 K=1,NFUN
CVEC (I)=CVEC(I)~-

PESOS (K)* (MED (1,K, I)+T(K)*MED(2,K,I))

15
10

25
30
20

40

50

35

55

CONTINUE
CONTINUE

DO 20 I=1,N
DO 30 J=1,N
A(TI,J)=0.
DO 25 K=1,NFUN
A(T,J)=A{I,J)+2.*PESOS{K)*BB (K, I,J)
CONTINUE
CONTINUE
CONTTNUE

DO 35 K=1,NFUN
TIND1 (K)=0.
DO 40 I=1,N
TINDL (K)=TINDL (K)+H (K, I)* (MED(2,K, I)**2.)
CONTINUE
TIND1 (K)=TTND1 (K) * { (T{K})**2.)+SIGMA (K))
LU (K) =0.
DO 50 I=1,N
TINDL (K)=TIND1 (K}+H (K, I)* (MED(1,K, T)**2.)
LU(K)=LU(K)+MED (1, K, I)*H (K, I) *MED (2, K, I)
CONTINUE
TIND] (K)=TIND1 (K)+LU(K)*2.*T (K)
CONTINUE

T1=0.

DO 55 K=1,NFUN
T1=T1+PESOS(K)*TIND1 (K)

CONTINUE

IFAIL=-1

CALL EOQ4NEF('Problem Type = QP2')
CALL EQ4NEF('Print Level = 0')

CALL EO4NCF(N,N,NCLIN,DIM2,DIM1,C,BL,BU,CVEC,ISTATE,KX,X,A,B,

*

ITER,OBJ, CLAMDA, TWORK, DIM1, WORK, LWORK, TFAIL)

WRITE (*, *)

WRITE (*, *) "SOLUCION VALCR ESPERADO'
WRITE (*, *)

WRITE (*,*) (X(I),I=1,N)

WRITE (*, *}

WRITE (*, *} 'Funcidn Objetivo: ',0BJ+T1
WRITE (*,*)
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WRITE {*,*) 'IFAIL = ', IFAIL
WRITE (6, *) 'SOLUCION VALOR ESPERADO'
WRITE (6, *)

WRITE (6, *) {(X{(I),I=1,N)

WRITE (6, *)

WRITE{6,*) 'Funcidén Objetivo: ',0BJ+T1
WRITE (6, *)

WRITE{6,*) 'IFAIL = ',IFATL

O s o

C

MINIMA VARIANZA

O s st 2 S S S T 0 s s S S S S S S

60

DO 57 K=1,NFUN
LO=0.
bO 60 I=1,N
LO=LO+H{K, I} *{MED(2,K,I})**2.)
CONTINUE

TINDZ (K)={LO**2.)*2.*SIGMA (K) * (SIGMA(K)+2.* (T (K} **2.)}+

*

4, *3TGMA (K) * (LU(K) **2.)+8.*T (K} *SIGMA (K) *LO*LU (K)

70

57

75
65

77

85
30
80

DO 70 I=1,N
TLIN{K,I}=-4.*SIGMA(K)* (LU(K)+T(K)*L0O)*MED(2,K, I)
CONTINUFR
CONTINUE

T2=0.
DO 65 I=1,N
CVEC (T}=0.
DO 75 K=1,NFUN
CVEC(TI)=CVEC{I)+PESOS{K)*TLIN (K, 1}
CONTINUE
CONTINUE
DO 77 K=1,NFUN
T2=T2+PESOS (K) *TIND2 (K)
CONTINUE

po 80 I=1,N
DC 90 J=1,N
A{I,J)=0.
DO 85 K=1,NFUN
A(I,J)=A(I,J)+2.*PESOS{K)*SIGMA (K)*MED(2,K, I}*

* MED{2,K, J)

CONTINUE
CONTINUE
CONTINUE
IFAIL=-1

CALL EOQ4NEF{'Problem Type = QPZ')
CALL EO4NEF('Print Level = (')
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CALL EO4NCF (N, N,NCLIN,DIM2,DIM1,C,BL, BU,CVEC, ISTATE, KX, X, A, B,

*

ITER, OBJ, CLAMDA, IWORK, DIM1, WORK, LWORK, IFATL)

WRITE (*, *)

WRITE{*,*) 'SOLUCION MINIMA VARIANZA'
WRITE (*,*)

WRITE (*,*) (X(I},1=1,N)

WRITE (*, *)

WRITE(*,*) 'Funcién Chjetivo: ',0BJ+TZ
WRITE (*, *)

WRITE (*,*) 'IFAIL = ', IFAIL

WRITE {6, *)

WRITE(G,*)'SOLUCION MINIMA VARIANZA'
WRITE (6, *)

WRITE (6, *) (X(I),I=1,N)

WRITE (6, *)

WRITE (6, *) 'Funcidén Objetivo: ',0BJ+T2
WRITE (&, *)

WRITE {6, *)'IFATL = ',IFAIL

r

Cht bttt b+ttt bbtttttttttdtttrttrt bt + bbbt brt bttt bbbt tbbttt

C

KATROKA

CHttttrtttttttttttttttttttttbrttttttttttttrtttttttbstt+et++++++++

110

CONTINUE

WRITE (*, *)

WRITE (*, *) "Introduce las probabilidades BETA'
WRITE(*, *) 'separadas por espacios’

READ(*,*) (BETA(K),K=1,NFUN)

TUSER (1) =NFUN

CALL EO4UEF('Print Level = 0')
CALL EQ4UEF({'Print Level = 10"}
CALL EC4UEF('Verify Level = 3'")

IFAIL=-1

CALL EO4UCF({N,NCLIN,0,DIMZ,1,DIM1,C,BL,BU, E0O4UDM, OBJFUN1, ITER,

*

H

ISTATE, NL, CJAC, CLAMNA, OBJ, OBJGRD, R, X, IWORK, LIWORK,
WORK, LWORK, IUSER, USER, IFAIL)

WRITE (*, *)

WRITE (*,*) 'SOLUCION KATACKA'

WRITE (*, *)

WRITE(*, *) 'Vector de probabilidades BETA: °
WRITE (*,*) (BETA(K),K=1, NFUN)

WRITE (*, *)

WRITE (*, *} 'Vector solucidn:'

WRITE (*,*) (X{(I},I=1,N)

WRITE (*, *)

WRITE(*,*) 'Funcidn Objetivo: ',0BJ
WRITE (*, *)

WRITE (*,*)'IFAIL = ',IFAIL
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WRITE (6, *)
WRITE (6, *) 'SCOLUCION KATAOKA'

WRITE (6, *)

WRITE (6, *) 'Vector de probabilidades BETA: '
WRITE (6, *) (BETA{K),K=1, NFUN)

WRITE (6, *)

WRITE{6,*) 'Vector solucién:'

WRITE(6,*) (X(I),I=1,N)

WRITE (6, *)

WRITE (6, *) 'Funcidén Objetivo: ',0BJ
WRITE (6, *)

WRITE(6,*) "IFAIL = ',IFAIL
WRITE (*, ™)

WRITE(*, *}) 'Esta sclucidn corresponde a un minime riesgo’
WRITE(*,*) 'de nivel: ',0BJ
WRITE (*, *)
WRITE(*,*})'S1i deseas mayor nivel, debes aumentar las’
WRITE(*, *} 'probabilidades BETA'
WRITE (*,*) "Quieres cambiar las probabilidades?’
WRITE{(*,*)'"1.- SI'
WRITE{*,*)'2.- NO'
100 READ(*,*) OPC
IF((OPC.NE.1) .AND. (CPC.NE.2})} GOTC 100
IF{(OPC.EQ.1) GOTO 110

RETURN
END

C*****************************************************************

C SUBRRUTINA OBJFUN1
C FUNCIGN GBJETIVO PARA KATAOKA

C**-A-******************i—*******************************************

SUBROUTINE OBJFUNI1 (MODE, N, X, CBJF, OBJGRD, NSTATE, IUSER, USER)

o R o o S S A T o o o R I
C DECLARACION DE VARIABLES
Chttttttttttrtrtttttttttttttttttttttttrttbtttttttttstttttrrt+++++

INTEGER MODE,N,NSTATE, IUSER(Z),DIM1,DIMZ,I,J,K,NFUN
PARAMETER (DIM1=1C, DIM2=20}
DOUBLE PRECISION X({N),OBJF,CBJGRD(N),USER(1),MED{2,DIM1,DIML),

* PROD{DIML), PRODZ, LO, H(DIM1,DIM1), LU{DIML),

* BB (DIM1,DIM1,DIM1), T(DIM1}),SIGMA{DIM]),

* TIND1 (DIM1}), TINDZ {DIM1),Y{DIM1),ABC,BETA(DIM1)},
*

PESOS (DIM1),CBJ (DIM1), GRAD (DIM1, DIM1)

COMMON/DATOS1/MED, BB, H, PESOS, TIND1, TIND2, BETA, T, SIGMA, LU
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CHttttttttttttttttttrtttttttttttrtttttttttttstbtttttrtbtttttttttt
C FUNCIONES OBJETIVC INDIVIDUALES
Chtttttrttrtttttrtttttttttrttrttrttrtttttttbtttbttittttit bttt +

NFUN=TIUSER ({1}

DO 5 K=1, NFUN
LO=0.
bo 10 I=1,N
PROD(1)=0.
DC 20 J=1,N
PROD{(I)=PROD(I}+BB(K,I,J)*X{J)

20 CONTINUE
10 CONTINUE
PROD2=0,

DO 30 I=1,N
PROD2=PRODZ2+PROD (T} *X {1}
30 CONTINUE
LO=PROD2
DO 40 I=1,N
LO=LO-{MED(1,K,I)+T{K)*MED(2,K, I})*X(I)
40 CONTINUE
LO=LO+TINDL (K)

Y{K)=0.

DO 50 I=1,N
PROD (I)=0.
DO 60 J=1,N

PROD {T)=PROD (I} +SIGMA (K)*X (J) *MED{2, K, J) *MED(2,K, T)
60 CONTINUE
50 CONTINUE
PROD2=0.
DO 70 I=1,N
PROD2=PRODZ2+PROD (I) *X (I}
70 CONTINUE
Y (K) =PROD2
PROD2=0.
DO 80 I=1,N
PROD2=PRODZ+H (K, I} * (MED (2, K, I)**2. ) *T (K)
80 CONTINUE
PROD2=4.*SIGMA {K) * (LU (K} +PROL2)
ABC=0.
DO 90 I-1,N
ABC=ABC+MED (2, K, I)*X (I}
90 CONTINUE
PRODZ2=PRODZ*ABC
Y (K)=Y {K) ~-PRODZ+TIND2 {K)

OBJ (K} =5QRT (BETA(K) / (1.-BETA(K)) ) *SQRT{Y (K} ) +LO
5 CONTINUE
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T B A 0 A o U0 S0 S S o o e e

C GRADIENTES INDIVIDUALES
Cridbrttttttrtrttitrtttttbtttrttttttttttttttrtrittstttbttidbttotbt

IF( (MODE.EQ.1}.0OR. (MODE.EQ.2)) THEN
DO 100 K=1,NFUN
DO 125 I=1,N
GRAD{K, I}=0.
DO 130 J=1,N
GRAD (X, T)=GRAD (K, I} +STGMA {K) *MED (2, K, I) *
* MED (2, K, J) *X {J)
130 CONTINUFE
ABC=0.
DO 135 J=1,N
ABC=ABC+ {MED (2, K, J) **2.) *H{K, J)
135 CONTINUE
GRAD (K, I)=GRAD (K, T) -
2.*SIGMA (K)* (LU (K} +T (K} *ABC) *

* MED(2,K, I}
GRAD{X, I)=SQRT (BETA(K)/(1.-BETA(K) } ) *GRAD(K, I)/
* SQRT (Y {K))

DO 150 J=1,N
GRAD (K, T)=GRAD(K, I)+2.*BB(K,I,J)*X{J)
150 CONTINUE
GRAD (K, I)=GRAD(K, I)-MED(1,K, I)-T{(K)*MED{2,K, I)
125 CONTINUE
100 CONTINUE
ENDIF

CHtttrttrtrttttttrtttttttttsttrttdtttttttttt+tb sttt ++Ht b+t

C FUNCIGN OBJETIVC Y GRADIENTES PONDERADOS
CHttddtttttttttttttrtttttrttrttttttttittirttttttttttttttt+ 44+

OBJF=0.
DO 160 K=1,NFUN
OBJF=0BJF+PESCS (K} *OBJ (K)
160 CONTINUE

IF( (MODE.EQ.1).OR. (MODE.EQ.2)) THEN
DO 170 I=1,N
OBJGRD (I)=0.
DO 180 K=1,NFUN
OBJGRD {I)=0OBJGRD (I)+PESOS (K} *GRAD (K, I

180 CONTINUE
170 CONTINUE
ENDIF
RETURN
END
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PROGRAMACION ESTOCASTICA MULTIOBJETIVO
APROXIMACION ESTOCASTICA

Caso Lineal

IR R EFEERESBEETEENFEEEASEEEEFESSEREEREEREEEREEEERSEESEEEERSEREEESES EERESSEEE]

* PROGRAMA ASL *
*ok ok Aproximacidén Estocastica. *ok k&
* ok ok Linkar con:; LINVAR, KATA1l,KATAZ, NAGLIB/LIB * Kk ok

hkhxhk ok khkhkbdhkhhkhkhhrrhkbdrhhrhhkbhhrhdrhhbdbdrdbhkhbrhkhbhrhhhbdaordhdohdhkid

PROGRAM ASL

C*****************************************************************

C Declaracién de variables
C*****************************************************************

INTEGER DIM1,DIMZ

PARAMETER (DIM1=10, DIM2=20)

INTEGER N,I,J,K,S5,P,M,OPC

DOUBLE PRECISION RES(DIMZ,DIM1),BL(DIM1+DIMZ2),BU(DIM1+DIM2),

* V(DIM1*DIM1, DIM1*DIM1),X (DIM1),MED(DIM1*DIM1),
* T1,TZ2, TIEMPC

CHARACTER*20 FICHERO, COMENT

CHARACTER*30 SALIDAl, SALIDAZ

EXTERNAL LINVAR,KATAl,KATAZ,X05BAF

C*****************************************************************

C L.ectura de datos
C*******f*********************************************************

T1=X05BAF ()

WRITE (*,*)

WRITE(*, *) 'Introduce el nombre del fichero de datos'

READ(*,*) FICHERO

OPEN {3, FILE=FICHERQ, STATUS="0OLD")

SALIDAl="NOR~'//FICHERO

SALIDAZ='CAN-~"'//FICHERO

WRITE {*, *)

READ(3,*} COMENT

READ(3,*) N

READ (3, *) COMENT

READ{3,*) P

READ {3, *) CCMENT

READ(3,*} M

READ (3, *) COMENT

DO 10 I=1,M

READ{3,*) (RES{(I,J),J=1,N)

10 CONTINUE

READ{3,*) COMENT

DO 20 I=1,N

READ({3,*) BL(I),BU(I}

20 CONTINUE

READ (3, *) COMENT
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DG 30 I=1,M
READ (3, *) BL(N+I),BU(N+T)
30 CONTINUE
READ (3, *) COMENT
DO 40 I=1,N*P
READ(3,*) (V{I,J},Jd=1,N*P)
40 CONTINUE
READ (3, *) COMENT
READ (3, *) (MED (I}, I=1,N*P)
READ (3, *) COMENT
READ(3,*} (X(I},I=1,N)
CLOSE (3}

C*****************************************************************

C Elegir opclén
C*****************************************************************

WRITE (*, *)

WRITE (*, *) ' /S /1177077707707 7 7700077770777 7ii7iilirrrrile
WRITE(*,*)'l.- Caso Normal'
WRITE(*,*)'2.~ Cantelli’

WRITE (*, *) " /S /7777707777707 0077077787777 77 7777777

100 READ(*,*) OPC
TF{{(OPC.NE.1) .AND. {OPC.NE.Z2)) GOTO 100
IF(CPC.EQ.1) THEN

OPEN (6, FILE=SALIDA1l, STATUS="NEW")
WRITE {6, *)

WRITE (6, *}° CASO NORMAL®
WRITE (6, *) ' ==============s======ssaas======'
WRITE (6, *)
CALL LINVAR(N,M,P,RES,RBL,BU,V,X)
CALL KATAl (N,M, P,RES, BL, BU, V,MED, X)
WRITE(*, *)
WRITE(*,*}'Final del Prcgrama'
WRITE(*,*)
WRITE (*,*) 'Los resultados se han impreso en el fichero:'
WRITE (*,*) SALIDAl

ELSE
OPEN ({6, FILE=SALIDAZ, STATUS="NEW')
WRITE (6, *)
WRITE (6, *) '========sccoooss=oc———maamssmmae |
WRITE(G,*}’ CANTELLI"
WRITE (6, *) '======s—cc—==sc==============omm= |
WRITE (6, *)
CALL LINVAR(N,M,P,RES,BL,BU,V,X)
CALL KATAZ2 (N,M,P,RES,BL,BU,V,MED, X)
WRITE (*, *}
WRITE(*,*)'Final del Programa'
WRITE (*,*)
WRITE (*,*) 'Los resultados se han impreso en el ficherc:'
WRITE(*,*) SALIDAZ

ENDILF
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T2=X05BAF ()
TIEMPO=T2-T1
WRITE (6, *)

WRITE (6, *} '======s===m=—==—====c=—c-—acco===== S — S
WRITE(6,*)' Tiempo C.P.U.: ',TIEMPC
WRITE (6, *) '================== S
WRITE (6, *)
WRITE (*, *)

WRITE {*, *) '========—====- — S
WRITE(*,*)' Tiempo C.P.U.: ', TIEMPO
WRITE(*,*}'============::=:========= ———————————— [

WRITE (*, *}

CLOSE (6}

END

kkhkkhkhkkkkkhkhhkhhhkh bk kv khkhk kv khkhhhkhkrhhhrhrFrrkhhhddkdrhhhdhdkhorddhokkdsk

HoAoxk SUBRRUTINA LINVAR * k&

il Programacién Estocastica. Caso lineal, varianza dok ok ok
B R R R R R kR e T F A AR ARt A A R eI R R R R R R

SUBRCUTINE LINVAR(N,M,P,RES, BL,BU,V,X)

C-k****'ﬂr***********************************************************

C Declaracidén de variables
c****************‘k******************i’*****************************

INTEGER DIM1,DIM2, LIWORK, LWORK
PARAMETER (DIM1=10,DIM2=20, LIWORK=DIM1, LWORK=2* (DIM1**2)+95*DIM1+

* 6*DIM2)

INTEGER N, I,J,K,S,P,M, ISTATE (DIM1+DIM2}, KX (DIM1), ITER,

* TWORK (LIWORK) , IFAIL, OPC

DOUBLE PRECISION RES(DIMZ,DIM1},BL{(DIM1+DIMZ2),BU(DIM1+DIM2},
* Vv (DIM1*DIM1, DIM1*DIM1), X (DIM1), PESOS (DIM1),
* A(DIM1,DIM1),CVEC(DIM1),B(DIM1),OBJ,

* CLAMDA (DIM1+DIM2) , WORK { LWORK}

EXTERNAL EO4NEF, EO4NCF

C*****************************************************************

C Llamada a subrrutina NAG

ok ok kg koo ko o de ok gk ke e ok ok e ok ke ke ke e ok ke sk ok ke ok ke e ok ok e ok e ok ok ke ok ke R ok e ok ke b ke ke ok ke ok ke ok ke ok ok

WRITE (6, *)

WRITE (6, *) " * %k ks kokhokokoke ok dokkokok !
WRITE(6, *)' Método Varianza'
WRITE (6, %) " **dokkkdokkkohdhok ko ?
WRITE (6, *)

WRITE (*, *)

WRITE(*' *) LB S SR EREEEEEREESE XN
WRITE(*, *)' Método Varianza'
WRITE(*' *) LIE S A RS SRR EEE RS EE XS N
WRITE (*, *}

CALL EQANEF('Prcblem Type = QP1')
CALL EQO4NEF ('Print Level = 0')
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200 CONTINUE
WRITE (*, *}
WRITE (*, *)'Introduce los pesos de las funciones objetivo'
WRITE (*, *) "separados por espacios.'
READ(*,*) (PESOS(I),I=1,P)
WRITE (*, *)
DO 50 I=1,N
DC 60 J=1,N
A(I,J)=0.
DO 70 K=1,P
A{I,N=A(I,J)+2.*{PESOS(K)**2}*V{(K-1)*N+I, {K-1)*N+J)
70 CONTINUE
DO 80 K=1,P~1
DO 90 S8=K+1,P
A{I,JY=A(T,J)+4.*PESOS{K)*PESQS(5)*

* V{{K-1)*N+I, (S-1)*N+J}
90 CONTINUE
g0 CONTINUE
60 CONTINUE

50 CONTINUE
IFAIL=-1

CALL EO4NCF(N,N,M,DIM2,DIM]1,RES, BL, BU, CVEC, ISTATE, KX, X, A, B, ITER,
* OBJ, CLBMDA, IWORK, LIWORK, WORK, LWORK, IFAIL)

C*****************************************************************

C Salida de datos

C*****************************************************************

WRITE (*, *)

WRITE(*’ -ir) Thhhkdhhkwhkbhhhrrmhkdrohkhbbkhkdbdkhhrrhrrhkhbhkdhkbdhkhbtdhhkdrrdxrdrkhkrtk!
WRITE (*, *)
WRITE({*,*)'Scolucidén para los pesos'
WRITE{*,*) (PESCS(1},I=1,PF)
WRITE(*, *)
WRITE(*,*) 'Punto: '
WRITE(*,*) (X{(I),I=1,N)
WRITE (*, *)
WRITE(*,*)'Valor de la funcién ponderada: ',0BJ
WRITE (*, *)

WRITE (%, %) 7 % kkokok ks s ok e de ok s sk ok e o ke ok ek o sk ko ko ke ok ook ok ok ok ok ok ke ke ok ok e e e e

WRITE (*,*)

WRITE (6, ™*)
WRITE(6’ *) IR S A LRSS A SR SRS REEEEEREEREEREERE R R R R R R S I I GVt N g e
WRITE (6, *}
WRITE (6, *) 'Solucidn para los pesos’
WRITE (6, *) (PESOS(I),I=1,P)
WRITE {6, *)
WRITE (6, *} 'Punto: '
WRITE (6,*) (X{I),I=1,N)
WRITE (6, *)
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WRITE (6, *)'Valor de la funcidén ponderada: ',0BJ
WRITE (6, *)
WRITE (6, *) 'Valor de IFAIL: ', IFAIL

WRITE (6, *)

WRITE(6’*)T****************************************************l

WRITE (6, *)

WRITE {*, *)

WRITE (*, *) '========src=====ccrrmo=smsssosmmos—we s |

WRITE(*,*)'l.- Cambiar los pesos'

WRITE(*,*)'2.- Terminar'

WRITE(*, *) '——=========—sm=—ccc——s====c—soo====== !
100 READ(*,*} OPC

WRITE (*, *)

IF((OPC.NE.1).AND. (CPC.NE.2})) GOTC 100

IF{OPC.EQ.1} GOTO 200

RETURN
END

R e R R R R R RS R R S SRR R RS RS SEEEEEREEREEEREERE R R R TR

ok Kk SUBRRUTINA KATA1l * oAk
*oAE K Caso Normal. KATAOTA * oAk

Ahk Ak kbbb ko k kv kb bk rdd bbbk bbb kbbb hkikdbdrddxdhrhbhhk b hkbhkdrhbbdrhkhddrhdhkrdhkr

SUBROUTINE KATAL (N,M,P,RES, BL, BU, VV, MMED, X)

C*****************************************************************

C Declaracién de variables
C

INTEGER DIM1,DIM2, LIWORK, LWORK
PARAMETER (DIM1=10,DIM2=20, LIWORK=3*DIM1+DIM2,

« LWORK=2* (DIM1**2)+20*DIM1+11*DIM2)
INTEGER N,I,J,K,S,P,M, ISTATE {DIM1+DIM2),KX(DIM1), ITER,
* IWORK {LIWORK) , IFAIL, OPC, TUSER (1)

DOUBLE PRECISION RES(DIMZ,DIM1),BL{DIM1+DIM2),BU(DIM1+DIM2),
V{(DIM1*DIM1,DIMI*DIM1),X (DIM1),PESOS(DIM1)},
A{DIM1,DIM1},CYEC(DIM1),B(DIM1),OBJF,BETA,
CLAMDA (DIM1+4DIMZ) , WORK (LWORK} , IBE,C (1),
USER{1),MED(DIM1*DIM1}, MMED {DIM1*DIML1),

VV (DIM1*DIM1, DIMI*DIM1),O0BJGRD (DIM1},
CJAC{1,1),R(DIM1,DIM1)

EXTERNAL EQ4UEF, EQ4UCF, E04UDM, GO1CEF, OBJFUN
CCMMON/DATOS/V, MED, PESOS

L S

C*****************************************************************

C Llamada a subrrutina NAG
c
DO 10 I=1,DIM1*DIM1
MED{I)=MMED(I)
DC 20 J=1,DIM1*DIM1
VI(I,J)=VVI(I,J)
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20 CONTINUE

10 CONTINUE
WRITE (6, *)
WRITE (6, %) " #*xkkxkkkkosbdkodkdddks?
WRITE{6,*)"' Kataoka'
WRITE(6’*) Tk hhhdkhhhkhhkhhkhhhd!?
WRITE (6, *)
WRITE (*, *}
WRITE (%, *) " &k kkokkw ook sdokhok ko )
WRITE(*, *) " Kataoka'
WRITE (%, %) " %% kokdeokok ok ok dok koo !
WRITE (*, *)

CALL EO4UEF({'Print Level = 0")

IUSER(1)=P

WRITE (*, *)

WRITE(*,*}'Introduce la probabilidad Beta'
READ(*,*) BETA

IBE=GQ1CEF (BETA, IFATIL)

USER(1)=1IBE

200 CONTINUE
WRITE (*, *)
WRITE (*, *}) "Introduce el vector de pesos’
WRITE (*,*) 'separados por un espacio’
READ(*,*) (PESOS(I),I=1,P)
WRITE (*, *)

IFAIL=-1

CALL EC4UCF{N,M, 0,DIMZ2,1,DIM1,RES,BL, BU, EC4UDM, CBJFUN, ITER,
* ISTATE, C, CJAC, CLAMDA, OBJF, OBJGRDE, R, X, IWORK, LIWORK,
* WORK, LWCRK, IUSER, USER, IFAIL)

C**************************-A-**-k***********************************

C Salida de datos

C*****************************************************************

WRITE(*, *}

WRITE(*' *) LR R R R R R R R R R R kT A R A T T R g R R A
WRITE (*,*)
WRITE(*, *}'Soclucidén para la probabilidad BETA: ',BETA
WRITE (*, *)

WRITE (*, *) 'Pesos:’

WRITE(*,*) (PESQS(I},I=1,P)

WRITE (*, *}

WRITE(*, *} 'Punto: '

WRITE(*,*} (X(I),I=1,N)

WRITE (*, *)

WRITE(*,*)'Valor de la funcién ponderada: ',0RJF
WRITE (*, *)

WRITE(*, *)'Valor de IFAIL: ',IFAIL
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WRITE(*, *)
WRITE (*, *)

& * B s R R R R
WRITE(*'*}T********* F ok ok ok okk ok

WRITE (*, *)

WRITE (6, *)

hkhhkkkkkkdhhkkhdk ok ok kokkdkhkkkok?
WRITE(6'*)!*************************

WRITE (6, *)

WRITE (6, *) 'Solucién para la probabilidad BETA: ',BETA
WRITE (6, *)

WRITE (©,*) 'Pescs:’

WRITE(6,*} (PESOS(T),I=1,P)

WRITE (6, *)

WRITE (6, *) 'Punto: !

WRITE (6, *) (X{I},I=1,N)

WRITE (6, *)

WRITE (6, *) 'Valor de la funcidn ponderada: ',0BJF
WRITE (6, *}

WRITE(6, *) 'Valor de IFAIL: ',TFAIL

WRITR (6, *)

WRITE{G *)|****************************************************|
r

WRITE (6, *)

WRITE {*, *)

WRITE (*,*) '==s=c————=soossxo—s—sanoosSSanss=s=== !

WRITE(*,*)'l.- Cambiar los pesos’

WRITE(*,*)'2.- Terminar'

WRITE (*, *) '===ss==s==s==== —r=s====smes=sa========
100 READ(*,*) OPC

WRITE (*, *)

IF({OPC.NE.1) .AND. {OPC.NE.2}) GOTO 100

IF{OPC.EQ.1) GOTO 200

RETURN
END

hkdkkhkhhkddhkhhkhkdkhkhk bbbk bbbk hkdh kbbb hddrh bk bk drhkkhkhhd ok ddkhddkidk

*owokx SUBRRUTINA OBJEUN * ok Ek

LR R R A RS R A R R R R R R R A AR R R AR SRS RS RS E R R R R R EREEEREREEREES

SUBROUTINE OBJFUN({MODE, N, X, OBJF, OBJGRD, NSTATE, IUSER, USER)

ChoarrdhdhdkhhkrhhhdhdehkhdFrhhdhrhddhhbhAhdddbdh bk ddhdrhdokddddddhhxkdkhkntrh

C Declaracidén de variables

C

INTEGER DIM1

PARAMETER (DIM1=10)

INTEGER N, 1,J,K,S, P, NSTATE, MODE, TUSER (1)

DOUBLE PRECISION V(DIM1*DIM]1,DIM1*DIM1),X(N},PESQOS (DIM1},

* OBJF, IBE, USER(1),MED(DIM1*DIM1), CBJGRD(N),
* VKX (DIM1, DIM1),VKSX (DIM1,DIM1, DIML), LO
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COMMON/DATOS/V, MED, PESOS

C***********************************************i*****************

C

Funcién Objetivo

C*****************************************************************

30
20
10

70
60
50
40

90
80

120
110
100

140
13C

P=IUSER {1}
IBE=USER(1)

DO 10 K=1,P
DC 20 I=1,N
VKX (K, I)=0.
DO 30 J=1,N
VKX (K, T)=VKX{K, I} +V ( (K-1} *N+I, (K~1)*N+J) *X (J)
CONTINUE
CONTINUE
CONTINUE

DO 40 K=1,P-1
DO 50 S=K+1,P
DO &0 I=1,N
VKSX (K, 3,1)=0.
DO 70 J=1,N
VKSX (K, S, I)=VKSX (K, S, I}+

* V(K-1)*N+TI, (S-1)*N+J) *X {J)

CONTINUE
CONTINUE
CONTINUE
CONTINUE

LO=0.
DO 80 K=1,P
bDC 90 I=1,N
LO=LO+ {PESOS{K) **2.) *X (L) *VKX (K, I)
CONTINUE
CCNTINUE

DO 100 K=1,Pp-1
DO 110 S=K+1,P
DO 120 I=1,N
LO=LO+2. *PESOS (K) *PESOS (S) *X (I) *VKSX (K, S, I)
CONTINUE
CONTINUE
CONTINUE

OBJF=IBE*SQRT (LO)

DO 136G K=1,P
DO 140 I=1,N
OBJF=CBJF+PESCS (K) *MED ( (K—1) *N+1)*X(T)
CONTINUE
CONTINUE

C*****************************************************************

C

Gradiente

C*****************************************************************
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IF(MCDE.GT.C) THEN
DO 150 I=1,N
OBJGRD (I)=0.
DO 160 K=1,P
OBJGRD (I)=0BJGRD (I)+ (PESCS(K)**2.)*VKX (K, I}
160 CONTINUE
DO 170 K=1,P-1
DC 180 5=K+1,F
OBJGRD (I}=0BJGRD{I)+2.*PESOS (K)*PESOS(5)*
* VKSX (K, 5, 1)
180 CONTINUE
170 CONTINUE
OBJGRD(T)={IBE*OBJGRD(I})/SQRT(LO)
DC 190 K=1,P
OBJGRD{I})=0OBJGRD (I} +PESOS (K)*MED( (K-1) *N+TI)

190 CONTINUE
150 CONTINUE
ENDIF
RETURN
END

dhkkk Ik h ek dhk bk kb dkhk kb hkhkhhkdkhdhkrhhkrohkkdbhhkrbrhkdrhorkrrhaxhkdrrbrrhkddrdhbdirx

i SUBRRUTINA KATAZ *oek
rowx Cantelli. KATACTA ok k ok

EE R E RS AR SRS RS R EREEEREEEEEREEEREEEEEEEEE SIS SR RS EREEEREEEEIE B SIS E S S S EEE S

SUBRCUTINE KATAZ(N,M, P, RES, BL, BU, VvV, MMED, X)

C***-k*************-ﬁr********-k**************************************

o Declaraciodon de variables

C

INTEGER DIM1, DIMZ, LIWORK, LWORK

PARAMETER (DIM1=10,DIMZ=20, LIWORK=3*DIM1+DIMZ,

* LWORK=2* (DIM1**2)+20*DIM1+11*DIM2)
INTEGER N,I,J,K,S,P,M,ISTATE (DIM1+DIM2),KX (DIM1), ITER,

* IWORK(LIWORK), IFAIL,OPC, TUSER{1)

DOUBLE PRECISION RES(DIM2,DIM1),BL(DIM1+DIM2),BU{(DIMI+DIMZ),

* V(DIM1*DIM1,DIM1*DIM1),X(DIM1), PESOS{DIML),
* A(DIM1,DIM1),VEC(DIM1),B(DIM1},OBJF, BETA,

* CLAMDA (DIM1+DIM2) , WORK{LWORK),C (1),

* USER(1),MED(DIM1*DIM1),MMED (DIM1*DIM1},

*

VvV ({DIM1*DIM1,DIM1*DIML), OBJGRD(DIM1),
* CJAC(1,1}),R(DIMI1,DIMI1)

EXTERNAL EC4UEF, EQ4UCF, E0O4UDM, OBJFUN1
COMMON/DATOS/V,MED, PES0S

C******-A—******ir*****************************************‘k*********

C Llamada a subrrutina NAG

C
DO 10 I=1,DIM1*DIM]
MED {I)=MMED (I)
DO 20 J=1,DIM1*DIM1
VI(I,J)=VV{I,J)
20 CONTINUE

450



ANEXOI

10 CONTINUE

WRITE (6, *)
WRITE (6, *) " H**Hkkkkdkdkdorkkxkks?
WRITE (&, *) ' Kataoka'

WRITE (6, %) " & A&k xkkkorkdkkdokdokh !
WRITE {6, *)

WRITE(*, *)

WRITE (*, *) " **kkkkhmhddakdhrdd sk
WRITE (*, *) ' Kataoka'

WRITE (*, %) " H*ddmkhdkhbdhdkhdhknw!
WRITE {*, *)

CALL EQ4UEF('Print Level = 0')

TUSER(1)=P

WRITE (*, *)

WRITE (*, *)'Introduce la probabilidad Beta'
READ(*,*) BETA

USER(1)=BETA

200 CONTINUE
WRITE {*, *)
WRITE{*,*) 'Introduce el vector de pesos’
WRITE(*, *) 'separados por un espacic’
READ(*,*) (PESCS{I),I=1,P)
WRITE {*, *}

IFATL=-1

CALL EC4UCF(N,M, 0,DIM2,1,DIM1, RES, BL, BU,E04UDM, CBJFUN1, ITER,
* ISTATE,C,CJAC, CLAMDA, OBJF, CBJGRD, R, X, IWORK, LIWORK,
* WORK, LWORK, IUSER, USER, IFAIL)

C*****************************************************************

C Salida de datos

C****-k************************************************************

WRITE (*, *)

WRITE(*’ *) IR R R R AR RS RS R RSN EEEREEEEEEEEREEREREEEEREE RS RS
WRITE (*,*)

WRITE(*,*)}'Solucién para la probabilidad BETA: ',BETA

WRITE (*, *)

WRITE(*, *) 'Pesos: '

WRITE (*,*) (PESCS(I),I=1,P)

WRITE (*, *)

WRITE (*, *) 'Punto: '

WRITE (*,*) (X(I),I=1,N)

WRITE (*, *)

WRITE({*,*) 'Valor de la funcién ponderada: ',0OBJF
WRITE {*, *)

WRITE (*, *)'Valor de IFAIL: ',IFAIL

WRITE (*, *)

WRITE (*, *)

WRITE(*’ *) IR AR EEE R R AR S AR R R RS EE SRR R R R R R R E RS R ]
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WRITE (&, *)
WRITE(G’*)r****************************************************'
WRITE (6, *)
WRITE (*, *) 'Solucién para la probabilidad BETA: ',BETA
WRITE (*, *)
WRITE(*,*) "Pesos:'
WRITE(6,*) (PESOS(Ll),I=1,P)
WRITE{6,*)
WRITE{6,*)'Punto: '
WRITE (6,*) (X(I},I=1,N)

WRITE {6, *)

WRITE (6, *) 'Valor de la funcidn ponderada: ',CRJF
WRITE (6, *)

WRITE (6, *)'Valor de IFAIL: ',IFAIL

WRITE (6, *)

LR RS EE S SRS EE R E SRR EEEEERERN
WRITE(6'*)i************************* * *

WRITE (6, *)
WRITE({*,*)
WRITE (*, *) '====sc=—==w=o=======s=====s==========='
WRITE(*,*)']l.- Cambiar los pesos'
WRITE(*,*)'2.- Terminar'
WRITE {*, *)
100 READ (*, *} OPC
WRITE (*, *)
IF{{OPC.NE.1).AND. (CPC.NE.2)) GOTO 100
IF{OPC.EQ.1) GOTO 200

RETURN
END

Fh I hFhkdkhkhkhdhkhhdhrhhhkrhrobkrhkkdbhhbdbhbhkhhhhkhbhhhbhhbhbhbdbdbrbdbhdhkdddkdddhkdhk

*k Ak SUBRRUTINA OBJFUN1 kI

R R R R R R R R R R EE R E RS EE RS EREEREEEEEEEREEREREREEEEEEEERE R B & R R R

SUBROUTINE OBJFUNI (MODE, N, X, CBJF, OBJGRD, NSTATE, IUSER, USER)

Ohkddhdhdhkhrhkdhkhrhhkdd b ddhh kb hhk b ddhh b hhhd ok d b a b dkhd bbb dkdrhkhdkdhkhokk &k

C Declaracidn de variables
C*****************************************************************

INTEGER DIM1

PARAMETER (DIM1=10)

INTEGER N, I,J,K,S, P, NSTATE, MODE, IUSER (1)

DOUBLE PRECISION V({DIM1*DIM1,DIM1*DIM1),X (N}, PESOS (DIM1),

* OBRJF, BETA, USER (1) ,MED (DIM1*DIM1 ), OBJGRD (N},
* VKX (DIM1, DIM1), VKSX {DIM1, DIM1, DIM1),LO
COMMON/DATOS/V, MED, PESOS

R kdkkkdkd gk d kddddokdkddok ko dd kb ddrdkhdkkhok ook ko bk Aok ke ko ke kb ok ok ok ok ke ok ok ok ok d

c Funcién Cbjetivo
C*****************************************************************

P=IUSER(1)
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30
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140

90
g0

120
110
100

140
130

BETA=USER (1)
DO 10 K=1,P
DO 20 I=1,N
VKX (K, I)=0.
DO 30 J=1,N
VKX (K, TY=VKX (K, I} +V ( (K-1) *N+I, (K~1)*N+J) *X (J)
CONTINUE
CONTINUR
CONTINUE

DO 40 K=1,P-1
DO 50 S=K+1,P
DO 60 I=1,N
VKSX (K, S, I)=0.
Do 70 J=1,N
VKSX (K, S, I)=VKSX (K,S, 1)+
V{(K-1)*N+I, {S=1)*N+J)*X{J)
CONTINUE
CONTINUE
CONTINUE
CONTTINUE

LO=0,
DO 80 K=1,P
DO 90 I=1,N
LO=LO+ (PESOS (K)**2. ) *X {I)*VKX (K, I)
CONTINUE
CONTINUE

DO 100 K=1,P-1
DO 110 S=K+1,P
DO 120 I=1,N
LO=L0O+2.*PESCS (K) *PESOS (S) *X (1) *VKSX (K, S, T)
CONTINUE
CONTINUE
CONTINUE

OBJF=8QRT (BETA/ (1-BETA} ) *SQRT {LO)

DO 130 K=1,P
LO 140 I=1,N
OBJF=0BJF+PESOS (K} *MED ( (K-1) *N+1) *X{I)
CONTINUE
CONTINUE

C-k*-A-**-k***********-k**********************************************

C

Gradiente

c*****************************************************************

160

IF¥{MODE.GT.Q) TEEN
DO 150 I=1,N
CBJGRD(I}=0,.
Do 160 K=1,P
OBJGRD{I})=0BJGRD (I)+(PESOS(K)**2.}*VKX(K, I)
CONTINUE
DO 170 K=1,P-1
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DO 180 S=K+1,P
OBJGRD (I)=0BJGRD(I)+2.*PESOS (K) *PESO3 (8) *
* VKSX (K, S, I)
180 CONTINUE
170 CONTINUE
OBJGRD (1) ={SQRT (BETA/ {1 -BETA) } *OBJIGRD (1)) /SQRT (LO)
DO 190 K=1,P
OBJGRD (I} =0CBJGRD(I)+PESOS (K) *MED{ (K-1) *N+1I)

1380 CONTINUE
150 CONTINUE
ENDIF
RETURN
END

APROXIMACION ESTOCASTICA

Caso Cuadritico. Aleatoriedad Simple

Je g de e de ke ke ke etk ck ke ke kT ek ekt ke ok ke de ok k ke Rk ke k kok ok ko ok ek sk etk e ok ok ke ke ke ke ke ke ke ke o b ok ok ok ok

i PROGRAMA CASN ok
kok k& Programacién Estocastica. el
*ok ok ok Caso cuadraticeo, aleatoriedad simple ok ok

khkhkhkkhkhkhkhkhh bk mhkhhhkd kb hkhkhkr bk dkhkhkhhrbdhoh kbbb h kA hrhdk b d kb hbddedkdxohdsk

PROGRAM CASN

C*************1\'************-k******ir‘k******************************

C Declaracidén de variables
C*****************************************************************

INTEGER DIM1, DIMZ, LIWORK, LWORK
PARAMETER (DIM1=10,DIM2=20, LIWORK=DIM1, LWORK=2* (DIM1**2})+10*DIMl+

* 6*DIM2)
INTEGER N, I,J,%,8,P,M, ISTATE (DIM1+DIMZ) , KX {DIM1}, ITER,
* IWORK (LIWORK) , IFALL, OPC

DOUBLE PRECISION RES{DIM2,DIM1),BL (DIM1+DIM2),BU(DIM1+DIMZ2},TIND,
c{(2,DIM2,DIM1),T,SIGMA, X (DIM1),PESCS(DIM1}, LO,
A(DIM1,DIM1),CVEC(DIM1),B(DIM1},CBJ, LU,

CLAMDA {DIM1+DIM2), WORK (LWORK) , PROD {DIM1},
B(DIMZ,DIM1,DIM1},MUC2 (DIM1),C2HCZ2{DIM1),

* C1lHCZ2 (DIM1)

CHARACTER*20 FICHERO,COMENT

CHARACTER*30 SALIDA

EXTERNAL EOQ4NEF, EO4NCF

+ o o F

C-k****-}r**'k*******‘a\-*1\-****1\-********i—********************************

C Lectura de datos
C***********************************-k*****************************

WRITE (*, *)

WRITE(*,*) 'Introduce el nombre del ficherc de datoes'
READ(*,*) FICHERO

OPEN (3, FILE=FICHERO, STATUS="'0QLD")
SALIDA="CASN-'//FICEBERO
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10

20

30

50

60

80

70

OPEN (6, FILE=SALIDEA, STATUS="NEW')
WRITE {*, *)
READ (3, *) COMENT
READ (3, *) N
READ (3, *) COMENT
READ(3,*} P
READ (3, *) COMENT
READ(3,*) M
READ (3, *) COMENT
DO 10 I=1,M
RERD(3,*) (RES(I,J),Jd=1,N)
CONTINUE
READ (3, *) COMENT
DO 2¢ I=1,N
READ(3,*) BL{I),BU(I)
CONTINUE
READ (3, *) COMENT
DO 30 I=1,M
READ (3, *) BL(N+I1),BU(N+I)
CONTINUE
READ(3,*) COMENT
DO 50 I=1,P
READ(3,*) (C{1,I,J),J=1,N)
CONTINUE
READ (3, *) COMENT
DO 60 I=1,P
READ(3,*) (C(2,1,J),Jd=1,N)
CONTINUE
READ (3, *) COMENT
RERD(3,*) T
READ (3, *) COMENT
READ (3, *} SIGMA
READ (3, *) COMENT
DO 70 I=1,P
DC 80 J=1,N
READ(3,*) {(H{(I,J,K),K=1,N)
CONTINUE
RERD (3, *)
CONTINUE
READ(3,*) COMENT
READ(3,*) (X{I},I=1,N}
CLOSE (3)

C**-k****************'k********-k-k*****-!r*****************************

C

Llamada a subrrutina NAG

SLEERERRR AR EERESEMEEEEEEEMESEERELARELEARERELLELESELESESEEEERELS SRS

400

CALL EO4NEF('Problem Type = QP2'"]
CALL EQ4NEF('Print Level = 0')

CONTINUE

WRITE (*,*)

WRITE(*,*)'Introduce los pesos de las funciones objetivoe!
WRITE(*,*) 'separados por espacios.’

READ{*, *) (PESOS5(1),1=1,P}

WRITE(*, *}
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100
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160
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190

200

DO 90 I=1,N
MUC2 (I)=0.
Do 190 J=1,P
MUC2 (I1)=MUCZ {I)+PESOS(J)*C(2,J,1I)
CONTINUE
CONTINUE

Do 110 I=1,N
DO 120 J=1,N
A{T,J}=2.*SIGMA*MUCZ {1} *MUC2 (J)
CONTINUE
CONTINUE

DO 125 K=1,P
DO 130 I=1,N
PROD (1) =0.
DO 140 J=1,N
PROD{I)=PROD{I)+H(K, I,J)*C{2,K,J)
CONTINUE
CONTINUE
C2HC2 (K) =0,
ClHCZ {(K)=0.
DO 150 I=1,N
C2HC2 (K)=C2HC2 (K)+C (2,K, I) *PROD (I)
C1HC2 [K)=ClHCZ (K)+C (1, K, I)*PROD (I}
CONTINUE
CONTINUE

LO=0.
DO 160 I=1,P
LO=LO- {PESOS (T) *C1HC2 (T) +T*PESQOS (I} *C2HC2 (1)) *4. *SIGMA
CONTINUE
DO 170 I=1,N
CVEC {I)=LO*MUC2 (1)
CONTINUE

TIND=0.

DO 180 K=1,P
TIND=TIND+PESOS (K) *C2HC2 (K)

CONTINUE

TIND=2.*STGMA* (2. % {T**2 .} +SIGMA) * (TIND**2.)

LO=0.

DO 190 K=1,P
LO=LO+PESQS (K) *C1HC2 (K)

CONTINUE

TIND=TIND+4.*SIGMA* (LO**2.)

LU=0.

DC 200 K=1,P
LU=LU+LO*PESOS (K} *C2HC2 (K)

CONTINUE

TIND=TIND+8.*T*STGMA*LU

IFAIL=-1

456



ANEXOQO [

CALL EQ4NCF({N,N,M, DIMZ, DIM1, RES, BL, BU, CVEC, ISTATE, KX, X, A, B, ITER,
* OBJ, CLAMDA, IWORK, LIWORK, WORK, LWORK, IFAIL)

C***********************‘Jr********')f*************-}r**************'k-k**

C Salida de datos

C**-k********-k**********-J(*************-}r****************#*********1-k

WRITE{*, *)
WRITE(*, *) Thkdhhhdhhkhkbrhbhbrohhbhhbkhkhkhkkdkhhhhhkrkdhbkhdhkhkhkhrrhhkhkdrhoikkxl
WRITE (*, *)
WRITE(*,*)'Solucién para los pesos'
WRITE(*,*) (PESQOS(I),I=1,P)
WRITE (*,*)
WRITE(*,*) 'Punto: '
WRITE(*,*) (X{I),I=1,N)
WRITE (*, *}
WRITE(*,*} 'Valor de la funcidn ponderada: ',0BJ+TIND
WRITE (*, *

WRITE(*' *) L R . A I e R R e e e R R R R R E R Al
WRITE (*, *)
WRITE (6, *)

WRITE(6' *) L e R R O R R I e e L R R L R R Bl
WRITE (6, *)
WRITE (&, *) 'Solucidn para los pesos'
WRITE(6,*}) (PESOSI(I),I=1, P}
WRITE(G *
WRITE({6,*) "Punto: '
WRITE(6,*) (X{(I),I=1,N)
WRITE ({6, *)
WRITE (6, *} 'Valor de la funcién ponderada: ',OBJ+TIND
WRITE (6, *}

WRITE(G'*)!****************************************************!

WRITE (6, *}

WRITE (*,*)

WRI TE ( * * ) '= ===== o B Y
WRITE(*,*)'l.- Cambiar los pesos'

WRITE(*,*)'2.- Terminar’

WRITE ( ) '====== == oo m========

300 READ(*,*) OPC
WRITE {*, *)
F({OPC.NE.1}.AND. (OPC.NE.2)) GOTO 300
TF(OPC.EQ.1) GOTO 400

CLOSE ({6}
END
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ANEXO II

SOLUCIONES DE LOS PROBLEMAS

A continvacion se muestran el contenido de cada uno de los ficheros de
salida correspondientes a los ejemplos resueltos computacionalmente mediante los
programas creados para nuestros problemas. Estos ejemplos son los que se han
utilizado para comprobar el funcionamiento de los programas y para ilustrar las
explicaciones acerca de los mismos en el capitulo 6. Todos ellos corresponden a
problemas de programacion estocastica multiobjetivo, por lo que comenzamos por
el ejemplo 5 de este capitulo hasta llegar al Gltimo ejemplo del mismo (ejemplo
9).

Los ejemplos se han resuelto mediante el método de las ponderaciones.
Comenzamos con los pesos y, =1, g, =0 y se varestando 0.1 a x4, y sumando
la misma cantidad a x,, hasta llegar a los pesos x, =0, u, =1. Para el criterio de
Kataoka se han considerado distintos valores para la probabilidad en cada
problema.

Soluciones del ejemplo 5.

Solucidén del problema de ponderaciones

Pesos:
1.000000000000000 0.0000000000000000E+00

Problem Type = LP
Print Level = 0

SOLUCION VALOR ESPERADO

1.000000000000000 0.000000C000000000E+0Q0

Funcién Objetivo: 1.60060000000000¢C
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IFALL = ¢ ]
Calls to EOQ4NEF

Problem Type = QFP1

SOLUCION MINIMA VARIANZA

0.4117647058823529 0.2941176470588235
Funcién Objetivo: 1.529411764705882
IFAIL = 0

Calls to EQO4UEF

Print Level = (
SOLUCION KATAOKA

Vector de probabilidad BETA:

0.8000000000000000 0.8000000000000000 ,
Vector solucidn

0.5922961228539814 0.2038513385730093
Funcién Objetivo: 2.290790685280325

IFAIL = 0

Calls to EOQO4UEF

Print Level = 0

SOLUCTON KATAOKA
Vector de probabilidad BETA:

0.600C000000000000 0.7000000000000000
Vector solucidn

1.000000000000000 CG.0000000000000000E+00
Funcidén Objetivo: 1.4388100471139165
IFAIL = 0
Pesos:

0.9000000000000000 0.100000000C000000

Calls to EOQ4NEF
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Problem Type = LP
Print Level = §

SOLUCION VALOR ESPERADO
1.000000000000000 0.0000000000000000E+00
Funcién Objetivo: 0.7000000000000000

IFAIL = 0

Calls to EC4ANEF

Problem Type = QP1

SOLUCION MINIMA VARIANZA

0.3950617283950617 (0.3024691358024691
Funcién Objetivo: 1.417901234567901
IFAIL = 0

Calls to EQ4UEF

Print Level = 0
SOLUCION KATAQKA

Vector de probabilidad BETA:

(.80000000000060000 0.8000000000000000
Vector soluciédn

0.6568563946107259 0.1715718026946371
Funcién Objetivo: 2.031616341586737
IFAIL = 0

Calis to EOQO4UEF

Print Level = 0

SOLUCION KATAOKA
Vector de probabilidad BETA:

0.6000000000000000 0.7000000000000000
Vector solucién

1.000000000000000 0.0000000000000C00E+00
Funcion Objetivo: 1.169090468459623
IFAIL = 0
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Pesos:
0.8000000000000000 0.2000000C000000000

Problem Type = LP
Print Level = 0

SOLUCION VALOR ESPERADO

1.000000000000000 0.0000000000000000E+0QC
Funcidén Objetivo: 0.400000000C000000
IFAIL = 0

Calls to EQ4NEF

Problem Type = QPl

SOLUCION MINTMA VARIANZA

0.3766233766233766 ¢.3116883116883117
Funcién Gbjetivo: 1.3038961038%6104
TFAIL = 0

Calls to EQ4UEF

Print Level = 0

SOLUCION KATAOKA
Vector de probabilidad BETA:

0.8000000000000000 0.8000000000000000
Vector solucién

0.7448458336088113 0.1275770831955943
Funcién Objetivo: 1.760646932527256
IFAIL = 0

Calls to EC4UEF

Print Level = 0
SOLUCION KATAOKA
Vector de probabilidad BETA:
0.600000000C000000C 0.7000000000000000

Vector solucién

1.000000000000000 0.0000000000000000E+0D
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Funcidén Objetivo: 0.8993708898000819
IFAIL = 0
Pesos:

0.7000000000000000 0.3000000000000000

Problem Type = LP
Print Level = 0

SCLUCION VALOR ESPERADO

1.000000000000000 0.000000000G0C0000E+0C
Funcién Objetivo: 9.99999999999999%2F-02
IFAIL = 0

Calls to EQ4NEF

Problem Type = QPl

SOLUCION MINIMA VARIANZA

0.3561643835616438 0.3219178082191781
Funcién Objetivo: 1.1869863013659863
IFAIL = 0

Calls to EQ4UEF
Print Level = 0
SOLUCION KATACKA

Vector de probabilidad BETA:

0.8000000000000G00 0.8000000000000000
Vector solucidn

0.8820154539914551 5.8992273004272454E-02
Funcién Objetivo: 1.470831375875538
IFAIL = a

Calls to EQ4UEF

Print Level = 0
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SOLUCION KATACKA

Vector de probabilidad BETA:
0.6000000000000000 0.7000000000000000

Vector sclucién
1.000000000000000 0.0000000000000000E4+00

Funcién Chjetivo: 0.6296513111405405

Solucidén del problema de ponderaciones

Pesos:
0.e000000000000000 0.4000000000000000

Problem Type = LP
Print Level = 0
SOLUCION VALOR ESPERADO

3.333333333333333 0.0C00000000000000E+00

Funcidén Objetivo: -0.6666666666666667

IFAIL = 0]

Calls to EQ4NEF

Problem Type = QP1

SOLUCION MINIMA VARIANZA

0.3333333333333333 0.3333333333333333
Funcién Objetive: 1.066666666666667
IFATL = 0

Calls to EQ4UEF

Print Level = 0
SOLUCIGN KATAOKA

Vector de probabilidad BETA:
0.800000000000000C 0.8000000000000000

Vecter solucidn
1.000000000000000 0.0000000000C00000E+0D
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Funcidén Objetivo: 1.150731285922363
IFAIL = 0

Calls to EQ4UEF

Print Level = 0
SOLUCION KATACKA

Vector de probabilidad BETA:
0.6000000000000000 0.7000000000000000

Vector solucidn
1.000000000000000 0.0000000000000000E+00

Funcién Obijetivo: 0.3599317324809992

Pesos:

Problem Type = LP
Print Level = 0

SOLUCIGN VALOR ESPERADO

3.333333333233333 0.0000000000000000E+00
Funcidén Objetivo: ~1.666666666666667
IFAIL = 0

Calls to EQ4NEF

Problem Type = GF1
SOLUCION MINIMA VARIANZA
0.3076923076923077 0.3461538461538462
Funcién Obietivo: 0.9423076923076923
IFAIL = 0

Calls to EQ4UEF

Print Level = 0

SOLUCION KATAOKA
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Vector de probabilidad BETA: .
0.8000000000000000 0.8000000000000000

Vector sclucidn
1.000000000000000 0.0000000000000000E+00

Funcién Cbjetivo: 0.8239814289124571
IFAIL = 0

Calls to EO4UEF

Print Level = 0
SOLUCIGCN KATAOKA

Vector de probabilidad BETA:

0.6000000000000000 0.7000000000000000
Vector soclucidn
1.000000000000000 0.00000000000000Q00E+00
Funcidén Objetivo: 9.0212153821457794E-02
IFAIL = 0
Pescs:
0.40000000000000C0 0.60000000000000C00

Problem Type = LP
Print Level = 0

SOLUCION VALOR ESPERADO

3.333333333333333 0.0000000000000000E+00
Funcidn Objetivo: -2.66666666G6666667
IFAIL = 0

Calls to EQ4NEF

Problem Type = QP1
SOLUCION MINIMA VARIANZA
0.2786885245901639 0.3606557377045180

Funcidén Objetivoe: 0.8131147540983606

IFAIL = 0
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Calls to EQ4AUEF

Print Level = 0
SOLUCION KATAOKA

Vector de probabilidad BETA:
¢.8000000000000000 0.8000000000000000

Vector solucidén
1.000000000000000 0.00000000000000Q0E+00

Funcidén Objetivo: 0.4972315719026308
IFALIL = Q

Calls to EOAUEF

Print Level = 0
SOLUCION KATAOKA

Vector de probabilidad BETA:
0.6000000000000000 0.7000000000000000

Vector solucién
3.333333333333333 .0000000000000000E+00

Funcidén Objetivo: -0.5983580827936120

IFAIL = 0

Pesos:

Problem Type = 1.
Print Level = 0

SCLUCISN VALOR ESPERADO

3.333333333333333 (¢.0000000000000000E+00C
Funcién Objetivo: ~3.666666666666667
IFAIL = 0]

Calls to EO4NEF

Problem Type = QP1

SOLUCION MINIMA VARIANZA
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0.2456140350877193 0.3771929824561404
Funcién Objetivo: 0.6780701754385965
IFAIL = a

Calls to ECQ4UEF

Print Level = 0
SOLUCTION KATACKR

Vector de probabilidad BETA:

0.8000000000000000 0.8000000000000000
Vector solucidn
1.000000000000000 0.0000000000000000E+00
Funcidn Objetivo: 0.1704817148927645
IFAIL = 0

Calls to EO4UEF

Print Level = 0
SOLUCION KATAOKA

Vector de probabilidad BETA:

0.6000000000000C00 0.70000000C0000000
Vector soluciédn
3.333333333333333 0.000000000000C000E+0Q0
Funcidn Objetivo: -1.4974233445%932083
IFAIL = 0
Pesos:

Problem Type = LP
Print Level = 0

SOLUCION VALOR ESPERADO

3.333333333333333 0.000000000000000CE+0Q0D
Funcién Objetivo: -4.666666666666667
IFAIL = 0
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Calls to EDANEF

Problem Type = QP1
SOLUCION MINIMA VARTANZA
£.2075471698113208 0.3962264150943396
Funcién Objetivo: 0.5358490566037736

IFAIL = 0

Calls to EOQ4UEF

Print Level = 0
SOLUCION KATAQKA

Vector de probabilidad BETA:
0.8000000000000000 0.8000000000000000

Vector solucidn
3.333333333333333 0.0000000000000000E+C0

Funcién Objetivo: -0.5208838070570057

IFAIL = 0

Calls to EQ4UEF

Print Lewvel = 0

SOLUCTON KATACKA
Vector de probabilidad BETA:

0.6000000000000000 0.7000000000000000
Vector solucidn
3.333333333333333 0.0000000000C0000CE+00
Funcién Objetive: -2.396488607190554
IFAIL == 0
Pesos:

Problem Type = LP
Print Level = ©
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SOLUCION VALCR ESPERADO

3.333333333333333 0.0C600000000000000E+00
Funcién Objetivo: -5.666666666666667
IFATL = 0

Calls to EQ4NEF

Problem Type = QP1

SOLUCION MINIMA VARIANZE

0.1632653061224490 0.4183673469387755
Funcidén Objetivo: 0.3846938775510204
IFAIL = 0

Calls to EQ4UEF

Print Level =0
SOLUCION KATAOKA

Vector de probabilidad BETA:

0.8000000000000000 0.800000C000000000
Vector sclucién

3.333333333333333 0.0000000C000000000E+00
Funcidén Objetivao: -1.6100598970898393
IFAIL = 0

Calls to EQ4UEF

Print Level = 0
SOLUCION KATAOKA

Vectcr de probabilidad BETA:

0.6000000000000000C 0.7000000000000000
Vector solucién

3.333333333333333 0.0000000000000000E+00
Funcién Objetivo: -3.29555386938902¢6
IFATIL = 0
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Pescs:

Problem Type = LP
Print Level = 0

SOLUCION VALOR ESPERADO

3.333333333333333 0.0000000G00000000E+DO
Funcién Objetive: -6.666666066666667
IFAIL = 0

Calls to EQ4NEF

Problem Type = QPL
SOLUCION MINIMA VARTANZA
0.1111111111111111 0.4444444444444444
Funcién Objetivo: 0.22222227222222222

IFAIL = 0

Calls to EC4UEF

Print Level = 0
SOLUCION KATACKA

Vector de probabilidad BETA:

0.8060000G00G00C0A00 0.80000600C0O000000
Vector soclucién

3.333333333333333 0.0000000000000000E+00
Funcién Objetivo: -2.699226187122781
IFATL = 0

Calls to EQ4UEF

Print Level = 0
SOLUCION KATACKA

Vector de probabilidad BETA:
0.6000000000000000 0.7000000000000000
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Vector solucidn
3.333333333333333 0.00000000000000C0OE+00

Funcién Objetivo: ~4.194619131587497

** FPINAL DE PROGRAMA **

A continuaciéon mostramos las soluciones correspondientes al ejemplo 5 para
la aproximacion de Cantelli:

Sclucidén del probklema de ponderacicnes

Pescs:
1.0000000000006000 0.0000000000000000E+00

Vector de probabilidad BETA:

0.800000C000000000 0.8000000000000000
Vector scluciébn

0.4850522800866259 0.2574738599566850
Funcién Objetivo: 3.749251382906965
IFAIL = 0

Calls to EQ4UEF

Print Level = 0

Vector de probabilidad BETA:

0.600000000000000% 0.70000000000600000
Vector solucidn
0.5329597067382851 0.2335201466308574
Funcién Objetivo: 2.77875640754399¢6
IFAIL = 0
Pesos:
0.9000000000000000 0.100000C000000000

Vector de probabilidad BETA:
0.8000000000000000 £.8000000000000000

Vector solucién
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0.4882822471151409 0.2558588764424295
Funcidén Objetivo: 3.449569652651358
IFAIL = 0

Calls to EO4UEF

Print Level = 0

Vector de probabilidad BETA:

0.6000000000000000 0.700000000000000GC
Vector solucién
(0.5509426950125467 0.2245286524537267
Funcidn Objetivo: 2.537578896837852
IFAIL = 0
Pesos:
0.800000000000000G0 $.2000000000000000

Vector de probabilidad BETA:

0.80000G00G00O000000 3.8000000000000000
Vector solucién

0.4919855392097375 0.2540072303951312
Funcidén Objetivo: 3.149812741278524
IFAIL = 0]

Calls to EQ4UEF

Print Level = 0

Vector de prcbabilidad BETA:

0.6000000000000000 0.7000000000000000
Vector solucidn
0.5720377453391643 0.21398811273304179
Funcién Objetivo: 2.295023066246733
IFAIL = 0
Pesos:
¢.7000000000000000 0.3000000000000000

Calls to EQ4UEF
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Print Level = 0

Vector de probabilidad BETA:

0.8000000000000000 0.8000000000000000
Vector solucién

0.4962843718852185 0.2518578140573908
Funcidén Cbjetivo: 2.849962815325700
IFAIL = 0

Calls to EQ4UEF

Print Level = 0

Vector de probabilidad BETA:

G.6000000000000000 0.7000000000000000
Vector solucidn

0.5974674496470232 0.2012662751764854
Funcién Cbjetivo: 2.050705853907875
IFAIL = 0
pesos:

Vector de probabilidad BETA:
0.8000000000000000 0.8000000000000000

Vector solucidn

0.50135035977090825 0.2493248011454587

Funcién Objetivo: 2.548995500173275

IFAIL = 0

Calls to EQ4UEFR

Print Level = 0
Vector de probabilidad BETA:
0.6000000000000000 0.7000000000000000

Vector solucidn

0.6292582719281018 0.1853708640359491

Funcidén Objetivo: 1.804043211318123

IFAIL = 0
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Pesos:

Vector de probabilidad BETA:

0.8000000000000000 0.8000000000000080
Vector solucidn

0.5074342361401746 0.2462828819299127
Funcién Objetivo: 2.249876366919276
IFAIL = 0

Calls to EOQ4UEF

Print Level = 0

Vector de probabilidad BETA:

0.6000000C000000000 . 0.7000000000000000
Vector solucién
0.67108948949594481 0.1644552552502759
Funcidon Objetivo: 1.554077601894061
TIFAIL = 0
Pesos:
0.4000000000000000 0.eC00000000000000
Vector de probabilidad BETA:
0.8000000000000000 0.8000000000000000
Vector solucién
0.5149203345986447 0.2425398327006776
Funcién Objetivo: 1.949554727195140
IFAIL = 0

Calls to EQ4UEF

Print Level = 0

Vector de probabilidad BETA:

0.6e000000000000000 0.7000000000000000
Vector solucidn

0.7305844375021540 0.1347077812489230
Funcién Objetivo: 1.2990659920949982
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Pesos:

Vector de probabilidad BETA:

0.8000000000C00000 0.8000000000000000
Vector solucidn

0.5244382078224750 0.2377808960887625
Funcidén Objetivo: 1.648%51809060679
IFAIL = 0

Calls to EOD4UEF

Print Level = 0

Vector de probabilidad BETA:

0.6000000000000000 0.700000000C000000
Vector solucidn
0.8272644040771272 8.63677979614363%0E-02
Funcién Objetive: 1.0353098707599933
IFRIL = 0
Pesos:
0.2000000000000000 0.8000000000000000
Vector de probabilidad BETA:
0.8000000000000000 0.80000000C00C00000
Vector solucién
0.5371164489557399 0.2314417755221301
Funcidén Cbjetivo: 1.347935805823071
IFAIL = ¢

Calls to EOQ4UEF

Print Level = 0

Vector de probabilidad BETA:
0.600C000000000000 0.7000000000000000

Vector solucién
1.000000000000000 0.0000000000000000E+00

475



ANEXO 11

Funcién Objetivo: 0.7524615882873579

IFAIL = 0
Pesos:
0.100000000000Q0000 0.9000000000000000
Vector de probabilidad BETA:
0.8000000000000000 0.800000000C000000
Vector solucidn
0.5552720752270234 0.2223639623864883
Funcién Obijetivo: 1.046260534715451
IFAIL = 0

Calls to EO4UEF

Print Level = 0

Vector de probabilidad BETA:
0.60000000000000090 0.7000000000000000

Vector solucidn
1.000000000000000 0.0000000000000C00E+00

Funcién Objetivo: 0.4563542438783224

Pesos:
0.00000000000000C0E+0Q0 1.000000C000C0000Q0

Vecter de probabilidad BETA:

0.8000000000000000 0.8000000000000000
Vector sclucién

0.5848904725604411 0.2075547637197794
Funcidén Objetivo: 0.7433795288692700
IFAIL = 0

Calls to EC4UEF

Print Level = 0

Vector de prcbabilidad BETA:

0.60000000000000C0O 0.7000000000000000
Vector solucidn
1.000000000000000 0.0000000000000C00E+00
Funcién Objetivo: 0.1602468594692868
IFAIL = 0
TIEMPO C.P.U.: 5.929998397827148 segundos
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Soluciones del ejemplo 6.

SOLUCIGN PARRA EL VECTOR DE PESOS:
1.0000000C0000000 ¢.0000000000C0OC0O00E+00

Preoblem Type = QP2
Print Level = 0

SOLUCION VALOR ESPERADO

0.3846153B846153846 0.3076923076923077
Funcidn Objetivo: 26.76923076923077
IFAIL = 0

Calls to E0O4NEF

Froblem Type = (P2

SOLUCION MINTMA VARIANZA

1.63636363636363¢ 5.05%0909090909091
Funcién Objetivo: 413.0509090%09091
IFAIL = 0

Calls to EQ4UEF
Print Level = (
SOLUCION KATAOKA

Vector de Probabilidades BETA:

0.8000000000000000 C.7500000000000000
Vector soluciédn:

(.7018621202230769 0.3308162864665218
Funcién Objetivo: 74.06940586134253
IFAIL = 0

Calls to EQ4UEF

Print Level = @

SCLUCION KATAOKA
Vector de Probabilidades BETA:
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0.6000000000000000 0.6000000000000000
Vector solucidn:

0.5332504581576452 0.2789897726085691
Funcién Objetivo: 55.81754460285822
IFAIL = 0

SOLUCIGN PARA EIL VECTOR DE PESOS:
0.90000C0G00000000 0.1000000000000000

Problem Type = QP2
Print Level = 0

SOLUCIGN VALOR ESPERADO

(0.3740458015267176 0.3129770992366412

Funcién Objetivo: 41.31679389312977
IFAIL = 0

Calls to EQ4NEF

Problem Type = QP2
SOLUCION MINIMA VARIANZA
0.0G00000000000000E+00 106.00000000000000
Funcidn Objetivo: 2358.000000000000
IFAIL = 0
Calls to EQ4UEF
""" Print Level = 0

SOLUCION KATAOKA

Vector de Probabilidades BETA:

0.8000000000000000 0.7500000000000000
Vector sclucién:

0.6834829100896574 0.4065536805737651
Funcién Objetivo: 112.1832532688130
IFAIL = 0

Calls to EQ4UEF
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Print Level = 0
SOLUCION KATACKA

Vector de Probabilidades BETA:

0.6000000000000000 0.6000000000000000
Vector solucién:

0.5350037476021724 0.3443152056342931
Funcidén Objetivo: 87.49261203859229
IFALL = 0

SOLUCION PARA EL VECTOR DE PESOS:
0.8000000000000000 0.2000000000000000

Problem Type = CP2
Print Level = 0

SOLUCION VALOR ESPERADO

0.363636363¢363636 0.3181818181818182
Funcién Objetivo: 55.86363636363636
IFAIL = 0

Calls to EOQO4NEF

Problem Type = QP2
SOLUCTION MINIMA VARIANZA
(.0000000000000000E+0C  10,00000000000000
Funcién Objetivo: 4244.000000000000
IFATL = 0

Calls to EQ4UEF

Print Level = 0
SOLUCION KATACKA

Vector de Probabilidades BETA:
0.8000000000000000 0.7500000000000000

Vecter solucion:
0.6664475219796689 0.4926974090282237
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Funcién Chjetivo:

IFATIL = 0

Calls to EQ4UEF

Print Level = 0
SOLUCION KATAQCKA

Vector de Probabilidades
0.6000000000000000

Vector solucidn:
0.53265850120127269

Funcidén Objetivoe:

150.

1198.

2334413119187

BETA:
0.60000000000C0000

0.4174239258212943

1231206999022

SOLUCION PARA EL VECTOR DE PESOS:

0.700000G600000C000

0.3000000000000000

Problem Type =
Print Level = 0

QP2

SOLUCION VALOR ESPERADO
0.3533834586466165

Funcidén Objetivo:

IFAIL = 0

Calls to EQ4NEF

Problem Type = QP2
SOLUCION MINIMA VARIANZA
C.0000000000C00000E+00
Funcién Objetive:

IFATIL = 0

Calls to EQ4UEF

Print Level = 0

SOLUCION KATAOKA

0.3233082706766917

70.40977443609023

10.00000000000000

6130,000000000000
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Vector de Probabilidades BETA:

0.8000000000000000 0.7500000000000000
Vecter solucidn:

0.6505971291775793 0.5915425772414417
Funcién Objetivoe: 188.2063605159914
IFATL = 0

Calls to ED4UEF

Print Level = 0
SOLUCTON KATAOKA

Vector de Probabilidades BETA:

0.600000000C000000 0.6000000000000000
Vector solucidn:

0.5380089011726020 0.5012626601339727
Funcién Objetivec: 150.6992631848153
IFAIL = 0

SOLUCION PARA EL VECTOR DE PESOS:
0.6000000000000000 0.4000000000000000

Problem Type = QP2
Print Level = 0

SOLUCION VALOR ESFERADO

¢.3750000000000000 0.3684210526315789
Funcidén Objetivo: 84.94671052631579
IFAIL = 0

Calls to EQ4NEF

Problem Type = QP2
SOLUCION MINIMA VARIANZA
0.C000000C00C00000E+00 1¢.00000000000000
Funcién Cbjetivo: 8016.000000000000

IFAIL = 0
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Calls to EQ4UEF

Print Level = 0
SOLUCION KATAOKA

Vector de Probabilidades BETA:

0.80000000000C0000 0.7500000000000000
Vector solucién:

0.6357919217772751 0.7061145826402244
Funcidén Objetivo: 226.0840068824680
IFAIL = 0

Calls to EQ4UEF

Print Level = O
SOLUCION KATAOKA

Vector de Probabilidades BETA:

0.6000000000000000 0.60000000000006000
Vector solucién:

0.5392862005849494 0.5983820155612103
Funcidn Obijetivo: 182.2081230634362
IFAIL = 0

SOLUCION PARA EL VECTOR DE PESOS:
0.5000000000000000 0.5000000000000000

Problem Type = QP2
Print Level = G

SOLUCION VALOR ESPERADO

¢.4000000000000000 0.4285714285714286

Funcién Objetivo: 99,4571428571428¢6
IFAIL = 0

Calls to EOQ4NEF

Problem Type = QP2
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SOLUGCION MINIMA VARIANZA
C.00000000000000C0E+00 10.00000000000000
Funcién Objetivo: 9902.000000000000

IFAIL = 0

Calls to EQ4UEF
Print Level = 0

SOLUCION KATAOKA

Vector de Probabkilidades BETA:

0.8000000000000000 0.7500000000000000
Vector soluciédn:

0.6219066133561061 0.8404846612515702
Funcién Objetivo: 263.8420967462068
IFAIL = 0

Calls to EQ4UEF

Print Level = 0
SOLUCION KATAOKA

Vector de Probabilidades BETA:

0.600000C000000000 0.6000000000G00000
Vector solucidn:

0.5404239123389108 0.7122107466729610
Funcidén Cbhjetivo: 213.6323370860643
IFAIL = 0

SOLUCION PARA EL VECTOR DE PESOS:
0.4000000000000000 0.6000000000000000

Problem Type = QP2
Print Level = 0

SOLUCION VALOR ESPERADO

0.4230769230769231 0.5000000000000000
Funcién Objetivo: 113.9346153846154
IFAIL = 0
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Calls to EO4NEF

Problem Type = QP2
SOLUCION MINIMA VARIANZA
0.00000000C0000C00E+00  10.0000000000000C
Funcién Objetiveo: 11788.00000000000
IFAIL = a

Calls to EO4UEF

Print Level = 0
SOLUCION KATACKA

Vector de Probabilidades BETA:

0.8000000000000000 0.7500000000000000
Vector solucidn:

0.6088262775420949 1.000264581775709
Funcién Cbijetivo: 301.4471090443484
IFAIL = 0

Calls tec EO4UEF

Print Level = 0
SOLUCION KATAOKA

Vector de Probabilidades BETA:

0.6000000000000000 (0.6C00000000000000
Vector solucidn:

0.5414250096801271 (0.8474694474611272
Funcién Objetivo: 244 .9480012502970
IFAIL = 0

SOLUCION PARA EL VECTOR DE PESOS:
0.3000000000000000 0.7000000000000000

Problem Type = QP2
Print Level = 0
SOLUCION VALOR ESPERADO
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0.4444444444444444 0.5862068965517242
Funcidén Objetivo: 128.3701149425287
IFAIL = ¢

Calls to FO4NEF

Problem Type = QP2
SOLUCION MINIMA VARIANZA
0.000000000000C000E+00  10.00000000000000
Funcién Objetivo: 13674.00000000000

IFAIL = 0
Calls to EQ4UEF
Print Level = (

SCLUCION KATACKA

Vector de Prcbhabilidades BETA:

0.8000000000000000 0.7500000000000000
Vector solucién:

0.5964420064884697 1.193411940304408
Funciéon Objetivo: 338.8514708706814
IFATL = 0

Calls to EJO4UEF

Print Level = 0
SOLUCION KATAOKA

Vector de Probabilidades BETA:

0.6000000000000000 0.6000000000000000
Vector solucidn:

0.542287765328841¢6 1.010842549469988
Funcién Obietivo: 276.1212701278227
IFATL = 0

SOLUCION PARA EL VECTOR DE PESOS:
¢.2000000000000000 0.8000000000000000

Calls to EQ4NEF
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Problem Type = QP2
Print Level = 0

SOLUCION VALOR ESPERADO

0.4642857142857143 0.6923076923076923
Funcién Objetive: 142.7502747252747
IFAIL = 0

Calls to EJ4NEF

Problem Type = QP2
SOLUCTION MINIMA VARTANZA
0.00000000C0000000E+00 1C.00000000000000
Funcidn Objetivo: 155¢0.00000000000
IFAIL = 0

Calls to EOD4UEF

Print Level = 0
SOLUCION KATACKA

Vector de Probkabilidades BETA:

0.8000000000000000 0.7500000000000000
Vector sclucidn: )

0.58464593461808¢62 1.431600193762199
Funcién Objetivo: 375.9853692362402
IFAIL = 0

Calls to EO4UEF

Print Level = 0

SOLUCION KATACKA
Vector de Prcbabilidades BETA:

0.6000000000000000 0.60C0000000000C0000
Vector solucién:

0.5430044494177897 1.212118759752839
Funcioén Objetivo: 307.1025872449137
IFAIL = 0
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Problem Type = QP2
Print Level = 0

SOLUCION VALCR ESPERADC

0.4B27586206896552 0.8260869565217391
Funcién Objetivo: 157.0545727136432
IFAIL = 0

Calls to EQ4NEF

Problem Type = CP2
SOLUCION MINIMA VARIANZA
0.0000000000000000E+00  10.000000C0000000
Funcién Objetivo: 17446.00000000000
IFAIL = 0

Calls to EQ4UEF

Print Level = 0

SOLUCION KATAOKA
Vector de Probabilidades BETA:

0.8000000000000000 0.7500000000000000
Vector solucidn:

0.5733249041510552 1.732677359488888
Funcién Objetivo: 412.7420657036078
IFAIL = 0

Calls to EQ4UEF

Print Level = 0
SOLUCION KATAOKA

Vector de Probabilidades BETA:
0.6000000000000000 0.6000000000000000

487



ANEXO 11

Vector solucidn:

0.5435590405372127 1.466231270316100
Funcién Objetivo: 337.8163673586515
IFAIL = 0

SOLUCION PARA EI. VECTOR DE PESOS:
0.00000C0000C00000E+CO 1.00000000000C000

Problem Type = QPZ
Print Level = 0

SOLUCTION VALOR ESPERADC

0.5000000000000000 1.000000000000000
Funcién Objetivo: 171.2500000000000
IFAIL = 0

Calls to EC4NEF

Problem Type = QP2
SOLUCTON MINIMA VARIANZA
0.000C000000000000E+C0  10.00000000000000
Funcién Objetivo: 19332.00000000000

IFAIL = 0

Calls tc EQ4UEF

Print Level = 0

SOLUCION KATACKA
Vector de Probabilidades BETA:

0.8000000000000000 0.7500000000000000
Vector solucidn:

0.5623519906910245 2.125378475800765
Funcién Objetive: 448.94977738114¢5
IFAIL = 0

Calls tc EQ4UEF
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Print Level = 0

SQLUCION KATAOKA
Vector de Probabilidades BETA:

0.60000000000000C0 0.6000000000000000
Vector solucidn:

0.5439233507443367 1.797152126716245
Funcién Objetivo: 368.1413123516943
IFAIL = 0
CTTEMPO C.P.U.:  6.449999809265137 sequndos
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Soluciones del ejemplo 7.

SOLUCION PARA EL VECTOR DE PESOS:
1.000000000000000 0.0000000000000000E+00

Problem Type = QP2
Print Level = 0

SOLUCION VALOR ESPERADO

0.5656934306569343 1.773722627737226
Funcién Objetivo: 83.24635036496350
IFATL = 0

Calls to EQ4NEF

Problem Type = QP2
Print Level = 0

SOLUCIGN MINTMA VARIANZA
C.0000000000000000E+00G 6.000000000000000

Funcién Objetivo: 13268.000000000000

TFAIL = ¢
Calls to EQ4UEF

Print Level = 0

SOLUCION KATAOKA
Vector de prcocbabilidades BETA:

(¢.20000000C0000000 0.9%000000000000000
Vector solucidn:

0.7262754029084703 1.709485838836612
Funcién Objetive: 204.7794152159183
IFAIL = 0

Calls to EQ4UEF

Print Level = 0

SOLUCION KATAOKA
Vector de probabilidades BETA:
0.8000000000000000 0.8000000000000000

Vector solucidn:
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0.6727518955411542 1.7308%9241783538
Funcidén Objetivo: 164.2997970306064
IFAIL = 0

Problem Type = QP2
Print Level = 0

SOLUCION VALOR ESPERADO

0.6600153491941673 1.735993860322333
Funcién Objetivo: 81.67954719877206
IFAIL = 0

Calls to EO4NEF

Preblem Type = QP2
Print Level = 0

SOLUCION MINIMA VARIANZA

0.0000000000000000E+00 6.000000000000000

Funcién Objetivo: 1415%.400000000000

IFATL = 0
Calls to EOQ4UEF

Print Level = 0

SOLUCION KATAOKA
Vector de probabilidades BETA:

0.9000000000000000 0.9000000000000G000
Vector solucién:

0.8820637871154648 1.647174485153814
Funcién Objetivo: 204.2963754502592
IFATIL = 0

Calls to EQ4UEF

Print Level = 0

SOLUCTON KATAOQKA
Vector de probabilidades BETA:

0.8000000000000000 0.80000000000000600
Vector solucién:

0.8080788348214307 1.676768466071428
Funcién Objetivoe: 163,4812181574685
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SOLUCION PARA EI. VECTOR DE PESQS:
0.8000000000000000 0.2000000000000000

Problem Type = QP2
Print Level = 0

SOLUCION VALOR ESPERADO

0.7645631067961165 1.694174757281553
Funcidén Objetivo: 80.00995145631068
IFAIL = U

Calls to EOQ4NEF

Problem Type = QP2
Print Level = 0

SOLUCION MINIMA VARIANZA
0.0000000000000000F+00 6.000000000000000

Funcién Objetivo: 1462.800006000000

IFAIL = 0
Calls to EQ4UEF

Print Level = (

SOLUCTON KATAOKA
Vector de probabilidades BETA:

0.9000000000000000 0.20000000000006000
Vector solucidn:

1.054546946424897 1.578181221430041
Funcién Objetive: 203.5330526780938
IFAIL = 0

Calls to ECQ4UEF

Print Level = 0

SOLUCION KATAOKA
Vector de probabilidades BETA:

0.8000000000000000 0.8000000000000000
Vector solucién:

0.9579658197619200 1.616813672095232
Funcidén Objetivo: 162.451111573%515
IFAIL = 0
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SOLUCION PARA EL VECTOR DE PESOS:
0,7000000000000000 0.3000000000000000

Problem Type = QP2
Print Level = 0

SOLUCTON VALOR ESPERADO

0.8810949529512404 1.647562018819504
Funcién Objetivo: 78.21988879384089
IFATIL = 0

Calls to EOQO4NEF

Problem Type = QP2
Print Level = 0

SOLUCION MINIMA VARIANZA

3.636363636363636 0.5454545454545455
Funcién Objetivo: 1482.166942148760
IFAIL = 0

Calls to EO4UEF

Print Level = 0

SCLUCION KATAOKA
Vector de probabilidades BETA:

0.9000000000000000 0.9000000000000000
Vector solucién:
1.246549806194129 1.501380077522348
Funcién Chjetivo: 202.4418511669716
IFATIL = 0

Calls to EQ4UEF

Print Level = 0

SOLUCION KATACOKA
Vector de probabilidades BETA:

0.8000000000600000 0.8000000000000000
Vector solucién:
1.124891020066384 1.55004359197344¢6
Funcién Obijetivo: 161.1734023480328
IFAIL = 0

SOLUCION PARA EI, VECTOR DE PES0OS:

493



ANEXQ 1L

0.6000000000000000 0.4000000000000000

Problem Type = QP2
Print Level = 0

SOLUCION VALOR ESPERADO

1.011796733212341 1.595281306715064
Funcién Objetivo: 76.28738656987296
ITFAIL = 0

Calls to ECANEF

Problem Type = QP2
Print Level = 0

SOLUCION MINIMA VARIANZA

3.636363636363636 0.5454545454545454
Funcidn Objetivo: 1475.484297520661
IFAIL = 0

Calls to EQAUEF

Print Level = 0

SOLUCICN KATAOKA
Vector de probabilidades BETA:

0.9000000000000000 0.9000C000000000000
Vector solucidn:
1.461569073334026 1.415372370666389
Funcién Objetivo: 200.9637847815665
IFAIL = 0

Calls to ECAUEF

Print Level = 0

SOLUCION KATAOKA
Vector de probabilidades BETA:

0.80000000080000000 0.8000000000000000C
Vector solucildn:
1.311927063644872 1.475229174542131
Funcién Cbjetivo: 159.6033319197242
IFATL = 0

0.5000000000000000 0.5000000000000000
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Problem Type = QPZ
Print Level = 0

SOLUCION VALCR ESPERADO

1.159420289855072 1.536231884057971
Funcidén Objetivo: 74.18478260869565
IFATL = 0

Calls to EQ4NEF

Problem Type = QP2
Print Level = 0

SOLUCION MINIMA VARIANZA

3.636363636363636 0.5454545454545455
Funcién Objetivo: 1468.801652892562
IFAIL = 0

Calls to EQ4UEF

Print Llevel = 0

SOLUCION KATROKA
Vector de probabilidades BETA:

0.9000000000000000 0.80000080006000000
Vector solucién:
1.703983840274774 1.318406463890050
Funcién Objetivo: 158.0248672182163
IFAIL = 0

Calls to EQ4UEFR

Print Level = 0

SOLUCION KATACOKA
Vector de probabilidades BETA:

0.8000000000000000 0.800C000000000000
Vector sclucidn:
1.522929854663856 1.390828058134458
Funcién Objetive: 157.6846840544918
IFAIL = )

SOLUCION PARA EL VECTOR DE PES0S:
0.4000000000000000 0.6000000000000000
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ANEXOII

Problem Type = QP2
Print Level = 0

SOLUCION VALOR ESPERADO
1.327479338842975
Funcién Objetivo:

IFAIL = 4]

Calls to EQ4NEF
Problem Type = QP2
Print Level = 0

SOLUCION MINIMA VARIANZA

3.63636363636363"7
Funcidén Cbietivo:

IFAIL = 0

Calls to EQ4UEF

Print Level = 0

SOLUCION KATAOKA
Vector de probabilidades
0.9000000000000000

Vector solucidn:
1.979349670132397

Funcién Objetivo: 196

IFAIL = 0
Calls to ECQ4UEF

Print Level = 0
SOLUCION KATROKA
Vector de probabilidades
0.8000000000000000

Vector solucidn:
1.762803766468634

Funcidn Objetivo: 155

IFAIL = 0

1.469008264462810

71.87675619834711

0.5454545454545455

1462.119008264463

BETA:
0.9000000000000000

1.208260131947041

.5310449111748

BETA:
0.8000000000000000

1.294878493412546

.3458782157769

SOLUCION PARA EI, VECTOR DE PESQS:

0.3C000000000000000

Problem Type = QP2

0.7000000000000000
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ANEXO 11

Print Level = 0

SOLUCION VALOR ESPERADO

1.520532741398446 1.391786903440622
Funcién Objetivo: 69.31748057713651
IFAIL = 0

Calls to EO4NEFR

Problem Type = QP2
Print Level = 0

SOLUCION MINIMA VARIANZA

3.636363636363636 0.5454545454545455
Funcién Objetive: 1455.436363636364
IFAIL = 0

Calls to ECAUEF

Print Level = 0

SOLUCION KATAOKA
Vector de probabilidades BETA:

0.9000000000000000 0.9000000000000000
Vector solucion:

2.294816672913531 1.082073330834587
Funcién Objetivo: 193.3609428687420
IFAIL = O

Calls to EQ4UEF

Print Level = 0

SOLUCION KATACKA
Vector de probabilidades BETA:

0.8000000000C00000 0.8000000000000000
Vector scolucién:

2.037881490999047 1.184847403600381
Funcién Objetive: 152.4943539743771
IFAIL = 0

SOLUCION PARA EI. VECTOR DE PESCS:
0.2000000000000000 0.8000000000000000

Problem Type = QP2
Print Level = 0

SOLUCION VALOR ESPERADO
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ANEXO 11

1.744604316546763 1.302158273381295
Funcién Objetivo: 66.44640287769784
IFAIL = 0

Calls to EO4NEF

Problem Type = QP2
Print Level = 0

SOLUCION MINIMA VARIANZA

3.636363636363636 (0.5454545454545454
Funcidédn Cbjetivo: 1448.753719008264
IFAIL = 0

Calls to EOQ4UEF

Print Level = 0

SOLUCION KATAOKA
Vector de probabilidades BETA:

0.9000000000000000 0.9000000000000000
Vector solucién:
2.659735388782717 0.92361058444869131
Funcidén Objetivo: 189.3552487175767
TFAIL = 0

Calls to EOQ4UEF

Print Level = 0

SOLUCION KATAQKA
Vector de probabilidades BETA:

(0.800000000C000000 0.8000000000000000
Vector socluciédn:
2.356480095386103 1.057407961845559
Funcién Objetive: 149.0083108357327
IFAIL = 0

Problem Type = QP2
Print Level = 0

SOLUCION VALOR ESPERADO
2.007822685788787 1.196870925684485

Funcidén Objetivo: 63.18181225554107
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ANEXO I

IFAIL = 0
Calls to EO4ANEF
Problem Type = QP2

Print Level = 0

SOLUCION MINIMA VARIANZA

3.636363636363636
Funcidén Objetivo:

IFAIL = G

Calls to EQ4UEF

Print Level = 0

SOLUCION KATAQKA
Vector de probabilidades
0.9000000000000000

Vector solucidn:
3.086552781235017

Funcidn Objetivo: 184

IFAIL = 0
Calls to EUG4UEF

Print Level = 0
SOLUCION KATAOKA
Vector de probabilidades
0.8000000000000000

Vector solucién:
2.729734880813462
Funcidén Objetive: 144

IFAIL = 0

0.5454545454545455

1442.071074380165

BETA:
0.5000000000000000

0.7653788875059933

.3008022369518

BETA:
0.800000000600C0000

0.9081060476746153

. 1242380919123

0.0C00000000000000E+00

SOLUCION PARA EL VECTOR DE PESOS:

1.000000000000000

Problem Type = QP2
Print Level = 0

SOLUCION VALOR ESPERADO
2.321428571428571

Funcidn Objetivo:

IFATIL = 0

1.071428571428571

59.41071428571429
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ANEXO ¥

Calls to EQ4NEF

Problem Type = QP2
Print Level = 0

SOLUCION MINIMA VARIANZA

3.636363636363636 0.5454545454545454
Funcién Cbjetivo: 1435.388429752066
IFAIL == G

Calls to EQ4UEF

Print Level = 0

SOLUCION KATAQKA
Vector de probabilidades BETA:

0.3000000000000000 0.9600000000000000
Vector solucidn:

3.592164367841035 0.5631342528635859
Funcién Objetivo: 177.90606927076182
IFAIL = 0

Calls to EQ4UEF

Print Level = 0

SOLUCION KATAOKA
Vector de probabilidades BETA:

0.8C00000000000000 0.8000000000C00000
Vector solucidn:
3.172883401235013 0.7308466355059949
Funcién Objetivo: 139.4175257746096
IFAIL = 0
CTIEMPO C.P.U.:  6.520000457763672  segundos

** FINAL DE PROGRAMA **
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ANEXO I1

Soluciones del ejemplo 8.

N L 2 2 AR R e R R R RN EEE RS EEE S LS AR TR LR EE SRR RS

Método Varianza
****************************************************

Calls to EQ4NEF

Procblem Type = QFl
Print Level = O

rdedk ok ok ek ok Wk ok ok ok ek ke ok ok ke e ke ok ok ok ke ek e gt ok ke ok ke e ok e e e e ke ke e ke ke ok ok ke ok

Solucidn para los pesos

1.000000000000000 0.000000000C000000E+00
Punto:
0.8000000000000000 1.6000000000C0000
Valor de la funcidn ponderada: 80.0000000C0000C0
Valor de IFAIL: 0

Kk hkkhkhkhkF kK kAT rkdkkhbrhhhkbrdhdrhbrhbhhobhrdbdrhhhddrodhbhkorxdk

Sclucidén para los pesos

0.9000000000000000 0.1000000000000000

Punto:

0.7764563596049183 1.611771820197541
Valor de la funcién ponderada: 66.40545051400927
Valor de TIFAIL: 0

dk ok hokd ok k ok ok ok ok ohkkh ok ko okdk ok dhok ko ok ko ok ok ke ok ke ke e ke b e ek ke R ek

Solucidén para los pesos

0.8000000000000000 0.20000000C0000000

Punto:

0.7532603025560772 1.6233698487219¢1
Valor de la funcién ponderada: 54.56292123109025
Valor de IFAIL: 0]

IR E R RS EREEREEEEE SRS EREEEREEREEE R R R R R R R

Solucidn para los pesos

0.7000000000000000 0.3000000000000000

Punto:

0.7347507842453817 1.632624607877309
Valer de la funcidn ponderada: 44.49572673405368
Valor de IFAIL: 0

I EE R EES SR A ERE SRR SR RS R R EREREREEREEREEREEREEEEEREEEEEEEE

Solucidén para los pescs
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ANEXO I

0.6000000000000000 0.400000000000000G

Punto:

0.7318489835430784 1.634075508228461
Valor de la funcién ponderada: 36.22722168441433
Valor de IFAIL: 0

Tk hkkkkdkkhdbdhrbhhkhhbbhbrrbhkr bbb drdhrhbhrxkddhrxhbkdkhbdkrorkdk

Solucidn para los pesos

0.5000000000C00000 0.5000000000000000

Punto:

0.7719298245614035 1.614035087719298
Valor de la funcién penderada: 29.75438596491228
Valor de IFAIL: 0

LR S AR XS R R R AL SR E R SRR R R R EREE R R R R R R R R I R I

Solucidén para los pesos

0.4000000000000000 0.60000000C0000000

Punto:

0.921775896520084¢6 1.539112050739958
Valor de la funcién ponderada: 24.94105708245243
Valor de IFAIL: 0

LR AR R AR R RS E SRR ER SRR R EE R R R R e e E R R R E

Solucién para leos pesos

0.3C00000000000000 0.7000000000000000
Punto:
1.316375198728140 1.341812400635930
Valor de la funcidn ponderada: 21.19020667726550
Valor de IFAIL: 0

Kk Ak K Ik hhhkkhkh ko k kb b vk hh kb ko hkkk hkokd ko hok ok deokokkokk & ok ko k

Solucién para los pesos

0.2000000000000000 0.8000000000000000
Punto:

2.042194092827004 0.9789029535864979
Valor de la funcién ponderada: 17.1557805%071730
Valor de IFAIL: 0

Fhkdrhkdkhkhkdhkdhkkkddhkhkkhhkhkdh kdhhkhdrhhwodkhhdkh ks ok & dek ek & ok ki & &

Solucidn para los pescs

0.1000000000000000 0.9000000000000000
Punto:

2.686070686070686 0.6569646569646570
Valor de la funcidén ponderada: 12.80798336798337
Valor de IFATL: 0
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ANEXOII

dohkhkhkkk kA hhhkhdhkh kb kkkhhdhdhkddkhmhdkdhkhddkdok ko ddkokkkk

Solucidn para los pesos
0.3000000600C000000E+0O0 1.006000000G00000

Punto:

2.769230769230769 0.6153846153846154
Valor de la funcién ponderada: 11.07692307692308
Valor de IFAIL: 0
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ANEXO I

ok kkkk kR kkhkkhhkhhkhkkrhkhdkdhhhkhhhdhrhhkhkrdhddkdhhhhddds

Kataoka. CAS(O NORMAL.

ok kkkkkhkkkkkdkkhhkkhkhkhkhkhkrhkhkhkhhkkkdkhhkdhdhkhkdh’rhras

Calls to EQ4UEF

Print Level = 0

dkk ok ko dhkhkkhkhkhk*khhkhdkhkhrhkdhdhdk b hkkhkhkhkhkkddhxkdx

Soluciocnes para la prcbabilidad BETA:

0.9500000000000000

Ahkkhkhkkhkhkdkhkdkhkhkhhhkbhhrrkdhkkhhkhkhdhddhhddokdkkdokkkkkd

Pesos:
1.000000000000000 0.0000000000000000E+0C0
Punto:
0.71286738247314190 1.643566308763429
Valor de la funcidn ponderada: 25.09025075034054
Valor de IFAIL: 0
R R R R R I e S T P R I I I I R R R R R R R R R R
Pesos:
0.900000G0000C0000 0.1000000000000000
Punto:
0.6159079083072992 1.692046045846350
Valor de la funcién ponderada: 23.16C93572619430
Valor de IFAIL: 0

IR AR S SRS SRR R RS R R SRR R R R Rl AR E SRR R ERER LSRR LRSS

Pesos:

0.8000000000000000 0.2000000000000000

Punto:

0.4925140134434623 1.7537425%93278269

Valor de la funcidén ponderada: 21.2360159535%070
Valor de IFAIL: 0
LR R EE R E S EEREEREEEE B E R R I R R . B 2 2 I I I I R
Pesos:

0.7000000000000000 0.3000000000000000

Punto:

(0.3285767470327386 1.835711626483631

Valor de la funcidén penderada: 19.32002769948082
Valor de IFAIL: 0
hhk A bk bk rrrhkdbhkdhbhkhddxhhkbhbiokddhkh bk hbdhbhrhbhkhkhkdhkhkhhk*k
Pesos:

0.e000000000000000 0.400000000000000C0
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ANEXOQII

Punteo:
9.5872882161270965E-02 1.952063558919365

vValor de la funcidén ponderada: 17.418529279870961

Valor de IFAIL: 0

****************************************************

Pesos:
0.5000000000000000 0.50000000000600CG00

Punto:
C.000000000C000000E+0Q0 2.000000000000000

Valor de la funcién ponderada: 15.59106216854287

Valor de IFAIL: 0

Fok ok ko ok ok ddk ke ok ok ke ke k kode ok e ok Aok ok ek ke ok ko ok ok ke e ok ket b ke g ke e ok ok ke ok ok

Pescs:
0.4000000000000000 0.6000000000000000

Puntao:
0.0000000000000000E+00 2.000000000000000

Valor de la funcién ponderada: 14.035169673526252

Valor de IFAIL: 0

Fokd ok h khhkhkhok ok ok kokok ko ok ke ok Ak ek ok ke ok ke ek ke ke kb ke de ok e ek ok ok ok ek

Pesos:
0.30000000£0000000 0.7000000000000000

Punto:
0.00000000000C0000E+00 2.000000000000000

Valor de la funcién ponderada: 12.88973936861010

Valor de IFAIL: 0

Frhkhk kA hkFhbd b h bk hkdhdbhkhdhddhidhkadhhndhkddkhkdkhkhdowkdhdkkhk

Pesos:
0.2000000000CG00000 0.8000000000000000

Punto:
0.0000000000000Q00E+0Q0 2.000000000000000

Valor de la funcidn ponderada: 12.153238677597852

Valor de IFAIL: 0

Kk hkhkhkdkhkhkdhhkhhhbdkhkbdkhhkhbrhkbdhhbkrhhkrrhkrrhrrdhrddokhddh*xix

Pesos:
0.1000000000000000 0.900000000000G0000

Punto:
0.00000000000000C00E+C0 2.000000000000000

Valor de la funcién ponderada: 11.83322683760767
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ANEXO It

Valor de IFAIL: 0

R R E R SR AR RS EIEEEE R RS EREESETESEESFIEIEEEERESEREEES EXE XS]
Sclucidn para la probabilidad BETA:
0.9500000000000000

Pesos:
0.0000000000C0O0000E+00 1.000000000000000

Funto:
0.000C000000000000E+00 2.000000000000000

Valor de la funcién ponderada: 11.86912155151367
Valor de IFAIL: 0

hhkkkkkhhdhhkhhhhhhhhhhhbdhhrbhrohhkbhbkhkdrbd b hrrrdrkhkkhdhdwn

506



ANEXO N

ok kkkk kT hhdhrhhkdhkkkdrdkhbhk ok dhk ok ko k ko hkkddohdkddkrhkkkd

Kataoka. CASO NORMAL.

LR R R R SR EREEES RS AR E TR SRR RS EE RS EEREREEEER RS E S N
hkkdkdkhkdhhkhkhbdhdhkhhkhkhkdkhddhbdbkhdhkhkhkdhkhhkdkrdkhkddkhhkdkxdkd sk
Solucién para la probabilidad BETA: 0.8006000000

khkkdkhkdkhkdhkhkhkdrhbdrhkrhrhrdrhbdhodbhbbhbhohhhhkdhrxhkhkhhxhhdhdkkdorrsn

Fohkkokdkkdhhkbhkbdohkhkkkhkdkdhkddrdhhkhdkkkdkhhkdxhhdddddhddixrhkd

Pesos:
1.000000000000000 0.000C000000000000E+00
Punto:
0.6289926548276509 1.685503672586175
Valer de la funcién ponderada: 17.88505B60035882
Valor de IFAIL: 0

Fohkkhkkd kb A kb dhrdhhbhhhkdrrhdd hd kb kddkhhkokhhdhkkhkhdthsdkdt

Pesos:
0.9000000000000000 0.1000000000000C000
Punto:
0.4583346347905220 1.770832682604739
Valor de la funcién ponderada: 16.55342934257062
Valor de IFAIL: 0

L R R R R R e R I R Y S T S TN P Y

Pesaos:
0.8000000000000000 0.2000000000000000
Punto:
0.2255811850547875 1.887209405472606
Valor de la funcién peonderada: 15.16191330283993
Valor de IFAIL: 0

LR A RS LSRR R R R R R R EREEREE SR X R R I g g R T R L N

Pesos:
G.7000000000000000 0.3000000000000000

Punto:
0.00000C0000000000E+00 2.000000000000000

Valor de la funcién ponderada: 13-68300622802302

Valor de IFAIL: 0

Fhhkhkh bk Ik F ok rhk ok kdkhk bbbk bk Ak kkdhkh kb dkdhek b ke kK ok ok ok

Pesos:
0.6000000000000000 0.4000000000000000

Punto:
0.000000C000000000Q0E+00 2.000000000000000

Valor de la funcién ponderada: 12.23872277058070
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ANEXO 11

Valor de IFAIL: 0
R . B R R R S R RS R R R R O R R 30 ST
Pesos:
0.50000G0000000000 0.5000000000000000
Punto:

0.0000060000C000000E+0C 2.000000000000000
Valor de la funcidn ponderada: 10.90745284815319

Valor de IFAIL: 0

R A R R RS EREREIASEREERS AR REEEREEEE R RS e R EE RS

Pesos:
(0.400000000000Q0000 0.6000000000C000000

Punto:
0.00000000000C00000E+00 2.000000000000000

Valeor de la funcién ponderada: 9.72914219416%9704

Valor de IFAIL: ¢

LER R R S RS EEE SRR E SRR R R R R R EE S R R R R R R R

Pesos:
0.3000000000000000 0.70000000000000090

Punto:
0.0000000000000000QFE+00 2.300C00000000000

Valor de la funcidn ponderada: 8.743939692228431

Valor de IFAIL: 0

hohkdkdkkkhkhkhkkhkhkdrhhhkbdhhhdkdhkhddokkork kb dok ks ko kohk ok ok kh &k o

Pesos:
0.2000000000000000 0.8000000000000000

Punto:
0.0000000000000000E+0Q 2.000000000000000

Valor de la funcién ponderada: 7.976430344581604

Valor de IFAIL: 0

Fhhhdhdhkhrhrdkdkhdhhhbhdhhdrhkbhhhhbdhhbdbhkhdkdbdxdkddkohdhdkd ok

Pesos:
0.1000000000000000 0.%000000000000000

Punto:
0.000000000000C0000E+00 2.0000600000000000

Valor de la funcién ponderada: 7.422025589368738
Valor de IFAIL: 0
****************************************************
Pesos:

0.0000000000000000E+00 1.5600000000060000
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ANEXO 11

Punto:
0.0000000000000000E+0Q0 2.000000000000000

Valor de la funcidén ponderada: 7.049727320671082
Valor de IFAIL: 0
Tiempo C.P.U.: 1.779998779296875
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ANEXO I

****************************************************

Kataoka. Aplicacién de la desigualdad de Cantelli.

*****************************************if*********

Solucidn para la probabilidad BETA: 0.8500000000

****************************************************

Calls to EO4UEF

Print Level = 0

hhk*k ok khkkhhkhkhddhhkhkhkhhk kb khkkhdhhhhkddhbhrrrhhdbhhkdddhddk

Pesocs:
1.000000000000000 0.0000000000000000E+00
Punto:
0.7283741630574231 1.635812918471288
Valor de la funcién ponderada: 28.27064632295094
Valor de IFAIL: 0

Ak hkhhdkkhkhkhkhkdhdhdhkhkdhkhhrkhkhkrohhdkhrhdhhodkkddhkd bk kddodkdrkikx

Pesos:
0.9000000000C000000 0.1000000000000000
Punto:
0.64462223853%0752 1.677688880730462
Valor de la funcidén ponderada: 26.06642465602246
Valor de IFAIL: 0
T R R R R E RS E R R R R R R R N R R R R R R
Pesos:
0.2000000000000000 0.80000000C0000000
Punto:

0.00000000000C0000E+00Q 2.000000000000000
Valor de la funcién ponderada: 14.00000000000000

Valor de IFAIL: O

Fhhkhkhkhhkhbdkrdrohkdbhhhbhrhbhrhkhhhdhddbdhdhhdkhkdhddkkddkddxdkth

Pesos:

0.8000000000000000 ¢.2000000000000000
Punto:

0.5396396385575954 1.730180180721202
Valor de la funcién ponderada: 23.884920588914717
Valor de IFAIL: 0

(AR R R ESEER A SR A S EREEREREEESREEREEREEEEEEREEEREEEERSEERERESS
Pesos:
0.7000000000000000 0.3000000000000000
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ANEXQ I1

Punto:

0.4035406239616545 1.798229688019173
Valor de la funcidén ponderada: 21.73984187146081
Valor de IFAIL: 0

hkkkkhkk ko ko kA khkkkh kb kb kb hrkdrwbdkkhkddkddrndkdhhdhddbk

Pesos:
0.6000000000000000 £.4000000000000000
Funto:
0.2183009356486146 1.890849532175693
Valor de la funcidén ponderada: 19.65335002552292
Valor de IFAIL: 0

Fhdok kbbb ok ko Ak Ak kAR A AR Ak kA A Ak Ak A A W

Pesos:
0.500000000000C000 0.5000000000000000

Punto:
0.0000000000000C0CE+00 2.000000000000000

Valor de la funcién ponderada: 17.6619%0378969060

Valor de IFAIL: 0

Fh bk hkhkkhkhkhd bk hbhhhdrdrrhhobdrorhkkdhhhhkhkdkhhkdhzkkhhhddokh

Pescs:
0.4000000000000000 0.6000000000000000

Punto:
0.0000000000000000E+00 2.000000000000000

Valor de la funcidn ponderada: 15.96289%23765897
Valor de IFAIL: 0
ok ok kA hkhkdhkkkhhdhkdkdokdohkokhdhokd kb d kok ko dok ok ko ok ko ok ok ok ko ok ok ok
Fesos:

0.3000000000000000 0.7000000000000000
Punto:

0.0000000000000000E+00 2.000000000000000

Valor de la funcidén ponderada: 14.72279032045115
Valor de IFAIL: 0
IR AR EE SRR EEEEEEEE SR R R R R I I I S 0 I IR I I S g S I
Pesos:

0.2000000000000000 0.8000000000000G00

Punto:

(0.000000000000C0OC0OE+Q0 Z2.000000000000000

Valor de la funciédn ponderada: 14.00000000000000
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ANEXO T

Valor de IFAIL: 0

hdekhhkhhkkkddhdhhkhh Rk drhhkdhkdhdkdhhdkhdokkkhkkhkdhhki®kxkdh

Pesos:
0.1000000000000000 0.9000000000000000

Punto:
0.000000000000C000E+0D 2.000000000000000

Valor de la funcién ponderada: 13.78362417415678

Valor de IFAIL: 0

LR AR R R R R EREESEEEREEREEEEEEE REE R R R R R R N

Pesos:
0.0000000000000000E+C"™ 1.000000000000000

Punto:
0.0000G0O00000GC0000E+00 2.000000000000000

Valor de la funcién ponderada: 14.00000000C00000

Valor de IFAIL: 0

LR R RS RS S SRR R R R R R R R R R R R R R R R R Y N U T N L v T
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ANEXO R}

O E R R E R AR R A RS EE R R R R LR R RS R R

Kataoka. Aplicaciédn de la desigualdad de Cantelll.

Uk k ok kk ok ko k ok kh ok ok ok ok ok h kb ko ok ko k kb ok ok ok bk ok ok ok ko ko ok

Solucién para ia probabilidad BETA: 0.800000000

Ak khkkhrhkhkhhhkhrhr A kT kb kb hhokd ok bk hokkkk kb d ok ok dhxok kb ddk

Calls tco EQ4UEF

Print Level = 0

ok dhkkhkkhkhrhhkdddhddrhbr bk dhbedhdhkdhk T bk kb hkkkkkdhkkhdd K

Pesos:
1.000000000000000 0.000000000000C000E+00
Punto:
0.7283741630574231 1.635812918471288
Valor de la funcién ponderada: 28.27064632295094
Valor de IFAIL: 0

dhkkh kb hkk kT Ak hhhk ok bk db kb h kA h kb hakhhkkhkkhkhxhkdrhkhkdhdhkhkd kb

Pesos:
0.900000C00000C0000 0.1000000000000000
Funto:
(0.6446222385390752 1.677688880730462
Valor de la funciédn ponderada: 26.06642465602246
Valor de IFAIL: 0

ek ok ok ok ke ok ok k ok ok ok Ak ok kb oAk ok ke ok ok ko b ke ek ek e ke b ke ke ke ke ke ok ok ok ke ke ok ke

Pegsos:

0.8000000000000000 0.2000000000000000

Punto:

0.5396396385575954 1.730180180721202
Valecr de la funcidn ponderada: 23.88490588914717
Valor de IFAIL: 0

B R R R R e R I ]

Pesos:

$.7000000000000000 0.3000000000000000
Punto:

0.4035406239616545 1.798229688019173
Valor de la funcién ponderada: 21.73984187146081
Valor de TFATL: 0

EEE AR AR R RS EESESEEEEERESEREEEEEEEREEREEEERITE IR LT ERET
Pescs:
0.6000000000000000 0.4000000000000000
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ANEXO 1

Punto:

0.2183009356486146 1.890849532175693
Valor de la funcién ponderada: 19.65335002552292
Valor de IFAIL: 0

LR A SRR AR SRS L AR SRR ERSEEEEEEEE R RS R ERLEEERERSREEEE RS

Pesos:
0.5000000000000000 0.5000000000000000

Punto:
0.00000000C0000000E+0Q0 2.000000000000000

Valor de la funcidn ponderada: 17.6619037896%060

Valor de IFRIL: 0

IR E R SRR SR EEAEEREEEE SR EEEEEEREER TR I IR I I N P S N I SN ORIV

Pesos:
0.4000000000000000 0.6000000000000000

Punto:
0.00000000000000C0OE+00 2.000000000000000

Valor de la funcidn ponderada: 15.96289523765897

Valor de IFAIL: 0

PR R R R S R SR R R R I g R R R Rt S N R L R )

Pesos:
0.300000Q000000000 C.7000000000000000

Punto:
0.0000000000000000E+00 2.000000000000000

Valor de la funcidn ponderada: 14.72279032045115

Valor de IFAIL: 0

LEE R R R EEER R LR SR EESEEE S R R R . B kL Aeapn

Pesos:
0.200000C000000000 0.8000000000000000

Punto:
0.0000000000000000E+00 2.000000000000000

Valor de la funcién ponderada: 14.00000000000000

Valor de IFAIL: 0

LERA SRS R EEEEREEEERESEEEREE RS E R R g g O G AN I TN U SRR RN

Pesos:
0.1000000000000000 0.9000000000000000

Punto:
0.00000000000C0000E+00 2.000000000000000

Valcor de la funcién ponderada: 13.78362417419678
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Valor de IFAIL: 0
Kk kkkhkrhkdhkhhhdkkrrhdrhhkh kbbb drhkd kb d kb hkdhkdhhkhdhdhkk

Pesos:
0.0000000000000000E+00 1.000000000000000

Punto:
0.0000000000000000E+00 2.000000000000000

Valor de la funcién ponderada: 14.00000000000000

Valor de IFAIL: 0

*ohkhkkokkkhkk ke khk kb kb dhhhdbhdbhkrhkdhbddhddhbhkhdiokkddndrik
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Soluciones del ejemplo 9.

hkk ok khkkhrhh ok hdok dokdodk ko ok ok ko k dkok ok ohok ok ok ok kok ok dode ok ko ke ek ok o

Varianza
hhkhkkhkhkhkhrrhkr b hhkhkdhAd bk rd b hhkbddbdhhkkdhdddrdhhddhdhikdihidk

Solucién para los pesos
1.0000C0000000000 0.00000C00000C0000E+DC

kI hkr bk bdrhk o b rhkbdhhr bbb bd bbb hdkdkkohhkddhhhhdh&ohdkddkdhk

Punto:
0.000000000000000Q0CE+00 £.000000000000000

Valor de la funcién ponderada: 1368.000000000000

dedk Fok ko deodedok oK kR kof ke ok ke ok hode ke de ke de ke hohe ke Wk K ko Kok ok ok ok k ok Reok ok ke ke ok

Solucién para los pesr-

0.30000000000C0000 0.1000000000000000
d AT A A A hE kR F bbb bddkd bhhbdd bk dobdhd ko dobdkkddhkhddhkdvdt
Punto:

0.0000000000000G600E+00 6.00000000000C0QC

Valor de la funcidn ponderada: 1409.460000000000C

deok ke ke ok ok e e ok e ok e do ke ok Jr e o e Ak ke ok e ok ok ke g ok e e ok e Sk ok e e e e ok g e ok e e ok ke R

Solucién para los pesos
0.800000000C00C0O00 0.2000000000000000

g ke g e deode A s dek heod dede ke kot e ke h de e ks ke ke e e ke de ke ke e ok ok o de o ok e e ke e e e ke ke e

ranto:
¢.0000000000000000R+00 6.0000000000C0000

Valor de la funcién ponderada: 1452.,240000000000

LERE A ERESEEEEEREEEERE SR EESEREEE RS EEEE PR EEEEE R R R R

Solucidn para los pesos
0.7000000000000000 0.3000000C000000000

Ak hkk ko hkkhok kb ddkbb ok khdhdokk ok dd ok ok ko ok ok ok ok ok ok ok ke ok ook ok ko

Punto:
3.636363636363636 0.5454545454545455

Valor de la funcién ponderada: 1469.417685950413

A R R R R R I I SR A I S R O

Solucidén para los pesos
0.60000000Q00000Q00 0.4000000000000000

Thdhk kb hhkk ok kb hkdk bk kg bbb hdbdr kbbb hkk ko h ok khok ok oh sk ok odokk

Punto:
3.636363636363636 0.5454545454545454
Valor de la funcién penderada: 1460.913719008264

LSRR AR RS R SRR R EE S EEEEEE R R R EE R R R R I g R g s

Solucidn para los pescs
0.50000000060000000 0.5C000000C00000000

AR AR R AR R A REREEEREEEEEEE R R R R R R R R R ]

Punto:
3.636363636363636 0.5454545454545454
Valer de la funcidn ponderada: 1453.623966942149
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hok ok ok kkh ok kkkhkokdehkdk kb kkkhkkhkkdhdkhhkkhhkddkkdkdhkddxkddk ik

Sclucidn para los pesos

0.4000000000000000 0.6000000000000000
Punto:
3.636363636363636 0.5454545454545454
Valor de la funcidn ponderada: 1447.548429752066

R R R AR R R R R R R R RS R SRR SRR R R R ERR R ESEREEREEEEEERERE SRR

Sclucién para los pesos

0.3000000000000000 0.7000000000000000
Punto:
3.636363636363636 0.5454545454545454
Valor de la funcidén ponder=ada: 1442.687107438017

Frokdkdhhhhkbkdhhkhkkdkkhkbddkhkdhkbdhbhhrhhbhhkdbhohkddhhhkddkhkh

Solucidn para los pesos

0.2000000000000000 0.80000000C0000000
Punto:
3.636363636363636 0.5454545454545454
Valor de la funcién ponderada: 1439.040000000000

Fhkdkkkd ok kkkkkkhkdk Ak bk dhhhrdk ok kdhkr ok hk ok dodok ok d ke dk ok ok vk k

Solucién para 10s pesocs

0.1000000000000000 0.2000000000000000
Punto:
3.636363636363636 0.5454545454545454
Valor de la funcidn ponderada: 1436.607107438017

deok ek kS ek ke ok ok e K ke ok e e ke ke ok e ok ok e e ok e ek e ok ke et ok e sk ok ke e ket ok ke ke ok ok e e ke ok

Solucién para los pesos
0.00000000000C00COE+QD 1.000000000000000

Punto;
3.636363636363636 0.5454545454545454
Valor de la funcién ponderada: 1435,38842975206¢6

****************************************************

Tiempo C.P.U.: 1.050000071525574
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ANEXO II

R RS EEEEEESEE R LR LRSS R E R EERER SR EEIES SRR RS R R R EEEEEE

Kataoka. Aplicacidén de la desigualdad de Cantelli.

P R R EE AR E R B R E S R RS R RE RS R LSRR R EEEEEE R R R

Solucidén para la prokabilidad BETA: ¢.S00000000

hokkhkkkhkrkr ok h kb hkbkhhhkdodhkhbhdbkhhrhkhkrhkhhkdrxbdddbhhkrbtkrhkdkr

Calls to EQAUEFR

Print Level = 0

ok khk ko hhkhkhkdhrhhkdhhbhrdhddbhkrbrrehbhobdhdrhhbdhhdhbhhhkdhkdrkdhhorr

Pesos:
1.000000000000000 0.0000000000000000E+00
Punto:
0.7262751630574231 1.709490918471288
Valor de la funcidn ponderada: 204.7794632235094
Valor de TFAIL: 0

LA AR ER R RS EEEERESEEERESEERESEREERESEEEREE TR

Pesos:
0.9000000000000000 0.1000000000000000
Punto:
0.8843157385390752 1.646274880730462
Valor de la funcidn ponderada: 204.1710465602246
Valor de IFAIL: 0

ok e ke ek ek e e ek ek sk ke ok e ek ke sk ke kb ke ok ok ke o sk e e ke ok e ok ke e ok ke e ok ke ke ok

Pesos:

G.8000000000000G00G 0.200000C00600C0000

Punto:

1.0589656385575954 1.576414180721202
Valer de la funcién ponderada: 203.3048588%814717
Valor de IFAIL: 0

L R R I U IR AU

Pesos:

0.7000000000000000 0.3000000000000000
Punto:

1.2529936239616545 1.498803688019173
Valor de la funcién ponderada: 202.1336187146081
Valor de IFAIL: 0

****ﬁ***********************************************
Pesos:
0.6000000000000000 0.4000000000000000
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Punto:

1.4698249356486146 1.412070532175693
Valor de la funcién ponderada: 200.5989002552292
Valor de IFAIL: 0

LR AR A RS SR LSRR ESERREERERREEREEREEREEREREEEEEEEEEESESE]

Pesos:
0.5000000000000000 0.5000000000000000
Punto:
1.7137275445645454 1.314509154658684
Valecr de la funcién ponderada: 198.628478%69060
Valor de IFAIL: 0

IR AR S S S S SRR R ES SRS R R R R R R R R R EEEEEEEEE R RS

Pesos:
C.4000000000000000 0.6000000000000000
Punto:
1.5900844545454545 1.203966554545454
Valor de la funcidn ponderada: 196.1305923765897
Valor de IFATIL: 0

LER A S A TSR R R SRR LR AR S R R R R EEREEER R RS RS R R R

Pesos:

0.3000000000000000 0.7000000000000000
Punto:

2.30576565465456151¢6 1.0776942515454564
Valor de la funcidn ponderada: 192.9881045115
Valor de IFAIL: 0

Fxkdchkdh ok hkhkh bk d frh kb bk kb kk ok bk h ko khkdkkdkrehk sk hkok d ok k ok ke or ok

Pesos:

0.2000000000000000 0.800000000C000000

Punto:

2.669646239874654 (0.593214175564545454

Valor de la funcidén ponderada: 189.049156545
Valor de IFAIL: 0
****************************************************
Pesos:

0.1000000000000000 0.9000000000000000

Punto:

3.0933364565484521 0.762665715454545¢

Valor de la funcién ponderada: 184.1120654564545
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Valor de IFAIL: G

ek hhhk kb khhk kb b hkhhk bk khdehkhddkrFddkhdokh *dhddhkhhddridddrx

Pesos:
0.00000000000000C0E+0O 1.000000000000000

Punto:
3.59216355445412415454 0.563134741454545

Valor de la funcién ponderada: 177.90615456421245

Valor de IFAIL: 0

khkkhkhkhhkhhhbhkhhkrhrdhohkhdrbhdrkhkrrbrhkorbkhrdohhbddrhbd o bk hbrdirddxxr
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ANEXO 11

2 22 EEEEE R EREELMEREEEEERREEEEEEEEREEEEEE R EE R R R

Kataoka. Aplicacién de la desigualdad de Cantelldi,

IEEEE R EEEEEE RS SRR S SR EREESEREEESEREEEREREEEEEEERE R EXEE]

Solucidn para la probabilidad BETA: 0.8C0000000

kxhkkhkhkhkkh oo hdhdhkhkrhbhbhdkhkbhkhkhk kb brrbbrxFhrohhtdhhhhdhhkkrh

Calls to EQO4UEF

Print Level = {

hokkhkdkdkkdkhkhkhkhhhhkkrrbhkhhkhdhdrbhhhkrbhbhhkhbrkrbhbdrbhhhkdtdhhdkikknk

Pesos:
1.000000000000000 0.00000C00C0000000E+00
Punto:
0.6727519630574231 1.730899918471288
Valor de la funcién ponderada: 164.2998632295094
Valor de IFAIL: 0

LR AR SR AR EREEESESESE SRR EEEREEEEEEEEEEEE TR T I I I I I I

Pesos:
0.9000000000000000 0.100C000000000000
Punto:
0.8095601385390752 1.6761768807304¢62
Valor de la funcién ponderada: 163.3988465602246
Valor de IFAIL: 0
L R I I A 2 A O B R Tt T N VY P E I A S
Pesos:
0.8000000000000000 0.2000000000000000
Punto:
0.9608563385575954 1.615657180721202
Valor de la funcién ponderada: 162.3018588914717
Valor de IFAIL: 0

LR AR R RS SRS R R R R E R R R R R R e e e e

Pesos:

0.70000000000000090 0.3000000000000000
Punto:

1.1290886239616545 1.548365688019173
Valor de la funcién ponderada: 160.9728187146081
Valor de IFAIL: o

AR R AR RS SR EEREE LSRR ES SRR ER R R e E R RS

Pesos:
0.6000000000000000 0.400C000000000000
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Punto:

1.317272935648614¢6 1.473091532175693
Valor de la funcidén ponderada: 159,3673002552292
Valor de IFAIL: G

AR R EERS S EEEEEAEREES R EESREERERSERERESEEEEESERERESESEEE]

FPesos:
0.500C000000C00000 0.5000000000000000
Punto:
1.52919454646542124 1.38832285214248754
Valor de la funcién ponderada: 157.4301378969060
Valor de IFAIL: 0

khkhkkkdhkkhhkddhdhhhkdhhhbhbhkhbhr bbbk hkhbbd kbbb hrhib b rrhkdkx

Pesos:
0.400000000000Q0000 0.e000000000C000000

Punto:
1.769648165465456454 1.29214132154654564

Valer de la funcidén ponderada: 155.0907923765897

Valor de IFAIL: 0

LR R R A S SRR R R R RS R E R R R R R R R e AR

Pesos:
0.300000000000Q0000 0.7000000000000000
Punto:
2.044794124545454514 1.182082569875154
Valor de la funcién ponderada: 152.2591212045115
Valor de IFAIL: 0

Fhdkdkkkhkkkdk kb hkhkdkhkd bk hdh b bk d ok k b hkhk ok okohod ok ko ks ok ok ke

Fesos:
0.2000000000000000 0,80C0000000C00000C
Punto:
2.362667225485215455 1.0549334154545452
Valor de la funcién ponderada: 148.8173215454545
Valor de IFAIL: 0

****************************************************

Pesos:

0.1000000000000000 0.9000000000000000

Punto:

2.7339123154545454 0.90643521872541368
Valor de la funcién ponderada: 144.6080174153678
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Valor de IFAIL: 0]

it AR R RS EEEE LS SR EERARESEEREESERREE RS SRR EEREEREEREREESEES]

Pescs:
0.0000000000000000E4+00 1.000C00000000000

Funto:

3.17288335465465456 0.730846612154579
Valor de la funcidn ponderada: 139.4175246687983]1
Valor de IFAIL: 0

Jehkdkkokhkdkh b hkhhhkdbdbdhhbdrdhhkbdbhdbhkdhhrhkrkhkrrhrdhkdkhkhbhdkrrxkhr

** FINAL DE PROGRAMA **
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