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Introducción

lis1.4 1. esi s <lo ctara.l ji it ed0=ser rl a.sificada dentroj oíd niamo ole la. teoríade olifcrettcia—

bilidad eít espaciosde Bana.ch,pero los principales resultadosque presentamosaquí
tietíoit taní bié.ii aplicacioneseít otras ramasde las matemáticas,canta la topología
oh ferenrial en oEiítt ensión infinita, las cntacionesdifereítciaíesorolinarias en e51)antas

ti e ISa.nanlt, y las ccii acionesde 11 autilton-j acobi en dimensiót infinita. A olenir ver-
(14(1 it¡ ng ti ita. ole las ¡iaL 0=it niales apbranionos (le los resti It adasqíí e quería j) robar ti e

eran canocidas al e ¡it ji exar este O rabaja.

A ti it a. riesgo dc a,
1) ti rrir al lector ni e gustaríacantarla historia oíd nacíníLento de

estatesis doctoral. Sirva esterelato romo agraolenimientoa todas las personasque

e ay itolarouit y í.í o aniniaron a enfrentarnie a. los prablenias liásicos qnc estan en el

origen oíd I)res<~itte trabajo.
Cii aíí ol o estabaesl,í idi anda la tearía (le 501)otiferencíabihdat] (le funrio)o es cii es

pacíos ole 13 anant . Juan ferrera desvié ¡o i atencian hacia eh siguiente ji robleoit a: ¿(4
eareíit a (10= Rol le es clon t o en <limensión infin it a?.litan it e íííostra o n bello rontrae

jO=itt pío (¡tíO’ It ahíía. oh te í[1(1(1en nalalío raniti it non Joatt B ~=s.y así fu e no tua ¿ornennc a

p <‘u sar eit las p ~ Ii les gt’ii erali zacia¡les oh eh teoremade Raile a o=sjíarios dc di it ensioS it

¡it fi itila. y jiara ftínciortcs ita tteresariattícrtte diferenniabies. Fue mi director (10=tesis.

lesos A . lararníllo, (jtLi(=it itie sogiria el sigiiicitti=enunciadoole oua jiosibh<=ttt)/.SZ0t?

op toxuuada (10=1 l.o=oreitt a ([0= Rolle.. si uit a fu ti ciérí diferen cialile osci la incitas (¡nc It It

it ittíero ¡itusitivo 2s o’it el liarde ole la. bola tínidatí. deberíaexistir tui plinto) en el

tto=riorde la. hola oit oh <utah la. ohiferennial ole nuestrafunción fuera itienor que ¿ (ett
¡¡ana.). (att aígut iio,s esfuierzois ransegítítnosprnibar estacanjeOLira y olespités.o.;oí¡

<a. ayoola, de Javier Góiítez Gil obl,uviííío.s tina. deíítostranitjtí más breve y ehega¡tte
(si bien ípiiz~. ¡tícitos intoitiva) ¡íte la oirigiutal las tíos proelias haít siolo innluida..s
oit el seguíit tío ca1)ítuil<) de esta tesis. A caittittua.ni u, en cahaliararión carL Ralwit.

1)o=v110=,nr, it segií itt os vt=rsu.i 1105 su LA iferenniales olel teorctnade ItaIle aproxi¡u aolo, así

rotíta ti ita, it Iowa. desigtia.hdaoloid valor ¡tíedia jíara fuitrioties Stli)olifereitnia.hiies (liJe
solo rctj í~iere ti it a c.oíLa. ji ara uno (y no n enesaríanuente totíos) los subgradientesde la,

fo tc¡t,tt t=ii catía9ii It Lot.

Casi ah ¡it is tt t o> O íe¡típ o Jesfis ¡tic ittois tro unartículo ole 8 h kariu [62] etí cl nt al

se ji ial,al)4 t9i e eh Leoreíita. de Rolle fa] la etí es
1iarios oh e Batíaclí su perrefiexiV05 (le

¡iii ensi¿it itt fi ti it a íai ¡¡tedio (10= la. rau strncrién ole lo que ji ucde II a.íit arse o u difeo—

marf¿sinoriimi¡oo.doí, es tíenir, ti n ohifeaníarfismoentreeh eslíaniay el mis oía esparia
itíetías o ¡to ole sus suhíctmn¡untos (uit puntocii esteraso). Fue entanres cuantíoJés

5



6 ¡IVTRODUCCION

itio señalo las trabajos de (>zeslaw Hessagay Tadek Oobrawolsll acercade difea-
marf¡stnaseli¡ninadares,par lo mal le estaré.siempreagradecida,ya que éstefue e]

do síubrtntíenttí tuás excitanteoííte lu=iío=clíacamaestuolíanteole olactara(ia. [ti tuerjia-

tamo ¡¡lo omence a petisar crí has pasii>ies generalizacionesdel teoremaole Bessaga.
[o] salíí o ha (½~>—eoínivaicncia tajiolégira ole] esjíacio ole Hilbert y su esfera ti o itíad

¡o su It xoha o~ ue (leso]e etí O ciii ro=sit o ha al)att oíanaolo iiti míagína.ciétu . Las esparias royas

esferasposeenestrorturas ¡lifere¡íciables naturales satí aqoéllasque tienen ¡tarnias

Fréchteodiferennabíes (resp. de clase (9’). Entotices el siguiente proibletría surge

th o=una. ni attera natural: ¿A. dini Le Latía espaciti tI e i<art ach i ofi ííi lo> ti i nicii sioíítal can

o ci ruta. <hierenci able on di feoiv oí rfi smo ett t re stí o=sfe.ra y ro alo1tti era <he sushiper ji] anos

<lerra.dois?

La clave de ha o] emastración tic] intpresiaííaute resultaola de Ilessaga.era ha coiit s-

ni crién (le ttn difeantarfisrna enL re el espacio ole liii hero H y II \ { O } oj ¡le es ha

o] enti 4 aol fu era oh0=una líala., ha ojoe fu e pasí[ile grana.5 a la existencia ti e tina, ti orína

caívi ji leoa ole claseC
0~~ en 1!. Tao]o=kDiii rawolsk i [35] desarral 1 ¿ ha o éuíica.the 1 a.s

it oír¡itas íío canilíleoas de Bt=ssaga y ira Ii ¿ qti e todo espacici ole B atíaclí tie di iv cii siol o

infinita. X qtíe tenga. ti na itar ni a tío) cii ¡ti í>íeta.ole cíase (‘~> es (¿‘fi -di fcoií it) nfoí a X \ 1<
d rin de 1< es o it subcaitjuííta rampacto cii alqumeraole X . En ]ia.rticitlar estoes ríerLo

para.to¡las las espaciastic Hanao h iníjítito olírítetísianales tjtte se inyectan imneaitutetttt=
cii ahgui it cuí(1’), ji uestoi oit] e talo s o.s p,í tíos ji aseeno artí as no’ cotv ji1etasde naso’ ( .‘~>‘

A sí, caít si oteratíoh o la. geiteralizar ir> ti 4 its res¡tít ados ohe Bessaga. y i)ahíroíwaisk i a,

cualquier espacio ole Ilanachí de tít niensión infinita cotí itorina l’réchct. difo=rencia.bhe

a olo=<jase( ~‘, siendo p E N u { ~ } es tía t ti ral ji regotít arse: ¿O aolo> esparia de [<attant

ItLfiititoi olimensítinal can ¡tornia eqotv<t.lcntede chase(2’ tiene ta,íííhiié.ií nita norma no

roimpho=Laoio.=clase(2’?

t¡ritisattteitte. esta jíateoeser ¡oua. pregunta.olifícil tjoe sigue sin l,etto=rresptít=soa.

l’oir titunhíoí Lícín pci traté ole da.r ¡jita respoo=stapoisitiva.a esteprt>liií=itta.sutí íííngoíí

(=xita. tít atiol oí N.a bat)la oho=c.ididci oh eja ole iietí sar cii estas asuit Lo~s, se iv e tic ti rrí ti

q It 0=eh ji rol)ho=iii a oh e genera.i i za.r cl 00=0>¡ciii a. tít’ 13 cssaga ji aolría q ni za a,t,aca,rseti <=

<>1ra. itíaitera: l.ra.ta.iiolo ole 5¡isl.il.ttii ha. tiaritía no rouííípieta. jitií— algún nOra objeto>

raiu¿pfc/a<=it t’l esqtíenia ole itegligihúliohad de i3essa.ga..¿Queotrafttiirióít ita conípleLa

jíatíría ti tu> elegir? Fu a imoritia. ita toiuipleoa y suia.,~~e en ti it espacioole l<a.ita.clt jiuiethu=
ti esrri Iii rse conoa el fu itria it al oh =Nl iii kawsk i ole ti o c ti eríía cotí\‘exa stu ave si ni éL ni ci>

tui 0= It a cao ti 0=tío’ rayoís y si ti eiii u argo> it o es araLatí o>. En un esj> aciti ti 0= 1 no achí
ole oi inien si ¿n iii finita. reflexivo 1. ;.oles cii erpos rtiít vexas o=xísLen si cm pre. Peracii 0=1

castí ni) reflexivo> tía o=stáclaro cii absoltíLo cómoííaolría ct>utstruíirse ti tía, norma tío>

coití jdel.;t. su ave a partir ole utía itoirma. o=qoivaletitestía.ve.$ ciii barga, it tilizaitola

eh 00=0re¡oía ohe 1 aroes ría es o] i fin 1 t;atístríí ir it it cii enjítí cotívo=xosuave y a,.siín¿tr&a

9110=it ti raílticí ti u.ayos y a. ~>o=sa.rdo=estano es arotaxia. Si tamamaso=lfmi riotu al do=

Miii kríxvski ole 0=5Le roerji 0 0)1)0cii cioas lo 911e paoiría. II atii arse un o norma asíinc(tira

no caíap/eta. ¡Dii ttiii res tiuo j o<‘ti e iii O<‘titar reertíjil azar la ti oirnt a, lío> <;titit pIcOa ti O>

esOa esji erie (10=norut a. asi to étrica, ti a caiv ji heta en eh estj ítema tic I3essaga. Eslo’

ji 1 att teautíient oi resultéser híastattto=a,ti ti aolay t ti voí eh éx i Lo o] eseaoia, aunoj ti e reqiliria

aigoit tís oit ras ram bios en el esoj ti 0=iva ole [3essaga; en u art i rular fu e nercsa.rioiti tiii zar
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uu n Pmo dc! punta fija es¡iecíficii en ltuga.r de] priíuripio de rcítítra.rcióuí ole Banacli

l)e estetitotia olemostreojue paratodo espaciode U anarlí X ole oliittensióíu iitfiitita.

rau ttna narítia cojitivalente de clase (Dr existe ¡un olifeoruiarfismo de clase(Dv entre

X y X \ 40) q ute se restringe a. la. itientiol ad fiuera de una hola. y oleol tuje tute tiara.

tío t a.h esji aoloí 40=13 aaiaclí síu esferaes (2’ difearnarfa a. cuí alquiera. oh 0=5lis ítip erjíla-

it tís. Ititocmnres niastrees0=res¡u] o aoho a,Taolek Dobrawolski, 0]u len ni í=itahíla. autiítía,tic>

a comtítiutí a.r esttíohianoho esLa clase ole prahilemas,sugiriéndome algíuo a. ti e 1 a.s apIi-

rartoiríes polen riahes de la u egligililliol aol suave, tales corno eh feo¿nieno ole (A a.ra.v
¡lara, 1 a.s eriua<ti cíJíes d iferetu ci ales aroli u arias. Tadek se olió ctto=íit a. p noutto de o~tu 0=es-

te pian tea,ttt.iettLa asnnctrico ~iodría generalízarseparacansOrol r <1 ifettroarfisuíías9 ite
extraeit roí ¡ íítu it tos ramti actasole tu uí espaciooio=13 auíach itífi iii O ti olií o ctu si cii tal ron itoír-
itt a. oh i fero=tíciah ho=. Euu t tu a fructífera calah oración ohesarrolh a.ítuos it ¡itas esta.s i oh o=as

y eno>lí xnitis lo>s siguieuítes resultaol os. En jirimer 1 tugar , to> ola esu ario> oh e Batíarh oh e
ol ¡ nu u t sion i idi tui ta.X o~oe aol¡ni O a tu u a. norína. de claseoP (tu ti it ero’saniarttow te et¡ tt iva,-

le tío ) o s (‘~ oh feo> iii oír fa a.X \ 1< tI o>íu ole A’ es ctua]qtíier síuLi routi uit Lii coíni j> aol.o ole X
lii so’” tu itoho Sigan, si A tiene uuía. scníinoíivna ole clase(D’” ( nt=shl.rea.i a.íialíl.ioa) <¡¡va
attjotit u oio=oteros sea tutu sttliesiiacioí 1 ole caohiniensit’ití iuifittioa euit.aíicesexisto=tuíi

o]ifeanianlisiiuoí olo=clase(‘fi (res~u. real analítica) entreX Y Y \ E. l’Diu roítiso=ctio=ttria.
o cida esji acití o] e flanaclí X o] e oh i triensión i Mini ta. can utía. tiar tít a real art ai it ira. (itt,

it ciesani a.íti cii te O=Ojtui vaho=ttte) es real asía.hit icainertte eqíti vvio’.ní te a. A \ 4 0) . 1 )e 0=8los

ro’suultaduísoieoluuíitíuo>s oa.itihiiéu¡ ti tía, r.hasihíraci¿ii to1íoulógit;a thifeni’ticiah ole Iris oíierl>o>s

cliii vexois síu avesoto’ uit o’spacioi ole Banarlí arliitra.nict. En pa.nt.icuilar oheituasonaitit>s oítuí=

Latir> r.tierpo r.tuluvt’Noi stua.vc o¡uue tic> conteuiga.rayos en ito o=spa.ci<íole I<aoaclt iifi ¡tiLo

dití teu sic> ¡ial es oí i feo¡nonfoí a ntn se¡iii esparia cernatía. H a.y tít ¡ir lías ¡ti ás ap i <.a,r.ioit es

tic est.t>s no=s¡ tít a ht>s; a. el 1 a.s ti os referirentasolesííiu és

h)i=jaiiohaa tui [aoL> ita experieticia invo=soigaolaua.perscíttah,<treo> ojtn=ita es uit

itit=it iuiu1>erohauta.hilo’ o=h hiahíer nuezcíatía la. teoría. do’ la. ííegligihíilioia.oh co>ui <1 taIctuho

stt bohifereiiriah cii este t.rabajtí. Sé ojtie puteohe]íarec.er uuuta. touiuiiiíítacíari ¡tías bien an—

t,iÍir.iah, huera Fua.v oit ititj>ointatito=vitiotuho> euítueamhíoís: ho>s otttc=nluíisoto>itvext>s. l’oír ti tít

parte. ha. l,t=o~ríaole stí lioiilenencialiiliol aol ole funciones títí ííeott=sa.nuaítieiít.eotottvo’xas 0=ut

espacíasole 1
3a.natli itícohe veise (taniatui íuítento ole geno=nahizario’iiutít’ ha solío1 ifo=r<=ií-

rial ího’h A itáhisis ( oiiuvo=xítotiásiro>. Se aíiiir.a cii
1ía.noiruuhara has liuttríotu=sotativo=xa,s,Y

rajar toii lii iucíoito=sro>ttvo’xas es casi la mistiutí quue lialihar ole r¡io=rjníscotí vi=xoís.Por

aonajiarte, ha. existencia oho=tutu otuerpo convexasuua.vo=U opto’ ¡ir> r.oitttie¡io=ravoiscii liii

i’sjaíio <he hha.itao.ht A de diiiueítsiffit intuiita tio=neun gnatu huí jíaiLcí cii has íintujo=thaoho’s

oho= lifo=no=iíotia,bihitha.ohoid o=sjiaciay cuí líartictílar fuuerza~ a. so=rthileattíoíí la í ~\ 4~>
ion ¡uteohia ole ¡iii ohifeatrícírfisma o1oe se ro=stringea. ha. identt.itla<h ftto’ra tío 1 ooiito

ittosl,raní=iutoseii o=soo=trabaja. A detíuás.lo~s resnitatias soihíre difeouuíoínfisítníso’hu ¡itiuta—
dores qtio’ puuetieui ho=híírinse ole ha existeuíciaole ottuerpasott~uiveXc.ís suavestío> triviales

o=íítutí espacioole hJa.tíattit itufinito> oliíííensioííal jírajítírriotta.tt a. síu VO’/, tu ita. o hasilu ariatí

<ti> ¡¡ii>
1eO a ti e los ot ¡ u erj~oís coui vexos síuaves o] e cttajo] íti er d5]iari ti ohe 13 auíarh í ti ¡ Latí tcu

tío> só¡ ti soit bis r ¡ ter¡ías canvexoísel tu ayan Y inculo entro=los ri uí rip a.hes Levoa,s ole 0=81,e
oraliajo, siííoí taníiíién, etí tun so=iititbamás sutil, las ]ínotagoíutísoastl<=estatesis.



8 INTRODUCCIÓN

Antes de comenzar ¡una explicación detallada de las conteniolos y priocipales
resultadosde esta tesis, trataremosde esbozarnna perspectivaole has desarrollos

más iuuíportauítesen las áreasen has quenuestro tralíaja puedeser encuadrada.

Hastadonde sabemos,lo que podríallamautseteoríaole la negligibilidad en es~ía.-
citís de Banarhi de oi i truensión iíífinita coitíenz¿en 1 951 <tu atido Victrin L. Klee [55]

probo que si A es ci bieuí un espacioole U aííarhí tío> reflexivo> o bien tu ¡u espatio L~
de diniensioSní infiutita y 1< es ti n suíiíconjuntcí co¡npacOa de Y entoíuices existe it tu

hoineoinarfisntuoentreA y X \ 1< que se restringea. la iderítiolad fuerade un entorno
de 1<. Adenítás,Klee detiiostró que la eluitítitacuaní ole tttu sulíctiutju.ííto> cautí1iartaole]

espacíopuedesiemtíre stceoler a.l final ole tu uía isatajula. Eh O rahíajoi ole hice estal>a.

moLívatIo jior eh (le 1 ‘yc.hoit oil 1 [66] y el ole Kaktu O ani [53]. 1) el ter>re ti a. ti eh jiOO ta ftp

ole Ty rhoncíffse siguo=qne, en ha topoíl agfa débil, ha boA a. ¡ ¡ iii ti a.<h II <le.] t’s~ u atti <u ole II i 1-
Ii ert fi olebe l.o=ner la tí ropiedad oíd ji tt n to fijou; es ([ecu 1 1 o>oh í. apii cari¿it ti ébíltnetít e

contiíuíía ole ¡3 en sí rríisuría tiene al ti> etuos tu it p tu uit o fi jo> iDo ha La jíahogía de la
nornia, sin emhiarga,las coisassoui bastatíteoh ifereníes 8 lÑak tu O a.ni [53] construyo
tutu Itaníeoníarfisitio> sin p ¡untos-lijas d 0=II cuí sí ni i sri t t IT tul ti <tito ha eslo’ Ii o=cFi o> ¡tíasOro

q tu e ha o=sferao ííi tíatí 8 de Ji es tu o ro=OrarLo ole ti o’ fo ti tildo taui oh o’ /?. 1< a.k tít aiii se lii zo>

varias preguuítas rela,ríouíiaolas con esLois re.,sulLatlo)s. Poíí jo u it pía ¿.sa¡u hutmní coníoírfoís
cuí alesq iii eradas de bis espaciosU, II y 5? ¿ A ohtui te fi tui t It ou it ea¡tuarfis ni o> ji enio5ol i co>

sin ti untos fijois? ¿ Utíal es la si tui ación euí esj> aoti tís tío’ II a.uíaotht go=¡tenahes? Varios
aíutarestrataranestos ji rtíbhenuas y oh i enoii> resji tuestasa aigtu it os tic t=hlos. 1 . 1) tu gui ¡ itt -

ji [38] íirohí¿ que ha, hola turtiolatí oho=ouí o’sííaotío ttíín¡tia.oic> Licito’ a. jíntipietiatí tlt=h¡>0 itttí

lijo> solauneuítesi el estíac.ioí es ti ni O ti thitttetisio>tial. ItA . Síni i.l [63] It alila jiraIi aol o>
que to> oía autahoníeaniorf¡ sino ti eridolirtí ole ji enítiol o ji nitít ti oh o=l<=sjíari a Eoclíoht=o ~

oh ebe O o=uten u it putíto> fijo ,y se ji regu ti 06 [40] ( ju . 259 ) si eh o=síacití olo= liii bo=rLfi

adtui Oiría, h oun.eaunorfi su>OíÑ de ji eniaoio ti os si ¡ ¡u tinOos fij ns. () . II . hKo=hhe..r [5<1]¡mí tisí.roS
quue los subcoiitjuntoís cto>¡opa.tttosy ítoiítvo=xasitihitutítí <iiitt(=tlSiOi¡iitlt=5 (10= II 500 [tutu—
I,rmaiiueuite hítuíííeotuorfos.XV A. l3laít kinsliiíi [15] prohia o1 tic si A es ti it stu botoití juu ¡itt>

nelativatno=uu1,e <toní1> &ttoi ole U enLatí co=sII \ 1< es ítou n OrarLiblo’.

Bit sti fu.tu tI atuental o rahía.joí [55], tu t ibzaitolo síus resoh t aol <>8 julo it 0=ro>s e it el ra.ítipo> oh o’
la. uíegligihuiiiohaol ta~ialógira,Victor L. hho=erí=spo>uíohitia has íno’gtuíiOas tic Kakuta.tíi y

5 mit hí , ¡nejaró los to=oíreuíías de he]len y 1<1ankitísLi p , y oh i ¿ ¡it a ríasi Ii cari¿[u to> ji ohógiota.
coito í> ho=ta ohe los c tuenjítís otatíVo=X05oh ci esjíacia oh 0=II II líe nl. FI . E ¡ i ant t ¡ ¡ h a.r ole ¡ti oístnS

q tie II 0=5bouiii eonio rbi a su esfo=ra,tu o it] aol 5. faití iii oSo ~íit> b 6 <jite para. cao]a n. =2,
II aolntite u rí autohamííeo>ttuarfis tao ole ji o=ríoola ji tu ni~ ti suo p <tui tos fi os.

Los resuIt atlo>s oh e Klee sabre míegiigi Iii lid aol Ooíji ahógica. do=suti> <,.í ítíj ti ¡ itas y stu chasi-

ficacitutí 010=los ottuerjíoísotouívo=xoisftieromt t=xteuiditiousa t=s]íari<>s¡uo>nuit aticis getto=rahesj’o>u
Carscííi Y Klee [18], y pan Bessaga.y Klee [10, 11]. La. rtuostnuic<t¡t>¡t anugiutal de Kho=o’
tie los hount=ouíuu orfl smas e isatopía.s t=hit ti iii atíares t. e mí la tu tu f¡u en0< c ana.ct<=n geaiii éL rl oto>,

hoí q ti e. las Ii aria bastauite ohifíd lles ti e ¡ti atíeja.n atta.i it i rame¡u te. h’Ds te 1>1 a..¡u to,=a.oí te ¡u O o>

geométricoolt=Klee fue nedescuuliiertoiy simplificadtu ¡u u y E. ~ oío=hiel y .1 WoiíSka =it

[48], ohotíole se ti a it na. recetapara.cotí strtu ir hanicatítorílstti os oj ti e eh ¡iii ti att cuen¡)OiS

coinvexasole tun espacioole [huí achí uy> reflexiva. Fue U. Bessa.ga[7, 8. 12] quien so-

gi rió ttuu bello> y siutí jule tiro> rediv ion Loi ji anaeh tu laa.r canjtu ti Ooís eti <=8juan tus tiar iii ados
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infinito> oliuitetisioutalesque ha lhegaoloa ser cottoícidoí caníoí técnico de las’ normas no
comp/cias. I<essaga.probé tíne si (X,II . ¡ ) es tun estuario uounmííaolou q uue Licite íu¡ía
norma continua no comp/etag y A es un sulícauujuntoí de X que es coíttu tileto con
resjierto a Q (juan ejeníplo uit suhicotijuuíto ram pacto>ole X ), entonro=sX y A \ A soutí
hot¡íeotuorfos.RecttoSrdesequesi (X, j]) es un espaciode Bautacbv¿,i : A’ —-~ [O,~)
es u o a iíoriui a. rauítímía en X . la. tíon¡ua p se olice que es no comp/ctasieni;i re oj ute el

es~uario> ti onuti aol ci ( X , ~)ita searti mii ]ilO=ttu. FDstou es equtivalcii te a oleci y oí nc eh catíju ti tou

4 it c X ¡ g(x) =1 es uit citerpo couívexoy smi étnicaqtie tía ccíntio=tíenavas~ 5iii

cínliarga mío es a.cataoloen (X, )
En este tu unto es natural pregnutarsesi tooloís estos resnl ta,oios acerca ole Ita-

mtieoníanfisttioselituluiadores y chasificaciétt to>juohoSgica ole cuí erpois couitY’exos íunetlen

mejtirarsehastaobtener difeonuorjismosen /nqar dr meros’ /¿omeoínorjzsmo.s’.Por
ej<=1it pL. si A es u ti eslíaria ole B anach de oliitteti siótí iii finita cciti ti mt a. it oír ¡ita. <le clase
(IP, ¿seráA olifearnarfo>a X \ 404? ¿Será la esferait niolaxí ole X oh ifeatttoírfa,a cualq utier

iii perpíano cerradoole X ? ¿Podráobtenerse¡u ¡u a clasu/icaciaiu toipalagícothife¡’eocial
ole iris riter]i os roíuívexois o] e un espacioole flanant críuno etu el otastí Lo> u ctlógicrí?

A lun iiiera visLa estaspreguuítasluarecetítoasolelica.das. Etí ha. tetunía,ole esjía.rios
ti e 13 attarb ¡lay itííl chasolíj etasoíuíe soímí tu o>iii cci itt tunbus u o=roí ¡ i o ¡u tueolo=íi so=y oíl fo=íutuioír—

fois. R,ec¡¡érolese,par ejemjulo, que toda espaotiaole U aniaclí separableoi=olínteíusi¿ot

iutfl ni t a es It aun eornorfo al esjuana ole ¡1 illuert II , pero en geuieral n tu es o] i fo=oítmutinto
a. JI ,va quue u n tiifo=ouno rfts tu tu indure u u isa¡ u íourfi s¡ita Ii tical í=¡it nc has esji aoti <>5 t a.u —

geít Les. Par el ni isroiou íuuati voí segti o Icus ro=sit It aolos d 0=GoVv’C is y M ¿tít10=y noterna de
e5j>ai’it>5 ole Bamiacbhíereoiitaniaimíenteimiolesotoinojíouííiiíhes, tutí o=sjiaotiií<It’ l<a.utanht puío’ole

ser 1 <utuetuití oír fa y n tu o] ifeatuoírfou a cutal qtui ena oh 0= St 5 lii jit=n~ >1aií tís reyr¿t.oloís

No está cii alusohutto chanosi ha cau st rurció u getí itt étnica ole ¡<leeoh 0=bis Ii o iii o=atíuon-

fi sin oís cliní iu adoro’.s jutí col e fortalecenso=para. otatíseguíir difeoíí¡arfisíno>.~ qtte 0=11itt iii 0=ti

otoutí it ritas roittt~uar.Lcis olo=u ti o=síiaotia<le h<amía.otlu. Siit ciii l>argot, la téritira ole has mían—

nias no roitipletas de Bessa.gasí qtue ro=sttltoíser hou sutfir.ieitto’ioeote Ilo’xihuie ocítíto

para abteno=rtales olifeatttonfistiíoselitttitta.olount=sjuana. tu ita atnuplia <tiaso’ <le t=sj>attiíísole
l<a¡taothi, a salíer, la. oh<=toitirís tus eslíacicísojtio~ Oit’itt=otttuníuía.s tít> ott.ttttí>lt=t.a.stu ío=rt=ii<tia.—
líles. En 1966, utiliza.ruola esta. léculca s¡mya, h3essagaoh cm astró [7] o.j tic totia esjuattio

tío tlilhient ole tlitttt=tísioSuiiitfittita. 11 =s(M’ diñ=tuítiarñua II \ 40> jour ¡iteolia obo= iii>

oh i fo’ou ti arfis una oj tic se resO ni tíge a. ha iolenL iol aol luí era. tic. u ti a. u oíla., y oh etí íujoi t~ o0=II es

(,‘>‘ oí i feotíi o> rfa a stu o=sft=rau tuidad.
‘I’aolek l)ouhurowoulski (35] ohesarno[foS ha. técruiota <he has tutínítías títí r<ut¡tjíhet.asoio=lles—

sagzi.o=no=litastí olifero=tu<ti ahíle y oleutíoisOyó quesi A’ 0=5¡iii esjuarití ol<=13 a.¡ t atthi ti e ob tít en—

sióuu infinita que tiene una tiaritia uíou tto>tti~íleLa ole otíase C~, y 1 0=5 Liii stulíotouíujuuuítoí

ítoíuit
1>acta oh e A, cuíLoiti ces X 0=8(,2> of í feo> iii ci rfou a A’ \ A’. Esta<=5cien1. tu 0=it ~uart ir ula.n

j>an¿í. toíoioí t’sjuaotit ole Ba,mtaotlt itífinitoi oíinío=musiouíía.ltille ííuo=ílei¡ívetl,a.nse híneahtuto=nto’

o=íu algún eoí(1’). 1)0>11roíwohski taunlíi étí usó estris resuItaolo>s ji ana o] au’ ti tu a ciasi fi ca—
rió it oh0=las ruuer p tus cotívexos síu avesole r mtalo~ nien espaci tu XV ( ( ; . Más yen 0=ruteiii Cit 00=,

lía juroulíaolOi 01 tiC to ola esjíacía ole liii lucrO ole ob tui cii siótí i íífi iii La. es no salaítío=ííte (,‘~>

oh fo=íu ti u orfo a stu esfera ti nidatí , siiío oaitílu i é¡í real atíalíti rauíietite oh fetítitar fo> a ella.

El Learo=ítía. oh e Bcssagasobrela C<~’ eoíitivahemíria Lapalógira. oid eshuacioole ¡iii-
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huert H y U \ 40> fue una iteuramientafu utolaunuental en el iuuluortaítte tral>ajo ole
L). i3ongheleay N. ¡<tui jíer sobrevanleolatiesde Banaclí [16], cl rtu al, jtuíttoi coutí tít ros

resnitadosdebidosa J. l’Dehls, 1). Elwartlty y N. Mauhis [39, 57], llevó a la pruiehíadel
beclítí ole tíne la.s variedadesde lLilbert infinito> olunetisitinalesque souuí equlvaieuites

ltouuuioutójuicaiutente son de hecho (I~ difeouuíounfas,ent re otras restu hta,olos excejíríana-

lt=s.
Coiu mmíoí olij ini os niásarni ba, cii auí ola tu tío> ohutiero=generalizarlo>s resuitaolos ti 0=hiessaga

y l)obnowolski a ha claseole espaciasole Hanaclí que tienen narnta.sole clase (‘fi se
euufrenta a la sigoiente~íregtíiíta: si uit es¡íanioí ole [3a.n a,r.h de diuuíemísiótu iii fi iii ta tiene

oita míorína eqiii valeti te oie clase (Dr, ¿aol tuite o auniii éíí o] ir Fi ci es1uacio> tu it a uit> ni u a. no

comp/cta ole otí ase (Dr? Pareceque éstees tun probleuna ti i bici 1 y perníanere a,h>iertou.

Si ti ji nolían la existencia. o] o=ti amas uit) couuíjuIcoas ti ife retu ciahíio’s , It etít ous no>it seguidoí

umnobar ciento> tu ti uit o=rcuti e resultadassalíre tu egíi gibiii oh aol soave <itte cxl. i ett tI t=¡t iris ole
Bessaga y 1 )oubrowoulski a la clase de triolcís has espanins ole U atianhí con it o>nuíuas tu

seníi ruariii as ole rl ase(2’. En el luriutí o=ncapítuí 1 ou oh e este t rau aj ti ji noihía.iii tus oi ti 0=51

es ¡iii t=s¡ua.nitiole ¡3ana,ch ole diniensitin hill ruta. otou¡í tina. itoinírta ¿u oho=ciast=( ‘i’ (¡it> *

ti eito’sa,nia.utio=mtto=o=o1oivalemíte),sietiola p E N U {~ } . etttouttttesexisto tu it ohif’t=ouutonIisuttt
y : A .——-.— A’ \ {t)} ole clase(DR tal o]tio=A,) sieííííune <¡tu í4 r) 1. 1)í=aquí

*oho=oiuciníous oua geuíera.lizanio’íncarniuletado 1 toaitutía dc h<essaga[¿].su ( .X~ , ¡ . J¡) es

un espacía ole Ba.na.cii cotí una normaequixalente ¡ . [j ole claso (9’ cotonotes a esfera.
¡u uiiolad ole X , 5V <it C A’ : ¡¡<j = 14, es (‘/‘ olífeontíarfa.a o<uoiou htujio ¡ plauto oternaolou

ojo’ A’. So=íuí’o=Lemuoie<inc este capítula siu va ~ííía uuuta uíítraoltuoo ciii ‘ti es<pueuuua.oit’ —‘

ttegiigi luíhíola,oh qnto’ oio=sarrcullaremasaun ilíamnteuite en el <‘apítuula ¿1. laus uniitci1ua.ho’s w
10=5iii taolos nl el cajíit iii o 1 It atí si tío> pu lulinatías cii [2]. Sin cutí uargo>, eh ¡ it eOnu oh Oiu ti e

rí egligiiii Ii oh a.d o1tio=¡urescuitaníasen estatesis es imuas general 01 ¡it’ eh oit’ [2],ya oíuo’ 0=5

váhitíní 1uara toíohoí o=sí>acioíolo=flan a.c¡í , moieotna.so~tue cuí [2] se tualuajao=so=ííniahinemite

cau csjiantos it (u neflexi vois.

Fui eh rajilt tilo 4 fortalecernoseste esojuicuita <lo’ uto’gligiluilioia.ti juana ol>to=uto=y<Ii—
io ou¡uíaufisuuí<us 01 od o=h¡tníuía,ttotautijuactos y ttihiuitlí’c>s .souhíro=c.aííí¡>ao’tous tío’ es;uattiois <lo’

II in it it r iii mt <‘ir iii as <u semnítíamnías oiifereutciahulo=s. ],tís >ni it ciji al0=5 restilo a< ho>s <lo’ o’sto’ —,

o u j>ul tilo> sou¡í jiarto’ tío’ títu trabaja lleva,oiou a otahuou o=¡í cotíahiona.ióíu cíí¡í h?a,oho’k 1 )ouhmní

wojsk¡ hiauí sioho> euivia,t]ouspara.síu ptulilítta.otíón [3]. liii la junluitera seot<tióut ¡títusí
o~tío si A’ es o¡í es¡iaotiíu ole Banaclíole ohinío=íisíoniii huila. tttumí ututa. ttoinuuia ¿u oh’ <tiase (<‘

¡lo> tto’o’esaniaiiieuito’ cojítivalente) y A es tui suuhi<’ouuí;ííutl.o> caiitjmct.ní <lo’ .X’ , euttout<’es

existe tui olifcouinoirhisnia y ole clase (2’ cuitro’ A’ y .\‘ \ A’ Aoheuiuás.paraotatia ¿u— huouía —

aluit=yta/3 í íío=otouíto=íígaa. A’, jutieoho=n=xígírsequo=y so a 1 u. iolentitla.oi ‘tiotra, tío’ II.

IDrí ha so=ot<tióuu4.2 50=junuielíaque, si A’ es tutí o=sl>acuí>ole 1<41] ithí ítouíí tuuta. so’uuiuuíanuuia
*1

o ole otíase(2’ otuyou rcuuijuiuita de ceros (0) os tui subospa.niti <lo’ o’o>ohiuiio=utsiaut

infinita de A’, y A es tun sttbr.anjuntaole la foinutí u (lo’), ohouttolo’ It es tun
tubrouuujuit Lo n.oíiii ji acto ole X/ E y ir : A -‘-—— A’!!’’ <=8 1 u. ¡u royo otni ¿it it a.t¡ura.i, <=1í taui co=s

A’ 0=5(,‘P olift=oiuuiíouu’foua A’ \ A. Talescorijti ¡itas A so’ ilautía.ui otiliutoirtís st luye otouuí ia.tttus. e

Aoieuutá.s, sopauuieuiohoque A o=stácantetiioltu en tun niliotira ahuierto, (.‘ = 4 it E Y

¿u(it) < r 4, p rou batíí tus quuo=existe uit oh fo=ouumucurlis ¡itt> op de <ti ase (IP el it ni’ Y y A’ \ A <‘a it

la. jinoi¡uieola.d <he 0~ ¡ío=y es la iolentiolaol fueraole ( ‘ , ¡Dii juanlicular,X os (2’ oh feoutto,nl’oí
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a. X \ E ¡utun uííedio ole ¡un tiifeatnonfsino q ¡ie se restninge a la. iolentithaol ftíera ole ¡tít

¿u—ttílíuioiroi.

La secnióuu ‘1 .3 trata la negligibiliohatí real atialítica ole lituIttOS y suihíespaninis de

coditnerusión infinita.. Se detintestraque si A’ es un espaciode l3anach non tina
seimiuutanuuua real auí a,hitica 9 cuyou conjunto ole cerasE = ¿u’ (O) es tun sttlues1ianiode

Y ta.h q u e el espacionacienteX/ E tiene o] inueíusióniiífiuuita, etítoitíces X y X \ 1’ san
‘0=a.] an al it i ot atíí dii le oh ifetuníorfos.

ha. so’cotióuí ‘1.1 se o> bserva que estois resíuitaolt>srara.rteniza.uíole algtio tuiatín>

lo í1ui e 1uadría llaitíanse negligiluili d aol convexade.ptíntas. A saber,]iara. tun esí>anuoí
olo=Ba.na.rh A de ti i unensióu¡ juifinita las siguientesa,ftrma,ciojuuesson etiuiiva.len.l.es: (i

]iDxisl,o=un ct¡erpoconvexode clase(IP en X queno contienerayos(esdecir, o=lespacio

,Y ti =ti 0=¡1ita. tu tu rin a—tic> u ecesarianícuíte eojni va.ien te—ole nlaso=(IP) y (i ) [Dxiste tu o
ohif’eíiiuiturfisuuí<u op tío’ clase (U’ entre X y A \ {O} ottuvou sojutmrte es tui t~tierjuo> ctuutvn’xo>
tío’ clase(It’ que tío> otomítietie rayos. Reotucroleseopte eh so>jícunte ole ti uia. ajuhiotantión

op : Y —~ A’ se o] cfi it 0=no.uuítcu la adIi erencia ole] caiii u] em etíta,nitu oho=h coun~ ¡tu tou oh o’ stus
it mí tois Ojos. h©sta.s afinoacionessiguíeuu sicitola equivalentessi otain huia.¡íío>s la. ex jíro=sióuí

‘ioa contiene rayos ion está anotado. Tauuíiii éíu se vincola. o=sl,a,caracteríza,ot¡oun de

la. uíegiigi luiiiolatí otoutvexaole ptuntoís a la fahseolatl <leí teoireiuia ole jtoulho=cii ííítíotlío>s
ísjia.<’ints tío’ h’<a,uía.<tli ole tlituíeuisión infinita.

II uua.i uíieuíte, cii ha sección 4.5 se oleinuiestra.oiue si A es tutu esjiaciou oit i<a.ttanhi

tío’ <hituto=ttsioSutiii fi uuita oto.un una uiorítía Frérliet oliferetunialule o=iil.an<tos ha. o=ii¡iii ita.<ti¿ui

<Ii fetumonurflota ole uuuu otomnjutntou coiu1uartoíole A íuuieoie sicin une efo=nttíaise al fi utah oho=

it tu a u s< ít.ou ]uía. oh o’ ti a,so=(t tibian ola este Ii ecliou ti a.uíos val-uos uí=sti u. atí tus a.ívi=ría, oh o’
ííí’giigilui iitiaoh ole juuuilos cuí vat’ieo]a,do=sole Ba.uia.t’lt ole oiiuuieuisi<’u¡i iiíhiíuit.a. A salmen,

uncílía tu oís 1] íío=si itA es ni tu a varien]aol olo=flanach ole niase (,‘í ~ lío>rolo’. O Al uíuou-
thn=lathaso>lmrt=tui esj>a.otiou ole ohitítetísiótí infinita. X qtue Lietie ¡utía. ¡uourííua. etj tuivaicuití’

l”r¿tthieO olifcro=uíttiahuho=,y U es ¡tít euitaumití abierta ole tito cii ¿tU, t=uttouit<to’st=xisteuit

tiiieíuuuioíu’Iísiitou ole] pat (Xl. OI’4 ) o=ííel jua.n (Al \ {xou}. dAd \ {.ítíí} ) <pío’ tio’uío’ sapo>rl.e

<‘it [‘ , laiuíluieít .‘‘o’ uníio’lua. Ojuít=si Al es tutía vanícolatí oio=liaoa.t’lt ojo’ o’¡a,s<=<‘Ii uittu<ioha.tbí
iii í’sj>to<tiou tío’ ]3a¡ia<tlt do’ oliineiusiótu imiliuuita..Y 0110=Licite ata. uioíniíi;t t=ojuiivaieuií.o

I’yeo’hto’t oh ¡erenrialuho’, ~vU 0=5iu]i euitn>u-ttouahíientoole tumí liii ¡itt> ;It<u E AA í=íítotuí<‘o’s existe

¡ita. isoiuttíjuía íht=chaso=(‘i quo=dimitía £ou de Al y tieuíe so]uoirtt=cuí ti.

¡Dii el ota.íuíttuhu’> 5 olautías ha ya antínotiatía. nhasifintar.ióui ole icos <tíuí=rjuous <iii vo=xous
síu aves ole tu it esjuac.iou tío’ Bana,oth roa.ho¡uíientu.. ]?.eottiu’oieitias 0111<’ ti tu <‘tucujutí ítnutivo=xcí

(<‘5 <i<=n]y. tít su¡ bo’tuiijiuuul.o.> otoiuivexoí y cei’u’athni Otaii ititeu’iour tít> V;t<tíoí) (‘ti ti it OSiua<’i<u <lo’
hia,ui t<’lt A .~i’ thico=ojt¡<’ <=5tun ctier¡uoi ccí¡ívo=xoítIc r.laso=<It> Si <=5 it ita. stulivarieo]a,<l tío’ A <lo’

clase (Ii’, ítou¡í luoroho’ de otoíolitíieiusióíi tuno. i)aoha ¡tui otoienptu co>utvexou U <‘it u it esjiaotio,

Y síí=íííinc >íuetlo’ sujuo>iio=rseqííí=el onigetí es uit iuinto> iíítn=nioíra. U. y <¡<‘fi itinse

í’ou¡íoí cara,ottt=nust¡<toole U ítoiuuíío el otoínjíuííl.ou ecli = {x U .‘\‘ Vn o ix C (/

Si U¡, 1½sotí otuterjutus otau¡vexasole otlaso=(It’ cuí A, ohiro=ítícís~ ~ y (‘‘2 soumí (It’

no=latívaiuií=uíteoh ifeouiuio>nf’ous si existe tun auttuolifeoí’íííounfisuuua op oit’ ~Ytío’ clase (‘O’ tal

oio o’ op (<‘u) = U2. [‘ana cuíaloiuílcr citen~utu ronvextí U ole chase (2’ o=tu u ¡ t o’sliar o>
ole I<a.uiaotli espaotioi A’ ob=uiuastnauíiousquto=: (a.) Si ccli es tun síuhues1>aotinuvt=otí.tmniahoh’
ototol i uuueuísi Cutí fluí i O a (oligauííasX = ecU EH Z, danoheZ es flnitoi ob uííeuísití mí a.i ) , cuí l.íuíuces
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U es relativamentedifeomorfaa ceCí + /3, dondeB es una bola cuunhídeaen 7; y (1>)
Si cclJ ita es xtn suluesjíaciovectorial tu bieuí ceCí es oit suluespaniavectoinial tal o~ oc eh

nacienteX/ccu tiene ollínensión infinita, eiítounesti es (2’ relativauneuítcdifeo>marfa
a un seinuespaciocerrada. En 1uarticuian, si U tio contienerayas, entoncesU es
relativamentedifeotruorfo a. un sentiespaciacennaolay pan consiguienteA’ y A’ \ U

so>uí dife.oumnarfous. Triohos estasresutitadassedemm¡o=st,rau cuí las olois ¡unu erassernitímies
ti eh ca.pit tmloí 5. La (u 1 tima. so=rritin prese¡ita una. nl asifi otariótí parcial ole mus cuíen uoís

estrehlatlosdc cualquier espaciode Bauuach WCG.

Ett el cajíltula 6 olamosuna ~uequlla muestrade las aíulitta.nianesole ha ítegligi huiii-
daol suave,señalandocóítía las resnltaoloisdel capítula4 ahííuhíamí la. clase ole es¡iacious
dentro de la cual dichasaplicacionesson vAlidas. ¡Do la scccióíí 6.1 itas ocu¡ua¡mias

oh o=lasí 11amaola fenónmeuío ole Garay juana. las o=nuuaniouuíes oíl fo reuíciaio=stirol iii arias 0=it

es íanios de Bananlí. [3. M. Garay [45, 46) estooii¿ las ]irtu juicohatíes toujioulogira.s tío’

los etnbu.ut]asole solucionescuí esíua.nio>sole fianaclí ole olituietí sióuí i oil ¡u ita,. IJ tiliza¡í tío>
varías resnltaolos de Dobrowolsloi sobremíegligibuí] ¡dad s¡tave. d=uriastit¿ 0.1110= ¡kara. oil’
versos ti pos ole espaciosole Banaclí i u finita ti i tmíeuisioit a.les, luí <ti u u vo=mioh ti al esji ítciou tít’

mi lío=rtseji arable, tadcu roíuj unto coumíjuanta u edo~ rej’> rescíO arst=cou tui tu tuuta. so=ítítíouu

olo=u tu emmílu u ti tu ole salunoii es ji ana cuentacciianío3n oh i fo=no=¡ini ah oír ti iii aria. A It tura., uit iii —

zatiolo bis nesuiltatlasniel capítula4. este teonemimaole Garay itit=ohe geuío=uaiiza.ysea ha

claseole toola esjuacia olo=flanaclí infinito oLiuíí ensio>uí ah 0100=í. eo ga o tía. mí oí ni it a tío’ chase
OtOn jíé Núi {~}.

Eh ji miii Lo> ole tuantiota ti e la sección 6.2 es un tenimeuit a oh 0= 1<1os’ nj ti 0=so’ no=fio’ no’ a ha.

existencia, de It o ineatuíorfisunous peri¿dintus siii j>uuí tois Íijcis eti o=h t’sjua.t’ioi ojo.’ i’Iihbcnl,
JI . Cautía y a. ti ciii os ol icho alt tes, Klee VS] o rouluó ojt¡ o’, ji a.ra. catía a 2, II aol u tite

u mí auO oltauncoino nlsino íuo=ritidico ole perlaola jun mou ‘it y si it u tu mí tus fij cus F ¡u ¡uíuuo ¡u cís

espaciasde IJanaclí esteresultadajíneole muelamarsejuanao>luteuíeratt tou<hi fo nuinoinlusnías
oh 0=~>crin> oh ou añil tranio SIlí lío uit os fijois . i)e hedíci, esO a Vo’=rsu cutí síuayo’ oh eh no s¡iii u.oi o>

oh e Klo=o’ ha o> tu tencímíos comí o coralaria de utuevosresuIt aol tus snubro=ami<uno s lib ¡ o s ¿=1

mí - lo> yo salíre esji a.nucus ole Hanarh . l’>a.na es ji acioís oh 0= II a.ut ant <he ha. Ini y ¡‘ti a X Y íj 7

oloutí ile 7 es tui esjuantioude flanaclí sejua.u’a.lílc ole tliuuio=¡isi¿¡ii ¡iii uiil,a ti tic o’s isc>uuíorfou

a su otua.olratíní. y ja.ra toitící cuitentí pt>sitix’o> a. ~>u’o¡uauttosq oíí=í’xístt’ ti ita. a.<tttióii humo’
rea.h atíahit i ita oh ch it — tono> T” soulíre A’

A liana. <íesviareintis notest ra atenni o>íu hacia eh o>t un> te ¡ ti a ¡u ni ¡ t <ti mía
1 <le o=sl,a oo=sis

olcuotl,ounal: eh otálcuuhosobdifenericial. So=atíA’ un esjuanioole Ba.oattby U tui síu b o;tiuij ¡tuito>
ahíicrtoi ole A’. Una fuuuícióuí f : U ——~ se olice quío’ es l’’u¿t’htt=l.síuliohifo’nettcialuhe o=íí

un ¡u tinto x ¿U sicumí juro=ollí e exisl,a p e A tal t~ tu o’

iiin itil f(x ,y fo) —1(x) — <p,h >

y o=h ccuríjtuuítoí síu híolifeno=íínia.hole f t=ííel jíníítou ~t=50=ohefiuto’ jut>t

f(x -4— fo)— 1(x) —_Kv /u)
Df(x) = {p E A~ huí mf 1h11

ji

i)e un aiut=ra.autáloga,f se oíl ce oíue es Vréchetsuu;uenolifereuinia.lulecuí ir si existep E A’
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tal ojtuo=
f(x + fo) — — ~ ¼< 0

luutí stuju
tu

st o’ 1 couíj tu uto somí>o=rolifeneti nial olo=1 e¡u r se <1cfi íío=lían

f(x + fo) 1(x) — <p. ~

>

J,)+ f(x) = {p c Xfl lunsup ¡hL =04.

h—du

a foí ut nióuí f se oh ro=oííu e es GA.teatux stu u oliferenci abhe o=íís sicuí ji re oj tic exista p c y *

ta.l qote juana Laoioi fo ~ A’ \ {0}

f(x + (fo) — 1(x) — <p, tít

>

hita imuf ¡~~h¡l >0,
ti

y el counjtunl.aGátca.tuxsíuhutlifo=u’eutotialtío’ f o=iícl ¡>íu ¡ítoí it 50=oleO tic otouuuínu

f(i: + ib) — f(x) — (ti, 1/u

>

D7f(x) = {p E XM ¡ Vb c 8x, ini mf ‘ — > 04.
0.—a.>

La. síuji enolifeno=ííniabi í i oh aol (1 á.Lo=au.xso’ oh efi nc ole iii atío=na,a.uu aloiga.. U tía fui unióu ¡ 50=

olito’ tjtuc es (Fnéclto’l. tu Gáltca.tix) stuhitiifo=no=n<tiahule( resjí. stt;uerohiferteut<ti ahule) etí tun

<‘tunjo utítí U si lo> es cuí ota.oia. jutu¡íl.ou it ole U. [<tría fumíotit’uti f o=s ( Frócheo tu Gá.to=atuo

oIl feremíci alíle e tu x si y sólo> si 0=5a la. vo’=Z stu lío! i feneiuci al>h0=y su u enolifereitria. luí e en x

y <=mí este casní se tiene { df(s) 4 = 1)— ¡(e) = f)±f( it). i>or o>O ya. jiarte., es otíana <inc

1) /( ¡ ) C 1)74< e), ole mii aíío=r=.Oj tto=taola. fu ¡ini óu h”réclt o=O stulio] i fo=reuíci ahíle es taníbiéuí
(,alo u.ux suuluoh ferenci aluhe..

1 st í utootióuu ole suuhioliferciínialuilioiaol generalizaha ohu’=h A náLisis Convexo. Re
o lucí tío so oíu.ín=si f es uuuua. tutu r.ióuí rouivexa, la souhnhilct’enotiahr.lasitta ole / o=íí tui jititíto

u’ tío olefimuo=coíuuíoí Of(s) = {p c ATM ¡ (ji, y — x> = ¡(/1) — ¡Qe) Vp E <Y 4. liDrí o=sto=
o u.sou O f(x) = It f(x) se ttiunííulo’ juana Onuolo x cuí o=l<ltí¡utimuiou ole /. I’oin tutrcí laoloí es

huio=uí cíuuuuittiolou tj no’ latía. iii ¡intuí coinvo’xa y otc>íítutuuu u / 1) —~ IR satisfaceOf(s) # O
j>a.ra. l,ouohox E 1). Por rtiits~guiio’utOo=,latía. lttuittioiui o <tuvo xa. st couotiiitia. es lréo’hio’t
síu huoli l’o=reuno’ia,huiecrí l.ouoho>s tus jutí ¡itas ole síu olonil ¡¿tu 1 riohos bis resxuhtanhasro=lativtus

a síu O olifereuíci Mil Ii tI aol ole fuun ni tutues geocna.hC5 50=ají lun tui u. has tu ¡u nitun0=5(tau vexas

Atietuás oho=serutía.go=tto=raiizaniónt’ttil ole la. l.o=aníatío síu huolifo=u’etínia.luiliola.dole ftu tú

níaites coíuivt’xa.s,ha itoínit’unt olo=suluolifo=ro=uíriahuifitha,tl quío ¡¡u ~uttoatuoso=stuita het’ra.ttuio=ut—
La. f’tu¡uohauiueuíta.hcii o=it=sl.ttolioutío’ las o=ctua,o’iaíies<le iiaíutihtouui—.Jattolui. Nou es soja,uíío=ííto’

tu it otou¡tco=~uí.ouuiccesario> j>au’a o’uuí eiíoheu’ ja. tíaniótí oio=sa/ítci¿n dc i,i.scosio/ad imutratítu—

otiol oí uoír NI. U. (1 rau <Ial 1 y 1>. L. Lin>uts, ver [mO,20, 21, 22, 23, 24, 25, 2(1, 27. 28]),
sinou ojuuc ta.uuíhuiéut.ole uííuuchoís ro’sohtaolcusacerota, oio=síubtliferetiotiabiiiohatl, juuíeolo=uuole—

oltuotirse pruehias u’ela.tivauuientl.o’ siuutpio=sole la. existetiotia. tuuiiciohatl y rcgtuhaníolaoh<lo’
so>l turiamí 0=5ole visotousiolatí a 1 tos eclu aricííío=sole II atitílOtí ¡ t — .1 ano> bi. V éa.se ji oír eje¡it ji bu

[30, 31, 42, 32].

l’Díí la pu’íituera so=ototio$uiolo=h o’.ajuittuhoi 3 jureseiítauruoshas tho=fimtíotíouuto=sy resutltaohos
liásicas oíd cálculo síu Ii <Li fereit niah ti tic soun necesariasjuana.cuíto=mí oler y do=ímíasOrar bis

resultadasole las secciones3.2 y 3.3. En la sección 3.2 probamosutí teoreiííaoid
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valor uteollo sulídifo=ro=¿totia> quees válida en cuualquuieitespaciode Banaclí y presetíta,

algunasvdu¡tajascon res1uectoa otrasdesigualdades<leí valar ivedia subdiferenniaies.

Luí ha. Ii teratuuna. lu ay varios teouneumías<bel vaboin medio> ratuoniolos juana. fu it ciounes síu lí-
o] i fert=mini abhes. Couííía it tía ole las umí ás relevantesji aolertuous ol tau el ole Roi [ucnt Dt=villc
[3<)]. U it a. característica.caínúiu ole todcus estoisrestíltadoses o1uue exigeuu una. mita Juana.

Otuobois bus síubgradieuítesole la. función cuí rada liun La. A q íu i preseumtaítíasuuua desi-

gíua.hoh aol oh el valor iii eolio para.fíu uci outues camítitín as y Gátcaí> x stu u ob fenetí<ti abho=s¡ ojíío=

sólo reomnicretina. otoita. juana tino (y no nenesaniaíu.íentetoidos) ole bis su.ulígra.dieíítcsole
/ cmi catía. j> tu uítoi tu’ E U. FDstoi es, si U es uit síu huconjouto alíicrtou y canvexcítío. A’ y

¡ : U —~ IR es tu mía buuición conti n ita tal quid juana. tania ¿c E U existe u tu ji e 1< j( tr)

tal que 1 Hl < Al entomtces

juana. Latí ci tu’, y e U. De aquí íí tíede oleo]unirse ninc si uu tía bu uí niótí rantitíoa ¡ : U ‘- — IR

satisface0 e D — f(x) ~uanatotía tu’ e U entances 1 es tíenesaniaínente couttstaítte. l’Dsto=
ítou rolaria mío> ju tuco]e ti etí ti nirso=ole ot rois teanenía.s miel valar iii eolio suííolift=reit iti al o’s cotí uit u

bis tío [30] o [1]. Anlenuásoletuostramasque si ¡ : U —~ IR es una ~ camttiritia,

x, y c U y Al =O es tal q tic ~>anatotolo t e [0, 1] existe ji E I<f( <‘x + (1 — /. )y) otou it

Hz>l¡ =Al, o=uítauícesf(’~) — f(’y)¡ =Al J¡x — y¡¡.
A ¡it 0=5tío’ euuuun ciar has resítIt aol os pnití nl> ajes ole la ul ti rita. so=cciau, <leí <tapit tu bou 3.

olo=Iío=mii tus oho=otiy algou soubno=el cciu teitida del naíuit ula 2. IDi tearetui a oh 0= Railo’ cii 1 tus

t=spa<ti<usde tu uítí=itsioSuifi iii La aseguraojuue, hiau’a toitía solun.auíjuiutoabierto> ttoumio=xouy

atto>l,a.<bouU tic IR>’ y 1uara. tn>ni a. biutiotutun contiitua f : U —— IR tal ojiud 1 o=sobibeno=uit’iabhe

<‘mi 1~’ y otóstíúi’te Óú “dU’,”eÑíúi~S’ ‘;~~‘‘1m ¡itt>’ éji U éti’ cf ci> al fá dift~=féñtI’?ul ‘o] 61’ ~í=’Yi.i III

Pu0=5’ A . 5 it kan ti [62] nj uíieui jioir pníiii era. vez oletí¡ oustnó que o=ll.eo>retíia. oh0=Rol]e bahha.

en tu ¡u a antjul ci <‘.1 aseni0=esjuanasole 13 anant de oí i tui e¡usióuí itt ‘fi uuita. ti ti 0=~ti<ti tu la tou ol os bis

síu ¡tenío=flo=xiv<>sst los ¡it> refleutivoiscotí utorurtaFréclicodifeu’eítt:ia.hulc ( atítuojíto’ ita o=sttuohio’i

el otaso>i’t’fbo=xivojuo’n< íí<> síu uerno’fhexivnu). Otrasejeuui]íbo.usexmu[io:il.o>s fuo=rc,uirouuístníuitlcís
cmi rey t’= juan 1. h”enreray ‘J . IU=s[13], e iíído=jío=uíohieuítemíío=uíto’jío>r .1. lt’rro=n[‘<1]. [‘lii

la ju’itiio=ma.setotiouí olo=l otajuituiho> 2 t:tuuíjetunauuin>so]íuo=el Oeareuiianlo=Ralle fal la. 0=0 tun
o’sjuaotitu <lo’ hiariaotiu iuí ti iii Lo tliuitensiouuial X si y sóltí si Y tietie tuuta buitotítítí utueseta

<lo’ clase (It y reíat:ioí o ano]O eh Fallo> (leí o caní=ímía. ole Ralbe cuí oh i tít ensió u lo fi iii Oa oto> ¡

btu. cxisto=notiaole difo=ouuuuo>z’fisníouseiíuimuíuuadou’cs.¡íraliaunosque t=staotan j<=tti ¡H. 0=5 cuo’nta

tbt=tit‘<u tic la, <tlasn=ole otitis bis esjiaotio>s ole l<auia.otlt <le <Ii uiit=mtsiott ítufíuiíta qote tieuteui

utanuitas h~ro’=ttEiel.olift=no=uiotia,julo-=sluía mio=cesaniautuemtto=eoíuuivaheuitt=s

h>o’se a a i’a,lseolatl oid tetureina.ole Ralle o=tíoliuuieuisit5tt iii fiíuit.tu., cuí ha so=ototucíuí2.2
roí ba.iii os tu it a. iii teresamute versión apraxiíííaola. oíd teoino=itua nl e Uní le ojtu <=es ot i o’ nOtu.

juanaoh alo1tu io=rt=sjuao’ioole I3auiattlu . Por tun to=oíro=íuuaole l<.ahlt=ajurtuxi utianicí o=m,teuiobt=uttos

o1tue si uiuta. btu uittio’uut <bife netiotiahílo’ asnila cuítno=—e y ¿ 0=11 eh liorobo=ole a huoula uumíiohaol
o=¡itouutttt=s<=xisLo=tui juu ¡ita o=ui o=h ititeniar ole la. humula. o=mí o=l otuial la o]ibo=neuíniaholo= ha.

tui uuni oíti t ¡cute ita rina un etíor ou uguual qne ¿. Más cuu geíueral, o] cutíasLraumuos bou sigoietito’.

Sea.U tun síu licanjxííttoí aluienta.mouííexo y acotadoole tun esjua.nin ole Batíach X , y sea.

¡ : U ———~ IR tuna fu.uuu ción nouititiuía. y acatatía. Gáteatíx oiibo=reíínia.luiecuí U. St=aít
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1? > 1) y 5a e U O ales que disi.(xa,Dli) = JI.. Síu¡ucutigatrítus qn e [(bU) c [-—s, st].

IDutoimiotes existe tui it, E U tal que ¡Idf(x~)l~ =¿/R.
EDn esto=jní ¡itt> es tu atural tratar de extenole.r ti Ocaneina ole Rolle aluraxiumía.ola a.l

<‘o> it, exto tío’ bit ¡ini titíes stuIi olifere u cialules. h’Dsta es lo> ti uu e it ‘aneutí05 dii la. u] 1 ti nia. serrióuu
ohel cahí itu ini 3. olamío] e mesenLatí>os versitutíes FrénlieO y Gátca,iux su.uIi oh i berenciah hes nl o=h

t,o’oíreuuua.de Roul le ajuroxituadoquesonváliolas dentroole la. clasetic es¡ua.ciasole 13 axoa,ch
ojí>e ticii etí fui tu ci cuuues iii csetas Li ¡uscluit z F’récli eL (resji. Gá.t1 asíx) oíl bo reuí ci ables. Se

jíniuchía. quesi tutia furíniótí G áteau.uxsuluolifenennialule nísnihacuí nc E y E 0=0cl banole ole

la. 1> <u ha it iii d aol e tu tancesexistetu o punto u’ en o=Iiii O o=niay oln=la. lutíla y o xi, te ji e 1)— 1(s)
rt’sj>. ‘ji E l)7f( it)) tal oitíe ¡WI¡ ti 2¿. [)e berlíní. jua.ra ntualoíuuor csjuanio oit’ l<auu.aclí
Y, h h ) o]uio’ to=utg’a¡luía Imumicían uuuesctaLípsc.lí.iLz y l”néotbct ohIo uo oci¿u.blc, ohamunus

ti it restuli.aoloí tui ás bu o=nLe qne ni siojuicra. exuge oj tío=la futíci¿n 1 sca.,stu Ii oíl l’o’re n niable.

A salíer, si Uy 0=5la boíla uuíid aol ole A’ y S’x síu esferatíni01 aol. u leiii así,yani cts tj ti 0=

1. tiol a. fu u mí rió it o’a’n.tiríuma y arotanIaf : Uy —‘ IR tal q u e 1 0>5níla e¡it no= — u” y E dii

sa,tisbat’o=imuf{~lpI~ : ji E 1)f(x) u D~f(jit), l[u’~¡ < 14 ti ti.
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Capítulo 1

Difeomorphismos entre esferas e
hiperpianos en espaciosde
Banach

liii este íniríío=rotajiítnltu veuduihísojute Lc>obo> o=sjuat’itíole Haíta.utlu iii fi uuitou obiuttt=uisicuutah
<toí¡í tu ita. mionuuia. etjuivaleiuto=suuavea.tlníite tui ohi’bcaiuuoinlistuttu o=tul,rt=síu esbo=u’ati iíiolaol Y
cii a.iojíii o=raole síus hilí erpía.nos cerradas.Este res¡uit,aola getío’ ra,hi za. uto> ¡iii 1 cl.auti 0=000=o=1

l’autbo>sou ro=stultaolou<le Bessa.ga[7] acercaole ha. (D<” eojuivalo=ui<tia. t.<ujutui<$git:a. oíd esjuattioí
<lo’ ib ilIuo’nt, y síu esferaíuniolaol. Rn=ttíuérobn=st=ojí¡e tíuia. ¡íou¡’uíía. tui tui o=sjiattituoh’ l}autattht

so’ tíi<te <pie es Fyétthiet ohifene¡u<tiahuhe(u’o’sju. oit’ otiase (‘IR, o’<uíí e NUJ 40<>)) si jo> es

o=¡í Y \ ‘<04.

Teorema 1.1 Sca ( A’ 1 ¡ ¡ ) un aspo>ojo o/e Bono¡ch oír o/i’oneít,si,in ‘¿it finita o~n.c 01(17uííh’

‘a. it o; ‘í ooí”ono¿ ¡ . ¡ do e/ase ( ~> , y sca Sjy sí, rs/o ini at ida o!, lito/oit o ‘os. pos¡‘o’ co,oioí.

/i ¿¡>0’’ t~/ti.í to> o’o’t’roto/a U do \ caoste un dijo aittor/cstao o/o o /uso’ (IP <‘‘itt ro’ A’ y 1 II

[it. ttiavo=juana j>uouíu u o sic tt’t>u’enta. es el sig’tuioutt o

Teoíreina 1 .2 So‘o; ( Y ¡ ¡ ) ííu e.s’poíotto o/o: ¡Pi, nao u </< <u Ji <<‘lisio ‘t 0 . It/LO i/O (ti ti ti. Ji 01

noii t/to o’ o/o’ <‘lo,.»o’ 0’ ‘~ (loo tu cots’aiiOi 7)10<¡tío: eqíii’tai.lo it(o) 1 It/of OCC5. ¡ío~ i’o,. otoídoí, e > O
o í su att Ii/o o ¡it ¡¡¿sino op — op~ o/o” o/aso’ (‘lO’ <‘¡o/ti Y y ..\‘ \ O) , <‘<ti la ji rap loo/o,4 o/o

opio >4 ¡ ) oííano/oí p(x ) > ¿

u ¡ í <it uitoisí ram esteresultatbauiuoudifitta,nouutousha téo’ítitta <le las íuoínííía,sííou :oí’uíj>io=’
tas oIt 1¾ssaga[ o 8, 12], reeiuípla.za.iiolnuha. tíoun¡uía. ita <toiííi juleoa. jmou’ tui tij>o> oiistiuit.o ojo’

J litio bu astutolito <o convexa iia otournp/eto.,yi¡i,iliza,reuuious o=h siguuie¡íl.o’ /omos. o/e/ ¡iíí.iota
¡a tui luí

1 ga.r ojo’! tt’ouu’t’uiia ole ha. ajilíra.níóii <toímttra.tO.iva. tít’ lla.uuachu
Lenta 1 .3 Sca 1 : (0, w ) [0, ~xt) nito f¡í itt’ ¿‘o’íí otoi’í ti iii va (oí/ o~”nc, ¡míos. / oK/o>»

¡4 Y’ o > 0,

E(íi)— f”(oi)= —(/3—u) y biuuusiujul’’(/) >0.2

‘<it/O> í ¿<‘0:» o ‘ítiS ir ‘uit íiií,iotoi u > O ía/ que 1) a) = tt’
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I)ernostración. Nóteseque lim¡1.~[I”(/3) — 13] < hint0~[F( 1) + ~(¡í — 1)—~ /3] =

truicuitras que Hm so~ [¡
0(fi) — 13] > 0. Euitaitnes, jutír eh teano=íuua.de i3ouhzaoou,

existe tun a > O tal que E(a) = a. Ponotro latía, ha primera.conolición del entitíniatio

uuííplicta. ojue la fti orión olefinida liar /3 . ¡‘(/3) — 1~ es estnictaunente olecrenieuíl.o=,lo
quue couutlleva ha. u ni ci oh aol oh 0= C5to=a.

El siguientelenta imun estrao
1iue., iuara tatía esjuanioole U anaclí noii tíuía namtuía ole

clase (DO’, existe tina. especie de distancia asimétrica ita toíríp/cta olo= clase (DO’ ojuo’

actuarácomauuta títununa suaveen ausenciade ésta..

Lema 1.4 Sra (A’, J ¡ . ¡ ) un espacio o/r Baníach infinito dimrí’tsiaita/ cori una n.oí’—

ma dr e/ase (DO’ (no nteccsa’r¡<i.rnrrit.o’ equiva/entc) ¿u. E’iítoítco:s existe art funciona!
corttií’ru.o o : A’ — [0, o~ ) que es’ o/e clase (DO’ crí A \ { 04 y satisfacelas siguientes

propiedades:

1. o(s -1 y) =o(s) + o(y) .~ y, pouí’ tanta, o(s) — o(y) =o( y — ‘íj), para fados

x,y EX;

2. o( ‘rs) = ro(s) para (odois’ it E A ‘y > 0’ —

3 o(s) = o si y soí/osi it = 0: W

4. O(2~?~ zE) ti Z2? u o(zp) para toda serio’ o:oíí.urnjo:ítto’ >ij¿u zj~; y

5. paros todo ¿ > 0, criste una succstaí¡ dr vo’rtói’o’.s (yp ) toí/ guie

Ss

O(yk) si

poíra todo fo c N, as’í coíínoi

‘o

huí i¡íbo(y —— >j ¿u,) > (1
11—’

para todo y E A.
Noítesoo opte o s’tou rs tina ííoirna críA’ , en qeireroí./, o( it) # o ( — it

**

Dcnt,ostr’acio3rt. (.Iouítsiol eranemoistres casois.

Ca.sc> 1: La ti omitía ¿u o=scani u heta y o=iesfíario> <Y no, es neflo=xista. —

11a. utoinuuta ¿u 0=5o:t>ittiiuti a c<>ii respt=otO<ua. H ¡ (juutes es ole otiase (Di stíavo=o=íí<Y
y caun jul o=ta. ltDmitamices, p oír eh teareutu a ti e la ajíli cario

5u> ahuienLa., ¿u es uu ¡ u a. ¡uoir ¡tía

eqtui vahetute nl e r. 1 ase (DO’ t=ii A’, y jíoíobo=níoussrti>oitícn o1íuo. ¿u xv . . (Ia¡¡uoí A~ es
no> no=fhexivo>, juan el tetíreuua ohe.Jatnes [51]. existe ¡un fui o cia¡ial liii cal nou¡it iii tío> .3

—~ IR ta.i ojuue ‘1’ uío ahotamiza.síu uitirutia.. Poolcnio,ssíu uouuío=r¡lT¡~ = 1, nio=uíuoíoioí oíuuí’
síu ji’<’f’(s) : ~¡:u’~¡xv 14 = 1, y sití cítíluango ‘1(s) < lLh juana toitbcí x.j 0. l)o=Íiuia,íuu<ís

o : A —* [0, CX>) por
o(s) = ¡~s¡¡ — TQu’).



lo

Nól ose que o(s) xv O si y salo si it xv 0, o(x + ‘y) =o(s) + 0(y) paratoda ‘u’ y c <Y,

st o( o ¡ ) ‘co(s) juanacaoba. u’ > 0, atíno~tío=o tía es unía itonuna. o=nA’ juouu ojuto o( ¡ ) #
ctu geuío=ral.La jiropicolatí o(z + y) =o(z)’ + o(y) litijubira optew( u’) o(y) ti

y), así cuuuitao(Z~i sp) =~~j’>o(z~) para toda serieconvengotuh 3~ ¡ zp.

1 míto>uíro s o satisfacelas juro>juieolaoles 1—4, y no ojujeoha más oíue rc>uíijuuolu’ui qtue o
sil ¡sitio o ha juroijuietíad 5. Paratutu ¿ > O olatia, o:oíuuía stuji{T(it) ]¡s¡] cx. 14 1 < xist.o=

tutía siu<tn=si<Sut(‘t/p) tal tino’ ¡I’y~I¡ xv 1 y o(yp) = ¡]ykl¡ .— T(y~) < >¿ juana. triola A. í N.
Vo=a.¡uiousojíue., juana tutía. tal su,uo’esio5uí (yp).

Y

liíniíufw(y — >0

su.’ o’íu¡ítj>bo= juana totítí y E A’. ‘h”euto’ututís ojtío=

75 5

o(u~—~ují)xv ¡k«—Z’ ¡ ¡(‘y >j¡ )
¡=1

It St

— >ji~1) = —T(y)+ ~‘1’(yj).
j=i j=i

y nouuuí<> ~/‘(>‘¿c)‘—‘ 1 rtuanolou A. —~ ¿tu, 0=5rlanou quue Z7—~ §l’(y1 ) xv ¿‘o. y olo=atít¡í tute

St

hin o(s¡ -“ ~ w¡) xv ¿‘o.

= ¡

(astí II: h,~;i. íí<uí’íuía. o es nanij>hel.a. y eh espanití A’ es reflexivo>.

Nois no=oiu íti yu’uitoís a! otastí lii ¡nousLra,muthoque Otuoho o=spaotiou011=l<aitao’ht yn=fhex.istcu i ¡u fi—
uíitíu <biuuteutsi<uuia] tio=ítt’tutía nt>niita ¡it,> ttouuíjuiet.ao ole clase (‘<‘“‘ . ‘Dii <‘bco It>, lara touohoí

reflexivo espacío>‘Y n=xisto=tumía iuiycr.otiómt liuio=ahy otoiuítiuiiua .1 : <Y ‘—~ <‘íu( F) jiana aiguí¡t
rc>n[íu tito> iíifiiíiOoi 1’ (vo’r, o’.g.. [33]. otajuituulcí VI, ~u.246). Es tautíiíio$¡u bieuí saluitití ojíí<=

juana. un otounluí¡ittt i¡ífiííitou E. 0=1o=sjíaotiíue<í( E) es o’tt>—sathtrasl<u. estaes, otatimí. stí bo=sju=t,t’i<í
<to=n¡’a.tlou iuufiuíitou thiutto’uisiouua,l ole o’oí(h~) tio=íto’a. síu voiz tui> stthuesjua.otitín’o’nu’a.thtu íjtut’= es

isouut<unftí a otíu. I’Dst.tu ituijubita. t’hara.iiteutto’ quue co1( 1’) ¡íou juuuetbo’ otoutíl etto’¡’ tíinguuuu síu huos—
jurio> nelbo=xivouiuifiuuitoi—olioíeuisioiuial. Pou’ lauta .1(X) ííou o=suit sííiuesj>a.<ti<u oto’’eradoí tío’

oíl 1’). i’<ur otra. jua.rto=.<=1 o=sjíacioucali’) tíeuie uíuua. tianunaeqtíistabo-=utte<It’ <‘ha.se (1’”’ g
[33]. o’;> juituiltí V. t,eouro=tuta1.5). l’Duítoíííotes juoíoleííu<us ohefiuiir uiita itctnuuía,o tht=clase(‘‘y’

<it .‘\‘ utur o( 1 ) xv ~j(.1(s)), y esta¡íoín¡íía,o es tutí otanijuleta a. opte eh siuluesjua.tiou .1< <Y
¡it> es t’.o’yy;íslou <‘it o’a( 1’).

(aso> lii: La. tt<uu’tuua ¿u es no otaíuííulo=l.a.

l)cfittautuouso xv ~ (launa Ii es tuuta nanita ole rlaso=(.IO’, o=s<thau’tu que o satisbaoto’

has ítouuíobioti<,¡ío=s1 4. Vo=aumíosoj’oue o tauiíi>ién sa.tisfao:ela coutthiotio’uut 5. 1> ubestou ojtío=

ha uíouu’uuta. o os ¡it> <touuij>ho=ta.juana totoltí ¿ > II) juo>oleuuínus euit:cuíttyar ¡ita suíro=suoí¡u( y~.
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1’’

cii A’ tal que o(yo) <
4k+~ para rada.A., y ítn punta Q en la. catnplenióuíde (A’, o), *

oletíatadapar (A’, &), tal que ~ ~ A’, y lini,<,~, Áñ — Z~—~ Yo) xv 9. Además,

U 7<

lun o(y — ~‘y,’¿) = liv ¿(y — ~y~) = ¿(y —0 >0,
jxvu j=í

porque ~ E A’ \ A’ e y E X . En juartinníar, lun luí ~ o(y — u y1’ ) > 0.

1] tilizauuojo> has ííroíuienhanles o] el futíninuutal o juadenitísu:oiustntuir tío otaísíino clirrti—
nadar (un Ls adeha.uute j ustilicareunasestaolenoiniríación) nonio> sigue.

Lema 1.5 Sea(A’, 1 ¡ ¡ ) un espaciodc Bano¡,ch, y seo. o ¡iii fuííriorta/ qíío’ satisface
las condiciones1, 2. í¡ 5 dc! lema 1.4. Entoíí.ccs, para tao/o a > 0, cx’s/.oo tu. o’oíritíi’to)

oir clase (‘I<>< ~> xv ~>,. (0, x>) A’ tít.! <¡nc

1. o(ji(ox) -— p(¡)) ) =1 (~‘3 — a) si ti 4 a > 0:

2. uní5Oji~,>0+ 0(0/ — ¡(1)) > O paro. íodoi y c A’: =/

-5

si. p(t) xv o si / > a.

Deí’nostroseioi’rt. So=a,y : [0, ox>) —* [0, f] níta ftíncióuí d ecrenicuiteole ci ase 0’ >‘« y tal

opte y xv 1 cuí [0,~<2]. y xv 9 cii [¿. ¿‘o) y’ suju{~y’(t)¡ : t c [0, ¿tÉ)> =<1/a. Para. esto’
o=hijaíííousu tía stut’esióut oit’ sto=nttanes(y~) ojtue satisbagaha ota¡to]iotióui 5 oid lí=itta.1 ‘1.

1) cfi it reutois o=h ratoiría rc.ojtu en oíoí ji : (0. oxo ) A’ ptui la, sigtíit=nto=.bó r ti tutía

(‘Y>

p(l) = ~y(2k’—u
0=1 9,

Es o’vi dcii te oj tic ji 0=5 it tu cautouu ni huicíí ni cmiola ole chase (.1(0, ~y q tu 0= ji satisface la
tto>tuo]i<:ióuí 3.

Si /3 > ov euttnuuico’s y ( ~2ki a) y(2
0’ V’~) > O iitirtbue y es tbo=otno=<tio=uil.o=,yí,aiuthuiému

— y(2At~~i/3) < 4~
2k—u~ — 20’i,13¡ j>orqíue suí¡>{~y’(/)~ ¡ / C [0, x>)} a.

l’o=nio=tinltuo=stcícuí tuieuita, st u.utiiízaííolou has ju’rapieola¿hesole o eutiuimtera,oha.scuí <~1 cuita

<1, jíoíobo=uiiousanoitar

00
-5

o(ji(oí) —‘ ju(/3)) xv 0(y($21s—uou.) y.(2k~uí¾)yp)
0=1

‘*5 5)0

<~ >7 ((y(2
0’’~ u) — y(2t’~ u Rflyo) xv >j7(y(2At—’ ci) .— ..42O’~ t,fl)

0( ‘t/~)

0t kxvi

< >1 it it — 2 —~ ,Ii¡o(yp) xv 0<’ 2
0~’o(y)

>7—?
k:wi ku
00

20’4i ¿ — (ji

~>1 ¡/3 (yj xv —‘tu —

¿‘cx u
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para Lotlo /9 > a de ¡nodo oTile nuestrocannnocumple Japrimera. condinióru.

Veauutoust1íu e ji t auí’ííuién satisfacela segiínda canolinióut. Ijtilizaíu o] tu la jurajuieola.oi 5
ole! ho=uí.ia1 4 1 o’uueuuícís

hm síu j)w(’y — ji(o) =lii stí¡uo(y — A) =

0*0 ‘<4

huí ¡¡uf o(y —- >j ~(¿2k’i’>l)~0) = biuíí iííf o(y — >jj
k1 ¡xxi

*1

xv biníinfo(y — ZYk) >0,
0=1

es olocir huí Síu jíj.~+ o(y — p(t)) > 0, ~uara.Lado “y E A’.

Ya. os’; tantínis o=uí ot< uuí o] miooes de d cutíastrar el teaneuna. 1 .2. Triuneitíos u it fi uit nitu ¡tal

o nl’ chaso’ ( ‘~ niel ¡cutía 1 .4, y juana un ¿ > @ arbitrario> o] atíní, o..scajautíos it ti tta.i titO o>
ji .= ji, ti e clase(10<> oh eh lema. 1.5. Paracatía ‘x E A’ \ 404, oiefiuu a.íuu <us

‘i/4x) = it + p(o(s)).

1 )o=ittoístyau’o=uuioisojuue < A’ \ 404 ——+ A’ 0=5 liii olifeniunourfisuuía oit’ otiase (2’, pero

amitos tío <lun u ita jumtio=iua.bonita] ole estebenhoi,olireniasalgo> soíbíro=ha, uuuauit ra tui i’í quío’
<a luí t í o íuiio «o ¡tui í/,. ¡‘ana. c.aola í > 0, it c A’, o.ansioleno=íuíoíshas o=.sfo.’rasasixtio fi ‘¿oms

1 /) 0/ e \ o(g—x) xv r4, ha.s ho/asabiertasoí.s¡iotetr’¿o’a» i?>x, o) <g e .Y
<(tj 5’) 7 } ‘y iriS /ioi/as cerrados» asimétricas

8~(it. r ) = { y U .Y o~ 0/ 1) ‘r 4
1 s <uhivuot <jite y es ¡u ita uiiera traslacióncuantío se la restriiuge a la. o’sjo ¡a S (0, í’);

tít u ti lío uktí u os imí o’o:tiva otuuanolasc restniitgo=a..9~(0,u’). Aoheuiuás. e’ tu iutsfoun¡uta.
oh b<’títtto’unfio’.a.uuueitt,e o=h c.onjuitto 5<40. r) etí el coiutjiuiítoí ~S’j~í(’’). u’). h’Dmttoíuto’t=s, juana.

voy quto’ ‘t¡’ os invo’<’t,ista , huastaníajunaluar qtíe la.s c.s’fcro¡..s‘S’w(ji( í’ ), ‘o’) tio=uío=uíla sigíuie¡íl.o=

urooiuit=ohií.ol:si II .. o’ u s t’mil.o>uuces Sw(p(~), r) c /‘‘x(p(s), .s). Est<i 0=5,oho=luo=nía.uíutusver
<jito’ las ctuitiuutil.ius /34ji(s), .s) farma.n tina tarno=oh=soto’uuobo’uile ( utuiauttlou .s u.i<=íiolea (1)~
Itt.ihi>wt.¡tthtu las j>nt.ípit’ola.tles ole r.oinvexioha,oh ole uíuucstu’ou fiuntiniutal o, o=stoí¡10> 0=5<hibiotil
tío’ i’otiuujmno olían. lUí efecto,si O < u’ < s y o(y — p(r’) ) =í eiít<i¡tttt=s

o(’q “‘- ji(s)) xv o(y — p(r) + p(r) — ji(s)) < o(y — ¡u(r)) + o(p(r) — ji(s))

‘Y. o(’í¡ —— ji(í’)) + —Qs — “c) ti ‘u’ —h —(.s — u’) < .s,
2 2

tío’ ¡¡utonlo> <luto’ i?~(p(’r), í’) c B~(p(s),s), y < es inyeottiva. A<bo=¡ttás.ha t,ourro=oho=sco=íu
ího’¡íí.í’ II.) pi » ). ») Licite iuitersemcuanvaria

s><i

a. <juue <It’ <utio> ututuola existiría aigtin y E A’ tal ojtue O < o( y —‘ ¡i(s)) < .s para toíobou
s > 0.y jítur tanta bitti

0a+ o(y — y4’t)) = O, bu qtue otouiOu’a<hiote ha. ra¡uobinión 2 olel
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lenta. 1.5. Así, las esferas{Sw(p(s), ‘s)1s>a cubren ha totalidad del espacioA’, y esto
implica oíue ha ajulinaciétí < es sohureyectiva. De este níado acabamosde ver qíue y’

es una huiyecnióur o] e X \ 13>40,.s) soilune A’ \ B,,, (p(.s),s) juana Lada s > 0, y coma

Ñr>tu It (0, r) = { 04 mientraso¡¡ue [2>0 Rp( u’), u’) xv 0, jíodeíuíasnauíchur que ‘0
es una biyet.nión de A’ \ {04 sobreA’. Par consiguiente,es chanogeometnuca.meuute
9 it 0= ‘¡I~ nl e[ue ser u tui di bo=ouímíoírfisunou o=ntre Y \ ‘<04 y A’ , cauí ha i uí teresauíte ji nopioit] aol
aoli nicotí ah tío’ tj 010=4’ o=sla. i oleuítId aol o’uu o=h coiítjutito { it E A’ ¡ o(s) =u’) . Así se sto’

tttui rio> aott íu a tutuest ra. aíubinarioSu ‘0: sta trasladanoía esferas asimétricasnoíuíro=mítrucasO=Ií

csJéro..s’ oisií’ncírícasruyoís co=ntrasse uíuuíeveuu a la langoí de un cauííinaquue lleva ... a
it iuíg tutu a ji aríe. FDl arigetí, cetitroí ole 1 a.s ¡ini iii eras,se ve arrasOraolo a lo largo ole ti i cli tu

camina, y se juienohe así en ha nada. i>on estanazon no creeníasdescabelladoilatíman

a ji ca írtiíta o; /irmt’¿’ít ao/oí’. y a ‘Q (así otanit> a. Latía ah i i caniétí qtue arraíu0] tI 0=suaveun crí l.t=

it t’t juit utítu í iii u síuluco>u ujíu tít tu ti tu staOtio> olel esp a.nini), tun difeorn.ourJisí’no c/’¿¡rí’¿no,don’.
9,

A hotra nl aro=utuos u> u a ji nnelía auíalítira iii ás nigtínosa del Ii erbio d o=q u> e la a.pIi —

canuoumí ‘t¡.’ es o u u ohi bo=o¡¡uarlis umí a. 5 o=ay tutu ventoin ariii t naniou o]e A , y defiuiatoas

I”Dq: (0, cx>) -———+ [0, ¿‘o) poir F
01(a) xv o(y — ji(a)) para ni > 0. Veajuutus (jito’ ID>(ou.)

sa,tisba.o;o=las utoití <]i<’.ioumío=s oíd curia. 1.3. U tilizautoho> las iurouj>ie<ha.ohes<ht=i buumítiouuía,ho y
la oto>uíolio’iuSuí 1 ohol lo’ruía. 1.5, Ocuicutías tjoc

Ij(í3) — F,>(í~) xv o(y — p(1
9)) — o(y — ji(a)) =o~Iy — pci)) — (y — p(a)))

xv o(ji(ox) —‘ M¡3) ) < —(13 “- a)

juana Otuobtí ji -> ti. Pon tatíl,o i’, satisbanela ¡uriuruerattoítío]inióíí.
l>oun tutro> hadou. la o:auiohiciótí 2 ole] leiuía. Vi olice ojíío=

-5

ini suijí ¡‘‘4/) xv huí supo(y — ¡í(t)) > 0,

ole uuia¡to=ra,oj ¡0=Jj t,a,tuíhii<’=rtsatisfato’ la. seglí¡itia otoimiohinión.
l’Duttoítíoto=s.ajuliutauí<btí o’l caía 1.3. o]n=oiuíotiiuias ojíít=la o=ttuanio5ui~Ñ( ~ ) xv a ticute uuuta

tutiota. souhui<tióru. Eslo> sigutifiota o
1tue ~uananuua.hqoio=ry E A’. existe íuuu ulutuoto> ¡uuíuu¡o’rou

rt( y) > (1 otcuíí la. junn>juio=í]aol

— p(a(f/))) = 041/).
‘y’

<jite la. ajubio’a.o—io’uut 9,

í>4 u’) — u’ + p(o(s)) 9,

0=5 tuita luiyo=ttttióuuolo=.Y \ ‘<~> } snul>uo A <ui~a. iuiversa sal,isfaote 9,
~ u%~) —- p(e4y)).

Euí efecto>, si 44s) xv 4=( ) xv y o’uttatíces o(y — ¡4o(s))) = o(í: ) y ta¡obiéuí o(y

¡4o(z) ) ) xv o(z). uio= itiotobtí quio=o( u’) o(z) = ¿4 y) > O juor ha turtiniolad oit’ <.4 y). y
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pon La tito it = ij — z4 u’y(íj)> xv z. A do=nuás,para caola. y c A’, nonio — p( ci( y))) xv

y — p( co(y)) + p(o(y — ji(rt(y)))) xv y .‘- p(ci(y)) + p(a(y)), el punto it xv y p(ci(y))

satisfaco=‘u¡í( /t ) xv ~uj,asu otouutía it ~ O (juontítie o(s) = «(y) > O y o”4 (O) xv 404).
‘tutíto> o es (1’ 5 lave crí A’ \ ‘<O) y ji es (‘IP síu ave, Laríílíiéuí la es V. Delhi atuicos

z (0. ¿‘o) —~ IR juan

ol4y. ci) = ci — o(y — ji(a)).

[‘tuestío oj U 0= juana. nííalojíu len y E A’ tenemosy — p( ci(~)) ~ 0, la ajulicacióuí Ok es

ohibcro=rt<tia,lileen tun <‘uttanrití <le rtualojtuien puitíta (ya,ciClo)) en X x (0, ox ). [‘ay otra
VAjuarte. cuíuuíí ¡‘4¡i) — ox> ‘—. i~yu — 0<) ]uara. caoba.¡‘3> oit > 0, es clanní tíne [‘3cl) — 2

juana toitbcí <o en tutí eiítcurrití ole co(y).y así

Dolu(y. o

)

Dom xv l~I>ou)=i—l/2>0.

‘‘tun o’.ttiisigtiitutto-’. iuLili’¿auitlti eh Oo’oíreuuía ole la futintiótí iuítplícita, alítetienias qtue la.
ai>hica.<tióut y —~ <4 y) os <It o ase(Di> y ion tatilcí <> A’ \ {0} — A’ es un tlifeouuutorfistut<u

oit’ naso’ (/O’. Atlo=ttua,,sos <uFistia oj¡ío=tÓ(u’ ) í sucunhureque o(s) > a. Así, liana. toinítí
¿ > O hío’uííous cauístnuuuobo tui íhífcc>í’íuounfisutít> ¡y Y \ ‘<04 —+ A’ obo=claso’ (iIP tal tjuc ‘ufy
es la. ioheuítioha,ol bíuo’ra oit 1 <ouííjíuuít.ou {it e A’ ¡ o(u’) — ¿4.

Paraítnu¡íotltuir la. tbo’iiutust,¡ ¿.<tio’oui ole! l.eou¡eiuia 1 2, sóhcu teutetuiasque ot<u¡í’íjuoíuíen >1>

it ¡u ohifo’<uíuí<uyfis¡uío q ——— Y tic cLiso (‘[4 ojtíe tna.uusfturnieo=l <touuíjíumutou ‘<it U

X o(s) ‘tt ‘<it e A’ o(s) < ¿‘4. La. existeíín:ia ole ¡un tal difetiííuoin!isuuuo esta.

aso’g¡urada juau oh sugtuient.o=le¡íía 1.6. Delinaunaslulues op xv op. xv q o <7 ¡ a o]. Es

<‘harto o~ tío’ y <8 tau oiibt=nuuutomrfisutioo<lo= Y scbre A’ \ 404 nlo=otíase (DO’, tal o
1uue op(s ) xv s

sío=¡ííj>¡’o’ojtuo’ o( ‘í’) —o

A toma uítutio it tucos ftunuuia.hníeutto’cl ro’siíll,aolo oítío=líetuinís tutilizaolou o=uíha parte fi ¡tal

ole Li. <je¡tiostra<tuouuí pnn’t’o=oht’¡t{o (st ojuuo volvo no itías a. iusau más aolo=.lauíto=).l>niuuut=yti.

reotooroio=¡uíousojtíe oit oit <“tpo> <‘oit> o u> 1 (esttí os tutí síuiucaííjutítaco,rratbcí y convexo,

<‘<uit i uut.oniuon ¡it, st;t.<’¡ot) oit it ti o’sjuao itt ole H,tuta< It ‘o se <bine ojue es íuíí o’ueípa o/o’ o/aso’
(II situuí pío <jite ti sea, tu ita sttíuu. <¡it ti otí <lo ohase0’/O’ <tuyo> lutí role. Dl!, ticute t’.tuohiuttcít

suotrí tu ¡tío. ¡‘oír si¡íí uhio’.iola.ol . ‘y’ suri j>o u thitl”i tío’ go’uto’u’alio]aol sujioutolro=uíuo>ssín=nípro=opto’

1) e ¡ii/li, st o=sí;riluirí=íuíoíscrí 4 e A Vr > O rs E 114, tjuit. olo=tuoítat=lco’ftti
carao/o ¡‘íDsf’¿eoí ole 1~~ . Si Pu , l’~ soiii o u u enjí0>5 counvexcís obo=otlaso=C~ cuí tu ti o=sj>ario> oh 0=

Li.uiñcli A’, olireíuííu.s queFi u’ 1% soto (‘O’ relativatruente obifeazuutíí’fosSictt)¡it& ojtto’ t=Xtsút.

uit ohif<’ouutuou¡’fisuuuíu op ‘o ‘o <he <l(usc (‘/t tal 0100=op( <‘¡u) xv <‘¡‘2.
h’a.ra. <viola í’íuo’u’juo, t’ouuustexoí 1 o it tui esjua.ttia tIc Ba,nattbi A’ juoíoicíuítus ohelituii’ <‘1

ftutu<’i<o¡t%t,h tío’ Miii kouwsboí <lo’ op ‘o — [(1,ox), j>t)u’

gil ) uutb{A >0 ¡ —sE 114.A

h’Ds bá<til ver ojíuo’ juana. lotbtí o’tít’rp<o cnuuístexoí U síu ftíuíniouíal tío’ Miutko,wski opr 0=5ruita,

buí uíí’io’ííí Ii iis’t’.liitziamia. ojuie sa.í,isfat’t’ o¡u(s + y) < o/u(s) + op4’u~) y g~;( rs) xv rqt¡( x)

huaro i níoloí í’ > 0: it, y E <Y. Nóteseta.ííílíiéíí o~ue

ccUxv{sGX~g¡js)xvO4, y íJxv{xcA’jpj(x)<14.
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Adeniás, una aplicación rutinaria del teoremade la fuunciétí iuniuhícita muestraque

si ti es uuu cuerpo roumíveutade clase(‘O’ en A’ entoncessu funniriutal de Minkawski qn

es ole clase(DO’ en el conjunto A’ \ cclJ xv A’ \ <¡¡11(0).

Lema 1.6 SeaA’ uit espaciode BananA.,y scaut Uu ,112 cuerposconvexosdo; e/aso; (DR

tales que el origen es un punto interior a ambos y adorné» 0(111 ~ U
2. Entoíto.tes

cszsfc un difeoínoí’jismoi dc clase (DR y : Y —+ A’ ial que g(lI ¡ ) 1 2 <¡(0) = 0. u,’

q(OU¡ ) xv át~, en donde131< denotae/barde dc ~ Adento’¿s y(s) ¡¿(x)s, doí’¿de
ji. A’ —* [0, ux>), y por consiguicítto=y preservalos rayos que emanandel oriogexí.

9,
Dcntostro¡.eidn. A uites q u e tu aola veamos quid el cítuutniado os tío rt o si suipouueuuitis

anleitía.s o~ tic <“u ~ U2. estoes, síu~uangamosque U y V saií ríuerjuous cciii voixos ole clase
0’»> ‘ales o~ u <‘ o=h <ini geu> es o ti ji tu ottu tui tenitur a aumu lutus. ~ o~ tío=nc1/ xv enV, ‘y’ /! C 1’’

(tío’ uuiatíera.t¡tuo=<¡y(s) < gv(s) juana Louolcu it), y vca,utinusojuie o=xisto=uit t]ibecuríucurflsu¡uoo
g: A’ A’ dc clase (DR tal que g(lI) xv i’t y(o) xv o~ y y(1311) xv 5V.

Sea A( t ) ‘iría función real nnenieuíteole clase (~I00 d efiutioha juana t. > 0, La.h oj tío’

‘Vi) xv 0 si / < 1/2 y A(t) xv 1 si ‘t =1. Sea

y(s) xv [Mo/u(s)) gv ( it) A(o/f¡(s))1qvCr) + —

parar « re1/, y y(s) xv 3: cuantío <¡y(s) = 0. Es rl aro> ojxuo=y es uuí a ajul i ca.otióut tío’ —
clase(‘¡fi, Seay ~ ccv tui vector anhuitrano de A’ y jiangatutos

xv [A(íqv(y))<¡bj + y— .X(topjy))~’t

ana t s. 0. N <‘utese q it 0= 0%( t ) es estni itt a.utuente o:renieuíto=y aol o’ u itás sati sbaco= 9,
liutí (11(t) xv O y lun (<(1) xv

-5

lIsio> i ¡¡u juhío’a quío’ juana Lomb> y E A’ \ col”, existe íuuí í’tuíin;oí oíu’iunío=nnui(y) i~ O t,a,h quío’

0’¼( /.(y)) o— 1. bou
ti 00=significa nj tic y 0=5tina luiyo’cnió mu ole A’ no; 1/ salíre A’ \ ncIt , o:ou it

(~ ) —z /<,‘) y. Tau u iii éuí es claro> ojtío=y fija Laoh tus 1 tus ¡>uítitas ole ncV , ole unarlena ti ti e
es uu ita. iuistt’t;niómí ole A’ sn>lune.X. Definautuas4> : ( A~ \ mV ) >c (0.——) —~ IR jítur

4’(y, 1) xv jtqti(y)) 22 +1-— A(tqv(y))1f.

‘h’etuio=uuoht <‘it ottír=tutaojíue gv(s) < gv(s) y ojtic A es o’recieuito=,juuieole <to>¡iuj>l’oul)anse

l’áttilutteutto’ quío’ ~ t) > 1 > 0. [Dntuuuiccs.tutilizannbo ch tetincuuía oIt’ la btuiuotin’uíu

uuuijulíttita,. ouhít.euíeuííoísqtue ‘y e /(y) es uuna fu.utirióut ole othast=0’ I~ cii A’ \ <‘eV. y j>t>¡

tauttoit taunl>ióui la es or’i Par otra juante, ole ha o]efininiómu auíteniares cla,roí <lite la.

ajflit:attióui g 50=ro=stnioígo=a la iolo=uutiolaol0’.n uuuu o=titaruíaolo=lsíulío=sj>aciocotV , y ole atí iii

se o Ituol tu ro=oj tu 0=tantou q nonio <~,‘ — u son ole clase (D’O’ en ha. O títalio] aol o]el 0=5ji anítí A

h’>or cait s igiii ciu te.,g es tu u aíutao]i fetuuuíorfi sino> tío’ <ti ase (IP o] 0= A’ , y es ahuvicí ojoe y
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transformaeh cuerpo 11 = {s E A’ ¡ <¡u(s) =14 en xv {x E A’ ¡ gv(s) < 14 y stt
huonde OID! xv {f C X ¡ <¡jj(s) xv 14 en DV xv {x E A’ gv(s) xv 14.

A hora ut<uuísitleneniouscl castu gemíeral. Sea Li = {x C A’ ¡ o/mi, (it) + gr ~(a ) < 14,
q tic 0=5ti o <tu¡enjucu cotívexou 5 Li ave <¡e clase (DO’ o~ ¡u o’ satisfacereí1 xv ecl.’ y 1~ E lii.
juana. j = 1,2. h>on la. juniutíera. ¡ua.rto=ole esta.oleniastraniónsaiío’uíuasojiun’ xusttui auto-

olifecunionfisiii tus ole. A’,g ¡ y 92, tabes ojud .<¡~ (U) . = (~ y g’¿(0(1) xv ¿>1 , j 1 . 2.
1 ti1/mu touuures, si ji ami ettins q xv 92 ~> o]

1 , ahíto=nenitus u mu attO n>—oi i fetuníanfi surto> tío’ A’ ít<=

trautsboun¡uía. (~ en <‘ii, Y D <‘u en

oumíípl0=te¡ tías ahtina la ji rucia ole] teaneuna 1.1 . Nci haremuí tus otra otoisa oíuuo’ aol ajt t a.n
has oleas ole ¡‘1 essa.ga[‘7] a.] cotí textoí urtás generalole íímí a itoriii a. ¡ oh i feretí túahíle tít

clase (‘fi r tuya. esbena.juatíría muíteiter segmentas y cuí cotí Sdnttt=iicta. la ji rtiyt=ttOticlti

0=5t.eretugráfi ca. tusutah ji c>olnCa. it <u estar juico obefluí it] a. juanala O oit alio]aol ole la esbera.

FDiíjaiuí cus tutu jio n Lo ~<uE ‘5$ .~ veaunos p rimero q ute
5x \ { u’a 4 es nl ifeouuíuourbou a.

noua.lojttin=i’Ftijio=njuba.tio otenna,n]o> 11 cmi X . Potiganías :u’’~ xv d¡] . ~(sa). 7 xv ko=rs”..u.”
ítoouísiobo=no=íuíousla. oicsr.auuupoisuotiótí oíd esjuaotio A’ xv [so] (ji 7 xv h~ x 7. ‘F<ntto=uiuousmiii

ntuíem’juou otoumustexo U ole chase(‘0<’ <tu el juha.uío R2 ta.l ojmíe el n.outijtuuittu

{(L,.s) : í2 + 52 xv 1, t =04u {(—l,s) : Ls] ti 1/24

o=stoítouuí t<=mtitlnucrí ¿9(1, o’h luotrohe obo=(1. (‘.oimisiolem’euutos el buíííotiou¡ufi.h obo= Nl iuikoíwski ojo’

U. op4/. .s) ¡—y iitb{A > O : (i.. .s) E AU4, opte o=sole r.laso=(DIX f’tuo=ratío’ (0. 0). i)<=!iuía¡tt<ts
p( /, ) xv o/ti (/., z 3 anatoí olou ( t , z ) E IR x 7. Es clartí q tío” ji o=su ¡u a. btu mí otio,u tít ci aso’
0’’?’ buena.o]o’b rayou {Áso~ : .>o > 04 (y ¡íes (Di cuí X \ ‘<04). A liana, o:tutusitio=reuuuo>seh cíuo=ríuou

coutstex<>It xv { (1,:) E A’ : p(f, z) =14 y síu huaroleDV. La deuíuoustra.cioirtniel io=iuia1.6
u tu o ha que lo us n.aíí~uí it tos DV \ { ir o4 y Sx \ { soY son (lO’ olifetumnonos(utimo tu a.s oj tu e O 1’

u. 8 att (‘t ohibeouuuíanfnus).Nnittst=ojute juaraOniobo> .z E 7 ci nayci ujtuo’ tu tít’ .¿ noii 5a <‘tinta.

o <u¡tj tu it o. ¿3V cuí tutu ti ííicou juutito. 1/stasignifica. qmue ha. prtuyo=u;otióitcsteí’t’ougi’=i.hi<’a
~ oit \ 1 u:a4 ——— Z, ( douuithc 7 u xv (it E X’ : s~(x) xv ——14 o=srl ituperjulantí t.a.tigemit.t’

a Dl o tu —it<t), tíclinioha jioir utucohia olo=los mayasque cunanamíole it<>, es ¡mía lui’y’t<’í’ioout

<lo’ oíl’ \ ¡tío 4 sotiune Z—~, st os báril o:oíuuíjurouhían oítue a es mímí tli’bo=ouuuuoírfisutuoí<lo <thas<’ 0”
o’uut ío’ DV \ { it

11 4 st 2k ¡ . h>uíest.ou ojuíe tttuaio=sojiuienaobcus lii juenj>bauíoust’o=nra,ohtustío’ A’ so~~

605, t=stouunuuchíaOjitO’ DV \ (itt]’ cs (Di’ dhfo=ouiiiou’bou t’.a.ola l’uipo=u’plauíao’err’,iuiou ¡¡

<lo ‘o x jutun taittou ta,muíhuiuu lo> 0=58$ \ {ito>4.
~su juana <‘<uncí oir ha oheííuoustna.otio’umu oio=lLeareuuía1.1 sólo oít¡eola. í>rouhíar o~ íío= 5’,~’

itt]’ O .5 y síu¡í (II’ ohifo’oiutianl’as. lo n1uíc íutuolmnasliaren o=ligieítolctu uí atlas aole<;íuatlot
juaía 5 y uut.iiizautoho, eh t’ouncuíía. 1.2. hI..cnttéroiesctiute s~ xv dh ¡]( it11) y 7 xv ko’rs’.
l)o=liuía.¡uías~~ ‘<u’ E Ay : s

TM(s) > —1/24 y ~ xv {s E ~‘ : <‘(‘u’) < ¡/2), st

sea~mu : 1) ¡ / la ji rouyí=rnión estereográficati efiniol a ¡>0 r iii <‘oh u> ole lo>s rayoos <jite

euit auu att tío u’<>, Y ír~ : ‘~2 ‘ 7 ha junayecciónesteneagráfitt’a obo=lii tiol a jucur títo’ol <u
ole tus rayos oííue salen tic. u’t>. Nótesn=qute, atmno

1tue la esteta 5$ juo>tlu’ía <;oiuit,o’iíen
seg’iutt’uilous o st as juayo=otc¡ouuuo=sest.ereográ.fucasestáuu híieuu olo=hiutitlasjuoro1uuo=la.s hoititus

no=sI.ti ¡igitba a 1) ‘y I~, <tcuuijtu it tois qtit=tía jituetíetí otcutiteuuo=nsegiuicuitoisoííe juaso=uíjutur

“—so> y so> ro’suentivautueutte. Sea. ~u xv {s E i)¡ : :í:
TM(s) > 1 /24 y ca¡tsioiert=uuttus

w~ (<u) C 7. (himno a (Cu ) o=stío siulirouíjunta ahuientoolo=7 ojríe ;ouuutieuíe a’ 0. o=xist<’
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-5

un ¿ > O tal que {z e 7 : ¡]z]¡ ~ ¿4 G Tu(Cu). Ahora bien, par el Leoneuuía 1.2
obtenemosuun difeam.onfisino de clase(ye, op : 7 —— 7 \ (04, La] que op(z) xv

sicuul jure o¡ ute z~] > a. Fi uiaiuuueuítc,definantus o> : S’~’ —+ 5$ \ 4 5a4 pan

9,>
g(x)xv{ $ií7ikEi sisG Di 9,

Es bání 1 ro>uutpraliarojute y es tu it difcatiicirfí s mííou tic clase (DO’ ole Sy suuhune. 5$ \ { 5a4. 9,’

Esto <<ni tluuye la. jíruielta, olo=l teoíu’euíía. 1 . 1

-o

Es imuteresanteobserva,rque las difeoníorJisrnaso;lim’¿nadorcsalutenidosen el te-
turertía, 1 .2 pueoleuu ennontransu’anlui t raniauuuentejiroDuxitrto>s a la iolentida.ol. la, cuíal siíí
ciii luangou <‘5 t cido lo> cori t nanutí oit’ tu ti <1 ifeounianfisontu ehu> iutatínín. <~oa niás preo;¡síatt,

Teorema 1.7 Sca A’ un ospacio do; Baíuo,nlu t’nfbt.itou dtDmcít.siot’ta/ con uno>. noí’íno¡.
equivalente dc clase (lO’. A nlanoo s poi.roí. toudo ¿ > O existeun o/.’¿fcouíu’touí’ji.snooi dc

e/ase(DO’ op~ : A’ ——.—s. A’ \ (04 tal quío IP (it) — it¡[ si ¿ para toda it E A’

ID)cmoísírac’¿¿n. Basta toman tau du feoíuuuarbi smuío ole clase (‘O’, op xv op~ : A’ —-—->A’ \ (1)4,

tal ojnut’ op(s) xv it si ]l’xH > ¿/2 ( tui o sta. o=Iecciómt. si [Isil> ¿/2 o=uitouuures[]op(s

xv 0. uuiieuitra.s qí.uo=.si <I~II < /2 t í¡uíhuiu$n temieuoitus ((op(s)¡] ‘¿ ¿/2. st jutur taittto
)op(s) — it]] <1 a.

9,
Observación 1.8 Sea (A’, ¡ [.1])tui esjuario> ole Batíant luíji nitní oíl unoit si anal oj tic atí
unu te uu mía uí o riii a. ¿u Erén.hiet,d ifcrenniablo=( uítu tienesa.niaunt=uite eqni vaieuite). Es ti at tu ra.l

counsiolerar ha esbo=ra.ti tui nl aol A’
6 xv { u’ c A’ : ¿u(it) xv 14 y ji no=gututarso’ sc 5< o’s oh i bo=ou-

mmio r la a r tu alojuien hiji enpíatí<u cerrada II <‘mí Y . i> u u col 0=<1 o=uuiostra.rse fácil mii o=uute ojí e

éstees o=h casa.0=mmi jui catítino eh ten)neiuía. 1 .2 rotuno> cuí a jín u 0=tua ole 1 . 1 9,’
9,

A tites do=oteitar o=st,u.=cajuituiní tlehueiuiousouluse.nvan<jito’ en general tít> ptueoie o>l>to=¡uo=nsí’
mu ¡u tlifo’ou;’uutirfisuiiou t=uitno’la, toitahitlath tic tutu esjuaoticu oho=Hauia,o;lt A’ uto>uu tutía. uintnutía oh fe.

rcuittiahulc j] y síu t=sbera¡u ruitíatí 5~’ xv (it E A 1 1H11 xv i}. lIsto 0=5 ¡ita roumtso=o;iio=¡io’t:í.

ou liv i a oh 0=ha. cxi s cuí c.ia oh 0= tus haitíaol tus t’s pa.n os h ‘neojiLa.niauuío=uiteiii oh0=5noíití p(iii ~lt 10=5.

Observación 1.9 Sea A el esj>anio) d e 13 alt art coimístmuí it] a junín W . ‘1’. Gawers st

B . Matí u’o=y cuí [5O¡.Xo=s noljexisto’u y os ogro otatutr¿u.o=jetnpía a.j>arto’ obol tío [49] u.
1

putibícuuta ole] hiijuenjula,uití tío’ l’ia,na.tit . bis oio=ciu,A’ ¡loo o=sisoumíourbou a uíiuíguuíou ole sus
hipo í plant>s. S’ieuida refbo=x.ivoí,A’ Oio=míetiria utonrtia equuiva.lemíto=Vnóttlio=tohifeneoo;ial>io’

(vcí [~33,a [65] juan ejeumipba). lintotices su esferaíttiíola.oh A’ xv (u: E A’ ¡[.u’<] —
0.8 <u beo>utínírfa a cuíalqutien lii Jidrjulauio no=rratlo II o’ u A’ , ji ertí 5 it ti 0=5olifetí ¡itt> ría, a.
A’. 1 mí o bt.rto, si o=xistienatun olibcíuuiianfisiíunu f : A’ —‘——‘ A’ o=mít,omuces,para c.aola, pu uut,uí

e- A 1 u nlifo=rt=tio:ia,hole ~[en s, <¡[(u’), lutoltuninía tutu isouutíoirfisutío utica] cito no’ lt>s

esji ao utís t.angciítes a A’ y A’ cmi 1 tus jiun tois it y 1(2;) respn=ctivamnente; o=stao’s , olf( it

esta.1>lenería ti mí isarnarfi sino huícal emítro=A’ st íu no ole sUs ti jíerpí auuo>s cerradtus II . bou
ctí al 0=5liii jiosib le. Esteejemjulo sugiereqíue la, geuucralizanio’un atlectuanlaoíd teno ‘<‘iii a
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ti e IDI essaga.[7] o=sojumo=juanaLo> da o=sjuariaole 13 anaclí ron mu onuí’u a obifereuu oti ahíle. suu esbena
ttuíiol aol sea, ob ifeamuuaria a. cao]a lii lien ¡>1ana ro=rnao]no, cmi luí gar ole ser ohifetí iii turfa a 1 a

totaii ob aol oid espacio.
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Capítulo 2

El teorema de Rolle en
dimensión infinita

2.1 El teorema de Rolle no es cierto en dimensión infi-
nita

El t o’ourcuíía ole U oíl he cuí 0=5¡uncias de olimíu ensión finita asegura<¡tic, pana~ ranla.síu linao-
jo mt t,ou ahí 0=rL tu co>uuo’xou y aroíl aola U oh e 1K>’, y juana caola fu uniótí cotí ti miii a. f U IR
t.a.h opio> ¡ o’s thifero’uiciahulc cuí U y constanteen DLI, existe tui jiumiuta o=nU cuí el cita,!

la oí i l’t’reit <‘ial oIt’ /‘ se atituha,. Desgrao;iaola.mnetíte,cl to=aretííaolo=Ralln=tío> sigíuo=sio=uttla
<‘ti oliiuueitsio’uit ituliíuita. j”oo=5. A. Slíkaniíí [62] ojíuieii íirohuoDí jutur hunituiena sto=zujiun’

esLo> teouncí u a baila. juara eshíaciosole Ba.nant iuufini to olimnensin>nales síujucnnefíexivos y

¡ u tu ro=flo’xistos o;oun ¡ini rni a,s eoj tuivahemíto=sFuénlieL olifeno=nciab]es.

¡Cuí ej uniíuío’r cajuíttilou olemoustraííuos<píe todo> esjua.r.inu olo= llatiaothu do> oh int=iusio’utt
luí fi iiit,a.A ítí>í’í II ¡140 itotnutia. col uuivalo=uito=ole chaso=(lO’ adntite tui olifn=auuinurflsunouoho=otíaso’

<‘¡it no’ ..X’ st “o \ { 1)1 o;o>íí sojiturte a,ttotatlo (o=stoíes, o]oo=so’ u’o=stm’imigo’ a. la iolo=tttioia,ol

f’iio=ra.ole it tía lutuití o’t=uul,rathaeui <=1o>u’igcuí. Utilizatutlní estehíer.hou 0=5 bastatiteso=¡íotibhou

u’iioust,ran oj uit eh to’ouno=¡oa<le Rouhbo baila juana. utuin. auíí julia naso’ ojo’ csJ>a.r.icosdn=Ila,t’ia.o;ht
itt liuuitou ohiuuío=uísin>uía.hcs,a. sahier,la ob> totolois tus esjua.otiosoln=I¡a,tiaítli itífiutittí oliuuut=iusiou.
¡o a.bo=sotnouí ¡totnítí a.s eoj u ivalciuL 0=5’ l’’néotltet ohifero=uiniables.Luí el’eottou, juana. tun tal es¡uaotio>

‘o’, ¡[1. o’sutotjauutots iii obifenuinanfisnuouole otíaseC’~ op : X A~ \ {0} tal opte >45) xv 5

cíuautthuu ¡it]] ;‘ 1/2v ohefiuuatuuo>s1 : 13 ——+ [(1.1] j>’o>u’

¡(it) xv 1 — []op(s)¡]

juana. totobo :t’ <‘tu ha luouia, niuíohaoh 1) xv ‘< z E A’ : ]¡x]¡ < 14. Es ahuviní ojute ¡ o=stutía.
4t.<toot.atla. <lo’ <‘base (I~ cuí 13 o1uue satisfacef O cuí ha. o=sbena,tuniohaní, y es báotih

roíuuí ji roulían tj ti 0=~f,(o) # O juana. tao]a x E A’ . Estecomí L naejeiii u ci o=sesemuci alííío=uíto=ni

¡it is uííou quío> eh ole 5 it kariui [62] ua.raespaciasole lD3a.uua,ch síujucrreflcxivas.
[‘tun out. ra j>a.rt.o’, eh teorema ole Ralbe es tnivialmnente ciertou crí toitios las espacioís

tu e tutu sttío oln’.A s uhtio oh, ti elulol a a.h roíuuíji artamnietíLa anutíómii mí ohe has ajuliraniouio=s
ohibero=nciahíhest=íí obiothutus esjuaotios:si A’ tun> es tun espacio>Asplítuití, U o=stui suubcouíjuíntou

29
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abiertoconexast an,outado de. X , y tenemosunafuiuírioSu continuay ao;oítadaf : LI —-- -~

IR que es Eréclíet olifo=re¡unialíle en U y f O en DLI, eotouuíco=suteco=sanuauuíemttees f E O

cuí U (‘ven [33], rajuíttilo lii, página97).
Así, cii ¡mí tu cli tus esjuaniousole 13 anaclí infinita dimensianales, el teorerutaole jitulle

o buen fail tu lífr ti o s trivial, ole1uo=utdiennboole las proluietíadesole o] ifencítrialuil idaní

del espacio í mu oste contexto, no parecedemnasiadaarniesganlanomujetunanqu.e cl
o=oíremuí a. tío’ R tibie so’ ¡ A. cierto> o=íítu ti espario de 113 atí a.ch i mufí.míi Lo tíjímícuísi nunal si y sóbou

sí o íuestrou o íianía no tiene luna. fuunrióuí titesetade clase (Dt i>roluarcuuí os nj ute o=sta,

coun jet tu ra. o s tío it a cl entro ole ha clasede todas aquellasesluaniousde 13 auíarh A’ que

icoetí uíouníuía> 1 reo it et d iferemínabíes no necesariamenteequivaictítes. Esta es umía.
nonolinióit ¡tu it st o’o’mt o’r ‘í.l juíu estnu nj tic es satisfeclíapar tao]ou esjuanioi VV CD, L tío]ou o’=sluario>

o~uue so=a,luto ahutío tito inyectablecuí algúmí ca(U), e incluso pan tanIaesjuanioí iuuyentalule
0=11 algt’mmu 0’ (Ji ) oíanole Ji es un coniparto> d.is¡uersacon K{wI 1 — 0 0 luviatuietíte,
touda esji a.r u o u ole 13 atoa.<tlt tinc so=aliii calmuí eui te ¡ oyectalule en otroí ojtu e t O=tigií. ti o a n tutu tu a

l”réttlt o=toh lío u o tío u u libo. satisfará olicha nonoh ni¿u. Nou ouiustante., existcii o=SJ>a,r i cus tít’

13a,mía.<tlt q ti o ¡itt p tusct=u ningu> o a uíorin a. olifercuinialíle (n=quival cuí to=tu tít> 0=0]Lii va.heuit o=
[>curo=jeííu ji] ou, eh esji ario ma o] ahoit] a emí la página76 ole [33] (ver tatrílii Ñu ha. ji.

EsLa coí¡íjo’t tina o=stáiii ti un aunente nelaniauianla.noii el jírohuheuna,ji roujuíu estnu en [35]
arenca. tic si ji ana Lo> tIuu 0=5Juaniní tío’ II anarh A’ oj uue tenga¡mmi a, btu mu rió mu it o=seta. ole clase
(DI’ existirá u it ohibt=tuuuuorflstno(Ji op : A’ — A’ \ {04 tal ojtíe op seaha, itleuit,iola.o] bi¡t’r;i.
ole o o a u oíl a. ceot raula. cmi 0. A caiiti tunanió mí da¡ííos ti u a resji it esta ji amia.h afi n uitativa a

0=5ta p ro=gtui ti. a. ole tít rut ole la claseole toutías las espariasole 13 a.naclí oj tu e t. iencmu ¡ u oír ¡ o a.s

FrórlueL oh i bo.ro=uíniahubo=sno> necesanianíente equtivalcuutes.

Praposiciótu 2.1 ¡ >aí’a todo espacio>dc Bartan/u infinito dimeíísio’uuo¡./A’ con tni.a ‘¡<u’— —

¡fta /‘‘t’otot/t ci d’¿fe’ vot no’ ‘¿o¡. blo’ no> ncnesar’¿oj.meute equivalente,las .s’¿qíozeí’t(o;» af¿rmao’’¿out’tes —

soiío t;qíuuumot.íO;u<it: .s

A iii;,, o’ u. ¡ ¡a. func ioht mcsefa do. clase(‘u . ‘ —

2. Itít’¿,s’í<’:’¡tío oitfo’oiíttourJ¡sntoop : A’ ———‘ A’ \ ‘<04 dc e/ase(‘t lo>
1 opto’ y O.» itt ~d<’;tttio/ú,oí

fo,o’ vot o/o’ ti no? bola, cciii ¡ada o. u (1. —

í)c titOs tío,. O’ ZO?>?f..Siy< : A’ -——~ A’ \ ‘<04 es it it difenuutíounfi síu o> ole otíasc (,‘~ tal ti tío’

y(s) xv u’ ciua,utoiou [it ¡ > u’ juana algútí ~ > O, entonces.taniauiohoi ‘1 tE Xt tal tjiuo’

‘I’( y(O)) / O st olefiuuieuto]oi 1(s) xv T(op(x)— it), oluteuteutiostutía. biumuciómí titeset.a / tal
njíuo’ .1(0) # O y f(:r) xv o si ¡]s¡] > ‘u’. loo cual junuelía ojmue (2) iiuupbitta (1

A lioun;t. síu touiígautuoosnjuue A’ tieuío=una. btíuínuou¡í uiio=setaole otlaso=(I’~ 144’ junoujiuisiutio’uít

‘u. 1 tío’ [¿3]. <‘ajuít.itbot II. tus ola. tutía. btutíttióut (2 en A’ tal t¡tit’ (2 0=5 tío’ otíaso’ (..‘~

X \ ‘<04, Q( (it) xv ¿[(9(s) ¡uana tooloí it e A’ ~ e IR, y existetí couisLamitesa Y’ (1

y ID’ o’ O talos tjoio=a[;c[ < <23(s) si’ b¡[s[¡ para. ‘u’ e A’ Sea. >o : (0, ¿‘o) —‘ (O, ¿‘o’)

una buuuío;ioDouí crt’otieutt,o” do=clase (.1<’ tal níuío=>0(t) xv O juana t ti 1/2 y >0(t) xv 1 juana
1 . St=a¿u u ti u a tic> r u u o a. FroSrho=t oh bo=no=munialile (tía mu ect=sa.niametito’ <=01ni vaho=tite) e it <Y

j’níolenttus sil pnuuío=u’oj íío=o( it) < (23(s) juanatoda u’ e A’. Defituatmious

Ji(s) [>0(9(s)) 9(x

)

‘o(s) + ~ —
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para it # 0, y 11(0) = O. Está bastanteclaro que JI es una biyección de A’ sobre
A’ ore transformael conjunto {s e A’ : 9(x) < 14 en {x E X : o(s) ~ 14, y JI

es ole claseC’. Usandoel tearemímade la función implícita comaen la demostración
dc 1.6. obtenemosque fflt es también de clase (Dl Por el teorema 1.2, existe

un difeoniarfisma u» : A’ —+ X \ {0} que es la identidad fuera de la hola (no
necesaruaníentearatatía) {x E A’ [ ~(x) < 1]’. Caniponiendaeste difeamorfismo

roití fi, ouhutenemnastítí olifeotnarflsmmtoi ole niase (D~ entre A’ .v A’ \ ‘(04 tal qote es la
inlemutiolatí futera oíd cauijomita { x E A’ 9(x) =14, y por tantatambiÑí fueraole tina
houla, eojtuvaientecentratía.crí O.

A hora juadeníastítilizar esteresultada liana probar nuestraconjetunadentro de

ha. tui cuí ciouuuatía clasedu=espa,cicus o] 0=Hanaclí

Teorema2.2 fui uit, o;spaciou o/o” Jlaítach ‘¿njinitoí—diniensionalA’ t’¿o;nc uno>. norma
IÓ’oiclíe 1 d’¿fo;í’eno;’ío¿ble (¡tu no;ceso¡ria¡a,cííteeg’niiialcntoQ, las siguientcs afirmanionc.s
soit eguzva,ícnte»:

1. A tic ¡te uitoi funo;’¿ón ¡tieso’la <le clase (DI

2. Existon uit, subconjunto dc A’ abierto conexoy acotadoLI y tinafunción acotadoí

y coí’nt’¿nua / : LI -——-> IR tal <¡nc / es de claseCu (LI), f E O en DLI y sin embarqo
olf( it) # O para tao/o 5 E LI; esto e», el teorenta de Rolle Jal/a en A’

“‘9. Existen uítoí función ao’atoí,olo¡ y de clase (<‘~ f : A’ -——-* IR y un .s’ubotonjuu’ttou
ti.bít’i’¿o CO?lOi’StQ ¡3 (¡COf tioló U do Y tale» qwt 1 E O cii A’ \ U y sin cnt/mr/o

oíl(s) # O fiera tao/o it E LI.

í)eio.oi»tranión. lIs ahuviaojtie (3) ini pura(2) se coinmipriuehiabánilunenteojue (2) iuíí ¡ultra
1). l>nolío’íííos Ojí.i<= <1) iuuujuhica. <3) Sea.9 o=l ftuííciatial líouníogéiíeauitilizaoltu cuí la

ojo’ ¡ti tust raniGui ole ha u roíju < usici¿mi 2. 1 . l>ar la ju najíasinit5n 2. 1 tui teneníasun oh ifeoumííar—

fisutítí op : Y A’ \ {04 de clase (‘~ , Sea9 :1K ‘—~ IR tina fuunnióuí jía.n de olase(½‘

tal tjiu<’ (9(0) xv 1, tJ’( 1) < tijuana.totoino t e (0, 1), yO( 1) xv O juamatoido 1 > 1. Defimiajutois
1 A’ ~ IR jutun /‘ xv t) o 9 ci y. Ptto=stt,ojuío=f es campousición de las fumíniotíes tic

chase(‘~ y : ..\ ——~ ,Y \ ‘<049: A’ \ 404 IR. y O, se sigue que 1 es dc claseO.
y f es ao;outaolajiourtjuuc así Ini es O. Atlo=titas,Lcoo=uíuos1(s) = O si Q(y(x)) =1. Simí
o=tohi;tngou.f¡( x) # O ¡u~aa. totbtí u’ tal guíe 9(y(s)) < 1. I/o efecto),

ff(~ [(o,’) xv O’(9(y(s)))dQ(op(x))(op’(s)(y))1 0

tanaalgó it u,’ E A’, jiturojite yt( it) es tui iscuumiounlisn’ua limícal, dQ(z) ~ O juana. t,ouohou
z E A’ \ ‘<04 y O’(9(op(s )) ) e O cu¡auuolnu ojttio=naojute 9(op(s)) e 1. Así, ttuiiia.míolou

LI xv { 5 E A’ : 9 (op( it)) e 1]’, ha ¡u ruteba.ole nítie. (1) iuuuíulica (3) estárotíclutida.

2.2 Un teorema de Rolle aproximado

A joesar ole q tic <‘1 teoncítía ole U alíe fabla cmi dimnensión imífinita, veremosq ute tina
uitenesamito’ versiótí apnaxiiuiaola ole este teareina sta,le en Latía espanio ole Batíaclí
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[‘oír ini teoreina ole Rolle apraxhnadoentenole.inaso~ue 51 una, finirían olifereitriable
ascila entre —¿ y ¿ en la esferaunidad, entoncesexiste umí pummíta cuí el iuítenior de

la bola tui idaol o=Ií el cmi al la difereíu<Ial ole la fuimí cio’uíi t icuí e it oír un a ¡mu0=¡1 oír <u igíi ah
qne¿. Con más gemíeralidad,prohiaremntus bu siguiemíte. SeaLI it ti aluicntnu roin exo> st

acatadoen tun espaciode l3anach X. Sea.1 : LI —~ IR contiuííía y ao:atad~t,(/átea,ux
difcro=ttnia.blecrí U. Scan Pi > O y 5a E LI tabes q ite olist (so,DLI) xv 11. Síu jía uígaíítos

ojute f(DLI) G [-—a,¿]. Eiítouícesexiste un s, c LI tal que ]df(í’ )¡] <</1?..

1>reseata,neunosdosjíruebasole esteresultado,ha primerade las otmuaíes es uruáslarga.
joero> t a,t¡ u fi ¡ cuí iii as u itt uit iva. Lous 1 entonesafmciníti a,dcus a, 1 a.s mlen tuistracio> toes 1 urevo’s y

o=ln’ga.ittt=sobo=bcrlatí sahtam’seitutas otuantaslíoja.s y t;tuuiti¡tuuan lt=yeutohoocii ha juágina 37.
l/tí bou <jito’ sigíuo=.1(xou. 1?) ohetítíta la lutula oto=rra.tla,ole <;etutm’ou u’

00 st naohiou It>, utíieuttt’a.s

quío’ 5’ (j~a. II) rejuresentasuí luarole. *

Teorema2.3 (Teorema de Rolle aproximado) SeanA’ vn espoío”toí oto’ Boí’uítíot/t,
,‘ II. ¿ > O Sea1 B(0, It’.) -—‘~ IR una funo;ióít o’ou’itíinua o,’ a.rata.o/o¡. su2 jiou’itqot.mas

O/Nt’ ¡ (>5 (16to’oíujt dije í’enc’¿oíbit; cii intf3 (0, II.) y g¡u f( 8< 0, II)) C [—— ¿ , +¿ ¡ . Lii 1.0)itees
<‘sus!c ‘uit ¡½C iníB( O. II) ial que ¡ olf(s. ) _ ¿ ¡JI..

1 ~aini n=a,nl 0=1a ji ni unera íurite lía de cstn=nesultatía es Latí si uit jibe rauita sigtuo=.Sit juouti gai ti oos
ojuie ch no>.suuhtaobotioi es ttio=rta.Entonces,juanaLnuobou ¡uíumítou síu o=uí0=!iittt=niomrtío. ha. liaba.

uooieiuias enrointrar uit otaumututa murta ojuíe sale olt=
5a y a bou largo> oho=h citA 1 o;u’o=o;o’ ¡tías

oit’ ¿/11. vo=tto=5su hongitiud. A otontiiitua<tioímt . ttiliza.ntolot el lenta. oho= ‘/ounuí . tulut,eito’uuioís
u mí taní tuití tj tic ctutuiiettza o=mí O y alcanzaha. esfo=ra.,a hoí hang<u <lo! ttti;t.l / ono’oto’ uuts

tío’ ¿ ¡II stecessu latígi tito] (y liar t auutoí itt ás oí tue ¿ ) . 1 )e iii ami 0=ra a.uo 1.1tuga. 0=it coimít rauti ous
o utro> <tauuiiutou oj uo=routnienza cmi O y alcamíza taiuuhuíétt la t=slt=ra.,a, bco laigo> oid ottut.l la

buí ¡ío;ióuí /‘ oieotiece uitás ojuo=¿ . Así alutcno=uíuousobtus
1uuiotous o=ííha. esburacii bus cuu;do=sha.

‘tu íío;iu’oíí 1 tonta,valonesciova, difetenotia,exno’,do’ ‘2¿ . Y o=st.oucottmt,raoiico’ <‘1 boetiuto tic ojíto’=
j’ tusnila cntre — ¿ y ¿ sabine la. esfera.

1/it o=st,aJuriutuo=raoleuritustrao;íón ¡iccesítanenitusel sígutíetíte rt’siilt,;t <luí tío’ l’o’oonia. tít’

ha Meohitia, o;iuya junuiehía, juiteohe ouhuteuuem’sco;ouuííluiuuauíohou6.3.10 st ID. II oIt’ [17].

Tearema 2.4 .S’e’o¡,A’ un cspntcia dc Baíoac/í u,’ ‘so a. 1” : oí. 1>] ———<‘ .Y uu tu. ¡‘tít <o’ ‘¿¿it

o”omn/’¿íííío¡, Cotí Opio;:
-o’

1’’ o;.s’ dije no; ltcia/i/c en todos las punítos oit’ [ot ti] o’xo:o’ptoí o¡ííísa.s ¡tito! o:oíu¡/’¿do¡,oí —

<‘Ofita blo’, a lo> .s’míiíío: y

2. 1’” os’ iíuío’grotblc Boun/tíuo1’. —

9,<
Iúuoioiitoo’.s’ 1(1) xv t’(oí) + f E’(s)o/s para o’ao/ct 1. e [oí.fi].

( aiuiemuzautiosya. la. junuieba oíd teoteuuíaole Rol ju=aprouxiíuta.tb<u. So¡jmouiiga.uuítus ojuío’
s )]] > ¿/1? juana Lnuola u’ E imut 11(0, P.),y oubteitohto=nttoistutía. ottuutt,raobit;.io’tui

Si ¡dj(O)¡[ > ¿¡U., existe A.0 E
5x tal que o/f(Ofttte) > ¿/1?. (outuuou / os (kiteauíx

oíl lt’rt’iuotia.lulu= cuí O. o=xisto=tu ú’ (0. II.) tal <jite

¡ j(t/ta) — 1(0) — df(0)(tita) ¿ xv df(0)(/u.a)

II
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~uara~todo / E (0, taj]. “Voznando¿ xv ¿~ obto=utcmos

es decir, en cl segunenta [0, ya], oltutí ole ya xv ta/ía, j crece uuiás opte ¿ ¡U veotes ha

houtigituioh <leí seguícuto.
i)efina,nuasSi nonio ci counjtítíta tic tadoisaojuícllas caminosci : [O,t0] 13<0, 11,)

<jite satisfacenla,s siguientesmm tliriouies:

1) 00 0=5couuítío tu o, y 0=5oh i feremíciame en to> olas las jítun tos ole [0, t,,] cxco=]uLo> tj tui Z a.5
tuna catutini aol no> tít ah le o]0=otIlas

(u ) <‘o(O) xv ‘yO, y ¡[ru’’ (1) xv 1 jíana Lomb 1 E [0, t,~] oíanole a es olifenennialule, es oh crin,
00 st iaj a, a. bou largo’ ole síu traza routí vehoínioh aol coitostante

(iii) o-Y es i¡itegnahilu=Hnunluuío=n;st

(iv) f(oo(t, o)) ‘= t,j/.J? + f( ya). o=stoues,a bou larga ole] ranuintí ox, la. futuínio’uut / cre<tt=

nua.s<jite ¿¡1?vecesla. boumugittíoh ole ci.

Ahtoui’a <lefíuiaíuinus oh síguío’itto’ ouu’oheuí o=íí5?

ox < ¡3 si y sólo si l,~ ~ 1/3 y cu(t) xv ¡3(t) liana. tooloí t c [0, tj,

obo= ¡ttauít=ra<jtue (5?, E) es ti mu ototujtutítnu íua.rr.iabuuuo=muteouttleua,oiou.
j’t’ur oio=otirboubigu=u’a,uiiente,Si n:ouitsisto=cuí tojohois los otatitititís otamutinuuoísy oh bo=no=uit;iaiuio’s

o=íí13(0, 1?) ojíío=t=titjuiezamí cii you y a. lo> largo) oio=bus ototahes 1 creote umiás ojíío=¿¡It’ v<’<’es

su louíígituuoh. Nu5to=sn=o~tuo’ lnuuugituío] (o-u’) xv 1<, ~ua.u’atooobnu ci e- Sl. Lois t:atitmttas ole o’st.a it

oíroho’¡ua,obousjuan ha. iuiciitsiómi oit’ síus trazas. Es nlarcí ojute 5? # 0.
1> ncohuo=uuuousaltoira, <jite touolou síu hut’auijutttní t<ut,aítuientcanolcuianla (o’a.tl<=tia.)tío ( ~. úD

tieuuo= ¡mía, <t<uta, siujuu’nitun. Sea.‘<ox, 44vj J O íuuía, otatíenacuí (.0, si)~ ~yoiefiuua,uitos

y xv soí4f.,. 3 c /4’

jarauuueutt.t’ se Licite i’ < ‘tx~ juotrtjtio= ~f tus a.o;oul,aoha,cii 13(0, It’). l/bijauuitus (3.,,) ci? I

taj tiuto’ í,~ es tutía, sito siauí otrenieuíto=y o;outivt=rgettto=an . Su’nÁ u;amívo’míiemíteoleiiuut.au’
0<,, xv (0~~ sieinjumo= opto tutu Ii xya. auiiluigiieolaoi . Dcfiuiattuos a;,, xv ~ (/,,, ) pata otatia

n e- N.
Votautitus ojí¡o= ‘<‘u’,, } os uu¡t:o sttoto=sío,¡iobt=( atunhiv. Ittí ele<tto. o’auííuu tu ~oo> «, E

{ oo¡},~í y fo-,, E í,,,0< so tío íío=títut=o-» si ox,~~u>, ole inotolo> ojute ~ xv o-u’~~ o=íí[0. t,,,,]

Y j)tO’ t4’t¡tt.ol

,t+e u’>]] xv Ictsttp(/.00±0,) — ¿.t,,Q>,> )I]

—— ]ou,±~,(~ ) “—‘ <‘¼t+l)( t>~, )¡¡ xv 0~;jj’’~t’ oo,±
1(s)o/.sI]

¡ ‘‘“-tu’

II <x,0±~(.s)I]d»xv ~ —‘ ~
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la cual proclía ni tic (x~ ) es it u a surestanole ( a.ui cliv. juounqoc lo es (t~,,). Nóto=seojut e

aqtui ¡uo=ruíastusanhach to=oíno=una,2.4.
Son, y xv litn~ s,~ ci 13(0,1?). Defiitaumuasci : [0. u’] 13(0, II) jutur o-u.(/.) xv oo,0,(t ) si

e- [0, t,,~] juana algútí u., y ci(t) xv y si t xv ‘r. Es bÁ.u;il ccumuíjinoohuartluue esta,nhefiuíiotiótt
no ni epeutnlo=ole la. el o=nni¿o ole ha sucesióu ( t<~ ) . Aolo’.uíí ás. o-o 0=5tá iii Cii olo=fi tui ohtu ju ou noj it 0=

xv oe-~ cuí [0, t,~,.,] si un > u.
Fon síu olo=fimíiu;iu3íuo’s ouhuvioí que ci es o:ou¡ítiuííuou cii [O.‘í’); vo=atuitusopio’ ni u’s ta,umthuieui 9,

nontiutuoi o=mí ‘r. So=a(/‘k ) c [0, u’) tal ojute it r. l>ara, caoba. A. E N jucuoleninus o=legin

itt E N tal que r > >
tt y (>2k) ,/ ox>. Entoinres

9,jóttk o-4~ (s)o/s¡] —1— ]¡s,,~ — y]]

< jfo~t ¡ci~ (»)¡]d» + ]]x~,,., — y]]

op —

- 9,
— íp¡ + ]¡s,~

0 — y]¡,

‘7’obo= uuitítio> tjue hiuutp o-4 tk ) xv y.
Es fáttil t:oumijurculiar opte ci es diferenotiabiecuí toinbtus bis uiuiit.<uS ole [0. ‘r] o=xoto=jutoí

q iii z ás e ti tu ti a cao ti <latí crun L atule de chías, y tj tu e no’ es integraloleilo<thttuo=n,oou¡í ¡]o~’¡] xv

Aticiutás, aJO)xv ya. y ,f(eí:(r)) =rs/Pi. + f(ya), ya ojoto’

f(oí(r)) xv ~(y) = .1 (~> ~ •xv huí f(s~)

xv ini f(otcjt,,,,)) =hiuuí [t.,>¿/Jí> + I(ya)1

xv r¿/fl’+1(yo).

h>our o’ou¡isigtuie¡ito=.o’~ E Si. Fon nítra parto=.es ituuuietliat.<u ojíto’ a Y’ o.í’¡ ju:t.r;t. touohou / o’ ¡
tic uiía.nto=raoluie o-u’ <=5ti mía roita stíjuenianjuanala o’aoio=uua.‘<oe- 4 iii (Si, si.).

h.Qiuttuitoto=s,jíouu’ o’! ho=utua,ole Zointí, juoíoleuuíousn’nuti<tbuiir <jito’ u.’xist e iii eie¡uíeuít.ou utiaxiuoa.l
.3 en (Si. si). —‘

l>cuutgatíuos xv ~3(t~~). Dehie ser z E .5(0, 11.).
1/uí efecto>, si .: ostt.ustuí’i’a cii

¡uit 11(0. II), o:ouuíí<í /‘ “‘s (/ñ.t,o’auuuo oiifeneíínia,huie cii tít //(0, It’,) st ¡]oIf( z )[] > ¿/11,. o’xis-
tinía¡í tít A. e Sy y muí ¿ > O tales opte [(o + t/u ) -> f( o) 4- ~u$ 0 ¡(0/00) + ~¡(/a ‘4- <u».
ole uííouohou ojuuu, tbo’fittio’íoolcu y : [0j~~ + oS] ~‘ 11(0 /1) litor

4/) xv ~‘ /3(1) si/ E [0 ¼
{ z+(í -—t

05)Iu w / & ]¡,>.t»-# t¡.

1,o=itoiu’íauuitisojíto’ ‘y’ E Si y ‘y > /3, jícro —y ~ 3 la o ti oh o’tuuit.na<bio’o=la ¡tta,xiiutahitha.ol tío’ ¡3.
I’our Lauto>. /3 E Si tune yo> can z ci 5(0,11) lo> ujuuo uit ubiu’a OjtiO=

houutgitu¡oh(/i) xv y xv ¡ ¡/3’(s~)¡[oJs > [¡7 13’(.s)oí.s]¡ xv ¡[/3(t¡3) -—‘ /3(0)]]

ya]] =obist(y0,5(0, J?.)) xv Jo’. — ¡]yíu]] xv. ¡u’. ‘— tío



2.2. UN TEOREMA DE ROLLE APROXIMADO 35

y emítancestenemos1(z) =1(ya) + *tíí =j(ya) + ft(R. — ~a)~es decir,

j(z) =1(ya) + ~( It>’— ¿a). (2)

( litio lii it ~í’tuo] oí (1) y (2) ah tenemuutus

1(z) > f(0) + ¿. (3)

1 J0 razoinamícuíLa siunib ar salíre el canjtu it to Si’ olo=taoloís has naln O os ci : [O, t>]

13 ((1, U.) ti tic satisfaceuí

(i) ci es coin tintía, y es oliferetíciable cmi todas los íuumítous ole [O,t.>] exreptouqítuza.
tutía canti ti aol ccuntable de ellos;

(u) ni(O) xv 0, y ¡]oV(/)¡] xv 1 ~ua.na~Lada t e [o, t>] ohoinole ci o=stlifert=rtttiahulc~

(iii) V
t o’.s ititegralule Bouc.h¡íer; y

(iv) .f(ci(h
0 )) =—t~a/1? + 1(0) (i.e.. a la bargoí ole! cauííiuíoí no, la fuumiotióuí ¡ ohettnt=no=

uíías opte ¿¡It’ steo;o’s la icutígittutí <bou no),

eojiuíjiaolcu ntouui ha rehaotiómí ole antlt’to

ci < f~ si y sólo> si t,~ < 1/3 st os xv /~ en [0,

<lenitiestra,opte existo=Y e 5(0, It>.) tal ojuto’

1(s) SD —¿ 4 j(O). (‘1)

hl mí alíuuo=mite, n.aun lii o ami tío> (3) y (4), tui> temíciii tus

j(z) — [(E) > 2¿. rou¡í ¿.2’ ~ .5(0, /t’’>,

loo cual ntouíítta.olice eh luo’o;luou ole ojute 1 ( 8(0. It>,)) ~‘ [ . ;; ,5’ ]. hQstou <‘outto’líuvt’ ha oln=uuinustna~
otio’out oIt’ ‘2.3.

Si cxa.nuimua.tuuousla, junuiehía. nIel resuuit,atlouanteritin, es <tiara <jito’ t>j ittistiiti miietouohou
sirvo’ para jintulua.u’ lo> sigttio=mtte

Teorema 2.5 S’eoíU uit tibien-> noitcxoí y a.o:otadoí cii vii cspo-ícuioí o/o: /bo-tííaot/u A’ . S’eo¡

1 : LI —> IR unía funnioiit couíiiiítía y aro-i/o-ida. Go-iteaux dijeronotioíblo’ en íd .S’o,’aut

It>. > O y cuí ci íd la/es opte dist(
5a,DLI) xv It>,. S’upouuuo,¡aiotous<¡no’ [(DLI) (1 [—¿ ,

Euttouocotsexiste uit s~ ci LI tal oíuíe ¡]df(s¿]¡ ti a/It’

A t’.t>uititíuuaotiaui tiareutitus utia. oheuuuoustraníaiiuíia,s <tarta., autuiní 10= ohtuiza. íno=iiousu uittí u—

ti va, oíd teareuíía ole halle ajírax i tít aoloí, luasatía cmi o=h ji rut cijuia \‘anian.ítutía] tI 0=1/ <ehatíoh.
La, vensiót que necesitareuntus ti o= estejurio ripio vanianiotíal es la. siguu cuí te.
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r

Teorema 2.6 (Principio variacional de Ekeland) SeaA’ un espaciode Jianae/t
// sea ¡ : X ———~ [— ‘x> 3 uuíoí jut itrio mi ,seit’íico’í’mt inun iztjcu’¿oirrtteit (e u,’ propíoí o/lic esíoí
a,o’:o-ílado-í ‘¿nfcr’¿orme’nto-:. A’eau’t ¿ > O y :ra ci X tales<¡‘no.’ ¡(st’>) ci iii b { ¡(it ) : it E A 4 +a.

Enlomnccspara cualquier >0 noít O < >0 < 1 existeun Iíuí’íib—u z G I)ouu’í(f ) ial <¡no;:

9,’

(i) >0I1~ — sa]¡ ~ ¡(so) — 1(s)
(u) ¡¡z —‘ xaiI < a/A

(iii) >0¡¡s — z¡] + [(it) > j(:) siempre<¡tic’ it

1’ana tuia oleunostraciótí ole O=st0=restul Latío>, véaso=o=i1 euíua. 3.13 o’mu [583,a u ieuí [.4II.
1)etitucinenuasn=lteonn=unaolo=Roullo=ají raxiutuatío> ole 1 tus o] tus io=uttassigtii0=0Les. tj ti 0=cmi

si oíuusuuíoussou¡í nesuult,a.t]oisiii tci’esa,tttes.

Lema 2.7 S’eaít <Y ¡tít cspanioí de iJoíiooío:lo y LI uit abierto oíotoítot.oíoí y coiíuo;xou en A’
Sea f : U —‘ IR u noi juu’to;io-iít tan(‘¿mata. t,’ a cototo/a bu <¡uit;:

i.f C5 Coiteouux dijero’noiablo’ nt LI —

9,
2. i¡í.b 1(U) ci rif ¡(DLI) o bien síu jo [(LI) > sitj> ¡(Dii).

Líotoitotes, para loo-/o o o > O o’xi.s’t c it ci LI lo, í o-jito-’ ¡ [df ( it ) [1< o-~.

I)emasií’ación. I>ooleutuoísstu fianen oj ti 0=Iii b f (U) ci i o f’ [(DLI). 1/1ij a¡tu tus it tu E LI t.al o;tue

¡(so) ci iii f ¡(DLI) y sean tu’, A tales oj tic O ci o-o ci iii b ¡(DLI) -— [(ita) y O ci A < oo/Jt’,
oloumuolo=JI xv sitíí{]Isou — it ]¡ : it ci U} —1- 1. Dci íuriríotiíuiou stania.ttioumtah tic Eko=lauioiso’ sigíte

ojuít=o=xísto’.sí ci LI tal <uit’
9,

[(‘‘‘u) <‘ j(.r)+ A¡]s ‘— .nu]¡ (1) 9,
-5

juana touolou it 1=.’u’t. 1/it ua.rtio’uíha,r

[(sí) ci[(itío) Ai].u’<o —— ‘‘u]] ci [(itio) + A/u’ ‘¿¡uf f(¿)LI)
‘7’

y jotun tantnu st E U. [‘oir totra juanto’, la. olesigíua.btlaol ( 1 ) ¡¡tu pliojí tille juana. t’aobou A. otoutí —‘

xv 1, a.

[(sí 4 lii) — [(fu> a.
<¡¡(>tt )( Ii) xv huí - _

/--tul / 9,
bou otuia,l ¡untuehía. tjttt= j] o!f( it ¡ )]¡ < A ci o-u. a’

-o

Lema 2.8 .S’can A’ u tu c.s’pao;’¿oi ole IJaítoíclí y LI u’o 0 01 bici’! ou oto-o(o-u o/a y co-itteso o-ii X .
S’eo-i / : LI —± E urna jutí tojo-ti o o-tu t inííot y anotao/a fol o¡Oto;:

9,’
¡ . ¡‘ o-;» (,á(co-uní.; o-lijo ‘í’o’’r ocio-ib/e e no U

9,
2. ¡(U) C [a. b], o/o-uno/e a. ci b. —

Lío (reines, potra. too/oís so ci LI y 11. > O talos’ quío i uit’ /I( 5a, It’) C 14, existe it u ci

uuut.B(x~>, It’) (oíl que ¡]dj(x¡ )¡] ci (b — 0</QN. —.
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I)cinost.r’acioiio. h’nuolentassuijunírter títie [a, (u] = [—a,a]. Cansiohcnarem’utosdas casos.

Casa1: ¡(su>) ~ 0. huíuedn.suíuoncnseque ¡(so) < O (el caso¡(so) > Oesamuáioga).

iDiel ji nitíci jui o van aninunal tic 1/kelaííol se sigue o1tte existe 2: u ci U tal títí e

~ [fu ‘u’ 1] < < U., ~

2. ¡(u’1) < ¡(tu’) + f?I]~ — ‘su [1juana. touola it

Do’ Ch) tubto=uieuutnísojite itt ci U, y (2) iumuplica o{oie, para tadoí /t comí ¡/o]¡ =

df(su )(h) xv ini Luí + thj> — ¡(it1) > —a/Pi,

bou cuial prttehuaOjitt> ¡[o-lIC st )]I S a/Ji.

‘aso> Ib: ¡(tota) ~‘- O. A locura, uatle¡uicos stujuouuter ¡]dj(sa)¡¡ > a//t’, ¡uuestou tjtin= cmi
<utro> <tasto hialurfatutois uo=ntuttnatla,Si [o-ff<tít)]! > a/It>., existe Ii. roin ¡¡h¡¡ xv 1 taJ quuo=

oíj( ca) (It) < / It> y poir tau¡tnuexiste t > O ta.i qíue j(
5a + hIu.)/t’ < —a¡ U.,. A

1ulicartoiou
o=h juni ¡ini 1ui tu van anioímía,] oio=FDkela¡ ini tít ra. vez, nílí temío=unos qíue existe ~í ci LI tal o~uuo=:

— (síu + liIt.)[] sD ~ ‘o-4-~~ 4-o- xv /t’—/iy
¿ Ji ¿1’?

I)o= ( 1) se sigo=unto’ [itt ‘— itOt¡] íD [tít u — ( >tou + t’/o)j¡ + t’ < It’, ole tal utítítbtí ojíuu=
x~ E iotf/(sa, /?,) CH. y (2) ini julira. a. su sto=zo¡íío= [df (su)]I ~ ¿/11..

A linuna la v<=rsióiigu=.uíena,htío’! tetmreutia tío’ ltnulit=ajuu’oxiu’uuaolou 50=oheoltíc.c iii uiicohíat,a—
uuio=iuteu’o¡íuo.u utountst=t;mieut<tía.olo=luís lo=uuías2.7 st VS.

Teorema 2.9 (Teorema de Rolle aproximado) Acato <Y un e.spao’ia do’ Banao-’/t
y LI tui o o-ib ‘¿o’ ¡‘lo-u no-oto-ido, y co-it <cita o-’ ti. A’. 5’ eoí ¡ : LI —+ IR tino-u juiootioío oto-ni /t inna y
oto-o,fo-u o/o-u., Supotito/o-u íroos o-pote ./ o ‘.s (Pi! no-u ¡nr o-lije ¡‘o-: íoot’¿o-í (u/e cío LI y que ¡(DLI) C [a, (u] , oto-uit

<u. (u. ¡Vto,! <‘u oc» ;íoíra loo-bis It> O y •“íí i
t 14 lo-o/es <¡tic o-lis’,’ ( tu’a, DLI) xv It’. o-siMo’ oíít

it~ ci 14 tal <¡tío

21?

/\ ííto’s tío’ o’enrut.r o=steotapíttultí 0=0it iiotiareuoious oltus resíulta,obosqute. son otouutseotoueiittuas
oh íu’u’ott’as tío’] un ti u;i;ííou st;’uu’iiu,nuaoa.l de J’Dko’i ‘utuol st opio’ ta,nuluiéít íuiueobo=ntuhitcmto=u’so’oto-unu>

t’ounouhit,i’iti,s i ti iutt=ohiat.ousole! to=a¡’euiua,oit’ itoillo ajuuuuxí¡ííaolo.

Corolario 2.10 Seo-u ¿/ ¡tío sulío’.to-í’ru¡uít/a a/no-u la ao-;o-ítado y r’Ott~tito-i dr ‘tito o-’.s’pacio o/o-
I/o-uit o-un/jA’ ., S’o-:oo ¡ : LI : IR u iíoo fuíioo;’¿oiit o o-no It ííuo-u. acolan/a., y Cdho-uux dijo-rencioí blo’
o’ iu LIS’ ¡upo-ii <<¡o-tuú.o-í» o-pío ¡ es coitos/o-oIt/o’ o-it o)LI 1 o,touiuces,

u’ )]¡ = O.
:ttaí’i
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*

Corolario 2.11 SeanA’ un espaciode Banaclt yf A’ ——* IR una juínní¿no’oí’u,¡i¡oua

(/á,eo-íuíx <lijerenciable y acolada eu’u A’ . Entou’uce.s’, —‘

nf ¡¡¡‘(s)¡¡ xv o.
xEX

Demostración. Sea. Al > ¡¡f[¡~,. Touuna,nda (u xv —a xv A.] > O y LI xv /3(0, tu.)

juana caoba ‘it, ci N en cl teorema2.3, oíbteneuuuousnuta síucesuato s~ ci /1(0. it.) ta.h ojuu o’
< Al/ro juara. Latín) ‘u, ci N, Ir> níua.i iníjílica opto’ iíuf~y ¡[¡‘(it )¡] xv 0.



Capítulo 3

Un poco de cálculo
subdiferencial

3.1 Preliminares

Definición 3.1 Seatí A’ utí es¡uaniade Banach, 1) C X tío abierto>, 1 : 1)
IR U { cxi 4, ‘so E 19(1) xv {x ci D : [(it) < ¿‘o4. ¡Vi ccuuíjíuotou l”rénhet suuhuolifo=ro=uíotialole
¡ t=ut tttí~ se olefitie lío-ii.

J) j(.i,0) xv {yí ci .K~ ] jiutí tít [(so>+ A.) — [(tu’a) — <;í. ~

>

__________________________________________‘> 04.

y eh otoumíjtuuutou Fréchetstu perolifercmi ci al ole 1 cuí it0 ji cu

fl~f(í’a) — ‘<jitE A ] huí sitj> j(tu’a + It) —f(’s<>) —(pl,>
o [/4]

La. l’uuuír.ióuí 1 se ohir.e ojute es l”nétthiet su hut!ifenctíotia,hile cii tít0 o’iua.uttl<o I)—f( tito>) # 0, y
1 es l”rétthet, sui1un=i’oliferennia,hileen no> ,sio’uíí une ojuto’ /)±¡(ito0 ) # 0. U ita btuttotio’uuu ¡ se
oliuto’ oj tic es 1r$nhio=tsiuhitLifcneuícialule ( resju. stujienthibet’o’utt’iahubo’) cii tilo Ott>it~ uumíl,ou LI si

f es Frot=o’lío.1.suulíohibero’,íotia,iubo’ (no”sju. smtpo=ntlibn=no’umotia.iuIt’)cuí <‘atia liii ¡ot.oí tít tic LI.

Es claro>o~tuí~ tímía butuiciómí 1 es Fnéchel, síu lid i bereoci alije en tu’0 si st sólo> si — 1 es inóchet
síujucrnliferemic.ia.luhecii tutu>, y, o=íío=stecaso>. /)±(—1)( toí ) xv —- f.) [(ttt<> ).

Ol)servación 3.2 [¡¡<a¡unción ¡ es Ptm¿c/tetn/ijeí’o’íucío-ubío’ o-it tot<0 si y sol/ni ‘si ~[os’ o-u~
lot umo ‘2 h’u.oto/t,c /s u,bolife’í’e u uo;io-í (u/e y supoti’olij’o’ te íucio-u (u/e e ¡o. ito>. tít o-sto-’ o-’o-tsoí, 4 o-/I (itot) 4 xv

l) ¡(so) xv ID>
4-1(sa).

Do;uttoí,s’tí’ozo-iouu. Es clara qtíe toitia. buumí <tióuí o~ ute sea Fronhiet oí i benu=utu’ia,hubo’ cii it it liii uutou

‘s<o 0=5a. ha, vez Frénhet su>b olife netíci ahíe y stu ji enoli bero=muci ahíe o o it
00

itccíju noinau¡u o’mu te, vo’a,nuos tí tic si 1)— [(ita) # O # L) + ~f( ttou ) o’o Lo> ¡uno’s la bou it cióu¡ ¡
es l”roSo’luo~t ojifo’u’euíniahuh<’ n’uí no>, y { o1f( tu’í>) 4 xv J)’ [(tu’oj) xv f)+ fi ‘u’<0). un o’bo=ottou.so=a.

39
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p E JYI(sa), q ci D4-í(sa), entonceste.iteínos

himinf ¡(so + A.) —¡(‘so) — <~-> A.> >
tv—di ¡[bu.]]

y

¡(‘so + /o) — ¡(‘so) “ <o/./t

>

liui sují —‘— <0,

o’
0=5oho=otio,

ini ini’ <(‘sQl ¡u,) + .f(tu’a) t <<¡, 1~ > ~,

[¡It.]
y síu tui autobo>o=sta.stiesigíialolaoics,

1k — ¡ib xv huí mb <<¡ —— ¡i~ it

>

-- o,It. ¡ ]

xv bi;uuinf 1(tu’ou + It.) — f(tu’a) — (bi~ ¡ 1 It) 1 [(x.<~)4’ (q, A.> o’..

> ini mf ¡(‘so + fi) — ¡(ita)—’ Kv. tu

>

__ ]¡A.b -o

+ liutí nf —‘¡(so ‘4’ /t,) + [(su) + (q~ ¡u> > ~ o xv O,

o,

st jutur tauittí ¡]q — ‘p¡] xv’ o. De atjuuí ojute q xv ¡u. st

O < hm iuíb ~ + 1< — ¡(it
0) .. (p. (u>

/.—‘01

< lirmí sitj> ¡(soo 1— lo) —— [(sto) —. <ti, /t.

>

tío’ ¡ti a uit=r;u.<pío’ 9,’
9,’

uní ¡(tro It) 1< it>) LL~ xv ()
¡[¡u

7’?
st ¡ es j”’ro”othio=t nliferemuo:ia,ble., cotí df(.u’ou) xv p xv o-,’. i’Dst.o’ argot¡íuo=uítuut.attihuitht juntuelta —

ojite {df(tuta)4 xv IDh [(tu’a) xv I)
4-f(tuto).

1 )o’huo’ tuhuso’nvarse ojite ha sulmnlifo=u’etír.ial íírn=sn’mítaoia oto la t]o=Íiti io’io’umi juu’o=tto=oit’uite
getiena,hiz,aha, síu luoliferenotial nbo=l autÁ,hisis o’ouítstexoi o’IÁsiotou. R.ettmuértboso=oj tío-= si /‘ o=s

o ita bit tto’it’uut otouutsto=x~u,,la stihithibo=ro’tut’iahobásiota oit’ /‘ oto tito jutumílo> o so’ oio’iiuío’ jutun
Dj(s) u..— {p E A’’ ] <p,y — tu’> ti J’(y) — ¡(it> Vi,’ E >01.

Observación 3.3 Sea 1) lito o-? bieoto-u cott.u~o-’t¡to e it uit espoírio-u o-le Ro-itto-itt/u A f¡ seo-u

1 : 1) C A’ ‘—~ IR u { ~ 4 una ju¡oo-tión o;o-íu o.et:oí. iulu¿tontees. D [(it ) ‘xv 1)— ~f( :t: ) paroí

mío-bu it ci 1)
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De,nastm’omniniíu.Es obvio iuar La olefi nicióuo qute df(s) C D— 1(s). Veatuitusqmuetaití huioSui

se tiene D ¡(s) § Dl(s). Seay E D ¡Ó)~ Sea y ci A’, y definaitías A. xv y — it;

1utuoleuiiois Síu ~ y ~ it. Para,cao] a t ci (0, 1), catita ¡ es cotuistexa,tetíemnos

¡(it + lA.) — ¡(it) < í(’s±/r) — j’(s).

Buí o=fo’ctoí,[(tu’ + ¡it.) xv [(«it + it.) + (1 — t)s) ~ ¿¡(tu’ + /o.) + (1 — t)f(tot),y jutur tatuto>
¡(it +‘ lío) — [(tu’) < t (¡(it + it.) — ¡(tu’)) . Fottunces.

.f(’s + it) — ¡(5) — <y, o½,> 1(’s + tít.) — ¡(it) — <y, tít

>

¿¡[/t.]]

juana. toitio t C (0, 1). st así

¡(it + It.) — ¡(it) — <p, ~>> ~ ~ f(tu’ + tío.) — f(s)—<p, tít

>

=iim’uní’ ¡(it + uó~) f(tr) — <y. ‘u>> > ~

íuounojíuo’ ¡u E 1)”- ¡(it). Poin ta,uitou. O < f(tut + A.) — ¡(tu’) —‘ <y, lo.>, estouo’s.

¡(y) — .f(’s) =<y, y — it>.

o <‘sto> r’s vabiobo> liana. r.iualtituío=no,’ oieluo=untusotnuuiotbuiiu’ tjiit= ‘ji E DI( it).

Es sahuinbo(ver juan ejeunjího>[58]) ojote touoha. fíuíínió¡í rauívo=xa~ cantiuuuta~f: 1) - IR

satisbao’e ¿fl( tu’ ) # O ji ana tao-lo> .u’ ci i> . 1 ‘tun Latí to>, olo=la. tubSo=nsta,otióuu jiro=oto=olento=st’

siguuo’ ojuto’ touol a buí tic it’> ti cotívex a. st coito l.i mí ua. es Irór tiet síuLi ohifereuínialilo’ cuí tou<bu stu
o-botutoiii it u.

Definición 3.4 So=atíA tío n=shuat’iouole Hautat’ht, 1) ci Y iii aluio’rt,ou, 1’ : 1)

IR u ‘< oc 4, tu’0~ ci /)(‘f) xv ‘< tu E 1) : u’) ‘xj , Eh utinjututtí (AA.t,eattx Su iutbibo=t’o=utotiaitío’
¡ t=tt tutou 50=oiefi íuo=

/)71(so) xv <y C U ] k//u E ‘SS’ huí i¡tb f(.’noí + /./o.) — ,f(’sa) —«jí. it

>

o—e ]í] 04,

y eh otou¡;tuutt<u (ti.to=a,iuxsíu peroii’fcro’ioo’ial oIt’ 1 t=¡i tu?’1> juan

tija) xv ‘<y ~ <x’ ¡ vit. ci .s’x’ liuiusují ¡(so.> + tít,) — ¡(tu’,0) — /‘Q>. A.> <

La buiiiotio’uiu ¡so=olioto=ojtío=o=sCáteatuzsu Lu<libt=r<=uuttiabheen u’ou sio=uoííureopte L>7f(soo ) # 0,
y/es Cátea,uux sitj,o=rolifercuíci ah he cuí tu’0> cuí ami o-btu Li + ¡(so ) # 0. iDI tía. btumínióo / se

e;
o] i no’ o tu e o’s (454o=aíux síu 1> oh fo=nen<tial>he (resji. síuji cro-li fenetu u;i al> lo’) cuí tu ¡ t o;oumuj tutu tou LI

sicun u te qiu o’ sea. ( 54eaiuxstu u o-bifereíini al>lo’ (íesji. sti ji crol ife reu oti ahíe) etu cao] a juu tui Lot
tut oit’ 14.
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Camno antes, es fáciJ ver que 1 es (Ááteaux subdifereuíniabiest (Aát.eaux su~uen—

diferenciable en ‘so si y sólo si f es Gáteauxdiferenniable cii ~a, y cmi est,e caso,
D¿j(sa) = DSI(za) {dc;f(sa)}. Néteseque Dj(’s) C DEI(S), es decir, La--

ola funciómí lYnóchet síubol ifenenniablees tanubión O átea.íux síubd iferetíoti alije. Poir otra
juarte, ha nobservanión3.3 es tamnluioSn váliola Juana. rumíninínes Cáteatix oí i lenconial>]es.
l>au’ cansigniciute,si ¡ es unafunción catuvexaentoncesDf(s) xv D¿j’(tut ) xv 1)—

st estoisranj’uotos sari uía vacuossueruupre<{it~ .1 sea. otoutitínti a.
Ahora estudiau’eunoslas propiedadesliásicasole las funcionessubdii’e.ro=uto;ia,blesy *

suuperdifenenniables.liana ení’jíczan, coitoa tutía juticole o’sjuet’a.r, touula. fíu ¡o <tiótí l”roiotho=t,
subdifereoniable es seuoíiroumítinuuain feniturmeuute.

o”

Proposición 3.5 Sea1 : 1) C A’ ——> RU 4 oc’ 4 míííoí ¡nruniózt [uoio’iuetsoubo/ifercnniablo;
en ~<í . Jíh’obo-unces1 es seru’ticontinuzo-í ‘¿nferiorrrueziie (s.e. i.) rut 5a A zt.oííoin,oounu.cnte,.si

1 os Trec/uet,supei’díjcreuuc’¿a(ulecíO ~oí enbníu’tces .1 es senuio’ou’ou,It.íiííoí .s’’oupoí’t.oiríttett.I.o’
(se.».) en 5a

*

Do’u’o.oostu’níotión. Sea,a > ~ 1> íuestouopte o’

o”’

huí iuíf ¡(ita + lo.) — j(sa) — <p, it

>

lf -+<u

o’xistt’ ¿ Y’ O ta,] quto> si O s¿ ]¡/o.]¡ <‘ ¿ cuitamiotes o”

9,

¡(‘so + /~) — ¡(ita) —‘ <~‘ 1» ~g’ —.

II/ti] o,’.

o,
ole níanenaqute —,

¡(tota <u) D> 1(’soo) —1— <p. lo> ‘ ¿hio¡]

sicutíjuro’ 0] tíO’ O ~ [1>.]]~ 5, y jutur Lauto> o”’

4”

liu’uu bit ¡(it) xv liuuiuíb ¡(itt r it) o’.

> Iiun iííb [¡(tito) 4 <p, It.> ‘‘‘[lo.]]] xv f(so~), o”’
o-—a o”’

es ohec.i n, 1 ini Iitf,,
4.,.0 1(s) =¡(‘sO), la ruta] siguuifica opte 1 es sri. t=ít u’{o.

-5

¡Dii geuteral, it mía fui ncio’umi stulutiibo=u’enniablo’tío> os uut=tto=sii.Fia.ttio=tttt=o’ouuutiuu tía. b’our
o’jo=íííjubo, ja botíotióut ¡ : il~ ——e IR o]t’ti tutía. uoi o,

o,,.
{ o si ~a [o íj

¡(5) xv o,
tui out it> o ~t,stu

o’,

es birócho=tsutu diferemuniable cii toí o-bou ji muntoi tío IR ‘~ si ti o=ííí huangní ~f mu nu 0=5itt) it ti o tu a iii

o ~ t=tt 1 . o”

A ti tina, veamosqtic la suu una tic olois buuíci curíes suuhíoh beneit <tia.libes es L autítui o$ti st¡ bol i -

fe ro=u’uotiahíle.
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Proposición 3.6 Seanj, y : Li C A’ — IR u {oc} funcinu¡uesFroíe/oo’¿ s’oubdijcu’nnnia-
bits’ o-’ío,s (rcsp. (,‘ólcatu.u’subdferenn‘ab/es). Entono-te»./ + o,’ es I”roícioe ¿ s=í(uo-l’¿feí’en-

c’¿oíble o-u tu’ (ro-sp CO> baussubdijerencio-ubíe),y

IFJ(s) + JFg(s) C D(j + ~fl(s).

l)o;nua.s’tro-íción. Seamí p ci It 1(s), q ci 1)—y(s). blmítautres

[jumoiumf ~í+ q)(tí: + A.) —(1 + g)(’s) — <p + q,/o.> _
e—a> ¡¡ h¡ ¡

xv: Liii iuuf ¡(tu’ + A.) — ¡(tu’) — <p, it> + g(tr + it) — <¡(tu’) — <o-i~ lo-

>

o—a ¡[/o.]]

> liouiuíf ¡(it + /o.) — f(tit) —<p, ~ + iiuii rif ¡j(tit + Ii) — oj(s ) — <o/. it.

>

__ ¡[/o.]] o.——.ou

=O + 0=0,

oit’ tuiruoltí opte ji + q ci W(f + g)(’s).

()juviautio=uítetutí nesuíhtaolouatiábagoes válitíní juana bíuuoo’iouuío=ssujuerthibn=rt=riotia.huhes.

La. jum’oujitosín’ít’uut pt’eotú’ohetute tio=uíeuuuí ro’otíluu’ac.ou aprouxiui.íaoboooheluioboo a 1’~1 Nl alt tui bu 1/1
11 atidatí y Robert Destihle. Este nesmíltatbonos serátui uy ótil juau’a. oleoi it <‘ir tutía vo=rsuouut

síu u oh i berennial o-leí Leorenía o-le Rolle aproxiumíaojo>. La oh0=iii os L naciótu ni e o’st,a bór¡tuxtla.

juana. l;i. stuludifo=ncmtttia.1ole la so¡ita juuteo-le enotoututu’anso’tui [‘12].

Teorema 3.7 (Fórmula para ha subdiferencial de la suma) S’o’o-u.,’Y ííuu n’spa-
o ‘íou o/o’ Bou¡tozo ít o-¡iío- ptu.s’co’ iitio-t ¡ti tue¡cío i¡uo’sc ¿ti Lip.so’/t.i 1: o-lo’ o-buso- (<1 So-o,¡u /‘, q

A’ —~ IR lo-tío s <¡míe 1 es se¡¡tío tito.! ¡ío.mua infci’iornt e tu/o’ i,’ o-,’ os oiít.íjo-ii’ttt.< itt.Ot ¡o. ¿e’ co-ntit—
u oía. Ert.touxuo e s yau’o-z nuuo-í/o;squ¡eía u’

0 ci A’ ,p E’ 1) — (1 + íí) ( it oíl lo,’ Y Y’ O, o’tu’’¿s/i o; it
tu’’ ci ,X p~ ci 1) [(‘sí) y ji2 ci Li g( 0:2) tales <¡tío:

(u) [¡it u ‘oil] o,’ [¡tít.2

(iii) ¡[pu + ¡u2 — ji]] < a’

VDs o’.la.i’tu tino’ la, síu huohil’ct’o=uír.iahuihioltí.oloit> tutía buí micitutí ¡ mío-u líuujulita. <jito> la. buití <‘loDutá
— /‘ so=aoauuihuio”tí stihiobif’eneuíutiahuho’(sólo> seráasí si ha buuuit’ióui u~=sole hío=othínu<hibe¡’t’ít<;i;i,hulo’ Y
h”our Latí La, cuí juniuíoti juiru tío es jutusihule oulutetit’r restilt.aohotssoihure síu bohif’t=re.utci aluiliohatí

obo=h jurouohtuottou,ohibereuiutiatu o;oinipousiotióhu ole Iii íio;ioutíes suhíohibereuíu;ia,huho’s. Neo tulustatíLo’,
taio’s ro’siiita,olos souuí valiolois si ¡tanto’rnoshijiótesis uítás buío’rto=s,

Pro pasició ti 3.8 Sto-u o-,’ : LI c <Y —~ Y tuno-u ¡mu ¡fo-’ jón ¡“‘uY o-itel o/’¿jo- i’C ¡fo-’ ‘¿Of (u/o-~ eut. tit

o,’ ¡ Y’ —‘ - IR u { oc 4 mí ¡<o-u ¡tutor ‘¿o-ho. P’zoieiucl stobo/uj’e ¡‘e í o-ho-oblo o’ ¡0 o,’ ( .r ) . ¡Vot toííoo-;c.s

o q t LI ——> IR U ‘< oc4 es sotbo-li¡crencio-íbiecío it, o,’

‘<y o o-/y(s) ¡ji E D”’f(q(s))4 C /~Áf o o/)(t’ut).
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1)em.osíu’ación.Cofia y es diferenciablecii s, existe Al > O tal que [<¡(y) — q(w)]¡ si
M]¡y — ‘s]¡ si [it —‘ y]¡ ti t1, ~uaraalgún tu > 0. Sean ji ci it ¡(y(s)) y a > O. Existe

O>~ > O tal qule si ¡]z — y(s)¡] ~ tí entonces

Poí r otra parte, coulOiti y es o-Ii fencuínial>bo=<‘ti it, exis Lo> O>~ it> O tal ojuí e

2(1 + [Ip]])

ci;auíolou [¡‘y— tu:]] < t’s. Elijamos tutí O>4 > O tal ojuto [<¡(y) — q(tít)]¡ ~ O>í si ¡¡‘u,’ — tot¡¡ ci O>.

Etttouuices,si [¡y — titj¡ < t xv mmmiii {¿t .t2, t3. t,1}, tomio omitís quío’ o’’

o’>

¡(<y)) — f(q(s)) — pÓ’kqÓu’)(y — í

— f(o,’(y)) — ¡(y(s)) — p(y(y) — q( í )) o— p(q(’o,o) — o-ftit) — o/y(tu’)(y — it))

2K!
—a o,>

2K! 2(1 + ¡]p]I) 9,-

Así’. juana. toíolou a > O existo=oS it> O La.! qtío=si O .“ [¡y — it]] -it O> euttoíuttto=s

o’>

J}y(y)) — f(’,u(u’)) .— p(o/q(ti}y - u’>~ Y a’. —

[¡y — s¡] ‘ o”’

9,>

Estuu significa, ojute

itt’ [(<¡(y)) — [(<¡(tu’)) —. pío/o-fi tu’ftu,’ —tu’)

)

o]] Y> O.
o’,

y lían tanto> po dy(tr) o-it ftjf o <¡fi:).

Proposición 3.9 Seo-uit 1, <¡ : LI c 7< —--—> [O.cx:) ¡it it cioí¡fo;» 1 recite¿ .su(udi/’eretor‘¿o-o bios’

eit. it, y supoito/aotto» quío; o-ii HOCiO O» Of ¡f o> o/e eliot» es nato,t mu o-u e¡o. ti: . Jfl o¿atores ¡y e’»
I”’t’o-.

te’it.o; i.su (udife¡‘o; ío.otío-u(u/e emo. tu’, y j’( tr ) /3— y ( .r ) ‘1- o-,’ (tu’) 1) %(tu’) C 1)— ( Ji; ) (tít).

f)emostrac’¿ó,o. Nóteso=upu e si A U C IR A C [0. ~oc) emítoumíotes lo f( A . U) =(i ob A)
imíf 2), bou o

1tte iuiijuliota, ojute. íaratoutlas la.s fuímuo’iou¡íes 1. U LI ——-.. IR tab<=so-jite 1’’ Y> 0.

se tuo=tue —‘

biuuíiííbl’’(tu’)C(tí:) it> (hiimuiíibf’(i;))’(iimuui¡ub¼’(tr)).
9—-’.V: 0—-.r ip--so’

So=a,uí¡u E 1)”- ¡(tu’), o-; E /DY y(s) y suijuamigaiuitus unir o=.jo=uojuhoiopte ¡ es coutotitutia o=¡ítr.
Veatuiastj tic ¡(it )q + =,‘(‘s)p ci Li ( ¡y )( it). Co> oía ~f es canLitití a. en tit y q(/t)/¡[A.¡¡ es

anoitatía.juana /r ~ O. teííeouíousojíít=

huí imtf I1(tr + it.) — .f( ~ <¡(it) 9,

a ¡[fil] o”

4’

*

o,

44
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o’
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3.1. [‘RELIMINA LLES

Poir o u t reí batía.t0=iii o’ it ola etu cuuemtt a. ti tic 1 Y> O sto’uutos O] itt>

bitt jti. + it.) (¡fis + fi) <3< <¡(lo.

)

Y> litio iííf [(it + it) ‘ lun mf (y(s + It) — y(s) — <¡(A.)) =O O = O.
—— o—no /o—+O ¡lt.¡]

tu t, tít t <tes

liiuíiíuf ¡(it—fr io,)y(s + ir) — j(s)y(s) — <¡(‘s)<¡ + y(s)p,bu,

>

[lío.

huí ini

Hí~i[ .f@u’ + it.)y(tzt + fo.) — ¡(‘u’ + ir)y(s) — ¡(it + it.)q(lt) ++ ¡(it + /o.)<¡( it.) — ¡(‘s )q(A..) + ¡(tu’ + (ujy(s) — ¡(tr)y(s) — y(s )p(it)]
— ¡‘(it)lino úub ~u’ + it) (~dti; + /r) <¡(/o)) +

+ [(tu’ + lo.) — /‘(‘s)1 o-ft A.) + (f( it + ir) ~f( tu’)— p( lo.)) ykoú~ =

Y> ¡v..;,.f t/ L\ y(i’ 4—it) —“ y(s) — q(it.) ) +
~ ~J’K tc + ~} ‘ [/o.I

4—. huí iuíb [(ti; + ir) — ¡(tu’)] ‘ ‘ ‘4— ion iííb <¡(it) >

Y> O+O+OxvO,

tío> lotnutia <jito’ [(ti; )o-,’ —1— <¡(tít Vi ci IS( ¡y)(tot).

A <touuitiutmua<titnt itao’o=¡uuoustu ita. siiiu~ubt> oul>sersta<tiatiq nie seráunuty o’ttíh juana. tlo=tuttustnar
sto’rs¡ouuíes síu lio-hibereuíti ales oíd Lo=ouro=ttiatío’ htouhbo=y ole] l,o=ou’euiia.oíd va.lotuu’ tuco-ho> cuí

o=sjuaotuousojo’ tiitíieuísio’o¡t fi mí la.,

Observacioimi 3.10 ( ‘oí¡o.s’¿o/eo’r’ooto-os ¡tito-u jíoto.o-t’¿oiio. f 1) C .Y — ‘ -. IR u { oc4
1) Su/unit O]o-í tu <oso- o-pío- ¡ o-í/o’o-íít co-u ‘oiio itt/u í¡íuo-u i’o; loiti ro-u rif .r 0.0 E’ 1). Enio-uíuces j’ es

I’’i’o-’o’io.e lo-ti (uo-l’¿j’o”í’rou rio-ib/e’ ro¿ tít
0, O ci 1)— f(tito o

(2) S’íupoiiuo,’ouirt.o.s opto; /‘ abotoíío.oo-u uit tu uó’sinu o-.> re bulux> e ¡u y00 E 1). Entorto;e;s 1 e.s

íz.n;ot/¿o-./. .o-uí>uo-~¡‘o/Jo’ u’o’u ueioíbio’ eoo. ‘so, y O ci 1)+ ¡(it tí)

(2) S”oopoiuqouuroas o-po o’ f oíbo-toízuzo-u it it eíttí’eí¡o o> ¡‘o/o-u ¿‘¿uy> cío. ~t¿uE 1) y o-~íio ¡ es
1ro-o ‘loo’!

su/uoíijo‘u; ¡u o-tic. (u/o; tít tita (res,’i. supe¡‘o-lije teoo.o’’¿oíbie e¡u cuí). En¿oncesO E 1)— ¡(su

(¡‘o-’s¡í. . O ci 1) ‘~ 1(r
00))

I)o’ifuas!t’ouo-’í o-uit.

1 ) Mi 1 toboatizatutu uíííuíiuííou relativo-u en tot0> ~ 1). existe O> tt’ O tal o-jito-> su O ci [it]] ci O>
o=íít,oíuío’o=sf( tío 1- ir) ‘‘ /‘) tu’o> ) Y> O, y juouu’ Lauto>

_______________________ Y> O.hiniinf ¡(‘se + It)— ¡(ita

)
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lo quo=significa. opte O E l) ¡(so).

(2) La. mnismuía do=uuuoístna,nuauísu rve cuí este castí.

(3) Sit~uoumugaunoisquuc .1 es sulíolifeneutnialule en tito.>. Si 1 alcanzatun máximarelativa

en ‘so entoncesO ci D+f(sa). Cautia.adeunás.It [(‘so>)# 0. la obsenvaniémí
3.2 ríos peruuuiteoleo-luí rin q tic { 04 xv { ol¡( tu’o) 4 xv 1)—1(2:0) xv D±[(‘so). Po-ir otra,
pam’tt=,si ¡ alotauiza tun iííímíiuutou relativa o’mí mu, emttou¡tt’es. ole (1) so’ siguuo’ q tun>

O E’ 1)— .1(2:0). En cuu alquien castí,restíita tj te O E LV ¡(so).

Proposición 3.11 (Teorema de Rolle subdiferencial) Tcncno.os: o’

o’

(1) Seo-¿f [a, b] ——+ IR uí¡ío-í, fuuitcio$it con/titoaa ial quío [(o-í.) xv [((u).Entonces,esiste
tít

0 E (no,b) ¿o-ti o-puto.; O E’ Li ¡(s0) J /)+ [(tutui). o’,

(2) Seto-u / [a, 1>] —-—> E una furt etio-ho. o-tan¿‘¿‘no. uíoí opte es so¡bd’¿jere tociablc e ti (a, Ii). Su—
ponyarro.o-us <¡íío’ ¡(a) = ¡((u). Plntaneo-’s, existo’ ~o ~ (a, (u) !aí <¡‘toe (1 El) — [(‘so)

(3,) Seo-u X un e.spo-unioí to-o-urnuo-uo/oí fio.o.i/toi o/iuto.etts’¿aio.aí, y so-so-uit Uy y ‘
5’Á’ ioí (uolou ~ola

o-Y> leía un zoíoíoí o/o A’ t’csueo-’¿ íuxuro-o.efo-/e. .5< oí 1 t II y ‘“‘‘‘ IR itt oo-u tuo.io’ión. coro—

titozítí ¿al quío; ~[es cort..stoín/tc ritA’ y . bEn.¿ oi tunes, cris ¿o tit<> E iii t Ify lo-ti quío’

O ci J)— ¡(tu’
10) u i)±1(’sa). Si, adenuós, [ es sil bou jo-’ teuío‘di (ube cío. iii t

13x , o; ¡ti otr-
o-o’» puedo: oiscquíu’a.rse<¡‘toe (1 E 1)”’ [(

I)o;moi.s’/tí’oio-;’¿o-iu’o.. Bastarájiutuliar (3). ( ‘tuitio> ¡ es <ttuuitititta, t=ui t=btttuitjti tito-u <toumti
1uao’l,ou

Rx, ¡ alotamiza tutí mtíax.uuuiou y o.íuí intuí tito> cii Uy. Mi atiubois t’stáut o=ííSy, o-to-íííío-u ¡ es
coinustanto’ en Sy , sc sigute quue [ es constatite cii lix , y jíoír Lamí tou { 0) xv { df(s) } xv

It fis) xv J)±¡(’s) parato-unla it ci itut ~h. Si tu bieuí o=h uuíáxiuuíouo> huio=tt<=1 tmiíítíníuu tutu
o=stácii /ux e¡ittuiio:o=s1 alotatuza. tu ti o=xtreutití rn’h;ttisto> t=¡i a.hgí’uuu jutímuto> trou E tít Uy, y,
jutír la nuluserva,otuouiiatíto’nioín. t.o=¡íeurtousque <‘o boi<’uí O E~ f)+ f( tuto-o) tu Metí O E’ l) f(s<u).

Si, atícítiás,¡ es su lutjibt’reuicialube o=mí tít, iI.\’ <“tít utío’o’s la. ouhisu’rvat’io’out 3.10(3) utois <hiote
tpio=O E Li””J’(síta).

4”

Olustiaout’motos’, o=utiuuiotiaobosa.ioáitugt>s soiniv;’olioitos juanabííuíotiauío=ssujuerolibo=ro=tínialuhes.
El sigtuit=ttteejeuii jultí uuuu¡o=straojute la rtuuitthiusio’u¡t O E’ 1) [(tu’00) o’uí o’l tetiretita ole Roullo=
suuluohibero.’tío;iahule mío> juíit=tbo=tiicjoura.rso’ patanuhut.oíieo opte { o> ..ss /.) f( tu:00).

Ejemplo 3.12 Sta.¡ [—1, 1] ———‘~ IR obt=fittiol;ojotur f(5) xv [tu’]. litíto-utuu’t’s ¡‘est:oimítimitta
o=uí[—1, 1] y 0=5sxtluolibe,t’o=uiotiabho=o-=íí(—1, 1). <‘cuí [(—1) xv 1(l) xv 1. Y sití emnuluargo,si

a <it 1, río> o=xisteuuítígi’íui tito ci (—1.1) tal ojíte []íí[ si ¿ juana.tcíohou y ci D’’ ¡‘(tía), uíío=stou
opte juana. uttualtiuuío>r it E’ (—1, 1) existo’ ji E’ /) ,f( it) ole tuituoltí ojuto’ ]¡í] xv 1. De lueothio.

lY¡(s) = { +1,1] 2 1 ti)

Atinuma estuidiat’t=tuí<íslas teancutiasoho’l vainin tito olio> síu luobi bereitc’iaics, juu rito oto-uit

algtutuaso;ouuuscr.tut=uto’ía.sitiutio=o-hiata.ssuyas.
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Teorema 3.13 (Teorema del valor medio subdiferencial) S’o-;a ¡ [a,(u] ——-y IR

titi O ¡itt <nioto 00tt.ht<ii 01.

(1) Existe síu E (ab) ¿al que

¡((u) — E’ IY ¡(tu’a) u
(u —‘ o-u

(2) .S’oupott.yoít’o.o.o-is <¡‘tic .1 es .s’uíbdiferctt.o:’¿o-.(uíecío ( oí. tu). /izu!oi¡to’o-’s C’siS/tC
0’a E’ (a, (u) to-il

o-lito’
¡(¿u) — j’~~> E ijj(’saj}.

b — o-u

I)o’ tooou,o-’ tuyo.o’: i o-u u.

íD ounsioiero=uítousla. fíumío:ióuí y [o-u.(u] —‘— IR tlt=fio.uithajuoíu’ =ktu’) xv ¡(tu) — sp(tu’ ). obo.urtolt’

sp t [a, (u] ——--~ E es

sp(s) = ~ + 1(a) — ¡(o-u) . a).
— (ti; —

íD .tu~tío> y es otontiututa, y oj(o-u) xv O xv y( (u). olo=hL<=ont’toiatío’ Ro-ollo’ síu iuthil’e¡’o=íto’ial
3.1 1 oolito=mío=uuuoisoíí ‘so E (o-u, (u) tal o-jite O E’ I)””y( rol) Li ID>~o-;( tríí). Suujunuutgautttus
loor ejeunjuhaojute O E 1) “‘o-,’( tu’

0>) (el <taso> O ci LD)
1’q( soi) o=satiálago>). I’Duitouuto;o=s

1o-; y sp souuí stilitli bt’reutotialuies cmi .tt<
0.y jutun Latítco Loiti huioti bou o=s, xv y + sp. <“<uit

l) o-fi tít0) 4-. IDY”sp(tu’ou) E’ D’ [(trío). l’>tuestoí o-jite

Li””sp( 2:00) xv { LSitz.I.§Ú’) 4 xv {sp’( Otto
(u —.

J(t)—f

(

t,o’uto’uuíous q íío=O --fr ~9—<, ‘E’ E’ i> Itt;1t), y o=ííj,ant,í<’iuja.r

¡((u) ‘— [(o-O E’ JDY” .f(2ta ) U Id f(
(u — o-o

(‘2 U ita jurtuo=hiasitouilan funrinunta, tutihizautolo (‘2) ole 3.1

Proposición 3.14 Sca¡ (o-u, (u) ——~ IR .Ke tictie:

1) Si f o’» o-’o.’eo:~entc en (o’, (u) eit/touno’o-’s 1) .1(s) u 1) ±,[( >:) u [O,oc) po-uní ¿00/o-u

it E (o-u. fu).

(2) Si ¡ os obo-’ní’ec:’¿eo.o/tc cío (o-u, u) o-;to/toutuo’o.s I)”’f(s) ~ fl’<’ [(it) E’ ( ‘- -cx.’,O] ¡uozu’ot tao-/o-u
it E (oí, (u).
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J)eí’nostu’acióro.. b>robemas(1); (2) es análogo. Seans ci (a, (u), y p E ft’f(s> U o-
veanuiasque p Y> O. Supongamosprimero qule p ci Li¡(’s). Canta .f es *

crenietoteto=oíemuuos ¡(it + it,) ‘— ¡(it) < O juana. tao-lo ío. < O,y así o-

hiunt iuíf í~’s + A.) — ¡(it) ~‘ o”

[iii _

o’.

E 101,0tíO’~5

¡(it + it) —¡(it) F ¡(‘s + lo.) — ¡(it) — pA. —1) Y> liní mf = lun mf ¡ ~521~
e——tu— /o.] io.—qu— ¡It]

o .--- -¡(it) — ¡u/o. p/u o’

=liní iuíf -- -~ ‘! . — + Uní mf —

_________ _______ 4- liuut
> ~ ~ f§+ lo.) — ¡(tu’) — pío. nf o,

it] It—40 [ir]
o’Pío

Y> O + iiuuoimub xv —y, —
[it]

o”

ole uuta.ttenaojtue y ‘Y> O.
.¿Uíoura. stipouutgauiitis quío ¡u E’ ¡)+f(s). Emitouíco=s,coima ~fes cro=<:io=íutt=,to’=uío=uuíoís o,

quío f(s 4- -it..)— [(t) 2 0 juau u ttudoí /o. is O. y’ ole a.o-íuí que o,

ínt~ sup ¡(it + 1o.)
1-1(s) Y> O. —‘

lo.] __

j>tun tsouut,to,

ii~ f(ti: ~ lo.) — ¡(ti

)

[lii

j(;r + ir) ‘— ¡(it) —. pío. pío.
‘5,, huí >utp —— _________ ~----~- -‘ ‘ + lun stíp

0< it

4 [it. ¡“.uM [/o.]

ííu;í ~ f(tit ~ it.) —‘ j(jtt) — yA. + liutí ~ pío
1 it.] ív-~uu~ 1/01

(1+ liii; su;ji xv y.

os oho=<tir.y Y> O. hito u uu,oltjiuuo ¡ o’asou. p Y> O.
-o

Proposición 3.15 So-a f t (ab) .‘—- IR utua juuo.t.ciózi cot’otiío.’tua. Eítlouooto’s,
-o

1) 8’! 1)— ¡(tu’) 1.1 J)±f(it ci’ [O,•oc) yala toRo-> tit ti (o-u., (u) entancesf o’» o-trco-:ieio.hr; rif

(01,, (u). o’.

(2) S”¿ 1)— .1(it ) U /) + f( tu; ) ci” ( — oc, O] ¡uouu’oí /to-oíoí tit ci (o-u, (u) o’ tít o¡ono;s ~¡es o/co’ro-;otio; ¡u¿o’
-o

oto (o-u, (u).
-o

(2) Si ¡ es’ stí(udijet’eíuo-’’¿ou(uio; cro (ay (u) u,’ 1)- ¡(it) c [O,oc) po-ira ¿ada ~t E’ (o-u.,¿u), —

o it/toutuoes¡ os o-’t’o;e’¿eto.¿o- ‘¿‘to (o-u, ¿u). o,
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(4) Si 1 es subd¡ercnc’ableen (a, (u) y Df(s) c (—oc,O] para toda s E (a,M,

eto.toío.ccs1 es’ decrecienteen (a, fi).

Deío.oostranióro.. Nótese qute hastaprobar (1). Buí efectou, (3) tío es mutás <¡ríe u o a
couíse<ttueuicia ole (1): si 0 # D ¡(it) c [O,oc) juana toitín> s E’ (no., (u) o=uítotuo’cs

Li — [(it) u Li + ¡(it) c [O,oc) juana toolou it, juarojtic si p E’ f)~ ¡(it) # O etítoumíces
¡ es siulí di fereuíci abie y síu juerolifenemuniaiíle en it .,y junín taoutou {p 4 xv I)±¡(it) xv

Li -‘ [(ti:) G [O,oc); 0=5olecir, si O # Li — [(tít) c [O.oc) liana tadnu tu’, coto-unces taimo-
bién Li±f(s) c [O,oc), y por consiguienteLif(s) ij 13+¡(s) c [O,oc) liana todo it,

la níua,h iuuijulica oltun=¡ es decrecientejutur (1). h>ar otra jiarte, (2) y (4) 50=olt=olíiu;o=ti
itttiteohiataumíenteo]e (1) y (3) siustituuyeuío-bo¡ junín =,‘ xv —1.

1 icin ostreutítís ¡itt es (1). Suupouuogamuíoustjue 1)- .f( it) U Li±./(s) c [O.oc) para. LoitI ci
ti: ci (o-u,, (u) st nítie ¡ ita fmuera crenietíte o=mu (a, ¿u). h’Duítcuuíoto=so’xustun¡a.¡i >tí, tu’

2 E (a, ti),

tu:~ <tr2, tales qmue ¡(sí) Y> ¡(sí), y en cauíscottucmucía.

f(s~) —¡(su) < ~

— it

i>ero-u, juor o=lto=ouro=uuía 3. 13, existe. it ~ (su,~tj) tal t¡ tío>

tu;2 —— tu: ¡

y tic aoítuí <jite

¡(‘si) —¡(su) .~ O.

tutía. o’o-uuit¡’a,tl icciótí

Altora tlit’ctutos miutas juoíntas jialahunas aoto>ro;a oho= it. toojitubnugía <lo’ tos touuípuntassu u-

diferenciales it ¡(it).

Proposición 3.16 .S’ea¡u X uuo.o cspo-u,o-tu.a o-/o Bourt.ou.ot/o, /4 CX o<íu ab’ieí’/tou, y ¡ LI
IR Li <oc } , Eto.¿o-,íoo’es, yat’nu tao-/o tu’ E LI. íous o’o-uoo’,”ííuí¿oí.s 1)— fi u;) y 1) + 1< >t ) so-izo. o;o’i’u’o-uo-/oí.s’

y eoío.i,eítoí,s’ esto. (A’’j [ . [).

I)e ioo.as¿itto-ticho. Si 1)— ¡(it) xv o <u ti ay u aola t¡ tío’ oh o=otir. Si 1)— [(it) # 0, seauu
y, qE It [(tu’). i E’ (0,1). Etítomíces

huí ~ í’ íÉ,±Dit.{~)— [(it) — <ti> + (1 —¿Jo-y it.

>

[i/o.II
[¡(ti: + /o.) —¡(it) — <p, It.> . ¡(it + /o.) —— [(it) — <o/. /t> 1

xv ¡bu; Mf [t [iltí] + (1 — ¿) ‘

Y> ¿ ~ j’(s + it.) — ¡(it) — <p~lo.> Á- -(1— t) btu iuíf ¡(it .4- -lo.)—.f(s) —— <q, lo

>

/---tu i[/o.[i h----,tu [it]]

Y> ¿‘(1 --~— (1 — t) .0 xv o,
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de maneraque tp+(1 —t)q E JD)f(s). Esta pruebaqueD¡(’s) es convexo. Veamos

que J)1(s) es cernaoloen (X*. [i i[). Sea(va) c I)1(s) tal o¡oc [ji,, — vi] —~ 0, y
íunaluen’íostíne y ci Li — 1(s). temíetnousq

ji n~ iii ~ ~ + it)— ¡(it) — ==?.k1Y> o[i’~¡
r

juana toitlo> ‘¡o., y juan tauíta o,

Hm mf ¡(it + /o.) — ¡(tu’) — <y. lo.

>

¡[/1]
xv lun mf [1 (¡(it + it) — ¡(it) — <1k. it.>) + ~“““<¡>,‘ — /i, it>l

h----’a [ilbí] ¡¡It.] J *

Y>limninf-”—’—’(f(’u’+/o.)—f(s)—<p.,,,io>) F’híiuíiuui ____ ‘ y, Jo.> *5

=0+ liníinf <y,.’ — p, It> xv —[¡y.,.’ —

*5’

ji anatoití O ‘fo., es oh o=cir , a>

Ii lo f .¡(ít + lo.) — ¡(it) — Qt it.> ¡[‘ji ‘. p[¡ o”
a— [i/o.]] *5’

a>.

juana Latía it ci N, y otoinítí ¡¡pu —— p]~ --‘—--±(1 junuoio=uuuoisoheohuuutir ojíít=
a>

hiíííiííf ¡(it + lo.) — ¡(.‘u’) ~, ~ ~ it> 0.u~-<a TYu~’Ti —

ha cual significa, que p ci It ¡(it).

Observación 3.17 hin <‘1 taso> ole stututhil’eno=ruo’ia.luilioh aol (Iñ.Lt=a.¡uxjuouolo=uuuousolo=o:iralgo>
tuta,s acerotaole ha tni¡uoílougía o-ho’ ints ototubtí¡o tus su itt lil’o’ro’.¡uu’ia,h . I.)jitf( tos) st i)¿f( it) scíuí

w”--oteu’t’aolcsy oto-umivo=xaso=íí 7< . La o-leuuícostrattit’uuí es otasi ioboD=íitit’a.
o,

Alícura juasaneutínusa estítoliar tu mía. olefitti<;io’íto alt onuiativa. tic stuluthibt’nemio’iabilio-laoi

ni e fu mí o;i tunes <¡tue tautuíui éiu gemí era,li za ha. síuu oh beno tu rial oh o=h antáhisis noí ¡ u texo c.l ásicuí y
<jito’ jiata tu na a¡utjulia. otíase o-le esjuattious tío’ 1 ~a¡ta.tth=o-’s enj u¡ista.lo’utte a ja. quío’ vo’ni tucos

u tu ati ta ti ni ci.

So=aLI os A’ tutu suhío:auíjoíntnu aluio=rttitía stacíou oho= tuuí t=sjuattiouo-lo’ Ilatia,otlt X . Sea
¡ LI ———--~ IR U {oc} íuoa fturtcio5tu, y so-’a.’s E’ I)( f). oio’Iimíaiíuous bus nauijtttitois ‘Li’- -¡(ti:)

<(u’) ¡ sp : LI ——--‘# IR 0=5 Fro$otluo’t tliferetittia.lulo’ yf’— sp abotamozauíuí uíuí¡íi¡uíou houotal cuí

4; st V~¡(s) xv {spt(s) [ sp LI --——.‘ IR es h”r$o’ho-’t, olibo’nt’íto’ialuhe y 1 .—.‘ sp alota,uita

uuuaxitnou bouotal eíu s4. *5’

Es faotil Vo=i’ qu.uo=,para ututa fo nc.ióuí t;outívexa —‘

D¡(tr) xv ‘/V” [(to:) xv 1)” ¡(ti:). o”.
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Taoíhié.n es vendado-jiue D¡(s) G Li¡(s) para toda it E Li(f) y toda butución ¡;

ha. oh cuí oustracuon es olirecta. Sin emnluango,la inclosio5n reníjurcucamini es stálio-l a., ca¡uní

sto’ no>? ti 0>5 tI esíitt es.

IDI sigutiente teoreuna,cuya prueba pao-lrá encontranseen [33], capítulo V~ II,
tutu ¡ esí. ra tjí i 0= o=xisto> tutua aunjulia clase o-he espaciasríe Baoanh o=íubus ojtu e suuo.’:o=ohe oj tío’

/)— J’( it) xv ‘D 1(s) liana tania fiumucién 1 y it ci D(f). Todo espaciocuya estructura
tillo-o o’ it niabhe so=a. razati ah heuno=uite rica juerLeno=no=naa. oh chía, clase.

Teorema3.18 ScaA’ un espaciode Banano <¡ve tieneuna ju¡o.ninizu ¡uo.o;sc¿aLipsniuitz
y P’z’(o:ioe/t o-/ifcz’cncia(u/e. Scan ¡ : A’ —----* IR, sg E A’ , ji ci A’ * . Las .s’¿o>o’tíiezo.to;»
o-u) ¡‘u tutu tío-it<o- 5 so-un c<¡tiittaie mutes:

(‘2) E.’uti»/te ííio.ou fuízue’¿o3ío. F’¡’o-bo-’/tct diferenciablesp : A’ ----—--~ IR ¿al o-¡ííe ¡ .— sp o-uio’ríío.zo-í “tiro.

uloo.o.tiiuo.ou bo-uo’o-uí OtO .‘z:a, sp’(‘so) = p y sp’ es ¡ [ ]] — [ ‘ comí ¿i¡o’tía e iu..’r0

II) Esis/to; tu LI, tutu entorno abierto do;
5o, y sp : LI ——-< E, ‘tío.oo-í ¡‘tino-: ‘¿¿it /‘‘i’éo/o o’!

o-íifo’í’o ‘‘tic ‘‘¿o-ob/e, toíio’» o-pi o-’ ¡ —- -spa/co-uro.zatun ntimt.io.rto lo-sto-ii o’ ¡u tu’ a u, sp’ (tito) xv

(¡it) y E 1) f(truu).

Si Y tío> tio=muetutía tal ñuiuciéuí meseta,el restilLado no es cierto>. Llijautí <iS Junín

ojouuí julo> tít o=sjuao’inuojo’ 13a.’¡ta.n.li sejiaí’a.hule (A’, ¡[ . [3nuivo olotal unu so o=paralubo’( juoín
t’~o’uoo jubní Y xv 1..>.), y sea¡ : A’ ——-~ IR ole’fluiida juan ¡(tu:) ¡[u i[~ lito t,uoít<;o’s f
es Fr¿nlto’t ohifero=ttniableen O, cotí ¡‘(O) = O, y en jiantiniuhau 1) [(0) xv <o > # 0.
lIs <Itotir, ha nomo-linón (iii) del teorema3.18 sc cumuíííle juana y O Síu o=íuulua.ngou.la

no>ríoLi <tI o.’> it ( i ) tutu so’ otututíuIt’.: ole la coiítranoo=xistiria. tutua btu ti noii í ¡ eolio t olifer eitria.hubo’

sp t ..\‘ — bR 1.al oj it 0=1 — sp alcanzaríatu ni unínitito 1 <u caí cuí O st sp’ (O ) xv O, o:cu ti sp
<uit tífico <‘ti O. h>nuerhe suujíoumuerseojote sp(O) xv O. Lottuortes existo’ o’ Y> O t.~’~ti ojuto’

<ci it ‘.. ‘—‘ [tot¡[’2sicuuipreoíue [isli ‘1 u’. Elpatiutis t Y> O t~U ohuto> sp’ o’s a<tout,a.ohao’¡o /3(0. t
juoíoho’¡ííuus su jutumtt’r t < ‘¡/2. Sea. (u : IR ----—--~ IR unía btuuínióuu Lijiscliitz o-le clase o’ tal
ojote ii(O) xv 1 y (u(t) xv o si t si —o$. Defituaío.íois’<i : A’ —-~ IR junín

‘Vto:) O si ¡[it]]

<=5lApso
t.o o¡mo:o=s , tiuitz y h0récbetolifeneuunialule, coumí <(O) xv 1 st smi uju( V’) os lI( O. O>),

loo <jito’ <‘ouuoora.oiiote ííutestu’abijiétesis sobreA’, olatio opte 7< tía es itt esjuattioíoho=As;ultu¡tol
½‘ <non auto> tío> juuteo-les jioíseeu’ xutía futuirioSuí meseta.lno’¿othíet thifo=reuínialult’.

‘Dl sigtuio=uutn’u’o’siulta,thou. cuuyajinueba íuíueoie otauusíuhoarseen [33]. ota¡uítuuhtu VIII,
<lito’ oj íío=,<‘¡u tui ¡u otitois csjuanioso-he lianattli , toola fuínotio’umu seuu’o.io;outttimiuia.iuífem’ianuttetttt=o=s
jY>o”’<;loo’t, síu juohibo=ro=uínialulcen títí stulucat¡jiuuttouolensaole síu olaíniuíioí. Este[ier.ho-ímínus juo=r--
otiLo’ visbtíutuhmrar otítámí gramiole es la claseole fuumíotioíuíes suubobilcncuittia,luhes. Ro’otiuértlt’so’

ííío’ <‘ti ha rettt,a. ro’al lía.y uíumuo’tía.s futinitutíes couítimiuua.s tute tino sou¡í oh ibeu’o=miotia,hult=seut
ungí.’ ¡u
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Teorema3.19 Seo-í .7< nt--u o-;spo-¿o:io de Rano-jo-tít <tozo. utío-í fmíno-:io-h’u ti’oesctou Lip»nA.it: y
Eu’écio.ct dijeu’ez’icia(ulc. .S’ea ¡ : A’ —--—* IR U { oc4 ‘títia junnioit’u serto.íotontinuo-í ít’o¡et’ioí’-

o.’o.íeiuto;, como. /)(1) # 0. Entotoces1 o-’» J”u’oDrlt.e¿ s’tí(udifeo.’cto.cio-íbie eto. ‘tito s’tíbcou’rujutitou

detosodc D(j).

3.2 Teorema del valor medio subdiferencial
*5’

Luí o=staseccioimí ol arestiu tus u na. ni esiguialo-latí <leí stalar mmi esohi o> p anafíu itrio-uites stu tu ohibo=nu’ t -

niahules quuo=es válida en Latín> espacioole ¡latí aclí y o-jite juneseuíta.alguitía. ventajano> o o,
nes1uectoua outras olesiguuaid adeso-leí vaitun utícol ini suu)ínliferenciales.En la. literaL tira. h a.y
varías L O=0>ro=titas olel valar uní o=olia coumíae.iolas para, fui o niouutes suib<Ji fereuíni ahíes. íD ‘o>¡tío>
otto> o-le mis mmi ás neleva,nLes p oído=nios ci t a.r o=h tío’ BouIi o’rt 1)cvi hlo=[301: *5

Teorema 3.20 (Devihle) So-o-u A’ uuuo e.~’poio-’ia do-; Batoao’Io co-itt. títia juozo.eioho itoese¿a.
L ipso’io it: y Pro-cIto;¿ o-Efez’c itrio. (ube’, y seoí ¡ : Y —~ IR ‘tír<oí fo.oio.eio-itt. se¡o-o uo:ouíu¿it o-co-u

itojo; ruou’u’o.tetite. S’uopo-ío.oqaittos o-¡o.ío-’ o-tito.» to-’ uno-u noii»¿o-ufte A Y> O ¿al o-jito-; po-uro-u Ji oto/o so: E’ Jo
y ruoí’u’oí ¿00/o y ci 1)— f( sc). sc /iemo.o; ¡ [y]] os ¡‘6. Emt¿oímo.ce.s’

*5v

[(it) — ¡(y)] si Jo’[s —- -y¡[ paroi ¿o-ío-/o-u it, yE <Y.

o’,

De a~q ¡tI 50=obo’ohíío’u’ iii tiucolia t a uouo=míteel sigtíiemul.o’ —‘

Corolario 3.21 (Devulle) Sea A’ uito esMucio> o-/o; J3outuouo’/t. can unjo-u fuo’¡onío-iuo ioto;se¿o-u
Lipso:/oi/tz y Fu’o$c/o.et di¡ere¡oo-t’¿o-í(uie, y seo-u ¡ : Y ‘—-‘-~ IR uííoou juncioito nao.utiíuna. Eíu¿ouuoo-’o’s

pci u’ — ‘‘~ xv sup <[pi] : pci /)±¡(s),titE’.’ ~.
riPio D”’f(sj, E <~ ‘vi

listo-u,» o-;o-uzo.tídao-Lo;s so-itt jhut.itas si y so-
4ou sí ¡ es Lipsot/ti/tz eíu A’, y oto cts/o’; o-o-uso-u sato

io,’uiaie’.s’ o-í la o-;o-uzu.stouto.tedc l.iysot/ui/tz dc 1~

U it a, o;arautto=nístio;a,o;uuu¡oti it a Louoloís las Lo=ouno=tuía,sriel vabtun uuicohio> síu luthilt=ro’.¡totialí’s
cníuicuotitltus es opio” o=xígo’¡í iuita. otita. juana to,obnos leus suuligraohit=utt.t=stít’ la. Itt¡totio’u¡i otouuísí--

oio=no.uolacmi o-aoL tui ¡itt>. Nooso,t.t’oustla.netutousrojoí tu ita tho’sigutah<la.oh oíd vajutí’ ¡íío=obioutana.
bíímo.niouíío=s(~áteatí.xsíu luohibo=reuíotial.ule.s¡ ojí¡o=sóbtí reojííio=ro’tutía oteota. lara. it ¡it> tío’ ints
síu hugraohieutto=sole 1 o=uíotatia liii tito de síu obouíuuiíuioí. Es oheotin, si lara. touuhcu u: (E LI existo’

‘ji E’ Li¿I(tu’ ) tal ojute [vi]<‘itt ciitamuotes

fi tu’) ‘--‘ j’(y )[ <it.
1V1 [¡it “--- -yi[

liana Loitlo u:. y E’ LI. Do=aoj tui juíuo=olo=tlo’t]iunirse tjít 0=5 it tía. tuíuir.íauu ttcumitiuítia /‘ : LI IR
satisfaceO E’ I) ¡(ti:) ¡tana.Latín> tu’ ci u, etutoinces~fes utecesaniaii’ietuteutoutísta,¡iLo’. ¡ts t.e
otoinolanio-> oía íuo=obo=oheol íuotirst=tío> nutras olo=sigtuaiola.ohesole) stabour uuuo=ohiast¡luobifo’ro=iiutiahes

ototuito> el Leotreuna.3.20 o-u ha ole [1].
Más aííuí, uououstna.neuuíoísojute si 1 : LI — —‘— IR o=suuíía Iutttniéíi nnuiititiuta.s. y o-it LI. st

Al Y> O o=stal ojue juana truolco ¿ ci [0, 1] o=xistey ci Dkf( ¿it + (1 — t)y) ro-uit [y]]si Al,
eíítoíuín:o=s¡(it) — ¡(y)] < M[’s —‘ y]].
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Teorema3.22 (Desigualdad del valor medio subdiferencial) Sea A’ un es--
po-vto-u do- I/o-u ¡tojo/u, LI timo. ab ‘cz’/o c’on’tmo ito-i do- 7<, y f : LI —‘——. Pl iota jumuo’io-hu contit’umuou..

%‘o.íjuo-nuo-;ouí’uuo.s <¡‘tío; eto:ístc Al Y> O ¿o-ii <¡‘tic yíau’o-x /todou it E LI ej:is/tc p o-E D¿J(s) toil <¡un
os Al. Etotoiito’o;.s’

¡¡(it) — ¡(y)] < Mus — yH

pata todo it, y ci ¿1.

í)etoo-oi.stt’o-ucioio.t.. So=a.uotu’. y (E LI, it ¡ y, y seaa Y> O. Dcfixía,uuí05 /0 = y ‘— ¿o: y

A xv <o-o. ci [0,11 ¡¡‘(¿u’ + o-o-it) -—¡(it) Y> —(Al + a)oíffl/o.[i4

Vo’a.nuois oj tu e A / 0. ‘h’oiumta,n o-bou ji ci !.>¿¡(¿u’) ta,h qute I]~i [ ~ Al, ram no

ini inI f(’s + Ji/u) — f(ti:) — <p,tio.

>

Y> O,

p- O tal o-jite ¡(it + Lío.) — [(tu’) — (¡u, tío.> Y> —aiti[]io.i[ siciuipre qtue [ti sil O>.

¡(to: + tío.) — [(¿u:)Y> <y tío> — a]/t[ l[/t[I ‘=

— (Al --fra)i¿] ]iius¡i;

juíeo-~to Louuitaioolou ¿ xv o-S. ouiut,o’uteutttosopte f(tr + tít) —‘- -[(tu’) -> -—(Al

ojíto O> e 1.
So’a <3 zs’ siují II E’ (0, 1]. Cnuiiioi ¡3 xv síu~u A, existo’ (o-o-,)

o> ‘9 st [(¿o: 4. o’o.,/t) — ¡(it) Y> —(‘Al + a)no-,, [¡/o.[¡juana. Lnuohtí
lo tul— ¡ ‘¡o a ti Ii ¡íitoí y tusattoiou la <‘tmotiuuttíola.oh <lo’ j, olitn’tto=tutnusopte
loiti [(it --1’ o-o.0/t) — [(it)] Y> huí,, —(Kl + s’)oo,,[iu[i xv —(Al

+ a)O>’[iIo.]], de utuatut-=na.

c [0, ¡~1 n A tal ojite
¡u E’ /V. Ilanietío-ho-u

¡(it --i--/flo.)—¡(it) xv

+ a)í/I[/o.[i. es oleotir,

¡(to.: + .13/o.) — ¡‘(tu’) ‘Y> —( Al + abi[lit.H. (1)

loo tutal sigutili<’a. oío~o’ A E A.

Vt=a,tuttusuohtturo.i <jito’ ¡3 = 1. Si 13 os 1.. utottgauuunosa xv.:ut + ¡‘3/o. stelijauuuous¡u E’ J)¿¡( z)

tal <lite [¡¡u] “t Al. ( tuutin>

¡‘(a + tít) —. ¡‘(a) — <y, ¿it.> >
litio iuil’

existe o-
5 Y> O i.a,l o-jito> si it] os O> etítouuico=s[(a + tío.) — ¡(a) — <¡u. tío.) =—¿[liii], y así

f(z + tío.) — ¡‘(a) it> — (Al --fr a)¡L] i[/o.i[ il ti os O>. (2)

Do’ (1) y (2) so-’ siguo’ ojote

¡(tu’ + II/o. + tío.) =[(ti: 4--13/o.)— (Al + a)[L[i[/t]i =

[(tu:) — (Al + a)(¡3 + ti )[¡io.¡¡

existe tutu t

Etítau ro=s
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juana. i L] rl O>. Totuiauiobo¿ xv O>, oluteutemos

o’

¡(it + (/3+ 4)/o.) =.1(s) — (M + a)(/3 + ¿)[]/t[¡,

bou ttiua,i i tuojulica. quuo=/3 + O> ci A. Estoues ti tía. otoutítna,ol uno-intuí va ojoe 13.j- oS ‘> /3 xv suupA.

h>our ttouísigutietítt’, ¡3 xv 1. Si suustituuiumuos/3 xv 1 o=¡í(1) coluteuietií<usopto’ ¡‘(ti: --1--lo.)— 1(r) =
—(M+jiihii, y jutuestoqíue lo. = y—tu’ esto>sigutilica qtíe f(y)’---f(í;) > —(Al+a)¡]y—titli.

Este razo-umíaumíiento jun tueba tíoe ji ana. to> ol o tu’, y ci LI y liana Lo> tít> it > O so’ L i<=uio=

a>’

auuiluiaoohoi u’ junín y nulutetietuias taumiltiétí oítuo= ¡‘(y) — ¡(it) <. (Al y )][o,’ — .u’ [¡. Ptun a>’

9,
[¡(y) — f<[s)i os (Al --1- -a)[]i,’— it]] a>’

para.Latía it, y ci LI y íua.u’a Latía a Y> O. Viuia.bunt=mite,fijautobtí it, y ci ¿4 st híattio=mitltuto’uíoleí’
--it O. oulito’uto=niosiI(s) — j’(y)] si Al [¡it — y[¡:y así está o-tlanou <jite ¡‘(tu’) — [(y)] si
Al¡[it ‘—‘y]] juana toda tít,y E’ LI.

o”

l)cbo’ t,lust=nstanso=q oc el nazanauiiieuito.uamítem’ioun ole hío’o’luou jiniio=lua.<=1sigttít’n te ¡‘o=stui

u.a.oioo, o-jite es u> tía. olo=sigmualolaoldel valoir uuío=olinusíu luohibo”í’o-’uíoti al <‘o-tui tui salutur iaro=o-tiohti
‘rl o’hási<to-u Leo-uro-unaolo=lvaboir tuco-ho> ¡uana. bit uíc.ituutes noajos ojo’ v’ania.s sta.niaLult=s.

Teorema 3.23 .Seamt..X’ un espacio-u o-le lJo.to.ao-t/o, LI otto o.bieí’/tou o’o-uío-’tuo’títoí o-le 7< y j’

¿4 ----—--~ IR uííua fu rucio-itt continuua Sí it, y E LI y Al =O so-uit talo’» quto jue.u’o-í tao-/o> Ji E [(1,1]

otitis/e y (E 1<2 .f( Jis + (1 — t )y) con. ¡ [p][ si Al , o-tu tozuo-’es ¡(ti:) - j’( q ) [ ‘it’. Al ¡¡it —‘ y]!

A lío-ura jututícututus oleoltuo:iu’ iuumníeolia,ta.uuío=uíl.o’o’h uí’ouítto=to-lo-u <‘anularito.

Corolario 3.24 S’eo-í LI ‘tito. o-í bieo.’! o-u co-itt ‘í,o’í:o-í o-’ tu it ¡u o’s’juofnio o/o’ Ho, it c.c‘it A’ .. í,’ so-a f
¿4 -—--.— IR tuu o-a fui mo-ot’¿ohu o’oíio.ti’ro.uío-í /.o-uí o-/tío; O E ~< [( t~t ) ‘jua t’ou ocio-lo-u u’ o~ ¿4. //tu Ji ouiOo-’o;s ¡ o’»

o-’outo.sfoo-ítto-’ cío ¿4.

No> o=svo=nola,o-iqítt=si ~f: 7< —--—. IR o>s o’o,u¡itiíitua y smi luobil’o-=reuín’iaiulo’<‘it tío síu luo’oí¡ujuumíto-í

oltio so-u 1) (11 7< y atieuutásO ci D [(tu:) jiata toitbo> ,u’ ci’ 1) cuto-uito-’o’s /‘ so=ao’ouíístauíl,o~.
huío-;huusou si A’ es fiutilo-> ohituíeuusinuuua.l y la ¡tío-olio-la o-ho’ leluesgtto-’ o-lo-’ Y \ /3 o=soto’í’oí. tui

ro-’stíhta,tl<u oho=est.a iuio-ho-ule tío-u ¡uuuetbo=set’ <tiento-u. o-to-u¡iitu tío uuiuio st u t o-’l sigtuit’¡it.t’ o’Io-’¡íuíuboí.

Ejennplo 3.25 So=a1 : [0, 1] —----------‘IR la buu¡ío-tin<uit tío’ (. titilo-ti it luosguto’ (stohoso=síu olo=fimíi--

niótí cuí [17], ji. 55, juan ejeuíííulo). So’ Lio=uío=<jito> f o’s o eolotito st o’ou¡ítíuíuía o=íí [0, 1], y
f es joícahotieuiteotouuistatíto cuí Li xv [O, 1] \(‘‘.‘. oiooííoho’ íD es eh o o-u¡íjíuuíi no tío> íD autor. Buir

t,;ímít.ou ¡ es ohifo=renotiahulecuí D, ototí {04 xv < o-/¡( o.’) } xv l)< f( u 1 íuaoa toitio-> ti; (E 1). y sití
<‘tít huango-u¡ iint os ttnuitstamute.

No> oíbsoa¡uLo=,si tutu A’ Y> 2 es bánil obo’ohíín;ií’, íutihizo.o¡íobo-u aigíu¡íío-=¡ít,ouso-lo-> t’anoliitabi--

ohatí , ha siguuiemute tmuejouraoho’l teonetuta,3.22 o.t juarti o o-lo’ sí iíiisuímnu.
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Corolario 3.26 Sea A’. uit espaciodo. Banaclo de dimensiónutayar o igual a dos, y
so’o-í LI c .X’ itt abierto otoío.vexade DX Sea~f: LI ——~ IR una jiítio-titiiit <totutiiu’tia, y sea

tito su(uo-’o-,utujuío.uto-ucorutablc dc LI. .S’upatuqrunooís<¡‘tic existe Al =O ¿al <¡‘tic paro-í tao-/o

it E LI\C existey E’ 1<1(s) eoíu ¡¡p[¡ os Al. Etotonce»

/uo-t co-u Jio-ío-/ou u’. y (E LI.

3.3 Un teorema de Rolle subdiferencial aproximado

lito estásección tíos o-unuíuareuííaso-le oiemuíoustna,rversinunes Fréchcty (Ááteauuxsíu lío-li--
bero=u ini aho=sol o’l teoíreuit a ole Rolle aproux itt i aol o-u ji nesetítao-Ini en o=h utapit mulo-u anten oír q ti e

so=náíost;í,jioha,s oletíLro-u obo= la otiaso’ oit taticus tus esjua.o;iasole Ba,uíaoth cari funcionesuiteso’--

La. 1 i uso-titziauías y Eró.utli eL ( resjuect.istatutente (~ átea.uix)olifereocialules. Veneuuiosque
si o ‘ti a fui tu r.idii síu Li oh bo=no=míni alubo-=asci la. e¡it re a st a r’uu ha fnouíuLera o-le la bol a. tu tui--
ohaol olo=lo=s¡umí.otiouetitanicesexistirá tímí jutímuto> it o’mí eh ituteu’íouu’ o-le ha liaba, y o=xistínátutu

p E 1)”’ 1 (tn ) (resju. ji (it D7f( it)) tal quío-’ [¡y]] os 2a. De It echo,, juana esuuaninusole
Batí ao;bi o-tau fui uío:iouuín’s nuto=so’talijuso-thíitzia.uíasst h’’nét’líeL o-bibeneuuciahules,so-=jutabará.qut=
toí oh a bit ti cié mí coití L iuíuua y aco-ulaola ¡ : Uy ——--~ IR t. ah oj tic 1 cisciba emitre — E st te emu ha

esfera,ííuíiolad satisfaceiuuf{i[zí[i :p E ¡Y ¡‘(it) u i)’~f(ut), [iti:i[os 14 rl 2a.
o..ra. oh o=utu tus tnar tus teuu reunas o-le hitulí e o-’ it bu oh i fere¡ini ales tienesit arenios tres ¡‘0=5iii--

I.a,o-bois a.tuxJhiii,res. Etí juu’iuuueu’ liugar. itt;ilizaretuinis el siguienteetiuoniaoiouequíivaht=uiteobo=

la. fo”ou’¡uíuuja tana la síuhuolifeneíut;iaj oto’ ha. soitíta (votaseeh Letuno=uuua, .7) juana obo=uíucustrar
ha sto=rsio$uíiuiás buío=rtn=oho=obio-thíou u’o=sí¡lLaoloicmi eh o-taso tic suulíolil’o=u’emuo:iahíiliolaolEu’oD=otlío’L

Teorema 3.27 (Fórmula para la superdiferencialde ¡a suma) SeaA’ uízu e»—
po-unu> o-le Ro-uro.o-ícío o-o-uit ‘tiro ou juíto-o-tuumu itt eset’o-u L ‘¿‘jusnbo.iJiz do-; o:íoíseO . S’couto ¡, q : A’ —--—--+ IR

¿o-u/o-‘5 <¡tOC’ f os so-sutu ho-ututizo.uíoí it ufe‘¡“¿o-u tutoeto Ji o’’ij <¡ o-ss ti tu ijo-uit ofotirurtu¿e o-tatotiti zia. Ato¿att.--

o-os. ¡íoíu’o-u Jiouo/o-us sc
1, E’ Y y E’ f)+( 1 + o-j )(>;~ } y e’ ci’ II, o-’;u’i.s’/to;mo. >:í. tu’2 (E DX’, y, ci /)4 ¡(ti; u)

y y2 Oit 1) + <¡ ( it ‘2) Jioiles o-¡’ot o-’:

(i) [títu — tu’ot¡[ < ~; u [itt.:í ‘— í:ooi[ os ev

(u) [ ¡(mu) — [(tu’00) [osa y [ <ti) — q(;ttuo) [ose’.

(ii~’¿) [ji1 + ~í2 —- -ji]]

‘I’a.uui huiemí uietto=sitat’euuuo-useh siguiíeuutejini tiotujuití stania,otiamiah,r.itya juituelia. íuíuo=olo=cmi--
t’oíot,na.nsc etí [3:3].ota.juítíulnu 1.

Teorenta 3.28 (Principio variacional suave) Sosa .Y timo. espaciodc Battao:/u eozu
uit o-o-í J”tuíoo-;io-St o ítoo;so;to-í A ip»o-tlt ‘¿Ji: y I”i’e’o;’/o-o’; Ji o-lijo-; itt oo;ioí (u/o; (t’o.;s,zu. Oóteauíso-lije ¡‘o-; o.ío-:íoí(u/o’;).

Soto-u. 1’’ A’ —--------+IR U { oc 4 ziiia j’tiuo.o’io-itu .se’’uou~o-toutitítouío-i síupe’¡’ioi’to.oentc y cíco-ítoído-í »uipcriai’-
ttoett.te, It’ ~ — nc. E¡utou¡uce», pa’no-í ¿oído ¿ Y> O cias/te ‘títoo-í jtiiucion o-matada, Lip»c/titz

y f’o’o’iclo.ct o-/ijci’cneio-ultu/c (‘m’esp. (?o-’íteotuíx dijerczueio-.u(ubo-;) sp : A’ ----—--~ IR tal o-~’t¡c:
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1. 1’ +‘ sp aleauo.zo-usu o.o-uaso.o.o.oafuíer¿e cuí Y

2. I[yI[xv’ xv ] #< 1< O> ~o[isp’iÑ--,>= sup~~x ]sp’(s)¡¡ os O>.

Vio ahu oí eítte, juana probar ha versiGui tu ás ohél>il o-leí Leoreunía. o=mí o=1 otaso do’ suib - *5

o] ifereutnia.luihiolatí áteai,x, Laitíluién uíeccsita.reuí>asha sigiuio=uul~eversiótí oid lurilíniluití o’

varianit utí ah tío’ E’kel ao oh, qute es etí tui valettte a ha. tI aola cmi cl o;a¡u/t it lo> att to’ ni oír ( ven o”

Leourent;u 2.15).

Teorema3.29 (Principio variacional de Ekeland) Sea .Y uno. espacio de Ra- -a>

uo.o-ío-’/o, y seo-u 1 : X ----—--—~[—---oc,oc] una junció’¡u pu’a~io-u, so---no.‘¿camo.t’¿toyo-u sutpct’io-ut’nio; tite O/tíO;

esto-u. a o’o-u¿ouo-/oí suyíet’ioo.’no.erutc Sea a Y> O y u’0 E Y tal o-¡ue .f( u’a ) » sitj> { 1(s) tu’ o-it
-- -a. f]totoinco-;s, para cuuoílquicz’ >o caro O os >0 os 1, o-xisJie tutu ‘jiuío.tto-i ¿ E’ I)ount.( j’ ) tu.!

o-/tío-”:
o’

(‘¿9 >0¡[z — ti:aii si 1(z) — ¡(ita) o’,

(u) ¡[o — ti’aii ‘~it a/Jo
-o

(iii) >0]] tu’ - -.sa¡¡ + 1(z) Y> 1(s) s’¿cuoo.¡ut’o-’ o-¡aí it

(Jo¡ti euínemníasya couí la stensiGui Enécho=tsit bu olifenetío;i a.h olo>l to=oro=¡tu a obo= Bnul bo=ajuno>

tui aol o-o. Síu att mtuí otiatio es o-ro ás fo arte y la íu roíaha niás si u uuj> jo’ ojuí e o’oí eh <taso o-i o-’
síu Iuo-hibo-’.ro=mittialuilioia,oiCátea,uuxcasnígraotiasa la. fót’¡uii.iha juana. la sol hítlibo=rt’uíotíajtío’ la.
sutítia . Do’ alinura. o=uíatielatíteo=lutoumíjuu titeo {to: E’ .‘X’ []ttt¡[ os 1/4 bou obt=uío-ut.aro=utiouspo-un

8(0, 8). ¡ítio’otra.s o-lite 5(0. 1?,) rejuro=so=mutat’aa. Qn E’ .X’ : ][s]¡ xv lot).
44

Teorema3.30’ SoDa’ A’ ‘ ‘tí#i tS¡iá¿ió‘dé; Rdzt.otnlTcóto ‘oí’¡ío-í ¡uuut.o-t’¿o-ho. uuoese¿o-u.Li;isnit’¿íz o-/e
o- ‘/o-uso-’ <“1 ( \‘ ) , ~ n 1? xv 8(0, A>.). .5’ xv ‘5’ (0, Ji’) y .s’eo-í [ t It --—~ IR uoíoo-u ¡‘tít o-otio-iuu. o-uo:outoío-íou

10/ o-OIt ott.’¡u iíOt tti/ que 1(S) G [— a.a] . Ero.toíto-o’es:

(‘¿9 ‘Si síu ji f( 8) Y> s mu p ¡(5’) o-roto-uit ces yo-no-u no-o o/oí o-í Y> O o’sís’/o’o.o u’ E o ‘íot( 8) y ji ci

11< f( o:) talo;» <¡‘tic [iv]] os. o-o-, o”

4,

(‘¿i) ,S”’¿ ¡uf ¡(/3) os itt 1’ ¡ (5’) o’ tuto-ío.í o-’o;s yau’oí o;oío/o-í o-o’ ~> O o’tut’¿sto’ to o: oit u ‘¡o.t (13) y y E’ -o’
1) [(tr ) ¿nulo-’» o-jite [Ip!! os o-u. 44’

(iii) .8’! ¡(13) C f ( .S) etu ¿aro-no;» jioii’o-t o-:ouo/oí o-o- Y> O eti;’~,s’teu o tu’ u . ,~t 2 ti— u ‘tu Ji ( 13 ) ‘y /uí ci —

i)~[(itt ),p~ (E DJ(s2) ¿oiles <¡oir [pu[¡, []p2¡[<‘2=/1? + 00.

f)o’;uo.o.os¿o’o-uotio-i’¡o..
íDJastu (i): sea 7/ xv suíí ¡(/3) — siují f(,S’) Y> O. y o’otitsíoieneuuitus /(r) xv ¡(tu’) si

u 0 II 1 ( u:) xv ----occmi otaso> o;ouíttnaniou. íD otuuití 1’ es so’uíiio’oíítl,iutoua stujoenio-unuuío=uíto’st

it oit aol u su ueu’iouu’¡oío=ííte,eh junimiutijuin> sta.nian;uouutatatiteniourtítus o-la it tía. ‘it íuo-;io-Du¡í =jo-ho’ otiaso’

(‘t (A’) ial tjue []y[~ os ‘¡í/3, ~[y’j~<’os no st Fi--yamautasíu ¡itáxíiítou o=tí tui hutlttt~tu tu’ E 8.
Aoio un is u’ E’ i’¡o.t( 8): cuí otastí co-uot.ranua. t,tuu¡taríoiou o-u tal o-jito’ [(a) it> sitj> 1(11) — y/3

ouhito,~uto-lit utuutus

suují 1(8) — 2’¡~/3 os [“(o-o.)+ <¡(a) ci 1(s) 4. o-fis) <1 sitj> [(.5’) + “¡í/3,
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una otontradiccién.Par tanto it ci ‘¿‘¡4(8) y y = yt(s) (E 13±1(x)satisface!iv!i < e~.

Caso (u): la mnismmua olemnostraciénvale.

(Jaso(iii): cansidereniosha ftumunión ~b(s) = ¡(it) — (2a+ o-~)!isii/ 1?. lista ftmuíciómí
satisbacelas no-un dicianesolel caso> (i), y juor Lauto> existen it ci int(B) y ji E’ ¡3±o/u( it)

tales q tie ¡ ¡u] i < ti. Aboira, por la fénunmita [>au’aha subíotiferemíuti al ole la stíní a, cxi stetí
si, yí ci u’¡ut(B) y Pu, <¡u con vi ci DtI(st ) , <¡u E’ J)±((2a + ti)! R[]½[¡)tales o-jite

1 [vi+ o-/¡ —‘ ¡í~] os o-o, Ini nial imtuplic.a~ o-jite

[vi]]< tu + [ion] + [iv]]os 2o-x + [<¡u]!.

Nóteseque o-¡ (E ~~V—ihii)(’uí) si y sólo si —<¡ ci 1,Y”(i[.i[)(’tí). Adeunás.ca’¡n.o []j] es
oto-unstexa to=uienu05 dii [(‘ti) = Li — [¡. [¡(u), míe tui ancra.opte si o-í E 1)— [] [(‘ti) emíLatícas

<¡(lo.) os [¡‘tí + fui] — ¡[‘t,[¡ rl ¡[lo.]] juana toitía lo., y junun tanta i[<¡i[ < 1. Tetuietitía cli cutetita

estco juoíolo’unnus oleolonir opte [<¡ [ xv ]¡ — o-tu]! rl =ti~ así [iv]!os 2cm + (2a + eí’)/1?.
Paracuinnutitrar it

2 y y? hastar.oimisitbo’rar o/u( tu’) xv ¡(tu’) + (2a + cm)iittti[/J? vale ha.
itt istría, nletitastraniétí aíul i canníní ( u ) ~ vez ole ( i

1 )e este restíita,obou iuíuenle oheol tícirse eh sigmuico Le

Teorema3.31 SeaLI tizo. abierta eoiito-;tu’o-u
o-pío-’ Ji ío- ‘¡to ‘tít ta funnióto ‘¡otese¿a Liyíso:loi¿z o-/o;

cníz’t Jiíio.ua y o-o-o-atado-u y sean 1? Y> O y
5o-u (E LI

o-píe [(DLI) C [—a,al. litotanees:

y o-uo-;oí¿nídoí eto tito esyo-¿o’io-u o-/e 13a’¡uaeiu A’

oío-u.»’e O’ ‘~ . 5’eo-í 1 : LI ——--> IR ‘u,m’¡o.a ¡oí’¡uo:uoutu

¿o-u/esopto’ d’¿»t(su DLI) xv Ii’.. S’to’juort<¡o-u.’¡to.nis

(‘¿9 Si síu ji [(ti) Y> sotp ¡(dli) o-;’¡o.to-itt.ne.s pato-u co-to-¿ou cm Y> O etotums¿ett.tu’ E’ LI

¿o-u/o-’» o-~tíc’ [iv]]<it cm.

(u) Si ini b ¡(LI) os iuí b ¡(DLI) emo.to-ííuo-;e.s’¡yuta. otan/a. cm Y> O o-;tu’’¿steuo- ‘u’ E’ ¿4

¿a/es o-ju¡e ¡[‘ji¡] os o-o..

(‘¿‘¿¿9 Si [(U) C [— a,a] cío to-itoott;» yoíu’oí o-:oío-ío-u o-o Y> O esr’¿sto; u o- tu’ • ti’
2

I)~[(tu’1 )‘v2 E /t¡(ut2) tale» o-pie [y} [!~[¡í’~]Ios 2a/l? + o-u’,

y y (E Li’j(tot)

ypE’ D4}s)

E LI y Pu E

lito- Ji.oo-ía eo-u.»’a, iuub <[ji]]:~i ci 1)’ ¡(tu’) U >0) #j( .í: ) . it ci LI) ‘Y> 2a¡8.

Y ole aojuí se oleoluuce íuiíneohíata,toietiteeh sigiuicuite

Corolario 3.32 S’o-;a. LI tiro- o-u (u ‘¿e‘¡‘¿ni co-u u o-cito-u ‘t’j ao-;o-íJi o-un/tu tic tito ot»paO’~ti o-le [hito.oto’
1. A

<¡‘tío-’ ¿‘¿o-’ ‘¡o. o-’’to.uoí fíí’¡oe ‘¿o-itt ‘¡tu ese’¿o-í 1,i’ju.so-:iu’¿Ji z o-/o-’ o-/o-uso- (‘.~ . Sto-u ~f : LI : —--—--‘ IR oto-oitt í’¡u ‘tío-u y
oto-o Ji o-ío-/oí ez o- ¿4. So.t¡ia’¡o <¡o-tutu o-u» o-íuuo’ ¡ e’» coito.»¿o-iio- ¿o’ o’ ‘¡u DLI. ‘<tito-u tures.

iiif{I[v[I : y (E Li7f(tu’) u Iftjjs), tu: E LI) xv o.

así co-~it<>

(Dorojano 333 Sca ,,X’ ‘ti tu o spao:’¿oí o-le Bo-í’¡o-o-io-t/o o~uoc Ji ‘¿o-tít e ‘timo-o-u juí’¡o.cio-i’¡o tuoo-;se¿o-u L ‘¿‘jis—

cbo-iJiz o-/o o-/ase O’’ ¡ y so-o-u ¡ t A’ ——--‘ Pl nazot’¿uo.uuo-u y ouco-u¿ao-la cío. <Y . l’iuota’¡ie’cs,

inf{[ipli : y E I)””¡(i: ) u Li”f(it). ~ (E x} xv o.
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Vi nalumíenLe estunliareunoseh Leorcutía dc Rolle aíurtixiuuíaola sulinO bo=ro=ounialcuí eh

otastí Gátea.itx. Aquí ha o-lerííastraniéuíserámás larga y eh o=míuíuíniaobo-ítitás niéluil o-jtuo’
tui eh caso-u Fnéchet.Si la fórmula para. la suu luoliferennia,l ole la. soun a. bíuo=ra.válida juana.
síití diferenciales Gáteauxolemutro de la utíase de espaciosole Bauiach oj tío> t¡emío=uítu o a o,
fu tu ciémí uneseta 14ijis ch.itz y CáLeamuit nl i fo=no=uíniahíle’.. ha. oh o=umítus L nació¡o obel to=ano=umía 3.30
serviríataimiluiéít en estecastí,nevintietítír> cuí tutía, tui ajo-ura.siustauinio.oh tíal t.t’tiro=uuia3.. y

sous corolarios. No sa,luo=unuoussi umía. l.a.h f’o’irtniiuha 0=5vo=m’oiaolo’m’a.o-lo’ntm’tu ole la uuíemío:iana.ola
otlaso=olo=esjuaciosde Batíanhí . o,

Teorema3.34 Sea A’ uto espaciodo’ Bo-o.toaelo. <¡uu.e tic’¡oo-; tuita juu’¡unió’¡o- íto.eso;to-u Liv»--
cíui¿z y Col te’a’tzx di¡cu’emt.ciab/c, y sea R.,,a it> O Seo-u. [ 13(t),!?.) ——~ IR ‘tina f’tuío.eio-in

o-to-intin’tuo-í y acoutao-1o-u, y supo-mnyano.as<¡‘toe f es (Vo-’¿tcaIi]’ ¡<tu lío-lije ro-;’¡oo-’io-u (u/o o-. ‘¡u ¿tutu (0. II)
y ¡(8(0. 11.)) C [—a,+a] . LLDru¿annesexo.»to-;to tito- ‘¿“¡o ¿13(0. fi’) ti y E’ Lijit[( it. ) ¿a/OS’ <¡‘tic

os 2a/R.

Do; no.o-ist’ro-ie’ioi’¡i. 5 tu pauiga.muíos ji ni ¡ti eno o jite s os 211. íD ‘tí ¡ u si oh enaro=u ti tus 1. ro-=sc aso-us

9,
(Dasou 1: ¡(11(0, 1?)) C [—a.a].

Suu~uouutgainousluniuuuero> o-lite ¡(O) Y> --—a. Sea >0 xv 2a/1?.. (iouuí’uou j’( 0) Y> su ji { ¡‘<tu:)
tít ci .13(0,11)4— 2a, o=ljiriutci1uiou va.n¡anuona.i ole l’Dkela.uío-l tinos o-ha tui .u’ 05 /3(0, It.) tal “5’

ti tít> u,’

4,
(i) >0i[su ¡ os ¡(sí) —‘ ¡‘(0) 9,’

(u) ¡[it ib os 2a/>0

9,’
-o

(iii) >0¡¡tí: —- -tu]] + ¡(itt) Y> ¡(tít) sieuuujuno=tiuto> tu: 5.

4,
o-ho-’ nuiauíera.que

3:í E ‘¿‘to.tfi(O, 11) st, to-u¡itamuoboo Huí ci /37 ¡‘Hz:
1). (iii) utíjuhita quío’

vii rl 2a/II. Etí efeo:tou, huataLatía it <‘o-itt [luí] sm 1 tt’uiu’¡itt;os ojuto’

¡(~u’i + tío.) — ¡(tu ) ‘2=

i~] 1?

u,--
juana. Louoiou t.,y tatiuliioliu, jítíestu> ojoe y E L>it/’(.u;¡

-os

huí iuuf I(to.u --i--tlo.)— [(tutu) ¿¡dio)[¿]

ou eqííivaleuíteníeuíte
*5<

¡(su + ¿lo.) + ¡(‘u) + tp(lu)
___________ <it 0.
[Ji]

hiuuí sitp
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.y par tanto>

—¡(sí + tío.) + ¡(su) + v(t/o.

)

[ti

¡(su + tío.) —¡(sí) —¡(su + tío.) + ¡‘(it>) + p(tlu

)

xv hito sol> v(¿lo.) = uníst> ji it[ti

os jitui soijí ¡‘~ tutu + tío.) — ¡(tutu) + bitit siup
it] <----+0>

os Hin síu’íu ¡(su + tío.) —¡(sí) os1
it] ‘ 1?

j’Dstoi ji ríto=lua,nj te iví] os
Aluona. sui~iouuiganunusO4uie ¡(0) xv — a y escojamoos ¡u

que i [viiY> 2a/ Ji’, ya qtuc en caso> rotítranio habríamos
coin [¡lo.]]xv 1 tal ojoe v(1~) Y> 2a/I?.. (Dtutuio-u

(E í)7¡(0). Patíeniossujuoumuen

tenunimíado. Euttorucesexiste lo.

~, ¡(tío.) — ¡(0) — tv(lo.

)

[u’]

y atientás¡(0) xv —a, existo> ¡mí O> ,> O La.h ojite

¡(tío.) + a — t’ju(io.) 2a

_____________________— ,< ----— — ¡i(/o.),1?

ti otítal iuííjubiota. o-jote [(tío.) +=Y> i’i-~ h>ar ta,uítcu¡(tío.) Y> suíj> ¡(/3(0, II)) —2ev Toniauiobo>
>0 xv 2a¡ Ji’ jio> o-le iii tus u usan o-lo’ ¡ t mío’va o=h junio ripio> vanianioti ah o-he Ekelautoh para o fu tetíen

tío tutu E’ 8(0.1?.) tal ujutí-->:

(i) >0i[.’c¡ - -tío.]]rl ¡(su) — ¡(¿lo.)

(u ) [¡trí --‘- -tit.[i os s’/>0

(iii) >0[¡s — tu’

1]] .4’ ¡(tutu ) ‘it> [(su’) juana toitio> tu’ tu’1.

h>our (1), Lo>tuietttbou o=uíruicoita o-jito> /7 tío.) + a Y> ?f’¿/ ouiitn=uietríous

—_¡(tío.) _ a — ¡(¿lo.) 2a — ___
u .. Huí] os - -~os =11—O>

— 2a/ lot 2a//?

lot <‘ital iuui uiio’a o-jite [tutu
os fi’. \ Fio-ut’o.n huio>mí

oSlo-it bis ro’a.hizaohousaun ita

Ji E’ l)7/’(u’~ )

rl [!tutm--— tío.]] + O> os Ji’ — O> + O> = fi’ y por cansiguuietite
mí oi ¡ es (1aLu=atu x sitj> o-Ii fere¡inialije en it í 10)5 tOi i siii tus

uotito=strauitino> (iii) itiujíhina opte I]v][ rl 2<11 jara~ otu.uahojtuicr

(asti Ib: supo¡(8(0, 1?.)) Y> stuju ¡(5(0. 1?)).

h’?hijantos uit so-u Ial Ojile Sitj> f(.S(0.U)) os ¡(tea), y seaa, >0 tal Opte O os Co- <

teoí ) — síu ji ¡(5(0, Ji’)). o-o- os 2a/ 1? y O os >0 os o-o-/ (Ji’ + 1). l>an el jínití ciluia van anionah

tío’ j’Dko-=ha.rttl o’xisto= ¡‘mí tí:~ (E uit 8(0.11) tal njuío=

/‘(it ) os ¡(tutu) + >0i[í: — :ut~



9,

60 (JAPÍTULO 3. UN PO(JO DE (JA LCULO SUBDIFFDItENCIAL

ji anaLo oh ni tu’ tutu ,yya sabemoso~tu e esLo iuuí jul ira Oj tu e 1 [‘ji ~ >0 os no ji ana, o:íj ahoj tu io=n
‘y E’ D7¡(tutí ).

(Jaso-uiii: i ¡uf ¡( 8(0, II)) os mf ¡(8(0, Ji’.)).
o””

EstC 0=5<=1G ¡‘tino> o: asní cuí el quín=itt iii zanetuios el ~uni ti ni juiní van ario-itt ah stuave. 5 o=aui
xv tui ¡(8(0. II)) ‘--‘ tui ¡(2(0, /?)) Y> 0, a Y> O tal ojuto-’ <o. os 2v/ii’ y o-:ouosiolo=uto=uuuo,s

1’ : ~Y --. IR Li {oc} otefinida por E(s) xv [(it) si it (E /3(0.11) st It(s) xv [oc
o=íío’asoi o’ouuít rano>. l)o=lpu’inc.iíuio vaniao-;inuoíal sitaste 3.28 o-uiuto’mío-=uuíoustu ita boto tiótí sp

Y ——--~ IR q i ¡0=es Li psnl’t i ti, anotaday (Dfli tn=auuiv ni iferenío-tialila, tal ti u o’ ¡[sp[i ~, os ‘¡¡/8.

[spt]¡,,>,os ev ¿y 1’ y, tirano-zasuu mnuniutítí etí utí liututol 5a ci 13(0,1?). Aolo’¡ííás, tIche so=n
5a (E ‘¿itt 13(0 fi’) oit caso> catutrania.Lnuuíuatíolní o-o. La,h ojoí’ [(o-u,)os iuub [</1(0. Ji’.)) ‘u’ y/3.
o-u!> teit oh.tíaiuto-os

“5

iuíb ¡(13(0 /o’)) + 2’¡’j/3 Y> [‘(a) — sp(a) it> F(.ut
0) — sp(í’o->) =iuíb [(5(0. It’)) — íj/3,

o”

tiota o-touttnaol¡oo tutu ltettuéno-leso=ojíte la suituta. o-; 4--lo.tío-’ olois buuuuo-tio-u¡ío’s soihuojifero=mto;iahuho=s

o-,o y ¡o. es smi huohifeu’t=nintialulo=,y
9,

D~g(x) + .iD<it./o.( it) C .137.(o-; ‘4- -lo.)io:).
“5

‘1’a.í’tí hiGuí sa.luo=uuíous04110=st tina fuincién y alcanzati ti uttluoi tito-u o=íítu’ o’¡tto-uui o-to=sq o=ssíu bu
<hil’ereuut;iable cmi tít y O ci .l)7o-,u(s). ‘h’eutio=mutlou o’íu otout=mitao-sto-u jutuoio’¡ittts o-bo=ohutotin o-jito’ <o,

-o.

O sp
t( it’) E 1)7<1’’ — sp)(sou)+ ¡<sp(>‘a) C 1)7. J’’( s

00) xv 1)o-;f(

tío’ uííuíolou ojote ‘ji xv <(tu:o>) satisfa,ote‘ji (E Li7f( ita) y ¡[¡Ii] ‘it o-o- ‘5--. 2v//ot.

h’’iuíah¡uio’rít.e. o-;ouuísiolo=ro=uuíoso=l<‘asco a Y> 2/?. l’o-’¡íieuiobo-u o’uí o-ttuo=¡ít,;íOjOtO’ ji Os.’ 1<4< tu;) si

.st so-Sito si u’» (E JD)7l¿u’f)(s) juanaLoolcu u’ Y> O y rnuuísioicna,uíohoula. iuíuíotioDuuí q u--. a
t//a, tío-título’

<1 ‘2/?.. ututbo’¡tuius o’o-uuío’buuiu’ (aplio;a.uiobo-u <‘1 m’azoumiaíuoio=¡íl.o-ut.uoto’niour o y’> <jíto- o xii— it OttO

o; o-=íu o’h iíít.o’niouu’ ojo’ lo.t. itoula.. y íuuí síílugnao-hieuíto-’¡ (E ¡37 fol tu ) táí.l o’s o-lito’ [vI] ¡Ji’

Observación 3.35 Ol>sóu’vn=seqíto> saja,to-to=mtto-=lieuuinus t¡t,iliza,thou el jutí uio-’t!ouoo ‘‘tu taotor

míal sitaste o’ut la. tbt’oto-ostnao:io-5ticounnesjuomttlieiuteal <‘aso-o uf /< /3(0. ¡o’)) iii 1 / (.8(0, II)).

No’uteso’ t,a.uuíhuio’=uto-jito> cuí eh lunimuien o:asnu so-Sia íut.iliza¡uíoís <i te [(/3(0. 1?)) 6’ [ ]
Loumíro’.+ es niactí o¡í.ío-=juana o-:utahqoio=u’o-=sp;o.ulo-u oJo II ouiat it par;. o’oua.iojouio-’u’ Itu¡to’ioluut

otouuut,itutu a st ;u.otout.a,oha1 : Jix(0, 1?) —--‘--‘. Pl Ojíto- >0<0 (,,utt.atu\ ‘.uilu<hil’o’neoto’i;í.hujo’ o-’uí <=1
nitur oho=1 a 1>0>1 a st saL isbaga¡ Y> —a y ¡)s’(oo uu~ o’Xtst ti O tui j)tu¡ito-o .0’ tít ch

tío’ la. lío-iba st ¡it sto bgu’a.o-hierutcy cii- 1)71(s) tal <¡tío’ ~[~í]j 2 /11.

Observación 3.36 i,a otomurliusién tbo=lLeo-uit uita 1 1 tutu tito-oit’ iito-’jourarso=juana. noluto=iio’r

iii ~uouuíi.outi’ (E muí. 8(0, 11) ta,h qu~,=iv!] os 2v//i’ joanatao-Ini ju E’ f)’ [(it 7 \‘éaso-=o=ho-’.jeiuijuhto

.3.1.2. u,’
4,

h’)o=l .o=tire¡niaa u t.o=u’ioum’ se olo=o-ltio’o=el ímuá.s geuto’u’a.1
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Teorema 3.37 SeaLI ‘tito. abierta conexo y anotada en ‘¡un o;»juana de Ba’¡uaclo. A’
o-pío-: /tie’¡uo’ uu’¡ua f’tínnioiru tuueseta Li’jise/o.ítz y (/ol¿~o-~~i~ difcre’¡uciable So-o-u 1 LI —--—--~ IR

o;o-unt’¡zu,ua y o-uo-atada, y Cáteo-zuxs’ti(udifci’cío.nio-íHe e’¡o. LI. Seo-itt Ji’. Y> O y tia E LI ¿ales
<¡‘¡te o-/i»¿ (ita, dli) xv R . Supangaizios<¡no’ ¡( dLI) G [—a,a]. Ji”títozo.ces etitistet’o. u’~ (E LI y

y ci Qj.f(x~ ) talo-» <¡‘tun [i¡u[irl 2a/Ji’.

así oto> uno-u 1 os o] tus canala.rioíssígiu i cuí tt=s

Corolario 3.38 SeaLI ‘timo. abierta coituexa y acatado-u en timo- o’s’juaco.ou de Baro.aclo. Y

o¡’tuo-’ licito’ utit.a fuio.cuut’¡ itt.e»oitta Lívsclo.ítz y a/teo-t.uit oiajcz’emteia(uíe, y seo-u LI —-------# Pl
o-otto¿oDio. ‘tu o-o. oto-o-it—u o/o-u, y Uí’uteo-í’tus ¡<mt bo-Ji¡o’ ‘¡“e ne’io-o (ule otto U. Sut¡io-i ti<¡o-tutu o-us o-pi o-’ .1 o-’» o’o musto-í,rt.te
o tu ÑU. L’¡t/t0700tO;5,

iuuf{iivii <¡u ci /¿it’¡(s). it ci ¿14 = 0.

Corolario 3.39 Seo-u 7< ‘tíío. abierto coito-ero y o-í.cotado-u o-o ti mo o s/uo-:o’io-í o-le J3o-uuuao:lt. DX’

o-o-otto to.o-’uuo’ auto-u ¡‘tízo.cio-Smo. ‘¡uueseta Lipsclt¿tzy (~o-itco-u’tus o-h¡ereto.cia(uie. y so-o-u 1 7< —----~ Pl
o-o-,tu ¿tuoto a, Go-!¿<‘o-unu’ síu(ud foto-itc’¿oi. (u/e y ouo-;o-u ¿o-uo-/o-o e mí A’ . /iJ’¡t ¿a‘¡u o-o- .s’.

inf{[¡¿í[¡ ‘vE Li7¡(u’).to: E’ \} xv O,
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Capítulo 4

Negligibilidad suave en espacios
de Banach

li-tu o’st.o-=o-ta.juít.uihou louu’taheco=net’tinuscl esqutemutao-he no=gligihuiliolaoljurt=so=uttao-lo-> 0>10 ti ca.buíu.ti lo-u

íunuuíío’nou y ouluto=tiolneouo-usobiieniniarfisunas opteetitíulmuan couijutotousn;ou¡uujuatttaso, o íhíuío-hro-us
souluno’ otoimio ua.tttous cmi esjuan:uosole Ijauiacli ole oliunetisio-’uut iuífimuil.a oííío’ aol ¡¡u oto¡í uíou¡ titas o-o

so>tío ¡ ¡ it> rtui a,s o-Ii fero=mío-tiahíles. De hechouse probaráqmue la ehuuiiuianiéti oh ~ico-unutí¡lío- tío’
¡ tu oto-uit u ji aotta juuucol o-= sic iii ji no=efeo-tt tu ansea,l fluí al ole it uu a isoutopía. ole chaso O’ ‘u t tío-lo-us

;o.ojuto=hiooso=sjuao’iousole Ílattaoth inuinittí tliuiio=uisiotiaiesojite juoíso’o-=uí ¡íoinuuta.s 1 ¡o-o-lío- 1 oído’--

ro’¡to-’ia.Luio=s. h’a¡itluieut vo-’i’etuias ohuto9 es junisilule eliuuoiuta¡’ jittutt.tus tu iito-’lutsa síui>t si> to;io’os

o-lo’ <‘o o-li uuío-=íísión iii hitita íuíeolia,uít.e olifeouuouarfisioinusole otíasereal attalítittuo. oit t.ouoious ltu,s
otsju;í,o-tuous tío> Ibí,¡uan¡u opio’ juoseemí munuu’uíías a seununoinuuíasreal auualít.io-t;ts. Ah liii a.i o-fol

u it u tino se o’xt ictiol o=mí alguinos restul taolous snulure tlifeamnnurfí síu tus e isc,.oipías o=hi¡ tui ¡ o a.olo-o--

t’;í,s a.l o;tottto’x Lo-o tío’ las va,nietlatin=soliferettotiahiles uoítioielaoha,s soubuno esjiaotiouso-lo’ Ba¡i;t.otlt
<lo’ o-biíttt=tisio’uutiiufitoil,a ojuto’ athuniterí mínuu’umía,s h’’ro$t:lto-=t ohifeno=uuniablo’s.

4.1 Cómo eliminar compactos de un espacio de Banach

Lii ‘‘siso sn’o-’tti<uo uharcuuto-us tutu uíuótaolno luata ehiiuiintar oto-tui jua,ttttus su avo-’uuio=not.o=tío’ ti

o’sjutt.o-’ioo o-lo-’ Bauta.o-’ht o;cuíí totuniuia ohifercnntiaiuho’ (tía uíento=sa,t’iatíio=utto-’o=ojtíiva.bo--=utttj..‘\ oto-tu~
i.tttu¡t~t.o-tiati t=¡ttuitt’ta¡¡uois uuuit=stroututiocijual nt=stultao-bouolt=0=5La settt’¡ouuu.

~‘eo)rerna 4.1 Soso-u ( DX’ [ . ¡ tutu o .s’vo-o.o:’¿o de J3a;o.oo.clo. o-le dimuoo:íusi o-iíu itt/it o’¿Ji o-u oto-itt luto-u
uf o-uf! oto-u o-/o- o- ‘lo-uso’ (.o-’ (uo.ou uocce»o-ím’iouuo.ucuote o-o-puitalo; tute) ¿u. Ji-u oto-u tutes, lío-u t’oo 1oioíoi o ‘tui o---

‘jo-o o-o Ji o-u o-o-itoo.~bo-uoto-u 1< c A’ . etiti.s¿e o.uíu oíijo;oí’¡oo.o-umjis’¡o-uo-u o-/e o-tío-use (,‘t” sp o; it ¿uy; .~‘ ‘y Y \ A’

o-lo oto-o-u yo-u u’ou otoo-uío,ouu. ‘¿o-;r tu — (uaío, o-ubie’¡’toí 13 <¡‘tic o-tato.¿eíto->o o-u. o-u A’ , ¡u tío-o-/o-’ o- í’’¿qiu’s e o-¿uío-’ sp >0‘o-u

lo-u o-o-lo- o-o-Ji o-o-io-ío-í jtuo.í’o-o o-lo-’ 13.

u ¡ o tío- uuíoustra.r esto’ to=oino’iuua,it Lilizareuííous ch lem’¡o.oí o-/o-sl ‘juiuio.to fijo-u íureso=uita.tbou;í.j unu--
o’i jito> o-bol t;ajuítttbot 1. ojuto’ nt=jinatitittititousa o-toumítimíuua.nuamu íua.u’o.i. uiiaytu!’ o’ouuuuo>ohi<hao-l tit=i

001’.
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Lerna 4.2 Soto E (0, oc) —----o. [0, oc) ‘tinta fuo.tc’¿órt o-:an¿htouia tal <¡‘tic, po-uros. toso-/o-u»
¡3 Y> o-o- Y> 0,

1(13) --‘- -[‘(a) os —(/3 — ex) y lito suijí 1(t) Y> O.
2

iztt¿o-ítuoteso-susto, ‘timo- ‘tí’¡oo.co-í o o- Y> O tal <¡ue I’’( o-u) xv o-o-.

Dh’ammolui o-5mi mu o=c.o=si 1,art’ ¡ tío us versiones iii ás ftuentes ole tus 1 n=uíías 1 .4 y 1 .5. A sabo=r.

Lerna 4.3 So-a (A’, [ . [ ) ‘tutu cspac‘o-u de Banacio. de diu’rto-’’uusio-imo. iztfit’o.i¿a. con uu.zuo-í ‘¡o.oíu’--
otto-u o/e o-jase (Jt> (mía o.tecesau’íamnentce<¡ui’taíeo.o.tc) ¿u. Eit/toro.co-;s existo- ‘tuco- fuíoo.o;’íoí’ro-o-u.í

o-:o-ito.tinuo-i w A’ —--—--~ [O.oc) <¡‘tic e» o-le cío-use ODD/ O” etiX \ { 04 y so-u Ji ‘¿¡<fo-uoto-’ bus o-o-snoíio-;io-u tío-;»--

» ¿oj’tí¿o-;’¡’o ¿cts’;

1. w(s+y) rl w(s)+w(y) y, par ¿anta, w(s) —w(y) os w(s~ varo ¿adas.o¡ (E .--\‘

9,
2. ~w( =‘tr) xv ‘¡‘w( tu:) pata /to-íoJoí tu’ E’ A’ ‘y u’ Y> O’ —

9,’
+ w(s) xv O si y sólo s’¿ it xv 0;

4. 4 >,~‘ ¡ z’p ) <it ~ w( zj~ ) pata ¿o-uo-/a serie eoí’¡o’t,eiyo-;iu¿e>j¿ízp;

5. 1 ‘otto-u /to-iobo-s t Y> 0, cxi»¿e una suicesiómo.o-/o-; ‘tmec’¿o-uu’o’s líuo.co-ul’¡uo-o ‘¡o-Ji e ‘¿íoo-íe¡uo’ u u oí’¿eio-Jies

(un) o-¡uíe »atí»fo-uo-:e —

O>w(yk) rl 771

‘juo-u’¡ ‘o-u toso-lo-u L: (E N. y oto-u uo. lo-u, propio-dad do-; quío-;’ po-ita /oso-jo-u oto-síuj’uo tota oto-ito-upo-uc/to-u lo’ ci’ ,‘\‘

o---tutusto- -ití i E’ N ¿o-u! quío;
-o

iob{w(z— ~yk--) ¡ti, =o.o.a.z E’ /o’} Y> O
‘Sri 9,

No$Jio- » o- opio w uo-oí e’» ‘¡u zuo-í m’oo-uu’u”¡oa oto A’ ; o-tu qetuetai, w’ (su’ ) ~ tc ( — u:
u,

Lema 4.4 Soto-u ( A’, [ ‘ [ ) timo. espaciode Baitaelo., y soto-u w uouo. fouuo o’t.oiio o-ti o¡’uí e so-u Ji ‘¿Jo-so---e

lo-os o--oitmo-í’¿o-’ ‘¿o-u tíos 1 2, y 5 o-lo-;! lento-u 4.2. /úmo-toutoce.s.yo-uro-u toso-lo-u O> Y> O. o;u:’¿s¿o- ‘tito- o-o-oto-o-’! ‘¡mo-u

y ‘jis t (0. oc) ------—y’ A’ de o-tío-uso- (c< ¿o-ui o-jite
-o

1. w(’jí(o-o-) — yí(¡J)) rl V¡~ — e.) si!) =a; Y> 0; “5

-o

2. />o-u’¡’o-u /touo-/ou o-touo.’j’ouruto-u co-i’¡ro.’jío-í.c/to- 1< c A’ cutis/te Jito it;’ O ¿oíl <¡‘tío- -o

inl’{w(z — p(¿)) O os í os ~ E’ lo.’> Y> 0;

2. ‘jí(¿) xv O si y so-iba si Ji =O>.



4.1. COMO ELIMINA U. COMPACTOS DE UN I’DSPA(JIO J)LD J3ANACB 65

J)cuu’tous¿u’o-uciouuuo;» o-/o-; bus /e.no.o-us4»’? y .4.4:
Ro’o:orol a,ro’uí>tus tu neveiuío=utto’1 a.s oleniostraciatues ole bis Icítuas 1.4 y 1 .5, un oustra--utío>

n titilo-u 1> tu t=ohcmi tu tu temíerso=las íu ro-ulíi etíaojes a.fi aoli ola.s. ¡)etícutos <listui gmuir tres nasnus

aso ¡ La tio,uruna ¿u es otouuuííuhcta¿y’ el cajuanio> A’ mía es reflexiva.

It o estenaso> it> oho=mii os siu~utumuer o-itte o-u = [ ‘ [ L niutí auuítus tuti fuunciana,l tuiea! noii tinturo

1’ oit A’” co-itt ]i”/’[i xv 1 tal ojute T mio-u a.ho’auío:o’ stí uttuntiía.,st olefi¡íiuíínus w(;u:) xv []~l[— i’(ut).
‘ouíííou viunnus cii 1--1.o’h buuuínbo-uuual wu satisbao-o’las ju¡’oupietladesl--”’h . Fi-ti ha. oleunostraniémí

oh e 1 .4 La,muíIii é.n se vió oíue jiara toití tu ¿ Y> O existe ita a- -siucesuan(y~ ) tal ni tu e [yp ] =

y
05

w(yk) = []yk[I— ‘i’(yft--) os

íuat’a to-utio-> A; (E N, o’s olo’o’ir. w la lun uuiera íua.rto=obo= la. juí’oi1uietlatl 5. Es claro ojo-te
jicodeutinisstt juouuuo--=no-jite ho-us vo=ottarcs(y~, ) soumí litica.lutio-’uí Le iuidejieodio=utto=s.Béla Leuteunías

o~uío’ noití liroluan q tu e tu a a t a,h síucesióti (u,op 5 L autílii ti-mt saLisfanáha siguuiente caooh i niótí
juana. Lo-utho> ttouoojit tito-u o-ttuín juao:to A’ c A’ o’xisí.o-’ ‘o-uo’t xv ‘¡no->(A) ci N tal opte

‘o-

iol’{w(z — >701k.) o-o ‘lEO. z E 1<4 Y> O.

k--ssm

Sea, juuut=sA’ uuuu nnuuíjtumítou c.o-uuuíjíacta,seaSI Y> 0, y Lcuuiieninis 1? Y> O tal oííue [z[ rl /?

juana. Lnitlco a E Jx’ . ( o-uno, ?l’(yg. ) --—> 1 o-;ua.uttbo-u it — oc. junuoleututus o-=ííotniuil,na.u’ tuno ci N tal

o-uo-’ >2k, ‘l’( ‘y~--) Y> Al 1- -/?.huara. to-utino it Y> o-uit. l’Duittuiio-’es teíío=uoíous

w(z—>~,yp) ‘Sr []z— >7,yo-h— /(z— ~ /( >7~
k’zszt k~i /=t O

xv ----‘l’(z)+T(Nqo)= ~[zo[+/(>.bo-ío.)xv~[I i]+>7/(j
/si ~:. O kxvu

it’ — it’ + A’! + /?.ssssft¡/

sio-’ttij>rn=ojuto’ ‘tu itt’ ‘tuoo - -§ A [‘?sl,o-uut’uto-’lu;í o-pío’

iuíf’{w(z--— >7 o-j; 5 [o-o-s’ ‘¡o-oo-. a e 1’) =A----! Y> O.

<Sr u

( aso> II: Izo-u. ¡oo-onííía. ¿i 0=5t’tuiutjulet;o st <‘1 o’sjuao-’io-i .--Y n’s nn=flexisttu.

o-unto> viuuitus o=ííha. jirtuehia o-leí bo-=tita.1>1. jo-tobo-u o-’sjuao-tia tít> Ilauiaotlu u’o=fln=xivouLieuie

it tía. uíouí’iiia. uuo’o tutu ulo--’ta tío’ <tiaso’ O’.’’~’, y’ tun tato it, uatletiínos íua.sau’ ah o-taso o-=uí o¡ tic ha

tío-onu a ¿u o’s ¡it> otou¡¡uiuio=ta.

íD Dasa lib: La uinunutía ¿u 0=5 itO t’auuíjilt=La.

Bou eslo’ o-taso-u ti o’ fi mii tunos o-ti xv ¿u. E tu el heiii a 1 ‘1 so’ stió oj tic o-u o-o~nL i sfao;o=1 as una¡u icol aolo-=s

‘1. Ta,tuiiuié¡t se vio’u o-jo.uo= juana totba O> Y> (1 jit.ieolo=o’íuo-’amítrarse uttia SttttO=sióui( yo--) emí
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5A’ tal ojiíe w( ‘yp ) si ~ juana ca--ola, ic, y uit íuíuuuta Q cuí la. nouuuphenióuu ole (A’, w)

oletíatatíajuan A’, O). tal <jote fi ~ A’, y liumt~ ¿(‘t) — yp ) = 0. Así, se nutuuijule ha

pniunerapartede la propiedad5. Adeniás, una. no=visio-Sodc la demostraciónde 1 .1
untítestraoj tic ha suntcsio’un (yp) ¡tuteo-he elegirse (le tal tuicuola qute { yo-,- -]A: xv 1, 2, .4 sea

o-u ti couuu~jtu it to-u hin ea,hmuí cuí to=i nolepcuto-li ente ole ventares. Sólo o~ itcol a mío-u juno1>an ojoe para

un a. tal síu otesién (yo-o-) c A’ y juana tao-lo> o:nuutjumoto-u no-unupacto-> /t’ c .7< existemí tu,a ci N

tales o-
1ta=

imib{w( a— >7yp) ¡ it =no,: (E It> Y> O.

kxvt

Sea A’ tu uí nomíjíu ti o-o-u co-uun juanLo oh o’ ( A’, [i . ] ) . h~a. ooro-oíaW 0=5 comít ¡ tutua o---o-tui resjuocta
a. i[ ‘ [] (íuounqute es ole chaso=ti-t>). Etítouícesla. imiyo=noViti tiuueal de (jA’,] . ]] ) en (A’, O)

es n.ouuutuuíu’ta, y el couuju tito-u A’ es t a--mnhuiGo cauní juat Lo> tui ( Y, ¿ ) . Ptuestou q tu e E
Y \ 7< ~‘ 1< c A’ tetíemitas ojute tlist< ( fl, A’) xv i of{w( y) a ci A 4 Y> O, esto-u

0=5.t=xisto-’ tutí ti ouuuuc¡’oí juousit.ivo-u q tal qo-to=¿(a — i) ) Y> 2u¡ ji ira Loitba a E /t’. (intuito-u

hiurt~ ¿(fi — Z$’Sru ‘t,ip) xv O juoobo->uuío>s Leumuian tutu tu0 - -=4 ti o-íomo-=¿(‘fi — Z’
2¿~ y~. ) os

sietuí ji re tj tu o-= tu =‘¡u
0. Rutomí otes, juana Loto1tu tu Y> í’o.O~ x >. ci

-o

o-o-
<a — >7 gp) xv ¿(a — >7 gp) xv ¿[(a — Q) — (>7yi. — ti)]

ki k’zi kxvi

7 ¿(a — fi) --- -¿(>7¡IP — y) 7 2’¡j — ¿<>7¡jp - o»
Ovni /W

Y> ‘2--o~ ---- -‘yxv t/ Y> 0. —‘
-o

9,
~yasí inf{ <a — >2k u ~k ) [ ‘¡o. 7 tío-0, 2 (E lo 4 Y> 0. i’itsto-> o:ouuucloyeha obo-=iiio-ustnacio-Duuoo-leí
cuota --1.3.

“5

Ahtoira híano=¡uinustío o=sliouzouoit’ la, oheuutoustrao;ióuto-bel ho’tuí;t. --1.4. l’ara oit 05 .Y> O olatbtí.
o-=lujatiot>stu ita Sitttt’5¡Oit <‘i¡p~ o-jito-’ satisfaga.ha. otouiobio-;ituui 5 tío’

1 icuria --43. y toutííeníías

utita bou¡uo-:ioDuíí o-bo=otro=o-tio=uít.o=y [(1,oc) —------~ [0. [3tío’ <‘laso’ ( ‘> tal qtuc 9’ xv 1 o=íí[0, ¿/2].
9’ xv 0 0=10 [05,oc), st síuju{ [;‘‘(t)i t Ji ci [0, oc) } os ‘l/t. I)efiuía.tíuous euítnuíuo-’o’s tito o-’autuuuuou

¡u (0,oc) —— A’ poin

“5--

p( Ji) xv >7 ~.jlo-’t t)o,up. —

k’vi

4,
La íurouo-’ba. de ojute ¡u satisbaco’ha. o-’o-uuío-hici¿uuu 1 ole 4.1 0=5la ¡utisnia o-luto’ o=íío=lletiia. 15’
Veanto-us o-píe ¡u satislanto’ la to-otítí iotit’tui 2 oho=¿1.’1. l>ana tui oto-umí ~tunto nanípacto E ci A’
la t’ttííoiio’ít’tut 5 o-leí bo’utía ‘1.3 ¡to-us tía timo juan o-io= ¡oit íutt=!’ous í~ Y> O, mt E’ N tales ojuto-’

os
2— z;i~ yp ) Y>2t

1 sio=uí¡lino> o-jitO’ ti =to.o.t y a E’ A’. íD ‘tuuuiní 4 yp) ‘~‘~ í>arato-uoho-u
k. ¡unudcutítus cuíccuntrau’ tui ‘¡no.--2 ci =4ole niotoh o oí oc >2’¿itD,4 + w ( yo-) os Zr~IS, + ~ os

,1k--í’t
“y. Seaita = un ax{ roo.u , ‘m’2 4, y jio-utí gauoínus Ji a xv 05/2<0 . Euítoutu o-:es, L 0=11io=uuo-la cuí o:u u <‘¡it, ti.
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tiC 9’
2k’----¡Ji)xv 1 sicinjure que O os t rl t~ y 1 rl i¿ rl ita. Leuteuuías

oc

>7l(2k—tt)y)w(z — p(¿)) xv w(z —

= u

Á( >7ú
o..

it’( >7w)

k

w( >7 i~)

k’=t
t0()

> w(: —

kssvi

no

7 4:— >7 yo.--)

=¿o; . - -o-}xv Q )‘ O

no

(>7.y(2k”tI)Ju >7 lA)]

k—i Prí
Y5 “o-o

w(>7q¿(2 tt)yo. —

A—u A’nt
~5X

kro o±i
00

o- o +

te

— >7 w(’tpjY>w( >7<
A,Srooo+i o

juana jo-tubo-o O - -Jios ~ ‘¿ --2 E A’. Fi-mí juanticuhar,

iob{w(z — p(t)) [0 os ‘Ji rl
ta~~ e 1<> Y> “¡1>’

o auto-btu uo-’uui 2 ole 4.4 LauuiluioSuu se otuiuuiiuho=.
Aoho-=tiíasts fao ib o-;o-uuuíjuu’oluau’ o-jue el ticotlutí o-le que {yp [ i¿ xv 2,... 4 so-=ut.tu ¡u o-ttuui]iuuotoo

o-ho’ vn’o’i,tuno tito aluito=titn=inolejue¡oolieuuto=sasegutra.o-jite p( Ji) sc O si Y’ sólo> si ¿ .t’ O>.

‘iii ¡¡tío-u juana po-utlo=roloetuio-ustra,no=h Leam’o=uuua.--1.1 t,a,¡iiluit>ti ¡to- 00 sil aro-otuicus aso-untan
;t. oto-o-la. <‘o-oto pi tít o o- o-uuíijimtt’tou A’ C 3< itita fítuiniótí f t A’ — [0. ix- -1t ah ojíío=1’ o’s o-ho’ <‘biso’
(‘‘o-’ o-so \‘\ A o, tt¡sbao;o-’ Ñt(0) xv lo’, y ¡‘(tu:)’’ ,f(y) ‘E <(tu’ — o< jutía o-tobo-u u;. qE- -.\

h.a o’utisto=¡toi,o o-lo t des bmuuoo-;io-uuoes estaasegmuratia.lío-it’ n=lsigoiio’¡tt o- lo-tío

Lerna 4.5 So-o-u A’ ——--‘ [0. oc ) utí fumuo:io-í’¡íal coitot’¿ío-’tí a o-;”oío- - -so-uJi, jo-u o-o bus ~uz’o-iy’io-;o-!oío-!o--.s

1 it’? o-/o- í it tufo-u 4.3, y Ji oíl <¡‘tic- -o-tio’» o-/e o-tío-use (‘‘¡Y oszu.A’ \ { O } .8’o- o-u A’ tu‘¡u stoboso-síu»í u o- tos

(‘o-u--o-tuyo-o-o‘¿o-u o-/o’ .--X’ - -íuo-íí.o-u.‘u: (E A’ o-’»e’m’iluo-uu oto» oí¡~’ (tu:) xv i u b ~‘ (so-: — y E- -A } - -AttJi otto- o-’o-ts.

río-u ‘¡‘ti oto-uo-lo-u ti > <í o- ‘tut’¿sJi o-’ otto-o-u f’tííueío-’¡o. co-uit Ji ¿uo.uo-u [ xv : A’ . [0. so> ) Ji o-ti o-tito

/. f ovo oír o---lo-uso’ O’ .‘~“ o-mo- A’ \ A’;

t2. [(u’) --- -¡(y) si w(tut — y) yo-uro-u ¿o-ido-u tu’, y ci A’:

Ji f~ (<9) sc Jo

4, iuíb{¡(sr) 1 dpjtu’) Y> ‘y} Y> O pato-u tao-/a y Y> O:

>7 w(yo.)

5, o-o-’ e ,s’ o’o-uít.utatu ¿o-; eu o e! coitoj’¡í tito-u { it ci A’ [ o! h’ ( tc ) Y

>
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Y

Demo-usJirae’io-htdci /emna 4.b

Auutes de nadaveamosque la ftunnióui dA’ es continua y satisbaco>o-iR.’ (0) xv ¡E’

dh’(x) — dí<(y) rl w(s — y) para toda it, y ci A’. En ebecto,panatodo --q ci A’ y juana.
Lodo ¿ Y> O existe yo-- -ci 1< tal que dA’(y) da 7 w(y — ‘yo-). htDntances

o-/u<(s) — d14y) xv inf{w(x — a) ] a ci K} —. iuub{w(y — a) [ a ci 1<4

‘E w(s — ya) — w(y — Ya) + a ‘E 4x — te) ‘--‘ (y — y~j] .4- ---‘it

xv 4s — ‘y) + a,
-o

de mt,uol o> qmme juouoleuoítusobtenerdA’ ( it) — dj< (‘y) ‘E w( it — y) It anieuiobtí tender¿ a oto-’ no.
(fio-uto o-u w( a) si 2 a] i iuara todo a, esta olesiguíabo-la--dloto juhica. o-jite o-/It (it) d¡~- -(y) ‘E
2]]:,: — ¡Ii! liana trío-lo-u it, y ci A’ y así [o-/,x--(s)— o-/u<(y)[ si 2¡[s — yi[ juana. Luto-ho-u it qE’ \ es
oleo-it. o-lí~’ es h~ipschitzy en particutlat’ r.ouítiuítua. El uuíismuuoí am’guuiuieo-ut,ou ju’t itt lí u ojíte j’

0=5l. íuso-tui tz solanoente co-tui oj mío-=satisfagala. cannl ini <5¡u 2. h>oir rutna juanto->, st o-lj~ ( í j y O

euít rumíco=so-=xu ste ouita síucesioti (yo-) C 1< tal qute littt’.~ w(ti: — y~o- ) xv o. tui tío-o /o t’s

co-u¡ti ~ua,r1--ru junto-le iii 05 5 It ponen quía (y,,) convengaa aigGui / ci Jo’. Í>o-u r ha tamul ¡tu umo aol

o-It’ ci. Lo-o-líeu itas ojtíe w( ‘ — y) xv O, lot nuial itíijuliota o~oío u ¿u E A’’ Esto-u, jutuimo> o-o-itt la.
otiuvietíaol tic o-juo-=dp,--(x)= O para todo it ci A’, inoplio- a o-jito o-/j t(<9) xv A’.

A lío-ura nieL utaníaslos conj tu otos U~ = { it ci A’ [ o-lp; ~‘) ‘a 1/ to. 4 juana. <aol <u ¡u & i\--”

h”Ds t os o-;ou ¡íj tu u teus soi o aluientos qu¡e satisfacenU,, + u 6’ 1 104 ua t oto-ir> tu., y’ Ño’ A’

A ro-uuttitutianiatt, juanaLodo-u it E A’ y tao-la u’ Y> O, oht=fitiautoo-usit w bou-u ousi’¡oo-e¿íío-o-í 1(í c

it o- tu’

A(s,u’) xv o- y [w(a — > ) o->

1)o’lío’ tuiuse’t’varse o-~ííe los couujílmutas U~ somí w — o-u (uie r¿o-us es oho’o:i r, juana Lo-u tío-u u e 1v.,,
ox usí o u O tal qute A( it, u’) C U~. bu efecto-u,si it E 1----,,.o.lo.guuuuoos’’o’ — d1~(u) II.

Muí w( u’) os u’ entoncesdK(z) — dí=(sr)rl w(a — u’) os —- -dí,(it). do uíío-uoío-u o-lite
o-lío- ( ) 1/--ro-. li-sta significa oíuuo=A(s.í’ ) estácamiteutioftu cii 1

uto’”ou juana- -otatía,‘ti’ E N y otatía, it E’ A ebijauuutus ‘¡A O tal ojíto t o-

o’ o-”) 6’ 11,,. Cauuio íuana caoba ‘¡u teuíctittus A’ ~ CA A(.ut. o]), hou’~ o tui Jituitois
o’ o- ) so-oto abiertos, y A’ o=scoitut¡uac.tou, existo=uítu’ e A ,o xv 1 ....,/.‘(‘to) L<í.i s o-jitO’

/< < uAi--It) ‘l( u’,’, u’1 , oboummtlo=u’”- -esabneviatuuro.u.o-he ¿‘‘o-

u sc
A o-’ointtnttao tomí veatiucís o-ítuo=luana tnuobo-u w—luoiío-u A(to’oí. o’) existe iuita btuuuttio-’uii ¿u

A’ - -“ [0. 1] oIt rIso-se C~ tal que Aijr0, ‘u’) xv ¿u’--t(<9) ~ xv 1 buío’ra o-bo= A(tu’o-t, 2--u’). >‘

<¡(it) —y(y) ‘a VIw( u’ — y) paraalgm’un M Y> 0. So=a/t Pl —--—‘ IR tutía l’utuío-tio5ui nnenio’míto=o-ho-’
clase(fi’>’ tal ojute 1> u(O) xv (—oc, ‘r] ¿y’ 1>. xv 1 cuí [2u’,oc). Sea.Al xv síu p{¡io.o-(t)¶ ¡Ji ci Pl4.
1 )t’iimiaiitous o-,u A —--o- [O, oc) pouu’ y(’¡j) xv lo.(w(y --- -.u’ofl)para t t>o-ltt ¿u E’ ,Y . lis o-’iaro-i

o-julo-’ >l(títou, r) xv y’’t(O) y q xv 1 fuicta tío’ A(titoo,2t’). Si 4¿u --- -totti)--- -w(tc----- -ita) 7 0
o=utt,o-uiuo;o--’s<¡(y) xv io.(w(y “— ita)) Y> io.(w(:ut ----- -sta))xv <¡y’) va o-joío= /o. o-Y> otu’o-’ttieuíto=, st <‘it

o’sLo’ caso> ¿u(it) — <¡(y> si Mw(x — y) es stálioia o-le tuiatuena. tntstta.h Si, poin n=lro->itt.ra.nito,

UC(ttt —- -tutu) — w(y — tu’0>) Y> 0, entoííoto=s,tetiieuío-ha cuí t’ito=iít.a.o-jote [/o.’(Ji)] os Al, to=oo=iiutus

— g(y) xv io.(w(tu’ — tito-1)) — lo.(w(y —- -so-ti))
os Miw(x — sa) — w(y — tu’a)] xv M(w(í’ ‘‘ ta) — w(y —

os Mw(x — y).
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hSn cualquierade los casosofítenetutos (it) — g(y) ‘E Mw(s — y) paraLado it, y (E A’.

Ahora, paracadaw-bola A(ti:’1.’,u’!) escojamostina fiunniótí o-/< u) 3< [0. 1] do=

utiase <Di-e tal qote 4(sy--, u’y’) = g¿+>(O). o-’?(n u’> = fuicra de A( u u 2í~ ) y g<,,>)(it) —

<1<’ ~s,j>(y) rl Á1(,o-J)w( : --—‘ y) 1ia.na, tatio it, y (E 7< y algil o Al<,, o-> Y> 1 N óto-=seoj tu o. eh
junnuohuicto ole o-Ints biumunio-unes mía negativas¿y’ aco-utadaso-íue satisí gauí u tía. o-lesiguaidaol
del Lhuou y(s) — g(y) ‘E Mw( it — y) tauiiluién satisfaránuta. olesigíualo-batí ole este tijua
(o-jmu izás otoimí u tía o-’tu’tistante Al Y> 0 otifenente). En efcrtnu,si gt (sr--)— <¡u (¡I) ‘E Al u w( it — y)

y y”E it) — g2(y) ‘E M2w(s — y) entonces

gu(s)yí(x) — gt(y)q’Áy) xv

— gi (s)y2(x) — ¡It (tu’)g2( y) + gu (xhíu(’y) <¡u (y)’ydy)

— =uí(ti:)Lo-i’í(x)— y’u(y)] + o-;--2(y)[ojí(tr) —

os yí (;u’)M2w(tr — y) + g’2(y)M¡w(tut —‘ y)

os (iIui[i’¡< M2 + ¡[y2[~~,Mu)wCtt — t/)

ohtunole ¡ ¡ g;¡] xv síu íu { [q~( z) ¡ .2 ci X 4 . [fintrío res, ji ana cao-la tu., nnuuíSi o-lero=tuios el

íurouo-luu o-tttu
O’>”)

xv ‘f’~ !‘I(,~.~(--’- -1--
‘‘¡vn

Las fmíuíniaiíes sp,, A’ —----“~ [0, 1] satisfacensp,,(.’¡t ) — sp4y) ‘E A”t,,w(tut — oj) juana touobo

tu’, y ci Y, íuara alguium M~, 7 i a--sín:ouuuíou sp,, vn O oto A ‘o- sp.,,,(su’ ) xv 1 sicutí juro> ojuto>
ti; (E A’ \ (‘E (cuí efecto,si d,=’(su’)Y> 1/tu o-’otnouuces~ u u ) ol~4 su’) 7 1/tu Y> 2<7, o-lo’

ojuío=ol(~J)(x) xv 1 juata truo-bou j = 1,..., k(--um).íoo o-jito- loo-os olio-e ojuto’ sp.ft( sc) xv 1

h--’imia.luuíe.mito’, o’bijatuious’mo-t ci =4tal o-jite 1 /uuo. 1 ti toitito /t ~> o-tu tt=ttt=uuitis
spp(tu’ ) xv 1 sio=uuíluu’o’o-jite o-í¡~’(tc ) Y> a. Do=iiutatuio-usculto-unoos ¡ ‘o’ ——--— [O. 1] juouu’

[Vn) xv >7”’~’—’spÁí u)
A’ s.s,”.

juana Louo-bou su’ (E A’

NóLo=st=ojute ¡tanataolou u’ ci 7< \ A’ existetí tumí o=mítouumía ahito- rLo-í 1”,. oit’ sc y tun mu i’uioiercu

¡tato-oral ‘¡u. 7 itt tabo’s opte sp,,(y) s--’ j sio=¡mujureo-jite oj E V~ st--o-u Y> >o- [‘ tu o fi oto-o íua.n;t.
caoba su’ E’ A \ A’ sea. --‘¡u~,. tal ojuto’ í /uo.~ os o¿u~’úut) jío-u¡oga.¡íío-os 1 o-~ e- -A ¡ o-/e, ( q) Y>

1 ¡tu,.>. h’Ds <‘jaro-u o-jite V~ 0=5 ¡ití e¡íLo-ínuíru ahuiertnu o-lo’ ‘o;. st juaí a. o- oíol í. q E 1’, 1 t’uoo-’tuinus

E --‘o-’ \ (7, juana toitia tu Y> mt,.. olo=¡tonto-bou ojtuo’ sp,,(y) xv 1 o-’uíautoho-i ‘¡o > ‘¡o 1 tít o-uutoto=s,

to> olas exoto’ j u los a. lo-u stu mnní tomía. otatítio-latí fi iii La, ole 1 a,s fu itrio-u ties y,,, oh ha sai te queo-loiti o’
a. [ so-tío otnimí stantescii timo o=uít antío ole o;aoh a, j tít tito-u A’ \ A’, lo-u ro-tal tito u luna o-bouani cuí Lo’
ojuun’ [ o-=s imita buí iot’io-’uuí tío’ ola--seC~ o-’uí .3< \ A. Tatutluio”tí es ulano-o ojíte f ¡ (O) xv A’, st

¡‘( su’) — [(y) ‘E w(x — y) juana Latí—> it, y E 7<. Ls o-benin. ¡ s’ottislaote has no-umuoliniatíes 1 ----8

oho=h hn=’tuua4.5. Veanias<¡tic 1 tautítuioS.ui satisfacehas rouiolinio-uuics4st 5. Paratun í~ Y> O

o-latí—>, to-uuuuo=uuío-us‘tuo-> =itt tal o-jite 1 /‘to.ot os u~. jttutoimtott=s.luata. Loto-itt /t 7 tu0, to-=’oo=uouo-uso-jíuo-=
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spp (sc) xv i sieruipreo~uue dp¿(it) Y> 1í~ y junín Latí Lo-u

5’Cj

inf{í(x) i d~<--(s)=r~} = inl’{ >7 t’Aik spk(s.) i dp’(it) =‘¡í4
0’ vi

Co ‘~ 1
Y> inf{ Y’~ •j spp(it) ] dj<(s) Y> xv 57’ ~ 0.

~ 2~<Muj _ ~ 2~A’lp

1 ‘o-un t auutci la non<1 init’umu si t ammulii oSo 50= rut iii juba. AoJemás, 1 es cauustante i guiah a

21,o-o- AI[ 2 ‘‘k) cuí el nonj tu ntnu {s ci A’ [ o-lp,’ (it) Y> a } . lista no-un clutyo’ la oh o=ííítus’’--
rano-Sno-leí henia1.5.

.7

Douti o-’stas luo’ru’amuíientas cuí tu tuestnru juo’ttlt=n juo-uoleuuuo-usya. o-lar tutía. o-ieuiitustt’acit’íti obo-=h

to’ouno’uuia --1.1.
Demostración del teorema 4.1

Ant es o-jite ti aola, touuuuo=uitas it tía u’oouí”oo-o o-u ousiu’to.o-/tiieo-u íuo-í co-unup¿o-’¿o-u w ol o=l ciii a. --1 .3.
A souni aola a este fu uí e.i o-uit al w st a í tui a Y> O lijo>. junto-heiii o>s o=legir it ita, buí ¡o o-tio-5tt f xv /1. oh oh
cuota sl.5 .5 tujuamuieuío-bo-u f(sr ) xv O> Y> O cuía,íío-bo-u d,~’(x) Y> y ammuo=muuousíuuí ota.uuíi,iou ju vn

o-leí buía ‘1.1. DX o’ouulttuiuta.otto-u!i u ana. Loo obro su’ E 7< \ A’, oho=fimí ant<>8

oh(s) xv y-->--‘j4f(s)). “5

‘e”

‘Vautio-us a. iroutua.r o-jttO= --ib 7< \ A’ 7< o’s tito olileouuuíounlismuuouobo= clase(‘‘o-’. Sos y uit
vu--=o-;to-urarbitratio> o=uíA’.¿y’ tbo=liuuatuious/j (0. oc) ——~ [0, oc) jutur /‘~~(om) xv f(y --- -¡u(o-’í)
juara. ox Y> O. V=a.tuiousqmuo=[

1(o-u) satisfaco=ha.s co-uuuolinio-uuuo=so-leí lertía 1.2.
51¾’uio=tuuousjito’

JQ) — “‘>(~) xv. [(‘y— ¡4/3))—- -,f(y — p(eo-)) ‘E w((y — p(,(3>) — (y--- -p(o-o)))
9,

xv w(’o-o-u(o-u’) — ‘ju(/3)) 6’ ----(/3— o-o)

juana Lo-tobo-o ¡3 Y> o-o Y> O. j’tun --amito>, 80=tít ¡it ubo= la jutiutíera o;o-uuto-hiotio-Suí o-bn’l heiuí;t --1.2

(Jauooiuro-ulueuiuouso-pío--’ ¡‘fo-, tauuuluioStt satisl’attt’ la. so-=gouuuo-la.ottuuiohicióto, íD tuuuto-> o=l o-ttít~ti 01--o>

y — A’ xv {y — a [ a ci A’ } o’s t;oitutjuao-tto>. la o-;ouuutliotit’uuu 2 obo’h ho-’iutmt. --1.1 uutus o-la.

¿o-o- xv to->( lo-’) La.h o-jito’

íitf{w(y—a—p(Ji))¡Oost’Etot.z(Elf}Y>0;
-o’

o=sobo=otir.existe tui iíottio=u’tíu
1 Y> O La.l oj te

“5

--—a----¡4¿))=,¿o; Y> O

it ana.Lo-u rio-u O os Ji os to-~ y a E’ A . O’) bv i au tietite u o-u oh cotítus stu juouuter o-jito’ ¿o- ‘E u. ‘ana- -cao-ha
¿ Y> O, eso-toujaímttus¡umí su’o- (E A Ial opte o-i1~’(y — p(/)) Y> w(y — ‘ji(t) ------so-)— Ji. Eutl.tuuoott--=s,

juana toití o-u Ji ceutí O <it t ‘E ta to-’ ¡u oh rt=ttío-os

o-í“~‘(y — p(t)) Y> w(y — su’o --— p(t)) ‘— ¿

Y> It; — Ji =2--u; — i¡ xv 9 Y> (1,
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es olenir, dp’(y — p(t)) ~ u> paraO os Ji, os ta Ahora recuGídeseque

inÑí(s) i dkx) =y4 Y> 0;

esto-u sigutilio-ta o-jito’ o=xisto’alguutu u’ Y> O tal o-píe 1(s) Y> u’ sio=uuííuro=oíí¡o-= o-lí~’(stt) =u
Li-tito-uit 0:0=5,juana. Louoho-u O os t os ta tetíetuias í(y — pQ)) =u’ Y> O y pan La.utto

biuuí Sttli F~(¿) xv biuuí sumí> f(’y — ¡u(t)) =‘e Y> O,

ole l’ounuoia- -o-jito-’la- -so-’gíuuuolarano-liniéui tauruhuié’tí se r.utuui¡ule.
l.--uio=go’t,a u Ii o; amo oh o-u el heríta 4.2, co-umini tui mutaso-inc la ecuaniétí /?~(ex) xv o-o- ti o-=uí0=solurio-Smi

<5 utiota. E--sto>siguíifina- -o-píejuananiualojtuier y (E A’, existe un i’uuiico-> miíiuuio=u’ouo-a(y) Y> O tal

tj i.iO=

p(ex(‘y))) =

‘u’ o--sto-u umijulin--sí <juto’ ha. ajilio-tanióuí

<‘(su’) = sc + ¡í(f(su’))

o-=stu ita luiyo-’o-’o-;io-’ouí o-ho’ A’ \ A’ cuí A’, níuya. imístensa.es juu’o=o-ttsa,tuio’utto=

‘t<t(y) xv y ‘— p(ex(y)).

ii-it o--=j’o=o;t,o-o,si --us”:( u:) xv í/;(z) = y ento-uríces í(y p(f(sc))) xv f(tu:) y t,a,iutluio5ui ¡‘(y —

‘ji(f(.st) ) ) ‘ ¡(o), o-ho’ tiunuobtí o-jíuo= [(sc) xv 1(z) xv ou(y) Y> O íuor ha. mimtiotiolao-l nbo-= o--(g).st

utur taitt.to u; xv - -- -y(eo-(y)) xv z. Atíemnás,juana ca--o-lay ci X , nonio-u 4 y — ‘jí(o-o-( u)))

¡i(oo(q)) 1 ¿í(¡’(y — p(ex(y)))) = y — p(ex(y))+ p(o-u(y)), ch juutmttou su’ xv y—- -¡u(oíjo-,o>)
sat.isl’at--e’tD’(so- ‘~ ~, st La¡tth>ié’it su; ~ X \ JO’ (ya, o-lite f(s) xv o-o(’q) ‘it>’ O st ¡‘~‘0(~) xv ¡o-’)

o,uioo-u ¡‘ o’=so-lo’ o--laso’(..‘t’ cuí A’ \ It— y ji es tatnluiéuu ole clase (it’, ho-u uííisííícu lo-’ suto-teolo’
o ‘o-ls. !)o-’hiuoauuuots o-Ii t A’ x (O, oc) ------.--~IR juan

OIu(g. o-o.) xv o-o- — [(y — p(oo-)).

i’tto-=st,ou o-jito-’ liana. otuíaho-jtibo-=o y (E A’ so’ t,io=mío=y — p( ex( y)) 0/ A’, ha- -ajuhit’.anit’uutofí o-’s

olibo=no=¡ío-i;ohilo-’ o’oí tui o=íítau’’¡íouo-le o-tao-la ‘jiutuito (ya, oo(o,oo)) en A’ x (O, oc). h>cur otra. juarto-’,
o-tonto-u [$45 - -1/»o-e) os 1(/J — rí) juana. /3 Y> no- Y> O es nlauní o-pse I”~(o-o-) ‘E 1 luana. t,o-uo-bo-u

o-o- cuí tito o’uítoui’iioi ojo-’ o-u--( y), y

¿hI>(y, o-o-~ xv — %(ex) =1 — 1/2 Y> <9

do-u’

h’
5uil.o-utio’o’s. po-un o=i t,o’oiro=uuía.o-le ha, sí,~ulirattinin implícita, oluteuíeuuuousojuío-=y —--~ ex(’oji es obo=

o-laso’ (‘ /o-’ y juo-í¡’ tanta <, t ,1< \ fui- —--—>Xe.s tun o-li’feouxuonfisnia o-le clase(“.‘t’ .Ao-leuiíás.
o-’s ouiuvioi o-jito’ <‘4 so:) xv su; o-’íuamíobou dp,’(su’) 7 a. Así, jíata. toto-btí a Y> (1 ho=tiiouso-to-uuístruuio-hoo

u: o-hibo=o-u¡uínunlisíuínío-lo-’ otiase (Dho-’ <u. A’ \ A’ —--~ A’ tal o-jote ‘tía n’s ha, iobo=tttio-ha,olbuuo=ra,o-lo’

<=1 cnuuojíu uot;r’t {tut E’ .3< [dp,--(s) ‘E a). Esto-) mntuestra,en ;uantiniulao, ha. uniutiera. jiante o-bo=i
t,t’aro-’iti a. --1.1.
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Atoo-una, veaníaso-juíesi Jo-’ estácontenidaen umía liaba abierta B xv {sc ci A’ i i]~Ii os
‘u’ 4 o’uu t. tutí ces existe it tu ti ifeauííarfis un o-u sp A’ ------------>A’ \ A’ tal o-jo t’ sp 0=5 ha ido=mit i d aol

btu o> ra, o-bo-= 8. i’i-hij autítus o ti oh ifcoumuarfí stui ci U 7< --—--—--—> A’ do=clase (‘‘1’ o-jite t rau sfour¡it 0=

cl conjuruto> {tit ci 7< [ ][sr[¡ os u’4 en {s E A’ ] 0(5) ‘E 4 (olinto ohifo-=o-umo-uo-unfisuuuou
existo>, gracias al 1 cm a 1 .6). (i- auuío-u (‘(It’) 0=5 tíO o-to-umíjuuuuto> oto-uit ji att t ti oto-tui teni o-lo-u o-=íí

it E 7< w( su’) os u’ 4, es fácil encouttrantutu a Y> O tal q tía G( Jo-’) está nouuíteutiobnu o=íí

~ \ of sr--,) ‘E u’ - -2a4 1 ti o- bo ti a noíuusitiereotítus ha Lo-mro> ti o-> co-ini tu ¡u to-us ahuio-’rt tus
A {u (E A’ w(tit) os u ¡4 ~o. 1 2,.... r.tuya íuuíuou¡í 0=5(o: E A’ 0(r) os --r}.

1 o-ii 1 u o oi ti paciolanl dc (Dr (A ) existo oto-u tal <jite (¿(1<) 6’ A ,o-~o- . 1 asta coito-unco=stomo-uar
tu uu Y> O oh o= lotOo-lo-o o-pto 2a os 1/no Parael couuujmuuutní co-oni ji a.cLo-u (Y( A’), jio-> o-le moous

o-=sotugen o-tui olifeotnorfmsmo-u V’ 7< \ G (A ) ------------‘X tal q tic <¾seala- -id etítiolad litera,
o-ho eh o-o-uit hitita {x E’ A’ d~ ¿o~,>(s) <it 4. Nótese o-jito’, o’ouuíunu y A’) o’st.á otottteuiititu

o=¡í u; 0--1 A’ w(:u:) ‘E t’ — 2a4, eh o:ouuíjuuuítou (u: E..--X’ ] o-ln4J~’)( u’) ‘it a) <‘st <mii itio- lutioltí

cuí {.r ci A’ [ w(s ) ‘E í’4 , o-ho’ moituoho> o-jito-’ --0/y serÁ. la. ioleiít itiad bito’na o-it’ <‘sto’ tul tutio>.
Fi-o Loiti co=ses niara ojíí e ha ftí míciólí spo- 7< — .3< \ A’ oh o=’limo o-la ju tun sp~ xv (Di> ¡ O O/Y O (Di>

o’.s timo ohifeo-umuunmrfismnni o-le clase (it’ o’mul nc A’ st jo-’ \ A’ ojíuo’ sa.t.istYt,o--o’sp,--(so’5 i’ sto utupro>

tj tío’ [u]]
‘e’,

e”

4.2 Negligibilidad suave de subespaciosy cilindros so-
bre compactos

1.--os juniuto-’ijuahes resultanlosojo’ esta, sentniómí íiíitestt’auí <‘osuno> o-’ouíost,nííir ohifo=oimtio-urñsuuuo-is
o=uutnn=uit o=sluattio-ude IJautaclí o-le o-limuun=uísióuíimífutuita. y o=h uuuis¡ííoo o=sjuao’io-uííío-’íío-us tito-u tío’

síussiuiuespao:iosinfinito oliuuieuísiaiíabo-=s,sicuuíjuu’o=o-jote olio-tito-u o-tsjuao’int Lo=u’igatutu. so-=uuuíuíour--
¡tía, sutavo>otouyoí nauíít’tuíto o-le cenasso-=a.el síu iies1iantiot o-jito’ ojouiono-’ o-’li ¡‘iii narso’. btt=o-toeno-heso’

Oj uun=, juana. it 00 o=sjuao-tioustectonialm’o-=ai 7<. so-’ o-hite tío-it’ tutía bou oo’io-’i¡o o A’ - -------‘ [O.oc) o’s
o-una so-’uuu u mio-unoa, en A’ sio=uouíum’o>o-jito> ¿u satisfagala,s sigííio’¡o t,o=sjuroujuio-=thaobo’s:

(1) £s(it+!/) siti(s)+O(t/)luion%otouthto.u:,’yci A’;st

.M¿í(í: > para t,ouo-ltu it EA’ st juana. tío-lo> ¡o t’uutío-’no-o nt’a,i A; o-it jiartiotuulan, —(u) ¿0/Ni:) xv
a(O) xv O.

Nóto-=so’<lito’ el o:ouííjuutito-u o-lo’ otertus o-le tutíatal lii uíotit’iut es sio=¡ííjuro’ o-tío s tu lio=sjua.o-tio-usteo’t,ounial

So-=a.¿u ti mía- -so’uííumíanuííaen tui o-=sjua,o-tíníx’o’o-’to-unial ‘o’. so-so 1--’ xv a’’ (O) su tttuiojititt.ru o-le o:o=rous,
y o-;tuuositit=i’t=uuto->sla 1uu’oyeo;o-:ioui tta.minuuoio-ttt, 71 ‘o - -------‘ .--\/1. h’i-s <‘harto o-jito-’ ¿u ¡ito-butoto’ tutía.

mínu¡’Iíua., oio’motutadaptun ¿u, cuí el t>sjuaotino t’tsuotio’utto=A’/ /2, ta.l o-lito-> ¿5 s í0 ti. loo- -so-=uiuiutounuiua
¿u so-> olio-te nítio’ es no otrumnjuleta o’oiatu o-bou eh es1uao-tiou rtouniuta.olou (A’ /1--’.¿u) ¡itt o=sototutí julo=tou.

h’a.u’a o-tío o=s¡ua.otioo-lo> l3atuanh (A’, [ ‘ ¡[5’ ituta. scunimuounuíua. oto-imut,i ¡oua ¿u .3< --------------~[O, oc)
so-> dice ojtío-=o=sdc chaso-=(2> ( ro’s;u. real a,ttalítio’a) si lo-u es buío-=r;í.o-ho-> síu otouijiuitto-u tío’
o-:o=u’o-us /‘‘ xv o-í’t (0), quuo=o=srátun síu iuesjuao:iru ct’rnaoba tío-> A’ cuí o’st,o-’ o-taso-u. LI mí o-oit tu oteo

o-í--o:ilíuuohu’io:ou cmi A’ setánotabo-jutier stuiuo-;cuuíjututou .4 6’ 7< t;al qíto’ >¶ xv ~ (un(A)). Uit

co-uuíjit ti le> A so> dirá q tu e es u mu o-u- -cilioo-Ira soilí re tui co-uní íuart,ou A’ <Ial o-=spario-u o:o-uo;io-=¡ote

A’/ E’ sio=muíjuro=qute A seatun o-:ouíjuí¡ítní ¿u--n;iiíuioinintu tal ojíío-=<A) vn A’.
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l)eiie ahuso=u’stau’seojo-it’ la no-urDía ¿i lito-] itrio-la poir tuna seuuuinoununa¿u o-lo---’ otlaseO’?~~ (res¡u.

ro-vol atíalítica) 0=ti eh es
1ianio conieuute 7<!~ — i (0) es L aumítui én ole clase (N~ ( nesju. real

a--ííaiítiota,). l)e líeo:lu o esto es cientasi ¿u satisfacelas cono-licioumuo=s(1) y (2) nl eh leuíía
tu—u--1.3y — (O) es un síu hies1uaciavectorial de X . Utilizaremosestelíenito> paraoleo-tutnur

o-una. generalizacióno-leí 1cma 4.5 ojute míecesitareunnusen ha olemnostraniótío-bel junio ni¡uah

resí II--aola o-lo’ 0=5a. seo-:o:ióuí . N o5 tese <jíl 0=touoía btu mu utitunal o A’ --—+ [0, oc ) o-í it 0= satisfaga
1) st (2’) o-leí cutía4.3 y tal o-píe E xv w’ ¡ (O) so’a mítí suíhuo=sjuao-:iosto=nt,ninia,ho-he A’ tetutíra

Laitibiémo- la- -sigíuiente ~unopico-lad: w( it + j — w( su’) juana Loiti ci O (E 1’, st: (E ‘o , y juan
oto-un sigtíleuíte o i uuo-luí ci ná o-un ftu mio-ti tutu al caricuí Lo> o X/ E —--------~[O,oc) oj mu e satisfará(1)

y (2) o-bel caía 4.3, así nonio ¿‘(it) xv O si y séla si ñ~ — O y tal que o xv ¿u 0 un (en

olcoutobo> ir A —------~A’/ /‘‘ o’s la jurousto=rcio-’í’tt cauiénica).

Lerna 4.6 Seao A’ [O. oc) tutu ftu.tunioimuo-íi o-píe so-u¿¿sfao:o;(1) y (2) o/el le--una. 4.~’?
y Jial o-¡tc 1’’ xv o — i(p) eS’ miro suubo’quo-wioí vt’o-’Jio-it’¿o-í/ o-Jo-- -A’. Supo-ittgo-iran»’ quío; o o--s do-
o-bouso O’ (tao-ji. o-co-ii o-íno-ubu’¿¿oto-u) o-; mu --Y \ /--‘. Pmo-Jio-tutees, ci fuo mo-rio-u mio-ti o-tOo-’ ¿Otto.te i’mo.duíc¿da

= ‘o ¡ / [O.oc ) toío-o.o.bu¿ti--mo o-ss o-lo- o- lo-uso C”’ (t’es’ji. u--oto-ii o-uuo.ouíítio o-u) e tu (A/ E)\{O4.

I)o o-o-uo-usio-o-uotioiut. Lo-us juuímíto-us o-he.X¡E serúto o-lemínuta,o-lousjutur sí: xv 70< tu;). gana.a,hgt’uui su’ (E A’

BIt jamoto-us íuuu jututíto su’ E A’ \ /2 F)eHtíatuicos Ju¡t(o-1) xv ¿o-o/k’o(tu:)(y)> juana. toinbtí y E’ A’

i os A: os ~t..
71’enieuitbo-i o=uíciuo’uitsa. ojua w(sut + o) xv w(su:) juana. Lo-uoiou E 1--. t.o’uoo-=mimo-us

o(sr----j--o+ lo.) —w(su’ + o) — EL ¡<(lo.

)

‘.c(u’ + lo.) --- -4to;) ------>i37~~~¡7/lo.)
xv uní ------—___________________________________——--- -xv 9

tslt —

liana. LoitI—u o ci E- -Po-tu’la. tínicio-hatí o-leí íua~ioo-utt~o> o-lo-’ la,ylour o’stnu uiijuhio-ta. ojíuo-=LI I~ —

oí&’(tr ) xv o-fl’w(sc 1- -.z)xv LI f’<o-’ juanaLoto-lo-u o ci ~ 1 os L os u ‘otbo ¡tu is.
Is

do(.o-)(io.) — ~ 4to: + ¿lo.) — c.’(su’) w(--ot f- -¿(lo.--t .:‘)) — ‘J,~( u ~ )( ~o-‘4. .2)
¿ xv limo oio(

juana. toitbtí --o (E 1’’ ~‘ lo. ciA’ - -lít,íbíza.¡íohrututu a.i’guuuuio=iittutío’ tuotí tito o-oto. iuo=tbnVo-=nsn=

báttiituio=íitt=o-lo’ o’st,a, tti:o-tto’na o-julo-’ dA’o( u: )(lo. + <A’ --vn o-lkw(í: )(bo- )í u u í loto-jo> o (E /‘“ y
/t ‘o’ A ostÁ <;ja,no-i o-tío’ tao-la. <lonivio-lo o-¡A’0 ) Pi ¡te ¡~~o-xv 1 .. u. ltiot,oimio’o’s .----. .j --=~ tu’ xv bittC
tío jutuhunontio> tt~booutiitigo-S.neno /< onu X’/ 1’’ La.l quío-’ 17 xv 17’ o un.

‘vauuio-us avo=ro-jocó tos o-it’ otiaso’ <DM, y oí’~’w(su’)( !/)k vn o-/A’~( u: )(y)o-t juana, Lo-tobo-u e A/J7,

o- ‘o 1 xv 1, --mo.. jLuztuooauitlou jio-ir utol uit’nio-u!o. siupootigaiittos ojoto---’ juana. O <~ 1= ‘a o-u —

yo solio tiros o-jito’ ¿u 0=8 o-be ola--so’ (‘o-’ o’¡o ( X/I’’) \ {0}, tota o-io-’w(.u;ybu )o-’ . o-¡A’
0< u

y yo ~ortío-usopto-’ o o=sLauoihui$it o-It’ o’ha,so’ O’’k±t, o-tutu o-/~~+to<í )(o-1)k+t vn o-io-’ o- ~ )( o-1~o-’--o-- -u.

tuliO> 0=5 ltahuituual, o-ío-ts(su’ ) obo-’¡tout,a o(.ut ). So=ast’ 7 0. j’íío=st.ooo-lito’

[¡o-ío-’o(sut+ y) — o-/kbQt) — d/~±iw(ut)(y)i

¡

bit u u --—--------- -xv
hlmuIl—.ou i[ tui]

o-’xusto’ tui 05’ it> O tal o-jote si [‘t}¡]os 205 o-=uítouuío-:es[o-LA’0(50~+ ‘ti>) — o-/A’0) u:)----oík+tw(su’)(y)¡[‘E
a[y¡I. Síujunuuigaíuiouso-jote ]iy[ ‘E O>. [‘ana, o-tao-la titE =4teuoo’uuuo-us O>’ it> [iyi[ xv iiif{¡¡y + zí]
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z (E E) = iuuf{iiy + zí] : ci 17 lito- + zii ‘E iifi[i + 1 /mJ, de maneraque podemoselegir
titO O E /“ o-hite satisbaga¡[~ + Z~, [ios unimí --{2t, [i~ii+ 1 /nu}. Fi-ntannes,

[d”Áí} + fi) --— dA’ú(st) --— o-É’~~w(sr)(’y)¡[

[dA’w(x + oo-o-, + ~)— d~w(s) — dk±íw(x)(z,,1.+ tu)i[ e’--

/10--00 1‘E aN0 + y[i ‘E a~<jyjj + —)
tít,

e’
juana. Lo-tojo-u tui., jutur o---nouosiguuio-=míto=,bíao-:io=uuo-bo-uLo=uío-lers’o-o. a- -oc,olutenen--utus

tít + fl) — dkD(±)— d~~
tw(x)(y)¡¡ os ai]yi¡.

e’Así. pa--ra.Loitbtí a o> O existe 05 Y> O tal nj oc
e’--

[Jw <it + y) — d~¿’(±)— ~ w(s)(y)]¡ os

Sit=Yttjtt’0=quo-=[¡fl¡]‘E O>, bou o-total sigiuifiota tjitt=dA’ó 0=5oliferemíniableen st, cotí d¿’±uw(s)(~)
íusa,uío-bola couítiuííuinlaol dk±u

0.xv ol+’~’
tw(s)(y) .Aoie¡íía.s. a. Fi-ti o-he , ptuo=olo=vo=nso=bániltmio=uoLo’

e”--oj tío-=st —--+ o-/o-<~ c (3:) ta,uíí huiéo efecto-u, lijemos it n ~ oto-u sc ci --‘o’ \ 1--’ st

so=a¿’=O;o numíto-> o-ii’ $ toes o-;o-umítiuíuua,art su’. o-=xisto-=05’ Y> O tal qute
.7

>~~~>{ [/Pii ()(i)~~’±¡ o-/k+t

4t~)(l)k+i¡ t ¡jlo.[¡ <it 24 <t --a

sio-=¡ííjíro’o-jito [¡oj o]] <‘205. hluttnuuittes, si ¡[sí: — pi] ‘E 05’, l.o’uoeutttus, juata~olgi5uoo ci 1--’ tal

o-jite [¡--y+ o u [¡ 205.

so-up} [o-ío- 0,.~( o->o)(/o-.>k±t — o-ík±u¿.=(t)(/Ú>l’+i[ !i~W =14

st1>{1o-ío-’o- tw(y)(bo- + a)k±í— o-í”’o-<w (su’)(/u + uu)~~~ ¡ ¡¡h + ‘ou¡[ ‘E 2, ‘tu (E [‘4
vn 5~,1~{io-k--o-~~(‘t/ .23(10 1 .a)k’+i — o-ík+íw(4t)(/o. + .o-1)k±t[ ¡lo. + ‘ti¡¡ ‘E 2, u (E 1’’)

Po-un tauij.oo o-/
1>< <~o~s o--toío-t.uuííua.cío ( X/ 1’’) \ 04. Fi-sto-u jiniuchia. o-lite 6” es oho= o’haso=<DM

l”iuuabuuto=ott.o’.‘--‘o’auito-ts o-jito’ si --00=5rca.h a,iua.lítio’a. o-=tutouttttestamnhuio=toho-u o=so. Fi-lí.jauittus
tío-o juíu uoí.o-u sí e ‘o \ 1 u’ toitugamuto-ss E,, xv 1$ juanaLoo-la --‘¡u,. (i-o-uí’tuou o’ 0=5rea.h amtahítiotacuí

7< \ /‘‘, o=xisio’ JI ‘ O tal o-jite ha so=nicZ?Yia [>,o-(y)co-uiivo=ngeaw(sc+ y) xuttibonuíieuíio=utLt=
o=ou { y ci .~< ¡ [¡ti]] ‘a 21í’ > Alo-ana es fácil ven o-jite la serie 3$<~ J~,(y) o-taovengaa.

w(su’ + y) uitiíloi ¡tío- ¡íío’uíío’ o-=¡í {q ci X//’’ ¡ i[--p]¡ osl Ef Fi-mt abanto,sca.aY>O ¿y’ elijatuutus

tu
11 tal ojito-’

Y’

¡ >7 /
t¡s(tu) --- -4to.;--í--- -y)¡ os a

A- -vnti

otíiauto-bo-u u no-u u <¡ti>]] 6’ 21?. PD¡ttouítces, si [íAi os 1? y tu Y> no-o, coto-utí 1? Y> [Itui[xv

¡uuf{[]y + ob [ 52 (it 1’’> xv imíb{¡[y + zí] [ o o~ 1’, [¡y + z[¡ 6’ 2!?>, Lcito-=uuuous,íua’a. algobo

o ci /--‘ tal o-jtto’ btu + o]] 6’ 2/?..

Yo->7 f4y) --- -w(tít + iii ¡>7 Pp(y + o) — w(s + y + o)] os
A--vio-o- k--=a
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Po-un Lauto>, juana- -to-uoboua Y> O existe ‘muto- tal olute 1 >Á—0 “A’ ( ti) — ¿<sÉ + ti) 1 os a citano-la
tu Y> it0 y []y]] ‘E fi. bis o-benin Zia Í%o- (

1i>) xv 4~+ ~)ouuoifouru’tueumíemíte liana. t,o-uo-bo-í y

o=uío-uit entoruiní o-le O. PitesLo-u tj u e esto’ ra,zo-unauitteuto-usirve para- -cuíabo-jutier su: o-E --Y \ 1’’.

líemo-us pro-utuaolo-utj tu= el fo-un ciauíah ¿u es real autabitica en 7</E.

Cautoo-u ya lícutías o-birlo o-u mnás ami lía.. it ecesitsareunasuna gencmalizao:iémí( juata. o-tibio--
oírnos so-ulule o---nouutíuao:ttus) o-Leí henia. /j .5.

Lerna 4.7 So---o-u ¿u tímuou »eto.uinoíu’íuo.oícamulitu’tioí eto A’ , y sea E su can¡‘tití¿o o-le ne’¡’ous Seo-u.
tu uit fuuuo.cieuoual<¡ue saliSfo-ío2C 1 y 2 o-leí bruto-u 4.3, y tal que E xv w i(<9) .S’ztpou”¡o.<¡o-utuo-ois

q’tu.o’- -~‘ es do-; o-y/ase ti-it’ <‘tu A’ \ E’. Seo-u A o-itt n—e¿l¿o-odu’o sabio.; timo. e’omu¡’¡ímíbo-.s otto’¡uipo-io-’Jio-s’

A’ o X/ 1’’. ¡“timo-u cao-lo, it ci A’. csnt’¿batuta» o!.
1 (it) xv iuíf{w( s~: — y) [ y ci A 4. E--tuJiatoeo-’s.

~o-i‘¡‘o-u Ji o-un/o-u a Y> (1 o;’utisto; u to.a fui ‘¡uc¿o-in oso-u--tit¿to.’tí o-u [ xv /‘, : A’ ----——+ [0. oc) ¿al que

es o-lo; o-:basc (iP en 7< \ .4

it~. f»O) xv A;

‘Ji. /(c) - -.1(y) ‘E w(t’ — 4u) jío-uco-í bao-lo-u ‘¡~ tu E A

4. iuíb{ [(su:)] oí4 (so:) =--<¡4 ‘> O po-uro-o toso-Jo-u t/ Y> 0; y

‘3. ¡ o;s otouto.sto-ío.o.Jie otto ni no> mo.juututos {su: (E 7< ¡ o-í ,i< su’ ) =a4

/>o;uo-’¡oss¿’¡’ouot¿o
4tu: h;i-s otruiíso=o-’uuttto-tiatui uíío’ol ia.ta oit’ las le¡íias4.5 y --4--ti. hito ej’o=t’tou. la

ftuiio-io-3io /‘ ro-’tjtto-=t’iola.cuí 4.7 tío-> o’s tutra oto-isa o-jote 1<sí) xv f(un(jsu:) 7 o-lruuío-bo’ f o-’s la. luí oto-tutu

o-;currn=sjuoumíohieuíto=o-bao-la, íuoun el bo-=utia‘1.5 tau--ael esjua.riou X/P’ ¿y’ eh buuuuo-tio-uttai tu, o-jito-’ 0=5

tío-’ o--base(,‘P grao-tíasah curia --1.6.

A lío-ura ya. juoto-ht’iiunus t’uiiiuio-’iat’ y ohctuioustrat’ eh iuniuio-;iíial u’esuuhta.o-latít’ t=st;a.8o-=o;o’io-uo-t

Teorerna 4.8 Sca< A’. ¡ [- -[) tutu o;--s¡uo-ue¿o-u o-/o-- -/bo-utoo-inio-oto-itt ‘tuito->. so-----t’¡o.mt’oo-ut’tuoo-u ¿u o-le o--lo-use([o-’

Co-it/it o---o-tít~uutu¿o-u o-/o-; oto-jo-it’ os tutu síu/uo-;»íuoue’¿o-u 1’’ ¿o-iI <¡míe ci co-uo-;¿cmuto- -A’/ 1’’ Ji ¿oto-o- o-li oto-o---tusu o-uu o-

¿ uufttu¿ ¿o-í , So-o-u 1 oit, --3< tomo. o-’¿l¿uuo-/t’o-í so-ibm--e u ‘¡u otomtj’tutt Ñu co-u t’¡upo-uo’ ¿o-u It’ 6’ --‘o’ ¡1’ ¡“‘¡u Ji o-itt o-o- s

o--u’us ¿o’ o-o-tu o-lo-jo-o-u tito-ti ¡¿sto-o-o-u sp o-/os o;base’ O”.’í’ eto- ¿to-; A’ y ‘o’ \ A . A o-lo; mío-ti», s¿ síujío-uít¿o- ‘‘¡o-o-lo-u olio e

A os¿o-¿ oto-itt Ji o- to u o-/o-u oto tutu e¿ bito-o-it> u o-u ¿sic--tio-u O’--’ xv { sc E A’ ¡ 0(u) os u’ } , jito o-o-/o- osx¿q¿u--so’oí ‘¡o-o-

sp soto-o- ío-u o-/o-tu tu o-/o-u o-! fuero-u o-lo-- -C

/)o---’¡oo-o-u.s’¿’t’oío- bo-utí 1 ‘tu--a euuíjuezar hijo’uíuous it mu a Y> O. Pruoio=uuuo-ussíu junuuío=rsito jiérohithsí. o-lo-’
go’uto’nalbo-haoI o-jito’ A estáo’tu¡tu,etiioíot cuí eh o:¿í¿uuo-/t’o-u ‘tumo.¿do-ud {so- E ‘o 1’ ¿u( tu’) 1 } O E A.

( ooitsio-bo-’ro-’uuoots la. juroyeco-’io’uuu o-;a.tto’umiiota un ‘o’ —------—rA/fi’. ( ~o-uiotnoha so-’uííiuuou¡ tito tu os o-it’

o-’i:oso=¿‘‘o-’ o~¡o ‘o y o-ii . . sesiguo-’. o-Io=lleuuia 4.6 ojo-te la ¡itunuíta ituol tio-tio-la a --‘o / 1’(o) —

IR o-’s o-lo-’ o---lasaO’.’t’ o=¡í( A’/ 1’’) \ {O]--. l’i-ioto-uuio-tes existo-’ tutu bíuiío-’ioutta,l tu t ‘o /1 IR o-lo’

o-laso-’ O’ ‘o-’ o-jito’ satisbao-;o’las juroujuio’ohao-ies [----5o-bel lo=tuia.4.3. Dt=fiuuauuioustu ‘o IR juan
tu —- -tu oir. Es fao-tú o-tnuiuí juro-iban o-jito-’ t=hfiutiotio-umoal tu así o-leO uíiobou es o-le o---laso-’ O’ ‘~‘ o’íí ‘o’ \ /--‘

st sso.tisbao---o-’ has o;omíolio-tinumíes siguio=tito-=s:

¿<sí: --f- -y) 6’ tu(sc) --1- -tu(y)..st ¿<sus’)--------tu(y) ‘E w(stt — y), juana Loo-bou sc, y (E A’;
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2. w(rs) = u’w(s) paratodo r Y> 0

3. w~ (<9) xv ¡4’.

.7

4. Para, Loiti-> O>’ Y> O existe tina suotesión ( y~ ) o-le vectores o-he A’ quia satisface

y~ ) ‘E O> ¡41>~--~parato-utlo k ci N, y comí la íuroíuieolad dc q ¡te juana to-tobo> couojtinto>
couuíí jíactou A’ c A’/ E existe na e N tal o-jite

e’

Yo-

inf{w(z — >7yk) ¡ ‘¡u--- -= ‘¡ta,: ci tu----u(A))Y> O.
-o

-o

Paraeste funniomual w y nuestro a Y> O fija. elijamos u o a bu ¡o niótí 1 vn’ o-it’í cutía,

--1.7. Sitjutuuig’at’uuos 1(x) = 05 Y> O íuana dA(x) =a’. A}tora, imtiitaoo-Iou ha o-io-’tno-ust,ra.otióio

o-bel launa. --4.4,0=5fácil co-mstrumir o-tui ramitoo-u ¡u xv rus (0, oc) —--------‘A o-j tío-’ saLisba--rehas
sigíu etites juro-ujuio’olao-lo=s(oto-uuí u’esjueo:tnu ah fiutí o-:ional w o-lo’ amiba.)

-o

w(p(eu) — p(/S)) ‘6’ {(/3 — ex) si ¡3 Y> o-o Y> O; —‘

2. Para.tao-ho conj tu oto ram ~uacLa ltD0 G 7<¡ 1” existe ‘ta Y> O tal o-jite

íuíf{w(o---’ p(t)) [0os Ji 6’ ¿a.zE ir—~(J<’¡) xv >1’> Y> O: e”

-o
“5

3. p(¿)=0 si y sólo si Ji Y> o5.

A caotin u acuotí, se o-hacine 11(x) xv ~t+ p( 1(sc)) liana trío-lo-u so: ci A’ \ A, ¿y se ti otto-li Ii ota.

la ti eu ti tustnar id mí o-bel Leareutía 4. í o-le fonmua--aolo-=cita--oíajuana o-hetío tust rar o-jito’ JI 0=5o-=h

o-li beo-uutto-infismtico o-lo=scaolou. Fi-stou O=s.juana o-tao-la ‘y ci ~ . tttutisitbo’u’a.utto-us la. fui uto’io-’uui

(O, oc) ——--+ [O,oc), [‘$1) xv f(y — p(¿)). Utiiiza,ntbo-t las íino-ujuieo-Iaoheso-he W st ¡u, so-’

o-;o-umíí juníuo=luasimí jurtutuhetííasqíuo=J’7~ satisfao-tt=las oto-uuío-hio-:ioumuo=so-bo-’I <‘tota, <1--2. [‘tun Lauto->

o-=xustetimo íumíun:oí o-o = o-v(y) Y> O tal o-jite [‘~(o->)xv o-u. I)e Loto-br> esta. uutibi’iatiolou o=lt.o’ooro-=uuta.

o-ho> ja biutio-tio-Stu uo-’iíulínita., so> oleo-litre n~tue II es tumí ohift=ouuotoínfisuíuouo-lo-’ <la,so=O’.’o-’ <‘otro’ 7< \ A

y ‘o’, tal o-jíuo-= ¡--¡(su:)xv so: o-tuua.uudou o-/,~(su’ ) Y> a. Fi-sto-u juu’uio-’hua., o--ii
1oantiotiilai’. la. ui--iiiuo-’¡’a.

tanto’ o-leí tetuno=uuía4.8.

F”iuoalumoeuite,iutilizandni eh heuuia 1.6 r.auuío al fiuial o-le la o-bo-=ninustracióuu obo=j t,o-’o-uro-=utía

.1, piteoio=jurouhuarsequte si A o’stá ntouuítt’ttiobo-u cii tío nibitiol ro-u a,huio-’rto-u O’--’ xv <su’ ci A’]

¿u (su;) os u’ 4 o=íutoutno=sexisL o-= tít> o-li bcouoío-urfi sto-itt sp tío’ n baso’ O’ ‘T’ e itt--o-’ 7< st ‘o’ \ A . tal 04 tío’
sp es ha. ithetttiohaol fitera. ole C. Fi-sto-u o;onnltuyt’ la oletiittstnao’io-’u¡t o-ho’ --ls.

ii-ii eh o-taso-u olo= A’ xv {<94 olautole O tio-=uitutao=loinigo=uoo-=íí ‘o’/ 1’”. o’] 1t’omrt’ítoa. <1.5 ¡otus

oliote o-jite eh sutuesjuaciouE es O’»> muegligitule cuí 7<

(Jorobario 4.9 Sca ( X , ¡ . ¡ [) tito cs¡uaotiti o-le Ro-uno-irlo oto-itt ‘tío-o-a »o-; ‘¡o-tutu o-u‘¡luto-o- ¿u o-le o;íoísc O”’.’t’

o-tuyos couttjíitt¿o-> o-ir cera» o;» ‘tito »ubc»paeio-u1’ ¿ab que ni nac¿o---íu¿c‘o’ o-/fi’ es o-/e o-í¿too-o’uu»¿o’’¡o-

¡¿‘¡‘tito-u. Entamoo-to;», pat--a¿nudo-u a Y> O cris ¿o; ‘tu--o-u dujo--anto-u tjiÁ’tuo- o-u sp o-lo- o-’bouso’ (‘e o-- -tu¿o---e ‘o’ y
‘o’ \ 1’ o-/tue .sa¿¿»fo-i.eesp(s) xv su: nuuano-/o¿u(s)Y> a.
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4.3 Negligibilidad real analítica de puntos y subespacios

<=5tasenc.ién otaníos tu mu tui 05toola juanaconstr tun o-iibeauuíar fis iii o-us real analíticascmi

tu--e it mí esjuana o-le l3anacho-le o-li memusién imufi nita. A’ y el espao-tio-u ¡tíctio-us uit> no o-he sus
síu u es¡u aciOs o-he co-utítuit cmi suon iii II iii t a E, sucun¡une ojo-te A’ to-=uoga. tuuí a. so=mutío-) niit a. ro=aJ

aaal íti uta cii sto-u comí)unto o-le ceros seajinecisanuemitefl Fi-mí juartinuular. si A’ es o-tui

o’sjuanio> o-le Ii ami artí o-he oh iníensiéuí infinita ron tuia míanmro-a- -real a--tuajíL ir--a (no-u mí o=o-to=sac
¡¡autoeti te o-=qo-ii valo=mute), e ntoncn=sA’ y A’ \~ 04 so>ti real atoaiít, iotarni o-=¡íLe o-] i feo, tito-srbo-us
Noiteseq tic la, clasede esliacios o-le Banachojue paseenno-trullas (mío-u necesaria--u¡temoto’
co-juu i valentes o-] e otiase real aotalítica es relativatucuite atoo julia,. Par ejeuríjulo>, es fÁcil

oh 0=1100)5L rar o-jite tania espacioo-le 13 anach o~tu e 50= jutícola iii yo-Mt tan tito caliit ente o’ mt aigit ti

esji ario-o t~>(1’). co-utí 1 os ji os oc, ji tuseetutía. noniii a (tía u encsaria.tío cuí to=eoj iii valcuí te) tío’
o---laso-’ ro-’a,i uí,ttahítiot=í,.Ero juantio-titian’. temtientho-u cuí o-;uuo-=uul.so,quío-’ Loiti—> os’sjuao;iou o-lo’ llautaclí

so-u juo-rneflexi sto-u juiucdc inyentauselinealnícotccuí algún [4(1’) o-tnu ti 1 os ji os oc (ver [52}.

olemuioustrao-tiótuo-bel Leona.2, p. 133), y ojo-ío-= lnu niisuí’uoo ourunno=ototuo nttabtjuiio’t’ csjuattini so-’--

~ianahuhe, resíuit a o-jite tao-las los estu arios suu jie rtcflexi vas y Lo-uo-luis tus st’. juanahíes jutuso-=o=mí
no-unuitas real ana,líti ras (tío o enesaniamííemite co¡íí i valea Lo=s

Pat--a.o-uist,coío-’u’ ch juu’intti;uai ro’síoltao-ba o-lo> o-isLa so-’o-’nio-$uu ti o-’o-;o=s’it.;--í,t’o’mtoo-us n=h sigo¡io-=uiLo-’

liSo

Lerna 4.10 Seo-u ( 2<, ¡1 ‘ 1) u mu espacio o-le 8o-u tuo-trío, y so---o-u ( ‘yp } ‘tu’¡to-u.s--tuo-‘es¿otu o-/o-; ito-to-’ ¿o-itt --o-

/o-u! o-¿o-o-o - -[]yp ] ¡ ‘E 1. yamo-u ¿oídak . O’ ,‘eitusido-;o-o-:o-oto-i.q lo-u lío-tu o-; tÁo-o- O’” t IR — ------j? . <1<» ) xv i

u o-/o-/jo o-ottoo-tus tutu o-to-u’¡uuitoa y (O, --oc) ——— A’ ¡ío-ut
>5

¡“(Ji) xv >7O’,t(
2k’—i/)y4

k’=i

Ii-o-o¿o-it0005.» ji o---o- umuo-u f’tíno;tio-in reo-ii o-um’uoulu’Ji ¿oto-u dc (O, oc ) o-mu--A’

i)eu o-o-o-ssJi.t--o-uo ío-uíu Su ea Y la o-taroji jo--=xifotario-Smi o-leí o’sjuanio> A’ , st sn=a xv o (E (O 130=>

2--]Itíto] } - -1s o 1 tío-o ojíte Sí es tun stuiucnumojíuiít.o-u ahuit’rtro o-lt’l ¡ulaití> o-’o-uiuíjuio=jtio-jiio= o:o-u¡ítio-’¡oo’

al iuttt’rvaha < O cx) o-le ha recta, ucal. I>u¡esl.tu o-jo-it’ bus toro-ro- ojo- -la- -ti to-tiout o-to-otioiuleia

4--1o-~ o- 2 estamí futera o-le =1juanzí tío-lo-u /t ci It czo.oia. I’íituo’ioSmí

=Jk(z)xv ~1 ~i~’ u7~

es iio<5outuío-uu--f’a o>uu 5’?. ~/eauiiaso-jito> la. setit Z~ <¡u- -o:o-uuív’engo’xíiti’foinítuo’uííaííto’ cuí lo-os
o-to-tuííjiattttts nbo-= 5?. Sea 1< c Q tutu o-tanujííííto-í o- outut¡oa.o-tLtu. hl--títo-tuco-’> o-’xisto’ it> o ~ tal

qoto’ lo’ C ~o (E Q t Hez Y> ¿oíl, Para t’a0h0 ci A o-’so’niiuauti<os .7 vn 00 --1- -luZ.l’i-itto-oit<’<’s.
t,o=uíio-=mío-bo’to-tui o--iiomota.quío-o- a Y> 2{lu] inijuliota ojo-itt o-u

2 — ¿u>- -Y><tu> o-etio=uuitus
‘o

1 + 4~’~z~ 1 + .4k~’t(o-o-2 + 2o-uli¿~ Ii)

([1 +
4k’— ~(o-»— b>)]> + [1~--—¡ 2o-ubiJ>)u /2

1 —‘ 1
‘E ~+ 4kt(2 — ¿s’~ ~> ~ 12 ‘E i-~ /1/—1 t¿2
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.7

y así, para tao-lo o ci Ji
-o’‘y>

>7 [I~t--U)i!os >7 + 1
‘xvi k’=u

y;’ it,;’

4 16‘E >7 +
4k—t~¿2 ‘E >7 ‘4k~~i:kÉ

2 <3(2’

¿vii ~--=~ a a

EsLa siguuifi ca qu 0=E $ u o-p (o) ctuutvenge u uui’faru’o-íeuuíento=cuí A’, juana. t. tío-lo cotí íj otto Lot

o:o-uuíípaottos 1< c 5’?. li-it juau’tiotuuhar la bo-ututiétí

cx’

¡u(o) xv >7y~(z)
L--=i

es o-:ountunuua.iii (2. .o-\oleuou;is, jyit’a, Loto-lo-u 0 ci Y*, las desigo-taitíamíesaoto-=u’io-unn’soutiío=stnaui
Ojoto’ la, so=nio-’

Y;”

>7tu(Yk)

tto-unvt=ngo-’iu ¡uilounuuteuuio-’miLt o’uu tus ccitt> jua.ottos o-lo-> Si, y, oto-unto-u las lii íío’iouuuo=s

¡fltu~

)

~
41>”u 22

so-tui tao-tas lo-ti lomuto-untas.o=sto-ui o-u ujítina o-jo-te las bumu rio-umto’s

tu>1
k’=u

so-uit hiohot’tuouu’l’as o’uí Si. Lis oleotin, ji SI ----—--+ Y es ottuuutitiota st y” o ¡u t Si --- -‘ fui- o=s

Fio-uiouuutourf’a juana tonbo-> y’ ci Y 1 ho’ a.o-juui sc oleoltunte ojite ¡s 5 5’? ‘u es l.aiuthuiéut
¡íoubo-u¡oíounfa. Lii jua.nt.ittuubar, síu nn=stnio’o-tiouial i mítervaltí ((1, oc) oto-> la rt’o’t.a. ro=aj‘‘5 ro-o-ah

ctit ahit, ir o-u.
.7

Pro¡tíosic ‘toS tu 4. 1 1 So‘a ( A’ , [¡- -[~) ‘tu mu espao-:¿ou o-/o-’ /lo-utuoío-:bo- o-amo- o-u ‘¡o-o-u so-; ‘o-o-o-o-tuos--u‘too-o-u í’c’o-uí

o-utoo-í/u:lie’a ¿u o;u.yo, o-o-sto-Puto-¿o-u o-/o’ o---o;‘¡‘tus o-s.s’ uto, s‘¡u bo-;spaú¿o-u /--‘ ¿o-;! o-¡’tuo’ ci o-’s¡ío-uo-’¿a ‘¡o-o-uit o-o-o-uo-/o-o

A’/ fi’, ¿i) íuo-u o;» meflesu’¿’t’o-u. [‘tu Ji estoce»e’su:¿stc ato oí¿fea’¡íoout¡¿sto-o-o-u o---co-ti o-u ‘¡o-o-ubtl¿o-’o-u o-it Ji te A’ y

A’ \ 1”.

/)o- tto-ous’t,u’o-uo’¿oito-. So-’a.io u’--. ¿u st ~‘‘ oto-umuto-> o’uí las olefiniotio-uties tjttt: juno’oo=oio’íí ti o-tito iio’iao-bo-u

o-io=i lo=uuma--4.6. (io-uuutno otí esjuao-;iti ¡ío-uu’uuíanhou ( X/ 1”. ¿~) o-’s tío-u no=llexivt>,jotun <‘1 Lo-to-,i’o’itt;t tío-’

,Ia.i’tuo>s [511,o’xisoo=tito buí iotioumia,h hineuol A’ A’/ 1>’ ~ IR t{itc o-=so:ou¡ot,iuuuuo-u o-ho’ ( ‘o’/ 1--’, os) o’ío
IRI y tal quío> 5’ ¡¡o-u aloto.í.ttzao=h soujureíííno

‘Y

sop{S(t) o ci A’/k’,¿i{[z) xv i} xv 1.

l)o=luo-’nubsenstarso’o-jito’ ha río-intuía. p es nauutiuuíua,couuu ro=sjuo-=rLoa. la tínutitia o-touo;io-=uot,o=usual o-he

.‘o’/ fi’ (ro=ntuuoSro-ho=so’o-jito’ fu es u--o--alauiabítio-taen virtutol o-leí ho-tutía 4.6, ¿y’ to-ur t.4ouoto tto-uuotittui4í,
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o-=uí XII’’). l>ror o’oo-xsiguoio=nte.,el fo-u ocianal lineal .5’ tmtluiéut 0=5oxumotimiuno dc. 7< ¡ 1’ (co-vi
so-u tío-intuía oto-unucuite usual) o=uíIR.

A 1--o o-tía. jio-utígaumítus I/’ s~~A’ oir ci 2<”, y tiefimtatmuous las buinnianalesw A’/ E —----> [O,--oc)

st w A’ --—- -[(1,oc) jío-un

¿<sc)xv ~(st) — S(si<), anud w(--sc)= ¿u(s)— T(s) = ¿‘(un(s)).

h’i-s ciato> q tío> esto-us bu oriamí ales ¿‘ st w so-un real analítinnus en los no-unjtuti to-us ( X/ E) \ 404

st A’ \ 1’ resjuerti vatuoctíLo’. Paticumícus cuí tanres elegir yerto-unes (yk ) oía A’ tales o-jito>
¿s( ojo-’. ) --y 1 st 0 (‘o-ji_) 6’ h/lA’ juana. to-utio> ¿t. Para, Ji Y> O. esrnibauíío-ss O’( Ji) xv 1 ¡<1 1 + Ji2) y

otouutsíthereuuiaso=lotattuimuou
00

p(¿) xv >7O’i>(2k”iu9yk.

Po-un o-’i bo-=uíia.4.10. o-’l camino> --y : (0,oc) --—----~ 7< es real amíalítina. Alío-ura, o-ín=fíuiauuías

JI: 3< \ 1” —— ‘o’ jio-ur
Ji(s) xv su’ + p(’tujs)).

(io-uuuijuratua,re¡uuousopte juata. to-utbo-> ¿o E A’ ha. ftutintiéut J’’~o- (0, oc) ----------‘[O,oc) ohefitobo-la jio-ur

~1( o-o--) xv os< ----- -ji]ex ) ) sat--isface las nouuío-li niatío-=so-bel leuuía 4.2 ¿y’, ji o-ir Latítní, ti emio-’ tío
iíuo-io’ot juuííít.o-u fijo-u. No’uto=soto-jite U o’s o-una boiío-;io-’uuí olo=creo:ie¡íteo-jite satisf’aotesitj> O’’;’¡( t)¡
Ji (O. oc)) ‘1. 2. “I’o=ticuítouso-jito-’

—. F>(ex) xv ¿<y — ¡“(/1)) --— ¿<y — ¡í(o-o-)) ‘E ¿<(y — íu(13)) — (tu — ¡í(o-i)))

— ¿<~u(o-o-) — ~s(/3))xv w(>7(O”.!(
2¿—to-o-) — G(2A’’’/3))y~)

6’ >7«;y2A’— t< .. O’42A’— ¡ (~)¼--<mi‘E >7 2¡2A’--—~ex — 1<—~ 13 [w(yk 1
O xxi A’~

>7 2”’a’(--q~)[í3 --— o-o] ‘E >..., 2IA~i p+--u[¡3--—no-] = --- -o-o-)
/s”--i A

juana to-utirí ¡3 it> o-o- > O. Liut’gou so o- íuuoujuío- la juniutíena o-toutio-lio’io-’uui o-leí bo-’uuía 4.2. Vo-atoto-is
o-jito’ l’ Laiuuiuiéiu sa.t.isíao’o’ la segtmuío-iarou¡uo-lición. Sea--114> O ~ o=bijaiuto-uska ci N tal o-jíuo--=
~ko ‘/‘( y ) 2<51! + ‘l’( y)) (o stit es o- 1 oraitícuite jio-usihule. ya o-jite ‘l’( yA’) --------s--1nutauioltí

A - -cxi). h’i-iitouiíoo-’s. si O <t oo- ‘ i ¡2o-> O’ (2’>”’’eo) Y> 1/2 luara. trío-ho-u j xv 1.2 ... Jito->, lo-u

<tít al i tío juhio-si. o-jito’

vn w<y íu(o-u)) g(y — ju(o-o-)) — T(y) + ‘i’<p(o-o))
00

- —‘/‘(¡j) --1- -‘I’(ji(a)) xv —fly) + >7 (d2k~io-i.)5i<Yo-k)
A’ =

¡(j) + y’C(2r’.ex)T(y¡) Y> —T<,o)+ Z
1[J(oío-)

,t=i ‘o-vi u

—‘l’(y) + Al --1- -T(y) xv NI
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e”

juana trío-] tu ex Y> O tal tjti e ex 6’ 1 »2~ . Esto-u untíestraojute e’

.7:

liuuí £41) xv --1--oc.
o~.ai’

oh o> bou rut ta. ojo-ue lascgtito-oha ramio-li cióuí o-leí le iota 4.2 t .aí¡o lii dii so’ c mu tui jule. Po-un tamotnu , liana

loo-bu y E ‘o , exusise tun itrí ira ex xv o-tu(y) .Y> O tal oj tu e 1--1,<o-o.) xv o-~--. ¿y’ estasignifiota, o-jite ha--
apI o:a--otiauo

Ji(s) xv s» + Jí(w(s))
.7

o=stiro a tu iyer.nio-’iut crít no-> A’ \ E y A’ , co-uit yo-

1í1(y) xv y —¡u(o-o-(y)).

Crí¡mini las btu monitutues w y p souí real analíticas, tao-mili i tEmo bou ess /1 A ji cuna, tu til i zauío-lo-u

la versiémí real amia,)it ira niel teoreuna. cte la. Cotíciéno i mro julín ita, ji moco)e nl col tío-tu rse, cammi o-u
cii la o-bt’uuiostraotmomt niel teo-urema--4.1,opte II 0=5 liii tiifenuiiio-unfisiiit real a.ioa.jítio’o-u emití--e

7< \ [‘y 2<.

Proposición 4.12 Sca (A’, [¡. ] ¡ ) ‘tutu espo-uo-’¿o-u o/e /bo-utioío-’bo- o-/o- oí¿t’¡o-co-u¿»o-it’o ¿uo.Jin¿taoto-itt
o-oroo-userno.o-ítat’uo.o.o-u leo-u! o-’¡.na/u’tica p cuíyo earojuto.¿o-í o-lo-; e--e--u--o-u»os o-oo-o- t’to ¿so- ‘s¡uo-uo--¿o-u /‘‘ ¿o-ob <¡no- ol

o- ‘quo-uo- ¿o-u uto-irno.o-í.do-í (A’ /1”’, (u) e» mo-;flexi’tuo-u y o-/e d¿rooe’’¡o-s¿o-itu ¿u--o-f¿uo-.¿Jia.. /it’t’o¿ot’o-co-’s existo-’ uit
o-iufeo-uo.to.osufusuo.oo-u ‘¡‘oto-ti aro-o-u/ui-tieo ero-tic A’ y 7< \ E.

1) uuuoí Jio-ouo-’¿ou’to-. I)o-’uíuto-’uíío-us Z xv X/ Fu~--’ so==í.un 7< 2’ i;i. uoosyo’o-’o’iouuo o-’auio-uuuuota.
1 tít oh lo tía :3.1, la. no-intuía ¿5 2’ —----------sIR iuío-iutotio-ha juo-ut’ tutía. so’itiumiountuia. noal auia,hítio-ta ¿u

o-jo-ir sat¡si o-cc ¿ud(O) xv /5’ es tauntuidmí real a.oatítirao-=mí [7--.Fi-ii joa.rticttha.r, ha. ito-untiía os
0=5oto-uztttuiíua o-tau no>síueo-ttoua la tttuu’uuía. couo-’ieuíto’ tusítal o-lo-’ 2’ xv ‘o /1 1 o-un tutra juarto-=,

la tteuu’tit;o ¿u es oto-utti jilt’ta (‘en o-=fo’rta,o’l o-’spa,o’io-i utonímtao-]nY 13<,i]- -¡u>o-’s ro’tlo=xuvoutu, jio-un
o-;ouuisiguuio-’utto-=.t;o-iuutjulo’io-u). Fi-ntoutuo-:o=s,¿u es tutía. no-intuía eo-juuiv’sobo-’uito- u o ‘ti ouoahít,io-’a o=uí 7.

ii---ti o-to-uto-so---o-ttíemiotia.el o=sjuanio2’ es <Di-»> siuavo-=,y o:o-uuíío-u aolo=mio;--<so-’s u o-ji- si u o-o o- 1 t,o=o-uro-=u’uta.4.1

o-Ial caíuíl.iuboi y ole [33] tutus ola tun juoubiuío-uuííio-u 2k--houtuíuugdioo=tolo- o’uí u o o-uiust ;--í,uíto=sA’, 1> itt--

O taho-’s o-jito> A’Ú(z)2k ‘E bo-(z) ‘E L{í(
42k iuo-a’a to-uo-bou o ci Ái-s <‘it uaitío-tul ‘ti tana. ¡ita. Ial

ijubiota.o-’io-Suo no’a.h amiatítiota lo. 2’ ——--~ [O.oc--), t,o>¡ío=¡uuouso-jite ¿§1<0) u> O’ l~oun o-’] Lo’tut’n=una3
o-le ha juÁ.giuía. í’19 o-ho-> [3>)],LoitI—> o’sjiaotiou rcllo=xivo-t( <‘tu go=tio-’na.i. o-oit o’sjusootitu \--V(i-C) tit=ao=

tui sitluo=span;iouo-:o-=u’rao-hr’t,so-=panatuho-=y o-lo-’ o-biiuío=tisióuíitofimíit.--’u. o-jo-o-o-’ o--si4 o-toouutiolo=uuío=uita.o-iou.

Iti-tttomioto-=s¡to-utietotois o=so-;niluir 2’ xv [47x V” . o-bou¡ío-bo-’ [‘1”o=stito so-o- huo=sjua.o-’ioso-=pa.na¡uletío>
o-liumteoisit’uuu iiiliiiita- -o-ho-’.21 ([arito-u U” t=sst=jumonahubt’.II atítio-il O’ uito-40. uto->ntuia. tío-u o-touii1ilet.a
q tal o-jito-’ <¡2 o’s nota,! auia,títiotacuí Lo-tobo II’’ ( stt~--a.se[35). jono-tjutosio-’ioou~ 1.1 ). Parsi. to-utití

— (--o-u u’) (E 2’ xv ¶-‘l7 ‘se Y~’. ohefiría.uíuousalío-ura.

(9(o) xv ~~o-í(’to-)~+ /p c). ‘Y’

9,
h’i-stá o-tiara o-1t¡o-’ ha brutio-tiótí (9 2’ ----------[O,oc) es u’o’a,h a.tialfLio-’sí <=10 2’ \ {O } , y satisbao-’o-’

1 vv xv t~ y (9— ¡ (O) xv (3. ti-anuo la uíanmíma. y es tío-u nauuijuleta juo-uo-Io=¡¡ío-uso=uío-’ouoítnam’tutía
os ‘o-stuo-tcsuo-uti o-u--aotoutaoha(>0k) o-=ííW Lal o-jite fi >o.k. ) — ~‘o-.+o-liana.utica A--. st o-tío juíí¡ítou no-u cuí a

ttnumuí1uho’ttit’uui o-lot ( tV, =j).ol’’iíataola lucir (14” ,í~). --sil o-jo-it’ tu0 ~ II’. st huí,1 <¡(o-uo o-----’>¿~‘—t ‘tL/>.) xv
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O. Vii jauno-us tina. sucesinuuí acatatia(scA’) en A’ tal q it e un (totA’ ) xv (‘o-ok.. O) liana south-u k,
ito-utí gautios («Ji) xv 1¡(i + ¿2), y defina--nuosit mí namnino o-lo (O, oc) —------s A’ íuoín

xv >7t~g2A’—tuosA’

juana. Ji Y> O. ¡tau. el Icumía. 4.10, cl o:aniioíou o¡ es meal a,tíalitio-:ro. A lío-ura o-baH ¡uaoíío-us
II: >3< \ /5’ ----—--sA’ juan

ii(s) xv sc + o-ftO’9(un(sfl)
ji 4trsi c a. su’ ci ¡te. es tutía u~, tít ne.’o\ /5’’ st A . F>ara

aol A’ \ 1’’. Veamnas o¡ !J bu yenru ciii o-’
nao-la. y (E --‘o’ o:o-uuísideremnosla ‘fumuiniérí 1’’> (0, oc) ——--- [O,oc), /‘,(¿) xv Q(ir(y —

.st o-touuuo-¡urolut’ituous o-jite fi’,~ satisfacelas o-to-urio-tinioumto’s o-leí lema --‘4)2. l’i-scniluio’uiobou un(y) xv

(--o-u, ‘to-) CE 14” se 1--’ st olisenstano-lo-u qmue un(o-ftt) ) o-E 14” se { 04 os ¡‘E j)ara. t.níoh o-u Ji Y> O. tenci rio-us
o-luto’

‘--1o-Á~) —‘ F,,(s) xv (J(un(’ty — q(¿))) — Q(un(y — ¿u(s))) _____
xv ~/q(’to. — un(q(tfl)

2 + lu(íu) ----- -q(’tu— un(o-fts)))> + Ido-’)

‘E- -0v----—un(q(t))) — ~--o-u— un(o-í(.s)))] 6’ o-,u<un(o-¡(») —‘ o-í<Ji))>
“NI Y

xv o-/( >7(O’;(

2A’í ) ((2ki Ji) )‘t>) 6’ >7 <¡0(7121~lo-) (~(2A’’~
1Ji))o-u)

A’ri A’~t
Y 5=;,

— >7(O’«

2A’—i s) — G(2A’~ t))o-,o(’o-uu,.) ‘E. >7 2¡ÚA’~ u » ‘2” Ji¡~fl o-o-o-)

¡—u k= ¡
“>51

1 __ 2A’+ u _____ — 1
vn >7 2”softíu&)[Ji — --sj 6’ >7 ‘4¡j~J¿ --s[ xv

/svni ¡xvi

usina t,ouoboí Ji Y> s Y> O. Po-un nitra j)at’Le.

litio suíju [$/) xv litio sntjuO’9(ut(’t1 — <¡(Ji)))

0~01+

xv liutí Miii <o-,o(ir<y --— o-,’(b)))”o- i- -¿u]o-’)
o- —~ o-o +

Y> liurosmijuq(un(y— <¡(Ji))) xv Ñ(ut’(tu) — o-oto) Y> O

o- —~ o-u +

¿y--si ojito-’ ooo-o ~ 14” \ 1V ~yun(y) ci W. Así. unur o-ti cutía :1.2, íua.nsu touoloo o-j ‘o’ o-=xist,o=tito
it íuuo-;os o-o- xv o-o(y) Y> O tal o-luto’ E~(to) xv o-o-, st o-ho-’ ao-juuí so-’ sigue o-jito’ II t --‘o’ \ 1 —--——- -<--‘o o->s

ti tuso. a;uhicaotioo iuiyeottiva,, to-umí

ff~~ (y) xv o,o-(jo-o(tu)).

o’fo-’c Lo>, si Ji (so:) xv H(o) xv y euuto-uuíco=sO’j(un(y — o¡(O’o-t(un(sc))))) xv O’¿(un(tus)) y tauiuhuiéui

O’J(un(y --— <¡((¿<un(a)))))xv Q(un(z)),ola tuotuobo-> o-1oe (¿¿<(su’)) xv <¿(un(o)) xv o-o-(y) i- -11jucun

la, iizoinio-ha,oi o-lo> eo-(y), y pan tanto sc xv y — o-,’(ev( y)) xv o. Atbotutiás’, juana. cao-la // ci “o‘
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naunaQ(un(y --— o-4o-v(’q)))) xv o-Mil eh punta sc = y — o-4o-x(y)) satisface11(x) xv y, y
tauuuluión sc ci 7< \ /5’, ya queQ(ur( sc)) xv oo-(y) Y> O, O’9’ (O) xv O,y uc’(O) xv E.

(i-lasu’auuuetí te, la buínnióíí 1! es real analítica. cmi 2< \ 1”. A oleitíás> uutilizaíi o-bou la.
sto-=rsíoímíreal analítio:a del teoremnao-le la foroniómo implícita,, ptueoie deoluucirse, catita o’uu

¿u. tic o-mutis1 eao;iéo-í ole ‘4 . 1, o-jo o-= ti es tu mu difo-=otríoo---fisni es nota,1 ami al it io:o-u amit no’ 2< \ E’ y A’

o-uoou iii mu ao o-lo-u 1 ous resultao-los amotenates,o-síu tcuentosotí sígríjente
9,

‘DEcorerna 4.13 Seo-u ( X, ¡ . ¡] ) uro c»;ío-uc’io o-le Iu’o-u’uuanlo- o-Le o-time’¡o-sio-ito ¡rujio-o-it o-u que- -o-uo-L’¡o-oit.e
‘¡oto-o-u “o-; t’¡o--utoo-uu’o.’¡oa ‘¡‘oto-ib o-u m’uo-o/t’tio-to-í ¿u o-;’tí yo-u eo-um’uj’titr¿o-u de cera» e» ‘tutu »‘tu iueuyío-ue’ia E to-ul o-íuuo
o-ti o-;o-ío’t¿ct’u¿o-’.2</12 ¿¿otto-e o/inuerus¿o-in¿to-furo-ita. /5i-u’utau’oo:c» o-;scisto; ‘timo- o-/ifets’¡u’o-arj¿.s’oo-oo-u o---o-sal

oíioo-uiíí¿o-s’o-u o---o-ubeA’ y A’ \ /5’. 9,
9,

sísí t’o-utoto-’t
4’

Corolario 4.14 Seo-u7< ‘tito cspoío-;’¿eso-/o-- -¡Jato-o-orlo-o-/e o-/iruoero-siojío- infitu,’ita ojoto-; o-uo-inui¿o---’tuu’oou —

u o-tu --ruto-o-u tu oíl o-u.uoo-ubítio-’o-u (uuoí ro-creso-umutuo-tun‘¡o-te. cnj’tu¿utabcrute). u’2i-n¿o-u to-oto-’» csut¿s¿o-’uí’to- difo-’osuuío-su’—

/isu’o-uou ‘¡‘oto-ii o-u o-’o-o-oíui-t¿o-’os cutíte- -A’ y A’ \ 4(1

4.4 Una caracterización de la negligibilidad convexade
puntos en espaciosde Banach

Sest..--\’ otto oísíuao--iruo-It’ Ba.uíaotju o-le ohimmuo=uísjo-Smíittfuttita comí tija uíarmíta.¿u tío, clase(9’ (tutu

uieo-to-’sanusu,uuio=ioto=o-=tpitvaLo=mute).Rn=siutitanios íou escuuntialo-le la toStutica obo-= mtegligiluilio-laoi

o-jito’ Eío-’tuio-us usa--o-loo cii oste ota
1uíttuhou. Si A’ es ¡oto rn=flexivo-i, t>sttago-=tnasuumí fui muotitíto al

luao-=al,‘o-uo[iuutuo-u 7’ 0- -.3<* cotí Suulue(. ~í 7’(y) xv 1 tal OjttC 7 t)O> ;i,h<tat’tya estesltjuI’O=uuio-u,st

lunoiiotuno-us =450;) >- -¿u<.i:) — ‘/‘(sc ) ¡tanaLoto-lo-u su’ E 2<. Si A’ o-=sro-tíhexistní,existí’ tutía. utouniits--t
¡o-tu <;t’oioíjubo-=Us--o.o-o o-lo’ o-baso’ O’ ‘cx- -cuí X’ . Fi-mí <‘uuahojuicra o-le bis o-bus otaso-us se o-:nuuístníuvo-’

timo ota.uiituio-u ¡u (O, oc) ——--± A’ <‘o-uit las juroujuio-=olatlcs¡u(/) xv O si st sólo si ¿ Y> 1
stuQou(o-o) - -¡“<A)) <io-(,3 — o-u) si 13 Y> o-u Y> O. st lun stu¡u~,o-ex¿<¿‘o-----¡u(¿)) ‘st’ O juana Lo-tojo-o

y <it ‘o’’ l)o-’ti utimuocus otottonres Ji : <‘o’ \ --(O) —- -7<juan
.7

11(u) xv su’ + í(w(.u’) . e’

-o

la ajubiotao-’it’out o---” xx II~ o-=suit ohibo-’nouiuanlisíuíou o-lo-’ o---laso-’ (i-~ o-’uítno=A’ st A’ \ {04 o-tuvo-u
stujso-ui’to-’ es o- o-tío-u po-o oso-iuusto’xa ole o---jaso-’ (‘1’ o-bo-’fiuuio-ba jodo-’ ¿7 xv {51t ci --V ¡ ¿0(5) 6’ 1). o-jito’

o-tít mmi julo oto- 1 404 h’Io-utiuénobo-=so=ojo-it’ o>l so-ujio-unta tic tina. ajulio’ao-tio’uuí u/o- A’ --—--s --‘o’ so-’

oho’fimío= ttt’iitot Siipju<¡‘xv A’ \ Fixu/o-, oloumto-ie 1k--oto- —- -<u’ E A’ 1 <(su’) xv sc4

l>our out. m.o u.u u o es o-tiara oi te la. o=xisteuío---ja o-ti A’ ube tutu o:íuo-=n¡uo-uotortsto’xo-u (.1 o-it’ o-baso-’
O’ ‘o-’ o-jito> s¿o.1.ish.ug.t.o-oH xv 04 iuuijubira ha existeuto-tia o-he totía. itouniii¿o ¿u o-ho’ otíaso’ Co-’ (tío-u

uít=o-to=sa.nistutoo¡oto- o oíuiustabo=itte)o-=íí 7< < luastatrumancl fituto-tiotíal o-it’ Mimtknuwski q¿¿ o-lo’ /“.

y tío-di miii’ tu( su:) vn <¡o- <su:) --4- -<¡o-u(—su:)). i’oín rarísiguuiemíte..juana, tito o-=sjuao-tiouo-bo-= Bautao:hí 7<

¿os sigutio=iit.t=s¿títniuuao-;íoioo=ssouu eopuivalo=titcs:
.7

a) “o‘ tio-tuto-’ tutía tío-intuía o-he o-:ha,so=<Di-o-’ (mía tuo=o-to=saria,iutctuteeojtuistaleuutt=) y
‘Y
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(bu) existe mmii o-til’eouumu o-unflsuíío y 7< —----—~ 7< \ { O 4 o-le clase QA’ cuyo-u soluorte es uit
cuerjía no-unvo-=xoo-le o:Iase <Di-u’ o-lite no canLicite rayas.

A o-Ieoouás,estasafi rin acionesrnuntinti ami sieno-baco-jurivalerítessi nauuíluiamuuoslas jualalunas
<¡‘toe to-a ca’¡o-¿¿e’¡ue m’o-iyo-us st mo-o-u mo-eo-;e.s’am’uoítuocuoteequiz’t’¡a/e’¡o-te íior o-ueeuto-uo-bo-u st eo-¡uí¿u,o-ulemube,
rcs1uertistauuíente.. Es o-benin, luaratimo esjuanioo-le Bananlí A’ .las siguieríto-’s afi u--títao-:io-uíío-=s

so-tui o-=ojtmiva,]cuíloes:

1) A’ tiemio--’ tutía mío-irma, enjitístaheuiteo-le clase(2’; y

cxi st0=o-itt ti fleotui o-o rusuncí y A’ --—-------#A’ \ 4(34 o-le clase <Di-o-’ ctuyo-u so-u ji o-irte o---,s it it

cutenjito co-íuuvexo-u y s--uo-toutao-lo-u o-he clase<‘u’

Fi- mí esto=(tít uno caso, juro tieuiunos a~aolun tutía L enro=na.co-uuí o-liniémí eqtui valetít 0=no>lacio>--

itaula o---tutu ha fa,lso=o-iaol o-ho’ 1 Leoro-=iii a ole Rolhe cuí o-ii iii cuísión iafluí ita.. R.o’n o-u ¿rol0=50’Ojtt 0=.

n:amííou olo=uuíoustra--uuituscuí eh o-;ajuítttlos 2, ci Leot’ctuua. o-bo-= R,nulle ¡‘alba juata to-utbo-us tus esíua
otio-us o-le Batí ao-’li suaveso-le thiutieutsiomi imífi itíta. oj tío> jutucolení iiiyertat’so’ t’ti uit> o-=sjua.o-’io-u

tío’ Ba,mta,othí oto-umí anui’uiía, o-hifereito-tia.jule, atino-jute existe o-u o tco-uncuuua,o-le Rallo-> a¡>roixiuiuaohct

o-jtiC 0=5 tiento-o joana. to-utio-us bus o-’spaotinus o-le blauua.nhi.Ao-’.oiitiriiuao-tiéti tutastu’auououso-jite la
bahst=thaoholn’h Lenuneutía. ojo’ Rollo-’ o=mo olimouo-=musióuuiiufi uuita juico-he stcm’so-’ o’o-umoíou rut rut o-’ouuítiio;io’uií
o-’ojuuivaho’iuto’ a. (i ) st (ji) o-lo-’ aunihia,

Proposición 4. 15 Po-í’¡o-u o’’tuoulo-1uíio-’’¡’ o;»jio-íe ¿o-u de íbtuuo-o-uot/o 7< o-lo-- -0/ii-temus¿óuo- iío-Jí”¡í ¿ ¿o-u, bou>--
»¿q’tí¿etutes o--o-uitolio-’ ¿o-utoo;.s so-> tu o-’o-/uí¿tbo-u/ojtute»:

(¿) 2< ¿¿o- - -to-o o-u tuo-u muo-st--o-tua. equo-¿‘tío-u io’ o-ole o-lo- rio-uso - -o’--‘u’ $

(¿¿) csc¿»¿e timo- difeo-uío-uo-uíjisuo-o-o-uy : A’ —--—--~ 2< \ { O 4 o-/e cío-use <Di-u’ o-íuyo-u so-u¡iau’¿e o-ss ‘tito-

o’t’tbo-’--o-’/ío-u o;o-uo-o-uícsu:ou y ouo-’a ¿o-o-o-/o-u o-/o-’ o-tío-uso-’ <Di-o-’; y

(¿¿¿) csut¿sto’ ‘to-uo-o-í. fmuu o-o-:¿o-itt f : 7< ------------~[O,oc ) o-/o - -o---lo-uso- -O’‘u’ Ji o-ib o-píe’ el co-u tujuíto-bou bE
[—i <[(1 1]) o- ‘ tutu o’uuo--’¡’juou o-to-ttOtbo-’síto-t 1/ oo-o-to-u¿o-toío-s o-tuyo-u fu’o-ío-o-Jio-;o-’o-u jC----i( 1 ). y sito-

/uo-uuyos ¡ ( o ) ~ O ;uo-uu’o-u Ji o-uo-/o-u sc C A’ - -lOt jito t’¿¿o-; tilo-un, o-ti ¿o-o-su--e’tío-o-u o-io- ko-u//e Jo-o-lío-u o--o-o-

el o-’spo-1o o-o-u ‘o

/)o-;uouo-ustt’o-uoo-o-sn Y o salutuuto-uso-jito’ (i) y (u ) sauí eo-jitivaho-’tutt=s,y es rba¡’ou o-lito’ (u so> siguo-’

tío’ <iii) (o-’¡o o’lt’o- jo-u o ouuosio-lo=ro=íuínusch btumíotinuuuai tío-’ Minknowski o-ho-’ t/’, o-po-(su’) xv iii <‘--<A Y> 0

u o- Al } y o-ho’li utautio-us ¡[so:]] xv o/mo-] so:) --4- -o-ío-j(—si:); ¡mía. a.juhiotao-tio-’uii nu¡tiita.u’ia. olo=l í,o’oono-’íuíso
tío 1 o boiuunua¡t itutjubínita tiuoucst,u’a o-jite has o-:cumío-hirinuííes so-uburo-’ Li y f iuoujuho-otait o-jo-it’ o>i
luí tío- to-uuíal op~ o-=so-le clase (.‘t’, st ion o-;oumosiguuieuíto--’tauouhuio=rtbco es la muout’tuia. o=o-jitivaho--iit.o-’

amoitus alto-una, o-jito> < i) iuuojubio;a (iii). Sea ¡¡‘j] ííuo¿o tto-uu’tuía o-=o{utivabeuuto-’o-ho-’ olaso-’ o-’ ‘o---’
<‘¡o ‘o [‘o-uno’i t,o’ourcuuia, ‘4» uouoheuíuo-usemuo-’niotn¿ut’ uit o-libt’ouuuiaí’fisiíiru y A’ ------------A\ O>

al o-jito- CrO< so:) xv su: o’uua,¡ío-hou [u:[¡ ‘‘ 1/2. b)cfiuísuuuuous o-=tittumuo-:esf 7< ——--s [O.oc) jutur
J’(sí: ) xv ¡[y(su: j¡[ juana to-uohou su’ E A’. Es báo-til ver o-jito> f’(s) # O í>au’a Latí-u so: ~ A’. st o=h
o-to-ouíjuutito-u f ~([0, 1.]) xv {so: ci.--’o’ [ ¡u:¡[ ‘E 1> es ah>visuuio=uuteacatatbtí¿y’ r.ouívexru.
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4.5 Isotopías eliminadoras en variedades de Banach

Bit lo qute t1ucnla o-le caíiit trío uto-us ociii> aremutas o-le extemío-len alguitorus ro-’s í uit aolo us so>í>no-’
isotopíaseliniinao-borasobtenidascmi el nasadc vanleohatleshibluertia¡íaspor 1). Bxurg--

Itelea y N . H . Kmuipen o=ui [161 al co-untexto o-les vanieda--o-les o-ii benemínialuhes muuoo-lehao-las
sol) re cutaiquierespacioo-le Banachcotí tina míanmuía o q u ivabo tito’ I”nécltet o-hierennialule.

A mutes o-ho o-mtumí ruar niguino-usa--tuicuít 0=t=sto->su o so-uitvI tus ¡ aro rol o-reíti tus algí tui o-is co-tui co-=¡u--
tas o-le tnojuo-ubo-sgía ti-tía ho-ut’¡ua¿apu’o-u tít’ tui O sjuat itt t tujio-uhoigio o A’ o-luí o-itt--o-u csjuantio-u to>--

jualégico 3” es otto <u atol icario-So no>miLito tu a. O’ 1 se 1 Y <‘lo-uit ob e 1 xv [0, 13.

1uo-umnoto-uíuía U olct o-u tiuluia. tutía familia. ;uai ajoto ti urí o-lo 2;uhto ao-tinuuies (qo-)o-eí do-=fiuiio-las
.7

j>Oir
go-(s) C( u t)

¡uara Loto-lo sc ci A’ Ji ci ¡ . Lío- este casa tío-o- luías o-jtuo- O’. o ouuto- u Luí. ha a,juhiota,ntoti Ña coito
ha aplicado-SnÑu - -A memo-ruo-lo-u se io-leííLiii ca la. lío-u tui<utajíia. O rato- la batiii i i a. (Ño)o-u Do-us
aplicaciouíesf, y A’ —--------s3> 50=otio;o-tuí quío-’ so-uit lo-o-u’¡uo-oi’¿o-i¿ia.s si o-=xisto=it oía lituíuuo-utojuía o-le A’

o=uo-3> que o;ouoente¡ oto-un o-j . Por uit a ¿sota¡iíoi (iii votntiii ho-=) o=íí tito o-=sjua--o-tic> Lotí>o-ti ógio:ou A>

secnti crido-> it mía lo-auuí ruto¡u ia. U : A’ se 1 ------—1> tal oj tío-’ la, ajullo--ani~it U s A’ se 1 —----—--1’se 1
o-io-=iimíidabutur ‘.7

(;(~, Ji) xv (U(u’. Ji). Ji) —

es tun líorncouuotounfusutio>.
Si Al as tuuta vanio=nlanlnlc o--la--so’(‘~. o-uítutbt’latla so-uluu’o-= uit o-’sp¿oo’iou o-lo-’ lla.uua.o’io ----Y.

y 1< es uit> stu luco-u¡íj it roto> o-le Al , e tito-itt o--os, juoun o-tui a. ¿sos¿apio-u o¡’tuo c/¿ro-o-¿too-í A’ o-le .A----I so->
n=tutemio-leráttmt¿o-aplt.aoiouttU Al se / —--- -- -Al tal o-íuuo-’ O’>’ sa.tisba,oto-=has o-toiudio’io-uuío=s

s~gtu icrítes:
9,

(1) La ajubiotarióuí Ño-u( so-:) xv (.‘(su’, O) o’s la. io-lcuutithsí.tl o-’uo Al.

u) Para,to-utía Ji E (0. 1), la a,1ulicat’io>uui <¡0(0 1 (?(sut, Ji) o=sit ¡u aitto-uo-libt=tuuntinfisutio-utío>

M. —
9,

(iii) Para,Ji xv 1, ha alulicao:io-’uuo <¡í (sí:> xv <4>:. 1 > es tít oiibo=o’íiitton!isiiío-u o-lo-’ jtI cuí Al \ It . .7

a¡ulío-taotín’uuo jio-un )iv) La Ji oieflmuids--o-. IJ(su’, Ji z’ ((‘«so-’. /),?) es tito ohiUtooooieum’íismnio’, o-lo-’ othast’
(
4o-leAl y lea (Al se 1)\(A’se {h}). -o--’

Si U es ¡oro coto-inno> abuico---to>o-lo-ti eeuuujuumito-o lo’, olio---aunaso~ tío-’ ha iso-do-u¡uís--oO”:’ Lieo-io=so-spouu’to-’

en (1 sio-=mojuu’o=tio-un’ (‘«su’. Ji) xv su’ ttuuaíio-htu st E Al \ U, ¿ CV 1.

ho-tu no’io’uítois abo-unabus ¡uniuitti¡uaío=sno-=síujt¿t.<bous ole <‘sta. so-=o’o-;¡ouíí

‘Teorema 4.16 So-te .7< ‘tío.o e.sptín’¿o-’ o-le /?o-uto-ouot/o- o-/o; o-limo-o-etodo-ho- ¿íoJio-oi¿o-u o---att ‘¡sto-a o-o-o-it--ma

eqo-í¿uíoí/o-sm=¿e/‘?‘cr’/ío---/ o-/¿j’o-;’í’etteiculí/ot ] . Juo-~
2.o-, ¡tío-/o-u sto- ci U (it ‘o’ o-/o-uso-le ti ~ ‘¡¡ti

e o.oJi otto-o-u o-ib ¿o-;ita o-/e sto-u, cris te uííoo-í ¿so-utou¡su’ou. o-/o- -o-tío-uso-;(‘fi <¡tic o-; b¿uuu¿o-o-o-u sto-u o-/e 2< y Ji ¿o-tío-e 9,so-u¡rutio-’ o-mu ti

Teorema4.17 Seo-u A’ tutu esjio-íe¿odc Bo-itoo-u.o-tbo- o/e o-i¿mroetu»ióto ¿ro-jiíoitoí nao-u uo-uo-í ro-o-um’t’uuoí .7

equíi’t’o-ulero-Jio’ Erío-tío-et o-lifeo-’emo.rio-s--tsle[i -- ‘Y’
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(/) Si Al o-ss uumo-oo ‘tío-st--icdoto-/ o-íifet’eíunio-ulule de cío-sse ti-ii-~ tío-odelado-í sabre el espao-’io-u A’

y ¿1 e» uit--o- ero.ttu’¡--o-o-o-uabierto-u dc uro- yu’tíruta sca ‘ci Al, etu¿aro.cesexisteuro-a usotopía
o-le cío-ose <Di-u <¡‘toe níi’¡uuíío.a so-u o-le Al y tie’¡o.e soporte cro- U

(2) .S’¿ Al o-;» tomo-os. u,oum’ico-/ad o-/ife--r’e’¡o-o-:iabío-; o-le claseCi caro- lío-uro-le fil xv 3M, o-o-o-o-udc’ lada
soub’¡’e el esjuouo-:io-u A’ , y 1/ es----o-otoe--mo-to-uo---mueso-u bicrttu o-le o-tío- ¡u’tuo-o-to-u su’o co-o- ditA, ero.tourootcs

euto-»te’touo o-íifeoi”¡’¡oanjisruoo-i o-leí pa--u’ (Al, DAd) co-o- cl juan (Al \ { 5a Y 3A4 \ { sca4)--

o-pío’ ho-sto-os so-u¡uo-uí’to-; ero V

Demostración del teorema 4.16:
l”nuo-I ciii ous stui>rumien o-íit e so: a xv O. Po-un bis batutas 1 .4 y 1 .5, ji aoleuuunos cuínoii t ra--n uuuua ro-anno-o-u

asuí’¡uo-;lo---o-oto-u ‘¡o-o-u caro-o-píeto-u ¿0 ti 0=o-: Iaso=<--“u y u u ramo-timía elitui ¡u aolan ¡u aso-iniaojo-u a esta ¿0 st

ojota sa.tisfa.o-;o-’yu(¿ ) xv O liana. to-utbtí ¿ Y> 1/ 2. Definautítus ~l/ (A’ se 1) \ {(O, 1) —s y
ji ar

‘í--’(st:. 1) xv st’ + p(fo-(su’)),

o-lauto-lo’ Io-(a:) xv (Ji’>w(sst)2 ~j’(1 — Ji)2) ¡<y jutungauuítusyo-(u; ) xv ~l<su’, 1). AoLo=so-lo’ míaoia,
vn=auutoisquío>. juana O 6’ t 6’ 1, yo- 0=5 it ‘o o-hifco-uumuouriisuíunuo-ha .3< teto --‘o , uuiio=uttna,so-jite juan--a.

xv 1, y
1 0$ uit o-luí eaiuíanfisuiio-u o-lo’ 7< \ (O } cuí A’.

Sea(y Ji) tío juituoto-> anhuitraniníole 7< se!, y o-lefiuua,uíuo-ís~‘‘ = “jo-io-> (O, oc) —--—a [0, oc

junur /‘‘ (o-o-) fo- (ti ¡u( ti ) ) liana eo- Y> O. Veatioos ojita Ib>’ o-) (ex) so-itisfare has cauuoh rio-u tío-es
o-leí launa 1 1 ti a o-to-ouuujurohuan o-jito’ 1--’ satisfato’ ha, juni¡íío=oa.o-:o-uuío-lio-tiómí, juiuesto-u ojíuo=

— [(o-o o- (/1 — o-o) o’s trivial para. ¡1 Y> tu Y> O o-tiiauto-bo-u 1”~ 0) —— f’’(o-u ) <. (1,
juo-utht=touo-isso-u juou¡uo ¡ o-jito-’ [‘(¡3)— /‘‘( ex) > O. 1/sto-u <totuiliesta,ojíuo=w’(g — ¡i(h)) Y> <y —~u(o-íj).

i:lmot,o-uto o-to->s. to-=nio-=uío-houotto- otuteuíta has jurrojubo=tbatboeso-io-> ¿0 y ji o=muuittun=t’ao-ias cuí ros batutas 1 ‘1

st 1.5, jiouoio-=íuírostb<=tlitt’tt’ ojito>

— 1--fo-o-) xv fo-(y —. juCO)) — fo-kv — ¡u(oo-))

(¿
2w(y— ¡u(’3)» + (1 — Ji)2)t/2 (12w(y — ¡u(o-o’))’o- + (j —

‘it [tw(tu —;s(13)) --- -Jic>.Itu‘/4to-))] xv Ji(ao-<y— ji(O)) ------¿0(0/—¡u(o-o-)))

Jiw(ji(o-i) — ¡u<o-3)) ‘E ¿0<1<0’) - -ju(/3))6’ --—(¡3—o-o-)
‘2

ia--u’a. to-utbo> 3 o-u o’ O. [‘o-ii’tao-ola so---’ 0:00 iii íubo-= ha. juniuuut=t’a.tto-uiío-hio---io-’umo o-bol batuta --1--.2. i>nun

otra- -juarto tau a Ji Y> (1 to-> mt o-=mmuo-us

itutí sitio /‘bí,tí(o-o) xv uit síujo (tkc(u,u — yu(o-o-fl2 + (1 — Ji)Á)i/2
‘‘—‘it4 ‘‘ - -‘ti--u

litio sutjt s0(y --— ¡i<o-o-)) E’ O.
.oo-+

uuíio=uítras o-jito-’ juana Ji — O l,oeuuetuuous“¿sí ~ <o-o-) 1. ii-ii o-tttabojuiit=oao-it> los tíos o-tasas.
satisbaco’la. so-’guuuío-Ia o-toumio-biotiómi o-bel ieiiio.o, --1.2.

I’l¡otruttttt=s. jutun o=h bt=uuua,4.2, ls--u co-’iisí,o-;io-Duuo J’’(,~o-)(o-u) xv o-o tio---’uie iuíta tiniota saiuuo-tio-’uuí.

Esto-u signifiota, <jule juana catia(y. 1) E A se 1, exista íímu o-lítico) uto’uuiuenti ex(y, Ji) Y> O ro-tui
¿u. juno-ujuieo-la<h o-lo> o-jmuo>

— ju(o-í’(y. Ji))) = eo-(y, 1).
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Estoimplica que,paraO 6’ ¿ os 1, la aplicaniómíyo(s) = sc +p(fo(sc)) es una biyernióuí
de 2< sobreX , muuieiutraso-inc para 1 = 1, yí (sc) = sc + p(w(s)) dell míe it mía huiyeotnio-’uuo
de 2< \ fo) cta ‘o’ . Y en cualquierade las nasosla iuístersade yo-. satisfao:c

y¿i(y) = y — ji(tídy, 1)).

Emí efecto,si yo(s) = yo(s) = y cuitancesfo-(y — íu(fo(sc))) = fo-(x) y tamluiému fo-( y —

¡u( fo- (sc))) xv lo(o), o-] e muíaíuo=ra,ojmue fo(s) = fo(o) xv eo-( y, t) Y> O par la, itiulniol aol o-le

ex( y, 1), y juan tanLru su’ xv y — ¡u(eo-(y,Ji)) = o. Ao-beouás,1oananao-la y (E A’ , jioestoi ojíte

yo-(’y — ¡u(eo-(y, Ji))) = y —p(ex(y,t)) +¡i(fo-(y — jí(cu(y, Ji)))) xv y — p(o-o-(y,t)) +p(o-í--(y.1)),
el pniuta sí: xv y — ¡u(o-x(y, t ) ) satisfaceyo- (sc) xv y. N oDutese o-jmue este jio uo-to sc estÁ, ato

A’ noano-la 1 os 1 , mientras que para Ji xv 1 teocuitas. su; E 2< \ { 04 (ya o-jite fu (‘--u’) xv e’

ex(y, 1) Y> O y <u(o) xv ¿0’(O) xv <04).
ji-s o;hau’o 0j míe ‘U y yo- sa¡í tío’ otiaso’ <Di-y, juana. o-tao-ho Ji. \“eaiuio-us ¿o--lío-irao-1tte la, a¡tiio-tattio-’uto

(y. Ji) —--~ ex(y. Ji) o’s tío, clase<Di-u. Delituatiucts tjt A se / se (0,1>0) ——--‘ E~ jio-or

4--

o-l’t(y, t,co-) xv ex — — ¡u(oij)’o- + (1— Ji)>] ¡/2 <o- — ~¼o-)(<o-)•[k1~~(y

Es nulustio qíuo=1
2w(y — p(ex))‘> + (1 — ¿)2 Y> O en tutu o-mtantuot tío’ níusubojuuier juutuittí

o,», o-o-(z,s)) o-tío A’ se J se (0, oc). Eumtoomuco’s ob> 0=5 difero’mootialuio’ o-tui tutu o’íutnínuuo-u tío’ cao-la

lutumito (‘y, 1, eu--(y, 1)) ema X se 1 se (O, oc;). Po-un <utra. ¡íarLo-=,coumoto> I”j~o- o-> (¡3) — f~~o->o- (o-o-) ‘E
—‘ ex) juana /3 =<o- Y> O, es ría--nr>o-bite /‘7,>o->(ex) 6’. ~ juana. tao-ho ex cii tui coto-inmuto tít>

o-o-(y.l), y

¿>o-lu(y, Ji, o;

)

do-o xv 1 — [‘¿jo-jo-o.)=1 — 1/2 Y> O.

Fi- otto-itt otes, lío-un eh to-=nuno’tu¡u a nl e ha fui o otióo i ¡tu ji lícita ou ji jo’ tuautorus ti ¡>0=la fu ¡ini ómí (y. t ) o

o-u}y, t) es o-lo> nhaso-=(.‘~. li-tu juartiniihan yj”i Laooujuio$tu o=so-le nlaso-=O’Di-í ¡iara Lo-ido-u Ji E 1
lb astaao-jouí ¡teumucus jírobatbtí o-jíuo-=has ajtlio;aotio-u¡ío-=syo- so-utí auutouobifo=ouuuuo-uu’’Iisuuíoustío-- -A’

o-lo-> otiasa (‘‘1 ju¿uraO ‘E Ji os 1 ,yyt o’s utuo ohifeotttio-unlisumunu oio=otiase O’--’ obo=7< \ <04 cii --‘o’

1~)o-=luo=nulíso-=u’sts--unso’o-j oo’, ita--ro-o to-utio> Ji tE 1, Yo-( u:) vn ‘o- sit’miijunú’ ojote ¿0(st) it> 1. Auhetitás.

‘pto <=5 ha inho’uutitla,o-h cii ‘o’ . Alio-una, fijo=otio-is o-lot e’ o’ II tal tjiue <su: E 7< 1 [u:[¡ ‘tite’ } CE’ o-’!.

y, iuouu’ eh hotumía 1.6, to-uuuuemuuoss tutu o-iifo’outuio-unfisíutto lo- A’ ------—A’ tío-> otiaso’ O”~t o->tio~ bono’ o’h
couuujtutu Loo <su: ‘o’ ] 1 ¡si:]] 6’ ¿4 cii <sc E A ¡ ¿0 (su’) 6’ 14 ¿y ji reservelo-os raseo-is qun=cmii attamo
nlo=ho-urigeuu. DeliíoammuosYo = luí O a ¡u.. 1--Es claro-u ojito-> <¡o- es tumí auutouthifeauoo-inlisitoo->

luara O 6’ t 6’ 1, y Ñu 0=8muto olibao-uutío-urfisitia ola 7< crí A’ \ <04. Ao-io=utoás,(/o-(su’ ) vn’ st’

suo=uuojuno=o~tío-’ ‘u’ ci 2< \ (E. juana mío-la Ji E I:st =/o-u(”) xv so: juana Lo-uolou st: ~
¡“ioaltuío-’ttta, o-helimua.muíasU : A’ se 1 —~ 7< po-ir (o/( y, t) xv Ño-kv)- -‘h’eutio=ittbtien cuío-=uota,

o-jito-’ has ajuiiotacio-i¡io>s ¡u, lo-, (y. Ji) ----—~ 01(1/, 1), y (sc, Ji) --‘ fo(sut ) sao o-he naso-> (i-i

clamo o-lite ha aíubin:acio’uui JI olefininla po-tu’ II (so:, Ji) xv (O’,jsot, 1), Ji) o’s tutu olifo-’ouououu’lismuuo-u o-ho>
claseO ami t no’ 2< se ¡ ¿y’ (A’ se ¡ ) \ <(0. 1)4 . Peor consigo-uictíte 1’ o=sha istí Leo juía oh t’so>ania.

Demostración del teorema 4.17:

1) Podcmtus Loiti an ¡una carta oj tu e lleve ro-u en O ci x ¿y’ tal ti o-te la bouha to-utio-latí o-he A’

esLa couuuteuíioia cuí ha imuagetí o-le (/. ¡Quito-itt ces juatícítuostramisítartaru uu a isoitopia o-bo-=has
dcl tcctno=uiia‘1 ¡6, o-lite eliumuitía O o-he--A’ y Letugasolio-unte cuí ha lio-ula íuuíio-ia--nh, a míu¡o=stna.



4.5. ISOTOPÍASELIMINA DOItAS EAo- VA RIEDADES DE BA NAO’.’H 87

vanietíaol Al y íuaoheutio-us exteno-1cría juan ha i oleuuLi o-bao] cotístamiLeí no-cuít o-= emu t tío-los los
ji it atois resta¡’uLes o-le Al se 1. 1)e estamutanenao-,luteutcmnosit tía isoutnujuía ojmue cli ¡tu iota. sto

ola Al y tietí e soluarteen U

(2) (‘o tusi oh eramuuos (e i o-lo’ it Li fi ramitos) unaotonona

Y se J c Al

del huaro-ha Al se { 14 = dAl o- stufunienteíuueuíteolelgadacerca o-le su’<0 (E ¿tAl C Al ro-imitO>

liana
0bite exista. tu uí no-umujuumíto-u aluierto> U c Y tal qute

so-o E ti X {l4 Clise! C VG Al.

Fi-otto-umtoto=sajulio-;a,utio->s tutía. isotopía- -o-belteouu’o=tuia--4.16,
1uero-u o;o-tttsio-bn’rsi¡io-bo-ula co-tito-ru o-tui

o-li bo=couíío-uniismuí tu

A
1 se 1 (Al se 1) \ ({(sra, ¡11,

y la cxlo=tutieuíuo-ís ji con la jo-lenti ol aol buera o-le la co-uro-tuia. VI ohileruití o-u rli sto-it> Al

Al \ 1 so-u) o-uiuto=uíioloujuan estepno-uoteo-litiiientou o-:tíuíí jibe Lo-uobous bus ro-=ojuuisitouso-ial emí u] uittisu,o-bo’u
olo’l t etireiuia.

l)o-=líe o-uiuso-’r varse o4tto-=el tetuneuna4.46 jutucole. gene’t’aiizarso’.wrra no-uit seguír o=lt.utu toar
snuto’u ¡uit:aau o-tít Le couuíjunto-us couuí ji ¿octois en es¡uacínís o-le 13 attanh o-lo-’ o-li tui emis it’> ¡o ¡o fi ¡ti a

oto-itt uuourouoas j’’í’oSnlto’I. olibeneuío:iabhcs. E--ocfen:ta, soca IV it mu suu hucouulmuuítnu oto-sitojtao-’too o-lo’

A’ . 1 ‘tui’ el -‘tío- a 1 .1 o-=xíste. it tu a no-u--tiuooí o-osmio; ti--uno-o‘tutu o-tono-pietu es o-lo-’ o-tI aso-’ O’ ‘u A so-uo-;iaol o-u

5--0. 0=5La es,existo-u tutía bo-ttittio-’>mo f olotí leuuia 4.5 o-jmuo-= satisi’attc:

/ es o-lo-’ chase (‘‘1’ amo ‘o’ \ Jo’, y Li jisrhitx comutití it a. cuí A’

‘2. [(u:) [(y) 6’ ¿0(5 --- -y) juanato-itba su’. y E A’;

:i. f(O vn A’’

----4. itíb’~f(c) [ o-iijsu’) it> t~4 Y> O juana Lo-utba y o— O;

fu. f es o-’tuiostáo-uot.o-=o=uí ch t’ouuíjumtoto-u {su’ CV 2< ] o/j~’(su’ ) Y

>

E u--o t.o”t it o;t=s síuíutuutuo-’tto-bo-u [(su’) xv <5 Y> O siauuu¡iu’o-=o-jito’ o-íft--(st) Y> e. <=50:0>jautio-us o-uit o-;s--í,uuuííoo-u

¡u xv Íuc obo=h bo-’uuua, ‘ti. (o-uit o-’sLo-us eheuuiemutasolafimíauuutts4t (A’ se 1’) \ { (0. 1)4 ——— ‘o’ uouo

‘F(s,Ji) xv sc + p(fo-(s)),

o-lo-tío-o-lo’ fo-( su--> ‘--- -(Ji21(su’)2 + (1 — tV)t/so. y juouttgsuuuto-usyo-(so:) xv tlu(su’. 1).

1--Esbáo-;i1 o;ouísíjuro-uhíaro-íuto-=pat--atoola funo;ióuu lipsc.iuit’ziauía9’ o-jítt=sso-=aO o-=uí tun oso-uiu~uutito-u
o-’ou¡utjuaotLnu A’ y so=ao-le otiaso-’ <Di-u fuera o-le A’, la butottbo-’uuu f2 os o-lo oh oso’ O’ ‘u ha t<utsí.bio-ha.o-b
o-ho-’ A’. Po-un o’sta nazótí la ajulicanio3mi (so- Ji) 0+ lo-(5) es o-he claseO’ ‘~ y jio-tí t auto-o i,a.uiuiuio%t
lo’> o’s 010. O’ ou¡nluiuíauiubo-i las iticas o-lo> las o-leuíío-ustrao-’ítuíuesdo loo’, o- tito titas 4.1 st 4. Ib

tuteo-lo’ iiutustra,u’scbsio;ihiuíeuutt=ojota, juanaO 6’ 1 os 1. yo- es tui o-bufo tu¡uuoi ho-timo o-lo-’. A t’ut ‘o’

o-tuuo=uttt--stso-jite tít--at xv 1, ‘p~ 0=5 jito- o-lifeototai--fisiuoao-lo A \ A o-ii Y huuuít auto-loo [a ju¿orto-’

fi utah o-lo’ ha o-bo’uoio-ustna.nióii o-io= 4.16 jiuteo-he euoto-uíío:o=so-loo-luto-it so oh stguuuo’utto-’ rasuthtst,o-loo.
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Teorema4~18 SeaA’ un espaciodc 13ao-oaclo- dc dio-’acnsio-in irojiroita cato- uro-a u--tarro-o-a
eq’tíiu,ma/etíte JA--cDc/o-ehdiferencio-o-tule ¡] ‘ ]¡ o- y »ea Jo’ ‘tiro roo-ro-pacho-u de A’. Entonces,po-o-ra

touo-/a balo-u ti <¡‘tío-e como-temo-goa A o- escustetina ¿satapía o-le o-tío-use O’.’ u <¡o-it; elio-tuina A’ dc A’
y hamo-o; sa¡uo-»’te oto-o- U

J”’iuializareuíínis este capítulacari murta observacióo-tsahurela. ¡uousiluiD nl ad nl e oluteuier

naso-titadosautálagosa los teoremas4.17 y 4.16 liana gradasdc suavidad nmiás altos.

Suponga--unaso-1íue to-tuestro espacioA’ es (Orn stuave, y sujuongamutosque tencunastina
oounmuua, tío-u roto-quIeta(ojuliás asimci-tnico-o-) es : 7< —------~ [O,oc) tal ojuu a es( . )O’ es o-le otíase
O’ ‘o-” cii ha Lo-utah1<1 aol olo=2< pata cierto-ss ji Y> 1 . Emito-uotras,catou lii ¿uno-it> fo- ju o-un

fo-(sc) — (¿P~(ja)P+ (1 — Ji)P)to-’P —

co-o la nIeto-utusL no-o c.ióo dc 4.16o- oh temuo-cnutus tutíai soto-ulula oh e clase(--‘“‘o- o-j o-ío=o-ti i ¡tuiuu a so-0 nbo-=A’

1s tao- ti sto-’n o-jite, si A’ es o luiemí tumí o-=sjuaotioisejiau’aluheo-u huio=mí ita o=sjuao-:intsit1tt=rro-flo-o-xivo,
st A es o-lo- obiutíemosién imifio-tita, eíítnumío-te.sA tiano=ututa to-out’uuta, ¡itt otcttto-ítbo’ta es 1a,h qiuo-=
es( . )‘¡> o-ss oh ti tuisumío oro-]cmi de suavio-latí ojo a 2< emu/o-u Jino¿al¿o-lao-/ o-lo-’ í e»jio-uo:¿o-sA’ o-ji anaalgó ti

Ji 2’ (1 1 tu electo>o- j)anarutalo-jitien suupcn reflexivo> A’ , ti o’ a--cuío=no-lo-u oto> ¡o [52] (oh otutí tust raniéuí
olo’i 1 o’uuí u 2, >>. 133) existe tina invo=nto-tióutlimo-caí st otooiutiuo-iua, tío’ ‘o’ o-=uí s--ílgu’íuí t’,¡3 1’), o-=l

o u <u j a so-u x itt es ti o su bespanioobcusO o-bo-= ‘algil ti l’Eo-o- (1’ ) . t’ou r lamílo-u, existo’ tíoa i mí vo’cninuui

jimio “ti ‘o- o tumutimutía ‘¿Y 7< ‘~“—--> (~,,( 1”) ole utíatio> qtaa ‘l’( 7<) es tito sitiuo’síua.o-’io-i obo=musotjuotro>
tío-u o-o-ir aol—u o-bo=É~,o-(1”). T’o-in outra jíaita, es o-tío-uno o-jito-’ Loiti—o o=sjusoo-tioto-he llatuanhí st’juanahtho’

o-la o-li ma tui sto-’> u u ití fimata ao-lunite umia i utyecn.íómí lineal y co-uit tui tu a cao ¡¡tu ago->tu o-bo-=uosa,juo’t’ou
tío-u o-o- ¡nao-la ajo ~. ho-a ctialquuierao-le las rasas,toiiia.ut o-ho la uto-unumoa usual []‘ ¡] o-lo’ t’2o-,( 1’

o-u 1% ojuto es o-lot o-tíao-e C’
5’, y obefunienoboes(s)xv ¡[‘/‘(sot)]¡ juana to-toho-> so: ci 7<, o-uhuto=íío=uííous

o-u uo<o tutu umiu ion> o:ouuo-upbo—taes o-lo-o- rio-oso-’ (‘.‘‘>“‘ o-cuí A’. Po-o-u’ o’o-uutsigttieuu o> ito-us es lío-tito-u o=íu¡sno-tiar

otí sigtiio=uoto-’resulto-o-o-bu, o-t’tuya. oho-’uoíníst.’t’ar.ióuu <‘5 oto-si ja uotusiiia. (jito’ 505 o-lo-’ --b 16 ‘o- 1 1

rp una 4.19 Seo-u A’ a bio-; ro- ‘tito- o---.s~uo-íciao-/e /3oíuo-oío’/o so;po-o-u --o-ubío” o-lo’ o-lis o-u oto-sto>mo- o-o-o ¡o-o-u ¿¿o-t

os luio-; mo- ‘ti--u o espo-ío;¿a so-u¡icrt--o’j/ex¿’to-o-s Ji o-o-roo- bio-tuo do- o/io-o-o-o’ mo-do-ito- ¿o-o-Jito¿ Ji o-sS’uujiot’¡ o- qoutuo-ous o-po-o ol

os;uo-ío-:’¿ou A’ ¿¿o---mo-o- otto-o-u furo-o---inimu o-o-o-o---sebou o-/o-’ o-tío-sso-’ <Do-’’

1) Si- -~a ci <1 c 7< o- dato-o/o-’ ti es tomo os--o-u¿o-it--tutu o-ub ¿o-;mt o-u o-le u:ío , e--o-o-ho-umo-o- ‘o s o- u ís Ji e ‘¡u mo-o-u
¿so>Ji o-ujuíi-o-í de clase ()~“‘ <¡‘toe elio-o-o- imito su’ o o-/e A’ y hico-o-e saposti e o- o-O U

3) Su <tI o- s ‘tu--ro-a ‘títír’ieo-Jad o-lije o---etoe--iniblo; dc o-tío-sse <‘‘o-’’- -o-mo,ouo-íelosoío-u- -so-’u/u’¡oeí o ‘s¡uo-ue’¿o-u ‘o’

y II es tutu o: o-> lo-u--o---tío-uo-ib ie nJio-u o-le tío-o- ¡u o-oo-o-lo-u si~ tu o-- -SI . eo-oto-u’¡o-o-o‘s o-s’sítisto-’ tomo-o-u o-so-uJi o-pulo-u
ojo-; o--/o-uso-’ (--‘o-” <¡no-’ elio-nito-o-u u’

0 o-lo 5--1 y lic mo-o’ sou¡uoso-’¿o o-so-o 1 ¡

(it) Si >--tA os» timo-a variedaddifem’cso-íciabícdc o-;/o-ís’o-’ O’,’’” o-:o-ío-o- bat--do- .¡V’ xv o- nota/o-’--

lo-o-o-/o-u.»o-ubo-e el es¡sacio-u 7< , y 1~ es ‘timo- o-tít ¿orto-a o-ob ¿eo-tos o-ío’ o-u mu ¡sustolos su’ o e u o 054
emo¿o-utoo’cs o--sito-sIc un do-fcao-ímao-jistuo-o-u de o--laso (‘o-o-’ o-/o-ti pOse (Al, ¿>54) co-u ci ¡utun

(Al \ { si:o 4, 0.AI \ { sa4) <¡‘tse ¿¿o---toesajtanteco-o 1”.



Capítulo 5

Clasificación de los cuerpos
convexos de un espacio de
Banach

fi-mi 0=5toc o;aíuíttilo-u oh aremosun a chasiii otario-’> o o-ii bco-utito-Sr fi ca oh a 1 tus cuí o>rju o-us o-tau vexois do-’

cuíal o-j o-tic r esparia de fianach. EEuu íu antintuían \‘0=ro’uu o- <>5 qio0=to-uoleo o-; tiO=nju o-u no-un VaXo> sitavo’

ctíya comía caractenustic.oso=a,tilo siuluo=spa.o-;itusto=o-ttout’iaho-lo’ o-;o-uohi uutotuosiott itt hitita 0=8roo-ha--

It sta--umícuí te <ji feo-uíuuo-unfo a tutu seunies¡u arico carrao-ha. (Eaiii a oto-u mu seo:tío-tui ría. La--lescutenjutus
cotívexos so-u u sti aveuuícuíte uío-’gligi bu bo=s. ‘lauto iii ato ola--uito-is it ita o-ti o-osi fi nao-tiami jianotial o-lo’

tus oto-u n=njiOS o=st reílatías oía tania osluanio> o-la Ha--aa--chiXV (.i- O

5--1 Clasificación de los cuerpos convexossuaves

Utilizo-otto-btu síus t’o-’sou tao-bus ¡uío-uuío’t’n>s a,o-;o-’ro’a, o-le íín=gligiluiíio-laol to-ojuahógiotao-he jutuntois y
outrcos naojuuuíto-us o=í’u espacio-sso-he Ho-ouusoo-’hí. y. j. iKbo=t=¡.55] o-tito-ti vto uro-o-u. otlasifitta,o-tio-Stt

toijuohógio-ta oto-uit pbo=tsio-lo> bus o-:íuerjoo-us Oto-ottVo-’50u5 <‘lo- tít o-’sjuao-;to-o o-bt= hlihlut=rL. Síu nasíuhtao-bou
ro-itt geuícralízaoloua o-’síua.o-:inus o-he llauiarlí anluiL ro-onio-us oto-tui av tío-la o-it> lo-u Leotutio-ta tío-> has
oio-untiua.s mío> tto-ui’ttjuheta,s oheluitia a, Ho’ssaga( sto=nn’b lihunco tic iiessago-u st hto=ittzyuoski[12]).

j>o-o-ra bu ano>rso’ o ¡u a, i o-lea. o-le ha. luis Lo-un a tío-’ ha, clasificari ó ma to juro l¿gio-to-u. o-lo-’ bus ritenjt tus
o-’ouiísto-’xoís <‘1 io’o-’t.our olaluanía. consultana--si¡utisitití tus artico-u Ints o-le Stouo’ko’t’ [61]. (‘‘--ouu’so-uuí

‘u Klee [18]. st I’iessagay hice [lo. Ib]. ti-ii [37], ‘1’. ¡)o-uhurtuwo-uhski juneso=moto5iutaa sto-=nsuouo
<Di-o-’ síuato’ o-le o-lic lucí restultao-lo qti 0=0=ro-u val i o-ho-u o-lo’ uit ¡o-u tít’ 1 a o:io-o-so’ ob 0> bis 0=5juani 05 XV ti-

Nuiestuos no=stihtatbaso-leí na
1uítouba ----1 mio-us juenutí tea o-olio-tu--a chituii mían o-=sl,arastniotnío-’uií

<iii to=ttieo-io-ho-o tutu restultao-lo-> gn=mu ana,i tic ríasiii cautióti ti o’ bus citenji o-ss ritmo yo-sois o-he cii alqutien
o=sjuao-’ioutío’ ¡la mío-o-chi

I?o-=rtuéroit’so-’tute tu mu o-tíuerjíou o-’o-umivexou 1.1 cío it mí asjuaotio-u o-bo-= Hatuattht --‘o’ se olinto’ oj tío’

0=5it tu otuterjur> o:o-uuovexnu o-he otíase <Di-o-’ sicitujuro-’ o-jíío-= Li so=atutía. síu luvo-o-nio-=tlaoho-lo> o--base<Di-o-o-

oto-tui huaro-lo> o-lo> ro-uo-li o-it cmi siétu tino-u ¿3U. Si (it o-Uso sato o-: iien~uos comístcxo-us tít’ rl aso> (i-to- cuí

tutu csjuao-titu o-le Hauuao-tht A’, oliu’o-=uuío-us o-lito> i~ ¿y’ <
1so so-uit <Di-o-’ no’io-í.ti vatutauuteo-iib’eouuuo-urfous

steo-uíjut’n=que exista tutu o-iil’o=rituianfisuutay A’ —--—--o- 2< o-le o-tío-oso-’ O”i-’~’ tal ojtue y(hí¡ ) = 112.
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1 )aobou iuuí cuuenjuo-u co-titsteutouu o-le claseCP cuí u ti espacioo-le Banaclí A’, jito co-Jo> sicumípra
suponersesití poSrdida de generalidadque O E imít(J, y defnirse eh nanacaracterística

o-le (1 juan ecU = {sc ci A’ [rs ci U para todo r Y> 04. Parala olefinición o-leí fítiunional
o-lo-o- Po-o-li muko-uwski o-le o-un roer uo-u convexoy las juro-ujuicoladeselemnemutaleso-le los nuterpos

o:ouuve’xo-uso- no> iii it i ¡mítus ah 10=0:toun al L o=xt o-u o-juue ji renco-le eh lema 1 .6 cuí la >u o-’>giuí a 23. yo

Teorema 5.1 SeaU --o-so-o- c’tucnpo-u nonio-arode clase (Y ero uro- espacio dc BananA 7<. yo
yo

(a) Si oto’ U os uííu so-uluo’--spa.ciau,osctanial o-/e o-to-uo-liu’u’ucrosio-ho- finita (digao-oo-o-us 2< xv oto-ti.!

7, comí Z Jiío-¿to-u o-l¿o-o-uos--’uo-sioro-a/),cro-tana;» U es (Y relativao-rucro-te difeo-urmuo-urfo a

oto-tU + U ¡si ‘E 14, donde ¡ [ os» uro-a roorrroa cuello-Josa co-o- Y.

(Ii) Si co-ii o-o-o-u es--tiro s’tíluosspaciovectorial o biero- ccli es ‘tiro- subcs¡uaciao-o-cebo---ialIal

o-~uío-; o-ti o-:oo---io-’íího-’ 2</reí! ¿¿ero-o-: dit’m’uemo-sio-iro infi ro-ita, cro-tonces(1 es Co-o- í”ebo-stivam’o-oet’o---
te o-lifcoruo-o-ínfo-u o-u tutu so-’too¿c»po-ícioucosnrao-la (esto-u e», 45 ci A’ ] sc~(su’) =04, jueira

o-uíg’tímo- so) (E 7<).
-o

í)ero-o-os»Ji o---o-un¿do-u: So=gtui no-> tui tus o-o-h raza¡uautuiemíLo-tole [37]. lo a--cieno-holas caímili i o-us aíuro-ujo i aoltus
o-:u.í ami o-Ir> sea. o o-’o-to’saxío.

(a.) Hastaajuhit;an o=lloo-tui a 1 .6 juana. (Ji xv U y Uso xv reí] + 4 sc ci Y [2] ‘E 14
.7

(it) (humo-sitio-’ro-o.no->uu u tus o-lo-ss casos. —

( Y,so-i 1: co-lI tío 0=5 iii síu lun’síuar.iru vertoinial

Reoto-urolco-ru tus o-ji itt O E iii t U. . Pto-o-=o-leitroceolerserautítusigne..Esnoj atuutus ¡tít y E iii tU tal
o-.ju o’ — y ci o-) LI ¿y’ 4 rí/ u’ ti iK~ 4 c U. Sea / tutu fumnciaií al soporteo-le U cmi — y, oligautítus

—o-’ vvn — 1 . st so-=a7< vn hen Ji’. o-le iii auuo=nao-tute — u + 7<~ es o=llii mu o-=ruuhamoni souo-unu nl,o=oh o=
ji o-tío —y. ‘I-o-=uuo’uiuousquto’ ti G [—1o-oc) se A’~ , (—1,0) ci l¡ y (—1 oc) se <0) C iuítU.

A ¡muro-o. Lnuuíín’uíoo-us tu ¡o-sí. lo-u ¡ío’io-fouí o-’>- -l~—--+ lEE o-be claseO’--’”’ oto-uro las sigtuicnto=sjunoupio=olao-bo-’s:

xv O si h juo-=rt.o=uoo=o-tca ciento emutoruto-> oJo. O;

yo’(u) himmto---,,--<,~ t) xv ‘--sosa; ¿y’

(iii) O 6’ --y’)) ‘E 4o->’1~ to-ora ¿ Y> O.

1 ‘ato uit i ouu uío-’nesit o-u no=tío cus tutu a futu ciémo no=ahcrecienteA o-le nia--se(.2”, dcfi tui nl a juana. Ji Y> O.
tal ojute A( Ji) xv O tanat ‘E 1/2 y A(’¿) = 1 juanat Y> 1. Definamosqu LI seA’ --—+ [O,oc)

.7--loiti’

<¡u(a.,.’u’) xv of<o Y> O] u+ ~(sc — ‘ti) (E (14,

y o-bo-’fi utaíuitus Iauuubtio-1uu <¡~ 1’ se A’ ----—vn [O,cx;) juo-um

oí<a.,so:) xv iab{A Y> O [‘tui- -----(sr— ‘ti) E [—lo-oc) se A’t4.
A

No’> teso> oj tío> <¡u ( u o- - -)y o-p
2 (‘¡o-, - -)so-uu bus fui ¡u ciatoo-tiocs o-le Mimo- ko-uwski o-le las o:nuuíjtu titos ti y

[----1,oc) se A’ noití u’csíut’o-tt.o-u o-ti lío-tota ío- ci U. Emíttuno=spo-utígatutos

--‘¡o(s) xv (“d<¡~(Oo-s))o-O).
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IDI tiii’taiuo-lo las ji rapico-¡aobt=sde “y enumeradasamíteriarnícuote,y el teonetíla o-le ha ftun nio’>tí
iii job ini L o-t. es fácil ver o-jite la apIi ración

olu(s, si) xv <z) + s((—1, si) — ‘t4z))

o-hall ¡o-e o-muí olifeomnorl] siii o o-he claseCo-> entre(O, oc)se A’1 y V = (IR se Xu ) \ ([o, oc) se 04).

Sea íí : A’ ——> Ni ha juroyeccién uni(», y) = y y, juana cada sc ci ~.“, juoSogasesi

ir u ~o-o-~> —. (so:). A no-ouut umí tío-unícutí obcli tu auíbo-us

ll(si:) xv --mo(z)+ LA o qu(u(si),so:) qí(’t’(z),s) + 1 — A o <¡i(u(si).sc)] (su’ — io(z))
q2(u(si),sc)

juana o-; E y. y ¡¡(sc) xv su’ parasc (E A’ \ V. No es difícil ver quia 11 es tun aíutaolifeo--
uouo-urfisuuíru o-leA’ o-he cío-ose CP tal o-jo-te 11(11) = [—lo-oc) se X~

Da.sru Ib: ecLi es tun stu luesíuacuo-uvectorialtal qute el rounieuuLe 7</ecLi tiene o-li tít ensi o’>oi

ti!i iii La.

l’o-tuigso-ttto-us /‘‘ xv cnt
1. De nuevo jinio-beunos esrnuluiu’ 7< xv IR se A’

1. olcunole A’ ticito-’
o-to-to-hiiuto’uusio-’>mo tuuíou.y [‘ xv co-tU C 404 se Ni. Sea uní A’ ——~ A’~ la jut’nuyco-;ttio’uio

“‘fo- (~ o-e) xv o. Seso, o-Ji xv o-/To- (ti) : A’~ ““‘~‘o- [Oo-oc) el f’mumuniouuío-uh o-le Miuiktuwshd o-ho’
1 couio~uuuoto-u

(1’). st tío-di uíauuio-us

¿u(s)xv <¡ru(tJ)(X) +

os--oro-o. mo-lo-u su’ ci A’~. l’i-uilo>oo;o-’s ¿u es mutua seuuutmiau’tuiao-o-ti Ni tal <lttt=pi(o) xv /‘‘ y ¿u 0=8

o-lot río-ose <‘o-’ oc¡u ‘o’í \ Jo-’; io-leiutifio-taremmuo-is E comí so-u junoyeo:o-:ió¡o sobro-’ .--Y~. I)o->liuía.uuío-us
solio toso-, lo-os o’o-io>rjoo-us ottutusto-2008o-he o---ho-ose (i-~>

{(Jo-<ci~\ A’~ [Jiiso+os’t(s)’E 14, y Vi xv {s ‘o-u ¡u(sr) os’ 4.

‘o/atootus a. oto-tuist ni u ir tus sigíu i antes o-iifeauo-torfi simias o-he claso-=<Di-o->:

Ho- IR se No- \ 1’ —~o- IR se N’~, can Jíí(V \ E) xv

(‘2) /l--:Rse ‘oi\J’——’--RsedV,conJJso(V\/Qxv[O,oc)sedV;v

(3) I/o- s DV —--

Síujoo- ti o ga.i tío-os ojo-it’ Ho- o- ¡¡‘2’ y tíu o-o-stOíVicno-uí va co-íuo-stnujo-tros. Fi-mt to-unces o-’s cl aun> o-j o-uo= lo-o
oto-oto-u it o-si oto it

fi xv (md se 113)0 11> a H¿u : IR se A’~ —--—o---Rse

sto-ría it o auutaolibo=o>mtutinfis¡uuoio-lo> 2< quío> satisfaría 11(V) xv [O.oc) se A’u. Po-un ta,utjou,

sí.juhioto-ouoo-bo-í o-=h hc¡uía. lb juana U~ xv 11 y 11so xv 1/, cl tco-íro>uíua.estaríajínoluao-bo-u.

l--Exjuiiojtío-=umio-osjutías o’o-ouuío-u juuuo’o-le uno-u olutamící’ asto-us difeo-uttuanfisiíío-is ¡¡‘‘1 1 ‘2,3’
Pito-o-sto-o o-jito-’ ,X’~ tio-’uio> otuta. settuimuo-unuuiap ole otiase <2> to-ol ojuto’ ¿Et(O) —- -[o-. la t=xisl.o-ito---ia.
o-loo- ll~ so=siguoo-’ oh otí ro-urolari tu --‘1.9. ¡>o-ur tít no-o llante, H~ juuuo-=o-ho-= oho=fio.i rse ¡u oír

11--2(7) xv ( — bo-tg(o-p’(:)), —si)

qv(si)
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.7--

para si ci IR se N~ \ 1”. Describamnospar últimuo-u 11~. Por el corolario ¿1.9, existe umí

difeaumianfismuta Ha : Xí \ E’ — 7< u de clase Co-o- cciii fío-u(s) = su’ buaro-u g(s) =~.
Ento-uncesla ajulicacién

o- r

Co(t, sc) { ( 1 — ¿u2(JIa(so-)), Ifa(s)) si Ji Y> O
(/o-so:) suJi6’O

estableceo mi difaomonllsuíioi o-Jo-o- clase ii-o-o-o- e~1ro---> DV \ { 1> se 1’’ .v ¿3V. Tamo-ucíuítuso-docto-a.

nn cuerjuto convexa11a de claseC”1 cuí el plano Eso tal o-jue
yo’--

{Vs)EIR2¡í2 +Ñsi 1.¿Y>04u{(—1,tciR2i[»i‘E 1/24 o-it’ Diiú,

y potugaumuosp( h,so-j = <¡u
0 (¿, ~(sc)) íuara(¿,su’) IR se A’1 o- o-loo do-o- o-o-lo ;~ es o-’l buíanio-umíah o-he

Mio kawski o-leí couíjunto-u (Jo. Por el leuuí a 1.6 existe oto- o-lifetuo-ui o-inI’> s uíuo Cu : A’ —--o- ‘o’

de clase(Y tal que C1(DV) = D xv {(I, sc) ci E se A’~ [ p(t, sc) xv 14. La prayao-;o:iómí

estent=nugnálica U2 ulefIniol a pon uuuedio o-le cus naos q tía salamí o-lo’ (lo- O) ci 1), seguitía
o-loo- tutua t ro-tslacio-itt atíecuío-o-oba, o-le Imite it ti ob ifao-uínanfisitio> o-ho’ o-tio-tse O’ ‘u’ o’í u 1ro’ 1) \ { 14 se 1--’

y
2<u . 10=nto-utu ro=so- si ji amiemitas

= C~ aGio CJ~
.7

atít o-’uí o’í tu tus el ob ilcautíourfi suito-u de clase Co-’ o-leseado-uoc tui no-’ DV st’ 7<~. .7

-o

5.2 Cómo eliminar suavementecuerpos convexosde un
espaciode Banach

1 ita sto-’! qííO’ sabuo-’utio-us o aluuo-u dimitían ~uíuoto-us tu síu ito=Sjuo-i.o’it>5 <o-it o-’sjOao-’iOiS o-lo’ 1 Loiiaotht
quío> lio-=uío-o-uu uionmí--taso-u setuíinornoua.ssuaves,tío-> 0=5o-hifícil o-=mío:o-uuítoo-o-ro’l mototo-Ití o-lo o-o-li ¡tui muo-or

tatutluiott otot=n
1uo-usro-uíívaxoussuaves. Poolníamuuo->so-lo-un --tutua oleuuíeoslno-o o-’io’uo-í oliro’o-;Lo-u. o-lo’ o=sto’

lo o=rlío-u, juaro-> será- -muíás coitoaolo-u juanamu ousotros ob col ti cirio oh oo-l tao-uncíitaS.
.7

‘feo reí--mía5.2 So-co-so A’ ‘tiro e»po-ício-u o-/o- /3o-o-íuo-so--lo-o- ti seo-u ti uo---o-o- o-’ ‘to-o-í’;uo-u o-tos muí:o-sso:ou o-lo-’ o:íoíso’
‘o-’ hoil <¡‘toe suso o---o-umo-o-, co-itao-tJi e rio-o tio-:a, ccli. o---» o-u biosmo- o-oto- stobo‘s¡uo-se’io-u lo-o-so-; ho-u mío-ui o-/o; os’o-so/’¿uuo-o-;so--

statu orujuu¿¿o-i. o-/e A’ a bíero mo-tu es ‘toro suluoss’pao’:ía o-.o-í;ctoír’¿o-o-/ o-le --‘o’. /s’tu/.ouío-o”’o-;s o’;sotus¿e ‘o-o-o-o-

o-íiJcouro-o-eun¡istmo-o-u cío-; clase (,‘P omo-tre 7< y A’ \ U

l)o-;rro-o-u.s¿mo-so-tioíru. i’nui’ el LeoneurtaS.1 saluo-=uuto-so-j oc existo-’ tui o-u--tiLoto-li foo-o-oiiuturfisiíttu o-loo- 2<
o-lo> claseC

T> q uo-= ti--amisfono-mi a U co-u it o-u seuuuiesjio-unío-u o-to-o-m’raolo-u. 1 >ro- n co-uit sip’ tui cuí Lo-’ --‘o \ u
o o-s O’ ‘‘u’ ob i baoutuiturbo-u a tui senuies¡uario aiui ocntcí. Li-oi tito-u cii abo-juuio=nso-o- ¡iii o=sjuacio-u ahíit’ nLo-u es
<D’~~o- olifetí tui arfo a. la Lotalio-latí o-leí espa--rio-u, ji o-u obeuíítus o-bao-buírin o-jito-’ ‘o’ \ 1 ¡ ¿y’ A’ so-tui (‘o-’

o-li beau’uuonfo-us.
yo’

En o-o- i cascío-ho> o.j ite mu o est no-u cuíerjía ro-uit vo-=xo-u U sea ao:o-utao-ho-u, jí o-unío> imio-us cuínoto-it ro-o-o tu mí
o-libeuuttuttrfisttoou cutre A’ y 2< \ (1 qite se no=stu’ingo-’a lo-í. io-ieuiLiohatI buena o-lo-’ tuuta lío-tío-o
sufunío’muto=meuitegrano-lo-o-.
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Teorema 5.3 Seo-uX ‘tomo- es¡uo-xcio-uda Ro-uuo-o-unlo ito-J¿mmita o-limmo-emo-siamo-al,y sea LI no-u cuico-po>
o-o-urooto- sca o-/os o-’lo-íse Cm’ y ao-:o-uto-uo-/o-u. Lo-o-tamo-resexistemomo- o-lifeo-ít’ouo-sm:fismo-o-o-udo-- -claseO”i-o-’ e’o-o-hm’o-;

2< y 7<’ \ Li <¡‘toe lico-o-e sopanheaeo-u¿ada.

o-o-u oushno-oe’io-iuo-. ¡‘on tui bao-bou es otíanní o-j mía la oo-x.i stencia- -o-=¡o- ~ o-lo> íuuu r tu crí>tu nouo-vcxo-u

¿y’ ao-;outaobo-u ti tío-o- otiase (2’ jo-u julio-ta ho-o existemuotia.oía tumía. tínunuría oco-íííivahcuíto=[ . ji o-loo-
o-ti ase <Di-o-> co-o A’ ( hastaLoito ar el luí nciomuai dc Miuuktuwski o-ps o-le Li, y o-leí’> oir ¡[so; ¡ xv

o-/o ( o- ) --4- -o-¡m:( sc)). E u tomucoo-so- íuau el to=o-ureí--tía- -1.2, existo’ u o o-o o-ii fao-u ¡tu o-ir fi sitio-> y o-le o;i ase
o- ti tío A y 7< \ { 04 tal tiute y(s) xv sc sieuuíjure tío-te 1 [so:1] Y> 1 - -(io-utíuoti o=sacotanbtí1uui cdc

‘o-uujuoutoo- use o-jmuc ti estanomitetuto-bo o-o-ti lo-o lucila uutoio-lao-h tIc. 2<. Luto-suras¡¡so:¡[ =qoÁsc) luata

oto-lo-u so ci X’ , o-honole <¡o-; es eh futítnio-umíah o-lo’ Mito- ko-uw’ski o-le ti.
1 o-su tutro bao-lo-u, es fácil ottutístrtuir amo obifaououounlisííuooo-lo’ clase (‘o-> euutroo- A’ \ {04 y

\ \ 1 o~uuo-=satisfaga.<¡(sc) = si: nuía.muolnu ¡[si:]] Y> ‘2 (ea ebo-’ntcu, t.o-uuííauuuous míuuo-o función

o-;ro’oo-oo-íito> A : (O, oc) —--+ (1 o-oc) o-loo- clase(‘ tal tute A( t) xv Ji uto-ora. u’ ~ 2, ¿y’ 1uounga.uuirus

A(o-p (so)

)

q(s’U) xv o-’
op ( u )

ji ana so: ci A’ \ { 04). ti-o-tío-unres ha a¡uli cario¡o /1 q o y o-sto-o-li laco> u tío (libo-o-ni oíauit sitio o-loo-
naso-> (Y ciutro-> A’ y A’ \ II tal tiuto’ JI (si:) o- sto utíjuro> o1uuo-- -[u:]] Y> 2.

5.3 Clasificación de los cuerpos estrellados suaves

FEto o’sta so=o:otióuío-lanauuíastutía o-;lasiiicao-:it5uu íuano’ia.I o-lo’ jo-os ci ooujíu¡íto-us oo-stu’ahha,o-bo-us síta--

sto’s o-lo’ o-o-mo csjuanio o-le Bamo-a,o:iu W(’i-G . (Eoíuíuo-u vereuuo-os.tal ro’siuito-u.o-bo juíuo=o-ln=o-bo=o-itíotim’soo-
bo-í,o-;ihuioo->ate niel Leot’cutuo-oS.1 si se aluscí--vao-jite trío-bus bus o-=sjusto-;io-us‘o--V( :(j; ticuino-mí mutunítías
ojo’ <tiasto- (‘‘Y ¡jo-> nao-tasau’iauííocuuto-’o’tojííi yo-miau to=s. Sito o-=iuihuo-tug’to. ¡o u¡o=strono-’sííltao-bo-u tío-u
o;lo-ísifio;o-u tao-los bus o-tutam’juot.s o-o-sLneilo-í,ohcusstta.sto-=soJo’ tito o-’s;ua.o-’io- o \--V( ‘( . A juniumio=t’o-í stista

juroo-hnia juno-tisansao-luía al tecuremutaS.l o-helio-ría extano-let’so’ sito- ¡ui’o-olulaitiso-.s a la cato-’gounío-o-
tío-- -lo-osotíío-=¡’juo-uso=stro-=lho-oo-io-ussuaves. uo’u’o-u tutínus uiusto-oo-o-to=so-lo-’ ro-’fio-o-xio-’oit ¡aus uut<,usl.iai’o-in o-jota

ha isonto> (It) obo-’h Let’tt’euuua 5.1 tío-o- 0=5t’oo-toho-o<l jusunso- o-’tuio]o-iuol tos o=si.ro’hia.oho-ussiio-ux’t’5 tít VO

<‘otuoto o-tsoi’o-í.o’too-ntstut’o-u tío-u so-a o-uit slohuo=sjuo-to’io-oxo-oco-tto-ti’iai. bit t--ntto-sto-’xio-iso.th ro=sttht--o-t.soo-í’ atjiti
u tío-o- o-:o-umtobio’’ío’uut o-=so’mío-’ial. FExiste tutu o-u o-o-tui julio-o stanio-o-o-iao-l o-lo’ o-tmio-rjoous oo-sl,no-o-hlo-ttJcus síu o-o-ves

¡tito-go-uno-u o-lo-o- bus otuto-oles es o-liferuuiinorfo a ¡un so-’tuuio-=sjuao-io-uo-u i¡oo-’iííso-u su o;tuabo-jiuier o-utrru nouo=n--
po-u o’stro-o-bio-oo-lo-u fijo-u. Esto-u es o-labio-lo o al hico--lío-u o-loo- o-jo-it’ o-o-i o;o-uíuo-o o-’o-iro-oo-tLo’nísl,ioto-u o-le tu mí o-to-tt=njiru

n=stro=lhatlo.uju tío-o-tío> set’ it mu o-to-iuujuu mulo-u hio-ustatítautautíjulio-aol—u <utio-’ <=10 go-o-tío-o-u--al mío-u gtio-ot’tlam’a.

mo-itigo-’> ¡o lua.u’o-’<;itbo-t oto-tío eh oto-utítí o-to-oi’a,o-;Lo-=oístio-’o-uo-la o-tui o’iio=i’jutu oo-’uttVo’Xo-u.

Paraso=ntito-ls juneo-tiso-us íuoccesuto-iu’etuuo-uso-tigo-u no-is o-lt’fi uo-io-:ioííío’s , ti-mo so-u huo-:o-uíujtiuí La oto-o-rna--
o-loo y’ tío-u sto-o-o-tío-> A o-he tumí o=síuanio-uo-loo- Batí uo lo Y o-bit cuimo-us o-jtío-’ 0=5o-tít o:uuo=rjuouo-=stnehlao-hoí
sioo-uuíjuroo- o-jito-’ A Lo’tugo-o- imíto-o-u’io-ur tío-O Vatio-u o-, o xusta tui juuuutt.o-u ‘Otto ci A jo-ml ojo-it> Liutití no-o-yo-u

o-jo-it--’ etuto-’t,íto-o o-loo- soto-o Lo-soto-u. ,‘t ls--o I’m’o-ouito-m’o-o tío 1 o los so-omito-u o-o-o-o- o-tío so-ojo-u jutímutos. i)iu’o’uuotus
o-jo-te ~‘1o=so-;shu’o-’íío-uo-/o-u oto-uto- í’o-;.s’po;o-:ho-u o-u--no-0. ¡ mo- lo-u sito- Vn>. sol bo-o-o-.buhar o-lo-o- o-;íío’rjuo-us estrello-u--
o-ho-os so-u juouiohreuuurusquioc lo-u satí otouto ro=speo-;lo-u <mi tui toetí. h

to-o-na oto-lío <titto-njutu o-=sLno=¡hsttboA

o-boo-Íiííiuuuous so-u oto-umio-> c.au’actcnustínrojuan

acÁ xv {s ci A’ rs- -EA juana toda c Y> O) o-
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*

y ab i’uímoniouuu’al de Miii kouwski o-jo-o- A íuouu

1 -o
<¡A(5) xv iuuf{A Y> O ¡ —x E A)

A

ííara Loo-lo si: ci .Y Es fácil ver ti ue para cmi abo-imuier cuierpoastreilaol-> A. síu fui mucio-umoal yo
oh e Miuu kawski qu es o-oua buríniémí countioua o-jmue satisface<¡u (o-so:) xv rqo.; (sc) juana. to-udo

r Y> O y fO) xv acÁ.
1) 1ro-o- tui tus o~ tío> A es tun cuíenlí o-u est no-o-ti aolo tie clase CC si so-u buí mirlanal ohe Nl i uí kouwsk

es ola clase (‘‘o-’ en el co-uuí]uímoto A’ \ ctA xv 2< \ ~ i(
0) Si A A so-uro o:ííenjuo-us

cstncliadouso-la otíase Co-o- cii utí espaciode Bamuaclí A’, direnías o-jmíe .>li y A--so so-tío

relati vaumío-o-muto-o- o-li bo-=ouuoo-irlos sicun jure q oto-o- exis1 a ‘tu uu oh ifcouíí onfsitio-o y : A’ ——--~ Y o-lo-o- cío-oso-o-
Co-) tal quío> y(A ) xv A2.

Eh sigui i to-iotto- t=jo-=tmtpico tui tu est ra. o-~i’uoc. co-tuno ya ¡o-cutíos di cFi a o-toí tas. 151 ju o-ir jo-o- (bu) ob oo-i

to-=oueíuua.tu. 3 tío-u pxío-=do-=o’xto-o-uío-hemso-. a b a cato=gturíao-le roo-topos cstTabba--o-bus, ‘u taroíiuio-=ui
tio-us juaí’muíito-’ stisltumuu

turan nujátí o-:nuííu julio:o-o-o-bo-u ptuedo-o- llegan a sen o-o-i oto-tutu o-’o-onaotLo=nustutto-oo-lo-’

uimi o-tíueu’juou o-=stnahlo-itíuí. .7

.7

Ejemplo 5.4 Sto-a A xv <(sc, y) ci IRso : ¡ scy 6’ 1 } . lo-Es claro-u q mmc A es oto r ouoo-njuou
o-o-st no-> ib aol o- u a ¡ o o>h ju lo-o-o ou IR 2 ~o -stícauto característico-ues o-o-h íuar o-lo’ ncct sus oh el] mii ob sos íu oír

la to-o-tiio-tt’tOti su’!! xv O. l’i-uítouuuotto-s A mío-u juico-le ser no>hativamtio-’uito-=oiibo=o-uuíío-unba(ni siojutito-na

relativo-oit o-o- tito-o- lío-uro no-timo-uorfo-u) a tutu seo-tuiplano de IR 2 Fi-uu efo=nLo-u, A’ \ A tío-> 0=8oto-li o-o-o-xo-u.

¡tilo-o-uit. no-os o
1tuo’ o-o-l tttutmiiuho-=too=iito-utío-o- o-tui scuuuiíuba.uiar.cu’no-o-o-bou (o>s o-loo-rin. tío-o st’iutijoio-o-tio-u o-o-iuio-=r--

so-u) o-=ssio=iiíjunaotouuicxou. lo-Ejeimujulosanálogasmo-nuestro-o-tu o-jite juo-o-rs--o- t,nuo-bou o-u (E N oo-xisto-o- tutu

otuierjuco oo-stro-o-lho-to-bo-u tío’ o-jaso’ O’i-’’> o-o-mo- cl juba--mo-oIRso tal ojue A’ \ <‘lo-, tito-tito- o’xa,o:Lauííoo-uut,o-:íu
oto-uttijuo>mto-’oito=so--tío-texas.h>or raoísiguuieuuteAo-o- mo-o-u es no=hativauíuaííto’iío-uuuuo-’o-uuuíouni’ou o-o. A,,,

o-tít o---luío-bou o-o- o-mo-

A o-:o-uuítiuoti a.o-;io-’>uo tho-oitto-us tiro m’o-=soultao-lochcuiíento-:.h aotanra.o-le r.o-uoo-njuo-us o=st,t’oo-bha,o-bo-uso-julo-’

mío-ls so=ro-ímuí uy o-’>tih juana jurouhuan o=h o-tui uunniatba teau’eioio-u. o-la o-;io-osifio-tsí.o-tio-’>ií juo-orotiai o-ho’ tus
o-’íuar;uous o=sl.u’o-’Ihao-bous o-it> tío-o o->sjuattiou WC--O.Ao-iemo-iás, ast a jiro-u¡uo-usio---io-’>o-o-, o-tI o-oso-o-go-uro-ir ojuito-

Loiti—ss tus o;íuo--o-njooosoo-stno-=bha,oho-usoto-uit eh tuíismo-io-i cauri o-’o-oro-o-o-’to’no-sl ¡o---tu so-uit o-libo=o-uutuo-urbo-uso-bus
a títus. co-uutlt’iiuityo-o- o-o ol o=s’o=uo-no-=o-hanitmi ¡toco-u la. uo-íarauia o-lo-’ lo-us o-tit’rjuo-us o-o-strclla.o-bo-is o-It’ tito

o’sjuo-oo-:io-u o-ho-o- l
3suttsto-tít. () mmuit,into-ruious la tieuííastranuouio-la esto-’ ro’stujto---oo-lo-u. a. oiuito- to-s it tía.

so-=oo:ihlo-o-o-o-thajulao-;io’>ii tío’ la ojo-o-h bt’iuio-t 1.6.
.7

Proposición 5.5 Seo-so 2< ‘timo- espacio-udc /3ato-o-uo-o-bo-. j seo-soto- A o- A
2 o---toe’m’¡uo-is 0.5 ¿o---elio-soo-/o-u»

de o---lo-soso- O’) o-’ ¿o-ulos o-¡’ts e no-- -A xv o-teA so- -Pi-mo-toso-o-ces axisJi o’ oso-o- o-/ífeo-umuooso-/isímo-o-o<¡sA’ ------—‘ ‘o

o-/o’ e/o-uso; (‘u’ ¿o-sl ql-os’ q( ¡
tt) xv A

2, y(O) xv O y .o-PDAí) xv ~ o-bo-umuo-/e DA o-lo muo-uJioo- .‘‘í
bo-um’o-/o; o-lo; >4 ¡. Ao-/eu’o-o-o-4, o-fts ) xv ¡í(so-jsu’, donde¡u : A’ o-------[O,oc )‘ o-Ji Jiio-s’t’ ¿o-o-moto-u o-j ¡um’o-;s Osmio-o-u

lo-ss o-’at~oss <¡‘tic o-;to-utio-uoiít o-ío;í o-ut’i gato-.
.7--

Alío-uro-u. jurunbo->¡uíos o-leo-luto-ti r o-leí teoremna5.1 eh siguíio-o-uíto=r<o-siilLatbo-u sto-to-=t’ttao-loo- tumíso
-o-

ciasiii nació¡u ji amial oh oso lo- os ruerju rus o-o-st reilo-o-olas o-le tu a esji a.o-ti o-u o-ho-’ j o-trío-trío VV
‘o-

Teorentia 5.6 So-o-u A ‘tío-o- o-’uco-’po-u cstm’e/lao-la de o-lo-sse oto-u’ Cto- ‘tomo o’spaeioi o-Ja /s?amuo-u.o-’/o-

lvCC 7<.
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(o-u.) ‘Si o-teA es ‘tío-o smoluespaciomíec¿orio-s/o-Ja o-Jio-o-o-co-’tsio-io-o- finita (dio-jato-o-o-u» A xv o-:cA ¿1! 7,

o”o-ímo- 7 fimo-ita do-o-uo-ero-»o-ono-u/),amo-tao-unesA es (2’ o-’elati’t,o-soo-uuco-o-¿edifo-;o-umo-o-am’fo-u o-u o-teA --1--

<si E 7 : ¡si] ‘E 14 o- o-lomo-de ¡ - -]a» amo-a ro-am--mro-o-u emoe/ti-o-laoí co-u 7.

(b) Si notA es ‘tío-u. smubespo-io-’ia ío-echao-’iaí ho-iI <¡‘toe el aspo-seuoeoio-’me’’mo-te ‘o’ ¡ erA ¿¿co-o-e o-li--

ro-o-co-u»¿o-Jo-o- ¿rujio-o- ¿¿ox, emo-tamo-cesA e» O o-o- o---e/o-so¿ivo-orroeo-o-¿e o-lijo-sa ‘u--o-o-amfo-s a uit. soto-o-o-¿o-;spo-oo;¿ou

oto-;m’ra o-í o-u.

o-o-o-ousho---o-uo-: ¿o-’>ro.
(a) Hasta.aplicanha- -jurojuosiniómí.5.5 íuaro-o A~ xv A y A2 xv erA + 47 E 7 : ¡si ‘E 14.

(fi) Sea 1--o- xv eo:A , y considerertías el esluaniananiemute 7 xv A’!!’. llEs bo-totil ster

o-~íuo’ el ro-urio-o-mito-o- o-lo-> o-tui esji acto WC0 o=stamuítuiéuu VV CO. Pitest o o-j tío’ 7 o->s VV
jutí co-ho-o- invt>ctarso-o- eti algo-lío c0(U) y. pon LatíLa, tieoo-o-c tino-o mío-intuí o-o o-ho’ r laso-’ O’!’>0 tío-o

tiaro-=sario-o-tui <‘iii e o-=tjtui valto-míte. Si otaiííji amiemmo-as estamío-unu a o---tío-u la u ray(‘crí otí o-tau otí í co-o
un tA’ — 7 o-obutoo-¡ío=mííoísuumía scíuíumuourmuía¿u : 7< [0, oc) ola o-lasa O’’’” o’ío-yeo o-’o-í¡o-jíuuuto-u
o-ho-’ oto-o-u--tus es juro-’o-;isa¡uto-croLo-o- Jo-’ xv o-:o-’/l . A lío-ira co-iotsiolcnetuío-usno-l otto-arito-u tota sto-o-No, o-lo-> o-tío-oso-o-

<Do-o-> /5 —‘ <si ci ‘o’ .1 ¿u(si:) =14. (Etiutía c’cB xv o-o-cA xv [o-, jucon la juroujuousinio-’>no- .5.5 tus

o-tiuoo-njuas o>sLnebla--o-bnusA y’ 8 somí (‘o-> u’o-=Iativamíuo=muteo-hifeauuio-ut’fo-us. f>run out u--o-o- juano-to-, lío-un o-o-l

t.o=o-uno’uuua S.l. /1 oo-s (o-’ ro=hativ’o-otuueuuto-o- ohifeoíuuínum’fco a. tutu seuuuiesjuo-oo’iouo-:oo-nna.thco. 1 auto-go> A
0=5taittluiéuí O’ tu’ reiaulvo-tuiuo-=titao-hibeo-uíííaí’fo-u a viii seo-nieslio-to-tio-> o-;o’ría,o-bo-u.
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Capítulo 6

Otras aplicaciones de la

negligibilidad suave

Ao-ho=uuo-ásde la clasificación de los cuerposconvexosy los cuer¡>oscstrellaolíus de tutu
espaciodc T3anachy la falsedaddel teoremade Rolle cii dimuiensióninfituita, ha teoría
o-loo- ho-o mo-egligibilio-bao-l lo-a ciucontradommmltitu nl o-be aiulio-taciooas cuí sto-onio-o-s ranuaso-ie ho-os

ro-u ateto-uatinas,tales cao-no las enmíaciomuesdiferenniales aro-limianias amo es¡uacioso-le 13 o-o--
no-idi, las accioiueslibres de gru~uosen esluaciosde I3anarh, y la topologíaohibo=¡’o-o-uío;iah

iii fi iii to u o-li muío->mus loto-al. En este~i tio-iuo ra¡uíto-tío-u oharetítuis o-itt a. o-ii tuesL ra- -o-loo-ocstas o-u tras
síiii otautio->míes o-le la mu egiigibuío-latí, señalauuo-lo> cómo-uo nuestnois raso-tít atbo-us o-lo-ti oto-o-ji it tilo-u ¿1

autí ulio-imí ha otiase ole espaciasdentro o-le la ro-ial o-=stasajulicaniomo-o-=sso-uit vábioho-os. la
¡oto-o-yo-un joanLa o-lo-o- bis resumítatlas tinc cnnonuarcurutus a canLito- tianituto- ero-o-ti cotí o-ucioltus no- tu
o=ícaso-u niel esíuario o-he H u benL selíarable, y algo-unos oía elbnus tahí iii é¡o bou o-o-ra--it jio-ora

espa.otuo-us oh a i3auuanli WC O como- utonirtas suaves. N tíestro-us u--estultatbo-us iii ph iran o.j o-te
Laití it i cii somo- váli olas biara cuí abo-juler esu aria tío-o- Da--moach ro-uit to- uí a tío-uno-tío-u so-u o-o-vto- (mo-tu

oto-oto-o-saríarío-ente equivalemute)

6.1 El fenómeno de Garay para EDOs en espacios de
Banach

Q tuizás una ole las aplicacionesnuás inesjucraolaso-be la teoría o-he la tuegligi Iui Ii nl o-ial es la.
auínroo-utro-u,ola íuon BannahuasM . Caray [45, 46] acercao-le sto-o-ni as juno-íjuieo-hades cxi ra--fo-as

o-loo- ho-os scncio>mío=s o-he emuulíutíos ole solo-unoii es o-o o=o:tuaniomues olife no’ it ci alo-o-s curo-limo-so-nio-os cmi
o-o-s to-or i ous o-lo’ 13 ato-ant de o-liruo-ensióuu i nf ¡o-ita. Oanayo-utilizó la. leo-una,o-lo-o- lo-o í oo-gligi 1 u~ Ii ti aol

uo-ono-o estutoliar los asuenasgeauuiétricaso-le ha baiscolad o-le bus tenireuíuas o-le 1< uuo=sso-=ny
í>caaocmi espaciasde Banachinfinito oliníensianales.Caray prahué ojítoto- juana varías

ciaseso-he esjuaniaso-he Hanach de dino-cnsióuu imufinita o-jite i mí rl uyeut al esjuanino o-he liii luert
so--juarahule,tao-lo co-umujumuta cain1uanto-uluto-co-le nejí resentanseno-utiia tumuo-o- secciónLetuojuaral

tío-o- u ti cío-u lumuolo o-le saiuunjautesjuara algo-una eco-uaciótí olifereuíniah aro-lituania. “lo-aumoh>ioSmt
eamuíIré ajubicaniomiesde las liomeomnon’fo-smaseiimmo-inao-lorcs cii sisteítoas o-li uuáíííico-us

Lo-u jutológico-us; ven [47]). Nuestrosnesuiltatboso-leí caíuítuuia 4 o-mus juermo-íi temí exteno-lan Las
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loo-arco-muas o-loo- Garay a ha clase de todas las esluaniastic Baoanhí que Liemuen muanutías

o-lifo=ro=tiria Ful es oh oc clase. (lo-’, no ti ~ueNJ{oc4. -o

A o too-s o-ho-’ cotínciar nigíí rasamenLe estasresultatbtusreconolo-o-neutuo-usalgítuto-us cotí roo-it--
to-us ¿y’ o=stalulcncncumuousciertas convencioneso-le miataniémi. SeaA’ un esluaciode Batíanhí. o’

Datía. o-tría fui uuniómí rotititutía E IR se A’ —--—--o-A’. ramísinheremo-íasla o=niía.niónolifoo-rt=onio-i,i

o-uro-litio-oria ( hEl)() ) .7

í)o-sc xv P’(¿,s). (1)

l>aro-u (¿o-u,soto-o-) E IR se 7<, tutía fiutíciómí sc ci (‘.‘~ (1,--o-A’) se time que es uíuuo-o so-ulo-uo-;ióuí tío-’
1) ~uo-un(¿a,soto) sito-itt Juro-o- q tic 1,. seauto- intervalo aluiento cuí IR o-jo-oc nouo-Leuo-ga a ha,

su: (¿o) xv soto-o-, ~yDo- sc(s) xv I”’(s, sc(s)) luara tao-lo » ci 1,--. Lo-os sahuuniauíescuyo-> o-lo-uní i tilt> oo-s
IR se hiato-uan o-jI-iba/es. l)e alo-ana.en atíelauotei-r( A’ ) raju nesentaráha claseo-le to-utias has

bo¡uío;iouuo-r=so-;o-uo-otimuuuas lo-o -IfE se A’ —--—--------.2< quía satisbarenla.s condio:io-umuassigo-uioo-tuto’s:

yo’
(2) juaro-t ro-tobo-u, (ha, soto) ci IR seA’ o- la EDO (1) tienno-al tuucuto-usuuuía so-ubutnio-So juan ( ho-u, ato-u);

3) ‘loiti o-os has salmini rumío=so-le ( í juuucoleto extemí oh erse a. so-ibrio-itt es gío-ib o-oho’s . O’

tutu o o-u o’s It icho sabio-ho-u, eh Leorema de Peano-u aseguraqo-ie t tío-las las bito-unto->¡íes cotí

ti tutuas 1--’ IR ~ IR”- ---—----—+Ro-o- satisfacen(2). ohesgra.o-:iaolautíemito-o-, el L o=ouroo-muí o-o ole 1 ‘co-otío-u ¡itt

sigo-te si o-o-no-lo-u cientacuí oh nieto-sión ití fIn ita. Paratutu <to-imí L rato-jt>muoluí—> no=umuiLi no0>5 al lacioun

su [29] 1) o-o-tío-u mu o-o-síuat:io-> o-lo-o- 13 auuach o-ho-o- d haensióuu infinita. 2< , ( 2) serásati sfoo-o:j o a. so-Sito
jio-ira. sitj tío-o-llasbtu míotiomuoo-s como-tin o-ua--s lo-’ IR se 2< --—--~ A’ o-jito-o- otíí o--quío-itt o-oigíí tutus no-’oj it silo-ss

sto-hit;ittuto-tho-=s( rio-irtuiabtuio=nto’lti1uoutesis o-he o-touutíuo-ontitlao-h ti o-lo-o- tijio> tlisiiuaLiuo-ou; vo-=r[29]).

l’>ana ituta bítuuniómí oía--ola1” ci iF( 2<). y po-ona iii jutuottí (Ji0, su’a) E IR se A. la. so---o’o’to-umo-
¿emo-o-po-uo-’o-uí nbo-’í eo-uo-buío-/o o-le soí’tício-umo-csen ch Licutíjutí Ji es cl cotí juimí tou

s’o-(J’’, (¿o-í,su’a)) xv {ss:(t) E A’ ] sc es tutía solución ole (1) jio-ur (¿o. si:o)4

.7

¡¡o o--it uno-os o-jito’ o’l o-so-o-o-bíuo-/o-u o-/o-- -.saííucio-io-o-es(o el o-;muo-luíío-/ou ¿uo-heqo-’a/)se olefi mío-o- jio-ur

s’(/’’o-(Jio-o-. ita)) xv {(h,s(h)) o+ IR se A’ [ .u’(t) (E .So-o-(/<.(¿a,su:ou))}.

-o-

Foto-’ 1< títo-so-o-r [5(3] ujítio-o-mo o-:romuueuuza a esto-o-o-liar ho-os uro-ujuio-.o-latbo-=sLo-ujuroiógio’as o-ho’ las
so---’o-to’ttuíot’s o-ho-’ o-o-tít litio-ho-ss o-jo-o- so-ubuto-’ituiu’’s. Noesen uro-ulió al sigo-uieuítto- ro-o-souhto-oobo-o-.

‘jo-ero-o-rn’ 6.1 (1<neser) Sea ¡‘o -ci i-~( IRo-- -). Eo-o-oto-so-o-o-’o-s /o-u .s’cecioIo-o o-leí o-;u’o-o-bíoo-lo-u de ‘so-u--

¡‘to o-tino-o-o---»
5o- ( /2, (Ji a sto-)) o- .s usomm síu(soso-uro-jhsro-ho-u eotro-pao-;¿o-u, o-o-uro-asco íj o-o-os ro-so---uo-u o-ío-’ IR o-’ . juo-o- o---o-u —

touo-bo-u (ttto- su’oo) ci IR se
1ko-o- ~ E IR.

lb o-uy it tío-o- oo-¡uo-ít’tuio-’ otantitiatí o-he litt’u’o-otitro-o o-oo:eu’o-’o-í. o-le gerueu’abizo-o-o-;io-u¡uesob>
1 t.o->ronetouo-t

o-loo- 1K oto-ser juo-oro-’o o:io-o-nLo-ts otiaseso-lo-o- en:uaniamíesintegralesy et:o-to-íotioutto-s oh boo-u’eutotio-o-jo-o-s buí u
o-tio-íuío-o-boo-s o-o-o-o- to-s

1uao:uo-uso-he Ba.tiar.ho- vanioo-o-batbo-o-.so-o-o-Lo’. Si mu e¡uíhuargoeh juu’o-uhuhe¡íuo-u tito- t:a,rao-;--

to- ni ‘¡ o-on ho-os seco-tío>mí n’s oh oc bus eto-i luuí o-bus o-ha so-ii tirio-uit e.s estáauití lelos o-leso->n u--o-o-síuo-o-i tou o-o-
uasar o-he varias oto-utío-bici ami o->s nenesartaso síufurieti Lo-=s( foir míumulatías o-o-ti 1t’nuui ji tus o-lo’ Lot joto--

lo ogio-o o-ohgelunatota. o-o Loo jutí logia o-Li beremírial) ti aolas jurun Pit glí [59] y Rogo-o-rs [60]. Q iii zs’ts
o-ti toot’jron uo-o-s tilLo-tobo> es oho’huio-iou a h>ttght, ojuío-c o-tnuíusio-ieró to-l juro-uiuho-’uíua. tío’ o-tho-osi<io-to-u.r has

O’

e’

.7

O’

O

.7
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seno-tuonesde címubo-tolosde solucionesen Loinmimias de la teoría del cobandisníaen to--
pobagiaalgelunaira. Un ¡utunto za E Ro-o- y un canjuintaramio-pactoA c Ro-’ se dice que

souuí eo-mobmído-uno-u¿uardo-uo-o-hescuí Ro-o -siempre qute exista una función E e Y(Ro-o-) tal quia

S~ ( Iñ (O,sa)) xv A y SO(F, (lo-a)) xv {sca4 juana toda a (E A.

Teorema6.2 (Pugh)

(a) Si {so} y A sao-u o-;mliudocoluao-’daro-hes,co-o-tomo-cesexisteun difcaro-o-oo-fisnuao-le e/o-o-so-;
(i-’~ aro-¿nc Ro-o- \ A gIRo-o- \ {ito-il.

(6) Si A ci 1Ro-’ es cao-o-o-pao’ta, 5a E Ro-o-, y escis¿eun difcao-o-uoo-’fisnuade clase(i-’~’ cío-ho-o;

Ro-o-\ A ~ Ro-’ \ {sco-o- }, co-o-haro-ces--(soly A sao-o- ao-uub’tídoaobordaro-¿cspor mío-adía o-/e

o-:ueu’¿a 1” ci .F(IRo-’).

la o-o-uit stni co’ioSti ole 7’’ o-o-it [59] se luasa en la existencia de un olifeouo-io-unlismiua de niase
o-o-itInc Ro-”\ A y IR’’ \ { so-> 4 que fija Loiti os bus jiutítos fo-tena o-le unabo-ula qute coito tiene

a--A. l.)ehio’ ¡oo-oo-iucio-uuta.rso-o-o-pío-’ la fo-umuotiótí E ctuutstnuiolaluon Pi’tgh Liemuto- la agnaolahuhe

jurajuieo-iaob o-it> o-jite (o:ío-aoo-bouA canticuteah umíemuas das po-untas).(O,sca) o>s o=hto-inirní
1uttuito-i

o-loo- aci o-u mii o-ti o-latí ji o-ona, ho-o e--rutaniómí (1

Fi-ti este ro-uiut.=xto-u.es nato-uro-mb íuuagíímí.tarsesi el teoremnao-loo- huesossiguo-o- sto-o-mido-u

<‘ito-uto> o-o-mí o-hiuoío-=uísio-Iu¡íiuo-fiuuito-o. La nespuio>staes negativa. Bimío-liuog [14] OliSet’VOt o-jito-o- si
‘o’ o-=stun esjua.niní o-lo--’ lIstoa,o-th ole o-hiuííeuusión imulimuita entoncesexiste E (E .‘T( A’ ) tal ojtic

(1’’, (0,0)) xv { su’ E 7< ¡[so:]] 6’ 14. h’on tanto has seccionesole euuíhuíuobo-uso-he salo-ío:io-uuío-=s
ti tu so-utu o eo-too-so-onu‘atOO 0=it Le <totutí ¡>actas. Por tutra u arte, Diii ob imug [14] taunIii t$tu otomis Intuyo-o
o-itt a. bit onoto- o---tututío-oua 1” R se A’ —--> 7< tal (4to-e So-(E, (O, O)) es chescouoc.xou Sin cío-iban--

go-u, o-o-sto-o- btuiootio-’irt /--‘ tío-u juo-=rtemuo=o:ea ¡‘(A’). De bienio-o, la olescautexiómío-le Su (J’’, (0,0))
o-o-it [1<1]eso-si co-ouusa--ohajutur it tía fuerte violaniómí o-be la conoliciótí de existemunialocal (2).

M ( u o y [15] itt vestigó basta. ojuté juuí mita fabla eh teouneno-ao-le 1< tu esenen tus
esju<oo-utís o-lo olutíto- uosuo-’uui itífiuuita y. ah geitenalizarla jiarte (b) o-leí Leoroo-mo-ua o-loo- Puiglí
(u 2 títo-> o-uit ¿ <tutu uit o o---lo-o-so-> tito- cjeuuo-1ubas o-loo- no-muo-huuuo-has de soluciauío-cscuyasseo;o-tuouío=sso-tui

tíaso- o-itt o-o-x --us o- o-o lo>> o- ji a.ci o-os o-loo- 13 ami anhí A’ o-juu e atlutí i teto- olifeamo-u on fu sunascii umo-imí o-tobo-uroo-s
<o -tuo’, título-o-o ojoto- lo-o o-bo-’s<;tuutcxbo-’utt o-ha las sar.otio-umío-o-s o-he los eumíhuuuo-boso-le souiuío-:iruuíes juuuo-=o-lo’

uutoltio- ti st.i oxo-iiso-oohoupo-un o-tío- o-;o-uruujuounta,uíu’un=mutcuglobal uo-uuuy namuuíuiico-tobo-i oía las Lro-i.yeo-’--

Lo-uno-os, y mo-o-u sólo-o jio-un to-l i no-tui tui jubi umo-iemuto-u o-lo-o- ha o;o-uuudinióuí o-he existemíotia ho-ural ( 2). ¡>ara
o-o-son <us ti ji o-us o-ho-’ no-síustttio-us o-loo- 13 so-muaclí i mmliii itt> oh muí amosiaoales A’ ob cinast ró la existencia.
o-ho-’ o-=o-;ito-ítticuíuo-=so-ii bo-=no=¡íriabo-=sDo-sc xv F(Ji, sc), E E i-F(A’ ), comí o-o-mío-huno-las o-ho> so-ubíuo:io-uuuo-=s
o-tuísta.s so-o-o-’o-:o-o-umuo’sso-utí o-bo’stttuiíexas. 8 it ttotostno-io:nio’iti ohepemudíao-le la existeuto-tia o-le o-libe--

o-ouíiounfisiiuo-us o-’hitititíao-bo-trn’s yo- pouí lauto> o-=no-tefo-=rtivasalauo-iemute juo-oro-o- ao-juio-=iiousesjiao-tio-is
o-ho’ hio-otio-oo-:ií ojo-o -obiuito=uusio’uut imífi to-ita suiavo-eso-jmue so-un iuuyectahulo=shinealíuíeuutoo-cuí o-oigO ¡u

o o(1 ) (o- ‘o -olo’r ir, lo-o cío-oso-o- o-loo- esji arios ob o-o- ~atuanhí obemí tro-u ob e ba o-lite 1 nis reso-uIt aol tus oía

1)o-í luí oiwolski [35] so-tu re d ifatuitía rl] sitias chimo-uimoadaneseran válidas). A hora, gro-o-otto-os
a it oto- ‘o-Lío-os ro---o-suuhta.o-bouso-le tus cajiitxubas 4 y 5 sobremuegligihuilinlao-l sutave o-le co-unjuuuí--

Lo-os o-o-u tío-jiatt o- rus y cuí o-o- rju rus oto-u tu stexo-uso- ho-ms reso-mbtao-las o-be Garay ¡utí o-o-ti cuí cxt o-o-mo o-la rso=o-o-

lo-o o- ho-oso- ola jo-o-o-bus tus o-=sjusuo-;iouso-le l’lamuat:iu imo-futí Lo-u oliímuoo-uusiamualeso-Imito- tieuíemo- uíctnutias
oo-j iii vaho-ti tt=sl”t’eo-tlot>t o-hiiocroto-mio:iabies.



‘o-

1 0O(i-A I5ITUL<) 6. OTRAS AP Ii-LOA ClONES DF LA NEGLIG¡131L11)AL~ 5 UAVIii-

La fornía muás gemí eral—íuero moco-leus olafiuil da’- -del tcoreuuua o-le (Ásmray [‘15] es la--
siguito-mita.

Teorema6.3 (Garay> Sea(7<, ]¡ . ¡] ) momo esyuaaioi do~ Bao-o-o-za/o- y so-toso. A mío-o- s’tíbco-io-o-j’too-’o ho-u
cero-oídos y o-o-catado mo-a vaco-o-o-u o-le A’. Seo-u o-o-- -xv suí~u { [o-so--]]a- -(EA 4. S’uopo-uo-ogo-so-mío-u» <¡uso-;

o- su ¿s/c o-so-o-’ el¿feosínuoo-’fi.s’mnolo- o/os clase <Di-u <¡o-o-o- ío-’o-oo-o-sfo-íu’o-o-o-o-í A’ \ 4 e--mí--Y\ 40) y loo-! quíos
fu (si ) o-- -cío-amo-o-/o[1sc ¡ Y> a + 1 . Eto-Jio-io-uotes cscisho-; timo-a fíuo-o-eio-Iio 1” ci i-F( A’) ial o-pío-;

Sí (1 (0 0)) xv A. Ademo-uds.si A o---o-u--ulico-o-e o-so/ o-o-seo-lo-u» o-leí» pmo-nNo-», o-molo-so-mo---os»1’ ci F( A’
juusedo- o lcqio-tso; o-/e tal o-o-o-o-soo-o-ao---ti oímua (O, O) E 131 se 7< o- » o---! mío-o¿o-to-i ~s‘tío-o-ho-u o-lo ro-os ‘tutu ¿o’io-ía t/

¡uo-so-o-í (1)

o-umo-tui ¡u auto-lo este resuulLo-adtu ro-un bus t.o-’o-u neiuuas’I. 1 y 5.1. o-ib Loo-ti o-’uíutus loo sigíí ito-míLo>.

Teou-ema6.4 (Garay) Seo-so A’ ‘timo- es¡uo-ío-’io-í o-/o- -//o-o-uo-o-ío-/o- o-/o- -o-litio-e’mo-sidoo- ¿o-o- ¡lío- ¿¿o-o o-tutu mío-o-o-u

tíOt’o-no-i cquimo-alemo-le J’o-’éc/sc’/s difeo-’oso-uo-’ñsolu/e. So---o-so A o-u ‘bit--ti mimo s’oíluot’uuo-ú’uín/o-u í’o-uo-íu¡uo-soo-’’Jio di
A’ o bien moto- oto-so-;tpo o-to-u’mo-í;exos »‘tooi.’to-o- co-o A’ . /6to-¿o-u mo-co-s.s o--sri»le- -mo-o-o-o-ufuomo-o-’¿o-ho- 1’’ ci J’( A’

tal que- -S
1( J’E (0,0)) xv A.

A deo-mo-o-ls, si A ¿¿ero-e’ o-sl o-mme;o-o-o-u» o-/tus pmo-tu¿o-sso- co-o-Jio-uso-otoso-o /‘ o -ci1< A’ ) zumo o-o-/o- o;le;o-¡io-’.’oc o-/o-
o-o-o-o-o-o-o-o---o-o-u <¡‘tío; (O, O) ci IR o-ss <‘o’ seo-o eí lío-o- ¿oto-o ¡siso-o-Ñu o-lo o-o-o-u ‘tu mo- io-:¿o-/o-íoí o-/o- (1

J’’io-o-a/u o-o-o-; ro-toso -si A’ ¿¿etoe- -tio-o-oso mo-o-ss--mo-o-ti oo-¡ouíí o-u/o-mulo o-/o-’ o-tío-soso-’ <‘‘¡o->’ u o--mo-toso-uoto-’» ji ‘tuo;o-bo-’

o;su’o- go-o---se<¡no-’ ao-leo-o-o-o-is la fuiuo-o’¿o)to- Jo-’ so---o-u. o/e laso o’ ‘o-’ o---o-o- 7<

roo-astracio-jo-o-. j’ o-ir los too-ruremas ‘1 . 1 ‘u 5 1 sí u ti uit os o- u u o-o- existen o-ii ño-tuuno-unfis ¡it tus oto-u mí

so-ujuturte arrutsío-bo-ue¡utno-.=2< ~ A’ \ A, pío-un tui Loo-lo-u o-. o tít nno-.--’o’ y’ 7< \ 404 o- po-un tutu--o>bao-ho->. Po-tu’

Lauto-u o=xístetito o-hibo=ouuuíconfisuuicoto-mutro’ ‘o’ \ {O } y --‘o’ \ A o-jite so-o -no-o-stniutgto-su- -ho-o.oit’iut,iolati
Ituto-na tío’ o-uno-o. lucila. Par Lo-onoto-u. el ro->suíjl.aohouse siguo-” iuííuooo-o-lial,so.uuío’uot.o’ nboo-i teturto-tiisí6--1.

Llegatití o>sLo= jumumílo-> no juo-ío-ieuuuo-us uno-sistin lo-o io’ííl,o-mo’io-’uuu o-loo- o-lo-mr tío luroso-juío---’joí o-ho-u lo-o.
jiu’iío=lua obo-=l teoureuuoo-o6.3. l)o-’ohinau’o’uuuo-us to-l no-o-sto> o-loo -o>sjaseo’otio-’uut o-u o-o-xjuhio:o-o.r o’o-’uiooou.

o-utilizo-muto-ho tío o-Lifccutiio-uu’fisiuuo-t o-’biuíoiuuaobouuo- juoteo-he o-’ouuístroíunso=mutuo-u oo-o’uuo-ío-’uou¡í o-hifo’ro’íío:ia.h

ruí’oiiuíaria Do-sc xv J’’( ¿o-ss:) ojo-uto- Lio-o-toto- so->lttttio-’uot i’uuoit’o-o- y gítuhio-ol loor oso-o-ho-o juiuttl.ou ohistimito>
o-bo=l arigo-=mí,umuio’uítras o-jito’ las so-uiiunio-utias lo-ir (0,11) itt> sto-it to-tutio-to-os y o-o.Io-to-í.íízsu.uí lo-otitis ints

jiumitos tío-o- tutu oto-unjui tito-u o---tío-míjunco-o-uo tumí o:uío’rjuno oto-uit vro-seo, juno-o-do-o-Lo=ntuto-tao-bus. Soo-gtuiu’oo-mno-is
oo-i na,zo-imuamiiioo-nLo-o ola [9]: vo-’r Laití luio-uo [--‘--ls]. .7--

Di teo-íu’o-o-uo-usí. 6.3 oo-s tui o-o o-totoso-=nuuo-o-uooto-o-u¡‘to-lo-i.í.ivo-o.uuto’uol.o-’ Oit--ib obo=b sigotito-tí jo-o- t’o’si¡il,aobou.
.7--

o-jito’ --‘ii si ¡ííis¡o-íou es iooto-’ro-o-so-í.¡iLo’.

o-feorema 6.5 (Garay) So---o-o- ( 7< , []- -[1)lío-u o-’»flo-ío- ‘¿o-u o-lo- /ío-o-u o-o-it ío- o-/o o/io-o-o-oso-o-ho-Jo-o- ¿uo-ho-tilo-o

<¡‘tío-- -o-ido-o-tite’‘ti mo-a o-o-o-so---o-mo-o-u o-:qo-íi’tío-sleo-o-¿e []‘ ] ¡ o-lo- o-tío-sso-’ o’ ‘o-’ So-oso A os Isio-’ o-o ‘tomo- o- :o-uo-o-o¡uouo:to-u o-lo-;
7< o-u ¿sio-’o-o- momo- a nco-’juo-u oo-uto’to-o-;so:ou y ano-o-Jio-o-o-lo-u o-lo-’ cío-ose ( ‘o-’ o- o-u 2< /‘o-uo-/co-uo-o-us s’to-¡uo-umo-em’ qu¿o---
A o-’» to-í e--alo-¿oto-o¿o-lo-u oto-o- lo-so bou/o-u ‘tumo-io-la.o-í ----‘o’ . I-i-o-o- toso-o-o‘o;s, o so í ‘o- ¿o- ‘toto-o-o- fío-o- o-o;it$so- f : A’ --—o -Y

o-lo- o-lo-uso- (‘u’ — o- ho-s/ <¡o-oc J~ — (o ) xv A o -11u ) u--u’ o:ouo-ímo-o-/o-u [ u [ > 2o -ti Ji oíl o-¡’to e. ¡uo-o-o-’ou todo-u

to-o- , ata) ci IR se ( 2< \ A ) o- lo-í ceíuao-tio-jmo- o-lije o---o-’mo-o---ial

(--1) —sn sc f( su’)
‘o---

¿ o-co-o-o-’- -uumo-o-u‘tío-o-loto-u sou[oíc lo-Jo-o- o-¡ío-e ~uo-u»o-u ¡so-os’ (¿to-’ su’oo-)o- y /o-u s o-sllucio-btu o-;» <¡/o-uho-o-
1 y so-o-o- o-o-oto-u lo-ido-o-,

—s

‘o-

-o-
‘o-

.7--
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Esbozo dc la denmasho-’o-o-ción. Sea. lo- un o-lifoo-aunanfismoo-Le clase ¿‘u’ o-he X \ {O} sobo-re
7< \ A que satisface/o(x) xv sc si ¡si] ~ 2 (lo- existe graciasa los Leonetuias4.1 y 5.3).

Consideremosla familia de curvas

sc(t) xv íírí(lo-(sca)et) h (E IR. 5a ci A’ \ {O}, (5)

qmíe son disjumitas das adas y cuhuren el conjunto A’ \A. Estascurvas so-o-mí la. totalidad
de has solucionesde ha ecuacióndiferencial

sc’ zzzg(sc)o- (6)

tI o-.> o-tobo-

y(s) = [(DlCt)(lo-(sc))]h(x).

Seo-o fi A’ --‘—~ 2< la extensión o-le y d cfi o itía
1io-utiieo-t o-lo-u f~ xv O cmi el camujutuoto A.

Euulouíores la eo:uaniómuoliferennial

sc = fu(s) (7)

casi sa--Lisbao-te ha afir ¡mi ación o-leí cmiii n cianío-u o- exotejít o-> o-juío-o- fu ji mí o-o-o-le so-o-r oh iscrin Liii it a cuí

los juuu o to-us o-le A. Estefallo puedeco-unnegirse1>00lo-o-O o-ho-u

f(sc) = o-¡o-(sc)fu(sr),

o-bnuuío-io’ 6 Al —--—* [0,1] es utia función o-le clase<Do-u’ tal que <Y ¡ (O) xv A y <b(s) =

o-tui o-tío oit> [¡sc]]=2. N ¿teseo-jite, si A es un co>uu jo-u muto-u roo-tu juanLo-u, lo-u exi stcuícia o-loo- tutía tal
o-Ji> íuo-ueo-ie oheolumnirse fácilmente o-le bus temas4.5 y 1 .6, utuiamí tras quia si A es ita o;o-ueríuo-u

ro-tui v’t=xtu y anotao-lo obe clase Co-’ euuto-uuuces¿ jutí cole oh cfi uo-i rsoo- ro-tutía la ro-u iii jo-tus ini ¿ti ob no-l

fui rucio u mía] tío-o- Nl imí kowski o-le A cato tutua fui tu niómí real aol co-tít aol a.. Euíto-uit o:o-=s ha o=o:tu o-o-o-ti o-Sto

so:’ = 1(s) (8)

Licito-o -so-ubitotunumo-muzo-ura íuan ca--o-lajuiuiuttí (la, so) E R se (A’ \ A).’,- -lasobuuni¿ouíes gbo-ulio-ol y

tío-u o-ío-touLatía. utuientras q tic sí si: es timo-a so-íboucióuí gIro-lo-o-ti a.o:o-ut,o-o-o-io-o oit’ (s)o- to-mí oncesaKistt=

o-tui juutioto> o-u (E A tal que su’(t) = o-u juana Lo-utíco 1 ci IR.

oiuuuou se o-hijo ¡uio-is arribo-a., o-bel tco-uneo-muo-o6.5 juííoo-o-ho-’ o-leo-luto-ti rs--o’ o-o-h Lo-o-o-uro’íuía o-ho-o- (‘hoto-tv.
Ro-o-utui ti iii 0>5 ah hectoír a. [--45]juana leus o-beta--lios.

Teorema 6.6 (Garay) Sea ( A’, ¡ . ] ¡ ) ‘tomo- espacio-u o-/e /3oo-o-uo-uo-’bo- o-/e o-limo-o-eo-usitio-o- ito-jiro-iho-u
o-¡’to-e- -¿¿ero-emoto-o-o o-o-oro-o-o-a equivalemo-he []- -¡¡ do; o-:la»e (‘u’, y se--os.A c A’ a luio-o-o-o- o-oto- o-orojo-umo-to-u

eo-uo-mo-;uo-un¿o-uco-uro- oíl ro-o-co-bus o-/o-u» pío-mo-hasa hiero- mo-o-o cuico---po-> co-imo-uo-csu’o-u y o-mohonl o-u o-le clase <Dio-o-.

Li-mo- ¿tito-oto-;» cscishe ‘tío-o-o-o- o-s¡ulicae’i¿to- 1--’ IR se .5< ——— ‘o’ o-/o-- -cío-oso-’<Do-o-’ ‘ ho-u! giso- <‘1 ¡uno-u lo-leo-o-o-o-o-
do- t’--o-a’too-tbo-’t}

si(Ji) xv 1’’(h. sc). sot(¿a) xv Sto

o-uo/o-muihe mito-os minina so-sulo-znio-5o-u (global) ¡ion o-toda ¡uuuo-o-¿o-u(h0, su’o-u) t (O o- O ¿1, o-moiemo-hm’o-o» <¡míe las
souluonituitcs pan (0,0) no-u soto-u o-ínit’o-mso- y o-mio-no-sto do-mo-bus ¡it»’

1.,
su’(t) xv —(U’ + ¿Id)o-o-, o-o E A,

2

lo <¡míe sigo-o-fica <¡ue en al hiato-o-po-u t = 1 las soulucioo-o-esjunio-’ (0, 0) o-u/catuzau’o- ¿o-ido-u» los

puo-o¿ousde A.
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6.2 Difeomorfismos periódicos sin puntos fijos, y accio-
nes libres de grupos sobre espaciosde Banach

‘of h~. Klee uutilizó síus ncsmo-ltao-bo-usso-o-luna o agligibibio-laol tajuológio-a [55] p<o¡a oh emmírostnar

o-itt e si A’ es o luien o-tui esjuanio o-le Batíarlo no reflexivo tu luiemí tío-u esjuacio-o- U de.
o-Ii unero sioSti i mili tui lo-o-. ocxisLoo- u o-u lo ao-tio-o-oumo-i o-uMis ¡mo-o-o- f : A’ ----— A’ o-ho> jo-o-o-río-ido ti tus si mí jito-uit o-us
fijo-us . li-sto-u luto-o- algo-u síuníuno=mío-hoo-motajbouno-jíue. jo-o-oro-u tito esjo-soo;ioufo-uo-itoí o-hiuuuo-o-musio-u¡uah Y. 1’. A

Síu--iido- [63] fu alo-la ju ralo-aojes nju o-o- Lo-tobo atí talo-amuío-o-otilo-uKl smii o-u ob o-o- A’ ¡teri óo-l i oto-u o-le juto-nbo->o-lo-u

o-muí ¡u tu tuero-u ¡u nimuití o-lo-o-lo-o-o- temíen ah mmicío-tus tu mo- 1uíumitro- fijo-u. 1<lee juro-u itó i micho-uso-u o-ji u e jo-ana.
o-o-l cspario o-loo- lii 1 líen t JI y ~ua--raLo-o-o-bou emito-o-roo- ji ousiti vto- --o-o- Y> 2 o-=xi sto-o- o-tío ito-utíu no-o-u tito unfi sitio>
f II —--—--o- 1/ Juo-=m’ióo-hiro-uo-lo-> juenío-ido-u liii no-u o-o- o-jito> o-a tioctía u umíguuuí jo-unto-u fijo-u. II tihiz’aitohi.>

itutestro-us u’t=suultado-uso-boo-i t:a¡tito-ubo-i 4. esto-ss rastmltaobnis >uto-=olemi afi uo-am’se y geuot=i’o-o-hizanso-’
o-o tuuuio’huous o>sJio-o-nias o-ho-o- l’3o-oiio-tothi iuuil to-itto o-li ¡ííoo-uusio-uoualesjo-aro-o o-ulutoo-muo-o-í’ o-li bo-o-ouitiourfisiiious

íuoo-rioSo-hio-to-;os ¡‘o-o-al aíuo-olítio;o-us nito- juo=u’íouo-bo-uo-o-nbuití’a.nia o-u sito jutututtus hijas. Esto-u jututo-olo’ huo-oo’o-’rso-’
juo-um’a tao-lo-u o=spanioojo-o- Bauia--n’.hi opte to-=uígo-otutu síuLuto-sjiao-:ioi seíuai’a.lo-lo-o- ‘u oto-o-uit juboo-uuíeuítsoo-hoí

o-bito-o- sesoiso-uuíuo-u’t’fou o-o smi o-:uío-o-ob ra--o-lo-u. Parao-o- xv 2 cl nesmtbta.o-bo-uo-o-s o-omití utuás go-o-tío-o-u--ab.iuiio-=tutrsos
o-luto-o- juo-o-na o-o- > 3 o-ului,o-=uto-it’to-uuutus‘o-’oo-m’siouuies so-tavesy real—o-uit o-tbitio-to-os o-loo- bus to-tíuíatiatio-us o-lo’
lKbto-oc oto-unir> o-tui o-iba u itus o-lo-’ ¡o uuo->vo-o-s ro-’suilta.tbo>s st<to-=t’ra.o-loo- o-u.o-tt:inuat=slilures o-io=i¡o---lo-uno-o so-uluro’

oh iverso-us C5 iao o-ro -tíoBaoarh

nr

Teorema 6 7 <‘o-os ‘o’ ‘tío-u es¡uacio-uo-/o; Bao-o-ojalo- o-le o-/io-o-o- ero-sido-o ¿o-ofimo-ihoí quío-’ ¿¿o--o-o-o- ‘tomo-o-o- o- o-oit’—

lo-o-o-o ¿j o-lo-; o-tío-o- so- O’ o- mu o-u o-o-o;o-;o-;so-zm’íosmío-co-uJi o-- -o-’o-¡’toimbo-so¿emite. /6to-Jio-o-mo-o-te;» ess:i.s’he ‘tomo- o-lijo-tos o-mo-osm’fl» o-mo-ot
o-le o-lo-s.so-’ <D - -o-¡io- o- o-o-so-! o-oto o-lo-’ jo-e o-’iouo-bo-í o-lo-ss 1 A —--o---A’ ¿al <¡‘tic [ o-o-o-u ¿¿o-mo-o- jo-so-o-o-o-Jio-ss ji/o- rs--

o-,u o-o o-leo-mo-o-ls .1 h’u’o-ío-o-sj’oso-o-u o-o. lo-u luoubo-í { so; E .--‘o’ ] ¿u (so:) =14 so-ufue su’ o-tu istmo-o-u. .So-i supo-tuo-o-suo-ou.s

<¡uíe “o‘ ¿¿o-so-o-e ‘toto- os o-o-o-u o---o-mo-o-so o---o---o-o-¿ o-uo-oo-í/m’tio-o-o-í (o-o-o-u mo-eo-o--sat’mojtoo-o’o-u¿o-- -o-to-¡uíi’to-o-iícmo-Ji o-) o -o-uluJioto-o-o’o-mo-o-ss
‘tío-o- dijo-o-it mo-o-so-‘¡¿o-o-o-o-o-o> u--o-tal o-u o-o-osíui¿io-;o-s f ‘o’ ----—o- A’ po;o-’io-idieou o-/o- -lo-o---o-’u”o’o-uo-lou o-lo-ss sito- íu’tío-m ho-s.s

¡i/o-u».

/)o-;o-so-o-is’¿m’oio-;íóo-o-. Po-un o-o-h t,o-o-o-oro’uíío-o .2 o-’xisto-=timo ohibo-o-ouuíío-uníisíííou<o- ‘o —— ‘o’ ‘\ 4(14 ojo-’ o-lo-oso’

po-o -t >1 ojo-ii’ y oo-s lo-u io-bo-’iolio-jo-oo-b bito-o-no-u, o-lo’ la. liaba 1J xv 4 o-’ ci Y ] o-fi su) 6’ 14. h>o-utogauiuous

1(u) o: joarso t,o-uo-hou so; E --‘o (mío-Sto-o-so-’ o-~o-uo-’ A oo-s timo- iso-uíuío-unfis¡uíoo- hito-o-o-oh o-lo-’ juo’¡’bouo-hro oías

o- ¡uynu utuito- o-u jiuuuito> fijo-u o’s oo-i ounigto-iu,y A lleva lo-o lo-tubo-u 8 sto-ho-rO> Si utuisitiso). l)o-’hi¡usouíuo-ís

.1 2< ‘o’ itar [(st--)xv >út ( A(<--(su’))) juana--lo-tojo-uso-: ci A’. I¼uito-uao-’.oo-s<‘sto-o o-’ho-í.ro-u o-jito’ f

o-’--, ti o-hubo o-uuitturfisituou oh’’so=o-oo-jo>. e.

-o.

Ho- o-o- u olto-utio-us o-jito---’ o-uit gniubuto tío’ bo-la <Do-o -seo-iio-;oo- ojo-uto- o-o-o-;LuSo-u. soultí--to- uit o’sjuo-oo-;io-u 7< si
o-o-susto-’ o-u mía o-o-juhiota.o;io-Síu o-;o-o-mít,iííuísu o-bu Co- se .2< —o- 2< tal o-jito> o-l’(o so ) s ‘u oh>(q/o-, so-;)
o-Lu(q, olu( ¡o-. su’)) jo-aro-o- Lo-utbo-us o-], lo- e <o- o- ji ira Lnuoiou sí ci Y . Ao-juíí o tío íuouta abo’ho-’iiio’iito-u

¡ío-o-uítí’o-o o-ho-o-i gu’uu~uo-o (1 Si A’ oo-s tutía v<u¡ ¡cohatí o-he o--baso-’ (‘o-’ (tu real o-íutalutit--so) o-o- o¡u o-o-s o-ho-o-

o-tío-uso-o- O’ ‘~ ( ¡‘esj>. ro=o-oi--o-omíabitio-;a)o-luí o to-utos títie U attViso so-uhuu’o-’ --‘o o-ho- ¡¡u ííuoo-ro-o- o’ ‘o-’ sito-isa’

roo-sju.o- oit’ bo-o-nuuia ro-o-o-ob arísohítio:a) í mu tal o-taso-u. jo-aro-o- nao-ho-o =jE (o- tIl(q. so-:) es tito
auutao-hibaouuuo-unf’usmuuo-uo-lo-’ A’ o-Loo- o-tío-o-so O’ o-’ (resíu. real atiahítio:ot)(to- <Dr joíuo- o-lo- iobo-=uutifio-;anso-o-
oto-o-ti tito suuho-gnuo-juo-u oioo-l gruí ~uo-uole tlifcatuítmrfl sumíaso-Le X).Si joarso toto-lo oj y< o-- -‘ust: ci .--‘o’ so-o-

Lito-mío’ o-lt( o-;. sr ) fi so:. o’uíI,o-u¡íoto-=slo-o a,o-;o-tióuí so-o- olinto- ojíta o-o-s ji juno-o-.
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Fi-mu la que sigue T denatala nircomnferenniaunidad {» (E o-O ¡si xv 14, y ‘/o-o-o- demuota
eh mí--to-uro { (so-. %o-) ci Co-1 [s¡ ¡ xv 1,) xv 1 n4 T~ se co-uiusi dera cao sim estrunttíra.

natural de gro-tpo. Paran Y> 2 podernosobteneruna versión diferencialgeneralizada
del ncsíultaolode Klee ab que nos referinuosamitescaumio coralariodel siguientetearemuma.

Teorema6.8 SeaA’ uo-o- espaciodc Bao-tan/u de la faro-mo-a A’ = Y se 7, domo-de7 es uto
espaciode Sanan/uinfinito dimensionalque adnuihe timo-a cshm”’toc¿ura eco-to-pleja y es (i-u’

difo-;o-utoo-o-io-fo-i (t’esjs. reo-ii amo-alo-o-hico olifeao-o-uorfo-u) o-u Y \ 40). Lo-o-haro-cas ascio-ste usono-í otocco-amo-

¡¿furo-; o-lo- o-los cío-so--se(lo-> (res¡u. real o-utta/íhina) o-le ‘7’ so-o-tire el espo-ocio-u A’.

Deo-o-o-as¿ro-icio$o-o-. 2 tuesto-uo-jote 7< xv Y se 7, ¿yo- 7 y 7 \ 404 sao-u Co-> ( mesju. ucal ‘amialftieo-u)
o-] ibeo-umuianfoso- es o-tío-vio-u que tamhuio-5o-u ho-u son A’ y A’ \ Y. Elijauo-í os timo difeouuíouniisuuío-u
fusA —--o- A’ \ Y. (lo-o-muto> Y tiene itria esUnuchira couuu

1uleja, ha anotiórí natural y

1 se (Y se 7) ——--o- Y se Y dadapar

p~ (y,:)) xv (y, sz)

esto-i hico d efimuitía. Es claro-u o-juue juana toití a » ci ‘7’, s ~ 1, oo-l rou’tíj tirito-u o-he jo-it uit tus fijas
o-le. ‘u’ o----o-y( s, su’) osos jurenisamuuo-=íuto->Y. EnLamino-o-so- hasta.olefunir olu(.s, so-:) xv 1< (o-p(.s, lr(sot ))
jo-ana tao-ho-u » E </o- o-o- si~ (E A’.

Corolario 6.9 o-So-osos 2< ‘tío-u espo-ieío-ude Bao-o-o-o-oslo- o-le /o-so forro-o-o-so A’ xv Y se Yo- do-uro-do-; Y co---o ‘tío-o-

o- spo-s.eio-i o-/e Bojo-o-oso--/ose¡o-ao-’o-u.lile do-- -o-/io-o-o-co-u»io-io-o-ito-Jito-iJia que es o-so-so-o-o-amfo a su o:’tío-ío-io-’o-oo-íos.
Eo-uho-so-moto->o-¡ua¿o-so ¿adaco-o-ho-so---o-u u Y> ‘2 o-;su’is¡o-; ‘tío-o- o-/ifo-;o-ítoo-ao-jlso-no meo-sol o-somua/o-’hio:o-u 1 .--‘o’ -----------s--‘o

de ¡uem”bo-uo-bo-o- ~u’tuo-’o-so-o- ho-o-! qísoe f mo-o-u tino-o-e mo-iro-o-juio-o- puro-ha fijo-o-.

De’o-o-o-o-u»¿ ‘ro-soo-tio-$n. (jo-o-tuio-u Y es seji o-oro-o-libe., 7 Lico-oto- tutía ¡u orutía. tutu como-ululeLa no-o-o-ti o-tui aif t iota.
y es roo-o-oh o-ouuabítioto-oto-uauiteobifto-tumuuo-orfru o-o- Y \ 404 (jvo---o-r [3o-5] o- juu’ou¡unusiotióuu 4.1). h’cin tutu--o-u.
juanto-’. Y aol uuo-ito-o- uuuía estt’uit;titna n:o-uuuíjo-ho-o-ja., juoum’ojmíoo- Y Y se 7. Euutato-otoo-s, jo-tun oo-i

tao-ono-o-umía 6 .8’,,u’ o--—o- o-bu (esoro-/o-o-o-su’)o-=s tíO att Lo-o-o-ii feo-ututor fis mii a o-le A’ o-lo’ rl aso-o- real a--iial
quío-’ o-o-s juto-nioSo-lio-’o-o- o-lo-’ ío-eníaobou juuírou mo- y mo-o-u tieuíe juituotas fijo-us.

liste u’uitiuoíos restuitatbojo-tío-o-o-lo-’ uuíno-jruno-o-u’soo- o-he ho-o bo-unumía,sigo-no-o-tite.

Vilo-core o-o-o-a 6. 10 So-tosA’ o-oto- o-si-tío-o-o‘¿o-u o-sto-sito-os bus o-/o---! co-uo-’o-obo-umio-u 6.1/. LIto ¿o-sío-o-’o-;s o- ¡uo-í--m’oí o-toso-/o-u
--o-o- ci N . o-; s:is--he--o-o---o-uo-so oo-n’o-:iojo u íiIo-’o’c’t’c o-it o-u.u o-o-u/’ítitto-o-. o-lo o-leí o-o-—tau--o-u ‘lo-o-o -so-o-biosA’

Do-;o-o-o-tusho-’o-zcioimo-. Par si mii jo-tic i ob aol o=sc ni b i ro-o-tío-as ha jo rmí elia jo- o-ora oo-b co-osos o-o- xv ‘2. lii lento-un
so-’ oia.ro-S. o-:o-uo=uíto-u imumo-íeo-liaLsuuo-íento-’ o-loo- ojo-to> o-o-b muo-isío-íou angutuiiemttoo-, co-uit umoao-Iifio:o-oo-;iouuío-’s
robo-visos, es vo-’oiio-iou o-o-tu el o-taso-u gemucral. ( loo-uit> el o-cs;uo-ocia 7 o-=ssejiarsulubo’ jo-o-uo-lo-’tuious to-í¡íía.n

tutía síuro’siolu¡o- o-he fuumunio-íuío-oies liutealas co-untliutios sejuarauute(z,~) G 7* ta] o-juno- [Istj![ xv

o-soro-o lo-tojo-u o-u. i)o=fio-íaíuíosa’ Y se Y --------o-~ rn) jo-o-ir

w(o-o. ‘a) xv (~ j~(]z~(’to)¡2 + ]4(o-o-)[’í)) /2

‘o=

obruuuoho-’ (‘tu, a) (E Y se Y. lis ría--ro-u o-1mío= a’ es o-muía tío-o-rio-no íuneluiblo-ertiamuaen Y se Y

oj ite os ro-u muí jo- at ib> le ro-un ha. o-o-st ruin tuina utotí it íuhaja mí a;t tunal o-jano- i no-litre att Y ha i sto-mío-o-ir fía
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emutro 7 ‘o- ~ se 7 (ha fónmiuula a’( ‘tu + ¿it) w( ti it) o-balinc tutía. mo-o-o-nimia cuí 7 cuauio-bo>
so lo o oit stoí cro-o ro-o-uuuou it mí esjo-acioo- ortímíu loo-jo-u) 1 lqa tuios o-olio-uro-o tuti i so-u ¡uit>nf smuío-u limito-ah

1 / Y se Y, ohcfiuusomuuosututa tío-intuía juteftuhlut ti iauua ¿u Y —o- [O,cxi) por ¿‘(sc) xv

a’( / ( ) ) ‘u ro-uo-tsio-laro-=ro-o-oussíu ¿‘--ocsfcrsi.o-o-ti --‘o’ 5 4 (E Y g(z) — 14 ¡‘o estenomo-texto-u,
seguutí[~6] oo-xistoo- tui o-hifeoo-uiitunfisiiio-u u--o-o-ah aíí,obíturo-o o-lo-o- Y so-u—ro-’ 5 se IR. I.rtibizauitbo-o tina

voz tío os oh hierbo> o-le ojoin> Y es obibeomuiarbo->o-o 7 se Y o- ‘o -o-:lanouo-1uue oo-xisto-o- íímí o-lifeouíionfisio-ttu
ro-o-ah auto-tULio-o-o- omitía Y ‘u IR’

2 se 5 y 5 loor mo-o-o’oliou o-lo-o-h iso-u¡o-uounfisuíío-u L 7 --——o -Yse 7
jo-oíoio=íuío’tsjo-lo- tít ¡fío-am lo-o o=sbo=no-o.5o-o-o-tu í’í o ‘--bo-o-í’su 5’ xv <‘tu + i’t’t [4--mu,uo-) xv 14 o-ltd esjuao’ioo

o-’o-uutuíobo-’jto 7 E otoito- se sotivirtito a¡ut o- s 1 o tio-un¡iusu. sso-o-ssim’tietu’io-’so o-’Ouiijuho-o-j’<o-. o=stío-o-o-timo-

1o-am’o-o- Lo-unjo-o- títuutio no-u o- o-uutijubo-o-jo-u o-s o o-itt ] s[ lo-y íusoro-í..to-uo-hoo- sc xv ‘tu --)- -¿‘o-o-ci ‘5’. ci juu’ouobuo’trt
.ssr juo=rLo-o-uoo--->o-e a 5 1 o-o-uío-o-uu¡nuso-o-tít ou¡uroo-s1 siguuio=o-ot.oo-o-uo-;o:io-Smm hilo-no-’ roo-aiauiahftir’<o ¡u atuu no-oh

o-leí Lo-treo ‘¡‘2 so-o-buit Y se IRÁ se .5’ se ‘,

(go- (¡¡o-u’.) zu , --~so1) ~‘‘ (1/o- o-so-o- (st Zu s--2ts--2) ). —

o-bo-o-tioio’ 0/ xv (so-o-sso)ci ‘lo-so y ci Y”. a: ci IR
2, y (<o- o-<=>(E 5 o-so-So-. So-o -siguo-o-o-loo- lo-o o-iisoímíisio-;ioSut

<o-ruto-o-rio-o-u’ o-jite 1< se iRlo-2 se o-s’ se o-5 o-=snno-o-ib soit’abíl,io-tou o-hibo=ou¡uíourbooo-o- Y” Y 7 xv ‘o’. listo-u o-:o-o-uut:huto-to-to- e.

ha ob to-ití o-o-st ro-o-o-tío-o-ti.

httuuto-hi’o-’uuunus fluí ab o-to-i.juítuubo-o oto-tui o-u ita. uoiuso-o-ro’o-u.o-’io-Sio suoluto> <=1l.eo-uro-o-íuío-o o-ho’ Hat’suuh—--Uhaiuí

cii o-hiuío-o-o-uísioS¡u iuufi muto-o. lis báo-;ii ver opto’ lo-o. siguuio-’mot.o’ v’ersuo-o-it ¡iii nito-o- o-biuo-io->itsio-uuio-oi

o-leí teoot’o-=ío-ta.o-lo-’ h3o-o-rsutk- -[Ibauo-iso-o-, ojeo-hito--o’ iii mout’ohio-í.i.o-í.¡iuo-=tuto’ ojo-o- ha. Vo>rsiOoO nlasio-;o-o fi nito->
o-hiumíoo-mísio-u¡ía]o -lo-soro-u,lo-o-tío-> o-o- ci lo-o-lo -y ¡o-o-tío-o Lo-ido-u, o-tulio-o-sootiómí f --.5’ ----~ 1Ro-o- o-ho-o- utíta o-o-s’bo-=rsí.
uíííio-lo-í.o-l o-S tito- tutu t=sluo-o-otioiuio-ui’tiia,tho-o o-lo’ o-hittto>uosio-SIO i¡ífiííií,o-o- ‘o’. to-xisto-’ iii so-t E o-5’ jo-oh ojuuo’

o-f( ----so-:) xv [(st;). 1 so-o-ii [(hijo -l>nouiubo-’¡uo-1 (¡2’. joí’o’isohio-utlou su o-o-sl.ou jo-tito-o-lo-’ o’xt.o->ito-bo-o-i’st’ jo-so-uso.
o-uho-l,o’íío’u’ f(’J’.ut ) xv [(u’) jusu.no-i;ohguítí su; o-” <‘o-. o-ho-uuoo-bo-o- ‘1’ o-o-s tito-u ajuhioto-to-tióuí o-jo-> .5’ oo-uo sf

ítuisutía (y --‘o’ to-s otto asjuao’ioo o-ho’ llil[uo’nt. ). i ti tío o- ouuíío=tol.o-tt’io-uojo-uto- sigiuto- o-=i o>uoíiuuo-:isotbo-u

o-le] íurouluboo-mo-ua 1 65’ att job]. Nito-o’ o-to-umutoo-stoS a o- si o jo-ro-o-gíí¡íto-o mio’gsoíivsoituo’til.e ah to-vho-ihuin

¡¡u o-xiui.o-uo-bii’o=o-uitooui’hisutoo-’,‘lo -o-lo-’o-b’ x--’ o-tilo-o o-ojtlit o-to- o-o-it o-huboo-roo-uto-tio-u.lulo-o-f s 5’ --------o-IR Lo-o-ioo-s ojíto-’

[(‘lo-o-’)xv [(su:) tío-u so’ o-o-u tío-julo’ usuro-u. íoiiogo-’i u o- 5 \ o-’o-oíot.iííuusí.o-:io-S¡o- uioo-ustnsu.uuitus ojo-uto- sus
o-o.juhi<o-t.o-io->itt’s 1 o-- -¡ jo-o-io--o-o-hoo-¡o- siijuoo¡o-o’o-’so’ oto- -ho-oo- loto o-o- ti tuo-;thít.io-tsis

•5

Observación 6.11 So --o-u, ‘o’ ‘tomo cs¡uoocio-u o-lo Po-sooto-so o- lí » o-t poso-os--fule o/e olio-o-mcsusidio- ¿tullo-u¿‘(o-o- o-Ji
seo-so a’ ‘toso-o-u ro-o-uso-o-o-o-u o-’o-’o-u/ o-oto-o-u/o-ii lo-tos o-so-u --‘o’ Lo- o-ho-so-o-oto-ss o--o-ro-sto;o-o- o-oso- o-o-. ‘tul.o-uo/ifcou o-mo-out1f/smmo-o-u o-o-o-sí

o-uro-o-soíí¿io-’o-u de- -.5’xv 4 o-c E ‘o’ a’ (su’ ) svz 1> y suu o-o-u o-í¡síio-’o-ue ido- o- mo---o-sío-o-mu o-síu)¿oto-u [ o-S’ —o- IR ¿o-u/o ‘o-
o-po-o- -[(‘lo-su’)‘/ [( u’ ) ¡so-u o---o-u Ji oto-lo-u u ci So-

J)o-;o-muo-uo-shtoo-o-io-ito-. f>o-un [36] o- o-”’ o-=s ro-o-o-oh--o-u.uo-t.iíiio-:a o-hibo-=oo-uío-o-unfo-oo-o, ¡uit so-u Iuoo-sjuo-o-o-tio-u veo-tl.tmnio-oh

tío-> oto-uo-hituit>uusio-iuii tito> /t o-ho’ ‘o’ - -Ho-u--sto-u.o’¡ítoouuo’o-’s to-xhtibuir tus 1 No -[ ro-o-ojuuo-cnio-bos o-o-it E.

lo-u o-tito-oh oo-s trivio-ti. lito to-fo-o-o’ loo. t,oo-¡uuo=íuío-oso-o-ii h’o-í¡ío-;ioíuo-o-o.i limito-o-oh o-:o-uuo-t.iío-uoo-u su:* to-tí /ni-o -so -it¡o-

veott.o-un su--o-
0 (E l-i- o-u.h o-jo-it’ stVÁ sto-o) # O, >o- so-o-o-o. ‘1’ lo-o- Li’a,sio-t.otioSui ‘/o-so: sss su; soto lis o:io-ou’o-u o-jo-it’

o-s’o-(’/so-:) s u:”) su’) ¡o-o-o so’ o-tui ¡¡u jo-lo-’ ostro-o mo-ito-guíto su;.
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