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Introduccion

El objeto de esta memoria es determinar la estructura de las formas gauge
invariantes en el fibrado de conexiones de un fibrado principal arbitrario.
En este sentido puede considerarse que el resultado bdsico alcanzado es el
Teorema 4.3.1.

Sea m : P — M un fibrado principal cuyo grupo de estructura es un
grupo de Lie arbitrario G y p : C(FP) — M su fibrado de conexiones. Cada
automorfismo ¢ : P — P induce una transformacion diferenciable ®- :
C{P) — C(P). En particular, ello se aplica a las transformaciones gauge, que
son los automorfismos verticales de P. Si @, es el grupo uniparamétrico de un
campo G-invariante X € X{P), entonces (®;)¢ es el grupo uniparamétrico
de un campo X¢ en C(P). Una forma diferencial £, definida en C'(P) se dice
que es gauge invariante si verifica ($)*€ = £ para toda transformacién gauge
® € GauP. Si Gy M son conexos (hipétesis que supondremos en lo sucesivo],
entonces la condicién de invariancia equivale a la siguiente: Ly § = 0, para
todo campo G-invariante y w-vertical X definido sobre el fibrado principal
considerado.

Andlogamente, una forma £ definida en el fibrado de conexiones se dice
que es invariante frente al grupo de todos los automorfismos de P si verifica
(®@c)"€ = & para todo & € AutP, lo cual equivale a decir Lx.£ = 0. para
todo campo G-invariante (ahora no necesariamente m-vertical) X € X(F).
La estructura de las formas aut P-invariantes se obtiene como consecuencia
de las gauge invariantes y su expresién matemdtica es parecida, pero desde
el punto de vista del Cdlculo de Variaciones su naturaleza es muy distinta:
las formas gauge invariantes producen problemas variacionales no triviales
(véanse §5.2.3 §5.4.4) sobre J'(C{P)), mientras que las funcionales induci-
das por las formas autP-invariantes {cuando M es compacta y orientable)
son constantes y, por tanto, los problemas variacionales que producen son
triviales. De hecho, se prueba que las formas aut P-invariantes vienen induci-



das por polinomios de Well y, en este sentido, se corresponden con las clases
caracteristicas del fibrado.

De modo mds preciso, se tiene una identificacién natural (J!'P)/G =
C(P) que produce un G-fibrado principal q : J'P — C(P). En este fibrado
existe una conexién candnica & que es la definida por la estructura de contacto
del fibrado de jets ({Garl|}.Aplicando la teoria del homomorfismo de Weil
{KN) a dicha conexidn se tiene que para cada polinomio de Weil f del algebra
de Lie g del grupo (7, la forma diferencial f(,), siendo Q. la forma de
curvatura de x, proyecta a C(P). Tales formas reciben el nombre de formas
caracteristicas del fibrado v, en el caso G = U/{n), son las formas de Chern
universales; esto es, si op ¢ M — C{P) es la seccién inducida por una
conexién I' de P, entonces o} f(£,) es la forma de Chern construida con la
conexion I' y el polinomio f. Como C(P) es un fibrado afin sobre ). se
tiene un isomorfismo candnico en cohomologia H*(C{P);R) = H*(M:R). de
modo que las formas caracteristicas f(Q.), que estén definidas en el fibrado
de conexiones, inducen de modo natural las clases caracteristicas del fibrado
sin necesidad de usar ninguna conexién particular. Pues bien, se demuestra
que tales formas son aut P-invariantes y, lo que es més importante, que todas
las formas aut P-invariantes son formas caracteristicas {véase Teorema 4.4.1).

Las clases caracteristicas han sido usadas en teorfas gauge desde sus ini-
cios. Realmente, para G = SU(2) los instantones tienen asociada su carga
topolégica que es un niumero de Chern, el extremo absoluto del funcional de
Yang-Mills también es el nimero de Chern, la accién de Chern—Simons estd
dada por una clase secundana de las conexiones planas, para el grupo unita-
rio (7 = U(n), la teorfa del indice de operadores elipticos se sirve a menudo de
las propiedades de las clases caracteristicas {véase [Gil]), etc., y més recien-
temente tales clases han jugado un papel muy importante en las aplicaciones
de las teorfas gauge a la topologfa de las variedades de dimensién 4 {véase por
ejemmplo [Don]). El Teorema 4.4.1 de esta memoria muestra que. de hecho.
existe una eqguivalencia entre la nocién de forma diferencial caracteristica de
un fibrado principal v la nocidn de forma diferencial definida en su fibrado de
conexiones. invariante frente al grupo de todos sus automorfismos, siempre
y cuando se trabaje en el espacio adecuado. que no es la variedad base ni
el fibrado principal sino su fibrado de conexiones. As{ pues, una vez més en
teorfas gauge, una nocién “fisica” se corresponde de modo natural con una
nocién “matemética’”.

Realmente, los inicios de la relacién entre curvatura, formas caracteristi-
cas v teorfas gauge deben buscarse en el famoso articulo de Utiyama {Uti].
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publicado hace més de cuarenta anos, en el que el autor caracterizaba las
lagrangianas gauge invariantes como aquéllas que factorizaban a través del
morfismo curvatura. Fue precisamente la formulacién geométrica de este
resultado (véanse [Ble], {Gar2]) la que motivd, en un principio, el plan de in-
vestigacién que se ha seguido (y que fue usado en [HM1], [HM2] para el caso
particular del grupo U(1)). En efecto, entendida la geometria que subyace
al teorema de Utlyama parecia razonable formularse, con toda su generali-
dad, cudl era la estructura del digebra de formas gauge. En otras palabras,
se trata de clasificar las formas invariantes de grado arbitrario sin ningu-
na condicién de horizotalidad (recuérdes que una densidad lagrangiana es
una n-forma horizontal}, pero definidas en el jet de orden cero del fibrado
de conexiones; es decir, independientes de cualquier estructura dindmica v
dependientes 1inicamente de la geometria del fibrado.

Pasemos ahora a resumir los contenidos de la memoria.

Fn el Capitulo 1 se establecen las principales propiedades del grupo de
antomorfismos de un fibrado principal y del subgrupo gauge del mismo que
serdn necesarias en lo sucesivo y se introducen los principales fibrados asocia-
dos que aparecen en la teorfa: los fibrados adjuntos. En definitiva se resume
la. geometria de los fibrados principales que se utiliza en teorias gauge.

En el Capitulo 2 se construye con cierto detalle el fibrado de conexiones,
que es el objeto bdsico de la memoria, ya que en él estdn definidas las diversas
clases de formas diferenciales estudiadas. Conviene observar que el fibrado de
conexiones no solo es importante en teorias gauge sino que aparece también de
modo natural en otros contextos; por ejemplo, véanse [CD], [CRS|, [Key]. El
capitulo desarrolla la geometria diferencial del propio fibrado de conexiones,
lo cual es novedoso ya que, de ordinario, o bien se trabaja con una conexidn
fija o bien con el espacio funcional de todas las conextones (véase, por ejemplo,
[MV]), pero no con el fibrado de conexiones como “espacio universal” de la
teorfa. En este sentido, conviene destacar que C{P) posee una estructura
simpléctica generalizada, definida en [Gar2] que nosotros caracterizamos de
forma intrinseca en el Teorema 2.8.3.

I'n el Capitulo 3 se estudia la invariancia gauge v la invariancia frente
al grupo de todos los automorfismos de F en el fibrado de 1-jets. Desde el
punto de vista técnico este capitulo es el fundamental del trabajo. La idea
es “levantar” el problema de invariancia —definido inicialmente en C(P)—
a J'P mediante la identificacidon (J!P)/G = C(P), estudiar alli y resolver
el problema asi planteado y, luego, proyectar el resultado de nuevo ai fibrado



de conexiones. La invariancia en J'P, si bien no es fisicamente relevante, si
lo es desde el punto de vista de la Geometria, pues, como la investicacién
ha revelado, existe una intima relacién entre invariancia gauge en J'P y su
estructura de contacto. Véanse los Teoremas 3.3.3, 3.4.2, que establecen los
principales resultados del capitulo.

En el Capitulo 4 se alcanzan los objetivos fundamentales de esta memoria:
se determina la estructura de las formas gauge invariantes {Teorema 4.3.1)
v la estructura de las formas autP-invariantes {Teorema 4.4.1) y se ilustra
el contenido de tales teoremas en los ejemplos cldsicos de las teorias gauge:
esto es, para los grupes U(1), SU(2) y U(2).

El Capitulo 5 resuelve el problema de equivalencia para las lagrangianas
gauge mvariantes definidas en J'(C'(P)). Este capitulo es nuestra aportacién
al Célculo de Variaciones en teorias gauge. Bésicamente, en él se demues-
tran tres resultados: (i) Se caracterizan las densidades lagrangianas autf-
invariantes por medio de los polinomios de Weil, que es el andlogo al Teorema
de Utiyama para la invariancia respecto del dlgebra de todos los automorfis-
mos infinitesimales {véase Teorema 5.3.7), (i1) se caraterizan las lagrangianas
gauge Invariantes y variacionalmente triviales (entre las que se encuentran
las definidas por las formas autP-invariantes del Capitulo 4) mediante la
geometria del fibrado {véase Teorema 5.4.1) y (iii) se demuestra que tales
densidades son las generadas por formas diferenciales cerradas de la base y
polinomios de Weil. Para un enunciado preciso véase el Teorema 5.4.3.

En esta memoria, salvo mencidn explicita de lo contrario. la palabra di-
ferenciable significara C° y se seguird el convenio de sumacién de indices
repetidos de Einsteln.

Clasificacion

Primaria: 33C05
Secundaria: 53C07, 38E30, 58D19, 58A20, 22E65, 17TB65, 17B66.



Capitulo 1

Automorfismos de un fibrado
principal

1.1 La estructura de fibrado principal

Definicién 1.1.1 Un fibrado principal es el par formado por una submersién
suprayectiva de variedades diferenciables m : P — M y una accién por la
derecha de un grupo de Lie (¢ sobre P que verifica las siguientes propiedades:

(i) La accién de (G es libre; i.e., la relacién u-g = u, u € P,g € &, implica
g=e.

(ii) Las fibras de 7 coinciden con las érbitas de G; esto es,

rl (z)=u G. Yuen!(z) Vo M.

Un morfismo de fibrados principales # : P — M, n' . P — M’ de grupos
G, es una aplicacién diferenciable ® : P — P’ y un homomorfismo de
grupos de Lie v : G — ' tales que:

®{u-g) =) v{g), Yue PV¥ged.

Proposicién 1.1.2 Dado un morfismo de fibrados principales & : P — FP',
existe una dnica aplicacion diferenciable o . M — M’ que hace conmutativo
el siquiente diagrama:

®

p = p
Tl L
M 2 M

|



8 CAPITULO 1. AUTOMORFISMOS DE UN FIBRADO PRINCIPAL

DEMOSTRACION. Como T es epiyectiva, sl ¢ existe, es iinica. Para probar la
existencia de o, bastard probar que sl u,v € P son dos puntos de la fibra de
x € M, se tiene: ' (O (u)) =" (®{v)). En efecto, como u y v pertenecen a
la misma fibra, en virtud de la condicién (ii) de la definicién anterior, existe
g € G tal que v = u - g, de donde

T @ (v)) = 7 (P (u-g)) = (P(u) - v(g)) = (P (u)).

La continuidad y diferenciabilidad de ¢ se deducen e la propiedad caracteris-

tica de las submersiones epiyectivas, segin la cual una aplicacién ¢ : M — M’

es continua {resp. diferenciabie) si v sélo si la composicién @ o 7 lo es.
c.q.d.

Definicién 1.1.3 Consideremos los siguientes casos particulares:

e 51 G =G y v = Idg, entonces se dice que ® es un morfismo de G-
fibrados principales. A partir de ahora en esta memoria, salvo mencién
explicita de lo contrario, todos morfismos que se consideren serdn de
G-fibrados principales.

e En el caso P = F'. s1 un morfismo de G-fibrados principales es un
difeornorfismo, diremos que se trata de un automorfisme del fibrado
7w P — M. El conjunto de autornorfismos de un fibrado principal 7 :
P — M tiene la estructura de grupo bajo la composicién de funciones
y se le denota por AutP.

e Los ® € AutP que proyectan sobre la identidad en M (es decir. p =
Idwy), se llaman automorfismos verticales o transformaciones gauge. El
conjunto de transformaciones gauge es un subgrupo de AutF que se
denota por GauF.

—_

Observacién 1.1.1 Asignando a cada & € AutFP el difeomorfismo ¢ €
Dif M que induce en la variedad base {véase Proposicién 1.1.2), se tiene una
sucesion exacta de grupos

1 — GauP — AutP — Dif M.

Ello prueba que el grupo gauge es un subgrupo normal del grupo de todos
los automorfismos.



1.1. LA ESTRUCTURA DE FIBRADO PRINCIPAL 9

1.1.1 Fibrado imagen inversa

Proposicién 1.1.4 Sea p: M — M’ una aplicacion diferenciable. Dado un
fibrado principal @ - P — M’ de grupo &', el subconjunto

o'P = {(zu) € Mx P ) p(o) == ()

es una subvariedad de M x P’ y la proyeccion sobre el primer factor pry :
o P — M, junto con la operacion de G' sobre @* P’ definida por: (z.u')-g' =
(z, v - g"), dotan a w* P de estructura de (' -fibrado principal sobre M, que
recibe el nombre de fibrado imagen inversa. Ademds la proyeccion sobre el
segundo factor pry : @* P — P es un morfismo de ('-fibrados principales tal
que {a aplicacion inducida en las bases es .

DEMOSTRACION. Usaremos el conocido resultado (véase e.g., [GG, 11.4.4})
segtin el cual dada una aplicacién diferenciable f : X — Y entre variedades v
una subvariedad W de Y, si se verifica que f es transversal a W (es decir, si
Vo € X, Ty = dfo(ToX) + TrmyW), tenemos que f~1(W) es subvariedad
de X.

Tomemos en nuestro caso X = M x P, Y =M x M, f=pxn'y
W =A"= {(z/z'){z' € M'}. Comprobemos que se cumple la condicién de
transversalidad. En efecto,

A{p % ) gy (Twwy (M x P)) = do, (T.M)@dr, (TyP')

w

= do, (TyM)e T, M
donde hemos utilizado que 7 es submersién en la 1ltima igualdad. Asi,

d (&,D x 7TJ) ) (T(w'u:) (11’[ X Pr)) + T(:J:’,a:’)a’ =

(difam (Tm,/V[) 2 TE’MI) + T‘(:cf,:::’)tﬁ.r

(@, u

que es igual al espacio total Tiz . (M’ x M'). Efectivamente, si
(XYY eTeM & T M =Ty (M x M"Y,
podemos escribir

(X.¥Y)=(0,Y = X')+ (X, X")



10 CAPITULO 1. AUTOMORFISMOS DE UN FIBRADO PRINCIPAL

y queda comprobada la ignaldad.
Una vez tenemos la transversalidad, podernos afirmar que

(pxm) (&) = P

es una subvariedad de M x F'.

Dermostremos ahora que pry : ¢*P — M es un (¢'-fibrado principal con
la accién indicada en el enunciado.

Primero, pr, es suprayectiva. En efecto, si z € M, tomo un «' € P tal
que 7' (u') = ¢ (z). tenemos entonces que pr; (z,u') = .

La proyeccién es una submersién. Sean (o, 1) € ¢* P cualquiera y xj =
¢ (T9). Como 7' es submersidn existe seccién local alrededor de zj, es decir,
existen un entorno /' de xy y una aplicacién diferenciable s : 7' — P’ tal que
m'os = Idyr v s (o) = up. Seanahorall = ¢ {7y s: U — o' P C Mx P
definida por s{z) = (. s' (@ (x))}. Se verifica facilmente que s es una seccién
de pr; en torno al punto x4 con s (o) = (xp, 1g). Por la caracterizacién de las
submersiones por la existencia de secciones locales en todo punto, tenemos
finalmente lo que querifamos.

Para concluir, sélo nos resta comprobar que ia accion de G’ verifica las
condiciones (i) v (11} de la definicién de fibrado principal.

La accion es libre pues si {z,1') - g’ = {x,u) tendremos que (z,u' - g’}
{z,u') y por tanto que ¥/’ - g’ = u'. Pero esto iltimos sélo es posible si ¢’ = e

-

pues la accién en ' si es libre.
Las d4rbitas coinciden con las fibras. En efecto

pri (2) = {{z.u)| 7 (W) =p (@)} ={(z.v/ g} g €C}=(z.v) C
v e 7 '(2).Vre M.

Que la aplicacién inducida en las bases por pry es la propia 2. es final-
mente trivial.
c.q.d.

Ejemplo 1.1.5 Consideremos ¢ : 7 — M’ la inclusién de un abierto [ en
M’ variedad base del (G’-fibrado principal 7' : P/ — M’. En este caso. a la
construccién de la proposicién anterior i* P’ se la denomina restriccion de P!
al abierto U7,
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1.1.2 Trivialidad local

Definicién 1.1.6 Se llama fibrado trivial de base M y grupo (G al fibrado
principal formado por la proyeccién pry : M X G — M, y a la accién (z,g) -
g = (x,g-9"%),Vre M.Vg,¢ €G.

Un fibrado principal m : P — M se dice que es frivializable, si existe
un isomorfismo de G-fibrados principales sobre M con el fibrado trivial. Es
decir, existe un difeomorfismo ¢ : P — M x (G tal que :

pryo® =m v Plu-g)=P(u) g, YucPVged.

Teorema 1.1.7 St un fibrado principal @ : P — M admite una seccion
global (esto es, existe s - M — P diferenciable tal que mos = Idy; ), entonces
se verifica que es trivializable.

DEMOSTRACION. Nuestro fin es encontrar un isormorfismo con el fibrado tri-
vial. Comnsidero la aplicacién ¥ : M < (G — P definida por

¥(z,g9) = s(z)- g,

que verifica trivialmente que ¥({x,g9) ¢') = ¥(z,g) - ¢'. La diferenciabilidad
de ¥ se deduce de la diferenciabilidad de la seccién s y de la accién de G en
P. A su vez, al ser dicha accién libre y tener como drbitas las fibras de «, se
puede ver facilmente que es biyectiva. Para concluir que ¥ es un isomorfismo
de G-fibrados principales sobre M sélo nos resta ver que es un difeornorfismo.

Como la aplicacién & es una submersién, dado cualquier u € P,z = 7w {u),
se verifica que dim T, P = dim T, M +dim#~! (z) . Pero, 77! (z) = G por la
naturaleza libre de la accién, por tanto podemos concluir que

dim P’ = dim M + dim G.

Asi, para ver que U es difeomorfismo, como ests definida entre variedades
diferenciables de igual dimensién, es suficiente comprobar que es una sub-
mersion en cada punto {zg.go) € M x & . Se comprueba ficilmente que
dado cualquier ¢ € &, se verifica que ¥ = R -1 o ¥ o R, donde, haciendo
un abuso de notacién, hemos llamado R, al difeomorfistno multiplicar por o
a la derecha tanto en M x (G como en P. En particular si considero o = gy
y tomo diferenciales tengo d¥(z, 0) = d(Hgy)sze) © AV (zg,e) © d(Rgal)(mD!gO) v
as{ dW(pg,g,) S€Td suprayectiva si y sélo si le es dW(,, .. Ahora bien, con la
identificacién candnica Ty M x G =T, M & T.G se tiene

AW (go,0) (X1, Xa) = d{T) (X1) + d(T7)o(Xa),
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donde ¥%0(g) = ¥(zg,g) y ¥°(a) = ¥(z,e) = s(x) son las funciones parciales.
Pero por ser w submersidn, se tiene la signiente sucesién exacta

0 = Tyao)(s(20) - G) = Tugy P > Loy M — 0

la cual se escinde via dsg,. Es decir, todo vector X & Ty(zo)F se puede escribir
como la suma

X =dsz,(Xy) +d(U7)(Xs) paraciertos Xy € Ty, M. X, € T.G

donde se utiliza que Ty (s(zo) - G) = d(¥™),(T,G). Con esto se concluye
la demostracién.
c.q.d.

Corolario 1.1.8 Todo fibrado principal w : P — M es localmente trivial.
es decir, para cada x € M emste un entorno abierto U tal que w (U} es
trevializable.

DEMOSTRACION: Como la proyeccién 7 es submersién suprayectiva. para
cada ¢ € M existe un entorno I/ dominio de una seccién diferenciable s :
U — 7 YU) € P que hace que la restriccién de P a U sea, en virtud del
iltimo teorema. trivializable.

c.q.d.

Observacién 1.1.2 Usualmente se incluye la trivialidad local en la defini-
cién de fibrado principal (ver por ejemplo [Ble, Definition 1.1.1]. [KN. L3],
{Kos, Chapter 2, Definition 1]}. Como vemos, exigir que 7 sea submersién vy
que la accidn sea libre, es suficiente para construir un fibrado principal. Una
demostracion sobre la trivialidad local de los fibrados principales distinta a la
del Teorema 1.1.7 v el Corolario 1.1.8 se puede encontrar en [Sha. Appendix

B,

1.1.3 Representacién local de automorfismos

Sea @ : M x G —— M x (G un automorfismo del fibrado principal trivial
T M x G — M yvseaw: M — M su proyeccion a la base, es decir. el
difeomorfismo de A asociado a @ definidoe en la Proposicién 1.1.2. Tormemos
ahora un punto (z.9) € M x (7 cualquiera y calculemos sn imagen

O(z.9) = 2((x, 1) g) = B(z,1) - g = (¢(z),¢(x)) - g = (p(z), blz) - g).
(1.1)
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en donde hemos definido la aplicacidn diferenciable ¢ : M — (G como
¢ (x) =pry (d (z,1)). Cada automorfismo ® determina entonces un par de
aplicaciones diferenciables ¢ y ¢ que verifican la expresién {1.1). El recipro-
co es también cierto, es decir, si tenemos un difeomorfismo ¢ : M — M y
una aplicacién diferenciable ¢ : M — (& cualesquiera, podemos construir un
autmorfismo @ : M x G — M x G con &(z,g) = (¢(z),¢(z) - g). Tenemos
entonces ¢l siguiente resultado:

Proposicién 1.1.9 El conjunio de automorfismos de G-fibrados principales
del fibrado trivial M x G estd en biyeccion con el conjunto Dif M x C* (M, G).
Tgualmente, el subgrupo de las transformaciones gauge, es decir, los automor-
fismos para los cuales o = Idy, estd en biyeccion con C° (M, G} .

El caso en el que tengamos un fibrado principal m : P — M no trivial,
en virtud de la trivialidad local (¢f. Corolario 1.1.8), para cualquier u € P,
existe un entorno U € M de m(u) tal que 7"1{I7) =~ U x G, y asi, podemos
representar Jocalmente el grupo de transformaciones gauge como C> {{7, GG},

es decir, GauP|y ~ C* (U.G).
1.2 Campos G-invariantes
Definicién 1.2.1 Dado un difeomorfismo de variedades ¢ : M — M’ para
cada campo vectorial X € X(M) se designa por ¢ + X el campo vectorial de
M’ definido por

(99 : ‘X)mf =, (X(p—l(_rr)) s vz’ e M.

De este modo se tiene nn isomorfismo de dlgebras de Lie X(M} — X(M'),
X +— - X. Esto es,

o o (AX +uY)=AMe X)+ple YL, VA ue R VXY € X(AM).
o 0 (X, V]=[p X.p- Y] VX, Y € X(M).

St M" — M" es otro difeomorfismo, se tiene (o) - X = (v (o X)).
En particular, Dif M actiia sobre X{M).
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Definicién 1.2.2 Dado un fibrado principal 7 : P — M de grupo estructu-
ral (7, se dice que un campo vectorial X € X(P) es G-invariante si

R, X=X, Vvged.
Al conjunto de vectores G-invariantes se le denota por autf.

Si @, es el flujo de un campo X, entonces X es (-invariante si v solamente
sl

b0k, = Ryod, VtER Vg €G,

es decir, si ®, € AutP, vt € R. BEsta es la razdén por la que los campos G-
invariantes son llamados también automorfismos infinitesimales del fibrado
principal; de hecho, se les puede ver como el “dlgebra de Lie” del grupo AutP
([GS, §35, p.278], [MV]), lo que da sentido a que sean denotados por autP.

Una propiedad esencial de los campos G-invariantes {basada en la iden-
tidad mo i, = 7, Yg € (7) es que son w-proyectables ([Kos. §2.9. Proposition
5]), es decir. tiene sentido hablar de su proyeccién w, X € X(A) para todo
X € autP. De todos los automorfismo infinitesimales, se destaca un subcon-
junto en la siguiente

Definicién 1.2.3 Diremos que un campo vectorial X € X (P) es un campo
gauge, o una transformacion gauge infinitesimal, si es un campo G-invariante
que al mismo tiempo es m-vertical {esto es, 7,X = 0). Al conjunto de campos
gauge se le denota por gaulf.

Silos cagnpos G-invariantes son los generadores infinitesimales de los auto-
morfismos, en particular los campos gauge son los generadores infinitesimales
de los automorlismos verticales, es decir. de las transformaciones gauge.

Proposicién 1.2.4 Se tiene:
o autf es una subdlgebra de Lie de X (P).
e gaul’ es un ideal de auth.
DEMOSTRACION. S1 X, ¥ € autP, entonces

R, [X.Y|=|R, X.R, Y] = [XY].
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Por tanto autP es una subdlgebra. Sean ahora X € autP, Y € gaulP y
f € C*(M) arbitrarios. Se tiene

(M XY f =X YI(fem) =X (Y (form)) - Y(X(fom)).

Por una parte, Y(f e7w) = 0 al ser f o7 una funcién constante a lo largo
de las fibras de # e Y un campo vertical. Sean ahorau € n7'(z), z € M,y
g € (7, entonces

X(fom)(u) = X(f oo Ry)u) = (Re)(X(f om)(w)) = X(fom)(u-g).

La funcién X (f om) es por tanto también constante a lo largo de 7. Kntonces
V{X(fow)) =0, por lo que 7,[X, Y} =0.
c.q.d.

1.3 Campos fundamentales

Definicién 1.3.1 Al subfibrado VP = {X € TPlx, X = 0} de vectores
tangentes a la fibra de P es llamado fibrado vertical de P. Para cada u €
7~ !(x), T € M, se tiene una sucesidn exacta de espacios vectoriales,

0—-1T, (Tr"l(m)) =V,P - T, P -5 T M — 0. (1.2)

Definicién 1.3.2 Dado un elemento B € g, se define el campo fundamental
B* € X(F) como el campo que tiene el siguiente flujo:

DF (1) = Ropiem (0) == u - exp(tB).
Proposicién 1.3.3 (ref. [KN, 1.§5]) Se verifican las siguientes propiedades:
(1) Los campos B* son w-verticales.

(2) La aplicacion * . g — X(P), B = B*, es un monomorfismo de dlgebras
de Lie.

(3) (Ry).B;, =(Ad,-B);, . Yu€ P, Vg €G.

(4) Para cada v € P. la aplicacion * : g — V,P, B+ B? es un isomorfis-
mo de espacios vectoriales. De hecho, el fibrado V P es candnicamente
isomorfo al fibrado trivial P x g por la aplicacion (u, B) — B
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Los campos fundamentales surgen de forma natural de la accién de
sobre I por la derecha. En el caso particular P = M x G {fibrado trivial),
el grupo (¢ también actua por la izquiera, dando lugar a la siguiente

Definicién 1.3.4 En el fibrado trivial 7 : P = M x & — M, para cada
B & g, se define el campo B como aquél que tiene el signiente flujo:

\I].EB(T.Q) = Lexp(cB)((Eg) = (Texp(tB) g) (13)
Proposicién 1.3.5 St P = M < G, se tienen las siguientes propiedades:

(1) Los campos B son campos gauge.

(2) La aplicacion ~: g — gauP C X(P) es inyectiva y ademds antithomo-
morfismo de dlgebras de Lie, es decir,

— e

[B.B'|=~[B,B], VBB eg.

(3) Para cada v € P, la aplicacion 7, : g — V,P, B+ B, es un isomor-
fismo de espacios vectoriales

DEMOSTRACION. Evidentemente los campos B son verticales, y como su flujo
¥ P conmuta con R, para cualquier g € G, tenemos que B € GauP. Para el
apartado (2), dado un punto u = (z,¢) € P cualquiera, por la interpretacion
geométrica del corchete de Lie (por ejemplo. ver [War, Proposition 2.25-(b}]),
tenemos

.. d 5
[B,B'], = Ehzo((@i)* \pf(u))'

Pero
B [ d B [
(Y2).Byppy = ds U2, (z,exp(sB’) - exp(tB) - g)
3 3=0
d f
= - (zexp(~tB) exp(sB) exp(t5) - g)
5==0
d ]
= Sl (@ en(sAdan ) B) - 0)
a=0
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Asi,
B B, = d s (z,exp(sAd B ¢)
BBl = gl 3, , B oplAdencm
d )
= —| (z,exp(sad_gB'} g)
ds s=0
d / nonf
= 21 (exp(s[-B.BY)-g) = ~[B, Bl
S1s=0

Para el partado (3}, Viz 5P = T,G, por lo que el resultado de las propiedades
de la exponencial de un grupo de Lie. El partado {(3) implica finalmente la
inyectividad de la aplicaciéon ~: g — gaulP.

c.q.d.

1.4 AdP y adP

Definicién 1.4.1 (KN, p.54], [Ble, §3.1]) Sea 7 : P — M un fibrado prin-
cipal de grupo estructural G. Supongamos que se tiene una accién por la
izquiera (g, y) — g xy de G por difeomorfismos en una variedad F. Entonces
(i actia por la derecha en el espacio P x F' de la siguiente manera:

(w,y) g = (u-g,97" *y).
El cociente de esta accidén es un espacio fibrado sobre M
T PxYF — M,

con mp({u,y}) = w{u) (en donde {,} denota la clase de equivalencia) que se
lama fibrado asociado a P por la accion x de G sobre F.

Proposicién 1.4.2 Las secciones s de un fibrado asociado wp : Px%F — M
estdn en correspondencia biunivoca con el conjunto de aplicaciones diferen-
crables s P — F que son (F-equivariantes, es decir

{u-g) =g '~su).
DEMOSTRACION. Como M = P/Gy P x%F = (P x F)/G, las aplicaciones
de M en P x“ F se corresponden biunfvocamente con las aplicaciones de P a

Px F que son equivariantes. En particular, las seccionesde mp : PxCF — M



18 CAPITULO 1. AUTOMORFISMOS DE UN FIBRADO PRINCIPAL

se corresponderdn con aplicaciones de @ : P — F x F' que cumplan que
s{u) = (u.8(u)) para cierta § equivariante, que es precisamente lo indicado
en el enunciado.

c.q.d.

Observacién 1.4.1 Si F' es un grupo de Lie y la accidn por la izquiera de
(7 sobre F' es por automorfismos, entonces las fibras del fibrado asociado
mp 1 P x% F — M poseen estructura de grupo de Lie isomorfo a F con la
operacién

{U, y} ) {’Uﬂ,y’} = {uy ’ ij}

de modo que 7y es un fibrado en grupos de Lie.

Definicién 1.4.3 En particular si considero la accidn de G sobre si mismo
a través de la conjugacién ¢, : G — G, c,(h) = g-h-g~ !, el fibrado asociado
e P x% G — M se denota por AdP.

Por la Observacién 1.4.1, el fibrado 7 : AdP — M es un fibrado en grupos
de Lie. Como consecuencia, el conjunto I'(M, AdP) de secciones de ¢ tiene
estructura de grupo con la operacién

(s-8)(z)=s(x) §(z), YezeM (1.4)

Proposicién 1.4.4 Fl conjunto GauP de transformaciones gauge estd en
biyeccion natural con el conjunto I'(M, AdP) de secciones del fibrado AdP.
Con la estructura de grupo de T{M,K AdP) definida en (1.4) y la estructura
de grupo de GaulP como grupo de transformaciones, dicha biyeccidon es un
isomorfismo de grupos.

DEMOSTRACION. Por la Proposicidn 1.4.2) el conjunto I'{ M. AdP) se corres-
ponde biunivocamente con el de funciones equivariantes © : P — (. Dada
una ® equivariante, defino ® : P — F como

Blu) =u- Dlu). (1.5)

La equivariancia implica que ® es una transformacién gauge. Viceversa. si
tengo ® € GaulP, se define ® : P — G como la inica aplicacién que verifica
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(1.5). La equivariancia es consecuencia directa de la propiedad de morfismo
de fibrado principal. A su vez, la expresién

@oW)(u) = H(L)= b b(w) = D) )
= u- o) V) =u (D ¥)(u)

asegura que la correspondencia GauP’ = I'(M, AdP) es un morfismo de gru-
pos.

c.q.d.

Observacién 1.4.2 51 V es un 4lgebra de Lie y la accién por la izquiera
de G sobre V es por automorfismos de dlgebras de Lie, entonces las fibras
del fibrado asociado 7y : P x¢ V — M poseen estructura de 4dlgebra de Lie
somorfa a V' con el corchete

{u. B} {u, B'}] = {u,[B, B']}, (1.6)
de modo que 7y es un fibrado en dlgebras de Lie.

Definicién 1.4.5 En particular si considero la accién de (G sobre su dlgebra
g a través de la aplicacién adjunta Ad, : g — g, el fibrado asociado m; :
P x%g — M se llama fibrado adjunto y se denota por adP. Las clases
de equivalencia de adP = (P x g)/G serdn denotadas por (u, B)ag, u € P,
B eg.

Por la Observacién 1.4.2, el fibrado 7y : adP — M es un fibrado en
dlgebras de Lie. Como consecuencia, el conjunto I'( M, adP) de secciones de
T tlene estructura de dlgebra con el corchete

ls,¢'|(z) = [s(z),d'(x)], Ve M. (1.7)

Proposicion 1.4.6 El conjunio gaulP de campos gauge estd en biyeccion
natural con el conjunto T(M,adP) de secciones del fibrado adP. Con la es-
tructura de dlgebra en T(M. adP) definida en {1.7) y la estructura de dlgebra
en gaul’ como subdlgebra de X(P), dicha biyeccidn es un antiisomorfismo de
dlgebras de Lie.

DEMOSTRACION. El conjunto I'(M, adP), en virtud de la Proposicién 1.4.2,
estd en biyeccidn con el conjunto de funciones ¥ : P — g tales que
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Dada una aplicacién equivariante ¥, defino el campo X como
Xy = (x(u))3 (1.9)

Este campo es vertical por definicién y por la Proposicién 1.3.3-(3) v (1.8),
(Rg)eXu = Xuyg, por lo que X € gauP. Viceversa, por la biyeccién de la
Proposicién 1.3.3-(4), dado un campo gauge X, existe una unica aplicacién
x : P — g tal que (1.9) se satisface. La equivariancia de ¥ se deduce de
la. Proposicidon 1.3.3-(3). Para probar el resto, consideremos primero que el
fibrado P es el trivial M X G. Si s(z) = ({2, 1), B(2))aa €8 una seccién de
ad Py, entonces se tiene que (Ad,-: B(z));, , es su campo gauge asociado.
Por definicién. su flujo es

2ilr.g) = (x. h-exp(tAd,- 1 B)) = (z,¢9-g ' -exp(tB) - g).

es decir, el flujo de B (ver la Definicién 1.3.4). Sea s'(z) = ({2, 1). B'(%))aa
otra seccién de adPjy. Por una parte, teniendo en cuenta la Proposicidn
1.3.5-(2).

e

1B, B)zg) = ~|B, B

(w.g)

Pero sin embargo, el campo asociado a [s, &]|(z) = ({z, 1), [B(z), B'(x)])aq €s
[B. B'], lo que nos da el antiisomorfismo en el caso trivial. Debido a que los
corchetes son objetos locales, para un fibrado P no trivial, la demostracion

se concluye considerando un abierto I7 C M tal que 7~ '(U/) sea trivializable.
c.q.d.

Observacion 1.4.3 La Proposicion (1.4.4) establece un isomorfismo entre
los grupos de Lie infinitos ['{M, AdP) y GauF. Sin embargo. la Proposicién
(1.4.6) afirma que el dlgebra de Lie de ['(M,AdF), esto es, (Al adP), es
antiisomnorfa a gau P’ con el corchete inducido como subdlgebra de X(F). Ello
no supone ninguna contradiceidn ya que, en principio, el corchete de gauP
como dlgebra de Lie del grupo de Lie infinito GauP no tiene por qué coincidir
con el inducido por X{P) y, de hecho, la Proposicién (1.4.6) debe considerarse
como el cdlculo del corchete del dlgebra de Liec de GauP. Este fendmeno no
tiene parangén en el caso de los grupos de Lie de dimensién finita, va que el
espacio tangente en el neutro a un grupo de Lie (7 (al que habitualmente se
identifica el dlgebra de Lie de (3) no estd provisto de ningiin corchete natural.
Ello indica que. de modo preciso, gauP debe considerarse como el dlgebra de
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Lie de campos invariantes por la derecha del grupo GauP. Este fendmeno es
general: se da también para el grupo de los difeomorfismos de una variedad
diferenciable cualquiera respecto del dlgebra de Lie de sus camnpos vectoriales.
Véase, por ejemplo, (KM, 43.1].

1.4.1 Expresidn local de los campos G-invariantes

Consideremos un abierto coordenado {7 C M tal que el fibrado P sea trivia-
lizable sobre él. es decir, #71(I/) 2 U/ x G y sea {B),..., By,} una base de g.
Los campos By, ..., Bm son m campos gauge linealmente independientes en
cada punto. Forman por tanto una base del C*°({U)-médulo de secciones de
adP|y (¢f Proposicién 1.4.6), es decir, cualquier campo X € gauP se puede
escribir

X =g¢"Bs, g°cC®M),1<a<m, (1.10)

en el abierto fibrado 7~ 1(I/). De forma més general, en el caso en que se
tenga un automorfismo infinitesimal X € aut P, la expresion local del mismo
en m 1 (U) es
;j 0 @0 a g oo :
X=[5=+g"Ba g eC(M)1Sa<sml<j<n (L1

La expresion de la proyeccién de X sobre M es por tanto

! ] 8
X =m X = o

1.5 Conexiones principales

Debido al continuo uso que del concepto de conexidn en un fibrado principal
varnos a hacer a lo largo de la presente memoria, enunciamos a continuacién
las tres definiciones mds comunes que del mismo se tiene (¢f. [Kos, §3,1],

KN, Chapter I1.§1], [Sha, Definition 6.2.4]).

Definicion I. Una conexién en un fibrado principal © : P — M es un
homomorfismo de fibrados vectoriales T': TP — VP tal que:

o I' es un retracto de inclusidn, es decir, T|yp = Idy p.
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¢ [' es compatible con la accidén accién del grupo G, esto es. ' o (Rg)* =
(Ry).el. Vg eG.

Definicién IT. Una conexién en un fibrado principal 7 : £ -— M es una
distribucion H (llamada parte horizontal) suplementaria a la distribucién
vertical V e invariante por la accién del grupo G en P. Es decir,

T.P = Ho@V,P, YueP
(R H, = Hyy. Yue P¥geG.

Definiciéon ITL. Una conexién T' es equivalente a dar una 1-forma wpr en P
con valores en g que verifique

e wp(B})= B, VBeg Yue P.

L (Rg)*w[‘- = ﬁ‘xdg—l O Wr.

Las tres definiciones anteriores son légicamente equivalentes, es decir,
cada una determina univocamente a las otras dos. Las correspondencias entre
cada una de las versiones son esquematicamente de la siguiente manera:

I—-11. Dada nna conexién de la Definicién I, si defino H, = ker(T',}, entonces
la distribucién H verifica las propiedades de la Definicién I1. A la inversa, si
tengo un distribucidn ff | para cada u € P, tengo T, P = H, @V, P por lo que
puedo definir I, como la proyeccion en el subespacio vertical. La aplicacién
I’ asi definida cumple lo enunciado en la Definicién 1.

I—III. Para obtener la forma de la Definicién III, simplemente hay que
componer [',, : T, F — V,FP con el isomorfismo V,FP ~ g definido en la
Proposicién 1.3.3-{4) para obtener punto a punto la forma wp. Las propie-
dades de wr se verifican rdpidamente. Viceversa, dada una forma wr. defino
Fu(X) = {wr{X)):. lo que nos da un homomorfismo de fibrados vectoriales
como en la Definicion L

1.6 La sucesion de Atiyah

La accicn del grupo & sobre un fibrado principal 7 : £ — 3/, define de forma
natural una accién también por la derecha sobre TP definida como

(Xu;g) F— (Rg)*Xu:
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para cualquier X, € TyP, u € P, y g € G. El cociente TgP = (T'P)/G
existe como variedad diferenciable fibrada sobre M (ver [Atil]) a través de la
proyeccién

Ta({Xu}) = T (Xu),

en donde {X,} representa la clase de equivalencia de X,. El subfibrado

VP < TP queda invariante por la accién definida en TP y su cociente
vuelve a ser una variedad diferenciable, que denotaremos por V;P.

Proposicién 1.6.1 {c¢f. [Atil], [Eck, Theorem 4.3], [MM, 3.5], [Sar, §6.1]})
Se tiene la siguiente sucesion exacta corta de fibrados vectoriales sobre M,

0— VoP =5 TeP 2% TM —0 (1.12)
conw =m0, A esta sucecion se la conoce como sucesién de Atiyah.

Sea my : adf — M el fibrado adjunto de P. En la sucesién de Aityah
(1.12) es muy comin encontrar al espacio adP ocupando el lugar de Vi P.
Eso es debido a la siguiente identificacién:

Proposicién 1.6.2 La aplicacion

£:radP - VP, &((u, B)ag) = {B:},

1]

es un 1somorfismo de fibrados vectoriales sobre M.

DEMOSTRACION. Veamos primero que la aplicacidn estd bien definida. Sean
(u.B), (v, B") € P x g tales que (4, Blaq = (¢, B)aa. Esto implica que
existe un g € (G tal que v’ = u-gy B’ = Ad,-:B. Entonces, en virtud
de la Proposicién 1.3.3-(3), (B')}, = (Ad,1B); , = (R,).(B*)}., por lo que
{B:} = {B}}. Finalmente, la biyectividad de £ es consecuencia directa de
la biyeccién g — V,, P definida la Proposicién 1.3.3—(4).

c.q-d.

Proposicién 1.6.3 Las secciones globales del fibrado ToP — M se corres-
ponden de modo natural y biunivoco con los campos G -invariantes de P, esto
£5,

MM, TgP) = autP. (1.13)
Andlogamente,

I'(M,VoP) = gauP. (1.14)
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DEMOSTRACION. Una clase {X,} € TgP corresponde a una asignacién G-
invariante de vectores tangentes a lo largo de la fibra 77! (), con z = 7(u).
Por tanto, una seccién global del fibrado ToF — M nos da un campo G-
invariante definido en todo P. Viceversa, un campo (-invariante X de P
restringido a una fibra cualquiera 7= '(z), = € M, determina una clase de
equivalencia {X,} € (TgP),. La aplicacién z —— {X,} es una seccién de
T FP. 51 nos restringimos a vectores verticales, obtenemos (1.14), aunque
esta identificacion se deduce también de las Proposiciones 1.4.6 v 1.6.2.
c.q.d.

Observacién 1.6.1 Sitomarmos secciones globales de fibrados sobre M en la
sucesién (1.12). se obtiene una sucesidn exacta de C°° (M )-modulos v dlgebras
de Lie

0 — gauP — autP % X(M) —= 0, (1.15)

que es equivalente a la sucesion de Atiyah.



Capitulo 2

Geometria del fibrado de
conexiones

2.1 Definicién del fibrado de conexiones

Definicién 2.1.1 Una conexién I' en un fibrado principal m : P — M nos
permite:

¢ Descomponer un vector tangente X € T, P, u € P, en la parle vertical
X" y la parte horizontal X" en virtud de la descomposicién T, P =
H,P &V, P (cf §1.5-1).

e Definir la elevacion horizontal de un vector tangente Y € T, M a un
u € 7 '(z) como el vnico vector Y € T, P horizontal tal que 7,Y" =

Y.

o Definir la elevacion horizontal de un campo vectorial Y € X(M) como
aquel campo Y* de P tal que en cada u € P es la elevacién horizontal
de Yy, z = m(u). La G-invariancia de la distribucién H, P {¢f. §1.5-11)
hace que el campo Y sea G-invariante.

Proposicién 2.1.2 Hay una correspondencin biunivoca entre las escisiones
del la sucesion de Atiyah (1.12) y el conjunto de conexiones del fibrado prin-
cipal w: P — M.

DEMOSTRACION. Sea I' una conexién del fibrado principal m# : P — M vy
sea " : T,M — T,P, uen Yz), z€ M, la elevacién horizontal de vectores

25
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definida por [' (Definicién 2.1.1). S1 Y € T, M es un vector tangente, el
campo Y, u € 77 '(z), es G-invariante a lo largo de la fibra de = y por tanto
determina un elemento {Y"} de (T P),. De esta manera tenemos una seccién
opr: TM — TeP de m, definida como op(Y') = {¥Y'}. Reciprocamente, con
una escisién de la sucesién de Atiyah op i TM -+ TP, dadoun Y € T, M,
se define su elevacién horizontal a T, P, u € w7 1{z), como el dnico vector ¥
cuya clase {Y*} en TP coincide con ap(Y). La elevacidén » T, M — T, P,
Y — Y, u € m71(z), proviene de la conexién que tiene como subespacio
horizontal en v € P a H, = (T,M)!, z = n(z), imagen de T, M por ™
Al ser {Y}'} clases de vectores (G-invariantes, la G-invariancia de H., queda
asegurada.

c.q.d.
Esta 1iltima Proposicién nos da pie para establecer la siguiente

Definicién 2.1.3 Dado un fibrado principal 7 : P — M, se define el fibrado
de las conextones

p:C(P)— M

como el subfibrado de Hom{T'M, T, P) determinado por todas las aplicacio-
nes R-lineales T, : T,M — (TgP)z, © € M, tales que 7. o ['y = Idpar {cf.
[CD)], {Eck, Definition 4.5], [Gar2]).

Por tanto, como consecuencia de la Proposicién 2.1.2 las secciones globales
del fibrado de las conexiones p : C(FP) — M se identifican de forma natural
con las conexiones de P.

Proposicién 2.1.4 El fibrado p : C{P) — M tiene estructura de fibrado
afin modelado sobre el fibrado vectorial Hom(T'M,adP) = T*M © adP.

DEMOSTRACION, Dado un elemento [, : T.M — ((T'P)/G), de C(P),
volviendo otra vez a la sucesién de Atiyah, es evidente que cualquier otro
elemento de (C(P)), = p~'(z) se puede escribir como I';, = I'; + A siendo
A TeM — (adP); una aplicacién lineal.

c.q.d.

Observacion 2.1.1 Un elemento Ty : TuM — (TgP)y de C(F) se puede
entender como una “conexion sobre el punto x” en cualqguiera de las nociones
que de conexién se da en §1.5. Concretamente:
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e La imagen de Iy es un subespacio de (T¢P), que induce una dis-
tribucidén de subespacios H, complementario del subespacio vertical
V., < T, P para cualquier u € 7 () tal que {R,), H, = Hu.,.

e [, define también una forma de conexién sobre el punto z, es decir,
una aplicacién lineal wr, : TPl -1y — ¢ tal que (ker(wr, )}y = H, ¥
R} owp, = Adj-1 owr, de la misma forma que una conexion define
una forma de conexién. Esto es, dado un X € T,P, el vector X —
(Cp(meX)}y es evidentemente vertical, por tanto {Proposicién 1.3.3-
(4)) existe un tinico B € g tal que X — ({7, X)), = B. Definimos
Wr, (.z‘() = B.

2.2 Coordenadas en el fibrado de conexiones

Sea (U/; 2!, ..., 2™) un sistema de coordenadas en M de tal manera que 7 (/)
sea trivializable (ver Corolario 1.1.8}. Escojamos una trivializacién y ponga-
mos ™ HU) = U x G. Si {By,..., By} es una base de g, entonces los cam-
pos Bi,... . Bm (ver Definicién 1.3.4) forman una base del C°°(U)-mdédulo
de campos gauge, o lo que es lo mismo, del C®(U)-médulo T'(U, adP} (cf.
Proposicién 1.4.6). Si o es una seccidn local de ,, para cada campo vec-
torial coordenado 3/0z7, existen funciones AX(T) € C=(U), 1 < i < n,
1 < o < m, univocamente determinadas por las siguientes condiciones )

8 8 "‘f’ a . N l |
m(aﬂﬁ(%ﬂ =g~ AIDB., lsisn (2.1)

Si Ty @ T,M — (TgP); es un elemento de C(P) tal que Ty = oplr .
los mimeros AF(I';) determinan univocamente la aplicacién 'y, por lo que
podemos afirmar que las funciones

(x5 A7), 1<i<n 1<a<m,
definen un sistema de coordenadas en p~ (/) = C(P)|y.

Observacién 2.2.1 Por tanto, sin = dim M y m = dim G, la dimensién de
C(P)esn(m+1).

Ejemplo 2.2.1 ([Garl], [NS, 7.15]) Constderemos el fibrado principal de
las referencias lineales 7 : F/(M) — M sobre una variedad cualquiera. Este
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fibrado tiene grupo estructural G L(n; R). En un abierto coordenado (I/; 2*) C
M tal que 7~ (UU) = U x GL(n;R) definimos el sistema de coordenadas
(:L‘i;zj-"), 1 € 5,k < nen P, en donde zf(Z) = ZJ"-C es 1gual a la entrada
k-ésima de la columna j-ésima de Z € GL(n:R). Sea {E?}, 51, . la base
estandar de gl(n;R) formada por las matrices tales que

z;‘(Eg) = 87 6%

vk
Ef fiujo del campo £? es
@t(a:,Z) = (z,exp(tE?) - Z) = (m,etE"L:Z).
Si escribimos
B =" [5(8/025),
se tiene
d

S =R = —

—| (& (@lz,2)) = (BLZ)] = 625]

<5
t=0

y por tanto

sa o 0
EO!

=z . 2.2
lazéy (2 )

Si T es una conexién, de (2.1} y (2.2) tenemos

) B . %) ;)
o (a“) = (a_) Ak = (5‘") ~ A

Por otra parte es conocido (por ejemplo, ver [KN, p.143]) que la elevacién
horizontal de una campo por una conexién lineal tiene la expresién

7 B R
o (37;) = (arff) =

siendo ' los simbolos de Christoffel de la conexion lineal I'. Se tiene por lo
tanto la siguiente igualdad de funciones en UV :

AL =T%, adi=1,..n.

Ello justifica la terminologia utilizada.
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2.3 Accién de los automorfismos en C(P)

El grupo de automorfismo Autf actia por la izquierda en el conjunto de
todas las conexiones, Dado ® € AutP y una conexién I' con forma de cone-
Xién wr, se define IV == &(T') como aquella conexién que tiene por 1-forma de
conexion a

wrr = ((IJ_I)*(.:JF.

De forma equivalente, si la conexion [ se entiende como una distribucidn
f, € TP, u € P, de subespacios horizontales en P, la distribucién que
corresponde a I" es la imagen directa por @, es decir. ®.(H,) C Toppy P (cf.
[KN, IL.Proposition 6.2]). Sea ¢ el difeomorfismo de M inducido por ®. Si
ahora vemnos la conexién I' como una escisidon op de la sucesién de Atiyah
{Proposicién 2.1.2), entonces la escisién o asociada a I” es aquella que tiene
por expresion

o =P, 00p0 ((p‘l)”

en donde, por abuso de notacién, &, aplicada a una clase de equivalencia
{X,} de vectores G-invariantes es simplemente tomar la clase de @,(X,).
Todas estas consideraciones nos permiten dar la siguiente

Definicién 2.3.1 Cada automorfismo @ € AutP define una aplicacién
O C(P) — C(P),
mediante la expresién
Bo(l,) =@ oTpo (o )y, Ty C(P),

Ty IoM — (TgP),. x € M, siendo ¢ el difeomorfismo en M inducido por
®. Esto es equivalente a definir ®¢(T',) como aquel elemento de C{P) que
tiene por “forma de conexién en un punto” (Observacién 2.1.1) a

((I)_l)*wpx.

De una manera més geométrica, si HI=P, u € 77(x), es la distribucién
horizontal definido por [y (Observacion 2.1.1), ®¢(I';) no es més que aquel
elemento de C'(F) cuya distribucién horizontal a lo largo de 77 {p{(x)) es

o, (HE=P).
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Observacién 2.3.1 Si & ¢ AutP, directamente de la definicién de @, se
comprueban las siguientes propiedades:

e - es una aplicacion fibrada sobre M, es decir,
pode =gop.

o & es un difeomorfismo de C(F) con inversa ($s) ' = (&7 1)¢.

o La aplicacion AutP -+ DifC(P), ® ~— &, es un homomorfismo de
SrUpos.

e 51T es una conexidén sobre m: P — M y op es laseccidn dep: C(P) —
M que induce, entonces

(I)C ogr = T ()

Definicién 2.3.2 Para cada campo G-invariante X € autf, se define su
levantamiento al fibrado de las conexiones como el campo X generado por
el grupo uniparamétrico {(®;)c}, siendo {®,} el finjo de X.

Observacion 2.3.2 Dado un X € autP, puesto que se verifica po (9,)c =
@, o p para todo ¢, el campo Xy es p-proyectable al campo X', proyeccién de

X a M.

Proposicién 2.3.3 5i

- F a -
X = fI—ryhs
O
es lo expresion local de un automorfismo infinitesimal {(cf. formula (1.11)),
en el sistema de coordenadas definido en 2.2, la expresidn del levantamiento
de X al fibrado de las conexiones es

Ag“
OzI

x SO AT afz o 8 5
(,5,\‘9’3143 + ‘é‘T—Jx‘lZ) git—f_z (23)

Xc“fj“""**(

en donde % son las constantes de estructura: [Bg, B, = ¢, B,
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DEMOSTRACION. Estamos en un abierto coordenado {7 € M trivializable,
es decir, 71 {I7) 2 U x . 51 X € autP, para t suficientemente pequeno, su
flujo tendrd la forma {cf. §1.1.3)

i (x,g9) = (pilr), () - 9),

en un cierto entorno V' C U, para clerta familia de aplicaciones ¢, : V —= G.

Sea I'y : TuM — (TgP); un elemento de C(P)g, z € V. Si I’:Mm) =

(®:)e:(I'z), su levantamiento horizontal (¢f. férmula (2.1)) tendrd por ex-
presion

, 13, 15, o ,
Lo (@;) = o ~ A R)el))Bs, 1<j<n

Por otra parte, {Observacién 2.1.1) tenemos

UJF"T(X)(F} (8/027)) =0, Vj=1l...,n

welx)

De la definicién de ®¢ (Definicién 2.3.1) se tiene

0 = (P_)wr, (%MA;?‘((%)C(PE))E&)
= on (00 (55) - A5l(@e(T@-) - B.).

Derivando respecto t y evaluando en I'y,
0= wr. (1X,8/0'] - Xo(A3)Ba — AZ1X, Ba])

con X = f9 / ozt + g"‘é&. Desarrollando lo corchetes v teniendo en cuenta
que [B. B') = —[B. B'] (¢f. Proposicién 1.3.5) se tiene

L afa g aga @ a 3 A7V R g oA40
0= wyp, (— 50 B + ( el Xo(AT) — 559 AJ) Ba) ) (2.4)

Si hacemos uso otra vez de wr, (I'y(8/82*)) = 0y dela férmula (2.1), podemos
substituir wp, (89/8x*) por wr, (A} B,) en la expresién (2.4) para obtener

8.]” ] aga x o a D
0=wr, ((“@Ai T B XclAF) - CwagﬁAj> Ba) ,
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lo que prueba que el vector entre paréntesis es horizontal en P respecto [';.
Ya que también es vertical (pues es combinacién de B, ), debe ser nulo y por
tanto

aga o 8fz
J— N3 }3 fal
Xe(4]) = - (3:r:j — 59" A + 5}?‘42’ .
Puesto que el campo X¢ es proyectable a X’ (¢f. Observacién 2.3.2) se tiene
gue Xe(x?} = {7, lo que finaliza la demostracién.
c.q.d.

Proposiciéon 2.3.4 La aplicacion
aut(F) — X(C(F), X w— Xc. (2.5)
es un homomorfismo de dlgebras de Lie.

DEMOSTRACION. De la expresién local de X (ver férmula (2.3)} se deduce
directamente la R-linealidad de la aplicacidon X v+ X. La propiedad

[X.Y]e = [Xe, Y

se puede deducir igualmente de {2.3), pero después de una muy larga serie
de, por otra parte fdciles, cdlculos. Sin embargo una demostracién intrinseca
y mucho mds sencilla se derivard del Corolario 2.6.4 y la Proposicién 2.6.5.
por lo que no presentamos dicha deduccién en coordenadas.
Nétese finalmente que la aplicacién X — X¢ no es C°°(M)-lineal. Basta
observar la expresién local de X para comprobarlo.
c.q.d.

Proposicién 2.3.5 Bl micleo del homomorfismo (2.5) se puede identificar
con &l centro de g.

DEMOSTRACION. De la expresién local {2.3) se signe que el micleo se ca-
racteriza por f* = 0, 89®/0z' = 0 (es decir, g* constantes) y ¢3,g°A] = 0.
Esta ltima ecuacién indica que (g7 B, A7 }g’,yj = 0 para cualquier eleccién de
valores A]. Como al ser g* constantes constantes ¢” Bs = {g” By), podemos

afirmar que B = g”Bs estd en el centrode gy que X = B = B*.
¢.q.d.
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2.4 El fibrado de 1-jets

2.4.1 Definicién

Se dice que dos secciones locales s, ' de un fibrado 7 : E — M definidas
en un entorno de un punto z € M tiene el mismo 1-jet (y se denota por
jls = jls") sl s(z) = §'(z) y 8.X = 5/ X para cualquier X € T, M. Il espacio
de clases de esta relacién de equivalencia se le denota por J'E. Este conjunto
tiene estructura de variedad diferenciable fibrada sobre £ gue denotaremos
por

T : JIE— E, moljzs) = s(x).

La composicién momyy =1, : J'E — M vuelve a ser un fibrado que se llama
fibrado de 1-jets de 7 {cf. [Sau, §4.1]).

2.4.2 Coordenadas en J'E

A partir de un abierto coordenado (I/;z!,...,2") en M tal que 7' (U) sea
trivializable y un sistema de coordenadas (V;3%), 1 < j < m, en la fibra
tipo F del fibrado, se puede definir coordenadas ($i;yf;yg ), 1 < i < n,
1< j < m de forma natural en J'E|, = 77 (U) por la condicién

Pk =), 16 = (). (35) = gt
Por tanto, sin = dim M y m = dim F', la dimensién de J'E es n+m+n-m.
(cf [Sau, §4.2])
2.5 La identificacién (J'P)/G ~ C(P)

Consideremos ahora el fibrado de 1-jets de un G-fibrado principal 7 : P — M.
El grupo estructural G actia por la derecha en J!P definiendo

Jz8 g = Jz(By 0 5), (2.6)

para cualquier seccidn local s de @ y cualquier £ € M, en donde recorde-
mos ft, : P — P denota la translacién por la derecha inducida por g € G.
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El espacio cociente (/' P)/G de dicha accién resulta ser una variedad dife-
renciable que se puede identificar con C{P) (por ejemplo, ver [Garl] para
una descripcién detallada de esta constrnccidn). Someramente, la fibracién
g : J'P — C(P) se define de la siguiente manera. Un elemento jls € JiP
determina un retracto Uy : Ty P — Vi) P de la inclusion V) P C Ty P
poniendo

Ty X = X — 5, (X)), YX & Ty P

Dado un u € 77 (x) arbitrario, existe un tinico ¢ € G tal que s(z) - g = w.
Definimos T', : T,P — V, P como el trasladado de 'y por Ry, es decir,
', =(R,},olo(R, 1},. De esta manera, hemos obtenido una “conexidn en
el punto” z € M, esto es, un elemento I',. de C{P) que depende unicamente
de jis. Ponemos por tanto ¢(jls) =T,.

Proposicion 2.5.1 ([Garl]) La fibracion q « J'P — C{P) es un fibrado
principal de grupo estructural G, Ademds, la aplicacion jls = (q(jls), s(x))
es un isomorfismo de G-fibrados principales entre J'P y C(P) xy P=p*P
(fibrado imagen inversa, ver §1.1.1) es decir, se tiene el siguiente diagrama

JIWP=pp % p
L1 i
C{P) LM

Observacién 2.5.1 De una manera mds geométrica, la identificacién
(J'P)/G = C(P)

se puede ver de la siguiente manera. Un elemento jls de J'P se puede
identificar con la imagen s,(T,M) C T, P, u = s(x). Al ser s una seccién
local de . este subespacio vectorial es un complementario “horizontal” H,FP
de V,P. Por otra parte, la accién de G en J'P no es mds que llevar este
subespacio vectorial al subespacio (1,).(H,P). Asi, una clase de equivalencia
de esta accidn es una coleccién de subespacios horizontales G-invariantes a
lo largo de w~1(z), es decir, un elemento de C(P),.

Observacién 2.5.2 La idea de conexién se puede extender a cualguier fibra-
do @ : £ -+ M (no necesariamente principal}. Basta eliminar en la definicién
de conexién toda propiedad que se derive del grupo estructural para obtener
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las llamadas conexiones generalizadas. En una versién andloga a la Definicién
IT de §3.5, una conexién generalizada se define entonces como una distribu-
cién de subespacios horizontales complementarios a V£ {cf. [MM, §3.5]). Es
facil comprobra que en este caso las conexiones estdn en biyeccidn con las
secciones globales del fibrado J'E — M ([Sau, Proposition 4.6.3], [Sar, De-
finition 2.11}). Si £ = P es un G-fibrado principal, podemos recuperar el
concepto usual de conexién {(que basicamente consiste en anadir la condicién
de (G-invariancia a la definicién de conexién generalizada) simplemente to-
mando secciones s : P — J'P equivariantes respecto la accién de G. Esto
no es méas que dar una seccién s : P/G = M — J'P/G = C(P), tal como se
expresa en la Observacién 2.3.1.

Observacién 2.5.3 La identificacién (J'P)/G = C(P) se puede usar como
definicién alternativa del fibrado de las conexiones tal como se hace, por

ejemplo, en [Sar. §6.1), [Bet], [KMS, §17.4].

2.6 Transformaciones infinitesimales de con-
tacto

Definicién 2.6.1 ({Sau, §4.4]) Sea ® un difeomorfismo proyectable de un
fibrado principal m : P — M (esto es, existe un difeomorfismo ¢ en la
base tal que m o ® = p o 7). La prolongacion de ® a J'P es la aplicacién
M . J1P — J'P definida por

(I’(l)(j;é’) = jc}a(m}(q) 080 ‘Pﬁl)- (2.7)

La aplicaién @) es proyectable a M y a P; es decir, 7, 0 31 = pom, vy
Tp © (I)(l) = @ O Tio-

Proposicién 2.6.2 La aplicacion AutP — Dif J'P, & — W, es un ho-
momorfismo de grupos de Lie. Por otra parte, si ® € Aut(P), la aplicacidn
DM es un automorfismo del fibrado principal J'P — C(P). El difeomorfis-
mo que induce en la base es Do, es decir, se tiene que el siguiente digrama
conmufativo

e 2L pp
17 I
c(P) 25 ow)
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DEMOSTRACION. Se comprueba que ®() admite como inversa a (@ H y
que (@ o W) = D 6 ). Por otra parte,

3V (js-g) = D(ji(Ry05)) = (PoRgosop™)
Jhw(Rgo@osop™) =i (Posop™) g=3"(jls) g,

por lo que @~ es un automorfismo.

Sea jls € J'Pysean T, = q{jls) y T = (@ (jls)) = q(jL(@oscp™"), con
z’ = ¢(x). Pongamos por ultimo I', = ®-(T,).tenemos que probar entonces
que I'l, = I, Para un X € Typy) P cualquiera, sean B = wp (X) y
B" = wrv (X) = (271 wr, )(X), siendo wp, la forma introducida en la
Observacién 2.1.1 de este capitulo. De la definicién de ¢ tenemos

B‘{I:(S(I)) == .‘X. - ((I) 0850 ¢71)*W*(X) = ¢*(@:1.X - S*ﬂ_‘@:l/Y) - ®*( ::(‘;c))

Basta observar que para cualquier B € g, se tiene que ®,(B) = By para
coneluir que wps, (X) = B' = B” = wrs (X).
c.q.d.

Definicién 2.6.3 Sea X' € X(F) un campo vectorial m-proyectable y sea
{®,} su flujo. Se define la elevacion de X a J'P, o tranformacidn infinitesi-
mal de contacto, como el campo X generado por el flujo {@E])}.

Corolario 2.6.4 Para todo X € aut(P), XV es un campo G-invariante del
fibrado q : J'P — C{P) cuya proyeccion a C(P) es X¢.

DEMOSTRACION. Por la Proposicién 2.6.2, el flujo de XV estd formado

por automorfismos. Por tanto XV es G-invariante. Como el difeomorfismo

inducido en la base por @' es @, la proyeccién de X en C(P) es X,
c.q.d.

Proposicién 2.6.5 ([Mu, Théoréme 5)) Se tiene que (m10). X = X y que
la aplicacion autP — X(J'P). X — XU es un monomorfismo de dlgebras
de Laie.
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2.7 Formas de contacto

El fibrado de 1-jets de cualquier fibrado £ — M estd dotado con una 1-forma
canonica con valores en el fibrado vertical VE que define la geometria de
contacto de J'E {¢f. [Mu]). El caso en el que se trate de un fibrado principal,
el fibrado V' P es canénicamente isomorfo a P x g (Proposiciénl.3.3-(4))} por
lo que se puede hacer que dicha forma de contacto tome valores en el dlgebra
g. Mds concretamente

Definicién 2.7.1 En J!'P se define una 1-forma # con valores en g de la
siguiente manera: Para cualquier Y € Tj1,(J' P) tenemos que (m10).Y — s, 0
T, 0 (i)Y es un vector vertical en el punto u = s(x) € P. Por tanto, existe
un unico B € g tal que

B! = (mp).Y —s,om, 0(my).Y.

Decimos entonces que 8(Y} = B. Equivalentemente, 6 es aquella 1-forma
definida por la expresién

0(Y) = wr,((m10).Y), VY € Tj,(J'P),

siendo Ty = ¢{j2s) v wr, la forma introducida en la Observacién 2.1.1.

Si{Bi,..., B} es una base de g, esta forma se puede expresar como
=" & Ba;
en donde 8',... 0™ son 1-formas ordinarias globalmente definidas en J'P

llamadas fomas de contacto estdndar.

Observacién 2.7.1 La palabra contacto se refiere a la siguiente propiedad:
dada cualquier seccién local s del fibrado 7 : P — M, se tiene que

('8)"0 = 0, (2.8)

siendo j's la seccién local de 7y : J'P — M inducida por s. La comprobacién
de (2.8) es consecuencia directa de la definicién de 4.

Proposicién 2.7.2 La forma ¢ verifica las siguientes propiedades:

(a) (@1D)*0 = 0, para cualquier € AutP.
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(b) R;8 = Ad,1,Yg € G.

(c) Sea B* el campo fundamental asoclado a B € g en el fibrado ¢q: J'P ~+
C'(P}. Entonces Lg. = [0, B|.

(d) 0(B*) = B, VB € g.

DEMOSTRACION. {a) Dado un ¥ € T, (J'F) arbitrario sean B = 6(V) y

B = ((dW)y8) (V) = 9(@&”)’). Teniendo en cuenta que 7,9 o PV = d oy,
v que m o & = ¢ o 7, obtenemos

Boey = (), (W)Y —(®osod™)n. (m), (2)Y
= (I),.= ((T{'lg)* Y — S*ﬂ'*(ﬂ'l[})*}/) == @*( :(1:})

Por tanto B,’;(s(m)) == @*B;(m) = Bf;(s(;r))‘
(b} Se tiene

(m10), (BV).Y = (Ry 0 s)um, (o), (RV).Y
(£g)a {m10), Y — (ft 0 s)uma(Fiy)a (1), ¥
= (Ry). [(m10). Y — 5.7, (m10), Y]
= (Rg)* .;{.1:)
(Ady-1B)".

I

Por tanto ((Rf,”)*a) (V) = (Ady-1 0 0) (V).

{¢) Se sigue directamente de {b) una vez que se comprueba a partir de las
. . G . . (N

férmulas (2.6) y (2.7) que el flujo de B® es R,z
(d) Basta aplicar la definicion de 8 y tener en cuenta que B* is myg-proyectable

a B*.
c.q.d.

Corolario 2.7.3 La forma 8 es una forma de conexicn del fibrado principal
q: J'P — C(P).

Definicién 2.7.4 ({Garl]) La conexién en q : J'P — C{P) definida por la
forma # se denota por s y se llama conexién candnica en J' P,
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Observacién 2.7.2 Sea I' una conexién en P y sea op : M — C(F) la
seccisn del fibrado de las conexiones asociada a ella. Como J'P 22 C(P)x P
(cf. Propesicién 2.5.1), definimos la seccién op @ P — .J 'P de la proyeccién
p por la condicidén

or(u) = {or(m(u)), u).

La conexién s se puede considerar como una coneridén universal en el
siguiente sentido:

Proposicién 2.7.5 Para cualquier conezion I en P se tiene que
it 3

es decir, la conerion [ es imagen inversa de k por el morfismo de fibrados
principales oy P — J'P (cf. [KN, Il.Proposition 6.2]).

DEMOSTRACION. ([Garl, Theorem 3]) Dado X &€ T,F arbitrario, de la
definicién de @ y de la proyeccién g, tenemos

((F70)X)" = (6((60) X)) = X = s.m. X = (wr, (X)),

en donde Iy = g(j;s) v jzs = dr(u).

2.8 La estructura simpléctica de C(P)

2.8.1 Definicién de la forma (-

La forma de curvatura {1, de la conexién candnica k es una 2-forma g-
valorada de tipo horizontal tal que (Ry)*Q« = Adg-10 Q.. A las formas
con estas propledades se les denomina formas tensoriales de hipo adjunto.
Estas propiedades permiten definir una 2-forma {25 en C(P) con valores en
adJ'P = ad(C'(P) <5 P) = p*adP tinicamente determinada por la condicién

Qa(p. X, p.Y) = (g{7r5). (5(2), Ul X, Y Naa) = (428, (K.Y )aa,  (2.9)

para cualquier par de vectores tangente XY € T .7 P,
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Observacién 2.8.1 Tal como se ha hecho con la forma de curvatura §2,,
cualquier forma tensorial de tipo adjunto en un fibrado principal define un
forma en la base con valores en el adjunto. De hecho esta construccién define
una biyecccién entre ambos tipos de formas. Para méds detalles, ver [KN,

IL§5), MM, p.59].

Observacién 2.8.2 De la propiedad universal que posee & expuesta en la
Proposicién 2.7.5, se puede concluir que si I' es una conexién en 7, entonces
la forma o73{Q) es la 2-forma en M con valores en ad P inducida por la forma
de curvatura Q. La forma {1 se puede ver como una curvatura universal.

2.8.2 La ley de derivacién canénica

Eos bien conocido que una conexién I' en un fibrado principal 7 : P — M
induce una derivada covariante V' en cualquier fibrado asociado a P. En
nuestro caso, tenemos una conexioén privilegiada k en g : J'P — C(P) que
por tanto induce una ley de derivacién V = V" en las secciones de adJ'P =
pradf — C'(P). Esta ley de derivacién se puede caracterizar intrinsecamente
en C(P) sin necesidad de recurrir a J'P. En efecto, como las secciones de
adP generan sobre C{C(P)) las secciones de p*adP, a fin de definir una
ley de derivacién es suficiente determinar V x £ para cualquier X € X(C(FP)),

£ cT'{M. adP}.
Proposiciéon 2.8.1 Con la notacidn introducida antertormente se tiene:

(V-Yf)r‘z = (vg.‘(f)w

para cualguier Tr € C(P) y cualquier conexion T en P tal que T'|p—1¢y) = T5.

DEMOSTRACION: [xiste un correspondencia biunivoca entre secciones
de ad P ¥ aplicaciones = : P — g de tipo adjunto, esto es,

Z(u-g) = Ad,1=(u),

tal como se comento en la Observacién 2.8.1. Si denoto por X” la eleva-
cién horizontal del campo X € X(C(P)) a J'P por la conexién s, enton-
ces X"{Z) es la seccidén de tipo adjunto asociada a V& (por ejemplo ver
[KN, L Proposition 1.3.]). Sean jls € ¢ '(T,) y v = s(z}. Tenemos que
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8{X};,) = 0, lo que implica por la definicién de f que (:rrw)*X;ES € T, P es
un vector horizontal respecto la conexién I'. Como

Tr*(Trlg)*X;'ES = p*q*X;lls = p*-XF:z:l

resulta que adernds (Trm),X;.‘lS es la subida horizontal de (p.X), a u. Por
tanto X (Zomg) = ((m10).X2)(Z) = (p.X)"" (Z) lo que implica directamente
la ignaldad dei enunciado.

c.q.d.

Observacion 2.8.3 La ley de derivacién
V:QYC(P),pradP) — QYCO(P),p*adP)
define directamente una diferencial exterior
dV QU (C(P), p*adP) — Q"THC(P),pradP), Vr,

de formas en C(P) con valores p*adP de manera candnica, tal como se define
por ejemplo en [Kos]. En nuestro caso dicha diferencial se puede entender
ademds como la proyeccién de la diferencial exterior covariante D* de .J1P
definida por la conexidn candnica &, actuando sobre formas tensoriales de
tipo adjunto, segin la Observacion 2.8.1.

Observacién 2.8.4 Teniendo en cuenta la proposicién anterior v la expre-
sion local de la derivada covariante inducida por una conexién en una fibrado
asoclado {por ejemplo, véase [NS, §7.12]), se comprueba ficilmente que en
un sistema de coordenadas como las introducidas en §2.2, la expresién en
coordenadas de V es

8 rx ) _ - a o
Vg€ = (‘é% - ngQﬁAjr> Ba, va/aAff = a_%EBm (2.10)

‘Y

para € = 9% B g7 € C(C(P), LS a = m.

2.8.3 El endomorfismo Ey

Dado un X € autf sea Fx : p*adF — p*adF el endomorfismo definido como

E‘Y(rrﬂ E:1?) = (rﬂf: [Ex’ {Xv}m‘])?
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donde { X"} representa el campo gauge parte vertical de X por la conexién I,
(¢f. Definicién 2.1.1) pero visto como elemento del fibrado adjunto gracias
a la identificacién gau(f) = I'(M,adP). El corchete tomado en la fibra
(adP), es el definido por la estructura en fibrado de algebras de Lie que
tiene el fibrado adjunto {¢f. férmula (1.6)).

Lema 2.8.2 La aplicacion Ex : J'P x g — J'P x g definida por
Ex(its. B) = (jbs, —(B,O(X )

es equivariante respecto a la accion de G en J'Px g y proyecta a la aplicacion
Ey.

1

DEMOSTRACION. Sea g un elemento de (G arbitrario. Teniendo en cuenta el
apartado (b) de la Porposicién 2.7.2, se tiene

Ex(ils g, Ady B} = (ils-g,~[AdyB,6(X]) 1))

a8 g, = Adg1 B, 0((By) XG0, ))

s g, —[Ad - B, Ad,-0(X )

59, = Ady[B X))

jas. [B 0 X“ D)9

¥ por tanto £x proyecta a un endomorfismo £ en (J'Pxg)/G = ad(J'P) =

p*adP. Sea Ty = q(jls), u = s(z) y sea &, = (u, B)aa un vector de la fibra
(adP),. Finalmente se verifica:

Ee(l &) = (Do (u,—[B.0(X) Maa)

= (Ta. (1, B)aa, (1, 0(X 1)) )aa))
(T, {E (u,wr, (Au))ad])
(Ta. €, {X "))

= E"C(rxg:r):

donde hemos utilizado
BXY) = wr, (X)),

consecuencia directa de la definicién de @ v de la Observacién 2.1.1.
c.q.d.
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2.8.4 Caracterizacién de (),

A continuacién vamos a dar una caracterizacién de {1, directamente en tér-
minos del fibrado p : C(FP) -—— M sin necesidad de recurrir a la curvatura

Q.

Teorema 2.8.3 La forma 2-forma £y con valores en p*adP es la dnica que
verifica las siguientes propiedades:

(a) Las fibras de p: C(P) — M son subvariedades isdiropas con respecto
a Qy, es decir, (Y, Z) = 0 para cualquier par de vectores Y, Z p-
verticales.

(b) SiT,: C(P)— C(P) es la traslacion respecto a la estructura afin del
fibrado C{P) definida por una 1-forma w cualguiera en M con valores
en adP. entonces

1
T:JQQ = £y + dvp*w + Ep* [w,w],

en donde d es la diferencial exterior definida por la ley de dertvacidn
V (cf. Observacién 2.8.3).

(¢) Para cualquier X € aut{F)} se tiene
LEC‘QZ = Ex o QQ,

stendo L¥ =iyed” +d¥ oty y Bx : p'adP — p*adP el endomorfismo
defrido en §2.8.3.

DEMOSTRACION. Primero probemos que la forma {25 verifica las porpiedades
{a)—~(c) del enuncuado.

{a) Sean Y Z" son las elevaciones horizontales a J'P de Y, Z respectiva-
mente respecto la conexién candnica k. Entonces m,(m0).Y" = p,q,.Y"* = 0,
es decir, {mp),Y". e igualmente (x4}, Z", son w-verticales. Por otra parte,
como 0 = 0(Y},). por la definicién de 0 se tiene

0= ("Tw) Y1 - (WO 7T10) Y;i'g = (wa)*yjfis,

es decir, Y, Z" {
y, para I'; = g(J

Qo¥r,. Zr,) =

por tanto [Y*, Z"]) son myg-verticales. De la definicién de
) se tiene finalmente que

( ?Zﬁs))ad = (js]:31 _9([ijis= Zﬁs]))ad = 0.

¥
i1
Jz8



44 CAPITULO 2. GEOMETRIA DEL FIBRADO DE CONEXIONES

(b) La 1-forma w con valores en ad P proviene, tal como se dijo en la Obser-
vacion 2.8.1, de una forma tensorial @ en P de tipo adjunto. Por otra parte,
se define la aplicacion

T,:J'P -~ J'P

como aquella que envia un elemento jls al l-jet jls', siendo §' es cual-

quier seccién local que verifique s'(x) = s(z) y sL(X) = 5.(X) = w(X)s@),
VX € 13 M, en donde se ha identificado w{X) € (adP), con un campo gauge
a lo largo de m'(x) gracias a la identificaciéon gauP ~= T'{M, adP) {ver Pro-
posicién 1.4.6). Es directo comprobar que T, ¢ R, = R, o T, (esto es, T,, es
un automorfismo del fibrado principal g : J'P — C(P)) v que T, induce el
difeomorfismo r,, en la base C{P). Por otra parte

(m10)u (T0)e X = (8)(m) e (mi0)u (T0). X =
(1o)X = {8), () {m10) X +W((W)*(WJG)*X)8(:D)-

De la definicién de 8, la tiltima fSrmula implica que (T1,)*0 = 6 + {mwy)* .
Entonces

(T, = (1.)d0 + %[(T;)*e. (T,)*0) = df + d(my)"&  (2.11)
2106+ 5 [(mo)' @, (r)'@] + 1B, (o))

O+ D)@+ %[(mg)*d), (730)"].

en donde hemos usado la identidad D¢ = d¢ + (A, (] para cualquier forma
tensorial de tipo adjunto (¢f. [Ble, Corollary 3.1.6]), siendo D=D" diferencial
exterior covariante, en nuestro caso definida en el fibrado J! P por la conexién
candnica k. La [érmula (2.11). cuando se lee como formas en C'( ) con valores
en p*(adP) no es mds que el apartado (b) del Teorema.

(c) Tal como se vié en la Proposicién 2.7.2-(a), la forma de conexién 8, y por
tanto su curvatura Q. = df+ 30, 0], son invariantes por la representacién del
grupo AutP en J'P. Esto implica que Ly 12, = 0, VX € autP. Teniendo
en cuenta la identidad de Bianchi DO, = d§2, + [#. Q.| = 0. esta invariancia
por automorfismos quiere decir

0 = i‘\z(l)(dﬂ,;)‘}‘d(ix(l)gfc)

= —ixw ([0, Q]) + DlixnQe) = 10,7000 Q]
-—[Q(X(l)), QEJ + D(ix(l)Qﬂ),
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donde volvemos a hacer uso de la formula D¢ = d¢ + [0, ¢}. Si ahora tenemos
en cuenta el Lema 2.8.2 y que la identidad de Bianchi DS), = 0 leida como
formas en C(P) con valores en ¢l adjunto toma la expresién d¥Qy = 0 (en
efecto, véase la Observacién 2.8.3) podemos conclnir finalmente que

LY{CQZ = dv(i‘xcﬂg) = EX o Qg.

Una vez se ha comprobado que £y verifica las condiciones (a}~{c), sélo
gueda ver la unicidad. Sea Ay una 2-forma en C{P) con valores p*adP que
verifique las propiedades del Teorema. Tomando coordenadas en C(F) como
las introducidas en §2.2 e imponiendo la condicién (a), la diferencia Ay — €2y
puede ser escrita

Ag — (2 = (@%da? Adz® + U5Eda’ A dAY) ® B,,

para ciertas funciones %, 035 € C®(C(P)). Siw = fids' @ B, es la

expresién local de la 1l-forma w, es sencillo comprobar que las ecuaciones de
la traslacién 7, : C(P) — C(P) son

T,(A]) = AT + f7. (2.12)
La condicién (b} del teorema implica 7*{A; — z) = Ay — Oy, que expresado
en estas coordenadas es
(@9, o 7.)da? A daf + (8% o) de’ Ad(A] + f0) © Ba  (2.13)
= (®%da! A da® + USEda? A dAL) @ Ba.

para cualquier eleccién de funciones ff € (M), 1<k <n, 1 <8< m.
De esta igualdad se deduce directamente que ‘Ilgf 0T, = \Ilgf, v tormando

ff funciones constantes, que &% o 7, = $,. En vista de (2.12), se puede
concluir por tanto. \Iﬁ;f, Yy, € C®(M), Yo, 8, j, k. Entonces (2.13) se
reduce a

Vekda! A dfy =0, VYo (2.14)

51 fijamos unos (ndices kg, ig, § v tomamos ahora ff = 5g06i°$i°, la igualdad
(2.14) implica \Ilggj = 0, j # 19, para cualquier a, kg, t9, J y por tanto se
concluye que

Ay = Oy = (B%da’ A dz®) @ B, 0% € C=(M),
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esto es, Ay — {2y es una 2-forma en M con valores en adf’. Para finalizar. si
X cawtFP v X' =7,X, la condicidén (c) afirma que

LY (Ay — ) = By o (A — ). (2.15)
51 se toma en particular un X € gauf’, entonces X' = 0 y tenemos Ey o

(Ag — Q3) = 0. De la definicidn Ex (ver §2.8.3), obtenemos
[AQ - QQ: {X}J =0, VX & gauP.

Esto es posible unicamente si (Ay — 23), toma valores siempre en el centro
de (adP), para todo x € M. Fntonces, el segundo miembro de (2.15) es
idénticamente cero y por tanto nos queda LY. (A — Qy) = 0 para todo X €
aut{P}. o si se quiere, en vista de la sucecidn exacta {1.13), para todo X' €
XE(M). Esto sélo es posible si A, — 2, = 0,

c.q.d.

Observacion 2.8.5 La expresién local de la forma g en las coordenadas
definidas en §2.2 viene dada por

Oy = {dA% Ada? + §,ATATde? A da®} B, (2.16)

En efecto basta comprobar que asi definida )y verifica la caracterizacién del
Teorema 2.8.3, tal como se hace en [CM1].

2.9 Estructura hamiltoniana asociada a
Estudiemos primero la polaridad asociada a la forma {15, esto es. la aplicacidn
x:T(C(P)) —T{C(P)) & padP

dada por y(¥) = iy Q.

Un elemento w € 1§ C(P)&(adF), es una l-forma con valores en {adF),.
Como p : C(P) — M es un fibrado afin modelado sobre T* 4/ = ad P, el subfi-
brado vertical del T(C{P)) se puede identificar con el pull-back de T M ZadP

por la aplicacién p, es decir,

V(C(P)) = p"(T*M © adP) = C(P) x5 (T"M © adP).
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Por tanto, la restriccién de w a Vi, (C{F)) define de manera naturai una
aplicacién lineal

w: Tr M — End(adP),,

o 1o que es lo mismo, define un vector tangente en * € M con valores en
End(adP),. Caractericernos ahora la imagen de la polaridad x.

Proposicién 2.9.1 Con la notacidn anteriormente introducida, la aplica-
cion x es un monomorfismo de fibrados vectoriales sobre C(P) cuya imagen
estd formada por agquellos covectores w tales que Im(w) estd contenida en los
miltiplos escalares de la identidad; es decir, W € T, M.

DEMOSTRACION. Sea

{0 o .
Y = / - /\a /\J .f‘\a R
A (8$J>Fz+ 7 (aA?>F$) 1 7 E 1

un vector tangente en I, € C(P). De la expresién local de €y (formula
(2.16)), se obtiene

X(Y) = (2 N AL Alda? + Alda? — NdAT)

r ® B,.

Se deduce directamente que kery =0 v que

por lo que x{Y') es un vector tangente.
c.q.d.
Estudiemos a continuacion la ecuacién de Hamilton (véase, por ejemplo,

MR, Definition 5.4.1}) que define la forma )y :
iy Qs = dVH, (2.17)

para Y € X(C(P)). siendo dV la diferencial exterior con respecto a la ley
de derivacién candnica. Al ser {23 una forma simpléctica con valores en el
fibrado vectorial p*ad P, el hamiltoniano H ya no es una funcién diferenciable
como en el caso cldsico. sino que [ es ahora una seccién de dicho fibrado.
Como p*adP es el fibrado adjunto del fibrado principal ¢ : J'P — C{F)
(Proposicién 2.5.1). las secciones H vamos a entenderlas en lo que sigue
como campos gauge del fibrado J'P —+ C(FP) a través de la identificacion
gauJ'P = I{C(P),p*adP) (Proposicién 1.4.6).
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Proposicién 2.9.2 Para dimG > 2; las parejas (Y, H) que verifican (2.17)
son de la forma

Y = X H = — (X",
con X € autP. en donde (XU denota la parte vertical del campo XU

respecto o la conexion candnica k; ie., (XM = X (X ) = (f( X)),

DEMOSTRACION. Sean
d

e -
Y: J‘—" D{'—_ }:{ﬂlza :‘;/:' BQ 2- 5

las expresiones locales de Y y H respectivamente. Teniendo en cuenta la
expresidn (2.16}, se obtiene

iy Qy = (r,-f;dA;?A;j [rde? + [rdat — fjdA;f*) 3 B.,.

Por otra parte, considerando ahora la expresién de la ley de derivacién ca-
nénica {2.10), tenemos

dVH = (ah* 4 2,410 da?) @ B,.

Igualando las dos iiltimas expresiones, obtenemos la ecuacién de Hamilton
{2.17) en coordenadas. la cual se expresa mediante el siguiente sistema de
ecuaciones diferenciales:

: Ih>
05f = ——— Ve, 8=1,... mj=1....n (2.19)
"3 1 1 b H
QAT
e aha (44 ¢ x ¥ v D
o= Erz + C.YBA;,”LJ + cﬁ,fAfA,\;f}“ (2.20)
Directamente de (2.19) se deduce
'3 2 1, ¢
o ___h Vi k Yo £ 0. (2.21)

DA?  §A2DAT

esto es. las funciones h® no pueden ser arbitrarias v ademss f7 € C(M),
1 < j < n. Es sencillo ver que el sistema de ecuaciones en derivadas parciales
{2.21) es completamente integrable y que sus soluciones son de la forma

he=—-fIAY —¢% 1<a<m (2.22)
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para ciertas g® € C™°(M). Si sustituimos estas condiciones en (2.20) se tiene

J;'rx_f__aga o 4f,@ afk

i ar_;n »3"’.? 83

(2.23)

Basta observar las expresiones (2.3) y (2.18) para concluir que Y = X¢, con
X = [1(8/0x%) + g*B,. Por otra parte, para jis € ¢ ('), u = s(z}, de la
definicién de 8 (§2.7) y de las coordenadas AY (2.1), tenemos

(B[Xﬁl N = Xy — (L X) = (FAXT) + %) & B,

Entonces (XV)", = (#(X

se concluye que i = —(X

1)) = (fTAT +9%) B., por lo que de [2.22)
.

y (!
J
X
¢.q.d.

Observacién 2.9.1 51dimG = 1, el paso (2.21) de la anterior demostracidn
no puede darse. En este caso, la expresion local de la ecuacién de Hamilton
(formmias (2.19). (2.20)) toma su forma usual de la mecdnica clésica

dh ) Hh

R, d o
fj 8;171" f BAj'

(2.24)

la cual no impone ninguna restriccion sobre el hamiltoniano H = h® B. Para
cualquier h, el sistema {2.24) tiene solucién. De hecho, para dim G = 1. el
rango del fibrado adP es 1 y entonces la Proposicién 2.9.1 nos asegura que
la polaridad x es suprayectiva. Por tanto cualquier ¥/ es la imagen de un
campo vectorial Y.






Capitulo 3

Invariancia en J!P

3.1 Formas invariantes en J'P

Definicién 3.1.1 Dado un fibrado principal m : P — M, se dice que una
r-forma diferencial =, de J'P es invariante por transformaciones gauge infi-
nitesimales (abreviadamente, gauge invariante) si

Lym=, =0, (3.1)

para cualquier transformacién gauge infinitesimal X € gauP., siendo XV el
levantamiento de X al fibrado J'P {véase la Definicién 2.6.3).

Fl conjunto de formas gauge invariantes forma una subdlgebra de Q*(J'P)
que denotaremos por Iéil o
Andlogamente, una forma =, € Q7 (J!P) se dice que es invariante por auto-
morfismos infinitesimales (abreviadamente, autP-invariante) si la identidad
(3.1) es clerta para cualquier X € autP.

. - . . (1
El conjunto de formas aut P-invariantes forman una subélgebra de Z*

ganp QUE

{
denotaremos por Iiulp.

Proposicién 3.1.2 St el grupo estructural (7 es conexo, un forma diferencial
=, de J'P es gauge invariante si y s6lo st

(@Y=, =3, (3.2)

para cualquier @ € Gaul.



52 CAPITULO 3. INVARIANCIA EN .J' P
DEMOSTRACION. Evidentemente si (3.2) es cierto V® € Gaul’, como

- d Dyx— ‘
LXu):.,- = E - ((I)t( )) e (3»3)
siendo @, el flujo de X € gaul’, se cumple (3.1) y tenemos que =, es gauge
invariante. Viceversa, si tenemos Lym=, = 0, por {3.3), se cumplird que

(@)=, == vt e R (3.4)

Dada una transformacion gauge ® € GaulP arbitraria, en virtud a la Propo-
sicién 1.4.4. queda determinadada univocamente una aplicacién P -G
equivariante frente a las acciones de (¢ en P2 y en s{ mismo por conjuga-
cién. Debido a que la expresién (3.2) representa un propiedad local, pode-
mos suponer que estamos en un abierto trivializable 771U/} = U x (. Es
conocido (véase, por ejemplo, [Var, Remark 2, p.88]) que en un grupo de
Lie, la imagen de la funcidn exp genera la componente conexa de la iden-
tidad (o el total si el grupo es conexo). Por tanto, localmente é)(:c,e) se
puede poner como exp &, - ... exp&,, para clerto k, con £, € C{{/). Sean
X, - 7 — adP|y, 1 <1 < k, secciones del fibrado adjunto, definidas como
x;(z) = ({x.€),&,(2))aq- Por la Proposicién 1.4.6, cada x, representa un cam-
po gauge en 7 HI7) y es sencillo comprobar que su flujo {®;;},cx verifica
(i%_](;r, e) =exp&;, 1 <i< k. Por (3.4) se tiene

(@) = (@) (2L)E = =,

concluvéndose.
c.q.d.

3.2 Ejemplos

FEjemplo 3.2.1 Sea v, una r-forma diferencial en la variedad base M. En-
tonces. para un campo X € autf arbitrario, tenemos

Lyymiv, = TFIL(T”)*X(UUM

pues X es 7 -proyectable, siendo 7, : J'P — M. Como 7, = 7o my
(m50). X" = X, tenemos entonces

s

Lyaymivy = 7 ( Ly xv, ). (3.5)
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En particular, st X € gauP, 7,X = 0y tenemos que Lyqmv, = 0, es decir,
el conjunto w3Q* (M) = {mjv | v € QY (M)} < Q*(JY(P)) es una subdigebra

de Iézlmp

Ejemplo 3.2.2 Sea 6 la forma de conexién canénica del fibrado ¢ : J 'p—
CP (¢f §2.7) y sean 6' ..., 0™ las formas de contacto estdndar asociadas a
la eleccién de una base { By, ... , B, } de g (es decir, # = 6% ® B,). En virtud

de las Proposiciones 2.7.2-(a) y 3.1.2, tenemos
Lxu)gu = 0, vX € &Uxtp‘

es decir, las formas de contacto estdndar son formas autf-invariantes v en
particular gauge invariantes.

Ejemplo 3.2.3 Debido a que la derivada de Lie conmuta con la diferencial
exterior, si =, es una forma gauge invariante (resp. autP-invariante), la forma
d=, es también gauge invariante (resp. autP-invariante). Las subdlgebras

(1) (1)
7 gauf Y I autP
son cerradas baio la diferencial exterior.

Ejemplo 3.2.4 Si O, es la forma de curvatura de la conexién candnica y
Q¥ son sus componentes respecto de la base {Bs, ... m} de g (es decir,
Q. = Q% ® B,). entonces, de la misma definicién {1, = dH + 116, 9] tenemos

1
0 = do* + —cdweﬂ A (3.6)

Por los Ejemplos 3.2.2 y 3.2.3, se concluye que las formas 0%, 1 < a < m,
son formas aut P-invariantes y, en particular, gauge invariantes.

Con los E]em})loa 3.2. 1 3.2.2 y 3.2. 4 podemos construir unos subconjuntos
especiales de T o ¥ ut p respectivamente. Sean

AW =gl e Qm, (3.7)

gaulb T

esto es, la subdlgebra de Q*{J'P) formada por expresiones polinémicas en
las formas 8%, 2™, 1 < o < m, con coeficientes en w0 (M), ¥

Al R0 Q L Qm, (3.8)
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la subdlgebra de °(.J'P) de expresiones polindmicas en las formas 7%, Q°,
1 <« <, con coeficientes reales. Se tiene

A(l) C: I{l)

aut P aut P

A(U - I(U

gauf’ gaulP

y nuestro fin en las siguientes secciones serd el de probrar que estas inclusiones
son igualdades estrictas.

. Pl sar 11t : I A1)
Observacidén 3.2.1 Puede ser 1itil notar que los conjunto Al v Asp
pueden representarse también como

AW L= QAN L, 0™ de, L de™,

pauf =

AL L = RO, ..,0™, 40", .. o™,

es decir, estdn generados por las formas de contacto estandar y sus diferencia-
les con coeficientes en m}2°{ M) o en R. respectivamente. Efectivamente, en
vista de la expresion (3.6), se trata de un simple cambio de base de dlgebra.
La ventaja de esta iltima representacidn estriba en que muestra manifiesta-
mente que estos conjuntos son cerrados frente a la diferencial exterior.

3.3 Formas gauge invariantes en J'P

3.3.1 Coordenadas normales en ¢

La f6rmula de Baker-Campbell-Hausdorfl relaciona la multiplicacién de ex-
ponenciales en un grupo de Lie (7 con el corchete de Lie de su algebra g a
través de la siguiente férmula {ver por ejemplo [Var, §2.15]):

expX expY =expC{X :Y).
con C{X 1Y) =57, ¢, (X :Y) siendo ¢, = ,(X : ¥) la sucesion definida

por la lev de recursion

(n'+1)cn+l = %[X_Y~Cn]+ Z Z KZ}’J[C;H'[”' ,{Ckgp.-){‘f‘}/J'-'J

2p<n A1+t kep=n

con cp = 0, siendo Ky, determinadas constantes raclonales. En particular

1
Cg(_X : Y) = D: ] (.X . Y) =X + Y, CQ(X . Y) = 5[){ }/]f (‘39)
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Y
n)
alX:Y)Eg™ =g lg.a ],
Si{Bi,....B,} es un base de g, sabemos que la exponencial define un

i

sistemna de coordenadas (y',...y™), lamadas coordenadas normales. en un

entorno V' de ia unidad por la condiciéon

g=exp(y®(9)B.), geV (3.10}

Sig,h e Vygh €V vamos a obtener un expresién para y*{g-h), 1 < a < m.
Sea {B',... . B™} la base dual a {By,...,Bnp} y sean

X =y*(g)Bs, Y =y*(h)B,. (3.11)

Entonces

y* g-h) = yexp X expY)
= y*(exp O(X : V})
= BY*C(X:Y))
= > B*cu(X:Y)).

nelN

Teniendo en cuenta las férmulas de recurrencia (3.9), las expresiones (3.11)
y que (X : ¥V} € g™ tendremos

B eal X V)= > @)y g) Ty () ()

a.beN™ lalH b =n

I - .
en donde ¢ = {a1.....am) € N™, [af = > .7, a;; para clertas funciones
polindmicas €7, (bastante complicadas) de las constantes de estructura. Por
comodidad denotaremos

Fntonces

Moom =3 Y @) uh)” (3.12)

neN a,beN™ |af-+bi=n
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IEn particular de {3.9) se deducen las siguientes expresiones que serdn nece-
sarias mds adelante:

|~ x Cx 1 x « .
Go = 0. oy = Cloyo = 0 Loy = 550, (3.13)
3)
en donde (3} denota el elemento (0,... . 1,...,0) € N™,

3.3.2 Notacidon

Sea (7. y*), 1 < j<n=dmM, 1 <o <m=dimG, un sistema de coor-
denadas fibradas en P v sea {z*, 4%, y?) el sisterna de coordenadas inducido
en el fibrado J'P {cf §2.4.2).

Se llama multi-indice de orden n a un elemento cualquiera H € N”. Se
dice ademds que el multi-indice es booleano st toma valores en {0.1}". es
decir, sus componentes son unos o ceros. 51 H = (hy, ..., hy), se denota

Hl=hy+ -+ Dy

Si H es un multi-indice booleanc de orden n, se denotard por dz® a la
expresién formal

dz® = (da")™ A A (d2™),
en donde
(dz*)! = da’, 1<i<n,

y (dz*}® quiere decir simplemente que este término se omite. Por ejemplo,
sin =3y H = (1,0.1), se tiene que de representa a dr' A dr®. Nétese
que drf es una forma de grado |H]. De manera andloga, para un indice «
fijo, 1 < a < m. v otro multi-indice J* = (j7, ..., ) booleano de orden n. se
denotard

(dy™)” =(dy )T A oA (dyf)m

que es una forma diferencial de grado |J*} en J'P.
En general, si se tiene una forma =, de grado » en .J'P. la notacién
de multi-indices booleanos nos va a servir para dar su expresién local de la

siguiente manera:

- 1 -
T 2 Frro gmde® Ady' A(dy')” AA (A
Hie DV =



=1

o |
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para clertas funciones fyrs. = de J'P, en donde todos los indices en ma-
viscula son multi-indices booleanos, de orden m para [ y de orden n para
H. J'...., J™ Es evidente que toda forma =, € Q7(.J'P) se puede escribir
en coordenadas de manera unfvoca de la forma anterior.

1)
3.3.3 Estructura de Iéaup

Lema 3.3.1 Consideremos el fibrado trivial w : M x G —~ M. Sea = una
forma gauge invariante en JH{M x G) y sea

so: M — M xG, s(z)=(x1),

(1)

gauP

)itsg: Yz € M, entonces = € AW

la seccion unidad. St Zj,, € (A canF

DEMOSTRACION. Sea s(z) = (z,0(x)) una seccién arbitrariade m: M xG —
M y sea @ la transformacién gauge dada por &(z,g) = (z,0(z)-g). Tenemos
que ® o 59 = 5. v como consecuencia de la Proposicién 3.1.2,

- (@(1))*5’
(eyE,

[ [

siendo ¥ = &', Entonces,
S = (V) (Ej10)-

Por la invariancia gauge de las formas wjv, v € Q*(M), 6%, Q% 1 < a < m,
tenemos que

* 1 1
(U (AL P itee = (AL )
Entonces,
= L * 1 1
:‘3:1'-5 = (\I}(l)) (:J;SG) E (l]:}{l)) ( éa)up)j;.m - (A(ga)uP)J}:S‘

para cuaiquier seccidn s, lo que finaliza la demostracién del Lema.
c.q.d.

Lema 3.3.2 Consideremos el fibrado trivial m: M x G — M y fijfemos una
base {B1,.... Bm} del dlgebra de Lie g. Sea so: M — M x G, so(x) = (2. 1),
lo seccion unidad. Las expresiones locales de las formas de contacto estdndar
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0 ...0™ y de lus componentes Q,..., Q™ de la curvatura (cf. férmula 3.6)
a lo largo de j'sy respecto al sistema de coordenadas (27, y*, yi) 1 <7 <n,
1 < a < m, inducido en J' (M x ) por las coordenadas normales (cf. §3.3.1)
son, respectivamente,

(90)1‘}30 = (dya)j};Sol (3‘14)

(%) 100 = (27 A dyT) 140, (3.15)

Jiso

cona=1 ...m. &€ M.

DEMOSTRACION. Sea (y',... . y™) el sistema de coordenadas normales aso-
ciada a la base {B! ..., B™} de g en un entorno de la unidad (ver §3.3.1) v
sea (17, Y7 y9), 1< a<m,1 <j<n, el sistema de coordenadas inducido
por (27, y*) en JHM x (7), es decir, yF (j;8) = ((y® 05)/027) () (cf. §2.4.2).
Cada forma 8%. 1 < o < m. es de contacto (véase la Observacion 2.7.1), y
por tanto es combinacion lineal de las formas

dy” — yfda:j, 1< 32 <m,

generadores del ideal de contacto del fibrado de 1-jets (¢f. [Kr2]). Es decir,
se tiene

0% = f5(dy” —yfda’), 1<a<m, (3.16)

para ciertas funciones f2, 1 < «, 3 < m, de JY{M x G). que evidentemente
cumplen

fi =0%(0/8y”).
Por la definicién de # (férmula 2.7.1), como

(T10)+ma(9/0y") = (m1).(0/0y”) = 0.

tenermnos que §(3/0y”) en un punto jls € J'(M x (7) depende tinicamente de
s{z). es decir. las funciones fJ no dependen de las variables y7. 1 < j < n,
1 < & < m. De hecho si considero un jls € J*(M = G), s(z) = (z,9), tal
que ¢ pertenezea al entorno de coordenadas normales elegido v llamo

K= 0(9/9°) € o,
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la definicion de # implica
(Ko = 2/09,
en el punto (z,g) € M x G. Las coordenadas normales del flujo
g+ g -exp(tKy)
e (K3)* son {cf. férmula 3.12):

(g exp(tKy)) = Yo etyle) ylexp(tKs))

a,beN™ ja|+|bj=n

= Z @:aby ﬂt‘b| Kb

a,beN™m

Asi, en el punto (x.g), se tiene

& > ( d o
= = - y*(g - EXP(tKﬁ))) ( cx)
(@y*ﬁ {z.9) di t=0 By (x.9)

15,
E T ylg)* Ky ( )
a(~y) J ,
K Oy {z.g}

agNm

en donde (K. ... K}) son las coordenadas de K respecto a la base de g
escoglda. Por tanto

> e w(g)K] = 85 (3.17)
aE Nm

Si defino la matriz cuadrada

=Y @yl 1<ay<m,

aeNm™m
la igualdad (3.17) se reduce a
FIK =63

Por la expresion (3.13), F}(1) = €5, = 67, es decir, ['(1) = Id y por tanto
hay inversa en un entorno del elemento neutro 1 € G. En ese entorno

13 =610/0°) = K] = ()], (3.18)
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A lo largo de la seccién unidad, de las férmulas (3.16) y (3.18) obtenemos
(0%)s200 = (dy*)j1s, V@ € M.
Por otra parte,
df* = d(F ) A {dy” — i da?) - (F1)5dyd A da.

Como dF™! = —f~1.dF. F~1y F{1} = Id, de la definicién de F. en el
elemento neutro se tiene

O F lu A Fra :
(_ 1 — ﬁ(l): 2]

C 1 .
D Clewl9)' = €y = — 3¢5,

g=1 ge§m

oy T oy oy

en donde hemos hecho uso otra vez de (3.13). En definitiva,
(d0%) 15, = —(%cf‘fﬁdy“’ Ady? +dyf A dad) g,
¥ entonces
(%) = (40° + 565,0° A 67 = (e’ A s
c.q.d.

Teorema 3.3.3 Sea ™ : P — M un fibrado principal arbitrario de grupo
estructural un grupo de Lie conexo (G, El dlgebra de formas gauge invariantes
en JUP estd gencrada por las formas 8%, Q* 1 < o < m = dim G, sobre
w2 (M), Es decir,

= AW Qe an[et, .. om0 O

f’auP gauf’

(cf. §3.23.

DEMOSTRACION. Como la propiedad de invariancia gauge es una propiedad
local, podemos considerar que estamos en un abierto fibrado lo suficiente-
mente pequeno para que P sea trivializable. Por tanto se puede asumir que
el fibrado es trivial, esto es, P = M x ;. Entonces, de acuerdo con el Lema
3.3.1. dnicamente hay gue probar que cada forma gauge invariante es un ele-
mento de A(I) L p & lo largo de la seccién 7% 30, siendo sp{w) = (x. 1) la seccidn
unidad de U x (G — M.
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Primero obtengamos la expresion local de la subida X (V) de cualquier
X € gauP. Como estamob en el caso trivial, todo X € gauf es de la forma
B, con B = h*B,, h* € C®(M,g) (ver Proposicién 1.3.5). Por la definicién
de B,

d

4 o expl(tB)-g), B=hB, (3.19)
dt t=0

X(I-Q) =

De la férmula (3.12) tenemos

y*(exp(tB)-g) = D Cuth')" - (th™)'my(g)*,

has N

y derivando respecto t en t = 0,

- 44 [ a 8
foo = 3 et ()
g

acN™

Por las férmulas de levantamiento de campos vectoriales de un fibrado a su
fibrado de 1-jeis (ver por ejemplo [Sau, p.133} o [Mu}},

5
XMW= N e Wly ( ) + (3.20)
E'\'ln. ay
> ( —=1(g)" + W ay(g) Oy ) 2
a 3 a’
agNm Ot 81})
en donde a — () denota la m-upla {(a;,... ,a, —1,... ,am).

Considerernos ahora una r-forma =, gauge invariante. Localmente. se
podrd expresar como

Er = Z fH]Jl_.,defEH N d.y1 A (dyl)Jl TANPRRIYAY (dym)‘jm

|Hi+ L+ JV o S =r

en donde se ha utilizado la notacién en multi-indices booleanos introducida
en §3.3.2. Fijemos un zg = (2g,... ,25) € M y un indice d € {1,... .n}, v
SEAl

1 . .
h' = §($d -8 W =0,7>1,
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en la definicién (3.19) de X € gauP. Teniendo en cuenta la expresién local
(3.20) de XV, en j! so se abtiene

(Lxw S5 = 0. (Lxwdrt)s o = 0.
(Lxuydy;x)j;ogo = 6?63(1’!‘@, (LX("}dya)jéOSO = 0,
para cualquier f € C{J'P), a € {1,... ,m}, 7 € {1.... .n}. Luego la
condicién

(L_Y(U“:"‘"")j,l;o«?(} = 0
se escribe localmente como
0= (frrs.gmdz Ady? A (dy! )y AL A (dyl Vit A (et A
41 1 2 m 7
(dygr Y A A (dye ) A Y)Y A A (Y™ ) s

Por tanto, si hy = 0y j; = 1, entonces fyrn. m{ji, %) = 0. Como z° es

arbitrario. concluimos que fyjs. . m|j15, = O siempre que exista un {ndice d
tal que hg = 0y j} = 1. Esto nos dice que a lo largo de la seccién j'sp:

(Al) Cada componente {dy)) j1, aparece siempre acompanada de {dz®) s
Elijamos ahora, para un indice d > 1 fijo
Bl = (a' —al)(z®—28), W =0j>1,

en la definicién de X de la férmula {3.19). De la expresién {3.20) obtenemos

entonces

(L.‘f“]f)jéoso = O, (L/‘(“)d‘ri)jéo% = {}
(. L‘\’“)dy?)jgoso = (5?5?(1.1:1 + (S?(S;dg,d (L’Y(l)dya)f;o-’"” =},

y la condicién de invariancia gauge (L=, = 0) en jl sq es
3 . m
0 = (fyr.mdzt Ady" A (da:d)Jl A (clyé)iii A Ayl A+

Farstgmdz™ Ady! A (dy ) AL A (dy) ) A
(' Vé A (g oo A A (AT ), o
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Por tanto, si

']1 = (1*35' )jé—!‘ou.jr}-i-l"" JT]")

I . . . .1

Jt = (0132}: e vﬁ'ali——l: 1-..7clt+1= o)
se verifica:

fHIJl..-J"1 (jmlos(,) = fHIjl...Jm (].;050)-

De acuerdo con esto se tiene:

(A2) Si(Z,)];1s, tiene un sumando de la forma (=, _asAdz! Ady] )15, entonces
(Z-) |15 contiene el sumando (Z,_o Ada* Ady} )14, ¥ viceversa, siendo
d = 1,....n un indice cualqulera.

De las afirmaciones (Al) y (A2) se deduce entonces que cada (dy})|;1s pro-
viene de un sumando

(Sr_a Ada? Adyj) s,

Sustituyendo el indice 1 por 2,... ,rmn, sucesivamente en la definicién de las
funciones h',....h™ y recordando las expresiones (3.15}, (3.19), las afirmacio-
nes {Al) y (A2) nos permiten concluir que a lo largo de la seccidn unidad. la
forma =, se escribe

(S )litso = (Sritg gudz™ A (B AL A (™) A
(OH AL A (O™ |,

lo que termina la demostracidn gracias al Lema 3.3.1.

c.q.d.
3.4 Formas autP-invariantes en J'P
Lema 3.4.1 Sea

Zo= Y T AT A LA™ A QN AL A Q)
1.2

Levoidm



64 CAPITULO 3. INVARIANCIA EN J'P

. 1 .
una r-forma perteneciente a ,Aia)up, r < n+mnm=dmC({P). con

‘-“'Iji‘----jm = QS(!‘H), S =7 — (3: + . + Zm) - 2(]1 + e +jm)

.

en donde Ji. ... jm € N e 1 es un multi-indice booleano (cf. §3.3.2). Entonces:
(1) Los sumandos que verifican
s+hF .o FIm=r—=(0 4. i) (1 ) > =dim M
son nulos.

(2} Eliminando los sumandos anteriores, =, =0 si y sdlo si wrj ;= 0.
Vi1 i Jm € N, V1.

DEMOSTRACION. Consideremos que estamos en un abierto trivializable de
Py trabajemos con las coordenadas que hemos utilizado en la demostracién
del Teorema 3.3.3. Veamos primero que un sumando

i = T A (BN AL A(EY A QN A LA QT

de (3.21), o la propia expresién (3.21), es idénticamente cero si y sélo si
es cero a lo largo de la seccién nnidad j'sy (siendo so(z) = (z,1)). En
efecto. tal como se hizo en la demostracién del Lema 3.3.1, dada una seccién
s{x) = (x.o(x)). como las formas de Aéi)uf’ sonl gauge invariantes, se tiene

E"jl R 8 lj]x‘? = (\D(l))*(‘g'jlso)

1. g). Como ¥ es un

s = 0. Al ser s una

para la transformacion gauge ¥(z,g) = (x,0(z)”
difeomorfismo. =y, . ]its = 0 sl y s6lo st =y,

g
secclon arbitraria. se concluye. Por tanto basta estudiar lo que pasa en la
seccién unidad.

Para el apartado (1) de la Proposicién, considero las expresiones locales de
6%, 0% 1 <« <, alo largo de la seccidn s {f6rmulas (3.14) v (3.15)). Asi

obtenemos que

= o f( *
=l dmiitse 7 VY
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Esta expresién es evidentemente cero si
grado(Wrj, gm) TH+ o+ Im =

Para el apartado (2), si Z, es cero, a lo largo de la seccién unidad tendremos
Selise = > (Twngm A YT AL A () A (3.22)

(o' A dy A A (e A ), =0

cue implica que cada sumando S, . |55, debe anularse. Quedémonos con
uno de esos sumando v supongamos ue, como consecuencia del apartado
(1), se verifica

r—{iy+ .. Fim) =1+ FIm) <0

Tomemos la expresion de wy;, ;. en coordenadas:
E t i oG A 4 a5
Wiim = fh,_._‘lsd:[: AL A dr 7, fl],...,ls [~ & (ﬂ/[), (323J

en donde s = r — {iy + ... + %) — 2(J1 + ... + jm). Iijemos unos indices
19,09 Como s+ 71 +...+ jm < n, podemos elegir otros indices ky.... . k.
con J = Jy + ...+ Im. tales que

dz AL AdEN AdTF A L Ade® £ 0,

Teniendo en cuenta las expresiones (3.22) y {3.23), podemos asegurar que

=11, jmljts, tiene sumandos de la forma (salvo signo)

(fo.. pda't AL Ada® Adef AL A dz® A (3.24)
(dy' )t A A (dy™)m A dyp! A A dye? ) s,

para ciertos indices hy, ..., h,. Para cada elecién de hy, ..., h,, la orma

ZLtregm]stso

L. \ . .. o
tendré 1inicamente el sumando (3.24) con esa combinacién de 1-formas dz'i,

dyf;’ por lo que debe anularse. Eso sdlo es posible si fio 0. Como los
- s

indices 19, ... 1% son arbitrarios, se concluye que wy;,,. ;. = 0, para todo 1.

Jl: Tttt jTTL'
c.q.d.
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Teorema 3.4.2 Sea m : P — M un fibrado principal arbitrario de grupo
estructural un grupo de Lie conexo (G. Supongamos que la variedad base M
es conexa. Fntonces, el dlgebra de formas autP-invariantes en J'P estd
generada sobre los ndmeros reales por las formas 6%, 0%, 1 < o < m =
dim &, €s decir.

0 = Al RO QT

DEMOSTRACION. Sea =, una forma autP-invariante. En particular esta
forma es guuge invariante y por tanto, en virtud del Teorema 3.3.3. se puede
escribir de la forma

Zo= ST RWn g AT A A A QY AL A QR

Lot Jm

para clertas wy ;. ;. € (M), s=r— (i1 + ... +in) = 2071 + ... + Jn),
en donde I = (7,...,%m) es un multi-indice de orden m. Consideremos que
todos los sumandos verifican la propiedad (c¢f. Lema 3.4.1-(1})

r—(ii+..Fim) = (J1+ .+ Im) 0.

Como las formas 0%, 2%, 1 < o« < mn, son autP-invariantes {c¢f. Ejemplos
3.2.2 v 3.2.4). la condicién de invariancia por automorfismos infinitesimales
de =, se escribe como

0= Z Lyar(miwr o m) MO AL A (O™ ™ AN AL A (BT

I.]] e o Jm

La derivada de Lie conserva el grado de formas, por lo que todos los sumandos
siguen verificando la designaldad

re- (gt ) = (L ) S0
Fn virtud del Lema 3.4.1-(2), se tiene que

Lem(miwrg  am) =0, Y4, ¥i, ... Jn- (3.25)
Pero

Lo (Wi gm) = T L xWijy, o g )
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(ef. (3.5)), por lo que la condicién (3.23) es equivalente a L, xw; ;. ;. = 0.
Como el campo X € aut# es arbitrario y 7, : autf’ — X(M) es suprayectiva
(ver la sucesién {1.15)) tenemos finalmente que para cada I, 7;,.... m,

Lxwijyjm =0, VX' € X(M).

Esto sélo es posible si w; ;. ;. es una fincidn localmente constante, Como
A1 es conexo. tenemos que la forma =, tiene la expresidn

z = Z Ao i {0 A LA™ A@Y AL A (BT

. . — 1
para clertos escalares Ay j, ;- € R, es decir, =, € Aiu)tp.

¢.q.d.






Capitulo 4

Invariancia en C(P)

4.1 Formas invariantes en C(P)

Definicién 4.1.1 Sea 7 : P — M un fibrado principal arbitrario. Se dice
que una r-forma diferencial £, de C(P) es invariante por transformaciones
yauge infinitesimales {abreviadamente, gauge invariante) si

Lx.& =0, (4.1)

para cualquier transformacién gauge infinitesimal X € gaulP, stendo X¢ el
levantamiento de X al fibrado de las conexiones (¢f. Definicidén 2.3.2).

El conjunto de formas gauge invariantes es una subélgebra de Q*(C(P)) que
se designa por I,,p.

Analogamente, una forma €. € Q"(C(P)) se dice que es invariante por auto-
morfismos infinitesimales {abreviadamente. aut P-invariante) si la identidad
(4.1) es clerta para cualquier X € autP.

El conjunto de formas autf-invariantes es una subdlgebra de T ,,p que se
denoia por Zauep.

Proposicion 4.1.2 5i ¢ grupo estructural (G es conexo, un forma diferencial
£, de C(P) es gauge invariante st y s6lo s

((I)C)*Er =&,
pare cualquier @ € Gaul’.

69
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DEMOSTRACION. La demostracién es similar a la de la Proposicién 3.1.2.
Basta sustituir todos los levantamientos ®(, & € GauP, por las aplicacio-
nes $r v los campos XV X € gauP, por los campos X para probar el
resultado.

¢.q.d.

Ejemplo 4.1.3 Sea w, una r-forma diferencial en la variedad base M. Para
un campo X € autF arbitrario, tenemos

Lx.ptwr = p" Ly, xowr,

pues X¢ es p-proyectable, siendo p : C{(F} — M el fibrado de las conexiones.
De hecho. si X' = 7,X es la proyeccién de X por 7. se tiene p,Xp = X
(Observacién 2.3.2). Asf

LXCP*{‘UT = p*(LX’wT)' (4'2)
En particular, si X € gauF, X' = 0 y tenemos que Ly p*w, = 0, es decir, el
conjunto p*Q* (M) = {p'w | w € Q* (M)} C Q*{(C(FP)) es una subdlgebra de
IgauP-
Definiciéon 4.1.4 Sea w : £ — M una submersién suprayectiva. Una r-

forma =, en F se dice que es m-proyectable a M si existe una r-forma £ en
M (necesariamente tinica) tal que

En este caso. se dice que &, es la proyeccidn de =,

Un criterio general de proyectabilidad es el siguiente:
Proposicion 4.1.5 Si las fibras de w1 E — M son conexas. una forma
diferencial =, de E es m-proyectable si y solo si, para todo vector X € TE

tangente a la fibra se tiene

(2) ixdZ, = 0.
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DEMOSTRACION. Es evidente que una forma proyectable verifica las condi-
ciones (1} y {2} de la proposicién. Veamos el reciproco. Sea =, una r-forma
de E que cumpla (1) v (2). Consideremos un punto 9 € M v un y € £

tal que 7(yo) = wo. Como 7 es submersién, existe un sistema de coor-
denadas (z!..... ") de M en un entorno U alrededor de zg y un sistema
(x',....z™ y',... y™) de E en un entorno V alrededor de 1y tal que
1 n .1 my 1 n
@',y T = (. 2T,

Por la condicién (1), la expresion local de la forma Z. en el sistema de
coordenadas {z!,. .. 2" y',...,y™) es

Zr = fil,---.l-rd:ni] ARRRNA dxtrs ('13)

1 n 1

df,

——dexf/\da:i‘/\‘--/\dm"’"—f-wgl;%dysf\dmil/\---/\d:r:".

,y™). Por otra parte,

y de la condicién {2) conluimos que

8fi1,--~.ir

S =0 Vs (4.4)

es decir, las funciones f;, . ; s6lo dependen de las coordenadas (z!.... .. ).
(lonsideremos r vectores tangente X;,.... X, arbitrarios en T, M v sean

Yi,....Y: € T,F, tales que
(V) =X;, 1<s<r (4.5}

en cada y € 77 (xy). De la condicién (1) de la proposicién se deduce que
=AY, ..., Y.) no depende de los vectores Yj, ..., Y, escogidos con tal de que
se curnpla (4.5). Ademds, de la expresién (4.4}, se tiene que Z,.(Y7,....Y})
es una funcién localmente constante en la fibra m = {zg). Como por hipétesis
la fibra es conexa. esto implica que =.(Y7,....Y;) no depende del punto
y e Ny

s decir, =.(¥7.. ... ¥, ) depende dnicamente de zg = m(y} y den,. (Y7)... .,
7. (Y;) € T, M. Por tanto existe una r-forma (&, )z, en z; tal que

(ET)Wfl(ﬂ“-U) =7 (gr)mn'

Como el punto xg € M es arbitrario, se concluye.
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Corolario 4.1.6 Sea m : P — M un fibrado G-principal. 51 G es conexo,
enfonces una forma diferencial =, en P es w-proyectable si y solo st verifica
las dos sigutentes condiciones:

(1) ig.=, =0,YB € g,

(2) RIS, =5, Vg eC.

DEMOSTRACION. Por definicién de fibrado principal {¢f. Definicién 1.1.1), la
aplicacién 7 : P — M es una submersidén suprayectiva. Por tanto, se puede
aplicar el criterio de la Proposicion 4.1.5 y asi la proyectabilidad de =. es
equivalente a ver que ixy=, = 0 y ixd=, = 0 para todo vector .X vertical.
Por la identidad L = iyd 4 dix, estas condiciones se verifican st v sélo si

ixZr =0 v Lx=Z. =0, VX vertical
Por la Proposicidn 1.3.3-(4), comprobar estas igualdades es lo mismo que ver
g, =0 v L= =0 VBeg.

Como

d . o
3‘& . (Rexp.',B) —r - (46)

0

LB-:'..,- ==

es evidente que la condicién (2} de esta proposicidn es suficiente para deducir
que Ly-=,. = 0. Por tanto unicamente resta comprobar que esta condicién
es también necesaria. Si =, verifica Lg.=, = 0, entonces

(RexpLB)*Er ==, VteR, B<g.

Sea g un elementa de (G cualquiera. Como el grupo (7 es conexo. exp g genera

G {véase [Var, Remark 2, p.88]) v por consigniente existirdn By..... Bs g,
para clerto s, tales que g = exp By - -+ exp B,. Asi

(Rg)" = {(Rexppy ) 0rn-0 (RexpBa)

por lo que se concluye.
c.q.d.
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Teorema 4.1.7 Sea 7: P — M un fibrado principal arbitrario de grupo es-
tructural un grupo de Lie G conexo y sea q . J'P — C{P) el fibrado principal
introducido en la Proposicién 2.5.1. Fntonces las formas gauge invarantes
enn C(P) (cf. Definicidén 4.1.1) son la proyeccién de las formas gauge inva-
riantes de J1P {cf. Definicién 3.1.1) que son g-proyectables. Andlogamente
para la autP-invariancia.

DEMOSTRACION. Sea €. una r-forma gauge invariante en C{P). S1 X €
gaul’, como el campo X proyecta al campo X de C'(P) {es decir ¢, X =
X, ¢f. Corolario 2.6.4), se tiene

L.\'(Uq*‘fr = q*(Lq.X(l)gr) = q*(Lch,—) =0, (4?)

es decir, la forma ¢*£, es gauge invariante en J!P. A la inversa, si "<, es
una forma proyectable y gauge invariante en J'P, la férmula {4.7) implica
que ¢"(Lx,€,.) = 0. que dnicamente es posible si £, es gauge invariante en
C{P).
Andlogamente para la autP-invariancia.
c.q.d.

4.2 Formas caracteristicas

Definicién 4.2.1 Sea g el dlgebra de Lie de un grupo de Lie . Una apli-
cacion k-multilineal simétrica

frax Foxg R,
se dice que es mvartante por la representacidn adjunta si se verifica

FAA, . Ad A = flAL. .. AL, (4.8)

para cualquier g € G v enalquier {A,,... , Ay) € gx & xg.
El conjunto de aplicaciones k-multilineales simétricas invariantes por la re-
presentacién adjunta es un espacio vectorial que se designa por IS

Observacion 4.2.1 5i f € [ y g€ I se define [ - g € {¥,, como

. 1
f . g(A;, . -,AA:H) = (k‘ " 1,’)’ Z f(Ao(l), e ,Ag(;ﬂ)),g(Ag(kJrl), ey .40(k+£));

ge Sk_+},
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donde 5;,, denota el grupo de las permutaciones de k + I elementos. Si se
escribe

(- 4)
G [
=Y
k=0

el anterior producto dota a este espacio de estructura de 4lgebra conmutativa
sobre R. (Para més detalles, véase [KN, XII.§1]).

Observacién 4.2.2 Las aplicaciones multilineales simétricas de g se pueden
identificar con los elementos del dlgebra simétrica S*{g*) (véase por ejemplo
[KN. XII.Proposition2.1]). De esta manera se comprueba que el lgebra [ es
isomorfa al dlgebra de elementos de S*(g*) invariantes por la representacién
coadjunta {[KN. XII,Proposition2.2]}. es decir,

IC — (S.(Q*))G,

El super-indice (& denota invariancia frente a la accién del grupo G.

Por otra parte. si fijamos una base {By,.... B} degy {B'..... B™} es su
dual en g*. los elementos de S*{g*) se pueden identificar con los polinomios
en m variables {t1.. .. t™} a través de la aplicacién

Aapae BRIV oV B s Ay 85

en donde v denota el producto simétrico en S*(g*). Por esta razén es fre-
cuente encontrar en la literatura el nombre de polinomios invariantes por la
adjunta o polinomios de Weil a los elementos de [©.

Definicién 4.2.2 Sea I' una conexién arbitraria en un fibrado principal 7 :
P — M v sea Qp su forma de curvatura. Para cada f € IS se define f(Qr)
como la 2k-forma en P dada por

FORNX, . Xop) = (4.9)
1 ) .
(25 > ) (Ul Xo) Kogg)) - U (Ko 1y Xo))
IR =S8

para todo X,...., XopelL,Pue P

Proposicién 4.2.3 [KN, XIL.Theorem L.1] Sea 7 : P — M un fibrado prin-
cipal de grupo Gy dada una conexion I' en P, sea Qp su forma de curvatura.
Fntonces:



=1
[
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(1) Para cada f € IY, la 2k-forma f(Qp) de P proyecta a una dnica forma
f(Qp) cerrada de M, 1e.,

F(Qr) =7 (f ().

(2) Si denotamos por [f] € H* (M R) la clase de cohomologia de de Rham
definida por la 2k-forma cerrada f(Qr), entonces [f] es independiente
de la conexion T y la aplicacion

I§ — H®(M:R), [~ |f].

es un homomorfismo de dlgebras. A esta aplicacidn se la conoce como
el homomorfismo de Weil.

Observacion 4.2.3 Dado un fibrado principal 7 : P — M cualquiera, con-
sideremos ahora el fibrado principal q : J'P — C{P) (cf. Proposicién 2.5.1)
y la forma de curvatura Q, definida por la conexién canénica « (Definicién
2.7.4). Como caso particular de la anterior proposicién, dado un f € I la
forma f(Q.) es una forma de grado 2k en J'P que proyecta a una forma

f(§2.) en C(P).

Proposicién 4.2.4 Para cada f € 19, la 2k-forma f(€,) de C(P) se puede
construir también a través de lo estructura simpléctica de C{P) de la siguiente
manera. Sea Qs la 2-forma en C(P) con valores en p*adP definida en §2.8.1.
Dado un punto U, € C(P) y 2k vectores tangentes

Xi, oo, Xaw € Tr, C(P),

se tiene que (X, X;) € (pradP)r,, i.j = 1,....2k. S fjamos un u €
(). estos elementos se podrin escribir como

QQ(XZ’: X;) - (rm (urnij)ad)-
para ciertos n; € 9. 1.7 € {1,..., 2k}. Sea
. . . 1 . \
JQ) (X, Xay) = FQk—)T Z E(U)f("f}a(l)o(z)a Mok ne(ak))- (310
’ TESa

Entonces f(3) = f(Qk).
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DEMOSTRACION. Si ¢ € w7 !(2) es otro punto cualquiera de la fibra y
1 = 1 - 9. entonces

Q-z(Xi,Xj) = (I, (U',Adg—”?iﬂad),

es decir, 7;; = Ady-17,;. La invariancia de f por la adjunta hace que expresién
(4.10} no dependa por tanto del punto u € 7 !{z) elegido, por lo que define
una 2k-forma en C(F). Por la Proposicién 4.2.3-(1) iinicamente resta ver
que ¢* () = f{Q). En efecto, si se tiene 2k vectores tangentes Y. ..., Yor
en un punto jls de J1P tal que g{jls) = ['z, por la férmula (2.9,

(g™ 0)(Y5,Y5) = Qo(q.Ye, 0. Y)) = (T, (s(2), Qe{Y5, Yi))aa)-

En vista de las expresiones (4.9) v (4.10) se concluye.
c.q.d.

Observacién 4.2.4 A partir de ahora, salvo mencién explicita de lo con-
trario, para cada polinomio de Weil f € [ las formas f(Q.) de C(P) se
denotardn por f({)y) tal como se construyen en la proposicién anterior.

Proposiciéon 4.2.5 Sea I' una conexion en un fibrado principal # - P — M
y sea op : M - C(P) la seccion del fibrado de las conexiones que induce (cf.
Definicién 2.1.3). Dado un f € If, entonces con la notacidn de la Definicién
4.2.2, se cumple la siguiente wgualdad de formas en M :

(or)"f(Q2) = f{Qr).

DEMOSTRACION. Dada una conexién enw : P — M, seadp: P — J'P
la seccién del fibrado de my : J'P — P que define {¢f. Observacién 2.7.2).
Vamos a probar primero que para cualquier polinimio de Weil f. se tiene que

(ar)"f(Q) = f(Qr). (4.11}
En efecto. consideremos un punto u € F cnalquiera y 2k vectores tangentes
Xy Xow € T, P. Entonces, de la Definicidn (4.2.2),

() FIONX) LX) =

1 ~ * V' ~ rd -
G > o) f (50" Q)Xo Ko@) - (00" Q) (Ko an 1) Xoany)) =
R TFESap
1

2 > o) (Ko, Xom), - O(Xoqzr 1), Xom)) =

o Sop

FOWNX1. .. Xai),
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en donde hemos hecho uso de la ignaldad (61°,) = Qr, consecuencia directa
de la Proposicién {2.7.5). ) )
Por la Proposicién (4.2.3), f(Q.) = ¢"f(Qs) v f(Qr) = @ f(Qr). Susti-

tuyendo en la férmuta (4.11), como g o op = o o, se tiene

T (orf(Q2)) = 7 (f{()},

que es equivaiente a la igualdad del enunciado.
c.q.d.

Proposicién 4.2.6 Sea 7 : P — M un fibrado principal cualguiera. St
d . M — C{P) es una seccidn arbitraria del fibrado de las coneziones p :
C{P) — M .entonces la aplicacion

o HY(C(PRR) — HYMR), o’[g,] = [07E,],

en donde los corchetes denotan clase de cohomologia de de Rham, es un
wsomorfismo de grupos para todo k cuya inversa es p*.

DEMOSTRACION. S1p: E — M es un fibrado vectorial y Fy es el conjunto
de vectores nulos (es decir, la imagen de la seccién nula sy : M — FE), la
apiicacién

H{t,v)y=t-v. tel0,l,vekF,

hace que los espacios £y Fy = M sean hométopos. Por tanto, los grupos
de cohomologia H*(E:R) y H*(M:R) son isomorfos para cada k > 0. por la
aplicacién sj.

En nuestro caso. si 0 : M — C(P) es una seccién arbitraria del fibrado
de las conexiones, como C(P) es un fibrado afin sobre M, queda definida una
estructura de fibrado vectorial en la que o es la seccién nula. Por tanto, o*
es un isomorfismo de grupos de cohomologia. Por 1iltimo, como po o = Idyy,.

(T!( o] p“‘ = IdH‘(f\/I;IR):

por lo que p* es el inverso del isomorfismo a*.
c.q.d.
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Corolario 4.2.7 Si g : M — C(P) es un seccidn arbitraria del fibrado de
las conexiones y f es un polinomio de Weil de grado k, entonces la clase

a*[f ()] € H* (M R)

comeide con [f|, imagen de f por el homomorfismo de Weil (cf. Proposicién
4.2.3-{2)).

DEMOSTRACION. Si g : M — C(P) es una seccién del fibrado de las cone-
xiones, existe una conexién I en 7 : PP — M tal que op = ¢. Entonces, por
la Proposicién 4.2.5,

aplf()] = [onf ()] = [f(Qr)].

Por la Proposicién 4.2.3-(2), esta clase no es mds que |f]. por lo que se
concluve.
c.q.d.
Eiste 1iltimo Corolario sirve de motivacién para dar la siguiente

Definicién 4.2.8 Si7: P — M es un fibrado principal cnalquiera y 25 es la
2-forma simpléctica en C{P) definida en §2.8.1, a las formas f{Qy) de C(P),
siendo f un polinomio de Weil, se les denomina formas caracteristicas.

Por tanto las formas caracteristicas son unas formas en C'{F) que al bajar
a la variedad M a través de cnalquier seccién o de p : C'(P) — M, definen
unas formas cuya clase de cohomologia son las clases caracteristicas del fibra-
do 7 : P — M. Sin embargo estas formas poseen mayor informacién que las
clases que determinan. Por ejermplo, una clase caracteristica de un fibrado
puede ser nula. en cambio su forma no tiene por qué serlo. Para mds detalle,
véase la Observacién 4.5.3.

Teorema 4.2.9 Siw : P — M es un fibrado principal cualgquiera. las formas
caracteristicas {cf. Definicidon 4.2.8) son aut P-invariantes (y por tanto gauge
mmwvariantes) en C(P).

DEMOSTRACION. Por el Teorema 4.1.7, una forma caracteristica f(Qs) serd
autP-invariantes en C(P) si v sélo si ¢* f(£a) es autP-invariantes en J1P.
Como por la Proposicién 4.2.4 ¢ f(Qs) = fA(QE), hay que probar que f(Q,g)
es autP-invariante en J!'P. Sea @ un automorfismo de 7 : P — M y sean
Yi..... Yo € X(J'P) 2k campos vectoriales de J'P. Como la forma de
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conexion  de la cone*{ion candnica s verifica (®1))*8 = 8 {cf. Proposicién
27.2-(a)) y Q= df + 116.8), se tiene que (21))*0; = O, y por tanto

((I,(l})*(f(gn))(}/l ----- Y2k) =

zk,- > ) (B QN Yoy, Yo), - B0 () Yorar-1y, Yoraw)) =
) G’ESok
%, > (o) (Yo, Yo@)s - Qu(Yormony, Yom)) =
U"':SQk

(f(ch))(}/} Ty YQk):

es decir, se verifica

(@) () = f(2),

para cualquier autmorfismo ® € AutP. Esto implica que f () es autP-

lnvariante.
c.q.d.

4.3 Formas gauge invariantes en C(P)

Se ha visto que tanto las formas p*Q*( M) como las formas caracteristicas son
guuge invariantes en C'{FP). El siguiente teorema demuestra que estds son las
nnicas.

Teorema 4.3.1 Sea 7 : P — M un fibrado principal arbifrario de grupo
estructural un grupo de Lie conexo (7. Kl dlgebra de formas gauge inva-
riantes en C{P) estd generada sobre w1 (M) por las formas caracteristicas
([ () }rere. Es decr.

IgauF’ = (P*Q.(n'f)) [.]( (QQ)JfEIG -

DEMOSTRACION. Consideremos el fibrado principal ¢ : J'P — C{P). En
virtud del Teorema 4.1.7, el problema de caracterizar Z,,,p es equivalente
al de estudiar las formas gauge invariantes en J!'P que son g-provectables a
C(P). Sea =, una forma gauge invariante de J!P e impongamos las condi-
ciones {1} y (2) del Corolario 4.1.6 a fin de estudiar su proyectabilidad. Para
evitar confusién. el campo fundamental inducido por un B € g en el fibrado



30 CAPITULO 4. INVARIANCIA EN C(P)

principal ¢ : J'P — C(P), lo denotaremos por B®, en vez de B*, notacién
que reservaremos siempre para el campo fundamental en 7 : P — M.

Fijemos wna base {B,.... By} de g y pongamos 8 = 8% 2 B, v Q. =
Q™ ¢ Bs. Por el Teorema 3.3.3. la forma =, se podra escribir como

Er =) MW g AOTAL AT A QYA LA (@)
7

para ciertas wy ;.. €SP (M), s=r— (i1 +...Fin) —2(J1+ ...+ Jm). €
donde [ = (i;,...,%,) es un muiti-indice booleano de orden m (cf. §3.3.2).
Vamos a considerar que, a la luz del Lema 3.4.1-(1), todos los sumandos
verifican la designaldad

st it Fgm=r—(+. . Fin)— (L F .. F I < n=dim M.

(4.12)
Por la Proposicién 2.7.2—(b}, se tiene
(95(8;) = 62 l1<a fd<m, (4.13)
y al ser la curvatura £, una forma horizontal,
QP(BN =0, 1<a 8<m (4.14)

Si se tiene en cuenta las igualdades (4.13) y (4.14), entonces

m
ipeZe =3 D (=1t A BT A

=1 [ =0
——

A% e A AT A QY AL A (Y

T —
en donde (07} indica simplemente que este término se suprime. En virtud
del Lema 3.4.1. asta expresion es cero s1 v sblo si wyy, ., = 0 siempre que
|| > 0. Por consiguiente, la condicién (1) del Corolario 4.1.6 implica que la
forma =, se escribe como
z, = Tw A(QDTUA LA QY (4.15)

Tl v

conwyr, . € (M), s=7~2(Ji+ -+ jm) v de la desigualdad (4.12),

S+ 1+ Im < {4.18)
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Sea
QN (M) Q] = 71N (M) [QF ... Q7

el 4lgebra de polinomios en las cornponentes de la curvatura y con coeficientes
en 110 (M) y sea

K :mQ (M) & 5% (g*) — 71 (M) [Q,]
la tnica aplicacién R-lineal tal que
K(miw o f) = whw A F(S),
para w € Q*(M). f € S¥(g"), en donde S*(g") denota el dlgebra simétrica de

g* v f se da en la Definicién 4.2.2. Trabajando con la base { B!, ..., B™} de

*

g", sl [ tiene la expresion
[=B%v...v B%,
directamente de la Definicién 4.2.2 se obtiene
f(Qe) = Q% Ao A Q2 (4.17)

El grupo G actuia por la derecha en w1Q°(M) © 5*(g*) y en m{Q0°(AM) {{1,]
respectivamente mediante las condiciones:

(mw 2 f) g=mlw® f YweQ (M), vfeS g, (4.18)
en donde f9 € S*{g") es el polinomio definido por

SOUAL A = FAdA L Ad A, AL Ay e g,

[11

g =(R-)E, VZEemQ (M) Q). (4.19)

Nétese que, como la curvatura es una forma de tipo adjunto {¢f. §2.8.1), se
tlene

(R,1)"Q = Ady o O,
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y entonces (R,-1)"0Q% 1 < o < m, es combinacién lineal de Q'. ... Q™ para
cualquier g € (7. Por tanto, si = € 71Q% (M) [Q4], sn imagen = - g seguird
pertenectendo a este conjunto, por lo que la accidn estd bien definida.

Por otra parte, si tomo un elemento { = mjw 2 B* V...V B% de
T M) 2 S*(g*), haclendo uso de la férmula (4.17) y de que 0, es de
tipo adjunto (i.e., Ady-:Q, = R€1.}, se tiene

K{(-g) = K(mjw 5 Ad;. B™ v -.- V Ad; . B™) =
Tiw A B (Ad,-12,) A - A B¥(Ad,-10 ) =
Tiw A BRI ) A A B (R, ) =
Tiw A R*(QU“ A AQRR) =
K(rjw D BTV - v B . g,
Por tanto la aplicaciéon K es equivariante respecto a las acciones de (¢ en

T (M) 2 S*{(g*) y 7% M) [Q] respectivamente.
Supongamos, por el momento, cierto el siguiente:

Lema 4.3.2 La aplicacion K es un epimorfismo de dlgebras cuyo nicleo es
el ideal genemdo por los elementos de la forma miw, D f. con w, € Q° (M),
fesShgyys+k>n=dmM.

Impongamos ahora la condicién (2) del Corolario 4.1.6 a la forma =, es
decir, suponemos que la forma =, verifica

(Ry)=. ==, Yged(l, (4.20)
o lo que es lo mismo
Ef'g:E‘T‘- VQEG,

tal como se expresa en la férmula (4.19). Por la ecuacién (4.15) tenemos que
=, e MmO {(M) Q] vy por lo tanto se puede concluir que al dlgebra de formas
gauge invariantes en J' P es de la forma

Tyaup = mQNM) [0:]7 = (S, € MQ (M) (] | =-- g = =Yg € G},
(4,21

Volviendo a la expresién de =, dada en la férmula (4.15), si considero el
elemento (, € wi1* (M) @ S*{g") dado por

G = T @ (B VLV (BT
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se curnple que K{((,) = =, tal como se desprende de la férmula (4.17).
Fntonces, como la aplicacién K es equivariante, (, — ¢, - ¢ € ker K para
enalquier ¢ € (. Como hemos asnmido la desigualdad (4.16), en virtud del
Lema 4.3.2 se deduce

¢, 9=¢, VYged.

Finalmente, teniendo en cuenta que G opera trivialmente en on 712 (M). se
tiene

(1108(M) 9 $°(5")F = (M) 5 (5°(¢)° = Q" (M) 2 I°.

en donde el super-indice G denota, como siempre, invariancia por la accién
del grupo. Es decir, las formas gouge invariantes en .J'P y g-proyectables a
C{F) son del tipo

= =l A Q).

conw; € QUM), vy f' € 1° polinomios de Weil, en donde la suma en [ es una
suma finita.
Por tanto, la expresién de las formas en C(P) que son gauge invariantes

£, = @Z =pru A fHQ),

conw € Q° (M), v [l e [°.
c.q.d

Observacién 4.3.1 Para los grupos cldsicos, el dlgebra de polinomios de
Weil I¢ es una R-dlgebra finito generada. De hecho, para un grupo de Lie
semisimpie comaplejo. 1€ es una anillo de polinomios en ! variables libres.
stendo { el rango del dlgebra (Teorema de Chevalley, véase por ejemplo [Var.
14.9]). Por tanto. la férmula anterior prueba que [gqp es un dlgebra finito
senerada sobre 2% 3/).

DEMOSTRACION DEL Lema 4.3.2: Sea { un elemento de m{Q*(M) 2 S*(g*).
Dicho elemento se podrd expresar como una suma finita

Q*—*?r'{wl C})f“+---+7r}‘wt®f‘,
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siendo wi..... w; formas diferenciales en M distintas de cero v f'.... f*
polinomios de simétricos {f! € 5 (g*)). Si se expresa cada polinomio como

F1= Aoy BTV VB

de la igualdad (4.17) se tiene
QA AR
hy :

..... 23

lo que prueba directamente que K es un homomorfismo. La supravectividad
es evidente. Finalmente, supongamos ahora que K{((} = 0. Por el Lema
3.4.1. esto es posible solamente si

grado{wy) + hy > n,

para todo { =1.... L.
c.q.d

4.4 Formas aut P-invariantes en C(P)

Teorema 4.4.1 Sea 7 : P — M un fibrado principal arbitrario en el que el
grupo estructural G la vartedad base M son conexos. El dlgebra de formas
autP-invariantes en C(P)} estd generada sobre los nimeros reales por las
formas caracteristicas {f (Qy)} jere. Bs decir,

Iautp - R [f (QQerlG .
DEMOSTRACION. Segin el Teorema 4.1.7, hay que caracterizar aquellas for-
mas de .J' P que son aut P-invariantes y proyectables a C{P) por la aplicacién
q: J'P — C{P). SiZ, es una forma g-proyectable y aut P-invariante en J* P,
en particular serd gauge invariante en J!P vy, por el Teorema 4.3.1 (férmula
(4.21)5.
= € TN (M) Q).
Pero la aur P-invariancia en J! P, por el Teorema 3.4.2, irnplica que en verdad
Z, R[S,

Finalmente. ral como se muestra en el final de la demostracidn del Teorema
4.3.1, se tlene entonces

= /\lfl(ﬂn);

siendo \; € Ry f, € /¢, en donde la suma en I es una suma finita.
(f.(l.d
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4.5 Ejemplos

4.5.1 Los grupos de interés en teoria de campos

Los grupos que aparecen en la teorfa de campos gauge son bésicamente los
signientes:

e [ grupo U(1) que describe la simetria del electromagnetismo cldsico
y que surge al formalizar la condicién gauge de Lorentz (véase, por
ejernplo, [Jon. §10.1]}) en las ecuaciones de Maxwell.

o El grupo SU(2) es el grupo de simetrias internas del isoespin. Los
campos de Yang-Mills (¢f. [YM], [ED]) son precisamente los campos
gauge de grupo SU(2). Es el primer ejemplo importante de teoria
electromagnética no abeliana.

e El grupo producto directo /(1) x ST(2}, que es el grupo de simetrias
del modelo de interaccién electro-débil (véase MM, §6.21).

» El grupo SU(3) es el grupo de simetria que rige la interaccién fuerte
de hadrones. Por ejemplo, la lagrangiana del quark libre tiene una
simetria global respecto de SU(3) ([Jon, §10.6], ).

e L) grupo producto directo U{1) x SU{2) x SU(3) que modela la teoria
unificada de las interacciones electromagnética, débil y fuerte. Esta

teoria s conocida usualmente como el “modelo estdndar™ {véase, por
ejernplo. [MM, §6.2]).

A continuacién estudiaremos los grupos U(1), SU{2) y [/(2). No consi-
deraremos los grupos producto porque la teoria se extiende trivialmente a
dichos casos y tampoco los grupos SU(n), con n > 3, porque las expresiones
locales son muy complicadas v la técnica es la misma.

4.5.2 El grupo U(1)
Expresién de las formas caracteristicas

Sea m : P — M un fibrado principal de grupo estructural el grupo U(1).
Como U(1) es abeliano, su representacién adjunta es trivial. Por tanto, el
fibrado adjunto aaP es ua fibrado vectorial de linea real trivial sobre A{, es
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decir, adP = A x R. As{ pues, el fibrado de conexiones p : C(FP) — M es un
fibrado afin modelado sobre T*M @ adP = T™M vy, por otra parte, la forma
simpléctica {1y de C(F) es en este caso una forma usual con valores en R.
Como et dlgebra de polinomios de Weil del dlgebra u(l) = R estd generada
por la aplicacidén identidad f = Idg, los Teoremas 4.3.1 y 4.4.1 afirman que

IgauP = p*‘Q.(AJ)[QZJ ¥ IautP = R[QQJ
La expresién local de la forma (3 dada en la fdrmula (2.16) es, en este caso.

Fstos resnltados pueden encontarse de una forma més detallada en el estudio
de la invariancia gauge de los {7{1)-fibrados principales que se desarrolla en
(HM1] v THMZ].

La forma (29, ademds de ser la generadora del dlgebra gauge, posee una
estrecha relacién con la estructura simpléctica candnica del fibrado T*M. En

efecto:

Proposicion 4.5.1 Consideremos un U(1) fibrado principal @ © P — M.
Sea T wuna conexidn cualquiera en Py sea Qp (a 2-forma de curvatura con-
siderada como forma diferencial ordinaria en M (cf. Observacién 2.8.2). Si
xr : 1M — C(P) es el isomorfismo de fibrados afines dado por

yplw) =T, +w, wellM z& M.
y §y es la forma simplectica de C{P) (cf. Teorema 2.8.3). entonces
xr{Q2) = dw + 73(Qr),

siendo dw o forma simpléctica candnica del fibrado cotangente (e, la dife-
rencial de la forma de Liowville) y mp o T°M — M la proyeccion canduica.

DEMOSTRACION. Tomemos nn sistema de coordenadas (r!.....z") en M v
sea (x!,.... 2" A;...., A,) el sistema de coordenadas inducido en C'(P) (cf.
§2.2). Se considera el sistema coordenadas (x'..... 2" p1.... . pp) usuales en

el fibrado tangente, por la condicién

w = p;(w)dz!, weT*M.



4.5. EJEMPLOS 37

Eu estos sistemas de coordenadas, la aplicacién xp tiene por expresion
w = p;da’ = xp(w) = 4;(T<) + py,
para w € T M. Entonces, haciendo uso de la expresién (4.22),

0A; N DA,
dzt Ozt

Yi() = d(A;(T,) + p;) Ada? = ( ) dz’ A da/ + dp; A da?.
Fl segundo sumando es la forma simplectica de T*M y el primer sumando
no es mas gue la curvatura de T, tal como se puede ver, por ejemplo, en [NS.
57.20].

C-.q,d,

Corolario 4.5.2 Con la notacidn de la proposicion anterior, st I' es una
conexion plana en un U(1)-fibrado m : P — M, la aplicacion xp : T°M —
C{P) es un simplectomorfismo, es decir, x1(Qa) = dw.

En particular. si se considera la conexion plana estandar Ty en el fibrado
trivial M < U(1} y se identifica C(P) = T* M por la aplicacion xy,, el digebra
de formas gauge invariantes en T*M estd generada por la forma simpléctica
dw. (Véase [IIM1! v [HM2]}.

Ejemplo 4.5.3 Veamos un ejemplo cldsico de esta situacidén. Sea L(p.q) =
5%/ Z, el espacio lenticular de tipo (p, ¢} donde p, ¢ son dos niimeros enteros
positivos primos entre si con p > 2, y la accién de Z, (identificado al grupo
de las raices p-ésimas de la unidad) sobre $° viene dada por {z.y) =% =
(xe® y7*), 0 < k< p— 1, siendo

b = exp (‘.Zml}—j) C (zy) e C 2P+ P =L

Es sabido ([Gre]) que tal accién es propiamente discontinua, de modo que
L{p, q) es una variedad diferenciable de dimensién 3. Sea 7 : $3 — L{p.¢) la
proyeceién de paso al cociente. Consideremos la accién natural de Z, en el
grupo [7(1) v formemos el fibrade asociado

Tp: P = (S X U1) /Z, ~ Lip,g).

Como U(1) es abeliano, P es un fibrado U/(1)-principal sin mds que definir
la accidn por la férmula |u, 2] £ = [u, z¢], donde u = (z,y) € S>, 2.t € U(1},
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y |u, z] designa la clase de equivalencia del par (1, z) € 8% x U{1) en P. Tal
fibrado es manifiestamente no trivial porque reduce a 7 : S — L{p.q). De
hecho. la reduccién estd dada por la aplicacién Zy-equivariante o : S — P,
@wlu) = |u.1]. La existencia de reduccién dermmestra también que 7p admite
una conexidon plana. Por tanto, se puede aplicar el corolario anterior para
deducir que la estructura simpléctica del fibrado de conexiones sobre P es
candnicamente isomorfa a la del fibrado cotangente 7™ L(p, q).

La fibracion de Hopf 5* — 52
Sea 7 : 5%~ S? la aplicacién definida por
m(z,y) = (229, |2} - [yI°) .
donde:
1. S% se identifica a los pares (z,y) € C2 tales que |z + |y|> = 1.

2. 52 se identifica a los pares (z,t) € € x R tales que |zf® 4t = 1.

Probemos con detalle que 7 es un fibrado principal de grupo U{1). Para

ello. identifiquemnos en primer lugar /(1) con §' = {z & C:|z] =1}. La
accién de St = U7(1) sobre S® es por traslaciones a derecha; esto es, (z,y}-z =
(rz.yz). La definicién es correcta pues se tiene
: 2 22 2.2 2 2y .12
o 2Py 2 = w2yl el = (el + [y]) ]

e el 4 yl® =1

ya que |z| = 1. y por tanto (x.y) -z € $3. Veamos que 7 es epiyectiva. Dado
(u,t) € S%. distinguimos dos casos:

1. Siu = 0. entonces t = =1 y se tiene 7(1,0) = (0,1}, #{0. 1) = (0, —1).

2. Siw # 0, entonces —1 <t < 1y se tiene

M+tu 1t T+tu Lt 5
”(\/T}J}’ T T
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Veamos que las fibras de 7 coinciden con las érbitas de la accién de U{1).
En primer lngar. se tiene

T((zy) ) = wlozyz) = (2(e2) 2, el — wal")

= (2zzz7, 1z — %)
= 7w(x,y).

Reciprocammente. si m{xy.y;) = 7(T2, ¥2). entonces se tiene

: - _ .. 2 2 2 2

(1) e = 2f. (1) fz]" — [l = lzal” — |y
Como {z1.y1) € S% o bien 27 # 0, o bien y; # 0. Supongamos z1 # 0 y sea
2= z{ 25, de modo que xy = x;z. De (i) se deduce #; = 27, ¥ conjugando,
1y = Ys2, de donde

1

a = lj'l‘?jlﬁ’-

Por tanto, basta ver que |z| = 1 {0 sea, z € U{1)). En fecto, de (ii) se sigue
o gl = el — fal”

vy dividiendo por [z;{%. se obtiene

Y i e A T
de donde se concluve que |22 = 1.

Observacion 4.5.1 La importancia de la fibracién de Hopf reside en que
dicho fibrado principal no admite conexiones planas, ya que su clase de Chern
no es trivial. De hecho. (%) es un generador de H?*(S% Z) (véase [Ati2],
MM, §8.2[). Por tanto. las formas gauge va no pueden manejarse de forma
candnica a partir de la estructura simpléctica del fibrado cotangente a la
esfera 5%, como se sigue del tiltimo corolario.

4.5.3 El grupo SU(2)

Expresién de las formas caracteristicas

Como es sabido (véase [KN, XJI,Theorem?2.5]} los polinomios de Weil del
grupo SU{2) estdn generados por un solo polinomio: el determinante en
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su{2). De modo preciso, el algebra de Lie de SU(2) estd formada por las
ratrices cuadradas de orden 2 con coeficlentes complejos de la forma

A:( o a+b':,>: CER a4bicC.

—a+b —oi

Entonces det : su(2) -+ R. det(A) = o + a? + 5%, es un polinomio invariante
frente a la representacién adjunta que genera el dlgebra de Weil:

15V = R [det].

Calculemos la correspondiente forma caracteristica det {Qg) {véase [(M2]).

Para ello determinemos en primer lugar la expresidn local de la forma Qy en

C{P). stendo 7 : 2 — M un fibrado principal cualquiera de grupo SU(2).
En primer lugar, fijemos la siguiente base de su(2):

1/4 0 1/ 01 1/0 i _

Obsérvese que 2iB,.1 < a < 3, son las matrices de Paull. Un simple calculo
prueba que se verifica

[Bl, BQ} = Bg {Bg, Bg] = 811 {B‘;, B]] = BQ.

Con tales notaciones y teniendo en cuenta la férmula general dada en (2.16)
para {15, en el presente caso se tiene

0y = Spoa{dA} A da? + A243de? A de®} © By,

en donde S1a3 designa la suma ciclica en los tres indices 1, 2 ¥ 3. Por tanto,
tomando determinantes, se tiene:

Ny = 16]23 (dA] Ada’ A dAS A da? +2A545da7 A da® A dA] A da)
(4.24)

Por tanto, para un SU(2)-fibrado principal 7 : > — M cunalquiera se tiene

IgauP = p*Q'(f\J) [7]4} ) IautP =R [”4] .
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Observacion 4.5.2 Es este caso, los conjuntos Zgup ¥ Zawp se pueden ex-
presar de una manera abstracta identificando la forma 5, con una variable
muda t v formando el dlgebra de polinomios sobre Q*(M) v R respectiva-
mente. Sin embargo. hay expresiones polimomicas que al ser vistas como
formas en C(P) son nulas. Hay que tomar cocientes por clertos ideales, de
la siguente manera:

B 1 01 ; _ Rl
gaulf — (Lb's |tk e~ ”), aut — (tL%Jil)

(Como el determinante es un polinomio de Weil de grado 2, es una consecuen-
cia directa del Lema 4.3.2 comprobar que las anteriores identificaciones son
correctas.

M — C(P) seccidn del fibrado de las conexiones. En efecto, para dim M < 3.
cada fibrado principal 7 : P — M de grupo SU(2) es trivial (o lo que es
equivalente, admite una seccién global} ya que SU(2) =~ S es (m —~ 1)-

consecnencia. todas las clases caracteristicas de P son necesariamente cero.
Sin erbargo. la forma 7, no se anula, si blen su imagen inversa por cualquier
conexion de £ es idénticamente nula. Ello prueba que. en general, las formas
caracteristicas de un fibrado principal poseen mas informacién que sus clases
caracter{sticas.

Ejemplo 4.5.4 La expresion local de 1, dada en (4.21), en el caso en que
la dimensidn de la variedad base M sea 2 tiene la siguiente forma

1 . . .
My = —§d;1:1 Ada? A (dAY A dAY + dAT A dAS + dAT A dAD).

La fibracién de Hopf 57 — 54
Sea w1 87 —~ S Ja aplicacién definida por

7 (z,y) = (227, |2 ~ %),
donde:

1. 97 se identifica a los pares (x,y) € H? tales que |z|* + |y* = 1, siendo
H el cuerpo de los cuaterniones y |-| la norma asociada a x - ¥ = x3 +
1?2 + 15 + 22, siendo T = ¢ + 218 + o] + x3k.



92 CAPITULO 4. INVARIANCIA EN C(P)

2. S§* se identifica a los pares (z,t) € H x R tales que |z|* + 2 = 1.

Como en el caso del grupo [7{1) se prueba que 7 es un fibrado principal
de grupo 5%, donde la accién de S® sobre 7 es (z,y) -z = (z- 2,5 - 2), en
donde el producto es el cuaterniénico en H.

Si consideramos ahora la proyeccién esterografica de S* — {p} a R? = H.
siendo p = (0. 1) € H x R, podemos utilizar la estructura cuaterniénica para
escribir la forma n,. Como S*' — {p} es contractible, la fibracién de Hopf
sobre este abierto es trivial y, por tanto, podemos introducir las coordenadas
(' a? 2% 2% AT AT AT AT). 1 <o < 3. en C(S7) (¢f §2.2). Realizamos
la identificacién

QBI = 1. 232 = ] 281 = )IC.

de la base { B, By, B3} del dlgebra de Lie su(2) definida en (4.23) con la base

{i. .k} del espacio de los nimeros imaginarios puros y denotamos

de =dz! +da® i+ da® - j+det k.

Sean
Ay = Al.i+ 4 54+ 4%k
Ay = AL i+ AL 5+ A4Sk
Ay = A i r AL G+ ALk,
Ay = Aj i+ AL J+ ALk
Y
~ -1 , :
A = ?(A2‘1+443'1+A4'k),
- -1
.Ag = —3*(‘41 1= ‘44 cg+ flg ' k‘)
‘:11 = %(.44"?:"*-_‘41'_]-—;4.2';\?).
- -1 . |
A4 = -—3—('—‘43-24-‘42"]4“141';{7).

Si se define

A=A+ A i+ A3 j+ Ak
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se comprieba que la forma de curvatura Uy tiene por expresion (véase [NS,
510.3])

Qy = Im(dA + (Adz) A (Adz)),

en donde Im denota la parte imaginaria cuaterniénica. Entonces la forma
n, = det(£)y) tiene con esta notacidén la siguiente expresién cuaterniénica

?h:é%A%=—%MM+MMMWMMAMMNMMQAHM»

4.5.4 El grupo {/(2)

51 bien este grupo no es relevante en la teoria de campos, vamos a explicar
la estructura de sus formas invariantes, para poner de manifiesto explicita-
mente un ejermplo en el que existen dos generadores esenciales: la traza v el
determinante.

Il dlgebra de Lie de U(2) estd formada por las matrices cuadradas de
orden 2 con coeficientes complejos de la forma

A= ( o “g@.bz), o, FER, a+bicC.

Entonces tr : u(2) — R, tr(Ad) = o+ 4, y det : u(2) — R. det(4) =
—~a3 +a* + b, son polinomios invariantes frente a la representacién adjunta
que genera el dlgebra de Weil:

1Y@ = R [tr, det].

kin primer lugar, fijemos la siguiente base de u{2}:

1/ 0 BYER 0 L0
Bu-E(o z{)'Bl_i(o —i)’B"’“i(—l 0)’83:5<i 0

Un simple cdlenlo con la expresién (2.16) de la forma s, muestra que ex-
presiones para las formas asociadas a la traza y el determinante son las
siguientes:

Ny = d;‘—lf,-) A dad. (4.25)
1 ) .
0y = _ldA? Adrt A dA? A dx?

1 . . ‘ . . .
151 (dA; A da® A dA] A da? + 242A4%d2? A dz? A dA4] A det)
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en donde. de nuevo, Si93 denota la suma ciclica en los indices 1, 2 y 3.
Los Teoremas 4.3.1 v 4.4.1 afirman por tanto que, para cualquier [7(2)-
fibrado principal m: P — M, se tiene

IgauP = p*Q'(ﬂ/[) {7}21 7?4] o Lawr =R [772’ 7?4] ;

Aligual que en el caso SU(2). los conjuntos Zoaup y Zawepe se pueden expresar
de una manera abstracta ldentificando las formas 7,, 7, con un par de va-
riables u.t v formando el cociente del dlgebra de polinomios sobre Q*(M) y
R respectivamente por ciertos ideales, tal como se expresan en las siguientes

férmulas:
LA i P i
I o= Q* (MY [u, t] T R [u. t]
gauFl — 7 klt#' 1 Ol NS autf — o Ol 3o
Wy u =R T 2Kz = TT) (T TR+ 2fg = 1)

Como la traza es un polinomio de Weil de grado 1 y el determinante es
de grado 2. es una consecuencla directa del Lema 4.3.2 comprobar que las
anteriores identificaciones son correctas.



Capitulo 5

Equivalencia de lagrangianas
gauge invariantes

5.1 Problemas variacionales

5.1.1 Formulacién de un problema variacional

Sea p: E — Af una variedad fibrada arbitraria, donde la base M es conexa y
orientable y sea p, : J*{E) — M el fibrado de 1-jets de secciones {¢f. §2.4).

Definicién 5.1.1 Una densidad lagrangiana sobre p : £ — M es una apli-
cacidn de variedades fibradas sobre M,

ATHE)— N T'M.

stendo n = dim M. Si fijamos una forma de volumen v en M, cada densidad
lagrangiana se podra escribir como L para cierta funcién

L:JYE) =R

lamada {agrangiana.

Observacién 5.1.1 Se puede definir también una densidad lagrangiana co-
mo una n-forma diferencial en J!(E) del tipo £pjv. Sin embargo, para faci-
litar la notacién, se escribe directamente Lo,

95
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Fijada una subvariedad conexa y compacta {posiblemente con frontera)
D C M con dim D = dim M, una densidad lagrangiana produce una funcio-
nal sobre el conjunto de secciones de p|p como

Lp  T(DE)—R,
Lp(s) = /D(jls)*(ﬁv).

Definicién 5.1.2 Sea XU(F) C X (E) la subalgebra de Lie de los campos
vectoriales p-verticales de F cuyo soporte tiene imagen compacta en A
Se llama primera variocion de la hincional asociada a £1 en una seecidn
s: M — FE ala funcional lineal

5L XU(E) — R

definida por
5, £(X) = / (78)" (Lgon (£2))
JM

siendo X el levantamiento de X al fibrado J'(F) por transformaciones
infinitesimales de contacto {¢f. {Mul, {Sau, p.133]). Una seccidn s es critica
o extremal para L sl la primera variacién de Lv se anula en s; es decir,
0,4£ = 0. o equivalenterente,

/l (jls)* (Lo (1:1,!)) =0. ¥YX & XE(E)

5.1.2 Ecuaciones de Euler—Lagrange

Como es bien sabido (véase, por ejemplo [Gar3], [GoS], [EMR]), una seccién
s : M — E es critica st y sélo si verifica las ecuaciones de Euler-Lagrange;
esto es.

(a4
f—s
RN

L 8 [oL
— 18— T y - :1,... B L. (A N
ayaoJI 5~ 5 (8?]?0_]8 0, « RN ¢ (

donde m es la dimensién de las fibras de p : £ -+ M, v (¥F) es el sistema
de coordenadas inducido en J'(£} por un sistema fibrado de coordenadas
locales (x!.... . 2™y' ... ,y™) para la proyeccién p en el cual la forma de
volumen adopte su forma estdndar v = dz' A ... Adz".
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5.1.3 Problemas variacionalmente triviales

Definicién 5.1.3 El problema variacional definido por Lv se dice que es
trivial si todas las secciones de p: £ — M definidas en un abierto cualquiera
de la base son extremales del problema.

Observacién 5.1.2 Nétese ¢que un problema variacional es trivial si y sélo
si las ecuaciones de Fuler-Lagrange de dicho problema se satisfacen idénti-
camente: es decir, cualquier seccién de p es una solucién de las ecuaciones

(5.1).

Definicién 5.1.4 Dos densidades lagrangianas Lv, £'v se dice gque son equi-
valentes si el problema variacional definido por su diferencia L — L'v =
(L — £} es trivial.

Proposicién 5.1.5 El problema variacional definido por Lv es trivial si y
s6lo st L satisface el siguiente sistema de ecuaciones en derivadas parciales:

3L L
e T 0 ii=1..  maB=1...m (52
dyzdy,  dyeoy!
oL L 820

a -

= . + Soa=1,...,m. 5.3
By~ dwoyr | ooy ' (53
DEMOSTRACION. Sea s una seccién local cualquiera del fibrado p : £ —
M v consideremos las ecnaciones de Fuler-Lagrange (5.1). Desarrolando el
paréntesis por la regla de la cadena, se tiene

aL ., RLo e,  0s° ac . s
= 028) — 5 Ues) — 5 Uestny — szt a5 =
Sy Ariys Ay oy ozt Gyl dy? dxtda?
(5.4)
para todo « = 1,....m, y = en el dominio de s. ks directo comprobar

ahora que las condiciones (5.2) ¥ (5.3) son suficientes para que se verifique
(5.4). Veamos que son tamnbién necesarias. Como la eleccidn de la seccién
es arbitraria. dado un punto * € M y un elemento jls € (J'E),, podemos
escoger una seccién local s con este 1-jef tal que (#%s”/82'82/); = O para
todo 2,5 = 1,.. .. n; 3 =1,...,m. En ese caso, se deduce la ecnacién (5.3]

del enunciado.
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Finalmente, en vista de la ecuacidn (5.4}, st la condicion (5.3) se verifica.
se tlene

ac .1 828&'
f o) 5
(")yf Ay Ot

(z) =0

para cualquier seccidn, lo gue implica inmediatamente la condicién (5.2).
c.q.d.

Corolario 5.1.6 (Campo escalar) Sea p : £ — M un fibrado cuyas fibras
son de dimensidn 1, esto es, dim E = dim M+1 (o seam = 1}. Fntonces una
densidad lagrangiana Lv sobre JYE) es variacionalmente trivial st y sdlo lu
forma de Poincaré-Cartan (véanse, por ejemplo, [Gar3|. [GaS]. [EMR]) es
cerrada.

DEMOSTRACION. Las ecnaciones (5.2) v (5.3) se escriben en este caso como
2L
Oy;y,

2 0,1.)=1,...

L PL . 5L
By  Bxtdy, Gyayiyz'

La primera condicién implica que £ es una funcién afin de la forma £ = £+
i 1

L'y, siendo L0 £ i =1..... n. funciones diferenciables de las corrdenadas
(z'..... 1" y}). La segunda condicidn se escribe entonces como
aL’ o U
—_— = . (0.9
oy ox?

Por otra parte. como es bien sabido (véanse [Gar3], [GoS]. [EMR]) la expre-
s16n local de la forma de Poincaré-Cartan es
AL )
O = (1) = (dy* — y2da?} v + Lon,
e J
siendo 1 =dx' Aoade” o =daet A A ca;z A~ Adx. Por tanto. se
tiene

) L :
do = (-1)"*'d (—g ) A{dy — yda?) Ay
Ui
OL i oL aL°
—1) ey, ' v= g ae + Edy A
+{=1) &ﬁd’yj/\d:t A+ dL A 8I&dy L o 1y A
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que es nula inicamente si la igualdad (5.5) se satisface.
c.q.d.

Corolario 5.1.7 (Mecénica) Sea M = R 0o S' yp: E = M xQ — A
la proyeccion sobre el primer factor, donde () es una variedad de dimension
m (o sea, n. = 1). Entonces una densidad lagrangiana Lv sobre J'(E) es
variacionalmente trivial st y sdlo si la forma de Poincaré-Cartan es cerrada.

DEMOSTRACION. Sean {q',...,q™)} las coordenadas de la variedad @ v
(t,q% ¢*) las de J'(FE). Las ecuaciones (5.2) y (5.3) se escriben en este
Caso Como

5L

2
dgeogl

=0, a3=1...,m,

oL FL L 3

Yol — + g

dg>  OtOg*  9gPdge
La primera condicién implica que £ es una transformacién afin de la forma

L= Lo+ L,4% siendo Ly, L£,, «« = 1,...,m, funciones diferenciables de las
corrdenadas (£, ¢',....¢™). La segunda condicién se escribe entonces como

Lo | DLy s _ Lo 0Ly,

cao=1,... m

+ =1 ...,m,
g At T e T agedo vT
que iraplica

OLy _ 0Ly (5.6}
Bg= Ot R
ALz  JL; N
g* ~ B’ o
para todo o, 3 =1..... m. Por otra parte, de la expresién local de la forma

de Poincaré-Cartan. se tiene

3L
4@ = d (L) A (dg” — g7dt) — 2E dg® A dt + AL A dt
OG> g~
a.c ar ‘ ar
- “dt A dg® + —2dg? A dg® 4+ —2dg™ A dt.
5 ¢ G q+aqaq dt,

(ue es cero unicamente si se verifican (3.6) y (5.6)
c.q.d.
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Observacidén 5.1.3 La Proposicién 5.1.5 puede formularse intrinsecamente
del siguiente modo. Sea pjp : J'(E) -+ E la proyeccién canénica. Una
densidad £ v define un problema variacionalmente trivial si v sdlo si existe
una n-forma pig-horizontal w en J!'(£), tal que:

(1) dw = 0.

(2) L{Grs) - w(X, .0 X7 = wp (Y, ... Y™, jis € JYE), para cual-
quier n-upla de vectores tangentes X' ... X" & T, M. siendo Y &
TuJHE), 4= 1.... n, vectores tales que {pia).Y" = 5..X"

La pig-horizontalidad de w hace que esta tltima definicién no dependa
de los vectores Y', i = 1,...,n, elegidos. Para una demostracién de este
resnltado. véase [Krl].

5.2 Lagrangianas invariantes en J!'(C(P))

5.2.1 La nocidén de densidad invariante
Sea m: P — M un fibrado principal y sea p : C(P) — M el fibrado de las

conexiones.

Definicion 5.2.1 Una densidad lagrangiana Lv definida en J'(C(P}) se di-
ce que es invariante por transformaciones gauge infinitesimales (abreviada-
mente, gauge invariante) si se verifica

xPey =0, (5.8)

para todo campo gauge X € gauf’, en donde Xg) es la subida al fibrado
JHC{P)) de 1-jets del campo X € X{C(P)) (cf. Definicion 2.3.2).

Se dice que una densidad lagrangiana es invariente por aufomorfismos infi-
nitesimales {abreviadamente. aut P-invariante) si se verifica

L‘Y(F‘l) (ET‘) = 0, (59]‘

para todo campo X € autf.
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Observacién 5.2.1 Si Lv es una densidad lagrangiana autP-Invariante, se
tiene

Lxg)(ﬁ‘v) _X(l)( )U + ﬁLXg)U = {. (510)

para todo X € autP. El campo X }3 ) es pro-proyectable al campo X, siendo

JHC{P)) — C(P) la proyeccién canénica. Si X' € X(M) es la proyec-
cion de X € aut a M, el cammpo X¢ es a su vez proyectable a X'. Entonces
plXi,l) = X' v. como v es una forma de M, se tiene

L b = LXJ’U =divX'-v

X\

Por tanto, la igualdad (5.10) es equivalente a
XP(L) + LdivX' = 0,

para todo X € autP. Si X € gauP, entonces X' = 0 y se recupera la
condicidn de la [Srmuia (5.3).

Nétese finalmente que si v = f - v es otra forma de volurmnen en M, v
Lu = L'V, es directo comprobar que, para X € autP, L\,u)( v) =0sly

sélo si L 0y (L") = 0, lo que hace independiente la definicién de invariancia
X
respecto de la forma de volumen de M escogida.

5.2.2 Caracterizacién de lagrangianas gauge invarian-
tes

Las densidades lagrangiana gauge invariantes se caracterizan geométricamen-
te a través del Teorema de Utivama. Para la demostracién de este importante
resultado. as{ como para las definiciones y propiedades previas que vamos a
exponer a lo largo de esta seccidn, pueden consultarse, por ejemplo. las refe-

rencias [Ble. §10.2]. {Eck]. [Gar2| y [Uti].

Definicién 5.2.2 Sea w: 7 — M un fibrado principal arbitrario. Se llama
fibrado de curvalura al fibrado vectorial 74 : A2 T*M % adP ~ M, siendo
my radP — A el fibrado adjunto {c¢f. Definicion 1.4.5).

Se define la aplicacion de curvalura como la aplicacion fibrada

THC(P)) — /\ T*M @ adP,
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dada por
Q(JLGP} = (QF)IJ

en donde or representa una seccién local de p : C{P) — M (v por tanto una
conexion local ' de m: P — M) y (I es la 2-forma de curvatura de I’ vista
comno forma en M con valores en adP {cf. Observacién 2.8.1}.

Observacién 5.2.2 Consideremos una base By, ..., By, del dlgebra de Lie
g v un sistema de coordenadas (z!,....2") definido en un entorno U/ C M
en el que el fibrado 7 : P — M sea trivializable. Sea (z7.A%)el sistema
de coordenadas en C({P) definido en §2.2 y sea (17, A7; A7) el sistema de
coordenadas asociado en el fibrado de l-jets J'(C{P)) (¢f §2.4.2). En el
fibrado de curvatura /\2 T*M & adP se define un sistema de coordenadas

(x7. RY). 1 <i<j<<n 1 <o <m, de forma natural por la condicién

P
W= Z R (w)de' Ada? @ By, we \T"M e adP.

(2]
(Recnérdese que Bl,...,ém, forman una base local del fibrade adP (cf.

§2.2)). Entonces la expresién en coordenadas de la aplicacién de curvatu-
ra es la siguiente

REoQ =A% — A%, — 3 ATAY. {5.11)

Proposicién 5.2.3 La aplicacion de curvatura Q : JHC(P)) — A*T*M
adP. es una submersidn suprayectiva.

Observacién 5.2.3 Como el fibrado adjunto adP es un fibrado asociado a
7 P — M {cf Definiciénl.4.3), dada nna transformacién gauge € Gauf’,
se define de forma natural una transformacién ®,4 : adP — adP. dada por

(I)ad((u: B)ad) = (q)(u): B)ad-

Si X € gauF es nn campo gauge y {®;}ier es su flujo, se desigan por Xy €
¥(adP) al campo del fibrado adjunto cuyo flujo es {(@¢)aa brez-

Las aplicaciones gauge operan trivialmente en el fibrado /‘\2 T*Af. Por tanto
pademos definir una representacién de dlgebras de Lie

2
ganP — X ( N T adP) X e Xy,
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que por abuso de notacién representamos igual que la representacion en adP’.
Con las coordenadas (7. RE), 1<i<j<n 1<a<m,de j\2 T*M & adP
introducidas anteriormente, es sencillo comprobar que, st X = g“Ba es la
expresién local de un campo gauge (¢f. ecuacién (1.10)}, campo X,q tiene
por expresion

s O
Xoa = €Lug™ Ry s (5.12)
4 Jasz

Definicion 5.2.4 Se dice que nna funcién diferenciable £ : A T* M @ad P —
R del fibrado de curvatura es gauge invarignte si

Xnd(ﬁm) =0,
para todo X € gaulf.

Teorema de Utiyama. UUna lagrangiana £ : JY{C{P)) — R es gauge
invariante st y solamente si se puede expresar como

L=LoQ,

siendo 0 la aplicacion de curvatura y L - /\“2 T*M&adP — R una aplicacion
gauge imvartante del fibrado de curvatura.

5.2.3 Densidades definidas por formas de C(P)

Las formas gauge invariantes que se han caracterizado en el Capitulo 4, pro-
ducen densidades lagrangianas que son gauge invariantes. Més concretamen-
te:

Definicion 5.2.5 ([HIM1], [Kr3, §4.1]) Sea 7 : P — M un fibrado principal
arbitrario v sea £, nna forma de C(FP) gradon = dim M. La forma &, deline
nna densidad lagrangiana Le v = Ag  JHC(P)) — A"T*M de la siguiente
manera

Ae (o) ( Xy, o, X)) =€ (0. X0, 00X,

para cualquier jlo € JHC(P)) v Xi,.... X, € ToM, x € M. Mds abrevia-
damente se puede poner

Aﬁn (jiO') = (g*gn)s‘:-

Nétese que la definicién es correcta porque (07¢, ), sélo depende de jlo.
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Proposicién 5.2.6 Si £, es una forma gavge invariante (respectivamen-
te autP-invariante) en C(P) de grado n = dim M (cf. Defiricién 4.1.1),
entonces la densidad lagrangiana Ag es gauge invariante (respectivamente
aut P -tnvariante).

DEMOSTRACION. Consideremos un campo X € autP. Sea {®, ez su flujoy
sea {7, ez €l flujo que define en la variedad base M. Sean () : C(P) —
C(P) el flyjo de X (Definicién 2.3.1) y (D, ){’1) JHC(P)) — JHC(P)) su
elevacién al fibrado de 1-jets {¢f. [Sau, §4.4]). Si &, es una forma autlf-
invariante es C'{P), se tiene

A (2)D0GE0)) = Ag (Ul ((B)eorop )
= {(®)cooop M),
—(t)(>
= (p_)%0
(9 )" A, (Js ),

para cualquier jlo € JYC(P)). Si tomo una forma de volumen v en M y
escribo A = L¢_- v, la anterior igualdad se escribe corno

ﬁen o] ((I’t)((}) S = j\fn = Egn . ((,O_t)*l). (513)

Consideremos ahora

d .
wanﬂ=ahﬂ@wnaw&

Utilizando la ecuacién (5.13). se tiene

(@) (Le 1) = (Le, 0 (B (p,)0
= L, - (wo) @)y
= EE .rg_r:

v por tanto la derivada de Lie se anula, esto es, la densidad lagrangiana es
aut F-invariante.
Si se consideran campos gauge X € gaul’, la demostracién es igual con

la simplificacién en este caso de @, = Idy
c.q.d.
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5.3 Densidades autP-invariantes en J'(C(P))

5.3.1 Lagrangiana asociada a un polinomio de Weil

Sea f € IF = (S*(g*))° un polinomio de Weil de grado k {cf Definicién
4,2.8). Se define una aplicacién f : adP® . ®adP — R multilineal simétri-
ca por la condicién

f((u,fh)ad, S (U, Ak)ad) = f(Al, e ,Ak), (514)

(1, Aj)aq € (adP);. 1 <7< k. .z € A. Lainvariancia de f por la transforma-
cidn adjunta (férmnla 4.8) asegura que la definicién anterior no depende del
punto u € 7 '{z) elegido.

Definicion 5.3.1 Sea 7 : £ — M un fibrado principal y supongamos que la
dimensién de la variedad base es par, dim M = 2k. Sea

AN T M eadp - N T M,

la aplicacién definida por

2}9)! Z Xf(l) Xr (), - (Xf(zk—u,XT(%))%

TESog

para cualquier w € (/'\2 "M ® adP)I, T € M, vista como una 2-forma en
1. M con valores en {adP),.
Cada polinomio de Weil de grado k define por tanto una densidad lagrangiana

Af = F&f C Q,
siendo {2 la aplicacién de curvatura.

Proposicion 5.3.2 5i M es compacta y dim M = 2k, las densidades lagran-
granas del tipo Ay = A;0Q, con f € IF. son variacionalmente triviales.

DEMOSTRACION. Sea op : M — C[{P) una seccién arbitraria del fibrado
de las conexiones y sea I' la conexién en P que define. La imagen de la
aplicacidn

2
Qojlor: M — \"T"M @ adP,
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no es mas que la curvatura 2 de T vista como 2-forma en M con valores en el
fibrado adP. De la Definicién 4.2.2, se comprueba que A;(Qojlor) = f(Qr).
Por la Proposicién 4.2.3-(2), si se elige otra conexién T, la forma f(Qr/)
difiere de f(Qr) en una forma exacta, por lo que el valor de la integral

Llor) = [w AfQojlor) = [ f(Qp).

M
no depende de la seccidén or escogida. Sea ahora X € XU(C{P)) un campo
vertical de C{P) vy sea {¥,} su flujo. Sea o, = ¥, o op. Tenemos £(0;) no
depende de ¢t ¥ por tanto

= d - d 51 d (1),‘1 *
0= G| =g M/MU (Weae)As = 51 f (T o) A,
d y * * . *
= 77 (JIU[‘) (\D(”) Af = / (jI(Tp) (LXU)AJ‘):
dt t=0 " M J A

que quiere decir que el problema variacional es trivial.
c.q.d.

Proposicién 5.3.3 Si dim M = 2k, la densidad lagrangiona Ay = Aj o
asociada con un polinomio de Weil f € IF como se da en {a Definicidn
5.3.1 es igual a la densidad lagrangiana Aypq,) definida con la forma autP-
invariante f(Qa) de C(P) que se da en la Definicién 5.2.5.

DEMOSTRACION. Sea z € M v sean Xi,..., X, € T.M arbitrarios. Si
considero la densidad lagrangiana Ay = Ao{2 tal como se da en la Definicién
5.3.1. se tiene

| 1 B )
A’\f(j';o-[‘) = 1 z E(T)f (QF(X‘T{I)uXT‘(Q))'I e *'QF(‘X‘T(Z’G—I)? -‘X-T(Qk))) B

(2k)!

para cualquier jiop € J'(C(P));. Por otra parte, por la propiedad de curva-
tura universal que posee Qs {¢f. Observaciton 2.8.2), tenemos que Qr = oy,
Asi

As(jior) =

TES2k

1

—(Ek—)! Z (T )f(Uer( (1), X)) O (X -1y, Xriwy)) -

TE S,

Si se tiene en cuenta la ecuacién (5.14), la definicién de la forma f(Q;) (véase
la. Proposicién 4.2.4 y la definicién de densidad lagrangiana Ay g,y dada por
una forma diferencial en C{P) {Definicién 5.2.5), se concluye.

¢.q.d.
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Corolario 5.3.4 Las densidades lagrangianas asociadas a polinomios de Weil
son aut f-tnvariantes.

DEMOSTRACION. Es consecuencia de la Proposicién 5.2.6. c.q.d.

5.3.2 Estructura de las lagrangianas autP-invariantes

Acabamos de probar que las densidades lagrangianas definidas por polino-
mios de Weil son autP-invariantes. A continuacién vamos a demostrar que
éstas son bdsicamente las dnicas.
Lema 5.3.5 Si Y es una variedad diferenciable y f € C*(R™ x Y') es una
funcidn que verifica
20
= 153
[ = T (5.13)

siendo (z'.....z") las variables de R™, entonces df /0x' € C™(N), i =
1....,n.

DEMOSTRACION. Fijemos un par (z,y) € R" X Y y sea ¢{t) = f(tz.y). Por
(5.15) se tiene (0) = 0 y por la regla de la cadena,

do| _ 0T

dt |, 1— ax*—f’

es decir, f(tz.y) = o(t) =t fz.y) = Sortz(Af /0z%) (tr,y). Asl, flz,y) =
Son . 2(Af/dzY)(tz.y) v haciendo t = 0,

. %
flz,y) =w‘a£(0=y),

que finaliza la demostracién.
c.q.d.

Lema 5.3.6 Sea g un dlgebra de Lie. Sea (2" RE). 1 < i < j < n,
o = 1,.... m. el sistema de coordenadas naturales en A°T R* = g. Si

fe C“’(/\ T*R™ & g) verifica

If

f= ZRUaEQ, Yi=1,....n, (5.16)

it

donde constderamos Ry, = —RY, cuando 1 > j, entonces:
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o Sin esimpar, la funcion [ es nula.

o Sin es par (n = 2k),

Ll aeenyin oy &3]
f /\fll Rt]tz .... R:n 1Zn !
stendo {iy,....i,} cualquier permutacion de {1.. ... n} y ,\“’ n fun-

ciones diferenciables de R™.

DEMOSTRACION. Por induccidn en la dimensién n. Para n = 2. se tiene

= Ry
y por el Lema 5.3.5, 3f/0R%,. o = 1,... m, son funciones diferenciables de
n

: -Para n=3ei=1en laférmula (5.16), se tiene

= Ry + B (5.07)
v por el Lema 5.3.5, para cualquier o = 1...., n, 3f/0RY, no depende de
Ri,.....R75. Rl ... A% Parai=2en la ecuacién (5.16), tenemos

of Lo Of

f = HmaRgl Ti'ﬂsaRggr

y otra vez por el Lema 5.3.5. 3f/0RS, = —8f/0RS, no depende de las
variables Ri,.. ... RY:. es decir, Of /ORS, € CF(R™), a=1..... n. Igual con
OfORY v Of /ARS,. Derivemos ahora la igualdad (5.17) por £15;. Se tiene

Af /R =0.ae=1.... n.

Igualmente con Af/ORY, v Of/0KRT. Entonces f = (.

Continuando con la induccidén, supongamos que el lema es clerto para

n — 2 v consideremos el caso n. Sean f!2 = 8f/0R%, a=1..... m. De la
ecuacién (5.16) para i = 1 y del Lema 5.3.5, se deduce que f!* no depende
de RV, k=1..... n, 3=1,....m. Como fi* = —f2! tampoco depende de

RS . k=1....n 8=1.. m esdecir f2?sepuedever como una funcién
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de A°T*R”"2 & g. con variables {(z% ... z") en R"2% Si derivo la ecuacion
(5.16) para ¢ > 2 respecto de R, se tiene

LA 12
i>2.8 8R13

es decir, f1? verifica las condiciones del lema para n — 2. Por hipétesis de

induccién, si n — 2 (y por tanto n) es impar, fi? =0, a = 1,...,m, y de
manera andloga para 7 = 0f/0RY, 4,7 =1.....n,a=1,... m. por lo que

f =0 por (5.16). Sin =2k, la hipétesis de induccién afirma

vz OF s pey open
8.4 0,0 ... 2, L tn—3tn’
GR?Z 2 k 374 3%
siendo {é3,....%,} una permutacién de {3,...,n}. Andlogamente para f7,
J=3,....n a=1...,m En vista de la ecuacién (5.16) para 7 = 1 se

concluye.
c.q.d.

Teorema 5.3.7 Sea m : P — M un fibrado principal. Supongamos que
tanto el grupo estructural G como la variedad base M son conezas y que M
es ortentable. Entonces:

(1) Sin=dim Al es impar, entonces la inica densidad lagrangiana autP-
nvariante es la densidad cero.

(2) St la dimensidn de M es par, 2k = dim M. las dnicas densidades la-
grangianas aut P-invariantes son las asociadas a polinomios de Weil
f € IF (cf. Definicién 5.3.1).

DEMOSTRACION. Sea £ - v una densidad lagrangiana autP-invariante. En
particular, £ . 1 serd gauge invariante asi que, en virtud del Teorema de
Utiyama, existe una funcisn £ : /\2 T*M < adP — R gauge invariante {¢f.
Definicién 5.2.4) tal que

L=Lof],

siendo {2 la aplicacién de curvatura. Consideremos un sistema de coordenadas
(z'..... 2™ en M tal que v = dx' A Ada™ y sean (¢, AZ; A2)), 1. =

Loooonya=1...my{g" Ry, 1<i<j<n, a=1...,m, los sistemas
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de coordenadas inducidos en JUC(P)) v A>T*M ¢ adP respectivamente.
Los automorfismos infinitesimales X € autP tiene la expresién local {cf.
ecuacién | 1.11)):

Clonsideremos en particular un campo X = f’8/8z7. Su elevacién al fibrado
de las conexiones C'{F) es (¢f. ecuacién 2.3)

a Hfi

Xe= 150 = 5 faAs

v, por las {6rmulas de levantamiento de campos vectoriales al fibrado de 1-jets
(ver por ejemplo [Sau, p.133] o [Mu])

9 af 4o 7
Ars Ppi dAY

afi fi a2f.! A
(6 J A+ g - Jx! Ot A2,

xM =

La condicién de aut P-invariancia L, {L - v) = 0 (0 equivalentemente. por
e

la Observacién 5.2.1, X((;)(E) + LdivX' = 0) para el campo en cuestién es

, A f* ' aft & f oL af’
f3?£ - ,af.A?‘ .()[1 (2L, of =AY + L AF E—I— = 0.
as dxd 7 OAZ dxi (3 33:3835’ AA%, oz’
(5.18}
Sitomamos f7 =1, j=1..... n, se tiene
aL
— =0, Vi=1....,n (3.19)
o’
Escojamos un punto xo = (x),....x§) € M arbitrario v fijemos un par
de indices i.h € {1...., n}. Si tomamos las funciones f/ = (2" — z)¢&7,
jgo=1..... . la condicién de autP-invariancia {5.18) evaluada en puntos
jl,i_ocr es
oL oL -
L6 = AT oL a X Yhi=1,...n, (5.20)

1 o] t o +A’5 a 7
oAz T gan T g A,
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en donde hemos eliminado toda alusién al punto g al ser éste arbitrario. Si

fijarnos unos indices i, 2, € {1,...,n} arbitrarios y definimos f = {(z" -
a)(zt — 2L}, = 1.... . n, al evaluar (5.18) en puntos j; o se tiene
oL oL
.44a "_—+ —— ZOr V?:fh,l':l,.—-,n, 5’21
’ (ﬁAg‘i BA?fh) ( )

en donde, de nuevo. se omite la alusién al punto zy arbitrario.

Por otra parte. tenemos £ = £ o Q. Por la regla de la cadena, teniendo
en cuenta las ecuaciones de la aplicacién curvatura Q {¢f. ecuacién (5.11)),
se tlene

oL _ AL
= o]
pAz. ~ BRE

Q,

oL oL
=l AP o Q
DAL AR
en donde hemos suponernos que R = —BY; siempre que ¢ £ j. Si aplicamos

estas identidades a las ecuaciones (5.19}, (5.20) obtenemos

oL

ac o
"oRe

o, i,h=1,....n,

o mas simplificadamente, teniendo en cuenta que Q es suprayectiva {¢f. Pro-

posicién 5.2.3)

aﬁ__g =1 « 5.22
5. =0 i=l...n, (5.22)
T x (aj":’ . =4 b
8L = Rh’taRﬁ' ih=1,...,n (5.23)

La ecuacién (5.21} proyecta al cero.
51 ponemos h =i en la ecuacidn (5.23), el Lema 5.3.6 afirma que si n es
irmpar, £ =0, v si n = 2k, entonces

L_:: /\ét.--én RQI ..... Rak

1.0y TE1EQ in—1tn’ (O'

24)
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siendo /\21".:%3;6 constantes en virtud de la igualdad (5.22) y {i;....i,} cual-
quier permutacién de {1,...,n}. Si tomamos ahora h # i en la ecuacién
(5.23),
oL .
0 = gl_——) h ?é t.
OR2

Derivando la anterior igualdad por Rﬁa primero y luego por R,;, se obtiene

?PL PL FL

[

: — + " rala i - — =
OR.AR],  ORLORS " ORSARIAR],

para h = i, a.b=1,...n, 8.v=1,...,m. Eliltimo sumando es identica-
mente cero pues en la expresién {5.24) no se repite ningin indice i\,... .17,
y estamos derivando respecto R v Ri. Volviendo a la expresién (5.24), la
ultima igualdad implica

Tlgeeny Ay-nny
[S 3 DUOON- 7% LSO T ’ ’ P

/\T{!} ..... T{n) — £(T)Ai ..... n

Q1o Qg

¥ por tanto

L= /\ﬂleo--sak Z 5(T)RS(11)T(2) e '?Fn—l)'r(n)' (525\1

De la definicion de densidad lagrangiana asociada a un polinomio de Weil f €
(5*(g* Y (¢f §3.3.1), es directo comprobar que en los abiertos coordenados
utilizados. £ = Ly para

f = /\ag,...,akBul VeV Bﬂk.

en donde V representa el producto simétrico en S*(g*). Unicamente resta
coraprobar que el polinomio f asi definido es efectivamente invariante por
la adjunta. En efecto, por el Teorema de Utiyama, £ es una funcién gauge
invariante. Si tomo el campo gauge X = B, su flujo {®,}.ez s O,{x.g) =
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(r.exptB - g). Se debe verificar por tanto £ o (®;), = £. Si L = L;. de
§0.3.1, se tiene

= 1 d 0
Lo(Pe)n = 2 > sn)f (AdexptBQ (W%_; e
TESqp

%) )
Adexp ) <8Ir(n—1)’ 83:1'(?1.)))

que es ignal a £ = £; solamente si f o Adepis = f para todo t € R y todo
B € g. Como al ser (G conexo la exponencial genera al grupo entero, tenemos
foAdexpe = f para todo g € (G, es decir, f es un polinomio de Weil.

c.q.d.

Como las lagrangianas definidas por polinomios de Weil son variacional-

mente triviales, se concluye del Teorema 5.3.7 que el grupo de simetria AutF

es demasiado grande a fin de proporcionar problemas interesentas desde el

punto de vista fisico. Esto podria darse como explicacién del hecho por el
cual nunca se impone la autP-invariacia a las leyes de la fisica.

5.3.3 Ejemplos
Fl grupe U{1)

Sea 7 : P — M un fibrado arbitrario de grupo estructural U(1). Si dim M =
n = 2k, el inico polinomio de Weil de grado & es, salvo constante, f(t} =
t*. La densidad lagrangiana asociada a este polinomio de Weil es Aj :

JHC(P)) — A" T M. Ay = Pf ol siendo
2 n
Pf: /\ ™M — /\ T*M, Pflwg) = wan E Awy.

Si consideramos un sistema de coordenadas (z*; 4;) en C(P), tal que 11 =
det Ao Adat y el sistema (2% Ai, A; ;) inducido en J1(C(P)), la aplicacién
de curvatura tiene por expresion

Rij - 4“11“3' - A

Ji
v asi

1
Ly-v= } Z E(T}Rr(n—r(z) e Rf(nfl)f(n) v

T regn
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Esta expresién no es més que (salvo constante multiplicativa) la expresién del
pfaffiano del fibrado 7 : P — M en funcién de la curvatura de una conexioén
(véase, por ejemplo [KN, XII]). La clase de cohomologia del pfafliano es la
clase de Euler del fibrado. Si la variedad M es compacta. el valor de la
integral del pfaffianc es por tanto el mimero de Fuler del fibrado. que no
depende de la conexidn escogida. La trivialidad variacionat del problemna
definido por £ - v es manifiesta.
Para un estudio mas detallado del caso G = U(1), véase [CM3].

El grupo SU(2)

El dlgebra de polinemios de Weil estd generado por el determinante, es decir.
159 = Rldet]. Nétese que, como el determinante es un polinomio de grado
2, cualquier polinornio invariante es de grado par.

Sea m: P — M un fibrado principal de grupo estructural ST/(2) sobre un
variedad de dimensién n par. Para poder construir una densidad lagrangiana
asociada a un polinomio de Weil (véase §5.3.1} hay que partir de un polinomio
de Weil de grado n/2. Por lo comentado anteriormente, n/2 debe ser por
tanto un nimero par. A la luz del Teorema 5.3.7. hemos demostrado por
tanto el siguiente resultado:

Proposicién 5.3.8 Un fibradom : P — M de grupo estructural SU(2) posce
densidades lagrangianas antP-invariante distintas de cero tnicamente si la
dimension de M es maltiplo de cualro.

Ejemplo 5.3.9 Para ilustrar este resultado, consideremos que la dimensién
de la base es la menor posible, es decir, dim M = 4. En un sistema de
coordenadas {z'. A?, A¢;) de J'(C(P)). no es dificil comprobar (a partir de la
expresién (4.24) de la forma autP-invariante 1,) que la densidad lagrangiana
asoclada al determinante tiene por expresién

-~ 1 11 1 L 2 3
Laor =S ) (M rArmre — 24000040 Ara) v

TESY

para v = dz! A dx? A dx® A dat

EL grupo [7{2}

En este caso. el dlgebra de polinomios de Weil tiene dos generadores, la traza
y el determinante, es decir, {¥?) = R[tr.det]. La traza es un polinomio de



5.4. LAGRANGIANAS TRIVIALES GAUGE INVARIANTES 115

grado uno y el determinante es de grado dos, por lo que hay polinomios de
Weil de cualquier grado. Luego en el caso de fibrados principales m: P — M
de grupo estructural I/{2) v dimensién de la base par, a diferencia del caso
(G = SU(2), siempre hay densidades lagrangianas aut P-invariantes distintas
de cero.

De hecho, en el caso particular dim M = 4, hay dos densidaddes lagran-
glanas esenclalmente distintas: las asociadas los polinomios tr - tr v det. En
vista de las expresiones locales de las formas autP-invariantes 7, y 1, (cf.
ecuacion {4.25)), no es dificil comprobar que la densidad asociada a tr- tr es

Lo = > (M)A 0y A3y 0):

TES,
y la asociada al determinante
1 - 1 .
Loer = _Zﬁtr-tr + O3 Z 15(7—)(Ai(]),T(Q)A'}'(S),T(fi) - QAi(]},T{z)Ai(:‘I)A‘?'(-l))’
TESY

para v = dz' A dz? A dz® A dzt

5.4 Lagrangianas triviales gauge invariantes

5.4.1 Derivada de Lie respecto de un campo multivec-
torial

Sea x = X3A ... AXLE /\}c X(M) un campo multivectorial descomponible.
Se define entonces un endomorfismo graduado C>°(M)-lineal 1, : Q*(M) —
Q*(M) de grado —k por la condicién {cf. [CV, p.79], [BM])

s =1x, 0. .. 0dxw, € XM, w, € QT(M). {5.26)

Para un campo multivectorial arbitrarior , la aplicacién 4, se define por
linearidad a través de la anterior férmula.
La derivada de Lie L, : Q*(M) — Q*(M) con respecto a x € A" E(M)

se da por la formula
Ly=iy0d—(=1)*doi, = [iy,d|. (5.27)

Nétese que L, es un operador de grado —k + 1.
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Sea (G un grupo de Lie. Consideremos ahora el espacio A* X(M) & S*(g*).
siendo S$*(g”) el dlgebra simétrica de g*. Sea X' = x @ f € A* ¥(M) © 5Y(g*)
un elemento descomponible. Se define

Ly: (M) — QO (M) o S*(g")
por la condicidn
Ly(w,) = Lyw, ® f.

de modo que el polinomio f opera trivialmente. Para un elemento arbitrario
A de A" X(M) @ 8*(g*), la aplicacién Ly se define por linearidad.

5.4.2 Notacién
Sea X, € AXX(M)oIF =T (ﬂ/f, A T(M) @ ff) para k entero tal que

0 < k < in/2]. donde los corchetes representan la parte entera. Se define una
aplicacién en el fibrado de curvatura

. 2
X, /\ T*M @ adP — R,

de la siguiente manera. Sea wy € (/'\2 T*M @ adlP),, v € M. y témese la
potencia k

wnh & Awy € (N T*M @ S (adP)),.

Nétese gue se toma la potencia simétrica de ad P pues al tratarse de 2-formas,
el producto exterior es simétrico. Entonces

(f'k(-wg) = </1};€,U)-2f\ (A' /\’UJ2> . (528]

&

en donde (.} representa la contraccién de nun elemento A TIN) & 5%(g*)C
con un elemento de su dual. La aplicacién de dualidad de S*(g*)% = IS en
S5*(ad P) se define por la férmula (5.14).

En particular, si X, = v & f v wy = wq 1, se tiene

/?,:b-('wg) = 'L.)( (Uu'g/\ (h /\Lb’g) : f(T], (A T}') (529)
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En las coordenadas locales {z%; R}}) introducidas en el fibrado de curvatura,
si se tiene

b b ) )
)\H,n-,lziBal Vo Bm‘,

— ] - . —_—
Xk =X f 33:“ (_3:Ei?'° a3 P e

se obtiene directamente que X} tlene por ecuacién

XTI Lok § » 31 ) ) 5
,\(!] ..... Qg )"'(T)er(;)i,.(g} e Rzr(.?k—}}zr(?k)‘ (030)

5.4.3 Estructura

El siguiente teorema da una caracterizacién de las lagrangianas gauge inva-
riantes y variacionalmente triviales en funcién de multicampos vectoriales de
“divergencia cero”. Mads concretamente

Teorema 5.4.1 Seaw: P — M un fibrado principal de grupo estructural un
grupo de Lie conezo G sobre una variedad M orientable. Seav una forma de
volumen sobre M. Entonces las lagrangianas en J'(C(P)) gauge invariantes
y variacionalmente triviales son de la forma

siendo £ la aplicacion curvatura y &), € /\Zk X(MY® IF tal que
Lyv=0, k=1.. [n/2. (5.31)

DEMOSTRACION. Sea £ v una densidad lagrangiana gauge nvariante v
variacionalmente trivial. Por el Teorema de Utiyama, se tiene que £ = Lo (),
para cierta £: A T* M ©adP — R a su vez gauge invariante. Sea (z!,... . ")
un sistema coordenado en un entorno {7 de M en el que 7 sea trivializable
ytal que v = dz' A -.. A dz™. En los sistemas de coordenadas inducidos en
JUC(P)) y A°T*M % adP, la Proposicién 5.1.5 implica en este caso que la
lagrangiana £ debe verificar

FL PL
a A8 + S Aa O A9
A JA ik 6‘/&15-. kaAj’ A

A

=0,4,7kh=1... 0 a,F=1...,m (532)
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oL L L L NI 5 33)
= A7 =1, nae=1,... .m. 5.3:
3.4? 833’”‘(3‘4?”& 31455‘43"!& ik J n 1 )

Por la regla de la cadena, utilizando la expresion local de la aplicacion de
curvatura (cf. ecuacidn {5.11)), se obtiene

oL oL
= _Y=
drk  Ozk

8_£ 2 T 8E
84452 — C'raAz' aRi o 'Qa
aL _ AL o0

pAT, ~ BR:

en donde se supone fif; = — R en el caso 1 > j. Con estas expresiones. la
ecnacidn (5.32) se transforma en

927 2/
_r_g_j oQ+—?—£—ﬁ—oQ20, i, 5.k.h=1.... . n;a 3=1....m,
ARG OR, ARG OR,
(5.34)
v la ecnacién {5.33) en
, ., 0L &L y arc
R bl A A 0 (). (5.35)

om O oroRe "ARORS,

OR, TR, R, 0R%
Por otra parte. sabemos que la funcién £ es gauge invariante y por tanto.
de la expresién local de la representacidn gauge en el fibrado de curvatura
(véase la ecuacion {5.12)), se verifica

AV

C,}ﬂ ,ikm = 0, T=1..... m. L_().-th
th

Si se hace la derivada de esta ultima ignaldad por Hj,, se tiene

oL 9L
2t el R
Cra + ('Td ik 8Ri'k3R"‘

7h

==
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y componiendo con la aplicacién curvatura
aL

.2"'
207 o 1 4 2e7 AY rL

L, L
LCry aR;}h T34 a,km ol - CZﬂcﬁvAfA

= _s0=0
CORLORE,

Multiplicamos por A} y sumamos en 7 y en h y obtenemos

PL

L )
2cY A7 0+ 20 ATAY ———— 0o
(‘*raAh, aﬁafjh c + C‘rd he Mk aR;Yka ?h ©
2L
— CZgCﬁVA?AZA;W o2 =10.
ik 1h

Eliltimo sumando es cero {(véase el anexo al final de la demostracidn de este
teorema). Entonces, haciendo uso ademas de la ecuacién (5.34)

. 2L BPL
L An s 0 0 = —c] AL AY EL "

: T o= ATAY
SR, FORLORE, o QR GRS,

Q.

Con esta ecnacién podemos simplificar la relacion (5.35) y tenemos que £
debe verificar

L

geraky, — 0 T b ashoom (5.37)
ademas de
2L 3L
(' 5t i3 =0, 4 5kh=1... napB=1...m (538)
aR?’laR;"k aR?kath

en donde hemaos suprimide la composicidn con £ al ser la aplicacién curvatura
suprayectiva.
De la ecuacién (5.38) se tiene

7L 0, ¢h=1 1
w———— =0, ,h=1...,na=1,...,m,
FRGOR;,
por {o que la funcién £ tiene la forma £ = A + R - B para ciertas funcio-

nes A, B que no dependen de la variable Rj,. Esta condicién para i.h v o

arbitrarios es sdlo posible si £ es un polinomio en las variables { &3 }0r ™
~ E i]...izk [ 2 [s 3% ~
E —_ ’\Ql-"mk R‘i[i‘} AR Riiizk’ (039)

I3
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en donde A} "% son entonces funciones de la base M. También de (5.38) se

tiene
L

= =0. 2, 5h=1....na=1,....m,
ORI, e ST L

esto es, en los indices 7;...15 de la expresién (5.39) no se puede repetir
ninguno de ellos. s decir, (5.39) se puede escribir como

n/2}
~ i1.. 7-'2k (s3] [+ 7Y -
L= NimwRe o RIS (5.40)
k=0
siendo {7, ...i9} cualquier subconjunto de {1,....n} de tamano 2k. La
condicién general (5.38) mds la condicién R, = — RS, implica que la expresion

polinérnica verifica las condiciones de simetr{a

)\H i B ,\11 h: J =1
e

Como las trasposiciones generan el grupo de permutaciones. se puede asegu-
rar entonces que

D CO DTS (5.41)

]

para cualquier permutacion 7 € Sy, La expresién (5.40} se puede escribir
por tantoc como

(/2]
12k £ or Co. . O
Z Z Q Z "(T)eru)*r(?) Rtﬂzk 1trizey
=0ty < <ok TE Sy

Se comprueba directamente que con la notacidn introducida en §5.4.2

siendo X, € /\M X{M)® S*(g*) de la forma

. a a
— Ii+42k dox Y L - - -
Ajk - Z ( 1)1 )\m Zi: Arit A A Oxtes 2BV v B :

i<l legg
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siendo |{| = 4y + -+ + iz La invariacia gauge de £ implica que cada &}
es verdaderamente un elemento de A™ X(M) @ (5%(g*))¢. En efecto, si
®(z,g) = (z,exp(tB) - g) es el flujo del campo gauge B en la trivializacion
local escogida, se tiene

12 n/2)
Z ‘)‘?k =L=~Lo (q)t)ad = Z P2 (q)t)ad:
h=0 k=0

es decir, Xy, = &y 0 (®y)aa para todo k = 1,...,[n/2]. Sl ws @ (u.4)ua €
/\2 T*M @ adP, se tiene por tanto

Xi(wy ® (1, A)ag) = Xe{wz D (4, Adep(-18)Pt)ad)-

De la ecuacién {5.29) se deduce la Ad-invariancia por elementos de la forma
exp B, B € g. Como el grupo de Lie es conexo, la imagen de la exponencial
genera todo el grupo y entonces X, € A* X(M) @ (S*(g*))°.

Resta tinicamente comprobar la condicién (5.31). Tenemos

Lyv = d(MN2g 5 9 0)@B* V...V B%
TR e ek
a(/\-"r---izk 7 '
= -———r——dx”/‘\(z__g;,\__‘,\ 24 U)@BQIV"'VBak.
Oxts azh Bt 2k

S1 fijamos unos indices jp < -+ < jop arbitrarios, el coeficiente del sumando
18 p.n_B 1 €S

—t

Jad2 Bx-2k

8(/\1.3'2-“3'2&)
RS @ BV Y B (5.42)
{

en donde siempre que los indices I, jo ... jor no estén ordenados creciente-

mente se pone AJTRE = E(T)/\;{]J'}_’_;(jz} 26)  siendo 7 la permutacion del

conjunto {I.js... jox} tal que (I} < 7(Jo) < -+ < 7(Jox) {véase la ecuacién

(5.41)). Entonces Ly v = 0 si y s6lo si cada expresién de la forma (5.42) es
idénticamente cero.

Por otra parte. la condicién (5.37), junto con la expresion de (5.40) de £,
es
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in/2] .8 o o
azﬁ - Z a(/\alitzxi) 8R£11?.2 .... thi 182k
Yol Al
brldRy ~ L= Ox IRz,
fn/2| FRANI
Z k aHTka)RGQ ..... Rk
1324 o102k
k==0

en donde se ha tenido en cuenta la condicién (5.41). Esta expresién es cero
s1y sélo si

P
oxt
para cualquier eleccién de indices o, ... = 1,..., my jlg... .l =
1,....n. Esta condicién es equivalente a que (5.42) se dnule.
¢.q.d.
ANEXO0. Sea
2L
8 ﬁ T -
I _r‘mwﬁl”AAhaRa of), o=1,...,m.
Tenemos que ver que {, =0, a =1,.... m. En efecto, por la identidad de
Jacobi del dlgebra de Lie g, se tiene
cﬂu—l-c SNHJJ—O vy=1,.... m.
Asi,
. 5L
If! = “(c:}:ﬁcgﬁi + (, )A#AZ‘ hﬁﬁ?ﬁR Q
. AL . . PL
= —c ol APAVA ——— 0o ¢! AFAVA] e
FuaCru "ORLORS, o "ORLORD,
. , L o An PL
= A A G S 0 0 S A s

donde en el 1iltiro paso se han cambiado algunos indices mudos de sumacién.

Teniendo en cuenta que R, = — R/, v la igualdad (5.34), se tiene
. L 3L
= " ‘j HATAY = Q /1 AV‘4M'—‘_‘*’"—'“‘ Q = mzja-
Ia ‘T‘.j :/,u l A 45., QR;AF)H?& © njcu,u k=i (}RMaR?h

Esto implica que I, =0, aa=1..... m.
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5.4.4 Lagrangianas definidas por formas gauge inva-
riantes

Proposicién 5.4.2 Sea v una forma de volumen en un espacio vectorial V

. .. . . . . & —k .
de dimension n. Entonces la aplicacion lineal i : \°V — N7 V* determi-
nada por la condicion

‘.i(.X; AN A Xk) = iX1 . i(‘(k’l?,

X,eV,oi=1..... k. es un isomorfismo.
DEMOSTRACION. Sea {F,....E,} una base de V tal que v == F!* A .- A
E™ siendo {E'.....E™} la base dual. Como los espacios vectoriales A®V

ko . . . .. X ..
v A" V" tienen la misma dimensién basta comprobar que la aplicacién

i es suprayectiva. Por linealidad es suficiente encontrar la ansiimagen de
Sy y
elementos w € A"7" V* de expresidn

w=EYA N EE

para cualquier eleccién de indices 77 < <+ < fp_p. St g < --- < Ji es el
conjunte complementario de 4; < -+ < i, dentro del conjunto {i..... n},
es directo cornprebar que 7(X’) = w con

X = (__1)j1+---+jk+kEjl A A Ejk'

c.q.d.
Teorema 5.4.3 Sea 7 : F — M un fibrado principal de grupo estructural
un grupo de Lie conero G sobre una variedad orientable M de dimensidn
n. Las densidades lagrangranas gauge invariantes variacionalmente triviales
en JUC{P)) son todas de la forma A¢_ {véase la construccién en §3.2.3 de

densidades lagrangianas a partir de formas en C{P)} siendo £, una n-forma
gauge nuvariante en C{F) cuya expresion es (cf. Teorema 4.3.1)

* 7
£, = P A fH{Q),

siendo w; € QN formas cerradas.

DEMOSTRACION. Por el Teorema 5.4.1, cada densidad lagrangiana gauge

invariante y variacionalmente trivial es de la forma

[n /2]

A= Z((‘?& Q Q) < U,

k=0
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siendo Xy € X (M) @ IF tal que Ly v = 0. Cada X, se puede expresar de
la forma

Xe=x,@f. x, eX*M), flelf.

Sean w; = i,v. De la condicién Ly v = 0 se sigue que dw,; = 0, VI. Com-
probemos ahora que A; = (X 0 Q) - v siendo £, = p'w; A FH{). Sin
pérdida de generalidad, supongamos que { = 1 ¢ introduzcames un sistermna
de coordenadas en M tal que dz! A+ Ada™ = v. Sea

a9 g
C AT - R —— Loy Pa—— ey
X f E S 8 A Hrize Any o Y 7 B ’

By T g

la expresién local de ¥ ® f. Tenemos
Ag, (Jzor) = op(P'w A f(Q)) = (w A f(Qr)),

en donde hemos utilizado la identidad of. f () = f(Qr) {(Proposicién 4.2.3).
De la definicién de f(flr) (véase la Definicidn 4.2.2), se tiene

w A f(Qp) =
. J1 - .j'ﬂc Ty geeny ok - o q
w AT A A dapTRe N }: “(T)erwfm . Qer—anm‘
TES‘Z&

Pero

wAdrt AL A dpdee
a_yv A d.‘l?jl Ao A d:ﬂjz" = 6:’11 o 542::“.

1, _a
A A~ I3
(Geri Bat2k sk

por lo que en vista de la ecuacién {5.30) se tiene finalmente que A¢ {jlop) =
(X o M {jlor) v
Reciprocamente, s1 £, = w; A f(Qy) con dw; = 0, del isomorfismo de
la Proposicidn 5.4.2 para el espacio vectorial T, M, z € M. se deduce que
existen x, € X*(M) tales que i,,v = w,. Entonces X = x, = f' define una
densidad trivial gauge invariante al tener L,,v = 0.
c.q.d.

Observacién 5.4.1 Supongamos que M es corapacta. La trivialidad varia-
cioral de las densidades de la forma A; con &, = p*w; A fH{), dw, =0, se
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puede comprobar directamente. En efecto, si oy : M — C(F) es una seccién
arbitraria del fibrado de las conexiones asociada a una conexidén I'. se tiene

(Glor) g, = o1b, = wi A FH{Q0p).
Si T es otra conexién, por la Proposicién 4.2.3-(b), se tiene
FQr) = f{Qe) +dot, ¥,

para ciertas formas ¥ de M. Entonces

/ (jlor) A, =f wi A FH{Op) :/ w;/\f'!(ﬂp)%—f wy A duh.
M M M M

Il segundo miembro del Wltimo sumando es nulo por el teorema de Stokes
al ser w; A dvt = (=1)gredeledd(w; A '), La independencia del funcional £
respecto la seccién op escogida, y por tanto la variacionalidad trivial del
problema, son manifiestas.

Bl Teorema 5.4.3 afirma sin emgargo que no hay més densidades triviales
gauge invariantes que las anteriormente estudiadas.

Observacién 5.4.2 Las formas gauge pueden definir por tanto problemas
variacionales no triviales. Basta lomar una forma del tipo &, = p*w; A FY{{),
con alguna dw; 7 U para que se dé el caso.
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