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Introducción

El objeto de estamemoria es determinarla estructurade las formas gauge
invariantes en el fibrado de conexionesde un fibrado principal arbitrario.

En estesentido puedeconsiderarseque el resultadobásicoalcanzadoesel
Teorema4.3.1.

Sea ir P —> M un librado principal cuyo grupo de estructuraes un
grupo de Lie arbitrario O y p: 0(P) —* M su librado de conexiones.Cada
automorfismo b : P —~ P induce una transformacióndiferenciable %
0(P) —~ 0(P). En particular,ello seaplicaa las transformacionesgauge,que
sonlos automorfismosverticalesdeP. Si t eselgrupouniparamétricode un
campo 0-invarianteX E X(P), entonces(t)c es el grupo uniparamétrico
de un campoXc en 0(P). Una forma diferencial~ definidaen 0(P) se dice
quees gaugeinvariantesi verifica (~c)*~ = ~ paratodatransformacióngauge

e GauR.Si Uy M son conexos(hipótesisquesupondremosen lo sucesivo),
entoncesla condición de invarianciaequivalea la siguiente: Lx~~ = 0, para
todo campo O-invariantey ir-vertical X definido sobreel librado principal
considerado.

Análogamente,tina forma ~ definida en el fibrado de conexionesse dice

(Iue es invariantefrente al grupo de todos los automorfismosde P si verifica
— c~ para todo ~ e AutP. lo cual equivale a decir Lx¿ = 0. para

todo campo G-invariante (ahora no necesariamenteir-verticafl X E X(P).
La estructurade las formas autP-invariantesse obtienecomo consecuencia
de las gauge invariantesy su expresiónmatemáticaes parecida,pero desde
el punto de vista del Cálculo de Variacionessu naturalezaes muy distinta:
las formas gauge invariantesproducenproblemasvariacionalesno triviales
(véanse§5.2.3 §5.4.4) sobre .Ji(0(P)) mientrasque las funcionalesinduci-
das por las formasautP-invariantes(cuando )1/f es compactay orientable)
son constantesy, por tanto, los problemasvariacionalesque producenson
triviales. De hecho,se pruebaquelas formasautP-invariantesvienen induci-

3
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das por polinomiosde \‘Veil y, en estesentido,se correspondencon las clases

característicasdel librado. e
De modo más preciso, se tiene una identificación natural (J’P)/G

0(P) que produceun 0-librado principal q: PP —÷ 0(P). En estelibrado a
existeunaconexióncanónicatc quees ladefinidaporla estructuradecontacto
del librado de jets ([Garl]).Aplicando la teoría del homomorfismode Weil
(KN) adichaconexiónsetiene queparacadapolinomiode Weil f del álgebra e

de Lie g del grupo 0, la forma diferencial f(St), siendo St la forma de
curvaturade n, proyectaa 0(P). Talesformasrecibenel nombrede fornías
característicasdel librado y, en el casoU = U(n). son las formas de Chern
universales:esto es, si Up : NI —> 0(P) es la sección inducida por una
conexión F de P. entoncesa~f(Q~) es la forma de Chernconstruidacon la —
conexión E y el polinomio f. Como 0(P) es un librado afín sobreSil. se
tiene un isomorfismo canónicoen cohomologíaH(C(P); II.) = H(Nl: Ri). de

e
modo que las formas característicasf(§2~), queestándefinidasen el librado
de conexiones,inducende modo natural las clasescaracterísticasdel librado
sin necesidadde usarningunaconexiónparticular. Puesbien, se demuestra e

quetalesformasson autP-invariantesy, lo quees másimportante.quetodas
las formasautP-invariantessonformascaracterísticas(véaseTeorema4.4.1). —

Las clasescaracterísticashansido usadasen teoríasgaugedesdesus ini-
cios. Realmente,para U = SU(2) los instantonestienen asociadasu carga
topológicaquees un númerode Chern,el extremoabsolutodel funcional de
Yang—Milis tambiénes el númerodeChern, la acciónde Chern—Simonsestá
dadapor unaclasesecundariade las conexionesplanas,parael grupo unita- e
rio U = U(r¿), la teoríadel índicedeoperadoreselípticossesirveamenudode
las propiedadesde las clasescaracterísticas(véase[Gil]), etc., y másrecien-
tementetales claseshanjugadoun papelmuy importanteen las aplicaciones
de las teoríasgaugea la topologíade las variedadesde dimensión4 (véasepor
ejemplo [Don]). El Teorema4.4.1 de estamemoria muestraque. de hecho. a
existeunaequivalenciaentrela nociónde forma diferencial característicade
un librado principal y la nociónde forma diferencial definidaensulibrado de

aconexiones.invariantefrente al grupo de todos sus automorfismos.siempre
y cuando se trabajeen el espacioadecuado,queno es la variedadbaseni
el librado principal sino su librado de conexiones.Así pues.unavezmas en
teoríasgauge, una noción “física” se correspondede modo natural con una
noción “matemática’. a

Realmente,los inicios de la relaciónentrecurvatura,formascaracterísti-
casy teorías gauge debenbuscarseen el famosoartículo de Utiyama 1 ti]

a

e

a

a

a
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publicado hace más de cuarentaaños,en el queel autor caracterizabalas
lagrangianasgauge invariantescomo aquéllasque factorizabana través del

morfismo curvatura. Fue precisamentela formulación geométricade este
resultado(véanse[Ble], [Gar2]) la quemotivó, en un principio, el plan de in-
vestigaciónquese haseguido(y quefue usadoen [HM1], [11M2} parael caso
particular del grupo U(1)). En efecto, entendidala geometríaquesubyace
al teoremade Utiyama parecíarazonableformularse,con toda su generali-
dad, cuál era la estructuradel álgebrade formas gauge. En otras palabras,
se trata de clasificar las formas invariantes de grado arbitrario sin ningu-
na condición de horizotalidad (recuérdesque una densidadlagrangianaes
unan-forma horizontal), pero definidas en el jet de orden cero del librado
de conexiones;es decir, independientesde cualquierestructuradinámica xr

dependientesúnicamentede la geometríadel librado.

Pasemosahoraa resumir los contenidosde la memoria.
En el Capítulo 1 se establecenlas principalespropiedadesdel grupo de

automorfismosde un librado principal y del subgrupogauge del mismo que
seránnecesariasen lo sucesivoy se introducenlos principaleslibradosasocia-
dosque aparecenen la teoría: los librados adjuntos. En definitiva se resume
la geometríade los librados principalesquese utiliza en teoríasgauge.

En el Capítulo2 se construyecon cierto detalleel fibrado de conexiones.
queeselob5etobásicode la memoria,ya queen él estándefinidaslas diversas
clasesde formasdiferencialesestudiadas.Convieneobservarqueel librado de
conexionesno sólo esimportanteen teoríasgaugesino queaparecetambiénde
modo naturalenotros contextos;por ejemplo,véanse[CD3, [CRS3, [Keyj. El
capitulo desarrollala geometríadiferencial del propio librado de conexiones.
lo cual es novedosoya que,de ordinario, o biense trabajacon una conexion
fija o bienconelespaciofuncionalde todaslas conexiones(véase,por ejemplo,
[MV]), pero no con el librado de conexionescomo “espacíouniversal” de la
teoría. En este sentido. convienedestacarque 0(P) poseeuna estructura
símplécticageneralizada,definida en [Gar2] que nosotroscaracterizamosde

forma intrínsecaen el Teorema2.8.3.

En el Capítulo 3 se estudia la invarianciagauqe y la invaríancia frente
al gTupo de todoslos automorfismosde P en el librado de 1jets. Desdeel

punto de vista técnico estecapítulo es el fundamentaldel trabajo. La idea
es “levantar” el problemade invariancia—4eflnido inicialmenteen 0(P)—
a PP mediantela identilicacióon (J1P)/G ~ 0(P), estudiarallí y resolver
el problemaasí planteadoy, luego, proyectarel resultadode nuevoal librado
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de conexiones.La invarianciaen PP. si bien no es físicamenterelevante,sí
lo es desdeel punto de vista de la Geometría,pues, como la investigación e

ha revelado, existeunaíntima relaciónentre invarianciagaugeen PP y su
estructurade contacto. Véanselos Teoremas3.3.3, 3.4.2,queestablecenlos e
principalesresultadosdel capítulo.

En el Capítulo4 sealcanzanlos objetivosfundamentalesdeestamemoria:
se determinala estructurade las formas gauge invariantes (Teorema4.3.1)
y la estructurade las formas autP-invariantes(4~ 4.4.1) y se ilusíra
el contenidode tales teoremasen los ejemplosclásicosde las teoríasgauge:
estoes,para los gruposU(1), /91(2) y (1(2).

El Capítulo5 resuelveel l)roblema de equivalenciapara las lagrangíanas
gauge invariantesdefinidasen J’(0(P)). Estecapítuloes nuestraaportación a

al Cálculo de Variacionesen teorías gauge. Básicamente,en él se demues-
tran tres resultados: (1) Se caracterizanlas densidadeslagrangianasautP- —
invariantespor mediode los polinomiosde Weil, quees el análogoal Teorema
de Utiyama parala invaríancíarespectodel álgebrade todoslos automorfis-
mos infinitesimales(véaseTeorema5.3.7), (Ii) secaraterizanlas lagrangianas
gauge invariantesy variacionalmentetriviales (entre las que se encuentran

las definidas por las formas autP-invariantesdel Capitulo 4) mediantela —

geometríadel librado (véase Teorema5.4.1) y (iii) se demuestraquetales
densidadesson las generadaspor formas diferencialescerradasde la basey

epolinomios de Weil. Paraun enunciadoprecisovéaseel Teorema5.4.3.

En esta memoria,salvo menciónexplícita de lo contrario, la palabradi-
ferenciablesignificará 0~ y se seguirá el convenio de sumaciónde indices
repetidosde Einstein.

e

Clasificación
a

Primaria: 53C05
Secundaria:53C’07. 58E30, 58D19, 58A20, 22E65, 17B65. 17B66.

a

e

e

e

a
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Capítulo 1

Automorfismos de un fibrado

principal

1.1 La estructura de fibrado principal

Definición 1.1.1 Un fibrado principal esel parformadopor unasubmersión
suprayectivade variedadesdiferenciablesir : P —> M y una acción por la
derechade un grupo de Lie O sobreP queverifica las siguientespropiedades:

(1) La acciónde G es libre; i.e.. la relaciónng = u, u E P,g E U. implica
g = e.

(ji) Las libras de ir coincidencon las órbitasde O; estoes,

V’u e iC1 (x) Vr e Kl.

Un morfismo de fibrados principales ir : P —* M, ir’ : P’ e M’ de grupos
O, O’ es una aplicación diferenciable ~ : P e P’ y un homomorlismo de
gruposde Lic ‘y: U e U’ tales que:

t(ug)=~(u).-yjg), VuEP,VgEG.

Proposición 1.1.2 1)ado un morJismo de librados principales4 : P —>

existe una única aplicación diferenciable~ : Kl e ful’ quehace conmutativo
el siguientediagrama:

‘1’

ir~ ti?
Al —~-~ lvi’

.7
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e.

DEMOSTRACIÓN. Como ir es epiyectiva,si y existe,es única. Paraprobar la
existenciade y. bastaráprobarquesi u. y E P son dos puntosde la libra de
x E Al, se tiene: ir’ (‘1’ (u)) = ir’ (‘1> (y)). En efecto, como u y t’ pertenecena
la misma fibra, en virtud de la condición (u) de la definición anterior,existe

gE U tal que y = u q. de donde —

ir’ (4 (y)) ir’ (~ (u. g)) = ir’ (4 (u) ‘y(g)) = ir’ (t (u)). a

La continuidad‘y diferenciabilídaddey se deducen(le la propiedadcaracterís-
tica de las submersionesepiyectivas,segúnla cualunaaplicacióny : AL e Al’ —

es continua (resp. diferenciable)si y sólo si la composicióny o ir lo es.
c.q.d. e.

Definición 1.1.3 Consideremoslos siguientescasosparticulares:
e

• Si O = O’ y ‘y Id0, entoncesse dice que ~ es un morfismo de O-
fibradosprincipales. A partir deahoraen estamemoria,salvo mención
explícita de lo contrario, todosmorfismosque se considerenserán de
U-librados l)rincipales.

e

• En el casoP = P’. si un morlismo de U-librados principales es un
difeomorfismo. diremos que se trata de un automorfismodel librado

e
ir: P -* Al. El cnnjuntode automorlismosde un fibrado principal ir

P e Al tiene la estructurade grupo bajo la composiciónde funciones

y se le denotapor AutP. —

• Los ~ e AutP queproyectansobrela identidaden Al (es decir, y =

It1), se llaman automorfismosverticaleso transformacionesgange. El —
conjunto de transformacionesgauge es un subgrupode AutP quese
denotapor GauP. e

Observación1.1.1 Asignando a cada ~ E AutP el difeomorfismo y E
Dif Al queinduce en la variedadbase(véaseProposición1.1.2), se tiene tina
sucesionexactade grupos

e

1 e GauPe AutP e Dif Al.
a

Ello pruebaque el grupo gaugees un subgruponormal del grupo de todos
los automorfismos.

e

e

e

e

e,



it.1. LA ESTRUCTURADE FIBRADO PRINCIPAL 9

1.1.1 Fibrado imagen inversa

Proposición 1.1L4 Seay : Al —* Al’ una aplicación diferenciable. Dado un
fibrado principal ir’ : E>’ —‘ Al’ de grupo U’, el subconjunto

y*P~={(xu~)EKfxP~ y(x)=ir’(u’)}

es una subvariedadde NI x P’, y la Provecciónsobre el primer factor pr1

e Al, junto con la operacióndeU’ sobre<E>’ definidapon (x,u’).g’

(x. u’ .g’), dotan a <P’ de estructurade O’ -fi brado principal sobre Al, que
recibe el nombre de librado imagen inversa. Ademásla proyecciónsobre el
segundofactor pr2 : y*E>~ —+ E>’ es un morfismo de U’-flbrados principalestal
que la aplicación inducida en las basesesy.

DEMOSTRACIÓN. Usaremosel conocidoresultado (véase e.g., [GG, II.4.4j)
segúnel cual dadaunaaplicacióndiferenciablef : X —* Y entrevariedadesy
unasubvariedadW de Y, si severilica quef es transversala W (esdecir, si
Vi EX, Tf(1)Y = df~(T~X)+TÍ(~)W), tenemosque f-

1(W) es subvariedad

de X.
Tomemosen nuestrocasoX = Al x P’, Y = M’ x M’, f = y x ir’ y

W = á’ = {(x’, x’)~ Y E Al’].. Comprobemosquese cumple la condición de
transversalidad.En efecto,

d(y x w’)(XU~) (T(~.~) (Al x E>’)) = dso~ (T~Kf) e di¡-Q, (ftP’)

dy~ (ftAl) eT~M’

dondehemosutilizado que ir’ es submersiónen la última igualdad. Así,

d (y x w’)(X.U) (T(~,w) (Nf x E’)) + T<~~,~’>=’ =

(dy~ (T~M) e TXIM’) + ~

quees igual al espaciototal T(~’.~’) (Al’ ~ NI’) . Efectivamente,si

ex’, Y’) E T~’M’ C ft
1M’ = T(~’,r/) (Al’ x Al’)

podernosescribir

(X’. Y’) = (o, Y’ — Al’) + (X’, x’)
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e.

y quedacomprobadala igualdad.

Una vez tenemosla transversalidad,podemosafirmar que e,

(y >< w< (zS’) y*E>~ e

es unasubvariedadde Al y

Demostremosahora quepr1 : <E>’ Al es un U’-flbrado principal con —

la acción indicada en el enunciado.

Primero, pr1 es suprayectiva. En efecto, si x E Al, tonio un u’ E E>’ tal —,
quew’(u’) = y (x) . tenemosentoncesquepr1 (x, u’) x.

La proyecciónes unasubmersión.Sean(re,i4) E y*E>’ cualquieray 4 =

y (re). Como ir’ es submersiónexistesecciónlocal alrededorde4, es decir,
existenun entornoU’ de 4 y unaaplicacióndiferenciables : U’ E>’ tal que

ir os’ Idu y 5(10) = í4. SeanahoraU y
1(U’) y s : U —* <E> c Al xP’ e,

delinidapor 5(1) = (x, s’ (y (x))). Severilica fácilmenteques esuna
de pr

1 en torno al punto lo con s (lo) = (ro,u~,). Por la caracterizaciónde las
e,

submersionespor la existenciade seccioneslocalesen todo punto, tenemos
finalmente lo que queríamos.

Paraconcluir, sólo nos restacomprobarque la accion de U’ verilica las
condiciones(1) y (u) de la definición de librado principal.

La acción es libre puessi (x, u’) . g’ = (x, u’) tendremosque (x. u’ g’) = e,

(x. u’) y por tanto queu’ . g’ = u’. Peroestoúltimos sólo esposiblesi g’ = e’
pues la acción en E>’ sí es libre.

Las órbitas coincidencon las libras. En efecto e

prí
1 (x) = «ru’) ir’ (u’) = y (x)} = {(x, u’ g’) g’ E 0’]. = (x, u’) U’ a

Vn’ E ir1 (x’) Xx e Nl.

e,

Que la aplicación inducida en las basespor pr
2 es la propia y. es final-

mentetrivial.
e,

c.q.d.

e,

Ejemplo 1.1.5 Consideremosi : ti’ Al’ la inclusión de un abierto ti’ en
Al’, variedadbasedel G’-fibrado principal ir’ : E>’ —+ Al’. En este caso.a la
construcciónde la proposiciónanterior i*P~ se la denominarestricción de E>’
al abiertoU’.

e,

e,

e

e,
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1.1.2 Trivialidad local

Definición 1.1.6 Se llama fibrado trivial de baseAl y grupo U al fibrado
principal formado por la proyecciónpr1 Al >< U —+ Al, y a la acción (x,g)

(x,g . g’), Vr E Ni. Vg,g’ E U.
Un librado principal ir : E> —* Al se dice que es trivializable, si existe

un isomorfismo de U-librados principalessobreAl con el librado trivial. Es
decir, existeun difeomorlismot : E> -* Al x U tal que

pr1o~=w y ~(ug)=~(u).g, VuEP.VgeU.

Teorema 1.1.7 Si un fibrado principal ir : E> —> lUí admite una sección
global (esto es. existe .s : Nf E> diferenciabletal queiros = Id.~), entonces
severijica que es trivializabie.

DEMOSTRACIÓN. Nuestrofin es encontrarun isomorlismocon el librado tri-
vial. Considerola aplicación ‘~ : NI x O —~ E> definida por

‘I’(x, g) s(x) .

queverifica trivialmente que ‘P((x,g) .g’) = 4’(x,g) y’. La diferenciabilidad
de ‘1’ se deducede la diferenciabilidad(le la seccións y de la acción de U en
E>. A su vez, al serdichaacción libre y tenercomo órbitaslas fibras de ir, se
puedever fácilmentequees biyectiva. Paraconcluir que ‘1’ esun isomorfismo
de 0-libradosprincipalessobreAl sólo ríos restaver queesun difeomorlismo.

Comola aplicaciónir es unasubmersión,dadocualquieru E P, x = ir (u),
severifica quedimT~E> = dimT~Al + dimir

1 (x). Pero, ir1 (x) U por la
naturalezalibre de la acción,por tanto podemosconcluir que

dimP= dimM+dimC.

Así, para ver que ‘1’ es difeomorfisnio, como está definida entre variedades

diferenciablesde igual dimensión, es suficientecomprobarque es una sub-
mensiónen cada punto (xo. gg) E A] x U . Se compruebafácilmenteque
dado cualquiera E O. se verifica que ‘1’ = R,,—

1 o o R~ donde, haciendo
un abusode notación,hemosllamadoÑ al difeomorfismomultiplicar pora
a la derechatanto en Al » U como en E>. En particular si consideroa = go
y tomo diferencialestengodW(y0,g0) = d(R>0)~(X0) O d’IJ(ro,e) o d(Rgyl)(xo,go) y
así d4’(~0,90) serásuprayectivasi y sólo si le es di’(xo,e). Ahora bien, con la
identificación canónica T(~6>Al x U = TXM eTeU se tiene

d’I’(~ce)(Xi, 2<2) d(~IA)~0(X1)+ d(4r
0)e(X0,
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donde~iiXo(g)= ‘F(xo,g) y ~Pe(x)= ‘I’(x, e) = s(x) sonlas funcionesparciales.
Peropor ser ir submersión,se tiene la siguientesucesionexacta e.

O T5(~0)(s(xo) 0) —* T8(~0)P Éi; YLOM —~ O
u

lacual seescindevía ds~0. Es decir, todovectorX E T8(~0)E> sepuedeescribir
como la suma

u
X = ds~0(Xi) + d(’V

0)~(X
2) paraciertos 2<1 E T~0M. 2<2 E T~O

dondese utiliza que t(10)(s(xo) . U) dQI’~~)~(T~U). Con estose concluye a

la demostracion.
c.q.d.

e.
Corolario 1.1.8 Todo fibrado principal ir : P ~ Al es localmentetrivial.
es decir. para cada :r & Al existe un entorno abierto U tal que irM (U) es
tnivializable.

DEMOSTRACIÓN: Como la proyección ir es submersiónsuprayectiva.para
cada x e Al existe un entorno U dominio de unaseccióndiferenciables
U ~ ir

1(U) G E> quehace que la restricción de E> a U sea,en virtud del
último teorema.trivializable. e

c.q. d.

Observación 1.1.2 Usualmentese incluye la trivialidad local en la defini-
ción de librado principal (ver por ejemplo [Ble, Definition 1.1.11, [KN. 1.51.
(Kos, Chapter2, Definition 1]). Como vemos,exigir queir seasubmersión
quela acciónsealibre, es suficienteparaconstruir un librado principal. Una
demostraciónsobrela trivialidad local de los libradosprincipalesdistintaa la
del Teorema1.1.7 y el Corolario 1.1.8 se puedeencontraren [Elia. Appendix e,
E].

e,

1.1.3 Representación local de automorfismos

Sea ~ : NI x O — A/ x U un automorfismodel librado principal írix ial
ir: Nf x (1 Al y sea y: Al —* NI su proyeccióna la base,es decir, el
difeomorfismode Al asociadoa~ definido en la Proposición1.1.2. Tomemos —
ahoraun punto (x. g) E Al x U cualquieray calculemossu imagen

t~ g) = t(x. 1). g) = t(x, 1). g = (y(x), ,6(x)) = (y(x), #x) g)
y 1.1)

e,

e

e,

e,

e
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en donde hemos definido la aplicación diferenciable ~ : Al —* U corno
~ (x) =pr2 (~ (xl)). Cada automorlismo~ determinaentoncesun par de
aplicacionesdiferenciablesy y ~ queverifican la expresión(1.1). El recípro-
co es también cierto, es decir, si tenemosun difeornorfismoy : A’! — Al y
unaaplicación diferenciable~ Al —÷ U cualesquiera,podemosconstruir un
autmorlismo ~ : Al x U --~ Al x U con ~(xg) = (y(x),~x) . g).Tenemos
entoncesel siguienteresultado:

Proposición 1.1.9 El conjunto de automorfismosde 0-fibradosprincipales
delfibrado trivial Nf xU estáen biyeccióncon el conjuntoDif Mx 0~’< (NI, U).
Igualmente.el subgrupode las transformacionesgauge,es decir, los automor-
fismospara los cualesy Id.vr, está en biyeccióncon 0~ (Al, U).

El casoen el que tengamosun librado principal ir : E> —* Al no trivial.
en virtud de la trivialidad local (cf. Corolario 1.1.8), paracualquieru E E>,
existe un entornoU c Al de ir(u) tal queir’(U) U x U, y así, podemos
representarlocalmenteel gripo de transformacionesgaugecomo C~ (U, U),
es decir, Gaufl _ 0~ (U. U).

1.2 Campos U-invariantes

Definición 1.2.1 Dado un difeomorfismode variedadesy : Al —+ Al’, para
cadacampovectorial 2< E X(NI) se designapor y~ 2< el campovectorial de
Vi’ definido por

(y . 2<), = y~ (X~-~(X’)) V’x’ E Al’.

De estemodo se tiene un isomorfismo de álgebrasde Lie X(M) ~
2< ~ y ~X. Esto es,

• y(AX-h-pzY)=A(y.X)±g(y.Y),VÁ.pER, VX,YEX(AI).

• y[XYJ [y2<.y Y), ÚX,YEX(=Vf).

Si ~P Al’ —. NI” es otro difeomorfismo, se tiene (4>oy) .2< (4>. (y .2<)).
En particular, Dif Al actúasobreX(M).
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a

Definición 1.2.2 Dado un librado principal ir: E> —÷ Al degrupoestructu-
ral U, se dice queun campovectorial X e X(E>) es C-invariant& si —

R0XnrX, VgEU.
e,

Al conjuntode vectoresU-invariantesse le denotapor autP.

e,

Si t esel flujo deun campo2<, entoncesX esU-invariantesi y solamente
si

e,
o Rg = Rg o t,Vt e PVg e U,

es decir, si ~ E AutE>, Vt E R. Esta es la razón por la que los camposU- =

invariantesson llamados también autoraorfismos infinitesimalesdel librado
principal; de hecho,se les puedever como el “álgebradeLe” del grupoAutE> —
([GS, §35. p.

278], [MV]), lo quedasentidoa queseandenotadospor autP.
Una propiedadesencialde los campos0-invariantes (basadaen la iden-

tidad ir o Rg = ir, Vg E U) es queson ir-proyectables([Kos. §2.9. Proposition e,

5]), es decir, tiene sentidohablar de su proyección ir~X E X(M) paratodo
2< e autE>. De todoslos automorfismoinfinitesimales,sedestacaun subcon- —
junto en la siguiente

Definición 1.2.3 Diremos queun campovectorial X E X (E>) es un campo
gauge,o una transformacióngaugeinfinitesimal, si esun campoO-invariante
queal mismotiempo es ir-vertical (estoes,ir~X = 0). Al conjuntode campos e,

gauge se le denotapor gauP.

Si los carposU-invariantessonlos generadoresinfinitesimalesde los auto- S

morfismos,enparticular los camposgaugeson los generadoresinfinitesimales
de los automorlismosverticales,es decir, de las transformacionesgauge. —

Proposición 1.2.4 Se tiene:
a

• autE> es una subálqebrade Lie de it (E>).

• gauP es un ideal de autE>. e,

DEMOSTRACIÓN. Si 2<, Y e autE>, entonces e,

Rg~YflLRgX,RgY]<X,YJ.

e,

e,

a



151i3. CAMPOSFUNDAMENTALES

Por tanto autP es una subálgebra. Sean ahora X E autP, Y E gauP y

.1 E C~ (Al) arbitrarios. Se tiene

(w~jX, Y])f = IX YJ(f oir) = X(Y(f oir)) — Y(X(f oir)).

Por una parte, Y(f o ir) = O al ser f o ir una función constantea lo largo

de las fibras de ir e Y un campovertical. Seanahorau E r’(x), x E Al, y
g E U, entonces

X(f o <(u) X(f oir o R2)(u) = (R9)~(X(fo ir)(u)) = X(f o ir)(u . g).

La funciónX(f oir) es por tanto tambiénconstantea lo largo de ir. Entonces
Y(X(f oir)) = 0, por lo cine ir, [2<,Y) = 0.

c.q.d.

1.3 Campos fundamentales

Definición 1.3.1 Al subfibrado VP {X E TPIir.X = 0} de vectores
tangentesa la fibra de E> es llamado fibrado vertical de E>. Para cada u E
iC

t (x), x E Al, se tiene unasucesiónexactade espaciosvectoriales

Definición 1.3.2 Dadoun elementoB E g, sedefineel campofundamental
B’ E X(P) como el campoquetieneel siguienteflujo:

~ju) ~exp(ts) (u) u exp(tB).

Proposición 1.3.3 (ref. [KN. I.§5}) Se verifican las siguientespropiedades:

(1) Los camposB sonir-verticales.

(2) La aplicación * : -~ X(P), B i.- B, esun monomorfismode álgebras
de Lie.

(3) (R
9),B, = (AdriBZ2, Vu E E>, Vg E O.

(4) Para cadau E E>. la aplicación * : ---* 1/UF, B F—* es un isomorfis-

mo de espaciosvectoriales. De hecho, el fibrado VE> es canónicamente
zsomorfoal fibrado trivial E> x g por la aplicación (u, B) —*
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a

Los campos fundamentalessurgende forma natural de la acción de U
sobreP por la derecha.En el casoparticular P = Al >< U (librado trivial),
el grupo O también actuapor la izquiera, dandolugar a la siguiente

Definición 1.3.4 En el librado trivial ir : E> = NI x U —* Nf, para cada
E E g, se define el campoB como aquélque tiene el siguienteflujo:

‘I’f~(x.g) = Lexp(tBjx,g) = (xexp(tB) .9).

Proposición 1.3.5 Si E> = Al x U, se tienen las siguientespropiedades:

(1) Lo.s camposB son camposgauge.

(2) La aplicación ~: g ; gauPc 1(P) es inyectiva y ademásantihomo-
morfismo de álgebras de Lic, es decir,

[E. B’] = —[E, B’], VB,B’ e ~.
a

a(3) Para cadau E E>, la aplicación ?. : g —+ V~E>, B ~-+ es un isomor-
fismo de espaciosvectoriales

a
DEMOSTRACIÓN. Evidentementelos camposÉ sonverticales,y como suflujo
~Iíf?conmutacon Rg paracualquierg E U, tenemosqueE E GauP. Parael

e,apartado(2), dadoun puntou = (x,g) E E> cualquiera,por la interpretación
geométricadel corchetede Lic (por ejemplo,ver (War, Proposition2.25-(b)~),
tenemos e,

[B,B’b = d

Pero

(u>
d
ds

e

4A~(x,exp(sE’). exp(tB) .g)
a

(x, exp(—tB) . exp(sB’) . exp(tB) g)

a

(x,exp(sAdexp(tB)B’)9).

a

e,

e,

e,

e

(1.3)

a’

a

e

d
ds a=Ú

d
ds

e,
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Así,

d d
ds s=ot=o

d
ds __~

d
ds __~

(x,exp(sAdexp(tB>B’) g)

(x,exp(sa&.BB’) .g)

(x, exp(s[—B. B’]) .g) = —LB.É’]~.

Paraelpartado(3), 14~>P T9U, por lo queel resultadode las propiedades
de la exponencialde un grupo de Lie. El partado(3) implica finalmente la
ínyectividad de la aplicación ¾g — gauP.

c.q.d.

1.4 PAR y adP

Definición 1.4.1 ([FIN. p.54], [Ble, §3.1J) Seair : P —* Kl un librado prin-
cípal de grupo estructuralU. Supongamosque se tiene una acción por la
ízquiera (g, y) g *y de U por difeomorfismosenunavariedadE. Entonces
O actúa por la derechaen el espacioE> x E de la siguientemanera:

El cocientede estaacciónes un espaciolibrado sobreNl

irF : E >6’ E —~ Al,

con irF({u,y}) = ir(a) (en donde{,} denotala clasede equivalencia)que se
llama fibrado asociado a E> por la acción * de U sobre F.

Proposición 1.4.2 Las secciones s de unfibrado asociado irE : Px
0F —# Al

están en correspondencia biunívoca con el conjunto de aplicaciones diferen-
dables 8 : E> —* E que son 0-equivariantes, es decir

DEMOSTRACIÓN. Como Al = P/U y E> >6’ E = (P>< F)/U, las aplicaciones
de Al en E> x0 E secorrespondenbiunívocamentecon las aplicacionesde E> a

[B,B’%.

E> x E quesonequivariantes.Enparticular, las seccionesdeWE : E> >c Gp —~ Al
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u.

se corresponderáncon aplicacionesde ~ : E> ~ E> x E que cumplan que
s(u) rn (u. .~(u)) para cierta & equivariante.que es precisamentclo indicado
en el enunciado.

c. q.d.
a

Observación 1.4.1 Si F es un grupo de Lie y la acción por la izquiera de
O sobre F es por automorlismos.entonceslas libras del librado asociado

E> >6’ E Al poseenestructurade grupo de Lie isomorfo a E con la

operación
a

{u,y} . {u,y’} = {u,y.y’},

u

de modo que irp- es un librado en gruposde Lic.

aDefinición 1.4-3 En particular si considerola acciónde O sobresí mismo
a travésde la conjugaciónc1 : O —* O, c9(h) g~ h . yl, el librado asociado
ira : E> x~ O ---> Al se denotapor AdE>. a

Por la Observación1.4.1, el librado ir0 AdE> —÷ Al es un librado en grupos
de Lic. Comoconsecuencia,el conjuntoF(M, AdE>) de seccionesde ir0 tiene
estructurade grupo con la operación

a

(s . s’)(x) = 5(x) . s’(x), Vx E NI (1.4)
a

Proposición 1.4.4 El conjunto GauE> de transformaciones gauge está en
biyecciónnatural con el conjunto FCM, AdE>) de secctonesdel fibrado AdE>.
Con la estructurade grupo de P(M, AdE>) definida en (1.4) y la estructura S

de grupo de GauP como grupo de transformaciones,dicha biyección es un
isomorfismode grupos. a

DEMOSTRACIÓN. Por la Proposición1.4.2, elconjunto [‘(Nf. AdE>) se corres-
pondebiunivocamentecon el de funcionesequivariantes~ : E> — O Dada
una (II) equivariante,defino ~ : E> —* E> como

e,

(1.5)

La equivarianciaimplica que ~ es unatransformacióngauge. Viceversa, si
tengo ~ E GauP, se define t : E> —y U como la única aplicaciónqueverifica

a

nr

a

e,

e,
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(1.5). La equivarianciaes consecuenciadirectade la propiedadde morfismo
de librado principal. A su vez, la expresion

(4’o~)(u) = ~$P(u)) =~(uÁ(u)) =~(u).4i’(u)

aseguraque la correspondenciaGauE>~ [‘(Al, AdP) es un morfismo de gru-
pos.

c.q.d.

Observación 1.4.2 Si 1/ es un álgebrade Lie y la acción por la izquiera
de U sobre 1/ es por automorlismosde álgebrasde Lie, entonceslas fibras
del librado asociadoirv : E> x ~ 1/ —* Al poseenestructurade álgebrade Lie
isomorfa a 1/ con el corchete

[{u. B}, {u, B’}] = {u, [B, B’}}, (1.6)

de modo que irv es un librado enálgebrasde Lie.

Definición 1.4.5 En particular si considerola acción de U sobresu álgebra
o a través de la aplicación adjunta Adg : 9 —* g, el librado asociadoira:

E> x~ g —> ¡VI se llama fibrado adjunto y se denotapor adP. Las clases
de equivalenciade adP = (P x g)/U serán denotadas por (u, B)ad, u E E>,
BE~

Por la Observación1.4.2, el librado ir~ : adP —* Al es un librado en
álgebras de Lie. Como consecuencia,el conjunto [‘(NI, adE>) de seccionesde
irc tiene estructura de álgebra con el corchete

[s,s’](x) = [s(x), s’(x)], Vx E Al. (1.7)

Proposición 1.4.6 El conjunto gauE> de camposgauge está en biyección
natural con el conjunto [‘(Al, adP) de seccionesdel fibrado adP. Oon la es-
tructura de álgebra en [‘(Al. adP) definida en (1.7) y la estructurade álgebra
en gaííP comosubálgebradc1(P), dicha biyecciónesun antiisomorflsmode
álgebrasde Lic.

DEMOSTRACIÓN. El conjunto [‘(M,adP), en virtud de la Proposición 1.4.2
estáen biyección con el conjuntode funcionesk: P —+ g talesque

j(ug) = Ad11-ij(u). (1.8)
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Dadaunaaplicación equivariantek, defino el campo2< como

= (k(u))1. (1.9)

Estecampoes vertical por definición y por la Proposición1.3.3---(3) y (1.8),
(Rg)*Xu =

2<u-g, por lo que 2< E gauP.Viceversa,por la biyección de la
Proposición 1.3.3-44), dado un campo gauge 2<, existe una única aplicación

x : E> — g tal que (1.9) se satisface. La equivarianciade k se deducede
la Proposición ‘33<3) Para probarel resto, consideremosprimero queel
librado E> es el trivial Al x O. Si s(x) = ((x, 1), B(X))ad es una secciónde
adPju. entoncesse tiene que (Ad

9-iB(x))¿~1> es su campogauge asociado.
Por definición, su flujo es

a
<t(x,9) = (x, h . exp(tAdg-aB)) (x.g . g~’ . exp(tB) g).

es decir. el flujo de B (ver la Definición 1.3.4). Seas’(x) ((x, 1). B’Qjad

otra secciónde adP~u. Por una parte, teniendoen cuentala Proposición
1.3.5-(2). u

[É, É’]( ~>= —[B, B’J(19). u-

Pero sin embargo, el campo asociadoa [s,s’](x) = ((x, 1), [B(x), B’(.r)])0a es

[B. B’}, lo que nos da el antiisomorfismo en el caso trivial. Debido a que los
corchetesson objetoslocales, paraun librado E> no trivial, la demostración
seconcluyeconsiderandoun abiertoU c Al tal que ir’(tJ) seatrivializable. a

c.q.d.

Observación 1.4.3 La Proposición (1.4.4) estableceun isomorfismo entre
los grupos dc Lic infinitos [‘(NI. AdE>) y GauP. Sin embargo. la Proposición

(1.4.6) afirma que el álgebrade Lie de [‘(Nl, AdP), esto es, [‘(Al. adE>), es e,
antíisomorfa a gauP con el corchete inducido como subálgebrade 1(P). Ello
no supone ninguna contradicción ya que, en principio, el corchete de gauP
comoálgebradeLie del grupodeLic infinito GauE> no tieneporqué coincidir u
con el inducido por 1(P) y, de hecho,la Proposición(1.4.6) debeconsiderarse
corno el cálculo del corchete del álgebra cíe Lic de GauP. Este fenómenono
tiene parangón en el caso de los grupos de Lie de dimensión finita, ya que el
espaciotangente en el neutro a un grupo de Lie O (al que habituahnente se
identilica el álgebra de Lie de U) no estáprovisto de ningún corchetenatural.
Ello indica que. de modo preciso, gauE> debeconsiderarsecomo el álgebra de

e

e,

e.

e

e,
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Lic de camposinvariantespor la derechadel grupo GauP. Estefenómenoes
general: se da también parael grupo de los difeomorfismosde unavariedad
(liferenciablecualquierarespectodel álgebrade Lie desuscamposvectoriales.
Véase,por ejemplo. [KM. 43.1].

1.4.1 Expresión local de los campos G-invariantes

Consideremosun abiertocoordenadoU G Al tal queel librado E> seatrivia-
lizable sobreél. es decir. ir’(t¡) U x Uy sea{B1 Br4]. unabasede g.
Los camposB1. ..., Bm son tít camposgauge linealmenteindependientesen
cadapunto. Formanpor tanto unabasedel 0~(U)-módulo de seccionesde
adE>~u (cf. Proposición1.4.6). es decir, cualquiercampo2< E gauPse puede
escribir

2< = g~B4, g’~ E 0~(Al), 1 <a < m (1.10)

en el abierto librado iri(U). De forma másgeneral, en el casoen que se
tengaun automorfismoinfinitesimal X E autP, la expresiónlocal del mismo
en ir’(ti) es

X 2a ~ g’~f’ E C~(K[),1 =a <ml =j =it. (1.11)
Dx’

La expresiónde la proyecciónde 2< sobreAl es por tanto

Al’ = w~X fi)
Dx’

1.5 Conexionesprincipales

Debidoal continuouso quedel conceptode conexiónen un librado principal
vamosa hacera lo largo de la presentememoria,enunciamosa continuación

las tres definiciones más comunesque del mismo se tiene (cf. [Kos. §3,1],
[KN, ChapterII.§ 1], [Sha, Deinition 6.2.4]).

Definición 1. Una conexión en un librado principal ir : E> Al es un
honiomorfismode libradosvectoriales[‘ : TE> —+ VP tal que:

• E es un retractode inclusión, es decir, [‘Ivp = ~
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• F es compatiblecon la acciónacción del grupo O, estoes. 1’ o (R9~ =

CH9), of. Vg E U.

Definición JI. Una conexión en un librado principal ir : E> — A’! es una
distribución II (llamada parte horizontal) suplementariaa la distribución e

vertical 1/ e invariantepor la acción del grupo O en P. Es decir,

ftP = HU+V,LP. VnEP. e.

(Rg)*Hu Hug. Vn c P,Vg c U.
t

Definición III. Una conexion[‘ es equivalentea dar una 1-forma wp en E>
con valoresen 9 que verifique

e
• w~(B) = B, VB E 9, Vn E E>.

• (E>g)*wp =

Las tres definicionesanterioresson lógicamenteequivalentes,es decir, a
cadaunadeterminaunívocamentea las otrasdos. Las correspondenciasentre
cadauna de las versionesson esquemáticamentede la siguientemanera:

a
I—--JI. l)ada unaconexiónde la Definición 1, si defino ll~ = ker(F,1).entonces
la distribución 1-1 verifica las propiedadesde la Definición II. A la inversa,sí

e.tengoun distribución U, paracadau E E>, tengoT~P = HU+141P por lo que
puedodefinir F,~ corno la proyeccíonen el subespaciovertical. La aplicación
E así definida cumple lo enunciadoen la Definición 1.

1—hl. Para obtenerla fornía de la Definición III. simplementehay que
componerIt. ILE> -~ 14P con el isomorfismo V,,P ~ g definido en la a
Proposición 1.3.3—(4) paraobtenerpunto a punto la fornía ~r Las propie-
dadesde w~- se verifican rápidamente.Viceversa,dadalina forma ¿ip. defino

[‘.~(2<) = (wv(2<))1. lo quenos da un homomorlismode librados vectoriales e
como en la Definición 1.

e

1.6 La sucesiónde Atiyah
a

La acción del grupo U sobreun librado principal ir : E> —+ Al, define de forma
natural unaaccióíí tambiénpor la derechasobreTE> definida como

e

e,

e

a

a
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paracualquier 2<,. E T,.P, u E E>, y g E U. El cocienteTGP = (TP)/U
existecomo variedaddiferenciableLibradasobreM (ver [Atil]) a travésde la
proyección

en donde {X,.} representala clasede equivalenciade 2<,.. El sublibrado

VE> 4 TE> queda invariantepor la acción definida en TE> y su cociente
vuelve a ser unavariedaddiferenciable,quedenotaremospor VcP.

Proposición 1.6.1 (cf. [Atil], [Eck, Theorem4.3], [MM, 3.5], [Sar, §6.1])
Setiene la siguientesucesiónexactacorta de fibrados vectorialessobre Al.

24 T0E> ~ TM—0 (1.12)

con ir’ = irM oir0. A estasuceciónse la conocecomosucesiónde Atiyah.

Sea ir~ : adP -4 ¡VI el librado adjunto de P. En la sucesiónde Aityah
(1.12) es muy común encontraral espacioadE> ocupandoel lugar de V0P.
Eso es debidoa la siguienteidentificación:

Proposición 1.6.2 La aplicación

~((u,B)ad) =

es un isomorfismode fibrados vectorialessobre Al.

DEMOSTRACIÓN. Veamosprimero que la aplicaciónestábien definida. Sean
(u. E). (u’, E’) E E> ~ ~ tales que (u, B)3~ (u’,B’)ad. Esto implica que
existe un g e U tal que u’ = u . g y E’ = Ad9—<B. Entonces,en virtud
de la Proposiciónl.3.3—(3), (B’)t = (Adg-iB).g = (R~)~(B*),., por lo que

{ B,} = {Bj3}. Finalmente,la biyectividad de ~ es consecuenciadirectade
la biyeccióng -4 WE> definida la Proposición1.3.3<4).

c.q. d.

Proposición 1.6.3 Las seccionesglobales del fibrado T0P —x Al se corres-
pondende modonatural y biunívococon los camposU-invariantesde E>, esto

Análogamente.

[‘(¡Vn V0P) ~ gauP (1.14)
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DEMOSTRACIÓN. Una clase {X,.} E T0E> correspondea unaasignaciónU-
invariantede vectorestangentesa lo largo de la fibra ici(x), con .r = ir(u).
Por tanto, una seccionglobal del librado T0E> —÷ Al nos da un campo O-
invariante definido en todo E>. Viceversa,un campo U-invariante 2< de E>
restringido a una fibra cualquieraiv

1(x), x E Al, determinaunaclase de
equivalencia{X,L} E (?kE>)~. La aplicaciónx 1- {X,.} es una secciónde
TcE>. Si nos restringimos a vectoresverticales, obtenemos(1.14), aunque e

estaidentificación se deducetambiénde las Proposiciones1.4.6 y 1.6.2.
c. q.d.

Observación1.64 Si tomamosseccionesglobalesdelibrados sobreAl en la
sucesión(1.12). seobtieneunasucesiónexactadeC~(Kf)-módulosy álgebras a
de Lic

O —* gauE>—> autE> ~ X(Al) —0, (1.15) u.

quees equivalentea la sucesióndeAtiyah.

e-

a’

a

e

a

e

e

e

a

a’

e

e,

e



Capítulo 2

Geometría del fibrado de

conexiones

2.1 Definición del fibrado de conexiones

Definición 2.1.1 Una conexión 1’ en un librado principal ir : E> —* Al nos
permite:

• Descomponerun vector tangente2< E ftP, u E E>, en la parte vertical
y la parte horizontal Xh en virtud de la descomposiciónT,.P =

HUE>+VUE> (cf. §1.5-1).

• Definir la elevaciónhorizontal de un vector tangenteY E T~M a un
u E ir~’(x) como el único vector yh E ftP horizontal tal queir~Yh =

Y.

• Definir la elevaciónhorizontal de un campovectorialY E 1(M) como
aquel campoyh de E> tal queen cadau e E> es la elevaciónhorizontal
de Y,.. x = ir(u). La 0-invaríanciade la distribución H,.P (cf. §1.5-II)
hace queel campo sea U-invariante.

Proposición 2.1.2 Hay una correspondenciabiunívoca entre las escisiones
del la sucesiónde .4tiyah (1.12) y el conjunto de conexionesdelfibrado prin-
cipal ir: E> Nf.

DEMOSTRACIÓN. SeaF una conexión del librado principal ir : E> —* Al y
sea Ii : T~iVf —* T,.P, u E ir’ (re), x e Al, la elevaciónhorizontalde vectores

25
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e.

definida por E (Definición 2.1.1). Si Y E ftM es un vector tangente,el
campo u E ir~’(x), esO-invariantea lo largo de la libra de x y por tanto e

determinaun elemento{yh} de (‘[bE>),.. De estamaneratenemosunaseccion
TAl —~ T0P de ir. definida como ar(Y) = (yi’}. Reciprocamente,con

a
una escísionde la sucesiónde Atiyah ar : TAl ~ TGE>, dadoun Y E T,.Al,
se define su elevaciónhorizontala ftP, u e ir~

1 (x), como el único vector YJ~
cuya clase {Yah} en TGE> coincidecon ap(Y). La elevación ¡1: T»VI —* ft E>, a
Y Yj~, u e iri(x), provienede la conexión quetiene como subespacio
horizontal en u E E> a II,. (T,.M)~, x ir(x), imagen de tAl por h

Al ser {Yj’} clasesde vectoresU-invariantes,la U-invarianciade II,. queda
asegurada.

c.q.d. e
Estaúltima Proposícionnos da pie paraestablecerla siguiente

a
Definición 2.1.3 Dadoun librado principal ir : E> —÷ Al, sedefine el fibrado
de las conexiones

p:0(E>)—#M

como el sublibradode Hom(TM,TGE>) determinadopor todaslas aplicacio- e
nesR-lineales E,. : ftM —> (TGP),.~, x E Al, tales que ir~ o E,. = Idr~M (cf.
[CD], [Eck, Delinition 4.5], [Gar2]).

Portanto, como consecuenciade la Proposición2.1.2 las seccionesglobales
del librado de las conexionesp: 0(P) —+ Al se identifican de forma natural a
con las conexionesde E>.

m
Proposición 2.1.4 El fibrado p : 0(P) Kl tiene estructurade fibrado
afín modeladosobre el fibrado vectorialHom(TM, adE>) TtXl $ adE>.

DEMOSTRACIÓN. Dado un elemento [‘,. : ftAl -4 ((TP)/U),. de 0(P).
volviendo otra vez a la sucesiónde Atiyah, es evidenteque cualquierotro

elementode (0(P)),. = §~ (x) se puedeescribir como E’,. = E,. + A siendo
A : ftAl — (adE>),. una aplicaciónlineal.

c.c
1.d. e,

Observación 2.1.1 Un elemento E,. : T,.M —> (T0P), de 0(P) se puede
e,

entendercomo una“conexion sobreel punto :r” en cualquierade las nociones
quede conexiónse da en § 1.5. Concretamente:

e

e

a

a

a
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• La imagen de F,. es un subespaciode (TGP)S que induce una dis-
tribución de subespaciosFI,. complementariodel subespaciovertical
1/,. c ftP paracualquieru e ir

1 (x) tal que (R
9)~IL. FI,..9.

• fl define tambiénuna forma de conexión sobreel punto x, es decir,
unaaplicación lineal w~ : TPK-r(~) — g tal que (ker(wrr)),. = II,. y
R;o ~ = Ad9-1 o wr’~ de la misma forma que una conexión define

una forma de conexión. Esto es, dado un X E T,.E>, el vector 2< —

es evidentementevertical, por tanto (Proposición 1.3.3-

(4)) existeun único B e g tal que 2< — (F~(ir~X)),. = BZ. Definimos
wrÁX) = B.

2.2 Coordenadas en el fibrado de conexiones

Sea(U; a), ...,x~)un sistemadecoordenadasen Al de tal maneraqueir
1(U)

seatrivializable (ver Corolario 1.1.8). Escojamosunatrivialización y ponga-
mos ir’(U) = ti x O. Si {B

1 Dm]. es una basede g, entonceslos cam-
pos B1 Bm (ver Definición 1.3.4) forman unabasedel 0~(U)-módulo
de camposgauge, o lo quees lo mismo, del 0~(U)-módulo [‘(U. adE>) (cf.
Proposición1.4.6). Si ar es una secciónlocal de ir~, paracada campovec-
tonal coordenado6/Oxi, existen funciones A?(P) E 0~(U), 1 < ~ < ~,

1 < a < m, unívocamentedeterminadaspor las siguientescondiciones

(a ~ (O a
ap yy;-) — y = — A~(P)Ba, 1< i <u. (2.1)

Si E,. : ftM ~ (TcE>)~ es un elemento de 0(P) tal que E,. = ar+~M,

los númerosA?(F,.) determinanunívocamentela aplicación E,., por lo que
podemosafirmar que las funciones

(:rtAJ), 1=i < n, 1< a <tít

definen un sistemade coordenadasen p—i(CJ) — O(E>)~u.

Observación2.2.1 Por tanto,si u = dimAlyiít=dimU, la dimensiónde
0(P) es n(m+ 1).

Ejemplo 2.2.1 ([Garí]. [NS, 7.15]) Consideremosel librado principal de
las referenciaslineales ir : F(Al) —> Al sobreuna variedadcualquiera. Este
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librado tiene grupoestructuralOL(n; IR). En un abiertocoordenado(U; x’) c
¡VI tal que ir’(U) — ti >< OL(n; IR) definimos el sistemade coordenadas

1 = j.k < o en E>, en donde4(Z) — Z es igual a la entrada
k-ásimade la columnaj-ésima de Z E O[(it; IR). Sea{Eg}a31 la base

eestándarde g((n; IR) formadapor las matricestales que

— 3j~8~. e

El flujo del campo es
e.

t(x,Z) = (z,exp(tE~) . Z) = (x,etE~Z).

Si escribimos U

É~— ZfZ(0/OzY), U

se tiene

d
É~(z2) = ~¿ _ (4(~(x,Z))) = (E~ZV = aLA

y por tanto U,

É~=4 ~ (2.2) a
0<

Si F es unaconexión, de (2.1) y (2.2) tenemos
e

ar(jt) — (0t) —A%É~= __ — 40 —— ___ A%z1

Por otra parte es conocido (por ejemplo, ver [FIN, pl43]) que la elevación
horizontal de unacanípopor unaconexiónlineal tiene la expresión e,

/ON (OS a
aF ka») = ka~) — FÁ?~—p —

siendo los símbolosde Christoflel de la conexiónlineal Y. Se tienepor lo

tanto la siguienteigualdadde funcionesen ti

A=I’~. c-i,3.i=1 it. e,

Ello justifica la terminologíautilizada.

a

e

e,

a

e
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2.3 Acción de los automorfismos en 0(P)

El grupo de automorfismoAutE> actúa por la izquierdaen el conjunto de
todaslas conexiones.Dado~ E AutE> y unaconexiónF con forma de cone-
xíón &úp, sedefine E’ ~(E) como aquellaconexiónquetienepor 1-forma de
conexióna

De forma equivalente,si la conexión E se entiende
H, G litE>, u E E>, de subespacioshorizontalesen
correspondea E’ es la imagen directapor ~, es decir,
[KN, liProposition 6.2]). Seay el difeomorfismo de
ahora vemosla conexión E conio unaescisiónap de
(Proposición2.1.2), entoncesla escisiónap’ asociadaa
por expresión

como una distribución
E>, la distribución que

t(H~) G T«ÑP (cf
¡VI inducido por ~. Si
la sucesiónde Atiyah
E’ esaquellaquetiene

ar = t o al? o

en donde, por abusode notación, t aplicadaa una clasede equivalencia
{X,j de vectoresU-invarianteses simplementetomar la clasede t(X0.
Todasestasconsideracionesnos permitendar la siguiente

Definición 2.3.1 Cadaautomorfismot E AutE> define unaaplicación

0(P) —> 0(P),

mediantela expresión

= 4. of,. o (y1)., 1’,. E 0(P),

lt.:74¡VI — (T
0P),., x E ¡VI, siendoy el difeomorfismo en ¡VI inducido por

4’. Esto esequivalentea definir
4’c(F,.) como aquelelementode 0(P) que

tiene por ‘forma de conexiónen un punto” (Observación2.1.1) a

De una maneramás geométrica,si HtxP, u
horizontaldefinido por E,. (Observación2.1.1).
elementode 0(P) cuya distribución horizontal

E irí(x), es la distribución
no es másque aquel

a lo largo de ir’(y(r)) es

E>).
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Observación2.3.1 Si <1> E AutE>, directamentede la definición de 4’e. se
compruebanlas siguientespropiedades:

• es unaaplicaciónlibrada sobreAl, es decir,

p o y op.
e,

• es un difeomorfismo de 0(P) con inversa(4’~’)-1 =

• La aplicación AutE> —> DifO(E>). 4’ 4’c, es un homomorlismo de
grupos.

• Si Y es unaconexiónsobreir: E> —# ¡VI y Jp es la seccióndep: 0(P) ~
¡Uf que induce, entonces

<Pc O CTE’ = Oa4p).

Definición 2.3.2 Para cada campo U-invariante 2< E autE>, se define su
levantamientoal fibrado de las conexionescomo el campoX

0 generadopor
el grupo uniparamétrico{(t)c}, siendo {t} el flujo de 2<.

Observación2.3.2 Dadoun 2< E autE>, puestoquese verifcapo (<Pt)c =

yt op paratodo t, el campoX~ esp-proyectableal campo2<’, proyecciónde

Proposición 2.3.3 Si

-a
2<~f’ +g~É0

0x~

es la expresiónlocal de un automorfismoinfinitesimal (cf. fórmula (1.11)),
en el sistemade coordenadasdefinido en §2.2, la expresióndel levantamiento
de X al fiSvado de las conexioneses

Ó

2< __ — ___

a

A~±
0~Añ a

,

J ¿9
1i%/ 8A~.1

(2.3)
e

en dondec~. son las constantesde estructura: [E>3,E>7] = c~7B0.
a

e,

e,

e

e

u

o

e

a

U

a

e

2< a A~í.

a

e

a

a

m

a
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DEMOSTRACIÓN. Estamosen un abiertocoordenadoU c Al trivializable,
es decir, ir’(tJ) EJ x U. Si 2< c autP, parat suficientementepecíueno,su

flujo tendrála forma (cf. §1.1.3)

<Pt(x,g) = (y~(x),fi~(z) .9),

en un cierto entorno1/ c ti, para ciertafamilia de aplicacionescb~ : 1/ —÷ O.
Sea 1’,. : T,.¡VI (TGE>),. un elemento de 0(P),., £ E 1/. Si ‘74,.) =

su levantamientohorizontal (cf.
presión

‘j,(x) ( (9
0x~ —

fórmula (2.1)) tendrá por ex-

l=y=n.

Por otra parte, (Observación2.1.1) tenernos

wr(XjFP(,.)(<)/Ox)) = 0, Vj=1 n.

De la definición de <Pc (Definición 2.3.1) se tiene

0 (dkt)*wr~ (0$ —

Wp~ ((y-tv (Os
km’) —

(r~

<ñO.
Derivandorespectot y evaluandoen E,.,

o = w~-~ (~x, 0/0v] — Xc(AflBa — A?(X,A~i)

con 2< = f~O/Bx~+ 9GB,.. Desarrollandolo corchetesy teniendo

que[E. B’] = —[B. E’] (cf. Proposición1.3.5) se tiene

en cuenta

Oszswi ¡ Df
t ¿9 + XcCAJ) — Cy4gÑAj)

Si hacemosusootravez de~r’r (E,. (O/Ox~)) = O y de la fórmula (2.1), podemos
substituirw~,.(0/0x~)por wrr(A?Bú) en la expresión(2.4) paraobtener

5ga

(2.4)

o — c~
39PAS) É~)
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a,

lo quepruebaque el vector entre paréntesises horizontalen E> respectoF~.
Ya que tambiénesvertical (puesescombinaciónde Bj, debesernulo y por a
tanto

Xcr(A~) = — (7. c~7g
3A(+ ~ a’

e,

Puestoqueel campo2<~ es proyectablea 2<’ (cf. Observación2.3.2) se tiene
queXcr(x~) = f~, lo quefinaliza la (lemostraci~n.

c.q.d. U

Proposición 2.3-4 La aplicación

aut(E>) —~ 2<(0(P)), 2< ~—+. XC. (2.5)
U

es un homomorfismode álgebrasde Lie.

DEMOSTRACIÓN. De la expresiónlocal de xc (ver fórmula (2.3)) se deduce e,

directamentela IR-linealidad de la aplicación2< ~> 2«> La propiedad

e,

[X.Y]c = [Xc.Yc]

sel)uedededucir igualmentede (2.3), pero despuésde una muy largaserie a
de. por otra partefáciles, cálculos. Sin embargounademostraciónintrínseca
y mucho más sencillase derivarádel Corolario 2.6.4 y la Proposición2.6.5. e
por lo queno presentamosdichadeducciónen coordenadas.

Nótesefinalmenteque la aplicación2< ~> 2<~ no es C~(¡V!)-lineal. Basta
observarla expresiónlocal de 2<c paracomprobarlo.

c .ej.d.

Proposición 2.15 El nucleo del homomorfismo(2.5) sepuede identificar
con el centro de g.

a

DEMOSTRACIÓN. De la expresión local (2.3) se sigue que el núcleo se ca-
racterizapor fi = 0, BgO/Bx¿ O (es decir, g~ constantes)y c2

7gA7= 0. e,

Estaúltima ecuaciónindicaque [g
4B

4,<BY] = O paracualquierelecciónde

valoresAY. Como al ser g
0 constantesconstantesy4 = (g4E>

0), podemos a
afirmar que E 9

4B
4 estáen el centro de g y queX = E> = B*.

c .q.(1
e

a

e,

e,

e,
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2.4 El fibrado de 1-jets

2.4.1 Definición

Se dice que dos seccioneslocales s, .s’ de un librado ir : E Al definidas
en un entorno de un punto x E Al tiene el mismo 1-jet (y se denota por
j4s j4s’) si s(x) = s’(x) y s~X = ¼Xparacualquier2< E tAl. El espacio
de clasesdeestarelacióndeequivalenciase ledenotapor fi E. Esteconjunto
tieneestructurade variedaddiferenciablelibrada sobreE quedenotaremos
por

ir10 : J’E — E, w10(j~s) = s(x).

La composiciónirouíj0 = ir1 : fE —> Kl vuelve a serun librado quese llama
fibrado de 1-jets de ir (cf. [Sau, §4.1]).

2.4.2 Coordenadas en 1
1E

A partir de un abiertocoordenado(U; 2,... ,zfl) en Al tal que ir’(U) sea
trivializable y un sistemade coordenadas(1/; yi), 1 =~ =ni, en la fibra
tipo E del fibrado, se puede definir coordenadas(xi; y.í; .y~’), 1 = ~ = ~,

1 =~ m de forma naturalen J’E~~ = ir~’(U) por la condición

yJ(j~s) = y’(s(x)), jf(j1s) (sfl. (~-Á = 5~J—(x)

Por tanto, si it = dimAl y m = dimF, la dimensiónde fE esn+m+nm.
(cf. [Sau, §4.2])

2.5 La identificación (J1P)jC ~ 0(P)

Consideremosahorael librado de1-jetsde un U-fibrado principal ir: E> —+ Al.
El grupo estructuralU actúapor la derechaen J’P definiendo

j4s.g=j~(R
9os), (2.6)

para cualquiersección local s de ir y cualquierx E Al, en donderecorde-
mos : E> — E> denotala translaciónpor la derechainducida por g E O.
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e.

El espaciocociente(.J1P)/U de dicha acción resultaseruna variedaddife-
renciableque se puede identificar con 0(P) (por ejemplo, ver [Garí] para —
una descripcióndetalladade estaconstrucción).Someramente,la libración
q : PP — 0(P) se define de la siguientemanera. Un elemento4s e PP e
determinaun retractoF~(,.) : T

3(,.)P-4 ½<,.>E>de la inclusión ½(,.yFC
poniendo

e
= 2< — s~ (w~X) VX E T«gP.

u
Dado un u E -V

1(x) arbitrario, existeun único g E O tal que s(x) .g = u.
Definimos 1’,. : ftP —> V,.E> como el trasladadode [‘s(~~) por R~, es decir.
It = (E

9), cF o (E9-1),. De estamanera,hemosobtenidouna “conexión en e,

el punto’ x E ¡11. estoes, un elementoE,. de C(E>) quedependeúnicamente
de j4s. Ponemospor tanto q(j4s) = E,..

e
Proposición 2.5.1 ([Garí]) [<afibración q : PP —. 0(P) es un fibrado
principal de grupo estructuralU- Además,la aplicaciónj4s F—* (q(js), 8(x)) a’

es un isomorfismode 0-fibrados principales entre PP y 0(P) xM E> = p~P
(fibrado imagen inversa, ver §1.1.1) es decir, se tiene el siguiente diagrama

a

ji y

C(E>) -t Al

Observación2.5.1 De una maneramásgeométrica,la identificación e,

(PP)/O =0(P) e,

se puede ver de la siguiente manera. Un elemento j4s de J’ E> se puede

identificar con la imagen s~(T,.Al) C ftP, u = 5(x). Al ser s unasección e
local de ir. estesubespaciovectorial es un complementario“horizontal” H~ E>
de WP. Por otra parte, la acción de U en PP no es más que llevar este a
subespaciovectorialal subespacio(R9)4WE>).Así, unaclasedeequivalencia
de estaacción es lina colección de subespacioshorizontalesO-invariantesa
lo largo de ir ‘(x), es decir, un elementode 0(P),..

Observación2.5.2 La ideade conexiónsepuedeextenderacualquierfibra- e
do ir : E —+ Al (no necesariamenteprincipal). Bastaeliminar en la definición
deconexión todapropiedadquese derivedel grupo estructuralparaobtener

e

e

a

e

e
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las llamadasconexzones generalizadas. En unaversiónanálogaala Definición
II de §1.5, una conexióngeneralizadase define entoncescomo unadistribu-
ción desubespacioshorizontalescomplementariosa VE (cf. [MM, §3.5]). Es
fácil cornprobraqueen este caso las conexionesestánen biyección con las
seccionesglobalesdel librado líE -~ Al ([Sau, Proposition4.6.3], [Sar, De-
finition 2.11]). Si E = E> es un U-librado principal, podemosrecuperarel
conceptousualde conexión(quebásicamenteconsisteen añadir la condición
de U-invariancia a la definición de conexión generalizada)simplementeto-
mandoseccioness : P 11P equivariantesrespectola acción de U. Esto
no es másquedar unaseccióna : P/U = Al —> PP/U — 0(P), tal como se
expresaen la Observación2.3.1.

Observación2.5.3 La identificación (J1P)/U = 0(P) se puedeusarcomo
definición alternativa del librado de las conexionestal como se hace, por
ejemplo,en [Sar. §6.1]. [Bct], [KMS, §17.4].

2.6 Transformaciones infinitesimales de con-
tacto

Definición 2.6.1 ([Sau, §4.4]) Sea4’ un difeomorfismo proyectablede un
librado principal ir : E> —> Al (esto es, existe un difeomorlismoy en la
basetal que ir o 4’ = y o ir). La prolongación de 4’ a fE> es la aplicación

IP — J1P definida por

VI>(jis) = ¡(<Poso y—i) (2.7)

La aplicaión 4’<’> es proyectable a Al y a E>; es decir, ir o <PO) — y o irí y
iío o<P(1)=<Po ir

10.

Proposición 2-&2 La aplicación AutE> —> DifJ
1P, <P

4’(i) es un ho-
momorfismo de grupos de Lic. Por otra parte, si 4’ E Aut(P), la aplicación

es un automorfismo del fibrado principal ,J’P —y 0(P). El difeomorfis-
tao que induce en la base es <Pa, es decir se tiene que el siguiente digrama

conmutativo

±2> 1ip

Jft
0(P) 2s 0(P)
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U

DEMOSTRACIÓN. Se compruebaque 4’(1) admitecomo inversaa (<P1)(í) y

que (4’ o ~ji) — o 4’(i)• Por otra parte, e

— 4’(l)(jl(ft9 o s)) = j<~(,.>(4’ o Ego soy
1)

o <Poso<1) j<~(,.)(<P o soy~i) ~ <P(i)(jls) g.

a
por lo que<P~ es un automorfismo.

Sea¿j4s E J’E>yseanE,. = q(j¿s)y = q(<P(í)(j4s))= q(j4,(4’o.sog1),con
= ~(x). Pongamospor último E~, = <Pc(1Á).tenemosqueprobarentonces

que = E’~,. Para un 2< E T«.
9(,.))P cualquiera,sean B’ = wp’jX) y

E” r Wp” (2<) = ((t—’)~wp~)(X), siendo ~ la forma introducida en la —

Observación2.1.1 de estecapitulo. De la definición de q tenemos

=2< (toso <)~ir~(X) = <P4<í2< — s~ir~<P;’X) = <P~(B’[,.)). S

Bastaobservarquepara cualquierE E ~, se tiene que4’.(BZ) = B~(,.) para e

concluir quewp,(X) = E’ = E” = (2<).
c.q.d.

Definición 2.6.3 Sea2< E 1(P) un campo vectorial ir-proyectabley sea

{ t} su flujo. Se define la elevaciónde 2< a J’P, o tranformacióninfinitesi-
mal de contacto,como el campoX(í) generadopor el flujo {~W}. e,

Corolario 2.6.4 Para todo 2< E aut(P), X(1) esun campoU-invariantedel a
fibrado q : fE> -e 0(P) cuyaproyecciona 0(P) esXc.

a
DEMOSTRACIÓN. Por la Proposición2.6.2, el flujo de 2<11> está formado
por automorfismos.Por tanto 2«~> es U-invariante. Como el difeomorfismo a.
inducido en la basepor <P~!> es <Pa, la proyecciónde 2<11) en 0(P) es

2<c

c.q.(1.
e

Proposición 2.6.5 ([Mu, Théoréme5]) Se tiene que (wioÑX11> — 2< y que
la apíicaczónautE> 1(.J’P). 2< X~’), esunmonomorfismode álgebras
de Lic.

e

e’

a

a

e,
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2.7 Formas de contacto

El librado de 1-jetsdecualquierlibrado E --> Al estádotadocon una1-forma
canonícacon valores en el librado vertical VE que define la geometríade
contactode j~ E (cf. [Mu]). El casoen el quesetratede un librado principal,
el libradoVP escanónicamenteisomorfo a E> x g (Proposiciónl.3.3—(4))por
lo quese puedehacerquedichaforma de contactotome valoresen el álgebra
g. Más concretamente

Definición 2.7.1 En jiE> se define una 1-forma O con valoresen 9 de la
siguientemanera: ParacualquierY e T143(J

1P)tenemosque(irio)~Y — 8, O

ir, o (iio).Y es un vectorvertical en el puntou = s(x) E P. Por tanto, existe
un único E E g tal que

E: = (irí
0),Y — s. o ir, o (ir10).Y.

Decimos entoncesque 9(Y) = E. Equivalentemente,O es aquella1-forma
definida por la expresión

0(Y) = wr((irío),Y), VY E

siendoE,. = g(j~s) y ~L la forma introducida en la Observación2.1.1.
Si {B1,... , Bm} es unabasede g, estaforma se puedeexpresarcomo

9 = 90 ® B0,

en donde~1 son 1-forníasordinariasglobalmentedefinidasen J’P
llamadasfomasde contactoestándar.

Observación2.7.1 La palabracontacto se refierea la siguientepropiedad:
dadacualquiersecciónlocal s del librado ir : E> ~ Al, se tiene que

(j’s)’0 0, (2.8)

siendoj’s la secciónlocaldeu : PP —* Al inducidapor s. La comprobación
de (2.8) es consecuenciadirectade la definición de 0.

Proposición 2.7.2 La formaO verifica las siguientespropiedades:

(a) <t(í)yo = 0, paracualquier4’ E AutE>.
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u,

(b) R;0=Ad9IO,VgEU.
u

(c) SeaB el campofundamentalasociadoa B E g en el librado q: PP —+

0(P). EntoncesL~.0 [0,Ej.

(d) 0(Bfl = B, VB E g.
e

DEMOSTRACIÓN. (a) Dado un Y E Tg3 (J’E>) arbitrario seanE = 0(Y) y

E ((V’))’0) (Y) = 9(4’~i)y). Teniendoen cuentaqueirí_ o <PO) — 4’ oir1o e

y que ir o 4’ = ó o ir, obtenemos

= (ir10), (<P$))Y — (4’ oso q7’ ),ir, (ir10), (4’~’))Y e

xx 4’, ((u0) Y — s,u,(u10),Y) xxx

e

Por tanto B$(8(,.)) 4’. B;~,.> =

(b) Se tiene e

(u10) (R}~’)),Y — (H0 o s),ir, (u10), (R%’>),Y a

= (R~j}. (ir10), Y — (R9 o s),n(R9),(u10), Y
= (R9), [(ir10), Y — s,ir, (u10), Y] e,

= (Ad2-1B)’.

Por tanto ((RV>)’0) (Y) = (Ad9-~ o 0) (Y).
a(e) Se sigue directamentede (b) una vez que secompruebaa partir de las

fórmulas (2.6) y (2.7) queel flujo de E es ftW
cxp( t B)

(d) Bastaaplicarla definición de O y teneren cuentaqueB is ir10-proyectable e,

aBt
c.q.d. a

Corolario 27k3 La forma O es unaforma de conexióndel fibrado principal e,
q : 1

1P 0(P).

Definición 2.7.4 ([Garí]) La conexiónen q : PP —> 0(P) definida por la a’

forma O se denotapor zc y se llama conexióncanónicaen PP.

a

e’

e,

a

a
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Observación2.7.2 SeaY una conexión en E> y sea J~ : Al ~ 0(P) la
seccióndel librado delas conexionesasociadaaella. ComoJ1P ~ 0(P) x ME>

(cf. Proposición2.5.1), definimos la sección&v : E> —~ 11E> de la proyección
ir
10 por la condición

ot(u) = (ar(irQu)),u).

La conexión c se puede considerarcomo una conexiónuniversal en el
siguientesentido:

Proposición 2.7.5 Para cualquierconexiónY en E> setiene que

= ÚtIL,

es decir. la conexión1’ esimagen inversa de ¡~ por el morfismo de fibrados
principalesJp : E> —> PP (cf [KN, JiProposition6.23).

DEMOSTRACIÓN. ([Garí, Theorem 3]) Dado 2< e ftP arbitrario, de la
definición de O y de la proyecciónq, tenemos

= (O((ár),X))’ = 2< — s,ir,X (wr~(X))*.

en dondeY,. = q(j4s) y j~s = &p(u).
c.q.d.

2.8 La estructura simpléctica de C(F)

2.8.1 Definición de la forma Q2

La forma de curvatura £2,~ de la conexión canónica n es una 2-forma g-
valorada de tipo horizontal tal que (R9)Mt Adg o

9K• A las formas
con estaspropiedadesse les denominaformas tensorialesde tipo adjunto.
Estas propiedadespermitendefinir una2-forma ~2 en 0(P) con valoresen
adJ1E>= ad(C(E>)XME>) p’adPúnicamentedeterminadapor la condición

%(p,X,p,Y) = (q(j4s),(s(x).Q,c(X,Y))ad) = (jis, £lx(2<,Y))ad, (2.9)

paracualquierpar de vectorestangente2<, Y E ~ jip
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e,

Observación2.8.1 Tal como se ha hecho con la forma de curvatura W,

cualquier forma tensorialde tipo adjunto en un librado principal define un
e’

forma en la basecori valoresen el adjunto. De hechoestaconstruccióndefine
una biyeccciónentre ambos tipos de formas. Paramás detalles, ver [KN,
II.§5], [MM. pSQ].

Observación2.8.2 De la propiedaduniversal que posee tc expuestaen la —
Proposición2.7.5, se puedeconcluir quesi Y es unaconexión en E>, entonces
la forma <%(~t) es la2-formaen Al convaloresen adPinducidapor la foTma

de curvatura9~. La forma ~2 se puedever como una curvatura universal. —

2.8.2 La ley de derivación canónica —

Es bien conocido que una conexión Y en un librado principal ir : E> —* Al
e,.

induce una derivadacovarianteVr en cualquier fibrado asociadoa E>. En
nuestro caso, tenemosuna conexión privilegiada iz en q : PP ~—> 0(P) que
por tanto induceuna ley de derivación\7 xx V” en lasseccionesde adJ1E> e’

padE> 0(P). Estaley dederivaciónse puedecaracterizarintrínsecamente
en 0(P) sin necesidadde recurrir a PP. En efecto, como las seccionesde

e,
adE> generansobre0~(0(P)) las seccionesde p’adE>, a fin de definir una
ley de derivaciónes suficientedeterminar7x~ paracualquier2< E 1(0(P)),
~ E [‘(Al adE>). e

Proposición 2.8.1 Con la notacion introducida anteriormentese tzene a

(Vx~)r~ =
a’

para cualquierY,. E 0(P) y cualquierconexiónY en E> tal que = it

e-
DEMOSTRACIÓN: Existe un correspondenciabiunívocaentresecciones~

de adE> y aplicacionesE : E> 9 (le tipo adjunto. estoes,
e,

E(u y) =

e
tal como se comentoen la Observación2.8.1. Si denotopor

2<h la eleva-
ción horizontal del campo 2< E 1(0(P)) a PP por la conexión i~, enton-
ces Xh(E) es la secciónde tipo adjunto asociadaa

7x4 (por ejemplo ver —

[FIN. IliProposition 1.3.]). Sean j4s E y’(Y,.) y u = s(x). Tenemosque

e

e,

e,

e

e
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Cío que implica por la definición de O que
un vectorhorizontal respectola conexiónE. Como

ir4irio)~X713 = p,q,X~’i3 P~Xr~,

resulta queademás(irío)~Xt~ es la subidahorizontal

tanto 2<t(Eoirio) = ((ir10),Xt)(E) = (pX)hr(~) lo que

de (p*X)x a u. Por

implica directamente

la igualdaddel enunciado.
c.q.d.

Observación 2.8.3 La ley de derivación

7: f2
0(0(P),p’adP)—+ 121(0(Pftp’adP)

define directamenteunadiferencial exterior

dv : Qr(0(E>) p’adE>) —* Qr4-i(0(P)p*adE>) Vr

deformasen 0(F) con valoresp’adF demaneracanónica,tal como sedefine
por ejemplo en [FIos]. En nuestrocaso dichadiferencial se puedeentender
ademáscomo la proyecciónde la diferencial exterior covarianteDK de PP
definida por la conexión canónican. actuandosobreformas tensorialesde
tipo adjunto.segúnla Observación2.8.1.

Observación 2.8.4 Teniendoen cuentala proposiciónanterior y la expre-
sión local de la derivadacovarianteinducidapor unaconexiónen unalibrado
asociado(por ejemplo, véase[NS, §7.12]), se compruebafácilmente que en
un sistemade coordenadascomo las introducidasen §2.2, la expresiónen
coordenadasde 7 es

c3
7gt’A) A0, (2.10)

70/OA’< = Dg0
DA4~1

para~ = g0Bg g’~ E C~(C(E>)), 1 =a < rít.

2.8.3 El endomorfismo Ex

Dadoun 2< E autE>seaEx : p*adP p*2E> el endomorlismodefinido como

= (E,., [Q,

(irie)~Xft
8 E ftP es
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a’

donde{XU } representaelcampogaugeparteverticalde 2< por la conexiónY,.
(cf. Definición 2.1.1) pero visto como elementodel fibrado adjunto gracias a’

a la identificación gau(P) = [‘(Al. adE>). El corchete tomado en la fibra
(adE>),. es el definido por la estructuraen librado de álgebrasde Lie que e’

tiene el fibrado adjunto (cf. fórniula (1.6)).

Lema 2.8.2 La aplicación¿y : PP >< ~ - PP x g definidapor a’

¿x(j4s.B) = (jls,—[B,O(2<fl)])
laR

eseqwivarianterespectoa la accióndeO en ,J1Pxgy proyectaala aplicación
Ex.

a’
DEMOSTRACIÓN. Seay un elementode U arbitrario. Teniendoen cuentael
apartado(b) de la Porposición2.7.2,se tiene

a
g,Ad

9-1B) = (j4s .

— (jis. 9, 4Ad91 B, 0((R9),X3$)]) U’

— (jis •g,—[Adg~-iB,Adg-i6(X}2)])

(j4s .9, —Ad0-1[B, 0(X3b]) e,

— (j4s. —[B, O(X3)]) y. —

y por tanto
8x proyectaaun endomorlismoE~.< en (J1E>xg)/G = ad(J1P) =

p’adP SeaY,. = q(j3s), u = s(x) y sea ~,. (u, B)ad un vector de la fibra St

(adE>),.. Finalmentese verifica:

= (Y,., (u—[B0(X3
9)])3d)

— (Y,.. [(u. B)3d, (u,~(2<412))3<J)
— (Y,.. [½ - (u, Wl?~ (2<,))ad])

— (Y,., [& {2<”},.]) e.
— Ey(YÑJ,

dondehemosutilizado

O(XY) = wv~~~~

consecuenciadirectade la definición de O y de la Observación2.1.1.
c.q d.

e’

e,

e,

e,
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2.8.4 Caracterización de £22

A continuaciónvamosa dar unacaracterizaciónde £22 directamenteen tér-
minos del librado p : 0(P) —> Kl sin necesidadde recurrir a la curvatura

Teorema 2.8.3 La forma2-forma £12 con valores enp*adf) es la única que
verifica las siguientespropiedades:

(a) Las fibras de p : 0(P) —* Al son subvariedadesisótropas con respecto
a ~2. es decir, £22(Y,Z) = O para cualquierpar de vectoresY,Z p-
verticales.

(b) Si w~ : 0(P) 0(P) es la traslación respectoa la estructuraafz’n del
fibrado 0(P) definidapor una 1-formaw cualquieraen Kl con valores
en adE>. entonces

1
= £29 + dvP½+ ..~p* [w w]

2

en donded~’ es la diferencialexterior definidapor la ley de derivación
V (cf. Observación2.8.3).

(c) Para cualquier2< E aut(P) se tiene

= Ex o £22,

siendo [7 = o d
7 + dv o iy y Ex : padE>—* p½dPel endomorfismo

defitido en §2.8.3.

DEMOSTRACIÓN. Primero probemosquela forma £29 verifica las porpiedades
(a)—(c) del enuncuado.
~a) Seanyh Zh son las elevacioneshorizontalesa PP de Y, Z respectiva-
menterespectola conexión canónica¿=. Entoncesir4wio)*Yh = p,q,Yh — 0.
es decir, (írío),Y~. e igualmente(irío).Z¡1, son ir-verticales. Por otra parte,
como O = 0(1),). por la definición de O setiene

O = (ir
1o)~Y$3 — s,(ir o irío),1$, = (ixo).Y)5.

es decir, Y’~, Zh (y por tanto [yh, Zh]) son ir10-verticales.De la definición de

£29, paraY,. = q(j4s). se tiene finalmenteque

£22(Yr,.,Z~,.) = (j4s,Qn(~t,Z;I8))ad (j4s,—0([1Q8ZIJ))ad = 0
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e

(b) La 1-formaw con valoresen adE> proviene,tal como se dijo en la Obser-
vación 2.8.1,de una forma tensorialW en E> de tipo adjunto. Por otra parte, e

se define la aplicación

IQ: Pp ~> Pp e

como aquella que envía un elemento j4s al 1-jet j4s’, siendo s’ es cual-
quier secciónlocal que verifique s’(x) = 5(x) y s’,(X) = s42<) — w(X)St,.>, a

VX E T,.M, en dondese ha identificadow(2<) E (adE>),. con un campogauge
a lo largo de w-jx) graciasa la identificacióngauP [‘(Al. adE>) (ver Pro-
posición 1.4.6). Es directo comprobarqueT0 o R9 R9 o T~ (estoes, es

un automorfismodel fibrado principal q : PP 0(P)) y queit induceel
difeornorfismo r~ en la base0(P). Por otra parte

(w1o)4T~),X — (s’),(ir),(irio),(TJ,X =

(u0 ftA’ — (s),(w),(-¡rio),X ±w((w),Cwío)~X)g,.>.

De la definición de O, la última fórmula implica que (T~)’O = O + (wío)D. e
Entonces

1
(‘lt7£2>, = (T~YdO+ 47J)’O, (T~)’O] xxx dO + d(irío)M’ (2 11) e

2
1 1

O) + —kwioYW (uio)*ú) + fO, (u~0)M23 e2 2
1

— £2>, + D(ir~0)% + —[(u¡o)’J, (uio)Mj,
2

e
en dondehemosusadola identidadD( = d6 + [O.~] para cualquier forma
tensorialde tipo adjunto (cf. [Ble, Corollary .3.1.6]), siendoD=D~ diferencial
exterior covariante,ennuestrocasodefinidaenel librado PP por la conexión O

canónicaK. La fórmula (2.11). cuandose lee comoformasen0(P) convalores
en p (adE>) no es másqueel apartado(b) del Teorema. e
(c) Tal corno se vió en la Proposición2.7.2--ja),la forma de conexiónO, y por
tanto su curvatura£2>, = dO+ [O,O], son invariantespor la representacióndel
grupo AutE> en PP. Esto implica queLX(II£2>, = 0, VX E autE>. Teniendo
en cuentala identidadde Bianchi Df2,~ = df2,~ + [O,9>,~ = 0. esta invaríancía
por automorfismosquieredecir e

O = i~1>(d£2,<) + d(irw£2,c)

—

2V’> ([O, £2>,]) + D(i~(I)£2>,) — [O,iúi>s~2>,] e

— [O(X(1>),£2>,] + D(i~(I)£2>,),
e

e

e

e

e,
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dondevolvemosahaceruso de la formulaD4 = d~+ [0, ~j. Si ahoratenemos
en cuentael Lema 2.8.2 y que la identidadde Bianchi D=X= O leída como
formas en 0(P) con valoresen el adjunto toma la expresióndv£22 O (en
efecto,véasela Observación2.8.3) podemosconcluir finalmenteque

L~£22 = dv(ix~%) = E~ o £29.

Una vez se ha comprobadoque9~ verifica las condiciones(a)—(c), sólo
quedaver la unicidad. Sea=9 una 2-forma en0(P) con valoresp’adP que
verifique las propiedadesdel Teorema.Tomandocoordenadasen 0(P) como
las introducidasen §2.2 e imponiendola condición (a), la diferencia=2 — 09
puedeserescrita

=9 — £29 = (<P~dV A dÉ + tdx~ A &4~) 0

para ciertas funciones <P?k, ‘II E 0~(0(P)). Si w = fgdz O es la
expresiónlocal de la 1-forma cc’, es sencillo comprobarque las ecuacionesde
la traslacióny> : 0(P) —+ 0(P) son

(2.12)

La condición (b) del teoremaimplica ~‘(& —£29) = =9 — QQ, queexpresado
en estascoordenadases

o w.jdx’ A dÉ + (‘It o ‘r~)dx’ A d(< + ffl) O Be, (2.13)

= (4’~dx’ A dÉ + ~dV A dA~)o Be,.

para cualquierelecciónde funcionesff E 0~(Al), 1 =k < u 1 =¡3 =m.
De esta igualdad se deducedirectamenteque IJ’~Jk o r~= ~I’~,y tomando

~ funcionesconstantes,que <P~k 0 <P~. En vista de (2.12), se puede

concluir por tanto. 4j~, <P?k E C~(¡Ví), Va, ¡3, j, k. Entonces(2.13) se
reducea

A d<= 0, Va. (2.14)

Si fijamos unosíndicesk0, i0, ¡3 y tomamosahoraff = t~¿~z~o,la igualdad

(2.14) implica tP~W 0j# i0, para cualquiera,.k0, io, ¡3 y por tanto se
concluyeque

A dÉ) <) Be,, %\ E 0
0<M),
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e-

estoes. =2 — £29 es una2-forma en LVI con valoresen adP. Parafinalizar, si
2< E autE> y 2<’ = ir,X. la condición (c) afirma que a’

— £22) ‘Ii- o (=~— £29). (2.15)

Si se toma en particular un 2< E gauE>, entonces2<’ 0 y tenemosEx o
(=9 £29) = 0. De la definición Ex (ver §2.8.3),obtenemos 0

[=2 —£29. {X}] = 0, <Y E gauP.
a

Esto es posible únicamentesi (=9 — £29),. toma valoressiempreen el centro
de (adE>),. para todo x E ¡VI. Entonces,el segundomiembro de (2.15) es —
idénticamentecero y por tanto nos quedaL~(=9— £29) = O paratodo 2< E
aut(P). o si se quiere.en vista de la suceciónexacta (1.15). paratodo 2<’ E

1(M). Esto sólo es posiblesi =9 — £29 = 0. e
c. q.d.

e
Observación 2.8.5 La expresiónlocal de la forma £29 en las coordenadas
definidas en §2.2 vieneciada por

e,
£29 = {dA7 A ir-’ + c~7A~?A~dx~A dxk}ÑBe,. (2.16)

O
En efecto bastacomprobarqueasí definida £29 veriflea la caracterizacióndel
Teorema2.8.3, tal como sehaceen [CMI).

O

2.9 Estructura hamiltoniana asociadaa ~2 e

Estudiemosprimerola polaridadasociadaa la forma %, estoes. la aplicación
e

x : §1(0(P)) -“ T’(0(P)) ®p’adP

u’
dadapor y(Y) = iy£29.

Un elementoir E fl 0(P)O(adP),.esuna1-formacon valoresen (adE>),...
Comop : 0(P) —> Kl es un librado afín modeladosobrePM JadE>,el subli- e,
bradoverticaldelT(C(E>)) se puedeidentificar conel pull-backde §1’ Kl QadP
por la aplicaciónp, es decir, e,

V(0(P)) = p* (§1* ¡VI ~ adE>) = 0(P) tI (PM it; adE>).
e,

a

a’

a

e,
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Por tanto, la restricción de w a X/r~(0(P)) define de maneranatural una
aplicaciónlineal

ir : End(adE>),.,

o lo que es lo mismo, define un vector tangenteen £ E Al con valoresen
End(adE>),..Caractericemosahorala imagen de la polaridadx.

Proposición 2.9-1 Con la notación anteriormenteintroducida, la aplica-
ción ~ es-uninonornorfismo de librados vectorialessobreC(P) cuya imagen
estáformadapor aquelloscovectores-ir tales que Im(mD) estácontenidaen los
múltiplos escalaresde la identidad: es decir, iD E T,.A/f.

DEMOSTRACIÓN. Sea

un vector tangenteen F,. E 0(P). De la expresión local de £29 (formula
(2.16)), seobtiene

y(Y) = (c27VA~jA(dx’+ ><dx-’ — A’dA?)r ® Be,.

Se (leduce directamentequekerx = O y que

x(Y) = ~‘ (St
por lo quex(Y) es un vector tangente.

c,cj.d.
Estudiemosacontinuaciónla ecuaciónde Hamilton (véase,por ejemplo,

[MR, Definition 5.4.1]) quedefine la forma £29

iy£29 = drIl, (2.17)

para Y E 1(0(P)). siendo dr la diferencial exterior con respectoa la ley
de derivación canónica. Al ser £29 una forma simplécticacon valoresen el
fibradovectorial p*adP, el hamiltonianoU ya no es unafunción diferenciable
como en el caso clásico, sino que U es ahora lina secciónde dicho librado.
Como padP es el librado adjunto del librado principal q : PP ~ 0(P)
(Proposición 2.5.1). las seccionesII vamosa entenderlasen lo que sigue
como camposgauge del librado J’P — 0(P) a través de la identificación
gau/

1E> = [‘(0(P), p’adP) (Proposición1.4.6).
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o

Proposición 2.9.2 Para dimO > 2 las parejas (Y, 1-1) que verifican (2.17)
son de la forma a’

con 2< E autE>. en donde (X(1))r denota la partc vertical del campo <1>

respectoa la conexzoncanónica~; i.e., (X(1))t — 2<0> (2<< =

a’

[DEMOSTRACrÓN. Sean

¿9 ¿9 e.
hIxxxxh~®Be, (2.18)

3

las expresioneslocales de Y y Il respectivamente.Téniendoen cuentala u’

expresión(2.16). se obtiene

-\ — e

iy£29 yj3A>4/fkdxi + fdx’ — [dA?) o Be,.

Por otra parte. considerandoahorala expresiónde la ley de derivación ca- e,
nónica (2.10). tenemos

dvH (dM ±c?0A7h’dx’) 2$ B~ e

Igualandolas dos últimas expresiones,obtenemosla ecuación de Hamilton
(2.17) en coordenadas,la cual se expresamedianteel siguientesistema de —

ecuacionesdiferenciales:

3M a

— DA] Va,¡3= 1 m;j = 1.... a. (2.19)

.12 = DM ±c?0A?h
4+ c~Aj~A7fk (2.20) —

Directamentede (2.19) sededuce a’

Df ________

— DA~DA’3 =0. Vjk,Va~¡3. (2.21) —., k

esto es. las funciones/C no puedenserarbitrariasy además[ E C~(Af). a
1 < j =rí•. lEs sencillover queel sistemadeecuacionesen derivadasparciales
(2.21) escompletamenteintegrabley quesus solucionesson de la forma

U’ = —ft4? — f, 1 < a < m (2.22)

e,

e,

a

a-

e,
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paraciertasg’~ E CtM). Si sustituimosestascondicionesen (2.20) se tiene

= —~ + c~ 4%4 — afkAe, (2.23)
3w

5 ~ -~ 3w5 k

Bastaobservarlas expresiones(2.3) y (2.18) paraconcluir queY = 2<c, con
2< f’ (3/&r~) ±g0Be,.Por otra parte,para j4s E q3([’,.), u = -s(z), de la
definición de 0 (§2.7) y de las coordenadasA? (2.1), tenemos

2<’, — (w,Xj’~ = (f1A?(f) ½“)0 te,.

Entonces(X~~>)¾~ (O(X9~))~ = (fiA
7 + g~> O be,, por lo quede (2.22)

se concluyeque H (X(i))~
c.q.d.

Observación 2.9.1 Si dim U = 1, el paso(2.21)de la anteriordemostración
no puededarse. En estecaso, la expresiónlocal de la ecuaciónde Hamilton
(fórmulas (2.10). (2.20)) toma su forma usualde la mecánicaclásica

- Dli
(2.24)

la cual no imponeningunarestricciónsobreel hamiltoniano II = hQB. Para
cualquierh, el sistema(2.24) tiene solución. De hecho, para dimO = 1. el
rango del librado adE> es 1 y entoncesla Proposición2.9.1 nos aseguraque
la polaridady es suprayectiva.Por tanto cualquierdvK es la imagende un
campovectorial Y.
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Capítulo 3

Invariancia en PP

3.1 Formas invariantes en PP

Definición 3.1.1 Dado un librado principal ir : P —~ Al, se dice que una
r-forma diferencial E~ de .J’ E> es invariantepor transformacionesgauge infi-
nitesimales(abreviadamente,gaugeinvariante) si

LX(1)r 0, (3.1)

paracualquiertransformacióngaugeinfinitesimal 2< E gauP.,siendo2<(1) el
levantamientode 2< al fibrado jif) (véasela Definición 2.6.3).
El conjunto de formas gaugeinvariantesforma unasubálgebrade £2 (J1E>)

quedenotaremospor gauP
Análogamente,unaforma E, E SY(.J1E>) se dice quees invariantepor auto-
morfismos infinitesimales (abreviadamente,autP-invariante)si la identidad
(3.1) es cierta paracualquier2< E autE>.

El conjuntode formas autE>-invariantesforman lina subálgebrade ttIP que

denotaremospor

Proposición 3.1.2 Rielgrupo estructuralU esconexo,un forma diferencial
~, dc JiE> esgauge invariante si y sólo si

(4’t% — ~,. (3.2)

para cualquier4’ E GauP.

51
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e

DEMOSTRACIÓN. Evidentementesi (3.2) es cierto V4’ E GauP,como

d e.

dt

e,
siendo4’~ el flujo de 2< E gauP, se cumple (3.1) y tenemosque~, es gauge
invariante. Viceversa,si tenemosLy(1)Er = 0, por (3.3), se cumplirá que

e,

= E,.VÉ E R. (3.4)

Dadaunatransformacióngauge 4’ E GauParbitraria, en virtud a la Propo- —

sicíon 1.4.4. quedadeterminadadaunívocamenteunaaplicación 4’ : E> —> U
equivariante frente a las accionesde U en E> y en sí mismo por conjuga- —
ción. Debido a que la expresión(3.2) representaun propiedadlocal, pode-
mos suponerqueestamosen un abierto trivializable <i(tJ) ~ U x U. Es
conocido (véase,por ejemplo, (Var, Remark 2, p.88]) que en un grupo de —

Lie, la imagen de la función exp generala componenteconexade la iden-
tidad (o el total si el grupo es conexo). Por tanto, localmente <P(z,e) se e,
puedeponer como exp~1 . ... . exp~., paracierto k, con ~ E C~(t¡). Sean

U —r adE> w 1 = i < k. seccionesdel librado adjunto. deinidascomo
y¿x) ((x. e), ~Á(X))ad. Por la Proposición1.4.6,caday~ representaun cam-
po gauge en ir~i(U) y es sencillo comprobarque su flujo {4’~.~}±~ verifica

t1 (w, e) = exp~, 1 =i < k. Por (3.4) setiene —

(4’(i>)* = (4’W)* . . . (4’7fl’E, —

e
concluyéndose.

c .q.d.

3.2 Ejemplos

Ejemplo 3.2.1 Seav~ una-r-forma diferencial en la variedadbase i’i. En-
tonces.paraun campo2< E autE> arbitrario, tenemos O

Lidi) irjVr = 71%

t(ri» ~i) 0r,

e,
pues t1> es iri-proyectable. siendoir

1 : .J
1P — Al. Corno irí = ir oir~ y

(irío),2<(1> 2<. tenernosentonces
e,

LX(l)iriVr = iri(Lr.xv4. (3 5)

e,

e.

e,

e,

e,
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En particular,si 2< E gauP.ir~X = O y tenemosqueL~(í)wv,.= O, es decir,
el conjuntow£2(AI) {-iru u E £2(A’fl} G W(J’(P)) es unasubálgebra

dc 1(1>

Ejemplo 3.2-2 SeaO la forma de conexióncanónicadel librado q : J’P —
CE> (cf. §2.7) y seanO~ 0m las formas decontactoestándarasociadasa
la eleccióndeunabase{E,. . . , B~} de g (esdecir, O = O~0 Be,). En virtud
de las Proposiciones2.7.2—fa)y 3.1.2, tenemos

= O. V2< E autE>,

es decir, las formas de contactoestándarson formas autP-invariantesy en
particular gauge invariantes.

Ejemplo 3.2.3 Debido a que la derivadade Lic conmutacon la diferencial
exterior, si 3,. esunaforma gaugeinvariante(resp. autP-invariante),laforma

es tambiéngaugeinvariante (resp. autP-invariante).Las subálgebras

‘ga~jP y autP

son cerradasbajo la diferencial exterior.

Ejemplo 3.2.4 Sí £2,. es la forma de curvatura de la conexión canónicay
son sus componentesrespectode la base {B1 Bm} de g (es decir,

9,. £2’~ -Ñ Be,). entonces,de la misma definición £2>, = dO 4- ~[O,O~, tenemos

1
(20 =dO~+go3e,O

4AOt (3.6)

Por los Ejemplos 3.2.2 y 3.2.3, se concluyeque las formas (20, < a < m.
son formasautP-invariantesy, en particular, gauge invariantes.

Con los Eiem}Áos3.2.1,3.2.2y 3.2.4podemosconstruirunossubconjuntos
especialesde ‘gan? y 1<1> respectivamente.Seanant?

= ir7£2(Al){01.... , 9”~,£2’, . . . £2”’], (.3.7)

esto es, la subálgebrade £2(J’P) formada por expresionespolinómicasen
las formas O~, 12<>, 1 < a < m, con coeficientesen irtf2(M), y

Á1~~= R[01 (3.8)
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e

la subálgebrade ~tj’p) (le expresionespolinómicasen las fornías0<>. 12<>,
1 < a < m. con coeficientesreales. Se tiene e,

•,4(1) cz.f’~ A1> cf’>
gan? — gan?’ ant? — ant?

a
y nuestrofin en las siguientesseccionesseráel deprobrarqueestasinclusiones
son igualdadesestrictas.

Observación 3.2.1 Puedeser útil notar que los conjunto AQ~ y ÁIQP —

puedenrepresentarsetambién como
a

At1> —w~£2
gan? — (¡VI)j01 Orn, dO1 dOtm],

a
A~> —R[01 ~

ant? —

es decir, estángeneradospor las formasdecontactoestándary susdiferencia- 0

les con coeficientesen irt£2(IVf) o en IR. respectivamente.Efectivamente,en
vista de la expresión(3.6), se trata de un simple cambio de basede álgebra.

a
La ventajadeestaúltima representaciónestribaen quemuestramanifiesta-
menteque estosconjuntosson cerradosfrente a la diferencial exterior.

e,

3.3 Formas gauge invariantes en PP
u’

3.3.1 Coordenadas normales en U
e,La fórmula de Baker-Campbell-l-Iausdorflrelaciona la multiplicación deex-

ponencialesen un grupo de Lic U con cl corchetede Lie de su álgebrag a

travésde la siguientefórmula (ver por ejemplo [Var, §2.15]): —

expX . expY exp0(X : Y).
e,

Con ¿(2< Y) Z7~ c’,(X Y) siendoe,, = c,,(2< : Y) la sucesióndefinida
por la lev de recursion

a

(it + 1)c,~, — Y, c,~} + ~ ~ JQ[c~-
1. [. . , [cg.2<A + Y]

2 2p=nk

1± +kí~=n e,

con Co = 0. siendo K2~ determinadasconstantesracionales.En particular

1 a

co(X : Y) = 0. c,(2< : Y) = X + Y, c9(X : Y) = ~ [2<.Vi (3.9)
e,

mR

a

e.

a
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nl

c4X : Y) e ~(n>—itt k , [o,o]

Si {B1.... Bm} es un basede g, sabemosque la exponencialdefine un
sistemadc coordenadas(y’,. . . y”~), llamadas eoordenada.9normales,en un
entornoY de la unidadpor la condición

y = exp(y<>(g)B<>), gEV. (3.10)

Sí g,hEVy

Sea{Bi...

gli e V vamosaobtenerun expresiónparay
0(g.h), 1 <a <m.

Btm} la basedual a {B,... , y sean

2< = Y = y0(h)Be,. (3.11)

Entonces

if(g. It)
YRY(expXexpY)

= g0(exp0(2<: Y))

= B<>(C(X:Y))

= E B<>(c,ÁX : Y)).
acM

Teniendoen cuentalas fórmulas de recurrencia(3.9), las expresiones(.3.11)
y que c~(2< : Y) E ~(<» tendremos

B<>(c~(X : Y)) = E Qrbyi(g)aI ... ~m(
9)am~i(/~)bi . . .

a,bCMm,~a~±~b~=n

en donde a = (ai a~) E Hm, faf = Z’i1 a~; para ciertas funciones
polínomicas<S~b (bastantecomplicadas)de las constantesde estructura.Por
wmodídaddenotaremos

= yi(g)di ... y
m(g)Om

Entonces

E
n¿M a,~cMm,~al+~b,=

1n

CabY(9YJ(h).It) = (3.12)
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e.

En particular de (3.9) se deducenlas siguientesexpresionesqueserannece-
sarnasmás adelante: e’

1
= 0. = = 67 ~GWí>= ~ (3.13)

u-
¡3)

en donde(3) denotael elemento(0 y. . . , 0) E N”~.
e,

3.3.2 Notación
eSeaY. y0), 1 =j =it = dim Al 1 < a < rn = dimO, un sistemade coor-

denadasfibradas en E> y sea (xhyty,3) el sistemade coordenadasinducido
en el librado J’P (cf. §2.4.2). e

Sc llama multi-índice de orden it a un elementocualquieraEf E N”. Se
dice ademásque el multi-índice es booleano si toma valoresen {0. 1 }“. es

e,
decir, sus componentesson unoso ceros. Si H = (It, It,,), se denota

e.
Si Ef es un multi-índice booleano de orden it. se denotarápor dz~ a la
expresiónformal o

dxH = (dwí)~~ A ... A (dx~~)h~~.

en donde O

(dwt)i=dzt 1<i<n. e.

y (dÉ)0 quiere decir simplementequeeste término se omite. Por ejemplo,
sí it ~ y II = (1.0. 1), se tiene que dxH representaa Ir’ A dA. Nótese e.
que dxH es una forma de grado H¡. De maneraanáloga,paraun índicea
fijo, 1 < a < tu. y otro multi-índice J<> = U? - j~) booleanode orden it, se
denotará —

A ... A
e.

que es unaforma diferencial de grado ~<J<flen PP
Fu general, si se tiene una forma Er de grado 7’ en PP. la notación

de multi-índices booleanosnos va a servir paradar su expresiónlocal de la u’

siguientemanera:

>1 fíxíijr.jmdzt’ A dy’ A (dg’»” A... A (dym)Jm
H’-{- 1

e,

e

a

u’

e,
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paraciertas funcionesfHIJl..Jm de .J’P, en dondetodos los indices en ma-
yúsculason multi-índices booleanos,de ordenm para1 y de orden it para
J~, J’ ]~. Es evidenteque toda forma 3, E Q’(J’P) se puedeescribir
en coordenadasde maneraunívocade la forma anterior.

3.3.3 Estructura de I~’~

gauP

Lenta 3.3.1 Consideremosel fibrado trivial ir : Al x U —+ Al. Sea E una
forma gauge invariante en ji(Al x U) y sea

LVI ——>Al x U, 5(x) (x,1),

la sección-unidad. Si c5~50 E (Á~~ )g~> Vw E LVI, entoncesE E At>
gan?

DEMOSTRACIÓN. Seas(z)= (w,a(-x)) unasecciónarbitrariadeir:LVI xU -e

LVI y sea4> la transformacióngauqedadapor 4’(x, g) (x,a(z) .g). Tenemos
que 4’ o = -s. y como consecuenciade la Proposición3.1.2,

siendo4’ = 4’-~ Entonces,

=

Por la invarianciaga-ugede las formas irv, -u E £2(Al), 0<>, (2<>, 1 < a < un,
tenemosque

— (g>~p)g3.

Entonces,

~ =(4’ (í>)~(E¡~~~) E = (ÁZp)5i3,

paracualquierseccions, lo quefinaliza la demostracióndel Lema.
c.c1.d.

Lerna 3.3.2 Consideremosel filmado trivial ir: ¡Vi x U —~ Kl y fijemos una
base{B1 B~e,} del álgebra de Líe g. Seas~ : Al —* Al x 0, s0(x) = (w. 1).
la secetónunidad. Las expresioneslocales de las formasde contactoestándar
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01 O~ y de las componentes(21 QTO de la curvatura (cf fórmula 3.6)
-1a lo largo (le g ~o respectoal sistemade coordenadas(w’, y<>. yfl~ 1 < j =it,

1 < a _ un inducido e-u. J1 (Kl x U) por las coordenadasnormales(cf. §3.3.1)
son. respecti-van¿ente,

a’

(0<>)¿¡isa = (dyflgi
80, (3.14)

a-

= (d& A dy~)5i80, (3.15)
a’

con a = 1 ¡it. ¿rE A!.

DEMOSTRACIÓN. Sea(y’, “‘) el sistemadecoordenadasnormalesaso- a
ciada a la base{B’ B”~} de gen un entornode la unidad (ver §3 1) y

sea (xi. y<>: y». í < a _ m 1 < < it. el sistemade coordenadasinducido a
por (x-’. y’>) en J

1 (Al x 0), esdecir,y9~s) = (DQÍ o -s)/Bx~)(x) (cf §2.4.2).
Cada forma 0<>. 1 < a < rn. es de contacto (véasela Observación2.7.1), y
por tanto es combinaciónlineal de las formas

dy4-—yj-dx~, l<3<m, a

generadoresdel ideal de contactodel librado de l—jets (cf. [Kr2]). Es decir,
se tiene —

0<>— f<>(dy4 — ¿7daA). 1 < a < un. (3.16)
e,

paraciertasfunciones1]. 1 < a ¡3 < tn de JjNJ x U). que evidentemente
cumplen

e,
= O<>(D/0y4).

u’
Por la definición de O (fórmula 2.7.1), como

(i,o)*irdD/0g3) = (i,)~(&/Dy’) = 0, —

-itenemosqueO(D/Dy~) en un punto ts E .J1(Al x U) dependeúnicamentede
s(x). es decir, las funcionesf~ no dependen(le las variables 1 < J ~ n. —

1 < a < un. De hecho sí consideroun ~s E .J’(A-i Y 0), s(x) = (x,g), tal

queg pertenezcaal entornode coordenadasnormaleselegidoy llamo o

= 0Q9/0y4) E 9,
e,

a

a

e,
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la definicion de O implica

en el punto (x, g) E Al x U. Las coordenadasnormalesdel flujo

g ~ g . exp(tK4)

de (Ko)* son (cf. fórmula3.12):

y<>(g . exp(tK3))
- >3

ube Nm,a~+~bKn

~t
0~y(g)0y(exp(tK

3) )b

ube

Así. en el plinto (ir. g). se tiene

(~~) (1
erg)

—L C<>0y(g)
01=3

oC Mm (8) (~,g)

en donde (K% it?) son las coordenadasde k~ respectoa
escogida.Por tanto

la basede 9

(3.17)
ce

Si defino la matriz cuadrada

F(g) = >3 qY( >y(g)”

dF

la igualdad (3.17) se reducea

1 <a. v < ~n,

P]’K=33.

Por la expresión(3.13), F~(1) = = ¿3, es decir, F(1)
hay inversaen un entorno del elementoneutro 1 e U. En eseentorno

fJ = WjA/Oy» = 1<3 = (Ffl.

= íd y por tanto

0y (g . exp(tK~)))
(x,g>

>3 C<>~ >v(g)CKjj( = 63.

(3.18)
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u

A lo largo de la secciónunidad, de las fórmulas (3.16) y (3.18) obtenemos

= (dy<>)1450, V;r E Al.

Por otra parte.

dO’~ = d(U’)~ A (dg
4 yj!dx-)—(Ffl3dgA dx-’.

e,

e’

e.
Como dM’ = —F--’ . dF . y [“(1) = Id, de la definición de E. en el
elementoneutro se tiene

ti ( F -1) ~

¿ya (1) =
~‘W——-—-(1) = -(iyi = —%j(J) =

g=I (j~: Mm

en dondehemoshechousootra vez de (3.13). lEn definitiva.

1.
(d0fl

1i50 = —c~4dy~

O

A dg
4 + d< A

a
y entonces

1
+ —c1~,O4 A O~) = (dw3 A dyj’)p~

0.

Teorema 3.3.3 Sea ir : E> -e Nf un fibrado principal arbitrario de grupo
estructural un grupo de Líe conexoU. El álgebra de formasaauaeinvariante-sc, ea
en PP estágeneradapor las formas 0<>. (2<’, 1 < a < m. = dimO, sobre
ir792(Al). Es decir,

4k = = Ñ£2(M)[O’... Orn. KV.... £2”’].

(cE §3.2Á.

DEMOSTRACIÓN. Como la propiedadde invarianciagaugees tina propiedad
local. podemosconsie[erar que estamosen un abierto fibrado lo suficiente-
mentepequefiopara que E> sea trivializable. Por tanto se puedeasumir que

el librado es trivial, estoes,E> = Al Y O. Entonces,de acuerdocon el Lenía
3.3.1. únicamentehay queprobarquecadaforma qauge invarxant.ees un ele-
mento (le Á~’> lo rgo de la sección[so, siendoso(x) = (x. 1) la secciongaúfl a la
unidad<lúAf Y U — ¡VI.

60

5,

e.

1

e,

= (do<>

e.eí.d.

e,

a

u’

e.

e,

a

a

a

a

a

e,

e,

a
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Primero obtengamosla expresiónlocal de la subida X(í> de cualquier
2< E gauP. Como estamosen el casotrivial, todo 2< E gauPes de la forma
B. con B = MBe,, ir E C~(LV1. g) (ver Proposición1.3.5). Por la definición
(le B,

d

t=o
(¿r.exp(tB). E = h<>B<>. (3.19)

De la fórmula (3.12) tenemos

ujjexp(tB) g) = >3
bac M~

(thrn)bmy(g)a

y derivandorespectot en t = 0,

= >3 c;> h$½r(~>)
ac N”~

Por las fórmulas de levantamientode camposvectorialesde un librado a su
librado de 1-jets (ver por ejemplo [Sau, p.1.3.3j o [Mu]),

rl> —>3 Q2~0»~It
4y(q)«

>3
oc

er (ahíy(y í~<0)a k 8x5
) o

+

(3.20)

en dondea — (y) denotala 7it-upla (ai,... , ~ —1 a,,,).
Consideremosahora una ¡‘-forma E,. gauge invariante. Localmente, se

podrá expresarcomo

>3
H + 1 + J’ 4- b j’n =r

fpíui..jrndwíl’ A dy’ A (dv!)» A... A

en dondese ha utilizado la notaciónen niulti-fndices booleanosintroducida
en §3.3.2. Fijemos un ¿r~ = (4... , w~) E Kl y un índice d E {1 - it)> y
sean

= — ~d)9 fi’ = 0,j > 1,
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en la definición (.3.19) de X E gauE>. Teniendoen cuentala expresiónlocal
(3.20) deX~’>. en j1s

0 se obtiene

(Ly(l>f)1i80 = 0.

= 6?6]dxd,
a’

(L~(udy<>)Ji80 xxx 0.

para cualquierf ~ 0~(J’P), a E {1 mJ, j E {l.. .. Luego la
conclic ión

(Lxo1i~41180 o

se escribelocalmentecomo

O (f11iji.jrnd¿i< A dy’ A (dyY
1 A ... A (dy44—’ A (dzá< A

A... A (dy4)”~ A (dy2)J2 A . . . A (dymjrn)g sQ•

Por tanto. si hd = O y j~ = 1, entoncesf~í.j~.<jm(j~
0so) = 0. Como A es

arbitrario, concluimosque fn¡ji.jm ji3, = O siemprequeexistaun índice d
e,tal que h~ = O y jJ 1. Esto nos dice quea lo largo de la secciónfi so:

(Al) Cadacomponente(dpI)1t aparecesiempreacompañadade (dx
4)

230. a

Elijamos ahora,paraun índice d > 1 lijo
e,

It’ = (¿rl — wi)(xd — = 0,] > 1,

a’en la definición de 2< de la fórmula (3.19). De la expresión(3.20) obtenemos
entonces

(Ly(I)f)145, = 0.

= 65~dz
1+ ¿~>6~dwd.

e
= 0.

(L~(l¡dy<’)p~ = 0.
a

y la condición de invarianciagauge (Lxw~, = 0) en j4,so es

e,

0 (fHJJí..jmdxH A dii’ A (dXdY! A (dyB32 A... A (dy2W~ +
-1

fHzjI...JmdZM A dy’ A (dy»’i A ... A (dyy
1yY-’ A

(dx
1)~ A (dy{~,)4-i- A - . . A (dyW)~~~

e,’

e

e,

u’

e,

e

a

e,

a

e,

O

a

e.
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Por tanto, si

(1,jJ,. . . ,j~
1,0,j$1 jI)

y
ji (0j4 .. ~ jI),

se verifica:

fíylji..jm(j405o) = f~Jjijm(J
1>5o).

De acuerdocon estosetiene:

(A2) Si (E,.)~
1’50 tieneun sumandode la forma (E,.2Adx

1
(E,.)~

5150 contieneel sumando(E,2 A dxá A dyJ)151 ~
d = 1 it un indice cualquiera.

entonces
y viceversa,siendo

De las afirmaciones(Al) y (A2) se deduceentoncesquecada(dy~)~5i90 pro-
viene de un sumando

(E,.2 A dx” A

Sustituyendoel índice 1 por 2 - m. sucesivamenteen la definición de las
funcioneshi. hrrt y recordandolas expresiones(3.15), (3.19), las afirmacio-
nes(Al) y (A2) nos permitenconcluir quea lo largo de la secciónunidad. la
forma E, se escribe

= (fuis,,--.,jmd¿r” A (O’)ul A ... A (Qtm)¾nA

A . . . A (etim) ji so

lo ~ termina la demostracióngraciasal Lema 3.3.1.
c.q.d.

3.4 Formas autP-invariantes en PP

Lerna 3.4.1 Sea

ir7w11, ,--.,Sm A (gi)ii A ... A (O~ )im A ((21)ii A ... A ((2Tfl)ir

I,~i. ‘u

(3.21)
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e.

una ¡‘-forma pertenecientea r < it + nm= dim 0(P). con
ge,,,?, —

5,
WII,j E £28(Al),

en dondeji, Jrn E N e 1 es un multí-indicebooleano(cf §3.3.2). Entonces: U’

(1) Los sumandosque verifican e

a

sonnulos.

(2) Elinúnando los sumandosanteriores, s,. = O si y sólo si w,rI,»,, = 0. —
Vji Jrn EN, VI.

a

DEMOSTRACIÓN. Consideremosqueestamosen un abierto trivializable de
E> y trabajemoscon las coordenadasquehemosutilizado en la demostración a
del Teorema3.3.3. Veamosprimero que un sumando

~j1i ni = irw
11, ~ A (Olnl A . . . A (O

Tflym A ((21 »‘ A . . . A ((2rn)Ji

de (3.21), o la propia expresión (3.21), es idénticamentecero si y sólo si
e,es cero a lo largo de la secciónunidad j~

50 (siendo ~o(’) = (x, 1)). En
efecto, tal como se hizo en la demostracióndel Lema 3.3.1. dadaunaseccion

s(x) = (r.o(x)). comolas formas de A~
2UP son gaugeinvariantes,se tiene u’

~Uji jmLjls =

a
para la transformación gauge ‘I’(w,g) = (x, cr(¿r<í . g). Como 111(1) es un
difeomorfismo. E

111,1~gi. = O si y sólo si •z1Ñ,.~, K’~e, = 0. Al ser s una e.
secciónarbitraria, se concluye. Por tanto basta estudiar lo que pasacuí tu.

secciónunidad. a
Parael apartado(1) de la Proposición, considerolas expresioneslocales de
0<>. (2<>. 1 < & < un, a lo largo de la sección

5o (fórmulas (3.14) x (3.15)). Así
obtenemosque e.

= (irw¡
1, Sm A (dyí)ZI A . . A (dy”’)~’u A

(dw
3’ A dv],»’ A ... A (d:r3’u A

e,

a

a

e,

a
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Estaexpresiónes evidentementecerosi

grado(wr51g)+jí+...-i-j~, —

r—(ii+...±irn)—(ji+...+jrn) > n=dimAl.

Parael apartado(2), si E,. es cero,a lo largo de la secciónunidadtendremos

~ j’so >3 (irw01 ~ A (dyí)iI A . . . A (dym)im A (3.22)
Iji 3m

(dV’ A dy~»’ A ... A (da»” A dy~flim)LI~ = 0.

que implica quecadasumandos11, ~ U’ ~ debeanularse.Quedémonoscon
uno de esossumandoy supongamosque, como consecuenciadel apartado
(1), se verdica

Tomemosla expresiónde w111 .I~ en coordenadas:

= >3 f,, ¡8dw” A ... A dx’~, f, ~ E C~(¡UI), (3.23)

en dondes = r (u + ... + t~) — 2(j, + . + jrn). Fijemos unos índices
Comos±y~+...+Á =it, podemoselegir otros índices k1 k1.

con 1 = L + ... + j~ tales que

dxliA...A&+AdxkI A...Adwk #0.

Teniendoen cuenta las expresiones(3.22) y (3.23), podemosasegurarque

~flji.-..jm¡j~So tiene sumandosde la forma (salvosigno)

(flc¿odx’? A... A A dÉ’ A... A dÉ’ A (3.24)

(dy
1)” A... A (dyrn)im A dy~ A... A dy~) p~.

paraciertos índicesIt,. .... h~. Para cadaeleciónde hi h~, la forma

tendráúnicamenteel sumando(3.24) con esacombinaciónde 1-formasdx’K

dy~. por lo que debeanularse.Eso sólo es posiblesi f¿o¡o. Como los
índices 1?. son arbitrarios, se concluyequew

15, m = o~ paratodo J.

ji, ...-jrn.
c.q.d.
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Teorema3.4.2 Sea ir : E> —~ Al un fibrado principal arbitrario de grupo
estructural un grupo de Líe conexoU. Supongamosque la variedadbaseNI
es conexa. Entonces, el álgebra de formas autE>-ínvariantes~,jiE> está
generadasobre los nilmeros reales por las formas 0<>, (2<>. 1 < a < -un —

dimO, es decir.

tut? =A~1> 11<0’,..., , 1§~rn] 5,ant? — orn (2

DEMOSTRACION. SeaE, lina forma autP-invariante. En particular esta
U’

forma es gauge invariantey por tanto, en virtud (leí Teorema3.3.3, se puede
escribir de la forma

e.

ww
11, -,,~ A (0’)”’ A . . . A (Otm)lrn A ((21)J~ A ... A ((2fl1)Jn~

f.ji

al

paraciertas Wí.5,....ú~ E £2s(M) s = r — (i~ + ... + i~) — 2(ji + . .. + jrn),
en donde1 = (u..., k) es un multi-índice de orden un. Consideremosque
todos los sumandosverifican la propiedad(cf. Lema3.4.1—(1))

Como las fornías 9<>. (2<>. 1 < a < ni son autP-invariantes(cf. Ejemplos a
3.2.2 y 3.2.4). la condición de invar~anciapor automorfismosinfinitesimales

de E,. se escribecomo
a

O = > L~<,}ir%11, -,,~) A (0i)ii A... A (9tm) ‘u A (e’)” A -.. A (e
tm)5’u.

‘Ji

e,

La derivadade Lic conservael grado de formas,por lo quetodoslos sumandos
siguenverificando la desigualdad

r— (i, 4-... +i,.<>) — (j, + +~,n) =o.
O

En virtud (leí Lema .3.4.1—(2), se tiene que

Ly(í) (irw,
41. -~) = 0, VI, Y», . . . fe,. (3.25) 0-

Pero

L~~1> (inw,w,... jm) = ir(L,r,xwiúi

a

a

u

e,

u,
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~cf. (3.5)), por lo quela condición (3.25) esequivalentea L,-.xwz,1, = 0.
(‘orno el campo2< E autE> esarbitrario y ir~ : autE> X(KÍ) es suprayectiva
(ver la sucesión(1.15)) tenemosfinalmente queparacada1, j~ -

Lx’w¡~, = 0, VX’ E X(M).

Esto sólo es posiblesi w1,11 ~ es unafunción localmenteconstante.Como
II es conexo, tenemosque la forma 3,. tiene la expresión

— >3 Ah, 4~(0í»í A . . . A (9rn)~~~ A (&y’ A . . . A
I,j~ 3m

paraciertos escalaresA1,~, ,¡m E E. esdecir, 3,. E

c.q.d.



u

U

e

a’

e.

e,

O

O

e-

O

a’

e.

a

O

a

e,

O

e

e,

e,

e.

e,

e,



Capítulo 4

Invariancia en C(P)

4.1 Formas invariantes en C(P)

Definición 44.1 Seair : E> —> Al un librado principal arbitrario. Se dice
cine una ¡‘-forma diferencial ~, de 0(P) es invariantepor transformaciones
gauge infinitesimales(abreviadamente,gaugeinvariante) si

Lx<, = 0, (4.1)

paracualquier transformacióngaugeinfinitesimal 2< E gauP, siendo Xc— el
levantamientode 2< al librado de las conexiones(cf. Definición 2.3.2).

El conjuntode formasgauge invarianteses unasubálgebrade £2(0(E>)) que
se designapor ‘gauP~

Análogamente,una forma ~, E £2~(C(P)) se dice quees invariantepor auto-
morfismos infinitesimales (abreviadamente.autP-invariante)si la identidad

(4.1> es cierta para cualquier 2< E autE>.
El conjunto de formas autP-invarianteses unasubálgebrade ‘ganE que se

dem>tapor ±antfl.

Proposición 4.1.2 Rielgrupo estructura/U es conexo, -unforma diferencial

~ dc 0(P) es gauge invariante si y sólo si

(4>c)*~,. =

para cualquier 4> E GauP.

69
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U’

DEMOSTRACIÓN. La demostraciónes similar a la de la Proposición3.1.2.
Bastasustituir todoslos levantamientos$1), 4> E GauP. por las aplicacio- 5,
nes 4>~ y los camposX’~1>, X E gauP, por los campos2<c-. para probarel
resultado.

MW
(t(j.d.

Ejemplo 4.1.3 Seaw,. una¡‘-forma diferencialen la variedadbaseAl. Para 0

un campo 2< E autP arbitrario, tenemos

e,

Lx
0p

4w,. p*L~yw,.

pues 2«< esp-proyectable,siendop: 0(P) —~ Al el librado de las conexiones. a
De hecho, si 2<’ = w~2< es la proyecciónde 2< por ir. se tiene P*Xc =

(Observación2.3.2). Así
a

LXcp*wr = p*(Lx~uJú. (4.2)
e

En particular, si X E gauP,2<’ = O y tenemosque Lx~pt,. = 0. es decir, el
conjuntopQ(M) = {p½w E £2(M)} c £2(C(P)) es unasubálgebrade

‘gan?

Defiiúción 4-1-4 Sea ir : E —e Al una submersiónsuprayectiva. Una e- u’

forma E, en E se dice que es ir-proyectablea Al si existeuna¡‘-forma ~,.en
Kl (necesariamenteúnica) tal que

— *0

.2, = ir

0-

En este caso. se dice queQ es la proyecciónde E,..

a
u criterio generalcíe proyecta.bilidacles el siguiente:

Proposición 4.1.5 Sí las fibras de ir : E -e Kl son conexas.una forma u’

diferencialE~ de E es ir-proyectablesí y sólo sí, para todo vector2< E TE
tangentea la fibra se tiene

(1) i~E,. = 0. 0-

(2) í~dE,. = 0.
e’

e

u,

me

O
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DEMOSTRACIÓN. Es evidenteque unaforma proyectableverifica las condi-
ciones (1) y (2) de la proposición. Veamosel recíproco. SeaE,. una r-forma
de E que cumpla (1) y (2). Consideremosun punto ~o E LVI y un Po E E
tal que <yo) = ‘o Como ir es submersión,existe un sistema de coor-
(lenadas(x x”) de Al en un entorno U afrededorde ~o y un sistema
(A.. , x”‘, y’,... , y”’) de E en un entornoV alrededorde Yo tal que

1’).

Por la condición (1), la expresión local de la forma E, en el sistema de
coordenadas(~i f~y . . , yTfl) es

ft,,4.dxz~A...Adxir, 43>

paraciertasfuncionesA, ,.,Zr = f~, ,~. (x h . . . , z”‘, y~,. . . , y’”). Por otraparte,

dE,. = hd¿r/Ad¿rt1AA aa» + ¿ft~~hdy3Adz21A Ada».
Dr’ tiy~

y de la condición (2) conluimosque

c9y~ - -

es decir, las funcionesL~ ~ sólo dependende las coordenadas(¿rl r”).
Consideremosr vectorestangente2<, 2<,. arbitrarios en T~0¡Ví y sean

Y1 Y,.ET11E.talesque

ir4Y8) = 2<~, 1 < s < r, (4.5)

en caday E ic’(xo). De la condición (1) de la proposiciónse deduceque
Y,.) no dependede los vectoresY1 Y,. escogidoscon tal de que

se cumpla (4.5). Además,de la expresión(4.4), se tiene queE,.(Y1, Y,.)
05 una función localmenteconstanteen la fibra ir<(xo). Como por hipótesis
la fibra es conexa, esto implica que E,.(Y1 Y,.) no dependedel punto
y E ir

íEs decir. E,-(Y, Y,.) dependeúnicamentede x<> = ir(y) y deir. (Y~).. . -,

ir4 Y,.) E T,-A-f. Por tanto existeunar-forma (~i)~~ en
1o tal que

ir~(~4x
0.

Como el punto .x0 E ¡VI es arbitrario, se concluye.

c.q.d.
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Corotario 4.1.6 Sea ir : E> -e LVI un fibrado O-principal. S¿ U es conexo,
entoncesuna forma diferencialE,. en E> es ir-propectablesíy sólo si verifica
las dos siguientescondiciones:

(1) ZBC,. = 0,VB E 9,

(2) R;B,. = E,., Vg E U.

DFÚMOSTHAC[ÓN. Por definicion delibrado principal (cf. Definición 1.1.1), la
aplicación : E> -e ¡VI es unasubmersiónsuprayectiva. Por tanto. se puede
aplicar el criterio de la Proposición4.1.5 y así la proyectabilidadde .2., es
equivalentea ver que ixE, = O y ix dE,. = O paratodo vector 2< vertical.
Por la identidad Ly = íxd + di~ estascondicionesse verifican si y sólo si

ix~-.,.= O y LxE,. = 0. V2< vertical.

Por la Proposición1.3.3—(4), comprobarestasigualdadeses lo mismo quever

iB~Dr = O y LB.E,.=0, VB E 9.

O~rno

d
L2.E,. =

dÉ
(4.6)

e,

es evidentequela condición (2) deestaproposiciónes suficienteparadeducir
Por tanto únicamenterestacomprobarqueestacondición

es tambiénnecesaria.Si E,. verifica LB* E,. = 0, entonces

(ReXPtB7ET — Vt E IR. B E 9.

Seay un elenientode O cualquiera.(
1omoel grupoU es conexo.expg genera

O (véaseFVar, R.emark2, pM8]) y por consiguienteexístíran B
1 B~ E 9,

paracierto s. tales quey = expE expE,. Así
a’

= (RexpB,)* 0.0 (RexpB)t

a
por lo quese concluye.

c.d.d.
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a

e
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4.2. FORMAS(JARACTEPJSTIOAS

Teorema4.1.7 Sea ir: E> —÷ M unjíbradoprincipal arbitrario de grupo es-
tructural un grupo de LicO conexoy seaq : PP 0(P) elfibrado principal
zntroducídoen la Proposición2.5.1. Entonceslas formas gauge invariantes
en 0(P) (cf Definición 4.1.1) son la proyecczónde las formas gauge ¿¡¿va-
riantes de .PP (cf. Definición 3.1.1) que son q-proyectables.Análogamente
para la autP-invariancza.

DEMOSTRACIÓN. Sea~,. una ¡‘-forma gauge invarianteen 0(P). Si 2< E
gauP,comoel campo2<(í) proyectaal campoX~ de C(P) (esdecir q_ —

Xc:, cf. Corolario 2.6.4), se tiene

= q(Lq ywQ) = q*(~~¿,.) = 0, (4.7)

es decir, la forma q*~,. es gauge invarianteen .J~p. A la inversa,si ql,. es
una forma proyectabley gauge invarianteen J’P, la fórmula (4.7) implica
que qt(Lx,.4,.) = 0. que únicamentees posiblesi Q es gauge invarianteen
0(P).

Análogamenteparala autP-invariancia.
c.q.d.

4.2 Formas características

Definición 4.2J Seag el álgebrade Lie de un grupo de Lie U. Una apli-
cación k-multilineal simétrica

f : QX .Yt ~g —*

se dice que es invariante por la representaciónadjunta si se verifica

f(Ad
0A1,... Ad0Ak) f(A1 Ab), (4.8)

paracualquier 9 E O y cualquier(A1. . A) E §Y .Q. Y§.

El conjunto de aplicacionesk-multilineales simétricasinvariantespor la re-
presentaciónadjuntaes tm espaciovectorial quese designapor 15.

Observación 4.2.1 Si f E 15 y gE 15. se define 1 g E I~ como

1. g(A1 A~+1) = (k 1 >3 f(Ao~i> ,...,A~(k))g(A~T(k±i),...,Aojp+i>).U’ZSk±¿
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donde&~¡ denotael grupo de las permutacionesde k + 1 elementos.Si se
escribe me

~
0 = ®~5 —

k~O

el anteriorproductodotaaesteespaciode estructuradeálgebraconniutativa
sobreR. (Paramás detalles,véase[KN. XJI.§l]).

Observación 4.2.2 Las aplicacionesmultilinealessimétricasde g se pueden
identificar con los elementosdel álgebrasimétricaS(Q*) (véasepor ejemplo
[KN. XII.Proposition2.1]). De estamanerasecompruebaqueel álgebra[6? es
isomorfa al álgebrade elementosde5(g*) invariantespor la representación me

coadjunta([KN. XII,Proposition2.2]). es decir,

= (5•(~*))C 0

El super-índiceO denotainvarianciafrente a la accióndel grupo U. e,
Por otra parte.si fijamos una base{B

1, . .. . E,.,,)- de g y {Bí E””)- es su
dual en 9’. los elementosde 5(g’) se puedenidentificar con los polínom~os
en ¡ti variables~t’ - 1”’)- a travésde la aplicación O

e,

en dondey denotael producto simétricoen S(g*). Por esta razónes fre.-
cuenteencontraren la literatura el nombre de polinomiosinvariantespor la

a
adjunta o polinomiosde Wcií a los elementosdeJI

Definición 4.2.2 SeaE unaconexión arbitraria en un librado principal ir: a-

E> —< .11 y sea su forma de curvatura.Paracada f e 15. se define f(.Qp)

corno la 2k forma en E> dadapor
e

~ = 1.9~
1~ 0-

(2k)! >3 s(oj)f ((2r(2<~(1) X~(2)) . £2r(X~(2p—1).Xa(Qr-í))
acS2k

paratodo 2<,. - X2k E T,,P. u E E>. 0-

Proposición 4.2.3 [KN, XII.Theorem ti] Seair : E Kl un librado prin- e,

cípal de grupo O y dada una conexiónE en E>, sea£2~ suforma de curvatura.
Entonces:

e,

e,

a

me

O
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(1) Para cadaf E 15, la 2k-formaf(£2r) de E> proyectaa una ?inica forma

f(£2r) cerradade Al, i.e.,

/(12v) — w(f(f2r)).

(2) Sí denotamospor [1] E g2K( LVI R) la clasede cohomologíade de Rham
definidapor la 2k-formacerrada f(£2p), entonces[f 3 es independiente
de la conexiónE y la aplicación

J5~eH2k(¡VI;R), f<fJ.

es-unhomomorfismode álgebras. ~4esta aplicación se la conocecomo
el homomorfismode Weil.

Observación 4.2.3 Dado un fibrado principal ir : E> —~ Kl cualquiera,con-
síderemosahorael librado principal q : J~p —e 0(P) (cf. Proposición2.5.1)
y la forma de curvatura£2~ definida por la conexión canónicatc (Definición
2.7.4). Como casoparticular de la anterior proposición,dado un f E 15. la

forma f(£2~) es una forma de grado 2k en PP que proyectaa una forma

f(£2K) en 0(F).

Proposición 4.2.4 Para cadaf E JO, la 2k-formaf(£2~<) de 0(P) sepuede
construir tambiena travésde la estructurasimplécticade 0(P) de la siguiente
manera. Sea£22 la 2-formaen 0(P) con valores enp*adP definidaen §2.8.1.
Dado un punto Ji,. E 0(P) y 2k vectorestangentes

se tiene que £22(X¿.X¡) E (p’adP)p i.j = 1 - 2k. Si fijamos un u E

ir 1(x), estoselementossepodrán escribir como

para ciertos ¡y E §. i.j E {1 2¼.Sea

1
f(£22)(Xí . . . , 2<~.) xxx 7-—ji >3 e(a)f(nU(l)C(

2), . . . , fla(2k—i)a(2k)) (4.10)
<7 c ~2k

Entoncesf(£22) = f(£2~).
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e

DEMOSTRACIÓN. Si u’ E ir ‘(x) es otro punto cualquierade la fibra y
u’ r~u ~g. entonces MW

£22(2<!,2<J) = (Fr, (u’,Adg—lnij),,d),
e,esdecir, % = Ad~-~n0. La invarianciadef por la adjuntahacequeexpresión

(4.10) no dependapor tanto del punto u E ir~’(x) elegido, por lo quedefine
una 2k-forma en 0(P). Por la Proposición4.2.3--(l) iínicamenterestaver a

queq’f(£22) = f(£2K). En efecto,si se tiene2k vectorestangentesY,, -
en un punto j4s de J’ E> tal queq(j4s) = It, por la fórmula (2.9). —

(q’£2)(Y, ¾)= (224¾, q,y~) = (E1. (s(x).£2~(Y~,¾))ad).

En vista de las expresiones(4.9) y (4.10) seconcluye, a
c.q.d.

Observación 4.2.4 A partir cte ahora, salvo menciónexplícita de lo con- a

trario, para cada polinomio de Weil f E JO, las formas f(£2r) de 0(P) se
denotaránpor f(122) tal como se construyenen la proposiciónanterior.

O

Proposición 42.5 Sea E una conexiónen un fibrado principal ir : E> -e Kl
y sea~ : Al -e 0(P) la secczondelfibrado de las conexionesque induce (cf. a
Definición 2.1.3). Dado un f E 15, entoncescon la notaciónde la Definición
4.2.2. se cumplela siguienteigualdad de formasen Al

e,
(ar)’f(£22) = f(£2r).

DEMOSTRACIÓN. Dadauna conexiónE en ir : E> —y ¿“vi, sea : E> —~ PP me
la seccióndel librado de ir10 : PP -e E> que define (cf. Observación2.7.2).
Vamosa probarprimero queparacualquierpolinimio deWeil f. se tiene que

(&~)f(£2~) = f(£2r). (4.11) —

En efecto. consideremosun punto u E E> cualquieray 2k vectorestangentes

2<1 klk E LE>~ Entonces,de la Definición (4.2.2),

(&r)’I(£2N)(Xi, ~k2k)=
1 >77 joQf ((&r’K2r)(X&(i), 2<~(2)) - (áp’£2 )(Y(2k 1)

(2k) ~2k

1

(2k» >3 s(a)f (£2r(X~(x), 2<a(2). - (2P(XU(2k~l),2<~(2k))) =

oc S2k

f(£2r)(Xi . . .

O

a

a

0-

O
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en dondehemoshechousode la igualdad(ár’£2,<) = £2~, consecuenciadirecta
de la Proposición (2.7.5).

Por la Proposición (4.2.3), f(£2~) = q’f(St) y f(£2r) = ir’f(£2r). Susti-
tuyendoen la fórmula (4.11), como q o ap = a~ oir, se tiene

ir*(aU(£22)) = ir(f(£2r)),

que es equivalentea la igualdaddel enunciado.
c.q.d.

Proposición 4.2.6 Sea ir E> —* Al un fibrado principal cualquiera. Si
a : Al —e 0(P) es una secciónarbitraria del fibrado de las conexionesp
C(E>) —~ Al entoncesla aplicación

a : Hk(0(P);R) -e IJk(M; IR), akk] = [akk]

en donde los corchetesdenotanclase de cohomologíade de Rham, es un
-¿somorfismo de grupospara todo k cuya inversaes

DEMOSTRACIÓN. Si p: E -e Kl es un librado vectorial y E0 es el conjunto
de vectoresnulos (es decir, la imagen de la secciónnula ~o : A-f -e E), la
aplicación

H(tv)= tu. tE[0.lfvEE.

so
hace que los espaciosE y E~ Al seaii homótopos.Por tanto, los grupos
de coliomologíaHk(E: R) y J~fk(¡VI; IR) son isomorfosparacadak > 0. por la
aplicacións¡

En nuestrocaso. si a : PcI —> 0(P) es unasecciónarbitraria del librado
de las conexiones,como0(P) esun librado afín sobre¡VI, quedadefinidauna
estructurade librado vectorial en la que a es la secciónnula. Por tanto, a’
es un isomorfismodegruposde cohomología.Por último, como po a = It1.

a’ o =

por lo quep’ es el inverso (leí isomorfismo a’.

c.cí.d.
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Corolario 4.2.7 Si a : Al —y 0(P) es un secciónarbitraria del fibrado de
las conexionesy f es un polinomio de Weil de grado le, entoncesla clase

a [f(£22)] E H
2k(Kl, IR) u’

co-¿ncidecon [f], imagende f por el homomorfismode Weil (cf. Proposición
4.2.3+2)). —

DEMOSTRACION. Si a : Kl — 0(P) es unaseccióndel librado de las cone-
xiones. existeuna conexiónE en ir : P —* ¡VI tal queay = a. Entonces,por —

la Proposición4.2.5,

a?Ef (£22)] = [a?f (£22)] = [f(£2y)]. 0-

Por la Proposición 4.2.3<2), esta claseno es más que [f]. por lo que se e,
concluye.

c.q.d.
Esteúltimo Corolario swve de motivaciónparadar la siguiente e,

Definición 4.2.8 Si ir: E> -e Al esun librado principal cualquieray ~2 es la e,
2-forma simplécticaen 0(P) definida en §2.8.1,a las formas f(t2

2) de 0(P),
siendof un polinomio de Weil, se les denominaformas características.

a
Por tanto las formascaracterísticasson unasformasen 0(P) queal bajar

a la variedad ¡1-1 a través de cualquierseccióna de p : 0(P) —e ¡VI, definen
unasformascuyaclasedecohúmologíason las ciasescaracterísticasdel fibra- u’

do ir : E> — A!. Sin embargoestasformasposeenmayor información quelas
clasesque determinan. Por ejeníplo, una clasecaracterísticade un librado me
puedesernula. en cambiosu forma no tienepor quéserlo. Paramásdetalle,
veasela Observación4.5.3.

o
Teorema 4.2.9 Si ir : E> —* LVI esun fibrado principal cualquiera, las formas
características(cf. Definición 4.2.8) sonautE>-invariantes (y por tanto gauge o

invariantes> en 0(P).

DEMOSTRACION. Por el Teorema4.1.7. unaforma característicaf((22) será u’

autE>-invariantesen 0(P) si y sólo si q’f(Q2) es autP-invariantesen jip
Como por la Proposición4.2.4 q’f(£22) = f(£24 hay que probar que f(Q~) u,

es autE>-invarianteen PP. Sea4> un automorfismode ir E> —~ A-! y sean
¾.. Y2~, E X(J”E>) 2k camposvectorialesde PP. Como la forma de

e,

me

e,

u

e,
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conexión O de la conexióncanónica ic verihea (4>(i>)*O = O (cf. Proposición
2.7.2-ja)) y £2,< = dO + ~[6,63, se tiene que (4>(’)7£2~ = £2,, y por tanto

Y2~.) =

1

(2k)! >3 c(o’)f (4>(
1)~(£2,,)(Y

0~,> Y0~(2))> . 4>(~)~(£2 )(Y (2k i) Y,(2k))) =
&ES2k

1

(2k)! >3 <a)] ((2,,(Y~~1>,Y0~2>), . . . , £24K(2k~í), Y~(2k>)) =

ac
52k

(f(£2,=ñ(Yn.. .

es decir, se verifica

para cualquierautmorflsmo 4> E AutE>. Esto implica que ¡(£2,,) es autP-
invariante.

c.q.d.

4.3 Formas gauge invariantes en C(P)

Se havisto quetanto las formasp’£2(LVI) comolas formascaracterísticasson
gauge invariantesen 0(P). El siguienteteoremademuestraqueestásson las
unicas.

Teorema 4.3.1 Sea ir : E> —e LVI un fibrado principal arbitrario de grupo
estructural un grupo de Líe conexoO. El álgebra de formas gauge inva-
riantes en C(E>) estágeneradasobreir7~P(LVí) por las formascaracterísticas
{f(£22)}feÍc- Es decir

‘gauP = (p*(2.(Af)) Li (£22)]fcfo

DEMOSTRACIÓN. Consideremosel librado principal q : PP -e 0(P). En
virtud rIel Teorema4.1.7. el problemade caracterizar‘gauP es equivalente

al (le estudiar las formasgaugeinvariantesen PP queson q-proyectablesa
0(P). SeaE,. unaforma gauge invariantede PP e impongamoslas condi-
ciones (1) y (2) del Corolario 4.1.6 a fin deestudiarsu proyectabilidad. Para
evitar confusión. el campofundamentalinducido por un B E g en el fibrado



80 cAPÍTULO4. INVARJANOIAEN 0(P)

principal q : J’P —* 0(P), lo denotaremospor Bt en vez de B*, notación
quereservaremossiempreparael campofundamentalen ir : E> Al.

Fijemos una base fB1 3m)- de g y pongamos9 = 9<> 0 B,. y 12,,
(2<> 0 B<>. Por el Teorema3.3.3. la forma E, se podra escribir como

—A

E,. = >3iríwL§í ~ A (9i)il A... A (9m)tni A (£2’)” A... A (£2tm )Jm

0’

para ciertasw1j,,1~ e S2
8(IV-í) .s = r — ~‘ +. . . + í~) — 2(j~ + . . . + sim), en

donde 1 (¾.... , i,-<>) es un multi-índice booleanode orden un (cf. §3.3.2). e.

Vamos a considerarque. a la luz del Lema 3.4.l—(1), todos los sumandos
verifican la desigualdad

u’
s-~-i

1 + .. +1,,, = r (i1 +... +4,.,) — (Ii + ... +jm) = it =dimKl.
(4.12)

Por la Proposición2.7.2—(b), se tiene
e,

l<a,3<m. (4.13)

y al ser la curvatura£2,, una forma horizontal, o

£2
4(B)=O, lKcvB<m. (4.14)

e,
Si se tiene en cuentalas igualdades(4.13) y (4.14), entonces

0-

i~.E,. = >3 >II(~~~~1)s±2¶+±iaíirnwíj A (Oí)%~ A

=1 1 >0

a
A (9<>~” A . . . A (gÚ9im A (12’)” A . . . ¡~ (9tm)Jni

e,
en donde (Q<>~o indicasimplementequeestetérmino se suprime. En virtud

esta es cerosi — = O siemprec¡iie
del Lema 3.4.1. expresión y sólo si

> 0. Por consiguiente.la condición (1) del Corolario 4.1.6 implica que la
forma E,. se escribecomo

Z,. ir:wJ, ,, A (£2’)” A... A (£2tm)J’u. (4.15) me

con t’ ---.ini e Q3(Al), s = r — 2(j, + . + j,.~,) y de la desigualdad(4 12) u,

(4.16)
e,

e

e,

e.

e,
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Sea

<£2(Kl) [12,) xxx <12(M) [12’ - 12fl

el álgebradepolinomiosen las componentesde la curvaturay
en w7£2( ¡Vi) y sea

con coeficientes

1< : ir(2(Kl) Q 5•(g4) - ir(2(Al) [(2,)

la única aplicaciónIR-lineal tal que

K(ir~w Of) = irw A f(£24.

paraw E £2(VI) f ~
5K(~*) en donde5(g’) denotael álgebrasimétrica de

g’ y f se da en la Definición 4.2.2. Trabajandocon la base {B’. ..., E””)- de
9* si f tienela expresíon

directamentede la Definición 4.2.2 se obtiene

¡((2,,) = (20k A .. A (2<>” (4.17)

El grupo U actúa por la derechaen ir£2(Al) o S(g~) y en irl£2(M) [(2<]

respectivamentemediantelas condiciones:

(ir:w Of) .~ = Ñw ® fY,

en donde f
9 E ~k (g’) es el polinomio definido por

f2(A,. 40=f(Ad
9A1 AdgAk), A, AÉEQ,

= (Rg-i)’E, VE E ir£2(LVI) [§4<].

Nóteseque, como la curvaturaes una forma de tipo adjunto (cf. §2.8.1),se
tiene

Vw E W(LVI), Vf E

y

(4.18)

(4.19)

(Rq<Y(2K = Ad9 o §4<,
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St

y entonces(R~~i)*£2O, 1 < a < un, es combinaciónlineal de £2’ - £2”” para
cualquier y E U. Por tanto, si E E ir7£2(Kl) [(2,,],su imagen E y seguirá e,

perteneciendoa esteconjunto, por lo que la acciónestá bien definida.

Por otra parte, si tomo un elemento < = irk 0 8<>’ y .. y 3<”‘ de
ir7(2(M) s~ S(gfl, haciendo uso de la fórmula (4.17) y de que £2,, es de
tipo adjunto (i.e., Ad9—~(2,, = R£2h-), se tiene

5,¶
K(( y) K(irw &Ad~ ,B<” y... y Ad> ,B”‘”)=

7VtW A B<>’(Adyú(2,,) A~ A B<>”(Adg—i(2,,) =
e,

ir:w A B<>’(R;£2,,) A A B<>k(R;£2,,) =

ir7w A [47(2<>”A A (2<”‘) =

y

Por tanto la aplicación 1< es equivarianterespectoa las accionesde O en e,

w7§2(A-I) O V(g’) y ir7(2(AI) [£2,,]respectivamente.
Supongamos,por el momento,cierto el siguiente:

e,
Lema 4.32 La aplicación 1< es un epimorfismode álgebras cuyo núcleoes
el ideal generadopor los elementosde la forma irk3 Of. con w~ E 12

3(M). e,

1 E S¾g~)y s + le > it = dim Kl.

Impongamosahora la condición (2) del Corolario4.1.6 a la forma z,., es
decir, suponemosque la forma E,. verifica

(R
9~E,. E,, Vg E U, (4.20) —

o lo quees lo mismo
e,

—r 9~r VgEO,

tal como seexpresaen la fórmula (4.19). Por la ecuación(4.15) teneniosque me

E t(2W~) [Qn] y por lo tanto sepuedeconcluir que al álgebrade forrhas
gauge invariantesen .J’P es de la forma e,

‘gauP ir77)VI) [£24’{Er E ir7£2MKl) [£2,,]E,. .g = E,.)!9 E O)-
(4.21— e,

Volviendo a la expresiónde E,. dadaen la fórmula (4.15). si consideroel
elemento~,. E wW(M)®5(g*) dadopor

= ir~w11 ~ o (E’)” y ... y (Btm)im,

e,

e,

e,

a

0-
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se cumple que 1<7(Q) = E,, tal como se desprendede la fórmula (4.17).
Entonces,como la aplicación k es equivariante, (,. — ~,. g E ker IV para
cualquiery E U. Como hemosasumidola desigualdad(4.16), en virtud del
Lema4.3.2 se deduce

4,.94,., VgEU.

Finalmente,teniendoen cuentaqueU operatrivialmenteen on ir712(M). se
tiene

(ir12(M) O S~))~ = 71SY(kf)O (S(~*))O = ir:Iflivl) e

en dondeel super-indiceU denota,como siempre, invarianciapor la acción

del grupo. Es decir, las formas gauge invariantesen PP y q-proyect-ablesa
0(P) son del tipo

= 71w¿ A

con&}! E (2(M), y f’ E ~0 polinomios de Weil, endondela sumaen ¿ esuna
sumafinita.

Por tanto, la expresiónde las formas en 0(P) queson gaugeinvariantes
es

= qZ = p½¿A ¡‘((22),

con w, E W(M), y .0 E

c.q.d

Observación 4.3.1 Para los grupos clásicos,el álgebrade polinomios de
Weil J0 es unaE-álgebrafinito generada.De hecho, para un grupo de Lie
semisimplecomplejo. JO es una anillo de polinomios en ¿ variables libres.
siendo1 el rango del álgebra(Teoremade Chevalley,véasepor ejemplo [Var.

:~j4.9D. Por tanto, la fórmula anterior pruebaque1gauP es un álgebrafinito
<enoradasobre£2( tI).

DEMOSTRACIÓN DEL Lerna 4.3.2: Sea~ un elementode <(2’(A<í) .08(e*)
Dicho elementose podrá expresarcomo unasumafinita
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siendo y- fornías diferencialesen ¡Vi distintas cte cero y . . .

polinomios de simétricos (f’ E
5h¿ (g*)) Si se expresacadapolinomio corno me

= <‘a, ~<> y ... y Bah,.

de la igualdad(4.17) se tiene

xx 71w, A 4>, <>h (2<>’ A . ~ A (2%,
e,

lo quepruebadirectamenteque IV es un homomorfismo. La suprayectividad
es evidente. Finalmente, supongamosahora que J<(C) = 0. Por el Lema
:3.4.1. estoes posiblesolamentesi —

grado(w~)+ h, > u,
a-

paratodo 1 = 1
cci.d

e’

4.4 Formas autP-invariantes en C<P) u,.

Teorema 4.4.1 Sea ir : E> —> ¡1-1 un fibrado principal arbitrario en el que el
grupo estructural O la variedad base Kl son conexos. El álgebra de formas e,
autP-invaríantesen 0(P) está generadasobre los-númerosreales por las
formas características{jf (122)}Í5zc. Es decir.

u’
‘antP = IR [1 (f?0]1610

DEMOSTRAUION. Segúnel Teorema4.1.7. hay quecaracterizaraquellasfor-
masde PP quesonautE>-invariantesy proyectablesa 0(P) por la aplicación
q : PP — 0(P). SiE, es unaforma q-proyectableyautP-invarianteen PP.
en particular seráqauge invarianteen PP y, por el Teorema4.3.1 (fórmula
(4.21)).

— c -r>fl( AAI íni~ e

Pero la autE>-ínvarxanciaen f~ E>. por elTeorema3.4.2. implica queenverdad

.2, ER[§if. —

Finalmente, tal como se muestraen el final (le la demostracióndel Teorema
4.3.1.se tiene entonces a’

= A,f’(124,

siendoA, E IR y ~ fc, en dondela sumaen 1 es unasumafinita. a-

(.61(1

e,

me

O

me

a
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4.5 Ejemplos

4.5.1 Los grupos de interés en teoría de campos

Los gruposque aparecenen la teoría de camposgauge son básicamentelos
siguientes:

• El grupo LJ(1) quedescribela simetríadel electromagnetismoclásico
y que surge al formalizar la condición gauge de Lorenez (véase,por
ejemplo, [ion. §10.1]) en las ecuacionesde Maxwell.

• El grupo SL7(2) es el grupo de simetríasinternas del isoespín. Los
camposde Yang-MilIs (cf. [YM], [ED]) son precisamentelos campos
gauge de grupo 5(7(2). Es el primer ejemplo importantede teoría
electromagnéticano abeliana.

• El grupo producto directo (1(1) x 3(1(2), quees el grupo desimetrías
del modelo de interacciónelectro-débil(véase[MM, §6.21).

• El grupo 8(1(3) es el grupo de simetría querige la interacción fuerte
de hadrones. Por ejemplo, la lagrangianadel quark libre tiene una
simetríaglobal respectode SU(3) ([Jon. §10.6], ).

• El grupo productodirecto U(1) Y 5(7(2) x SU(3)quemodelala teoría
unificada de las interaccioneselectromagnética,débil y fuerte. Esta
teoría es conocidausualmentecomo el “modelo estándar” (véase,por
ejemplo. [MM. §6.23).

A continuaciónestudiaremoslos grupos (1(1), SU(2) y (1(2). No consi-
(leraremoslos grupos producto porque la teoría se extiendetrivialmente a

dichoscasosy tampocolos gruposSU(n),con it > 3. porque las expresiones
localesson muy complicadasy la técnicaes la misma.

4.5.2 El grupo U(1)

Expresión de las formas características

Sea ir : E> -e Kl un librado principal de grupo estructural el grupo U(l).
(‘onio (1(1) es abeliano. su representaciónadjunta es trivial. Por tanto. el
librado adjunto adP es un fibrado vectorialde líneareal trivial sobre11>1, es
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decir, adE> = Al Y E. Así pues,el fibrado deconexionesp: 0(P) —> ¡VI es un

librado afín modeladosobreTtKl 0 adP~ §f*Kl y, por otra parte, la forma e,

símpléctica ~2 de C(E>) es en estecasouna forma usual con valoresen IR.
Como el álgebrade polinomios de Weil del álgebrau(l) IR estágenerada

mepor la aplicaciónidentidad f = Jd~, los Teoremas4.3.1 y 4.4.1 afirman que

‘gan? = p*£2•(Ví)1123 y ‘autP = IR[£2
2]. e,

La expresiónlocal de la forma ~2 dadaen la fórmula (2.16) es.en estecaso.
u,

= dA1 A dr’. (4.22>

e,
Estosresultadospuedenencontarsedeunaforma másdetalladaen el estudio
de la invarianciapange de los ([(1)-fibrados principalesquese desarrollaen

(HM1I y [HM2I. a
La forma £22, ademásde ser la generadoradel álgebragauge, poseelina

estrecharelación conla estructurasimplécticacanónicadel librado PAl. En
efecto:

Proposición 4.5.1 Consideremosun [7(1) fibrado principal it E> —~ Kl a-
SeaL una conexióncualquieraen E> y sea£2r la 2-formade curuatura con-
síderadacomoforma diferencialordinaria en ¡VI (cf. Observación2.8.2). Si a-

-½: PAl -e 0(P) es el isomoifismode fibrados afines dado por

x1-(w) It + uy w E T;LVI. x E ¡VI. e,

y (2Q es la forma simplecticade 0(P) (cf. Teorema2.8.3). entonces
O

= dw + ir$((2p).
me

-siendodw la fornía simplécticacanónicadel fibrado cotangente(i.e., la dife-
re-acial de la forma de Lionnílie > y ir-f : ~T

t¡VI —+ ¡‘-1 la proyeccióncanon-ica.
e,

DEMOSTRACIÓN. Tornemosun sistemade coordenadas(9. Y’) en A-! y

sea (:r’ - it; A,.... , 4,) el sistemade coordenadasinducido en 0(P) (cf e,
§2.2). Se considerael sistemacoordenadas(9 Att pi.. .. .p,+) usualesen
el librado tangente,por la condición

w = p
1(w)dx-’. -w E T*LVI.

e,

e,

e,

O

e,
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En estossistemasdecoordenadas,la aplicación Xr tiene por expresión

tú = p1dx
3 <— xv(w) = A

1(F~) + Pp

paraw E flA’!. Entonces,haciendouso de la expresión(4.22),

(04- ¿3A~\-
= d(AÁk) ½)Adx’ = ~~

4yv)dz’A dx~±dp
5Adx

3.

El segundosumandoes la forma simplecticade PM y el primer sumando
no es másque la curvatura(le E, tal comose puedever, por ejemplo,en ENS.
-~.203.

ttq.d.

Corolario 4.5.2 Con la notación de la proposición antertor, si, E es una
conexiónplana en un U(l)-flbrado ir : E> —* Al, la aplicación~p : PAl —*

0(P) es un simplectomorfismo,es decir, x?(£22) = dw.
En particular. si seconsiderala conexiónplana estándarE

0 en el fibrado
tr¿vjal ¡VI Y U(1) y seidentifica0(P) ~ TIvf por la aplicaciónXr0’ el álgebra
deformasgauge invariantes en T*M estágeneradapor la forma simpléctica
eL- (VéaseFUMÍ] y ÍHM2]).

Ejemplo 4.5.3 Veamosun ejemplo clásicode estasituación. SeaL(p. q) =
S

3/Z~ el espaciolenticular de tipo (p, q) dondep, q son dos númerosenteros
positivosprimos entresí con p =2, y la acción de Z~ (identificado al grupo
de las raícesp-ésimasde la unidad) sobre ~3 viene dada por (¿e.y) =

(¿eJ.ycqk) O < le <2 p —1, siendo

Es sabido ([Cre]) que tal acciónes propiamentediscontinua. de modo que
L(p. g) es unavariedaddiferenciablede dimensión3. Seair : -e L(p. q) la
proyecciónde pasoal cociente. Consideremosla acción natural de Z~ en el
grupo [1(1) y formemosel librado asociado

irp : E> = (~3 Y (7(1

Como (7(1) es abeliano, E> es un fibrado (1(1)-principal sin más quedefinir
la acciónpor la fórmula [u,:] 4 = [u, 4, dondeu = (xv) E S~, z,t E U(l).
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y [u, z] designala clasedeequivalenciadel par (u, z) E 53 Y (7(1) en E>. Tal
librado es manifiestamenteno trivial porquereducea ir 53 —# L(p. q). De —

hecho, la reducciónestádadapor la aplicación Z~-equivariante~ :S~ p
~(u) = Lu. 1~. La existenciade reduccióndemuestratambién que irp admite
una conexión plana. Por tanto, se puedeaplicar el corolario anterior para e’

deducir que la estructurasimpléctica del librado de conexionessobreE> es
canónicamenteisomorfa a la del librado cotangenteT* LQp, q).

La fibración de Hopf 33 —* 9

Seair : 33 ~~>52la aplicación definida por
e

ir (¿e. y) (2x~, ~2— uf2)

donde: O

1. 9 se identiflea a los pares(x,y) E C2 talesque <2 + = 1. —

2. ~2 se identifica a los pares(x,t) cC Y IR tales que xf2 + t2 — 1.
O

Probemoscon detalleque ir es un librado principal degrupo U(1). Para
ello, identifiquemos en primer lugar U(1) con 9 {z E C : VI = 1)-. La e
acciónde 8~ = U(1) sobre8~ es por traslacionesaderecha;estoes, (¿e.y) z =

(¿e:.y:). La definición es correctapuesse tiene u,

¿e . 2 + lv~ 2 = <2<2 + yf> :12 = (¡<2 + yf2) :12

+ = 1. u,

ya que JzJ = 1. y por tanto (it y).: E 9. Veamosqueir es epiyectiva. Dado e
(u, t) E ~2 distinguimosdos casos:

me
1. Si u = 0. entoncest = ±1y se tiene <1,0) = (0, 1), <0.1) = (0—1).

2. Si u # 0. entonces—1< t <l y se tiene u’

1+t-u 1—t 1-1-tu ___ u,

ir(v 2 7? 2 )=óitÍ ( 2

e,

u,

u,

a-

a’
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Veamosque las fibras de ir coincidencon las órbitasde la acciónde U(l).
En primer lugar. se tiene

ir ((¿e, y) . = ir(xz, yz) = (2 (¿e:)TÑ>, }x:¡2 —

= (2¿e:2~,<2 —

= ir(x,y).

Recíprocamente.si w(:r,. y,) = <¿y2,yp), entoncesse tiene

(i) ~iÑ = ~2iJ2. (u) Xi> — ui 2 = ¡¿e2 —

Como (xí.yi) E 53, o bien ¿e~ ~ 0, o bien y, # 0. Supongamos¿e~ ~ O y sea

= ~ ~2 de modo que¿eQ = ¿e~z. De (i) se deduce~ = 4~, y conjugando,
.~ii = ys, de donde

1
ib = 1< -

Por tanto, bastaver que ¡z~ = 1 (o sea,z E (1(1)). En fecto, de (u) se sigue

¿e, 2 — Y2< = z,4 — Y21

y dividiendo por xí >. se obtiene

1 — ¿epiy2¡
2¡~~2= KV —

de dondeseconcluyeque = 1.

Observación 4.5.1 La importanciade la fibración de Hopf reside en que
dicho librado principal no admiteconexionesplanas,yaquesu clasedeChern
no es trivial. De hecho. ci(S3) es un generadorde H2(82;Z> (véaseFAti2],
[MM. §8.2V. Por tanto. las formas gaugeya no puedenmanejarsede forma
canonica & partir de la estructura simpléctica del librado cotangentea la
esfera.8>. corno se sigue del último corolario.

4.5.3 ¿El grupo SU(2)

Expresión de las formas características

Como es sabido (véase[KN, XII,Theorem2.5j) los polinomios de Weil del
grupo SU(2) están generadospor un solo polinomio: el determinanteen
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su(2). De modo preciso, el álgebrade Lic de SU(2) está formada por las
matricescuadradasde orden 2 con coeficientescomplejosde la forma

ev
—a + bí

a±bi)
a E IR, a + b~ E C.

Entoncesdet : su(2) -e IR. detQd)= a2+ a> 4~ 6>, es un polinomio invariante
frente a la representaciónadjuntaquegenerael álgebrade Weil:

jSU(2) — IR [det]

Calculemosla correspondienteforma característicadet (£22) (véase[CM23).
Paraello determinemosen primer lugar la expresiónlocal de la forma £22 en
0(P). siendo ir : E —~ NI un fibrado principal cualquieradegrupo 5(1(2).

En primer lugar, fijemos la siguientebasede su(2):

B~=4(¿ fl, 01 N\

—l o) B~=~(9 ¿)
Obsérveseque2íB«.1 <2 a <2 3, son las matricesde Pauli. Un simple cálculo
pruebaquese veriflea

fB,, ¡32] = E~, ~B
2,B3j= E,, [B~,B~] ~2 —

Con tales notacionesy teniendoen cuenta[a fórmula generaldadaen (2.16)
para (2Q, en el presentecasose tiene

A
2A3dX’A= ®

123{dAJ A dr’ + ~ k dÉ)- B,

en donde~í2s designala sumacíclicaen los tresíndices 1, 2 y 3. Por tanto.
tomandodeterminantes,se tiene:

774 = —<~,n (di A dr’ A dA~ A-7

dr’ ±~A2A
3dx3A dÉ A dA~ t dr’). me

“j

(4.24)

Por tanto. paraun 8U(2)-flbrado principal ir : E> -e Kl cualquierase tiene

‘ganE = P (¡VI) VM

a

‘antE = IR [7/4)

a

0-

e,

e,

O

e,

O

u.

e,

e,

(4.23) e,

u,

a’

e,

a

a

u,
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Observación 4.5.2 Es este caso, los conjuntos‘gan? y ‘autF se puedenex-

vasar de una maneraabstractaidentificandola forma t¿~ con una variable
muda t y formando el álgebrade polinomios sobre(2(Al) y IR respectiva-
mente. Sin embargo. hay expresionespolínomicasque al ser vistas como
formas en 0(P) son nulas. Hay que tomar cocientespor ciertos ideales,de
la siguentemanera:

‘ganE = £r(MÑt] ~ ‘antE = R¡lt

]

(w3 . t’~ s-4—2k> it)

Comoel determinanteesun polinomio de Weil de grado 2, esunaconsecuen-
cía directadel Lema 4.3.2 comprobarque las anterioresidentificacionesson
correctas.

Observación 4.5.3 Si dim Al <2 3 entoncesaM>4 = O paracualquier u
Kl -e 0(P) seccióndel fibradode las conexiones.En efecto,paradirn ¡Vi <2 3.

(o
cada librado principal ir : E> —~ Al de grupo 5(1(2) es trivial - loquees
equivalente,admite una secciónglobal) ya que SU(2) ~ 53 es (ni — 1)-
conexo para cada -m <2 dimAl (cf. [Hus, Chapter2, Theorem 7.1]). En
consecuencia.todaslas clasescaracterísticasde E> son necesariamentecero.
Sin embargo.[a forma fl~ no seanula,si bien su imageninversapor cualquier
conexiónde E> es idénticamentenula. Ello pruebaque. en general, las formas
característicasde un librado principal poseenmásinformaciónquesus clases
características.

Ejemplo 4.5.4 La expresiónlocal de tj~ dadaen (4.21), en el casoen que
la dimensiónde la variedadbaseKl sea2 tiene la siguienteforma

= ~dt A dr
2 A (dAt A dA~ + d

14f A áA~+ dAt A dA~).

2

La fibración de Hopf 57 -e

Seair: 57 9 la aplicacióndefinida por

ir (¿e, y) = (2ar~, <2 — zt)
(lendeL

1. 57 se identiflca a los pares (¿e,y) E £~ tales que ¿e¡> + ¡y~
2 = 1, siendo

E el cuerpode los cuaternionesy la norma asociadaa ¿e ~-= #+

4 + 4 + 4, siendo¿e = r~ ±¿ei~ + ¿ej -b :r
3k.
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2. 54 se identifica a los paras (¿e.it) E 11ff Y IR tales que <2 + it2 = 1.

e
Como en el casodel grupo (7(1) se pruebaque ir es un fibrado principal

de grupo 53, dondela accion de 53 sobre57 es Qr. y) . z = (¿e z,y z), en
dondeel producto es el cuaterniónicoen 11. a-

Si consideramosahorala proyecciónesterográficade 54 — {p} a IR4 1141.
siendop = (0. 1) E ff11 Y IR, podemosutilizar la estructuracuaterniónicapara —
escribir la forma i~. Como 54 — jjp} es contractible. la libración de Hopf
sobreesteabierto es trivial y, por tanto, podemosintroducir las coordenadas
(¿el. 9.99 A?,A~,A~4?). 1 <2 a <2 3, en 0(5v) (cf. §2.2). Realizamos —

la identificación

u,

2B
1=i. 2B2=j, 2B3=k.

de la base{B~. B2, B3} del álgebrade Lie s~42)definidaen (4.23) con la base o

{U. le> del espaciode los númerosimaginariospurosy denotamos

d¿e — dÉ + d+>.í+89.j+dÉ.k. me

Sean a

A~ =

A2 = 41.i-?-AYJ+4k e,

A1 = A1.í+A~.j-i--A~.k.

A4 AViA~.i-i-A}.k. me

y e,
— —l

(A2.i±Aa.j+A4’lc),A1 -~

- 1 u,
A.> — (~4;.í—~44j+íl3-k)

- — —1 «44 iAi <—A2 le). —
A1

— —1
(—A3.í—i-A2 4+Ai . le).A4 a

Si se define

e,

A = A1±¡t> i+ A3 + A4 le.
u,

u,

e,

e,

a-
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se compruebaque la forma de c:urvatura(2~ tiene por ~presión (véase [NS,
110.8])

= Jm(dA+ (Mx) A (Ad¿e)).

en dondeIm denota la parte imaginariacuaterniónica. Entoncesla forma
1/4 = det(k) tiene con estanotaciónla siguienteexpresióncuaterniónica

1 1
= ——~2 A £22 = —---Im(dA + (Adx) A (Mx)) A Jm(dA+ (Mx) A (Ad¿e)).

4 -1

4.5.4 El grupo U(2)

Si bien estegrupo no es relevanteen la teoría de campos,vamosa explicar
la estructurade sus formas invariantes,para poner de manifiesto explícita-
menteun ejemplo en el queexistendos generadoresesenciales:la traza y el
determinante.

El álgebra de Lie de (1(2) está formada por las matrices cuadradasde
orden 2 con coeficientescomplejosde la forma

—a+bi a±bi) a,/9ER,a±biEC.

Entoncestr : u(2) IR. tr(A) = a + 13. y det : u(2) —* IR. det(A) =

—aB+ a2 + ¿A. son polinomios invariantesfrentea la representaciónadjunta
tille generael álgebrade Weil:

~rU(2) — IR [tr, det]

En primer lugar. fijemos la siguientebasedeu(2):

~“=<¿ 2).B~=#(¿ 2).¡32=~(? t)’~~=~< ¿1
1 Y simple cálculo con la expresión(2.16) de la forma (22. muestraque ex-
presionespara las formas asociadasa la traza y el determinanteson las
sigzí¡entes:

= d 40 A dr’. (4.25)
-J
10

7/4 = ——dA.A dx~ A dA9 A dr’
41 -7

1 3k-1

A dr’ A A dr’ + drAd AdA
1 A dr’).4~l23 (±4 ±4 2AMA~¿ex.
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en donde.de nuevo. S123 clenotala suma cíclica en los índices 1, 2 y 3.
Los Teoremas4.3.1 y 4.4.1 afirman por tanto cine, para cualquier(¡(2)— —.

librado principal ir : E> —y ¡VI. se tiene

‘ganP = *(2•(.1j) [½‘ 04] ‘autP IR Vm 04] . a’

Al igual queen el casoSU(2). los conjí.íntos ‘ganí’ y
1Ántí’ se puedenexpresar

de una maneraabstractaidentificando las formas ~/2 04 con un par de va-
riables 71. it y formandoel cocientedel álgebrade polinomiossobre(2(¡VI) y
E respectivamentepor ciertos ideales,tal como se expresanen las siguientes e,
fórmulas:

‘gauF = £2(Kl) [u, it] IR Lot] e,
ukltk2 s+ le

1 +2k2> it)~ = le1 +2k2> it)(ukltkí

e,
Como la traza es un polinomio de Weil de grado 1 y el determinantees
de grado 2. es una consecuenciadirectadel Lema 4.3.2 comprobarque las
anterioresidentificacionesson correctas. O

a

u,

me

u,

e,

e,

e,

a

e,

e,

u,

me

me



Capítulo 5

Equivalencia de lagrangianas

gauge invariantes

5.1 Problemas variacionales

5.1.1 Formulación de un problema variacional

Seap: E’ —~ Al unax~riedadfibradaarbitraria, dondela baseKl esconexay
orientabley seap : J’(E) -e Kl el librado de 1-jetsde secciones(cf. §2.4).

Definición 5.1.1 Una densidadlagrangiana sobrep : E -e Nf es una apli-
cación de variedadeslibradassobre Al,

A: ji(p) AnT*M,

siendon = dim JI. Si fijamos unaforma de volumenu en Kl. cadadensidad
laoranaianase podrá escribir como Lv paracierta función

£ : J’(E) —* IR.

Ilama(ia lagra-ttgíana.

Observación 5.1.1 Sepuededefinir también unadensidadlagrangianaco-

mo una it-forma diferencial en J’(E) del tipo £pv. Sin embargo,parafaci-
litar la riotación, se escribedirectamenteLv.

95
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Fijada unasubvariedadconexay compacta (posiblementecon frontera)
D C ¡VI con dim D = dim Al, una densidadlagrangianaproduceunafuncio- e’

nal sobreel conjuntode secciones(le PLD como

F(D,E)—>R a-

fn(s) j (47 (Lv).

Definición 5.1.2 SeaX~(E) C Y (E) la subálgebrade Lie de los campos
vectorialesp-verticales cte E cuyo soporte tiene imagen compactaen ¡VI. —-

Se llama primeva variación de la funcional asociadaa Lv en una sección
Al —~ E a la funcional lineal

e,
¿4 : XjE) —~ IR

me
definida por

651(X) = ¡ (1i5)’ (Lío) (Lv)), a

siendo X~’~ el levantamientode X al librado J’(E) por transformaciones o

infinitesimalesde contacto (cf. [Mu], [Sau, p.133j). Una seccións es crítica
o e¿etremalpara Lv si la primera variación de Lv se anula en s: es decir. e,¿4 = 0. o equivalentemente.

>/ (jji~)* (L-<~n (Cv)) = 0. VX e flE). e,

5.1.2 Ecuacionesde Euler—Lagrange u,

Como es bien sabido (véase,por ejemplo [0ar3], fCoS], [EMR]), unasección
s : ¡TI -e E es crítica si y sólo si verifica las ecuacionesde Euler—Lagrange:

estoes.

DL ot— 8 (DL 15> =0, a=l. (5.1)

&r’ k~< ,~¡
u’

donde ni es la dimensiónde las fibras de p : E —* Al, y (y?) es el sistema
de coordenadasinducido en J’(E) por un sistemafibrado de coordenadas
locales (sl... Y; y

1 ym) para la proyecciónp en el cual la forma de me
volumen adoptesu forma estándary dr’ A ... A dr”.

e,

me

a’

e,

u,
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5.1.3 Problemas variacionalmente triviales

Definición 5.1.3 El problema varíacional definido por Lv se dice que es
trivial si todaslas seccionesdep: E —* ¡VI definidasen un abiertocualquiera
(le la baseson extremalesdel problema.

Observación 51.2 Nóteseque un problemavariacionales trivial si y sólo
si las ecuacionesde Fuler—Lagrange(le dicho problemase satisfacenidénti-
caníente:es decir, cualquiersecciónde p es una soluciónde las ecuaciones
(5.1).

Definición 5.1.4 Dos densidadeslagrangianasLv, tu sedice queson equi-
valentessi el problemavariacionaldefinido por su diferencia Lv — L’v =

— £‘) u es trivial.

Proposición 5.1.5 El problemavariacional definido por Lv es trivial si y
sólo si £ satisfaceel siguientesistemade ecuacionesen derivadasparciales:

Ú>L 52£

+ 0, i,jil n; a~3=l ni. (5.2)

DL &>L Ú>L
+

Sya 5r’Dy? 5p45ygYi~ev = 1,... , ni. (5.3)

DEMOSTRACIÓN. Seas unasección local cualquieradel librado p : E
Kl y consideremoslas ecuacionesde Euler-Lagrange(5.1). Desarrolandoel
paréntesispor la regla de la cadena,se tiene

DL ¿s) — 52£ 5~£ Os~ 8£ 52~4

(¿s) — (j1s)— — (Jis) - =t2r~0g, D¿ADzn? X 5r’ 0yj30y~ ~

(.5~4)

para todo ev = 1. ni, y ¿e en el dominio de s. Es directo comprobar
ahoraque las condiciones(5.2) y (5.3) son suficientesparaque se verifique
(5.4). Veamosque son también necesarias.Como la elecciónde la sección
es arbitraria, dado un punto ¿e E A’f y un elementoj4s E (.JiE)~, podemos
escogeruna seccionlocal s con este 1-jet tal que (32</0=5P)~= O para

jOe4L4cici¿i . . . n: = 1 -ni. En esecaso, se deducela ecuación(.5.3)
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Finalmente,en vista de la ecuación(5.4), si la condición (5.3) se verifica.
se tiene e

52~4

(14s) (<=0.
0740< 0¿eíDÚ me

paracualquiersección,lo que implica inmediatamentela condición (5.2).
0-

Corolario 5.1.6 (Campo escalar)Seap : E —> Kl un fibrado cuyasfibras
sonde dimensión1, estoes,dimE = dim A1+1 (o seam-= 1). Entoncesuna
densidadlagranqía-na£v sobre.Ji(E) es variacionalmentetrivial si y sólo la
forma de Poincaré-Cartan(véaI¿se,por ejemplo, [GarS]. [CoSI. [EMRfl es a-
cerrada.

DEMOSTRACIÓN. Las ecuaciones(5.2) y (5.3) se escribenen estecaso como a-

52£

2 =0. ¿<¡=1.... it:

5y~By~, me

0£ _ 02£ 02£
— + 21- o

Dv 5r’Dy.~ DvOm 1

La primera condiciónimplica que£ es unafunción afín de la forma £ = £0 +
£½psiendo£~. £ . i = 1 it. funcionesdiferenciablesde las corrdenadas u,

(¿el - -‘~- y). La segundacondición seescribeentoncescomo

Oto 5” 0-

Por otra parte.como es bien sabido (véanse[Gar3], [CoSi. [EMR1) la expre-
sion local de la forma de Poincar&Cartanes

e = (íy~ ~ (d< — 217d¿e’) . n + Li:. e,

siendo = d¿e A A dr’. v~ = d¿e
1A A d.xz A A d.x~. Por tanto. se —

t-íene

15£ s me
í1t±id A (dyde = y-—’ Y~i) — y

1d¿e’) A

0£ - DC 0= e,
+ (—1)

1—dv< A dr-’ A v~ + d£ A-u = —--—--el-y A -4- —ely A
Orn’ 5r’ e,

O.

e,

e

O
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quees nula únicamentesi la igualdad (5.5) se satisface.
cg.d.

Corolario 5.1.7 (Mecánica) Sea Kl = IR o S~ y p E = Kl Y Q —* Al
la proyecciónsobre el primer factor, dondeQ esuna variedadde dimensión
-ni. (o sea, n = 1). Entoncesuna densidadlagranqianaLv sobre J~ (E) es
-t’ariacionalmeate trivial si q sólo si ¿a forma de Poincaré-Gartanes cerrada.

DEMOSTRACIÓN. Sean (q’ qm) las coordenadasde la variedad Q y
(t.qa4t) las de [(E). Las ecuaciones(5.2) y (5.3) se escribenen este
caso como

2_02£
=0. a,/3= 1,... ,ni,

5~
— 4- . qQa-=1,...,m.Sq~ — DtOúa ¿3qIiSqa

La primera condición implica que£ es una transformaciónafín de la forma
£ tI £<, + L~ú0 siendoL~, £a, a = 1 -ni, funcionesdiferenciablesde las
corrdenadas(it, g’ - gm). La segundacondiciónse escribeentoncescomo

5L~ -

-~ -771

54,,
Oit

5L~
ev=1 -t-n.

que implica

D£o _ 54
Dqo ~W’

BiS
4

(5.6)

(5.7j

paratodo a.3 = 1 ni. Por otra parte, de la expresiónlocal de la forma
de Poincaré-Cartan. se tiene

de = d(+) A (dqn

0£
— ~

DI

— rfYt) — A dI -- diC A dÉ

¿9£ SiSoA dq
0+ —d0

Dq4 A dt.

quees cerounícamentesí se verifican (5.6) y (5.6)

c.q.d.
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Observación &1.3 La Proposición5.1.5 puedeforrniílarse intrinsecamente
del siguiente modo. SeaPiO : 11(2) —> E la proyección canónica. Una u,-

densidadiS ti define un problemavariacionalmentetrivial si y sólo sí existe
una a-formap{o-horizontalw en J1(E), tal que:

e,
(1) dw=0.

O

(2) L(~s) . v~(X’ X”) = wgí
5(Y’ - Y’), ~s E J

1(E) paracual-
quier n-upla de vectorestangentesX1 - X~ E ftM. siendoY’ E e,

= 1 n. vectorestales que(pío),Y~ s,X’.

e,
La pio-horizontalidadde w hace queesta última definición no dependa

de los vectoresY’. 1.... n, elegidos. Para una demostraciónde este
resultado,véase[Krl). a’

5.2 Lagrangianas invariantes en J1(C(P))

5.2.1 La noción de densidad invariante O

Seair : E> -e Kl un librado principal y seap : 0(P) Kl el Librado de las
me

conexiones.

Definición 5.2.1 Una densidadlagrangianaLv definidaen J’(0(E>)) sedi- O

ce quees invariante por transformacionesgauge infinitesimales(abreviada-
mente,gauge invariante) si se veriflca a-

AQ~(L) = 0, (5.8)
a

para todo campo gaugeA’ E gauP, en donde X~X> es la subidaal librado

.2(0(P)) de 1-jets del canípoX
0 E X(C(E>)) (cf. Definición 2.3.2). —

Se dice queunadensidadlagrangianaes invariante por automorflsmos cfi—
nitcgsín¿aíes(abreviadamente.autP-invariante)si se verifica o

o

me

paratodo campo X’ E autE>.
me

0-

a

e,

e,
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Observación 5.2.1 Si Lv es unadensidadlagrangianaautP-invariante,se
t1EgII(~

¿ ~~~(iSii)— X~1~(iS)v + £Lxoív 0. (5.10)xc o

41)
paratodo X e autE>. El campoX=-.es p

10-proyectableal campoXc-, siendo

Pie : 1
1(C(P)) -e C(P) la prqyeccióncanónica.Si A” E .X(A’1) es la proyec-

cíón de A’ E autE> a Al el campoXc es asu vez proyectableaA”. Entonces
_ -— A” y. como t’ es unaforma de-A’!, se tiene

Lx(U-i’ Lxv = divX’ u.

Por tanto. la igualdad(5.10) es equivalentea

+ LeivA” = O,

para todo A’ E autP. Si A’ E gauP, entoncesA” = O y se recuperala
condiciónde la fórmula (5.8).

Nótesefinalmenteque si u’ tI f . u es otra forma de volumen en Al, y
Li’ = iS’v’, es directo comprobarque, paraA’ E autE>, LXcu(Lv) = O si y

solo si LX
11>(iS’v’) = 0, lo que haceindependientela definición de invariancia
CC

respectode la forma de volumende Kl escogida.

5.2.2 Caracterización de lagrangianas gauge invarian-
tes

Las densidadeslagrangianagaugeinvariantessecaracterizangeométricamen-
tea travésdel TeoremadeUtiyama. Parala demostracióndeesteimportante
resultado,así como paralas definicionesy propiedadespreviasquevamosa
exponera lo largo deestasección,puedenconsultarse,por ejemplo, las refe-
rencias [Ble. §10.2]. {Eck]. [0ar23y [Uti].

Definición 5.2.2 Sea ir : E> -e ¡V! un Librado principal arbitrario. Se llama
jibrado de curvatura al librado vectorial ir,,: A> T*M ‘~‘ adE> —+ A-I. siendo
ir9 : ad? —* A-! el fi brado adjunto (cf. Definición 1.4.5).

Se define la aplicación de curvaturacomo la aplicación librada

£2: 1
1(0(E>)) —~ A> T*Kl 2 adP,
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e

dadapor

Q(Áur) tI ((2r)x,

en donde Up representaunasecciónlocal de p : 0(P) -e Kl (y por tanto una
conexión local 1’ de- ir : E> -e Al) y (2~ es la 2-formade curvaturade E vista
como forma en Kl con valoresen adP (cf. Observación2.8.1).

a-
Observación 5.2.2 Consideremosuna baseB~ E>m del álgebrade Lie
g y un sistemadc coordenadas(.t’ xn) definido en un entorno U c Al
en el que el librado ir E> -e Al sea trivializable. Sea (r’. A]) el sistema O

de coordenadasen 0(P) definido en §2.2 y sea (V.At A]1) el sistema de
coordenadasasociadoen el librado de 1-jets 1

1(0(P)) (cf. §2.4.2). En el e,
librado de curvatura A> PA’! Ñ adE> sc define un sistemade coordenadas
(¿ei.R%), 1 <2 i <j <fl_ 1 <a <-ni, deforma natural por la condición

2

W=ZLRt(W)d29AdVOBo, WEAT*¡VJEjadR —

(Reciiérdeseque ~1, Bm, forman una base local del fibrado adE> (cf. e,
§2.2)). Entoncesla expresiónen coordenadasde la aplicación de curvatu-
ra es la siguiente

a
ft?- eCl = A]- — At — c7~ASA.?. (5.11)

Proposición 5.2.3 La aplicación de curvatura(2 : J’(0(P)) — A2T*Al a-
adP. es una submersiónsuprayectiva.

e,
Observación 5.2.3 Corno el librado adjunto adE> es un librado asociadoa
ir : E> —+ AL <cf. Deflnici¿nl.4.5).dadaunatransformacióngauge~> E GauE>.
se define de forma natural unatransformación~at1 : adE> adE>.dadapor u,

td((u,B)ad) tI (dI<u),B)ad.

u’

Si A’ e gauPes un campo ga-ugey {t}tE~ es su flujo, se de-siganpor Xad E

X(adP) al campodel librado adjunto cuyo flujo es {(t)a<¡}tc~.

Las aplicacionesgaugeoperantrivialmenteen el Librado A>T’¡\I. Por tanto
podemosdefinir unarepresentaciónde álgebrascíe Lic

e,

gauP —* X (A2 T*Kl -Ñ ad?) X

a

a

e,

e,

u,
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quepor abusode notaciónrepresentamosigual quela representaciónen adE>.
Con las coordenadas(¿e’. R%j,1<i<j<n.1<o<m.de~QT*M®adP
introducidas anteriormente,es sencillo comprobarque, si Y = es la
expresiónlocal de un campo gauge (cf. ecuación (1.10)), campo X54 tiene

por expresión

5
Xaa = cLgaRt,5R~ (5.12)

ti

Definición 5.2.4 Se (jice queunafunción diferenciableÉ: A2 T*AfOadP
IR del fibrado de curvaturaes gaugeinvariante si

A’aci(É) = 0,

paratodo X e gauE>.

Teorema de Utiyama. Una ¿aqrangiana£ : J’(C(P)) -e IR es gauge
-¿-¡¿variante si y solamentesi sepuedeexpresarcomo

Lo (2,

siendo §2 la aplicación de curvaturau É: A2 T*Al®adP -e IR una aplicación
gauge-invariante del fibrado de curvatura.

5.2.3 Densidadesdefinidas por formas de Ct¿P)

Las formasga-uge invariantesquese hancaracterizadoenel Capítulo4. pro-
ducendensidadeslagrangianasqueson gauge invariantes,Más concretamen-
te:

Definición 5.2.5 ([HMÍ], [Kr3, §4.1]) Seair : E> -e Al un librado principal
arbitrarioy sea ~,,unaforma de0(P) grado -r¿ = dim Al. La forma ~ define
lina densidad lagrangiana £cv = ¡Xc : Ji(0(p)) A~ tAl de la siguiente

manera

A~(Áa)(Xi A’~) = ~ ..

paracualquierj¿a E 11(0(P)) y Y
1 ½ E 71 Al, ¿e E Kl. Más abrevia-

ilamentese puedeponer

¡Xc,ijla) =

Nóte-seque la definición es correctaporque(a*4~)~ sólo dependede g~.
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e-

Proposición 5.2.6 5-1 ~ es una forma gauge invariante (respectivamen-
te autP-invariante) en 0(P) de grado n = dim Kl (cf? Definición 4.1.1),
entoncesla densidadlagrangiana ~ 85 gauge -invariante (respectiva-mente
autP-invariante).

u,

DEMOSTRACIÓN. Consideremos un campo A’ e autE>. Sea {~}t,~ su flujo y

sea {Yt}tc3 el flujo que define en la variedad base Kl. Sean (t)c : 0(P) —* a

0(P) el flujo de A’c- (Definición 2.3.1) y (tt)~> : J’(0(P)) —~ f(0(P)) su
elevación al librado de 1-jets (cf. [Sau, §4.4]). Si ~ es una forma autP-
invariante es 0(P), se tiene O

= ¡V~(j~)((t)c ojo 4~)) o

= (Ykt)coaoYEl)*t

tI (~t~7u~(t)S~n O

= (Y¿)*AÑjla) o

para cualquier 4a e ji(O(p)) Si tomo una forma de volumen y en Kl y

escribo A~ = 4 . y, la anterior igualdad se escribe corno O

Le (t)~?> = = se,. (Y—Y’> (5±3) a

Consideremos ahora
a

d
u) = ~

e
Utilizando la ecuación (5.13). se tiene

(YIKílh* (4 . u) = (4 o (~)g)) . (p$v o

= L4 (yj* (Yt)
t

= iS~. u. o

y por tanto la derivada de Lie se anula, esto es, la densidad lagrangíana es e,
autE>-invariante.

Si se consideran campos ga-uge X E gauE>, la demostración es igual con

la simplificación en este caso de L~¿ = Id~-
1.

c.q.d

a

a

a

u.

o
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5.3 DensidadesautF-invariantes en J’(C(P))

5.3.1 Lagrangiana asociadaa un polinomio de Weil

105

= (Sk(~*))G un polinomio de Weil de grado k (cf. Definición

1 eadP—* 1k multilineal simétri-

Sea j E J~
4.2.8). Se- define una aplicación f : adE>e.
ca por la condición

J((u, Ai)3~, . . . , (u, Ak)ad) = f(A1, . . . , (5.14)

(u, AI)3d E (adP)~. 1 <i <2 k. ¿e E A. La invariancia de f por la transforma-

ción adjunta (fórmula 4.8) asegura que la definición anterior no depende del

piufto u E ~ — I (¿e) elegido.

Definición 5.3.1 Sea ir : P —+ Al un fibrado principal y supongamos que la
dimensión de la variedad base es par, dim Kl = 2k. Sea

2Xí:A T*MQadP~>A

la aplicación definida por

1

(2k)! E s(w)f
CCS2k

para cualquier w E (A
2 PM o adE>),

T~¡VI con valores en (adP)~.
£ E Kl. vista como una 2-forma en

C’ada polinomio de Weil de grado le define por tanto una densidad lagrangiana

Af = Áf 0(2,

siendo (2 la aplicación de curvatura.

Proposición 5.3.2 81 Al escompactaydim Al = 2k, las densidades¿Qq-rau-
qia-nas del tipo Af = Af o (2, con f E I{, son varzacionalmentetriviales.

DEMOSTRACIÓN. Sea o} ¡Vi 0(P) una sección arbitraria del librado
de las conexiones y sea F la conexión en E> que define. La imagen de la
aplicación

(2
0ji<~ : lvi A

2T*¡vI®adP,

tI

PM.
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y

no es másque la curvatura (2~ de 1’ vista como 2-forma en ¡VI con valores en el

fibrado adP. De la Definición 4.2.2, se comprueba que Á~(9ojia~) = f(§lp).
Por la Proposición4.2.3—(2), si se elige otra conexión F’. la forma f((2r>

difiere de f((2r) en una forma exacta, por lo que el valor de la integral
nr

.tf(a~) = ¡ Áí((2 o fiar) = f f(§2p),
a

no depende de la sección Up escogida. Sea ahora Y E X2(C(P)) un campo
vertical de 0(P) y sea ft} su flujo. Sea a

1 = t o ar. Ténemos£f(a~) no
depende de it y por tanto e

o = d Lo d d f (41(i>Ji)*\

dt tI 1t h-r0 JM = dÉ ~-=~ e

d [~1 x*r.j,(¡)\*~ = f(j’ar)~(L~wA1).

dÉ JM JM e

que quiere decir que el problema variacional es trivial.

e.cj.el. —

Proposición 5.3.3 Si dimití = 2k, la densidadlagrangianaA~ = A~ o (2
asociada con un polinomio de Weil 1 E 15 com-o se da en la Definición me
5.3.1 es igual a la densidadlagrangiana~í(o~) definida con la forma autE>-

-invariante f(§22) de 0(P) que se da en la Definición 5.2.5. me

DEMOSTRACIÓN. Se-a £ E Kl y sean X1 ,...,A’,, E ?T1A1 arbitrarios. Si

considero la densidad lagrangiana A~ = Á1o(2 tal como seda en la Definición
me

5.3.1. se tiene

1
A1(jar) = (2k)! ‘½52k¿(w)f ((2r(AÑT(i>, Xr(2)) Qv(X7-(2k-1) A’~(2k))) . e,

-I

para cualquier JSaF E J’(0(E>))~. Por otra parte, por la propiedadde curva- e,

ti.ira universal que posee (22 (cf. Observación 2.8.2), tenemos que (2~ = uSfZ2.
Así

Af(J~av) (2k)! E cQr)j(oj(22(X
7-EV

82k

O

Si se tiene en cuenta la ecuación (5.14), la definición de la forma f(§22) (véase

la Proposición4.2.4y la definición de densidadlagrangiana~íío~) dadapor
una forma diferencial en 0(P) (Definición 5.2.5). se concluye.

e.q.

e,

a

e,

a

e,
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Corolario 5.3.4 Las densidadeslagrangianasasociadasapolinomiosde Weil
son autP-invariantes.

DEMOSTRACIÓN. Es consecuencia de la Proposición 5.2.6. e.q. d.

5.3.2 Estructura de las lagrangianas autP-invariantes

Acabamos de probar que las densidades lagrangianas definidas por polino-

mios de Weil son autP-invariantes. A continuación vamos a demostrar que
estasson básicamentelas únicas.

Lema 5.3.5 Si Y es una variedaddiferenciabley f E 0~(R~ Y Y) es una
función que verífica

- Of
(5.15)

siendo (¿el ~~n) las variables de IR4, entoncesOf/0x1 E 0~(N), i =

1 U.

DEMOSTRACIÓN. Fijemos un par (x,y) E R~ Y Y y sea ~(t) = f(tx, y). Por
(5.15) se tiene ó(O) = O y por la regla de la cadena,

-Df
~t f

Dxl

es decir, f(Éx.-y) = ~(t) = t.f(x.y) = LVíÉ¿e}5f/Dz1)(Éx,y).Así, f(¿e,y)=

E2=1 ¿e
1(Of/5¿e1)(tx.-y) y haciendoit = 0,

- Of
f(z,y) =

que finaliza la demostración.

ccl. d.

Lema 5.3.6 Seag un álgebra de Lic. Sea (x1R%), 1 <2 i < J ~
a = 1 ¿u. el sistema de coordenadasnaturales en A2T*Rn Ñ g. Si
f E C~ (A2 T*Rrt g) verifica

f=ZRo Df Vi=1 n, (5.16)
¡41

dondeconsideramosE>]>. = —Re- cuandoi= J, entonces:
32
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e

• Si n es impar, la función f esnula.
a

• Si u espar (n tI 2k),

f = ...dn Ra’- Rek e,
&~ 2122 !n—IZn

siendo{i1. . . . . i4 cualquierpermutaciónde {l n} y .<;zk Jun~ e,

czonesdiferenciablesde R~’.

a
DEMOSTRACIÓN. Por inducción en la dimensión n. Para n = 2. se tiene

f = Df u,

y por el Lema 5.3.5, Df/0R72. a = 1 - -ni, son funciones dife-renciables de —

lR~.

Para n tI 3 e i = 1 en la fórmula (5.16), se tiene e,

Dff ~ ____ + 1< (5.l7~fl2OR? ia5R~ - e,

y por el Lema -5.3.5, para cualquier a 1 ¿, Of/SR?2no depende de
ORl0. R~ RL R7~. Para i = 2 en la ecuación (5.16). tenemos

a Df Df e,-f=&15~0 +R%k~

y otra vez por e-l Lema 5.3.5. 5f/5R.~, tI —5f/DR~ no depende de las —

variables ~b I4Q~. es decir. 0f/DR72 e 0~(R~),a = 1 Igual con

Of/DR~ y ~f/~E>?3~Derivemos ahora la igualdad (5.17) por Ñ3. Se tiene e,

Df/eRg3= 0. a = 1 - n. e,
Igualníente con 5f/5R~ y Of/Ot. Entonces f = 0.

Continuando con la inducción, supongamos cíue el lema es cierto para e,
x’ consideremosel caso ti. Sean [2 = Df/DR?2, ev = 1 rri. De. la

ecuación (5.16) para i = 1 y del Lema 5.35, se de-duce que no depende

de ~ k = 1 -u, fJ = 1 -ni. Como fJ
2 = f21 tampoco depende de a-

R~k. k = 1.... n,13 = 1 m. es decir, fJ2 se puede ver como una función

a

a

o

e,

e,
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de A2T*Rn2 -Dg. con variables (~3 ,...¿efl) en
1kn2 Si derivo la ecuación

(5.16) para i > 2 respecto de R?2, se tiene

Df¿
2

es decir, fj2 veriflea las condiciones del lema para u — 2. Por hipótesis de
inducción, si -¿i — 2 (y por tanto n) es impar, f¿2 — 0,ev=1,...,m,yde
manera análoga para f§ — Df/DR~» i,j = 1 - n, ev = 1... . , -ni. por lo que

f = O por (5.16). Si u = 2k, la hipótesis de inducción afirma

— Of = A’3’~ R02 ~ -

a,a2...ok 23 4

siendo {i3 i,.~} una permutación de {3,. . . , n}. Análogamente para fU,
tI 3 - u. ev = 1 -ni. En vista de la ecuación (5.16) para i = 1 se

concluye.

c.q.d.

Teorema 5.3.7 Sea ir : E> -~ Al un fibrado principal. Supongamosque
tanto el grupo estructuralCI como la variedad baseAl son conexasy que Al
esoríentable. Entonces:

(1) .91 u tI dim Al es impar, entoncesla -única densidadlagrangianaautE>-

-¿¿¿variantees la densidadcero.

<2) Si la dimensiónde Al es par, 2k = dim Al. las -únicas densidadesla-
grangíanasautE>-invariantesson los asociadasa polinomios de Weil
f E J5j (cf Definición 5.3.1).

DEMOSTRACrÓN. Sea iS y una densidad lagrangiana autE>-invariante. En

particular, £ u será gauge invariante asi que. en virtud del Teorema (le

Utiyama, existe una función É : A2W¡Ví o adP -e IR ga-uge invariante (cf.
Definición 5.2.4) tal que

Lo (2,

siendo £2 la aplicación de curvatura. Consideremos un sistema de coordenadas
(¿ei ¿en) en A-! tal que y = el? A .. A df’ y sean (a9, A~’; A?)~ ij =

1 n,c>s=l.....m.y(¡r’,R~),l<í<y<n,ct=l m,lossistemas
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de coordenadas inducidos en J1 (0(P)) y A2 T* Kl O adP respectivamente.
Los automorfismos infinitesimales A’ E autE> tiene la expresión local (cf.
ecuación 1.11)):

-o -Y = f— + g~Ba.
Dxi

Consideremos en particular un campo A’ = §0/Ox’. Su elevación al librado

de las conexiones0(P) es (cf. ecuación 2.3)

fi—Xc- tI
o — 5f1Aa 0

J

y, por las fórmulas de levantamiento de (:ampos vectoriales al Librado de 1-jets
(ver por ejemplo [Sau, p.133] o [Mul)

<1>-c
o

— fi-’---—
¿9¿eí

¡Df’

a
1 DA]

0.1
+ OXX~A])

&

OA%

La condición de- autP-invarianciaL~u~(L ‘-o) = O (o equivalentemente. por
-c

la Observación5.2.1,X~’(L) + iSdivA” tIC) para el campo en cuestión es

DL
A?

DA]
01(¿9£’

+ £7,A]
1 +

.1.1

=0.

(.5. 18)

Si tomamos 9 1, ji = 1,... - a, se tiene

DL
——0. Vi=1,...,n.
5y3

Escojamos un punto ~o tI (x¿
de índices i. 1¿ E { 1. . ‘>4.

(5.19)

E Kl arbitrario y lijemos un par
Si tomamos las funciones fi — (~h —

y = 1 la condición de autP-invariancia (5.18) evaluada en puntos
-1y~0a es:

AL

DA]1

SL
+ A]154,

e,

e,
(5.20)

a

e,

a

a

110
e,

a

e,

u,

e,

O

a

e,

13DiS op
Dxi ¿3xJ

a

e,

me

a

a-

tI

A?—
‘DA]

u,

e,
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en dondehemoseliminado toda alusiónal.punto~o al seréstearbitrario. Si
lijamos unos índices i, hl ~ {1. . . . , n} arbitrarios y definimos f1 = (x’~ —

— 4)6~, ji = 1.. . . n, al evaluar (5.18) en puntos ita se tiene

A] ( DL
DA]

1
8£

+ DA~
l.h

) =0, Vi, Ji) = 1 (5.21)

en donde, de nuevo, se omite la alusión al punto ~o arbitrario.

Por otra parte. tenemos iS tI o (2. Por la reglade la cadena,teniendo
en cuenta las ecuaciones de la aplicación curvatura (2 (cf. ecuación (5.11)),
se tiene-

DL _ DÉ
OA~- — o(2

ORgi

DL ¡3DÉ

111

en donde hemos suponemos que R~ = —2], siempreque i <

estas identidades a las ecuaciones (5.19), (5.20) obtenemos

sil DÉ
__ cf½Q, tÉo(2=R%~ot~
Dx’ - ji

ji. Si aplicamos

i, Ji = 1 -a.

o mássimplificadamente.teniendoen cuentaque(2 essuprayectiva(cf. Pro-

posic~on o.2.3~

DL
=1 (5.22)

= DÉ
ji

(5.23)

La ecuación(5.21) proyectaal cero.
Si ponemos h = i en la ecuación (5.23), el Lema 5.3.6 afirma que sí n es

impar, L tI 0.v si a tI 2k, entonces

fl$ R9~’ -
al.ak 1,12 1n—ltn,

(5.24)
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siendo A~1; constantes en

quier permtitacion de {l

(5.23).

virtud de- la igualdad (5.22) y {i
1 -

Si tomamos ahora Ji ~ i en

-¿4 cual—

la ecuación

DÉ
DR~

a

Derivando la anterior igualdad por ~ primero y luego por R/b, se obtiene

tRÉ D
2É

DR4 8=’ + DE~ DR’3la /0> - ib ha

+ a a3L

para It # i. a, b = 1.... a. 3¿y tI 1 -ni. El último sumando es identica-
mentecero pues en la expresión(5.24) no se repite ningún índice i

1.
y estamos derivando respecto R~ y R$ Volviendo a la expresión (5.24). la

última igualdad implica

A
t’ a...b,.4~ + A’’’”a

1 ,..,a~ =

e

a,b=1,

O

Comolas trasposiciones generan el grupo de permutaciones. se puede afirmar

a1
a

e,y por tanto

ÉÁai ak >j 3(T)Ry1>(2) (5.25)
7~EV Sn

De la definición de densidad lagrangiana asociada a un polinomio de Weil f E

(5•(gfljY (cf. §5.3.1),es directo comprobarqueen los abiertoscoordenados
utilizados. £ = Lf para

j. = A - E” y . . . y Bak

en donde y representa el producto simétrico en Únicamenteresta

comprobarque el polinomio f así cíe-finido es efectivamenteinvariantepor
la adjunta. En efecto,por el Teoremade Utiyama, iS es unafunción gauge

u,
ínvariante Si tomo el campo gauge Y tI E, su flujo {b~},~; es t(xg) =

me

e,

u,
u,

112

Sr

a

me

— 0.

nr?

a-

me

u,
O

a-

e,

e,
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(¿e.exptB . g). Se debeverificar por tanto Lo (~t)A = il. Si ~ = Éf. de
§5.3.1, setiene

1 ____
(2k)! >1 g(-r)f (Ad~~~~

8§2(~[~> D¿er(21

)

QÁE

Adexpts(2 ko cQx#n)))

quees igual a L = Éf solamentesi f o AdaPtB = f paratodo it E IR y todo
B E g. Comoal serO conexola exponencialgeneraal grupo entero,tenemos
fo Adexpg = f paratodo g E 0, es decir, f es un polinomio de Weil.

c.q.d.
Como las lagrangianasdefinidas por polinomiosde Weil son variacioríal-

mentetriviales, seconcluyedel Teorema5.3.7queel grupo de simetríaAutE>
es demasiadograndea fin de proporcionarproblemasinteresentasdesdeel
punto de vista físico. Esto podría darsecorno explicacióndel hecho por el
cual nunca se impone la autP-invariaciaa las leyes de la física.

5.3.3 Ejemplos

El grupo U(1)

Seair : E> —~ Ni un Librado arbitrario degrupo estructuralU(l). Si dim A-! =

u = 2k, el único polinomio de Weil de grado k es, salvo constante.f(t) =

t~. La densidad lagrangianaasociadaa este polinomio de Weil es Af
.J’(0(P)) —~ A~ T* Al. Af = Pf o(2, siendo

Pf: A2 T*IV! -e AnT*M, Pf(w
2) = w2A <Y. Aw2.

Si consideramosun sistemade coordenadas(¿el; A1) en 0(P), tal que u =

d¿e
1AA df’. y el sistema(¿e>: A

1, Aej inducido en J
1(0(E>)), la aplicación

de curvaturatiene por expresion

y asi

Lf . J tI ~ >j £(T)lir(i)r(
2) . . . Rr<ni>r<n~

reS”
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nr

Estaexpresiónno es másque(salvoconstantemultiplicativa) laexpresióndel
pfaffiano del Librado ir: P -e Kl en función de la curvaturade unaconexion nr

(véase-,por ejemplo [KN, XII]). La clase(le cohomologíadel pfafflano es la
clase- de Euler del librado. Si la variedad Kl es compacta.el valor de la

e
integral <leí pfaffiano es por tanto el número de Euler del Librado, que no
dependede la conexión escogida. La trivialidad variacionaldel problema
definido por L . -u es manifiesta. —

Paraun estudiomásdetallado(leí casoO = (1(1), véase[CM3].

a
El grupo 3(7(2)
El álgebradepolinomios(le Weil estágeneradopor cl determinante,es decir, e,
jSU(2) — Rldet]. Nóte-se-que, comoel determinantees un polinomio de grado

2, cualquierpolinoníio invariantees de grado par.
Seair : E> —> ¡1’! un librado principal degrupo estructural5(/(2) sobreun

variedadde dimensiónn par Parapoder construirunadensidadlagrangíana

asociadaaun polinomio de Weil (véase§5.3.1) hayquepartir de un polinomio e,
de Weil de grado n/2. Por lo comentadoanteriormente,n/2 debeserpor
tanto un númeropar. A la luz del Teorema5.3.7, hemosdemostradopor
tanto el siguienteresultado:

Proposición 5.3.8 Unfibrado ir: E> —* ¡VI de grupo estructuralSU(2) posee e,
densidadeslagrangianasautP-ínvariante distintas de cero únicamentesi la
dimensiónde»! es múltiplo de cuatro.

me
Ejemplo 5.3.9 Parailustrar esteresultado,consideremosque la dimensión
de la base es la menor posible, es decir, dim Kl = 4. En un sistema de
coordenadas(¿ei. A~. A~§) de Ji(O(E>)) no esdifícil comprobar(a partir de-la —

expresión 4.24) de la forma autP-invariante774) que la densidadlagrangiana
asociadaal (le-terminantetiene por expresíon e,

L - tI ~123E t(T)(A7-(l)7-(2)A’ — r(i),r(2)~ <(3)’ <(4))det 4 r(3),w(4) 2A
1 42 ~3 e,

“e

para = d¿e1 A di2 A dA A Ir4.
0-

EL grupo (7(2)
e,

En estecaso,el álgebrade polinomios deWeil tienedos generadores,la traza
y el determinante,es decir, 9(2) — R[tr. det]. La traza es un polinomio de

e,

O

a

e,

me
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grado uno y el determinantees de grado dos, por lo quehay polinomios de
Weil de cualquiergrado. Luegoen el casode librados principalesir: E> —~ Al
de grupo estructural (1(2) y dimensiónde la basepar, a diferenciadel caso
(7 = 51)1(2), siemprehay densidadeslagrangianasautE>-invariantesdistintas
(le cero.

De hecho, en el casoparticular dim Kl = 4, hay dos densidaddeslagran-
gíanasesencialmentedistintas: las asociadaslos polinomios tr tr y det. En
vista de las expresioneslocales de las formas autP-invariantesg2 y ~/4 (cf.

ecuación<4.25)), no es difícil comprobarque la densidadasociadaa tr tr es

Ltr.tr = ~ s(-r)A?(i)<(2)A~(a)~(4>~
<(84

y la asociadaal determinante

1 - ~ l¡~fA~ A
1 —2»

Ldet = £trtr t ~I23 ¿..~ rtrAAr(1)r(2) r(3),r(4) r(i>,r(2) i-(J¡---re¡),

4
<(84

paray = dr’ A dr2 A dr3 A dr4.

5.4 Lagrangianas triviales gauge invariantes

5.4.1 Derivada de Lie respectode un campo multivec-
tonal

Seax = Y
1 A... A -Xl E AkX(M) un campo multivectorial descomponible.

Se define entoncesun endomorfismograduadoC~(¡Vf)-lineal ~< : (2(Al) -*

(2(VI) de grado —4 por la condición (cf. [CV,p.79], [BM])

yWr =
1x, ~ . O ZXkWr ¿ (2rk(Al), Wr E §2t(¡Vh. <5.26)

Para un campo multivectorial arbitrarior x~ la aplicación < se define por
linearidada través de la anterior fórmula

La derivadade Lie L~ : (2(Al) —* (2(Al) con respectoa x E AkX(.XI)
5e- dapor la fórmula

L~ =i~od— (~l)kdoi~ = Li~,d] (5.27)

Nóteseque Lx es un operadordegrado —k ±1.
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SeaO un grupo de Lie. ConsideremosahoraelespacioA t(Kl)g S(g~).
siendoS(g’) el álgebrasimétricadeg. Sea <~ tI xOf E AkX(Al)® S>(g~)
un elementodescomponible.Sedefine

(2r—h-+l(NJ) q

por la condición

Lx(wr) = L~w< Of.

de modo queel polinomio f operatrivialmente. Paraun elementoarbitrario
X de- Y X(AJ) o 3(~*), la aplicaciónL~ se define por linearidad.

5.4.2 Notación

SeaXk E It x(Al) 0 15 = y (~ví, A2k T(¡VI) 0 15) para le enterotal que

0 <2 le = [n/2]. dondelos corchetesrepresentanla parteentera.Sedefineuna a

aplicaciónen el Librado de curvatura

2 a
MOadP—tR,

de la siguientemanera.
potenciale

e,
Seaw

2 e (A
2 T*¡Ví O adP)~, ¿e e 11-1. y tómesela

w
2A .~Y. Ato2 E (AT~KI ®SK(adE>)%.

a
Nótesequesetoma la potenciasimétricade adE>puesal tratarsede 2-formas,
el producto exterior es simétrico. Entonces

a

k(-W9) tI <4w2A IX Am2) - (5.28)

en donde (. representala contracciónde un elementoA
2K T(3I) ¿1.

con un elementode su dual. La aplicación de dualidadde 5 (gtG =15 en

~k (adE>) sedefine por la fórmula (5.14)
En particular, si XK tI -& f y u’>

2 = &¡2 0 77, se tiene

Ahl( w2) tI i4w2A .~Y. Aw2) . f(-n~ Y’., i~).

a

(5.29)

a

a-

o

o

e

e.

a

a

e,

a

o

me
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En las coordenadaslocales(¿el; R~) introducidasen el librado de curvatura,
si se tiene

¿9 5--
___ >tI?..~t2kBO1VVBQIc

Dxi’

se obtienedirectamenteque24. tiene por ecuador

>t.~tt E ¿(T)Rtl>jr(2> ‘r<2k—1>’r<2k) (5.30)
<~

82k

5.4.3 Estructura

El siguienteteoremada una caracterizaciónde las lagrangianasgauge inva-
riantes y variacionalmentetriviales en función demulticamposvectorialesde
“divergenciacero”. Más concretamente

Teorema 5.4.1 Seair E> —+ Kl unJibradoprincipal de grupo estructuralun
grupo de Lie conexo(7 sobreuna variedad¡VI orientable. Seay una forma de
volumensobre¡VI. Entonceslas lagrangianasen J1(C(E>)) gauge invariantes
y variacionalmentetriviales son de la forma

ln/21

L=EXko(2,
k’=O

siendo-(2 la aplicación curvatura y 24 e A2k X(M) o 4 tal que

Lxk’>=0, letIl {421. (5.315

DEMOSTRACIÓN. Sea £ y una densidad lagrangianagauge invariante y

variacionalmentetrivial. Por el Teoremade Utiyama, setiene que£ = £oQ,
paracierta É:A2 T Al & adE> -e IR asuvez ga-uge invariante. Sea(¿e’,

un sistemacoordenadoen un entorno U de- Kl en el que ir sea trivializable
y tal que’> = dz1 A .. A df’. En los sistemasde coordenadasinducidosen
J’(0(P)) y A2 PAl adE>. la Proposición5.1.5 implica en este casoque la
lagrangianaL debeverificar

52£
+ =0, i,j,k,h= 1 , aB = 1 rn. (5.32)

DA]
1~ DA’3 DA? DA

9fAx
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¿92 L
+ DA/>OA? A~k, j =1 ,oi =1 ¿a. (5.33)

Por la regla de la ca<lena, utilizando la expresiónlocal de la aplicación de
curvatura(cf. ecuación(5.11)), se obtiene

DL DÉ
— o(251k- 5~k

e,

o(2,
~ ‘ DR’3

e,

DL _ DL
DA?Ax DR

0 o(2.

52¿ 5tC

en dondese suponeR~- = —R en el casoi > j.
ecuación (5.32~ se transformaenDR%DRft oQ± 0(2=0, i,j.-k,h=1.

DR1’~OR%

y la ecuacíon(5.33) en

(A
SR’3

02É
0(2= +

¿9~k SR;

Con estasexpresiones.la

• ctS = 1 - ni,

(5.34)

(5.35)

Por otra parte. sabemosque la función L es gauge invariantey por tanto.
de la expresión local de la representacióngauge en el fibrado de curvatura
(véasela ecuación(5.12)), se verifica

--

4DL
cj’>R =0

k

1=1 m.

Si se hacela derivadade estaúltima igualdadpor R~h, se tiene

2cY~]jj + cL< DR
2DR”

jh 1k j/~

118

DL
DA? ¿9¿ek5

4a

e-

e-

e-

e

DL
SA?-3

e,

O

O

o

U A’> 4T o(2.½‘> j44 hORYDR
0

iii jk

u,

me

e

(5.36’
e,

u,
e,

o

e,

e,

u,

me
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y componiendocon la aplicación curvatura

26 DÉ (22~’ 433 o
~k¿j~ ORYh

(2~ 9 I4>”A” D2É 0(2=0.
~, 1 be ~ DR0

1k jh

Multiplicamos por A~ y sumamosen ir y en Ji y obtenemos

2c;
0AR DÉ

DR?~
(2+26 AM’3<19 Ti 1k DR~DR

0
jh

D2É
— c?j’>cA~’A~A< 1kBR~ ~ =

El último sumandoes cero(véaseel anexoal final de la demostracióndeeste
teorema).Entonces,haciendouso ademásde la ecuación(5.34)

0-e
ci

0A< o(2ADRY
jh

‘3 D
2~c 0 (2 = c%AA%DR7~DR~

~ctAA1k¿9RY DR’Ti
1k

Con estaecuaciónpodemossimplificar la relación (5.35) y tenemosque
debeverificar

¿YE

0:rk&RYAx
j=1 , (5.37)

ademásde

DR”DR’3 + =0 i,ji,k,h-=1h 5k DR~ DR’3
1 n; a,Q= 1 m.

en dondehemossuprimidola composicióncon (2 al serla aplicacióncurvatura
suprayectiva.

De la ecuación(5.38) se tiene

D2É
=0 i,htIl..

DR7TiDR],~
u;

por lo que la función £ tiene la forma il = A -1- R% . B para ciertas funcio-
nes A, E> que no dependende la variable R],~. Esta condición para i. Ji y o
arbitrarioses sólo posiblesi il es un polinomio en las variables{R%}~$1”~

É=ZÁÓ¿
1 <Yk~k~2 (5.39)

(2.

(5.38)

Ti
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en donde<t son entoncesfuncionesde la base¡VI. También de (5.38) se
tiene

DR%OR% =0
= 1 o.: ev = 1 ni.

esto es, en los índices i1 . i~, de la expresión (5.39) no se puederepetir
ninguno de ellos. Es decir, (5.39) se puedeescribir como

ln/21

tI >3 NL ~kRIz2
be

siendo fi1 . . . k} cualquier subconjunto de fi n} de tamaño 2k. La
condicióngeneral(5.38) másla condiciónR~ = R~ implica que la expresión
polinómica verifica las condicionesde simetría

A’’ .i.h..¿ík —

Como las trasposicionesgeneranel grupo de permutaciones.se puedeasegu-
rar entoncesque

(5.41)

para cualquierpermutaciónr E Sn- La expresión(5.40) se puedeescribir
por tanto como

rn/21

~ ti’ ‘1 2k

A ~2k ~

C ‘2 A,

Se compruebadirectamentequecon la notacionintroducidaen §5.4.2

in/2>

k=O

siendo24- E An-X(M) O 5k(~*) de la forma

~~iIOl-jj ¿9 024 tI L ~ A. A - o /3<” VV B%

120

u

e,

a

O

e,

o

(5.40)

o

o

a-

u,

me

a-

-r 2k— 2k-)

e,

u,

o

me

e.

o

o

e

O

O
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siendo J~ = i1 + .. + in-. La in~riacia gauge de il implica que cada 24
es verdaderamenteun elemento de AÁÑ 1(M) 0 (Sk(g*)§. En efecto, si
t1(r,g) = (¿e,exp(ÉB). g) es el flujo del campo gaugeB en la trivialización
local escogida,se tiene

In/2J

>324 = = Lo ~ = >1 ~ o (
4taa,

k=O

es decir, 24, = 24, o (~)~ para todo le tI 1 k¿/2]. Si w
2 0 (u.A)~~ E

A2 PAl E) adE>, se tiene por tanto

O- (u,A)~) = 24(1/32 & (u,Adexp(#B)t)ad).

De la ecuación(5.29) se deducela Ad-invarianciapor elementosde la forma
expB, E e g. Como el grupo de Lie es conexo,la imagende la exponencial
generatodo el grupo y entonces24 e A2kX(Al) E)

Re-staúnicamentecomprobarla condición (5.31). Tenemos

LXA,L = d(A~j;4~i a,~ A—19-—’>) ® E<” y . . . y
022k

A’ ‘2k

)

— <‘~~~>< dx” A (iaAA a’>) OB<” y.. y B%
¿9¿eis &‘i 022k

Si fijamos unos índices ji
2 < <mmi, arbitrarios,el coeficientedel sumando

es
5~J2 Ox-

72k

St
en donde siempreque los índices 1, j

2. . .jn- no estén ordenadoscreciente-
mente se pone — 2 (r)AX~%~2>«iík>, siendor la permutacióndel
conjunto {l. ji2 . . . 524 tal que r(l) < ~(j2) < . < TUn-) (véasela ecuación
(5.41)). EntoncesLxA,’> = O si y sólo si cadaexpresiónde la forma (5.42) es
idénticamentecero.

Por otra parte.la condición (5.37), junto con la expresiónde (5.40) de É,
es
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YÉ
¿9x1DR5~,

jn/2J D(Aai a~, 3 <1<2

=>jj <<--<2k

037

le D(A<¿Útk) R~2-

ktdJ

e,

DR3~
O

e,
en dondeseha tenido en cuentala condición (5.41). Esta expresiónes cero
si y sólo si

E ______ = 0.

para cualquier elección de índices a, ev
2 . . . ctk = 1 - ni y y 23. . . , =

1, Esta condición es equivalenteaque (5.42) se anule.

ANEXO. Sea
c.cj.d.

1<’ = cLcI1,A~’A~A< DÉ_a o(2,
jh

Tenemosque ver queA = 0. ev = 1,... , -ni.

Jacobidel álgebra(le Lie g, se tiene

-9 4 - .7 4+ c~4c,4< -±- c>19c<,< = 0,

a

atIl tu.

u,

En efecto, por la identidadde

e,

Así,

-Ii =—(cj~4~< c~ec~<)A~’A~A?§DR~’ ¿9 o(2+ 1k

0
2É D2É

— e «~44~~4 ~ DR?h o(2

D2É ¿fiÉ
— —c$

3c§AQA’ t o (2 — 6 9 4< 4~ ~-V’ o (2.
- ‘<~ DR~DH% <3 >7/0 h~ k~ i 6RKDI§

dondeen el último pasosehancambiadoalgunosíndicesmudosde sumacion.

Teniendoen cuentaque R~k = — R7h y la igualdad(5.34), se tiene

A = e’ cQA~~A<4VDRI.DR(% ~

32-e
—¿e’3 A;A~4e o§2=—2L=.

</3 UfL DR~1DR% O

Esto implica que t = 9, ~ 1. . . . .m.
me

e,

-a

o

122

e

e

e,

e,

O

= ~cidc<AVitúA DR> DR<’,< o (2

a

a

a

u,

u,

O
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5.4.4 Lagrangianas definidas por formas gange rnva-
riantes

Proposición 5.4.2 Seau una forma de volumenen un espaciovectorial V
de dimensióna- Entoncesla aplicación lineal i : Ah y —> An~Ax V’ determi-
nadapor la condición

i(X¡ A . A Xk) = . . .

A’1 E V. i = 1 le. es un isomorfismo.

DEMOSTRACIÓN. Sea{Eí,. .. /3,4 una basede V talque’> = /31 A A

E” siendo fE’ - £4 la basedual. Como los espaciosvectorialesA” V
y AY>Ax 1/* tienen la misma dimensión bastacomprobarque la aplicación

es suprayectiva. Por linealidad es suficienteencontrar la antiimagende
elementosw E AnK ~* de expresion

w = E” A A E’~—~

paracualquierelección de índices i1 < ... < i,>,,. Si 91 <2 < 5k es el
conjuntg complementariode i1 < ... < i,~ dentro del conjunto fi
es directo comprobarque i(X) = w con

X = (~~1)i1±+ik+kE1,A A E

c.q.d.

Teorema 5.4.3 Sea ir : E> —> ¡Vi un fibrado principal de grupo estructural
un grupo de Lic conexo(7 sobre una variedad onientableM de dimensión
u. Lo~s densidadeslagrangianasgaugeinvariantesvaríacionalmentetriviales
en 1

1(O(E>)) son todas de la formaAe (véasela construcciónen §5.23 de
densidadeslagrangianasa partir de formasen 0(P)) siendo~ una n-forma
gauge tnvar¿a-nte.en 0(P) cuya e-w~resíónes (cf. Teorema4.3.1)

= Ñ’>I A

-siendow
1 E (2(Ai) fo-rutas cerradas.

DEMOSTRACIÓN. Por el Teorema5.4.1, cada densidad lagrangianagauge
invariante y varíacionalmentetrivial es de la forma

A tI >32~, o%v,
k’4>
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siendo 24- c x2k-(M) O Jf’ tal que tXk’> = 0. Cada XL se puedeexpresarde
la forma O

XL=x¿®f’. X,EVk(M),f¿E í2.

e,
Seanw

1 = iv’>. De la condición LxA,’> = O se sigue que dw1 = 0, VI. Com-
probemos ahora que k = (.~íW o (2) y siendo t tI pto, A fÉ(%). Sin e,
pérdidade generalidad,supongamosque 1 = 1 e introduzcamosun sistema
de coordenadasen Kl tal quedV A A df’ =‘>. Sea

a
¿9 ¿9--

\ÑftI ~ AA Y’ “~B<” y...

ti K---</~ O

la expresiónlocal de x O f. Tenemos
e,

AU4ar) = oi(p*w A f((2Q)) = (w A f((2r))x,

en dondehemosutilizado la identidad4f(Q) = f((2r) (Proposición4 2.5) —

De la definición de f((2r) (véase-la Definición 4.2.2), se tiene

a

w A f(%) =

wAdVíA...AdxflkAtí~Z
2k Y’ s(r)(2aí

<‘1 <‘A, ~ rt 1yir(2~ ¡<(2k— 1 a

Pero a-

wAdx-” AAdx32’<

t a a i’Adx”A . Ad&2k3?< .3M’> —- ~< ‘2k -.
art 522k

por lo queen vista de la ecuación(5.30) se tienefinalmentequeA~ (f~r) = a

(X~ o (2)(ji~ur) -

Recíprocamente,si ~<‘ = w
1 A f(%) con dw1 = 0, del isomorfismo de a

la Proposición5.4.2 parael espaciovectorial T1Kl, ¿e E Al. se deduceque
existen X~ E r(Kl) tales que i~’> = &¡¿ EntoncesX = O f’ define una
densidadtrivial gauge invarianteal tener L~~11-’ = 0.

c.q.d.

e,
Observación 5.4.1 Supongamosque ¡Vi es compacta.La trivialidad varia-
cional de las densidadesde la forma 2% con = pk~1 A f

1(Q), dw, = 0, se
u,

O

a

u,

e,
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puedecomprobardirectamente. En efecto,si up : Kl —* 0(P) es unasección
arbitraria del fibrado de las conexionesasociadaa unaconexión1’. se tiene

(jiu~)*A~ tI = &)1 A f’((2r).

Si Y’ es otra conexión,por la Proposición4.2.3—jb),se tiene

fk(2r’) = f’(&2r) + dv1, Vl,

paraciertasformas y1 de Kl. Entonces

J(j1ar~YAc = jw¿ A fí(%) = jwi A P((2r) i- fwi A dv1.

El segundomiembro del último sumandoes nulo por el teoremade Stokes
al ser w

1 A dt~» = (~i)~rado(w)d(~1 A u’). La independenciadel funcional £
respectola secciónar escogida,y por tanto la variacionalidadtrivial del
problema,son manifiestas.

El Teorema5.4.3 afirma sin emgargoqueno haymásdensidadestriviales
qa-uge invariantesque las anteriormenteestudiadas.

Observación 5.4.2 Las formas gauge puedendefinir por tanto problemas
variacionalesno triviales. Basta1-omarunaforma del tipo ~ =

con algunadúh # O paraquese dé el caso.
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