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Introduccion

[.a Geometria Real ticne por objelo el estudio de conjuntos que pueden ser
descritos por un sistema de desigualdades y uno de os problemas fundamen-
tales que se plantea estd relacionado con su complejidad, a saber, jcual cs el
nimero minimo de desigualdades necesarias para describir estos conjuntos?
21 estudio de este problema para gérmences analiticos, por una parte, y para
varicdades analiticas, por olra, constituye el objetivo central de esta fesis.

liste problema fue abordado en el conlexto semialgebraico a comicnzos
de la década de los ochenta. Precisando, si V' oes una variedad algebraica
sobre nn cuerpo real cerrado £, un conjunto semialgebraico basico abiero se
puede escribir como

B=1{wre Vil filz)>0,. ... f(z)>0} [ €RV]

Brocker demostrd que el minimo nimero de desigualdades necesarias para
describiv cualgquier conjunto de este tipo (el indice de estabilidad de V, s(V))
depende tdnicamente de la dimension de V) el. [Brol]. Asimismo, planted
¢l mismo problema para conjuntos bdsicos cerrados (cambiando > 0 por
= 0), introduciéndose asi el indice de estabilidad cerrado de V| 5(V). A

?

linales de los ochenta se determino el valor exacto de estos dos invariantes,
concretamente, s encontrd que s(V) =n y 3(V) = in(n + 1), donde n ¢s la
dimension de V', el [Bro3] v [Sch].

Para conjuntos semialgebraicos en general, no necesariamente basicos, se
plantean problemas similares va que, por ¢l Teorema de Fimitud, cualquier
conjunto semialgebraico abierto (resp. cerrado) se puede expresar como una
nidn finita de conjuntos sermialgebraicos hasicos abiertos (resp. cerrados),
De esta lorma, se introduce el mvariante £(V) (resp. 1(V)) como el minimo
nimero de conjuntos basicos abiertos (resp. cerrados) para expresar cnalquier
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semialgebraico abierto (resp. cerrado). Tambicn fue Brocker quien encontrd
cotas de ty de Fque dependian tinicamente de la dimensién de V', of. {Bré2],
Sin embargo, la determinacidn exacta de estos invariantes parcce lejos de ser
obtenida, salvo en dimension 1 6 2.

151 tmismo tipo de problemas empezo a ser abordado en el caso analitico.
Fn este contexto podemos distinguir entre ol problema local v el problema
global. Los invariantes s, 5, £ y 1 sc definen como en el caso semialgebraico
pero ahora en lugar de polinomios aparccen gérmenes de funciones analiticas
definidas en un germen analitico Xy (problema local) o funciones analiticas
alobales delinidas en un conjunto analitico global X (problema global).

Ion el problema local, s Xy es un germen analitico de dimension n los re-
sultados obtenidos son similares a los del caso semialgebraico, ¢f. [An-Bro-Ry2,
Th. VITL2.12]:

1
siXo)=n, =—nh+t1)-1<3X)) < ;'n('n, + 1)

| —

I

na de las cuestiones abiertas es determinar ¢l valor exacto de 5{Xq), que
solo es conocido st dim Xg = 1. en cuyo caso 5(X) = L. Iin cuanto a los
invariantes 1 Xo) v 1(Xy) se ticnen cotas que solo dependen de la dimension
de Xy, aunque al igual que ocurre en el caso semialgebraico son extraordi-
nariamernte clevadas st n > 2,

lin el problema global, ¢l primer resultado obtenido fue la acotacion de
s(N) en términos de la dimension de X cuando X es un conjunto analitico
compacio, cf. [An-Bro-Rz1). Posteriormente, las cotas de s y del resto de
los invariantes, 3, £, £, fucron mejoradas, quedando establecidas exactamente
como en el caso semialgebraico, siempre en el supuesio de que X es compacto,
el [An-Bro-Rz2].

Mas dilicil de abordar os el problema global cuando X es un coujunto
analitico no compacto. Kl inico resultado conocido hasta el momento cs el
caso regilar unidimensional. Concretamente, si X es una variedad analitica
de dimension 1 entonces s(X) =3(X) = (X)) =1(X) =1, cl. [An-Bel.

Una buena parte de lag herramientas necesarias para abordar este tipo
de problemas nos las ofrece la teorta del espectro real, cf. [B-C-R] y [Bel.
cuyo cavacter abstracto proporciona un marco comun a los casos algebraico v
analitico. 51 A es un anillo conmutativo denotarermos por Spec, A ¢l espectro
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real de A que es ¢l conjunio de conos primos de A (6rdencs del cuerpo de
fracciones de A/p, donde p es cualquicr ideal primo de A), donde se introduce
nna topologia. Un conjunto 7" C Spee, A se llama constructible si se piede
CXPresar como

4

1= U {ev € Spec, Alfila) = 0, gei{a) > 0, gey (o) > 0}

|1=1
donde [y, gh € A

Se pucde establecer una correspondencia entre conjunios semialgebraicos
o semianaliticos v conjuntos constructibles del espectro real de A (segiin A sea
¢l anilio de polinomios o de funciones analiticas), a saber: st S es un conjunto
semialgebraico (resp. semianalitico) fe asociaremos el conjunto constructible
5 de Spee, A definido por fa misma térmula y reciprocamente. De esta forma
s pueden velacionar las propiedades algebraicas de los constructibles y las
pcomdtricas de los semialgebraicos {resp. semianaliticos). Sin embargo, no en
todos los casos esta aplicacion tilde S — S tiene las mismas caracteristicas.
Por cjemplo, si se verifica la propiedad de Artin-Lang (S5 = {x € X|[f, >
..., f, =0} #£0 S £ 0) la aplicacién tilde os hiyeetiva y, de hecho, es
nn isomorfismo del dlgebra de Boole de los conjuntos semialgebraicos (resp.
semianaliticos) en el dlgebra de Boole de los constructibles de Spec, A, siendo
aplicables todos los resultados de la teoria del espectro veal.

La propiedad de Artin-Lang se verifica si A es el anillo de polinomios,
el [B-C-R]L el aniilo de gérmenes de funciones analiticas, cf. [Fe-Re-Rz],
o ¢l anillo de lunciones analiticas globales O(X) cuando X es un conjunto
analitico compacto, cf. [An-Bro-R22, Prop. VIIL8.2].

i el caso analitico global no compacto la correspondencia § — S no
os bivectiva, of. [An-Bel, To que explica la dificultad para oblener resultados
onoeste caso. No obstante, st X cs una variedad analitica de dimension 1,
cf. [An-Bel, o de dimension 2, [Cal], se verifica una versién mas debil de
la propicdad de Arvtin-Lang: st K es el cuerpo de [racciones del anillo A y
Jiooo o fo € KL entonces Lo € X|fila)y > 0,00/ x) >0} £ 0 {4 €
Spec, Kt >4 0,000, [ >, 0} # #. Ahora se tiene una aplicacién tilde
gendrica entre los conjuntos semianaliticos globales de X v los constructibles

de Spee AL Aungue la correspondencia no es bivectiva, va que los conjuntos
del tipo {j/ = 0} no tienen sentido en Spee, K, dos conjuntos S v S’ tienen
Ja misina tilde genérica siy solo s1 son genéncamente iguales, os decir, st se
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diferencian en un conjunto contenido en los ceros de una funcion de A, Fsta
tilde gendrica cs suficiente para algunas aplicaciones, of. [Ca-An], y juega
i papel fundamental en la acotacion del indice de estabilidad de variedades
analiticas de dimension dos.

in este contexto nos propusimos completar el estudio de los invariantes
citados en el caso analitico tanto local como global. Los resultados obtenidos
se presentan en los ocho capitulos que componen esta tesis vy que exponemos
A continuacion:

Capitulo 1. Incluye definiciones v resullados que se aplican en los siguientes
capitulos. Ademas de algunos resultados de la teoria del espectro real de
an anillo v, en particular, de la teoria de abanicos, se incluye también la
designaldad de Hormander-Lojasiewicz, ¢, corclario 1.2.7. en una forma
que nos ha resultado muy practica vy que solo habiamos visto en el caso
semialgebraico, of. [B-C-R, 7.7.10]. Sc incluyen también algunos resultados
de separacion de gérmenes semianaliticos (f separa dos conjunlos Oy 1) s
fez0 flp<0oy(Cun{f=0=(CuMnTND") yenlailtima

seccion se dan algunas relaciones entre los conjuntos semjanaliticos de un

germen Xy los de su normalizacion X,

Capitulo 2. Il resultado fundamental de este capitulo es que 3(Xy) = 2
si Xy os un germen analitico normal de dimension 2, que contrasta con ol
resultado del caso algebraico, donde (V) =3 51 V es un conjunto algebraico
de dimension 2. La idea de la demostracion es la signienter si 13 = {f, >
0,.... f. = 0} € Xy es un basico cerrado, sera genéricamente igual al basico

abicrto f# = {f > 0,..., [, > 0}. Ahora bien, como s{Xy) = 2, 1% se podrad
expresar con dos designaldades, digamos B" = {f > 0, ¢ > 0}. Si relajamos
las desigualdades obtenemos un conjunto basico cerrado 137 = { [ > 0, ¢ > 0}
ane también sera gendricamente igual a I3, por lo gue su diferencia serd un
conjunto semianalitico de dimensién 1, es decir, un conjunto finito de semi-
rramas. e esta [orma, ¢l problema se reduce a anadir y climinar semirramas
sincaumentar el nimero de desigualdades. Utilizando los resultados de sepa-
raciGn y Horméander-Lojasiewicz demostramos que el proceso de inclusion de
semirramas es valido sin ninguna hipétesis de normalidad mientras que en el
proceso de eliminacion utilizamos una propiedad que hemos denominado del
cambio de sigro, propiedad que cualquier germen normal verifica. Un germen
Ny verifica la propicdad del cambio de signo si para cualquier semirrama
donde [ v g (f, 9 € (X)) cambian de signo, el producto fg¢ no cambia de
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S1210,

Capitulo 3. o este capitulo estudiamos el invariante 3 en gérmenes analiticos
de dimension 2 sin imponer ninguna condicion de normalidad. La condicion
para que 5 .Xy) sca 26 3 depende esencialmente de la normalizacion » @ X —
No, lo gne justifica la divisidn entre el caso normal y el general. Las relaciones
entre los basicos de X y los de Xg establecidas en ¢l primer capitulo nos per-
miten seguir un proceso simifar al del caso normal. 1 este caso el proceso de
climinacion de semirramas puede Hevarse a cabo sin awmentar las desigual-
dades si la normalizacion verifica clerta condicion. En concreto, 3{X,) = 3
es cquivalente a la existencia de un germen de curva analitica Y < X tal
que (Y] s una iinica semirrama.  lincontramos, asimismo, algunos cjem-
plos, como ¢l paraguas de Whilney, cl. ¢jernplo 3.1.1, donde se cumple esta
condicion.  As{ pues, en dimension 2, el invariante § puede tomar tanto el
valor 2 como ol 3 dependiendo de una condicion adicional a la dimension,
fenomeno del que no hemos encontrado ningan precedente en la literatura,
va e stempre que se ha determinado exactamente uno de estos mvartantes
el resultado ha dependido ninica v exclusivamente de la dimensian,

También hallamos una caracterizacion algebralca equivalente a que el
mdice de estabilidad cerrado sca 3, a saber, la existencia de un abanico
con 1 clementos que se espectaliza en un orden de dimension 1. Analizamos
Ltambicn Ta relacion de la coberencla con ol indice de estabilidad, encontrando
que para cualguier germen analitico coherente 5(Xy) = 2. Sin embargo, la
cohierencia no caracteriza los gérmenes con 5(X,) = 2, como nos muesira
ol cjemplo 3.4.3, donde aparecen gérmenes analiticos no coherentes para los
que s(Xy) = 2. I2neste mismo c¢jemplo se incluyen gérmenes topoldgicamente
cauivalentes con diferente indice de estabilidad lo que nos permite alirmar
(e s no es un invariante topoldgico en dimension 2, sino que estd relacionado
estrechamente con la estructura analitica del germen.

Capitulo 4. Cuando la dimension de Xy es n > 3 se demuestra que $(Xy) =
In{n F 1), resultado que coincide de pleno con el semialgebraico. destacando
ast la “simgularidad”™ de la dimension 2.

(lomo %u(n + 1y =1 <3(X,) < :L—n(n—i— 1), encontrando un hasico cerrado
que requiera el ndmero maximo de designaldades, $d{d41), sc tendrd el resul-
Lado. Tin basico corrado con esta propredad se construve, en dimension 3, a
partiv de subgérmenes tipo paraguas de Whitney, prosiguiendo por induccion
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sobre la dimensgion.,

Capitulo 5. lista dedicado al invarianic t en gérmenes analiticos de di-
mension 2. Este invariante presenta un comportamiento similar al de s,
anngue cabe pensar gue esta dualidad 3 — 1 es exclusiva de la dimension 2.
Partiendo de los resultados conocidos, 1{Xg) = 2 v 2 < 1(Xy) < 3. llegamos
a fa conclusion de que 1 Xg) = 5(Xo).

K] proceso segnido en la demostracion es ol siguiente: si ¢ C Xy os un

semianalitico abierto, entonces (7 al ser 1(Xp) = 2, sc podra escribir como
(7 = (' Uy, siendo (7 y Oy bésicos cerrados que se podrdn escribir como
(= 1], > 0,4 > 0}. Alora definimos B3, = {J; > 0, ¢; > 0} v oasi, 'y
13, U 3y soun gendricamente iguales, cs decir, se diferencian en un conjunto
fiito de serirvamas. Por tanto, st conseguimos anadir v eliminar semirramas
sin modificar el mimero de basicos tendremos que 1 Xy) = 2. Se demucestra
que en el caso normal estos procedimientos son factibles v, en ¢l caso general,
solo sia normalizacion cumple una cierta condicion que resulta ser la misma
que cncontramos en el estudio del invariante s.
Capitulo 6. Fstudiamos cn este capitulo nun nuevo invariante introducido
por Marshall. ¢f. [Mal], para medir la complejidad de conjuntos seimial-
aehraicos. 1l invariante p se define como el mmimo entero tal que p poli-
nomios hastan para separar cualquier semialgebraico de su complementario.
IZF objetivo de este capitulo es extender los resultados de Marshall al caso de
gérmenes semianaliticos, donde se define ol invartante p de forma analoga.

50 primer lugar, obtenemos las cotas superiores de este invariante. Con-
cretamente, st Xy es un germen analitico de dimension d, entonces p( Xy) <
STE T =2 1) Para la obtencidn de cotas inleriores demostramos un
restltado interesante en si mismo, un teorema de realizacidn que permite afir-
mar que cualquicr espacio de 6rdenes finito con indice de estabilidad menor
o igual que d se puede realizar como subespacio de Spec, K(Xg), siendo X,
cuaiquier germen analitico de dimension d y K(Xo) el cuerpo de gérmenes de
[nciones meromorfas en Xg, of. teorema 6.3.1. Este resultado nos permite
demosirar que p( Xo) > loga(a®™"(2)) +d — 1, siendo a(n) := n(n + 1)/2.
Capitulo 7. P este capitulo se generalizan los resultados obtenidos en
los capitulos anteriores al espectro real de anillos henselianos excelentes con
cuerpo residual real cerrado. Vo particular, los resultados anteriores son
Lambicn validos en el caso de algebras formales Rllzy, ... x,]]/ 1 v de dlgebras
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del tipo B{[xy. ..o xa]]ae/ ! donde Ri[zy, ..., 1]l denota las series de po-
tenclas lormales gue son algebraicas sobre los polinomios v R es un cuerpo
real cerrado.

B realidad, podriamos haber plantecado el problema local en este con-
texto mas general, obteniendo como caso particular los resultados para gér-
menes analiticos. Sin embargo, dada su significacion geométrica hemos prefe-
rido desarrollar todas las demostraciones en ¢l contexto semianalitico, desta-
cando en este capitulo los elementos esenciales para su generalizacion.

Capitulo 8. Flaltimo capitulo lo dedicamos al estudio de los invariantes s, 3,
f v 1 en variedades analiticas no compactas de dimension 2. Hay que destacar
que, hasta el momento. no habla ningin resultado sobre estos invariantes,
desconociendose incluso st eran o no finitos.

o primer lugar, generalizamos algunos resultados ya obtenidos en el caso
e variedades analiticas unidimensionales, of. [An-Be]. Asi demostramos que
1Y es un conjunto analitico de dimension | entonces se verilica la propicdad
de Artin-Lang y (X)) =35(X) ={X)=HX) = 1.

I3 resultado fundamental que obtenemos en este capitulo cs que s( X)) = 2
st N es una variedad analitica paracompacta de dimension 2. Para obtener
este resultado asociamos a cada orden g € Spec, K un ultrafiliro de conjuntos
seintanalilicos globales cerrados de X, Uy, un anillo de valoracion, Wy, que
e« la envoltura convexa de I en Ky un abanico, Fj, constituido por todos los
Grdencs con el mismo anillo de valoracion Wy, Hallamos primero s(Spee, K,
donde A7 es el cuerpo de [racciones del anillo de funciones analiticas globales
O(X). Para cllo clasificamos los érdenes de Spec, K en 3 lipos v analizamos
en cada caso ol munero de clementos del abanico Iy o, equivalentemente, ¢
cardinal de 1'5/204 (siendo 'y el grupo de valores de Wy), para acotar el
mdice de estabilidad.

El primer tipo de drdenes que consideramos cs el de agquélios érdenes cuvo
nhraliltro de corrados Uy no contiene ningiin conjunto analitico propio. n
este caso el abanico [ contiene un unico orden por lo que no representa
ninguna obstruccion para la acotacion del indice de estabilidad.  Ademds,
este resultado parcial es valido en cualquier dimensién y no es necesaria la
lipotesis de regularidad.

Fl segundo tipo os el de drdenes para los que Us contiene algiin conjunto
analitico de dimension 1 pero no conticne ningtin conjunto discreto. Para
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este scaundo Lipo el mimero de clementos de £ es dos. En este caso se
ntilizan propiedades especificas de la dimension 2, asi como la hipdtesis de

reeitaridad,

Finalmente, ol tereer tipo estd constituido por los érdenes cuyo ultraliliro
M. contiene algin conjunto discreto. Fn este caso ulilizamos una de las
consecnencias de la propiedad de Artin-Lang, ¢l Teorema del Ultrafiliro, of.
|Ca-AnfL que establece una correspondencia uno a uno entre log ordenes de
Spec ACX ) v os nltraliltros de conjnntos semianalilicos globales abiertos de
N Uina verz establecida esta correspondencia utilizamos algunos resultados
de weparacion local de basicos abiertos que pueden ser globalizados gracias
al Teorema B de Carvtan, ef. [C].

Una ver abtenido of indice de estabilidad gendérico, es decir, s(Spee, A} =
2ontilizando otra de las propiedades especificas de la dimension 2. a saber,
la posibilidad de descomponer una funcion analitica como producto de una
fncion fibre de enadrados por una suma de cuadrados, cl. [Cal]. obtenemos

SEN) =

A partir de agut, ntilizando la desigualdad de Tlormiander-Lojasiewics,
tambicn valida en este caso. obtenemos los valores de los demas invariantes:
SIN) = 30 0(NY =3 v i(X) = 2. Asi pues, en dimensidén 2 obtencmos los
mismos valores que en el caso semialgebraico.



Capitulo 1

Preliminares

I'n este primer capitulo introduciremos una serie de defliniciones y resultados
que seran de utilidad a lo largo de la memoria.

1 Conjuntos semianaliticos reales

Sea 0 un subconjunto ablerto de B*. Una funcién real [ definida en € se
dice que es analilica si para todo punto a € £ existen un entorno {7 C Q v

iha serie de potencias
el

P} =Y el - a)

=)
gue converge a [ en L ko lo sucesivo O(U) denotara el anillo de funciones
analiticas en

Un subceonjunto A C € se dice que es analitico si para todo a € Q2 existen
un entorno {0 C Qde a y Tunciones fi,..., [, € OU) tales que

ANU =4z e U fi(e)=-- = [.(x) =0}

Ast pues. un conjunto analitico A C {1 siempre es cerrado en €.

Ui subconjunto ¥V £ se dice que es semianalitico s1 para todo a € ()
existe un entorno €7 C Q0 de a tal que

9

YO = (e e Ulfle) = 0,gm(e) > 0,0 gp,, (2) > 0}
|

11
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para ciertas funciones fi. g,, € O(U).

Lojasicwicz inicio ¢f estudio de los conjuntos semianaliticos con su merno-
riac S lnsembles semianalvtiques” demostrando, por ejemplo, que al realizar
ciertas operaciones con semianaliticos como la unién de una familia local-
mente finita, la interseccidn, tomar of complementario o las componentes
conexas o resultado vielve a ser un conjunio semianalitico, cf. [L].

Aungue los conjuntos semianaliticos estan definidos localmente, prestare-
mos especial atencion a aquéllos que pueden ser definidos de forma global.
Se tiene Ta sigiiente

Definicién 1.1 Sea M una variedad analtlica real v 5 C M. Se dice que S
cs un subconjunto semianalilico global de M st admate una representacion

P

S=U{ee M{fi{zx)=0,9u(2) >0,...,gi;(x) > 0}

i1

donde [5 g, € O(M).

Fvidentemente, todo conjunto semianalitico global es un conjunto se-
mianalitico.  Sin embargo, existen conjuntos semianaliticos que no pueden
0 s >
W 1 g e
oxp( o) stz < |
entonees ¢l conjunto definido por la ecuacidn z(x* + %) =

Z

ser defimidos globalmente. Por ejemplo, i a(z) =

a(z) es un sub-
conjunto analitico de 2% que no puede ser definido por ceuaciones analilicas
alobales, ol [,

S1 5 es un conjunto analitico ¢l conjunto de los puntos regulares de S de
nna dimension dada es un conjunto semianalitico. Denotaremos por Reg(5)
el conjunto de puntos regulares de .S de coualquier dimension y por Sing(.S) su
complementario en 5, el conjunto de puntos singulares de 5. ] conjunto de
printos regutares de dimension maxima, es decir, igual a dim S, serd denotado
como Reg™(S).

Tambicn estaremos interesados en los gérmenes de los conjuntos semia-
naliticos en un punto. Para precisar. sean A v B subconjuntos de un espacio
topologico 1. Se dice gue los conjuntos Ay B son equivalentes en el punto
oo st existe un entorno U8 de @ tal que ANL = BNl Yista s una
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relacion de equivalencia cuyas clases reciben el nombre de gdrmenes en ol
prnto o IO germen en 2 de un conjunto A € se denotara por A,.

Via representantes, las uniones e inlersecciones finitas asi como comple-
mentos de gérmenes de conjuntos son operaciones bien definidas. De ignal
[orma la inclusion v operaciones topologicas como interior y clausura estan
bien definidas, cf. [Gu-Ro, Ch. 1.

(‘omo estamos interesados en gérmencs en variedades analiticas paracom-
pactas v Hausdorfl, siempre podremos suponer que §2 es el espacio afin ®B*)
of TG

Asimismo, consideraremos que ¢l punto 2 donde tormamos los gérmenes es
ol origen v denotaremos por O, ¢l anillo de gérmencs de funciones analiticas
reales en 0 € %7, es decir, ¢l conjunto de clases de equivalencia de funciones
analiticas reales en un entorno de 0, siendo f v g equivalentes si existe un
abierto W C @ tal que 0 e Wy flw = ¢
a confusion denotaremos de igual forma el germen de una luncion y el re-
presentante gue define la clase de equivalencia. s sabido que el anillo O,
es isomorfo, via desarrollo de Taylor, al anillo de series convergentes en un
entorno del origen, denotado como R{xy, ..., x,}.

w. Slempre que no dé lugar

Stfe O, Z(f) denotara, segun el contexto, ¢l conjunto {x € U] f{x) =
0} o el germen que define, siendo [ analitica en ¢l dominio 7. Un germen X,
se lama analitico si existen fy, ..., fo € Oy tales que Xo = Z(1)N...NZ2([,).
Decimos que [ e O, es > () (resp. > 0,=0) en Xg 51 Xo C {f > 0} [resp.

{/ =044 f =0}) Elideal de un germen analitico se deline como el conjunto
J(No) =1/ €0,]f1x, =0}, que es un ideal real, cf. [Rz2, Ch. TV].
Bl anillo cociente O(Xy) = O, /T (X,) se denomina anillo de gérmencs

d(' funciones analiticas de Xy, Fn Xy consideraremos gérimenes de la forma

= U {fis > 0.0, fi, > 0,90 = 0} C Xy donde fij, 90 € O(Xy). Tistos
gérmenes se (lenomman semianaliticos de Xy, La coleccidn de todos los
gérmaenes semianaliticos de Xy es un dlgebra de Boole que denotaremos como

C{X ).

La dimension del germen analitico X se define como la dimension de
Krull del anillo O(Xy) ¥ coincide con el mayor entero d lal que cualguicr
representante de Xy contiene una variedad analitica de dimension d, of.
[An-Bro-Re2, VILZ2.01]). Si 8 € Xy es un germen semianalitico de X en-
tonces la dimension de S se define como la dimension de su clausura de
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Zariski, que es el menor germen germen analitico que contiene a S.

(I germen analitico Xy se llama irreducible si no es unién de dos gérmenes
analilicos estrictamente mas pequenos o equivalentemente si el ideal J(Xy) es
mnideal primo de 0,0 Cada germen analitico X tlene una descomposicion
rredundante en irreducibles, Xy = X[()]) ... U ’_(S"'). S5 ¢ Xy se dice
que son genéricamenle tgueles, v 1o denotaremos S L8 s1 para todas las
componentes irreducibles X((J” se liene que dim(Xé’) N{{SUSHIN(SNST)) <
dim ,’('((,").

Prestaremos especial interés a clertos tipos de gérmenes semianalilicos
Hamados basicos v principales. 1in concreto, un germen semianalitico de X,
se Hama priveipal abierto (resp. cerrado) si puede eseribirse como {f > 0}
{vesp. 1S = 01 donde [ € O(Xg). Bl germen se Hamara bdsico abierio
(vesp. cerrado) si pucde escribirse como una interseccion finita de principales
abicrtos {resp. cerrados), os decir, como {fi > 0....,f, > 0} (vesp. {fi =
0..... [ = 0}y donde f; € O(Xy). S se llama genéricamente bdsico si s
senéricamente igual a algin germen basico 5°

Bl indice de estabilidad s(Xo) (resp. 5(Xy)) se deline como el minimo
entero tal que cualquier basico abierto (resp. cerrado) puede escribirse como
interseecion de s(XNy) (resp. 3(Xo)) principales abiertos (resp. cerrados). Tis
conocido que s(Xg) = d vy que :ljd(d + 1)~ 1 <3(Xy) < %a’(dJr [}, siendo d
la dimension del germen analitico Xy, ¢f. [An-Bré-Rz2, Th. VIIL2.12].

Bl Teorema de Finitud. of. [An-Bro-Rz2, Cor. VIIL3.2]. alirma que todo
cermen senyanalitico abierto (resp. cerrado) se puede expresar como una
nnion de un nimero finito de gérmenes basicos abiertos (resp. cerrados), lo
que da pie a la introduccion de los invariantes £ v 1. Precisando, ¢l invariante
HXG) (resp. 1(Xy)) se deline como el menor entero 1 tal que enalquier germen
semianalitico abicrto {resp. cerrado) se puede escribir como una unién de ¢
glrmenes basicos abiertos (resp. cerrados). Las cotas conocidas de estos
mvariantes son mucho menos precisas que las de los indices de estabilidad
cuando la dimension de X es mayor que 2. 51 dim(X,) = | se tiene que
(X)) = H{Xy) = . Cuoando dim{Xy) = 2 entonces 2 < i{Xy) < 3 v
(Xy) = 2. Sin embargo, si dim{Xy) = 3 sdlo se sabe que ¢{Xy) < 8011 v
XY < 3% el [AD-Bro-Re2, Prop. V.2.16, Th. VIIL2.12].

el caso de conjuntos analiticos globales se definen de forma andloga
los ronjuntos principales, basicos v los fudices de estabilidad cambiando
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acrmenes de funciones analiticas por [unciones analiticas globales. Las cotas
son las mismas que en ¢l caso de gérmenes semianaliticos si X es un conjunio
analitico compacto, St cimbargo, cuando X no es compacio inicamente se

— - . - . R . ..
conoce que s =5 =1 =1 =14 X es una vartedad analitica de dimension
oef. [An-Be]. En el caso singular o en dimensiones superiores ni siquiera se
sabe st existen cotas finitas para estos imvariantes.

2 Definicion y propiedades del espectro real
de un anillo

Ao largo de toda esta scccion A denotara un anillo conmutativo con unidad.
Ui eono o de A es un subconjunto de A que verifica:
abea=a+bheEa

N o & o= ab € o
o _
Ny oo € A= at €y
Il cono a se llama propio si, ademas, se verifica:

i -l ¢ o

VA denotard el conjunto de las sumas de cuadrados de clementos de A, 2 A2

es el cono mas pequeno de A,

['n cono propio o ¢s priamo si

vidhen 3 acad —he o

Proposicion 2.1 (B-C-R. 1.3.2) Sea o un cono primo de A y sea —o =
te & Al —a € oy, Prionces:

)l o= A

iy o —aes an ddeal promo de A, Homado soporle de o (se denotard
como supp(e)).
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Proposicién 2.2 (B-C-R, 1.3.4) « es un cono primo de un anillo conmau-
tativo A sioy solo st existe un cuerpo ordenado (F, <) y un homomorfismo
s A = Ml que o= {a € Alg(a) = 0}

w(supp(a)) denotard el cuerpo de fracciones del dominio A/supp{a). Kl
cono a induce en g£(supp(e)) un orden <, definido por: @ >, 0 & a €
ov. Va £ A (siendo @ = a 4 suppla)).

Definiciéon 2.3 Sea A un anillo conmutativo y considercinos lu relacion de
cquivalencia ~ cnoel conjunto de homomorfismos de A en cualquier cuerpo
veal covrado definida por

A — K,
N
/ fs

donde Ry — R, cs una cxlension, A — R, y A — Hg son homomorfismos,
y B, Ry son cuerpos reales cerrados. Al cociente {a 1 A — R}/ ~ se le
Hama espeelrvo veal de Ay se denola Spec,(A),

Proposicidn 2.4 (An-Bro-Re2, [L1.3) Luire los siguicnies conjunios crisie
wna corvespondencia canonica biyecliva:

a) Spec (A).
b) Ll conjunlo de conos primos o C A.

e) il congunio de todos los pares (p, <}, donde p € Spec(A) y < es un
orden Lolal del cucrpo residual k(p).

ST a € Spec, A, se define la dimensidn de o, dim o, como la dimension de
Kuull del cociente A/supp(a). 51 Y C Spec, A la dimension de ¥ se define
como dim Y =sup{—1.dima|a e Y}.

Dados «o € Spec,(A) v [ € A cscribiremos [(a) en lugar de a{f). 1s-
cribiremos f(a) > 0, = 0, < 0, segin el signo de a(f) en .. Un conjunio
de Spec, (A se lama principal abierto (resp. cerrado) si puede expresarse

como {o € Spec (A)]f(e) > 0} (resp. {a € Spec,(A)]f () = 0}, siendo
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S elemento de A KL conjunio se lamard bdsico abierio (resp. cerrado)
si puede escribirse coro una interseccion finita de principales abiertos (resp.
cerrados), os decir, como {o € Spec, (A)| f1(e) > 0,..., fi{e) > 0} (resp.
fa € Spec, (A Ni{e) = 0,..., fi(a) 2 0}) donde f; € A, Il dlgebra de Boole
generada por los basicos abiertos se denota C{ /) v los conjuntos (€ C{A) se
llaman constructibles. Fl indice de estabilidad de A se define como el minimo
cntero tal que cualquier basico abierto (resp. cerrado) puede escribirse como
interseceidn de s(A) (resp. Z(A)) principales abiertos (resp. cerrados).

LLos conjuntos basicos abiertos son la base de abierlos de una topologia
en Spec, A denominada topologia de Harrison. Cuando no se mencione cx-
presamente ninguna topologia se sobreentendera que la topologia utilizada es
la de Harrison. Tambieén puede considerarse la topologia constructible cuya
hase de abiertos esta constituida por los conjuntos constructibles que, por
lanto, son abiertos v eerrados en esta topologia. Por ultimo, también se
tiene la lopologin de Zariski cuya base esta formada por los conjuntos del
tpo {f # 0}, Para la topologia de Zariski utilizaremos el indice 7. Dolado
de la topologia constructible Spee, A es compacto, . (B-C-R, 7.1]

, mientras

qie con las otras dos es cuasicompacto.

St e Spee, A decimos que o se especializa en 3, que 3 es una espe-
cralizacion de o o que o es una generizacion de 3 y lo denotarcinos como
v st B C Adhay es deciry st f >4 0 implica [ >, 0, V) € A, De forma
cguivalente o — @ si v solo si suppe C supp v ) homomoriismo candnico
Afsuppo =+ AfsuppB transforma elementos >, 0 en elementos >4 0.

La teoria del espectro real nos sera de gran utilidad para el estudio de
las propiedades de gérmenes semianaliticos. La clave radica en la correspon-
dencia existente entre of reticulo de gérmenes semianaliticos, C(Xy), v ol de
conjuntos constructibics de Spec, O{Xy), C(O(Xp)). Precisando, se tiene:

Teorema 2.5 Lo correspondencia que a cada Zy = J_ {f,i > 0,..., fi.. >
0.g; = 0f asigna 72y = UZ {e € Spee, (A} fala) > 0,..., fi,.(a) > 0,g(a) =

0} ¢5 un womorfisino de dlgebras de Boole enive el conjunio de gérmenes
scmanalilicos de Xy y los constructibles de Spec,Q{ X,).

Demostracion: Ver [An-Bro-Ra2, VIIL2.5]. 0
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I virtud de esta correspondencia los siguientes resultados se pueden

aphicar al caso de gérmenes semianaliticos,

Proposicién 2.6 (Desigualdad de Horminder-Lojasiewicz) Sea ¢ € C(A}
corvado, g sean [ g € A tales que {f =0} N C C {g =0}, Enlonces cxisten
wi et positivo onpar Dy h € A tales que:

a) b= 0+ ALy
B sign| (L4 B2+ ¢ = sien(f], donde sign € {1,0, -1}

en

Demostracion: Ver [An-Bro-Re2, [I.I.](ﬂ. a

Ion csta memoria utilizaremos la designaldad de Horménder-Lojasiewicz

cn la sipuiente forma que nos resultara nmcho mas praclica:

Corolario 2.7 (Designaldad de Horminder-Lojastewicz) Sca A un anillo lo-
cal noctheriano y sca T € C(A) cerrado. Dados fig € A caisten pg € A

Perle s (e

iw) po= 00 g =0 en Spee(A)

b) sigilpf 4 gq) = signlf] en T
o) Zlgy= ZNNT

Déostracion: Tomemos « € A tal que Z{u) = Z{HNT", con lo que

. . _ . N “———'——-1/

=001 ¢ e = 0}, v ose Nama ceuacion positiva de Z(ONT, va
giie puede tomarse « = 0 (Spec,(A) es un espacio real noctheriano, ver
A Bro-Re2, L V.2 v VITL2D. Ahora, aplicando la proposicion ante-
rior tendremos sign{(1 + 240 + o] = signlf] en 1, donde h € Ay {es un
entero nnpar positivo. De hecho, de la demostracion de la desigualdad de
Hormander-Lojasiewics dada en [An-Bro-Re2, [1.116] se sigue que, en T,
(DB v oaue la desigualdad es estricta en {f # 0}, Sitomamos
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po= Ut bty g =ullgoq=1d/(l+¢%) segin que g sea o no unidad en A,
se Liene que sign[pf -+ qy] = signlf] en T O

Fste resultado s valido también en el caso semialgebraico (ver [Bro3. 6.5]
v [BCAR, 771000, Asimismo, de la demostracion se sigue que el corolario
anterior puede extenderse a aquellos anillos en los que todo cerrado de Zariski
de Spee, A tenga una ccuacion positiva vy lodo elemento del tipo |+ g% sea
una unidad en el anillo A.

I'ma de las nociones mas importantes en la teoria de Jos espacios de
drdenes os la de abanico { fan en la literatura en lengua inglesa). Segun Kne-
bush, cf. [Kn, Sce. 71, st A es un anillo conmutativo con unidad un abanico
finito de A es un subconjunto /' C Spec, A cuyos elementos tienen ol mismo
soporte p v tal que para cualesquicra g, ay, ag € F el producto a4 = aogay
(considerando los ordenes o, como caracteres o 2'712%5 — {41, -1}, cl.
[Ma2, 2.1]) esta en I'. Asi pues, los abanicos de Spec, A son los abanicos de
Spec, nipn) donde p es cualguier ideal primo de A.

[l soporte de /1) supp( 1), es el ideal p, soporte comin de todos los drdenes
de I La dimension de 7 ose deline como la dimension de Krull del anillo
Afp. gue coincide con las dimensiones de los ordenes de [,

I niimero de clementos de un abanico finito ¢s siempre una potencia de
2, el 1Bré3, Prop. 4.7}, v el indice de estabilidad de Spec, A viene dado por
el stguiente teorema, cl. [An-Bro-Rz2, Cor. V.1.6]

Teorema 2.8 (IFormula de estabilidad]
s(A) = sup{sjexiste un abanico I C Spec, Acon #1 = 2°},
safvo que of supremo sea ), en cuyo caso s(A) < 1
Los abanicos, ademas, nos permiten caracterizar conjuntos hasicos como

soove en las siguientes proposiciones, of. TAn-Bro-Rz2, Cor. VIR, Th,
Vo2 L

Proposicion 2.9 See A un anillo tal que s(A) < o y sea (' un cons-
fractible de Spee, AL Ces un bdsico abierto sty solo si:
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a) CnBA(C) =)

b) #(C N 1Y £ 3, para todo abanico I' C Spec, A con #17 =4,

I la proposicion anterior Bd(C') denota la [rontera de (7 en la topologia
de Harrison. Ulilizaremos la misma notacidn para la frontera de un germen
semianalitico o la de un conjunto analitico global en la topologia usual.

Proposicién 2.10 Sea A un anilo tal que s(A) < oo y sea O un cons-
fructible corrado de Spec, A, C' es un bdsico cerrado si y solo si #{CN1') # 3,
para todo abanico I C Spec, A con #1 =4,

Ejemplo 2.11  Scan X, el germen analitico de B? en ¢l origen, o) €
Spee, QLX) of cono de O(Xy) formado por los gérmenes de funcioues > 0
en la semirrama {y = 0,2 > 0} v ey ¢! cono de funciones > () en la semirra-
ma {y = 0.0 < 0}, ay ¥ oy tienen ¢l mismo soporte, suppay = suppay =
Ji{y = 0}) y, por tanto, dimey, = dimay = [ Ademas, f7 = {a), a2} es
an abanico trivial (los abanicos de | 6 2 elementos se denominan triviales)
de dimension |

i Y
S
) 11
V2 T . ]
Pl NS T R
a7y €¥12 .
tigura 1.1 Fiqura 1.2

v € Spee,O(Xp) se define como ¢l cono de O Xy) formado por los
gernencs de funciones > 0 en la interseccién de algin entorno de o con
el semaplano {y > 0}. De lorma andloga se delinen gy, ay v oy, Bs-
tos <1 ordenes tienen ¢l mismo soporte, (0, por lo que dimag; = 2. 1) =
Loy au ant es un abanico (en este caso, no trivialj de dinension 2.
De las deliniclones s sigue que oy, oy — Gq ¥ gy, ey — (g,



[ Prelininares 91

Por otra parte, la proposicion 2.8 nos permile asegurar que ¢l germen
semjanalitico & = {a > 0} U {y > 0} no es bésico va que #(5 N /) =3
(siendo S el constructible de Spee, O( Xy} definido de Ta misma forma que
S

Il Teorema del Ulteadiltro (cf. [An-Bro-Rz2, The [L1.6]) v la corres-
pondencia entre semianaliticos y constructibles dada por el operador tilde
{teorema 2.5) nos permite considerar los ordenes de O X)) como liltros pri-
mos de gérmenes de conjuntos semianaliticos abiertos. Asi, al ovden o le
corresponde el liltro primao de todos los scimanaliticos abiertos que contienen
la semitrama o v a los dos lados de esta semirrama hay asociados dos filtros
primos (que, ademas son ultralilivos) que se corresponden con los drdenes
g v oo Otro tanto puede decirse de oy v ooy, o,

3 Separacién de gérmenes semianaliticos

Dados dos conjuntos constructibles C', 10 € C(A) v un clemento g € A, se dice
que g separa (v Doy se escribe O, D (C D si no importa ¢ ), cuando g{a) > 0
. PR . ——
s @ gla) <Osiae Dy (CUDIN g =0 =(Cu)yn{Cn .
Analoga definicion se tiene cuando ¢y D son gérmencs semianaliticos,

Jon esta seccion veremos algunos resultados de separacion que ulilizare-
nios mas adelante, concentrandonos especialmente en gérmences analiticos de
dimension 20 Fmpezarcmos con la siguiente proposicion que permite separar
i germen analitico de dimension 1.

Proposicion 3.1 Sea Xy un germen analilico y sean S, 5, € C(O(Xy))
corvudos tales que im Sy =1 4 S, NS, = {0}, Fnlonces existe g € (X))
tal que Sy C {g >0} y 5, T {g <0},

Derostracion: Ver [Rzl], donde ademds se demuestra que S, v .Sy pueden
ser separados por un polinomio, U

Como en numerosas ocasiones aparece el concepto de semirrama, lo pre-
cismnos a continuacion. Sea Xy un germen analitico irreducible. ¥V C Xy un
cermen de curva irreducibles es decir, un subgermen analitico irreducible de
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dimension 1y sea p = J(V} el ideal de gérmenes de lunciones analiticas
de Xy que se anulan sobre Y. O(Xp)/p es un dominio analitico de di-
mension 1oy, por lo tanto, su normalizacion es R-isomorfa a &{4}, cf. [Rz2,
[11.3]. Lainclusion candnica ¢ @ O(Xy)/p — 2{t} define una parametrizacion
ey = (a (), (D) de Yodonde x;(t) = d(x; +p). A los gérmenes de los
conjuntos ([t > 0} v {x(1)[1 < 0} los Hamaremos semirramas de Y. Asi
pues, cada curvairreducible Y oconsta de dos semirramas v cualguier germen
semianalitico de dimension | es la union de un numero linito de semirramas.
Observemos que desde ¢l punto de vista del espectro real una semirrama no
es sino un punto v de dimension L

Al germen semianalitico tormado por el conjunto de puntos de dimension
maxima de Xy lo denotaremos por X5, De igual forma, dado un germen
semianalitico S C Xy eseribiremos 5™ = SN X, Obviamente, si Xy es de
dimension pura (por ejemplo, st es normal) S = 5™

S1.5 es cerrado se podra expresar como la union de una parte de dimension
2 v un conjunto de semirramas sueltas. La parte de dimension 2 de S es
AdhTnes™. De la proposicion anterior podemos deducir la siguiente

Proposicion 3.2 Sea Xy un germen analilico de dimension 2 v seq 13 €
0 ! Y
ClXy) un basico cerrade. Inlonees Adh Int 3% es un bdsico corrado.

Demostracion: Tenemos que 3\ Adh IntB* = UI_ 4. siendo las ~ semi-
1 i=11 /1

rramas. e esta forma. si b separa U_ 1y, de AdhInt3* se podra cscribir

Adb Intig= = 650 {h 2 0} que, por tanto, ¢s un bdsico cerrado. O

De forma analoga se demuestra la

Proposicién 3.3 Sca Xy un germen analitico de dimension 2 y sca I3 €
C{NG) wn basico abicrto, Enlonces la adherencia de 13 es un germen bisico
corredo.

Demostracion : Puesto que s(Xy) = 2 podremos escribiv 8= {f > 0,¢ > 0}
v aplicando la proposicion 3.1 a 3 = Adh(B)y B" = {2 0,g 20} \ I3’ =
Ui, stendo las v semirramas. De esta forma, podemos encontrar b tal

que B 67 vy Adh(B) ={/>20.g >0, > 0}. .
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11 anterior resultado se puede generalizar para gérmenes con din Xy <3
vodim Siig Ny < 1, of, JAn-Bré-Re2, Prop. VI.7.4]. Veamos que también os
posible separar conjuntos genéricamente basicos cuando uno de ellos tiene

dimension no superior a 2.

Teorema 3.4 Sca X, un germen analitico y scan S1.5; € C{O{X,}) ce-
rrados y gendricamente bdasicos. St dim S, < 2 enlonees cxiste h € O(X,)
que separe Sy oy Sy, _cs deciv, hlz) > 0 en Sy, Ma) <0 en Sy oy {h =
O NS US) CSnNS,

(Ver [Brad, 8.9-8.10] para un resultado analogo en ¢l caso semialgebraico).

{lcanostracion: 51 dim Xy = 2, cualquier germen semianalitico genéricamente
hisico cerrado es basico. Por ejemplo, como S ¢s cerrado se podra expresar
como S = Adh Int STU(UI ) siendo las «y; semirramas. Sear € O(Xg) una
cenacion positiva de U_ v 7 y sca S; £ {J > 0, ¢ > 0}, Fvidentemente,
tendremos que Sy C {rf > 0, rg > 0}, siendo la dilerencia entre ambos
gérmenes un conjuito linito de semirramas, os deciv, {rf > 0, rg > 0}\ 5 =
U d:. St tomamos, ahora, [ € O(Xg) que separe U, 6 v 51 ([s, >
(1, _/"|lJ;-; s, < 0}, podremos cscribic S = {rf = 0,rg > 0f" > 0}. Asi

b
- | .. —_—
pres, tanto S como Sy son basicos cerrados y como s(5, NS, ") < 2. por

las propiedades del operador tilde, of. teorema 2.5, ¢l resultado se sigue de
[AT-Bro-Rz2. Cor. V.3.3).

Stodim Xy > 2, existita g € O(Xg) que separe Sy S: N 9 {ya que
dim 5,7 < 2y es aplicable lo visto para dim Xo = 2). Sea [ una ecuacion
positiva de S| 7y apliquemos [ormander-Lojasiewicza — [, g v 1" = S,N{g >
0}, entonces b = —pf + qgg separa Sy y Sy, O

4 Normalizacién de gérmenes analiticos

51 Xy es un germen analitico rreducible, llamaremos X a su normalizacion.
Se tiene una aplicacion = @ X§ — X3 que induce un homoworfismo 7~
O(Xo) — QLX) [ — form= [* Este homomorfismo se puede extender
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A isoinorfismo entre los cuerpos de fracciones K(Xy) v KX ). Asimismo,
QLN se puede identificar con la clausura integra de O(Xq) en K( LR

La aplicacion = es propia, liene fbras finitas y, ademas, ﬂ'\x(-;\,t Cs o
womorfisimo analitico sobre X\ S, siendo S = Sing( X} vy A = 77157, ¢l
[Nar, Cho VI, [Re2. Chy IH).

o cnanto al espectro real. la normalizacion 7 induce una correspondencia

H]J(( OUX) = Spee, O(Xy), que denolamos también por %, 15n conereto,
hi 0 < Spee, Q(XEY, entonees 3 = w(a) € Spee,O(Xy) es el orden definido
PO ‘!' S e _["‘ >, 0. Lavestriccidn m @ Spec K{X§) — Spec, K{Xy) es un
isomorfismao.

Se poeden establecer algnnas relaciones entre los conjuntos semianalilicos
de Ny v de N especialmente entre conjuntos basicos. Lasigniente proposicion

L

cs valida para cualquicr apheacidn 7 0 X§ — Xp aunque no se trate de la

novimalizacion.

Proposicién 4.1 S 3 C X,y s wun bdsico cerrado de Xy cnlonces w13}
(x tn hdsico cerrado de X

In conerclo, si B =1, =0,.... [, 20}, 7B} se puede escribiv como
Ny L

Demostracion: Tomando representantes, si y € #7113, entonces 7{y) = & €
[3 v, por tanto, fi(x) > 0, es decir, fi{z(y)) = f7{y) = 0.

S fy) = 0, entonces [i(wl{y)) > 0, asi que w(y) € 13y, por tanto,

RSN 0
Proposicién 4.2 Si 3 = {[] > 0,.... [l >0} cs un bdsico abierio de X
colonees w13 ea _(,rr'fnr??'f(:rr'r'rr.(fvllr: hidsteo.

e Jorma mris precisa. si fT= f7lgr = (fiom/{g.om) = = ([:]g)

Codonces w( 1) £ Vhoy > 00000, _}?..q,. >0},

D mostracion: Sean 13 = {figr > 0...., fgr >0} C Xy y A = Ujlgr =
OV < XY Vamos a demostrar que o 13 \ A) = Bnxa(X])) de donde se sigue

o) resultado.
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Tomando representantes, si y € B8\ A entonces fl(y) > 0, ¢7(y) £ 0 v,
por tanto, fi(r(yNg:(w(y)) = [Fnagr(yy = [H{y) > 0. Por tanto, w(y) €
g > 0LV =1, 0, es decie m(B°\ A) C B

Staee BNe(XY) entonces figi(a) > 0y v = 7y para algin y € X, 0
sea. figilaly)) > 0y fily) > 0 Deaquisesigue quey € BN\A, ya que g7 (y) #
0 {gy) = g(mly)) = q.(x) # O) ¥y por consiguiente BN=(X7) C =B\ A).

O

Proposicion 4.3 Sce Xy un germen analdico trreducible de dimension 2.
(‘on la nolacion de la anterior proposicion

(Adh{f] >0, T >0 = Adh{figr >0, g, > 0N X

Demostracion: lin primer lugar, se tiene gue 7{ X)) = X7, Porotra parte, los
dog conjuntos son genéricamente iguales por la anterior proposicion. Como
7 es propia serd una aplicacion cerrada, cf. |[Gr-Rm. 9.4]. ¥ tendremos que

AdW figr = 00000, fige > 0 Cr(Adh{f] > 0,00, fL > 0}).

Ademas. Adh{f] > 0,..., {7 > 0} no tiene semirramas sueltas por lo que

tampoco podra tenerlas #{Adh{f{ > 0,...,f7 > 0}), por la continuidad de

T v por tanto, se tiene la igualdad entre los dos conjuntos. O



Capitulo 2

Indice de estabilidad de

gérmenes analiticos normales
de dimensiéon 2

1T Introduccion

Cualqgtier germen semianalitico se puede escribir como nna union de gérmenes
semianaliticos basicos. De hecho, muchas propiedades de los gérimenes sernia-
naiiticos se demuestran con primer lugar para conjuntos basicos y despuds se
extienden al caso general. Por este motivo, el estudio de los conjuntos basicos
es de crucial Iimportancia dentro de la geometria semianalitica.

Uno de los aspectos mas importantes de los conjuntos basicos es el que sc
relicre a su complejidad, os decir, al ndamero de funciones que son necesarias
para describirlos. A esta enestion dedicamos este capitulo v algunos de los
stgnientes.

S1 X)) es una variedad aigebraica de dimensién d los indices de estabilidad
estan perfectamente determmados y dependen dmcamente de la dimension
de Xy, en conereto, s(Xy) = d v 5(Xp) = %(f(d + 1). ¢l. [Seh]. Cuando X,
es un germen analitico (X)) = d, como en el caso algebraico, pero de 7( Xg)
solo e conocido que d{d+ 11— 1 <3(X,) < %a’(d—%— 1), of. [An-Bro-Rz, Th.
VILL2.12). Hasta ahora era un problema abierto determinar cual de los dos
valores posibles tomaba 5( X)) cuando la dimension de Xy era mayor o igual

26
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que dos (en el caso unidimensional siempre os 5(Xg) = 1).

lon este capitulo veremos que si Xy os un germen analitico irreducible
normal de dimension 2, entonces el indice de estabilidad es 3{Xy) = 2. La
solncion al problema general, es decir, la determinacion del mdice de es-
tabilidad cuando Xy, es un germen analitico de dimension 2 arbitrario (no
necesariamente normal) se estudiard en el préoximo capitulo. Ll resultado
depende esencialmente de como se comporte la normalizacidn, por lo que la
separacion centre gérmenes normales v no normales aparcce de lorma natural
en ¢l estudio de este problema.

(no de los conceptos que se utibzan a lo largo de este v los siguientes
capitulos es ol de cambio de signo. Para precisar, s1 Xy es un germen analitico
direimos que [ € O{Xo) cambia de signo en una semirrama -y si 7 osta cn
lo adherencia de {f > 0} v de {/ < 0} o. equivalentemente, s, tomando
representantes. cnalquicer entorno de v contiene puntos donde [ > 0y donde
I <0 (por supuesto, [ = 0 sobre ).

Sca ahora Xy un germen de dimension 2 normal, es decir, O(Xy) es
integramente cerrado en su cuerpo de fracciones K{(Xp). Geomdétricamente
esta condicion implica que Xy es no-singular en codimension !, es decir, o
origen es alo sumo el tuico punto singular de Xy [Nar, Th. V01.2.2]. Asl, dado
cualguier ideal primo de altura uno, p C O(Xy), la localizacion O(Xy), es
nn anillo de valoracion discreta, cf. [A-McD), Prop. 9.2]. "Tomemos cualquicr
gt‘n( m(lol ¢ depoen O( o) ];nton(:cs, para cada [ € O(XNy) lenemos gue
J =g, donde moe Zy uw & O(Xp), es una unidad. En estas condiciones
feambia de signo en Y = Z(p) st oes impar. Obviamente, si [ cambia de
signo en Yo también cambia de signo (segin la definicion del parraflo anterior)
en las dos semirramas v v 47 tales que yU~" = Y, as1 que las dos definiciones
son equivalentes,

Ejemplos 1.1

a) 10 ol plano, Xg = 8%, la funcién [ = y cambia de signo en el eje-x. Por
ol contrario, la funcién o = 2 no cambia de signo en ol ¢je-x ya que cs

una unidad en O( Xy}, donde p = T{{y = 0})

b} el cono Xy € /7 delinido por la ecuacion 22 = #? 442, la funcién | =
7 — . no cambia de signo en ninguna semirrama, ticne signo constante
en la hoja superior (donde f > 0) v en la hoja inferior (donde < 0).



2 hnd. de est, de gérmenes analiticos normales de dimension 2 28

De hecho. sobre el cono z—1 =

(p=T(z—a=0)).

J7s siendo z 4z una unidad en O Xy},

¢y 1in ol paraguas de Whilney, of. cjemplo 3.1.1, definido por y? —za?* = 0,
la funcion |/ = & cambia de signo en el semieje-z positivo, pero no en ol
semicje negativo (que es el mango del paraguas y ticue dimenigion 1.
B este cagso, s6lo tiene sentido la primera de las dos definiciones dadas
de cambio de signo.

2 Eliminacién de semirramas

19 principal ohictivo de este capitulo es demostrar que st X es un germen
analitico irreducible bidimensional normal, emtonces el indice de estabilidad
o S Xg) = 2.

La idea de la demosiracion es la sigulente: s1.5 es un germen semianalitico
cerrado de Xy, entouces consta de una parte de dimension 2, AdhInt{5), v de
un conjunto finito de sermirramas. Pues bien, si S es basico veremos en este
apartado que Adh Int(\9) se puede expresar con solo dos desigualdades y. pos-
teriormente, damos un procedimiento para anadir semirramas sin aumentar
el niimero de desigualdades.

Veamos en primer lugar la siguiente

Proposicion 2.1 Sea X un germen analitico irreducible normal de dimension
2oy osea S C Xpoun germen genéricamente basico. [fnlonces exislen a,b €

OUXy) tales gue AdhInt(S) = {a > 0, b > 0}.

Demostiacion: Como Xy es normal, es de dimension pura y, por tanto, si
Sy T son genéricamente iguales Adh {nt(S) = Adh Int(7"). Podemos, pues,
suponer S = {/ >0, g >0} ' Tenemos que Adh Int(S) C 5 v, de hecho, se
diferencian en un germen semianalitico de dimension 1, es decir, en un con-
nnto finhio de semirramas. Asi pues, debemos probar que podemos eliminar
la parte de dimension 1 de S sin aumentar of nidmero de desigualdades,

'SP Y es genéricamente basico sera § L {7 > 0,g >0} vaque s(Xg) = 2. Ademas,
(J >0 >0 200 >0 ¢20).
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fon primer Ingar,

{fg =00 = Adh{f >0, g >0 UAd{) <0, ¢ <0} U (U %)

i=1 Ji

donde las v son semirramas. Por ol teorema 1.3.4 existe A e ¢s > (0 en

Adb{f > 0.9 >0} es <0en Adh{f <0, ¢ <0} U(U_ v}y

a= |

=0y fg >0} C AL/ >0, g > 0] N AdR{f < 0. g <0} (2.1)
Por tanto.

(g >0, h 20} = Adh{/ >0, g > 0} U(UL,~")

donde 47 son semirramas que verilican

S AN > 0. ¢ 5 0 N AW < 0. g < 01\ Adh{f >0, ¢ > 0}

i particular, st Adh{f > 0,9 > 0} N Adh{f < 0,9 < 0} = {0} 1o
se anadiria ninguna semitrama y habriamos terminado. Vamos a ver que
[y = 00 h 2 0] tiene esta propiedad, por lo que una segunda aplicacion del
teorema bo3ol concluira la demostracion.

Como S v {fg =0k >0} son genéricamente iguales tienen la misma

“Adb Tt Supongamos que
Adhlfg = 0. 6 > 0} 0 Adh{fg <0, b <0} +£ {0}

v consideremos enalguier seimirrama 7 en esta imterseccion. Sea Y la clansura
de Zaviski de 7y seap = J(Y). Puesto que 7 esta en la clausura de {4 > 0}
vide (< 0F, b debe anularse en Y. Por otra parte, como 7 también esta en
[Ty = 0}, de la ormula (2.1) deducimos que

T C AN 50,9 >0 NAd{[ <0, g <0} (2.2)

Fsto implica, en particular, que tanto J como g cambian de signo en Y. vy,
por lo tanto. fg no cambia de signo en Y por ser Xy normal. Pero, por otro
lado, 7 estd en la clausura de {fg > 0} v de {fg < 0}, por lo que [g debe
cambiar de signo en Y, contradiecion.

Do esta forma, eseribiendo [* = fg v ¢ = h, podemos repetir el argu-
maento anterior cambiando f v g por [’ v ¢ obteniendo

0 =0y = Adblf =0, ¢" > 0 UAdh{ /" <0, 4" < 0} U (U4

=2 E
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v vor ol teorema 1.3.4 podemos encontrar una funcion b € O X)) que separa
\dh{[’> g >0y Adh{f <0, ¢ < D} U{WI_\ ), con {b=0}N{f'¢ >
0} = 10}, Por tanlo, finalmente tenemos que Adh{f > 0. ¢ > 0} = {a
{. ﬂ} donde a = ['¢" v hemos terminado,

DI\/J

Observacién 2.2 Diremos que un germen analitico X, verifica la propiedad
del cambio de signo si para cualguier semirrama v existen f{unciones que
cambian de signo en 4 v para cualquier par de estas funciones [, ¢ € O(Xy),
el producto ¢ no cambia de signo en 5.

Obviamente, si Xy es normal verifica la propiedad del cambio de signo.
De hecho, en la demostracion de la proposicion anterior sélo se utiliza esta
propiedad. Por lo tanto, puesto que el procedimiento de inclusion de semi-
reamias no exige ninguna condicién especial, el teorema 3.3 es valido para
gérimenes que veriliquen esta propiedad del cambio de signo.

Pero no lodos los gérmenes analiticos de dimension 2 verilican la propiedad
del cambio de signo. Por ejemplo, s Xy es el paraguas de Whitney v+ es
ol semieje-z positivo, tanto [ = r como g = y camnbian de signo en ¥, pero
el producto zy también cambia de signo en . Asi pues, ¢l paraguas de
Whitney no verifica esta propiedad del cambio de signo. Ademds, no existe
mnguna funcion que cambie de signo en el semieje-z negativo. De hecho, un
germen analitico Xy que no sea de dimension pura no puede verificar csta
propicdad.

Il siguiente ejemplo ilustra el procedimiento seguido en la proposicion
2.1 para la eliminacion de semirramas:

IKjemplo 2.3

try<z<0) ] {zp>0,8>0) ~ {xfy>0,2>0})

T £ T
:
- fip =)

{22y<0.x<0}

{iqura 2.1 Figura 2.2 {igura 2.9
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In ol plano &% consideremos el conjunto S = {zy > 0,2 > 0}. Si

lamamos ~ al semieje-y negativo, S incluye el primer enadrante (que es

i

AdhIntS) v+, es decir, § = Adh lntS U5, Lin este caso,

Adh{ay > 0, 2 > 0} N Adh{ey <0, 2 <0} = {x =0}

v la funcion by = x separa cstas dos adherencias (que son el primer y segundo
cuadrante). A conlinuacion definimos 7 = {x%y > 0, » > 0}. Aunque

SN =5 ahora

Adi{z%y > 0, = > 0] NAdh{z?y < 0, z < 0} = {0},

por lo que ambas adherencias (ahora, primer v tercer cuadrante) pucden
ser separadas “completamente”, por ¢jemplo, por la funcion fy, = y + .
Finalmente, 8" = {zy > 0. 2 + 4y > 0} = Adh Inl(S).

3 Inclusién de semirramas

Fon este apartado damos un procedimientio para anadir semirramas a un ger-
men basico sin aumentar of mimero de designaldades.

Proposicion 3.1 Sea Xo wn germen analitico irreducible de dimension 2y
sca S = {f >0, g >0} C Xg. Entonces dada cualguicr semivraina v cristen

T Ottt e ST =1{1>= 0. ¢' > 0}.

Demostracion: Puesto que v ¢ 5 {en otro caso la alirmacién es trivial),
podenos suponer (cambiando [ por g, st es necesario) que v ¢ {g > 0} v,
por tanto. ¥ C {g < 0}. Sea YV la clausura de Zariski de v y sca r € O(Xy)
nia ecuacion positiva de Y. es decir. r > 0 en Xy y {r =0} = Y. Sabemos
que Y cousta de dos semirramas, Y = v U5, Distinguiremos varios casos

dependiendo de la posicion de 5 y 4 respecto a [ v . En primer lugar,
obscrvemos que si v C S tendremos SU vy = {rf >0, rg > 0}. Ast que, en
adelante, supondremos que v ¢ 5. También podemos suponer [ no se anula
cen Yoo o ootro caso, aplicando la desigualdad de Hormander-Lojasiewicz
podemos reemplazar [ por otra funcién que no se anule en Y. e hecho, si
{1y = 0. entonees ¢ no se anula en Y (en caso contrario v € 9) v aplicando
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Hormander-Lojasiewicz a 7' = {g > 0}, f v g, encontramos p > 0, ¢ > 0
tales que sign(pf+qg) = sign(fien Ty {g =0} C {f =0} NT". Por tanto,
(2 0,g>0)={p/+q9>0.9g>0}ycomo~,y ¢ T tendremos que ¢ no
se-anula on estas semirramas, v (pf + qg)ly = ggly # 0. Asi que cambiando
[ por pf+ qg tenemos que [ no se anula en Y. Ahora distinguimos:

Primer casor v ¢ { ] = 0}
Aplicamos la proposicion 1.3.1 a Sy = {/ > 0 U {g =2 0} U~" y 5 =7,
encontrando h tal que S| € {h > 0} and Sy C {h < 0}. De esta forma
SU=~ =hf >0 rqg>0oSUy = {rf >0, hg > 0}, scgin que
e ) < 0)) o v C {g < 0}). respeclivamente.  Solo veremos que si
< 0 entonces S U~y = {hf >0, rg > 0} ya que el otro caso es
andlogo intercambiando los papeles de [y ¢ . En primer lugar, tenemos que
SU~sy ' i=Ah{ >0, rg = 0} puesto que hf es positivo cuando [ 1o es
votambicn sobre v, Por otra parte, tomando representantes en un entorno
sulicientemente pequeno, cojamos z ¢ S U7y, Siz € + entonees f(z) < 0
pero f(z) > 0 lo que imp]i(‘a gque hf(z) < 0y, por tanto z ¢ T'. Podemos
z & Y. olo quees lo mismo que r(z) #£ 0. Por tanto, si
() < O serd rg(z) < 0, de doude =z ¢ 7. Para terminar, si g(z) > 0 pero
f(2) < 0 entonces A{z) > 0 vy nuevamente hf(z) < 0 lo que implica que
= ¢ 1. De todo esto se sigue que T C S Uy y hemos terminado.

PUues siponer gue

Sequndo casor v C {f = 0}, ~ C {/ < 0}
Ion estas condiciones s inmedialo comprobar que SU~ = {/ >0, rg > 0}

Lerveer casor v C 1) > 04, 7' C {f >0}

Fon particular, hn(m()s que vy’ C {g < 0}, vaquey € 5. Denuevo, r]‘p]l(dﬂl()%
la proposicion 1.3.1, pero esta vez a Sy = {f <0iU{g > 0}U~y 5, =+ para
encontrar b€ O(Xg) tal que Sy C {A >0} y Sy, C {h < 0}, Alirmamos que
SU~v={hf>=0 ra > 0}. De hecho, pucsto que S C {h > 0} tenemos que

SU~ =4k >0, rg 2 0}. Ahora, tomando como antes z ¢ SU~ en un
cntorno sulic 1(‘r1temenu‘ pequenio. Siz € + tendremos h(z) < 0 pero f(z) > 0
lo que implica b f(z) < 0y z ¢ T Por tanto, supongamos gque z ¢ ', es de-
) # 0. 51 glz) < 0 también rg(z) <0 v, portanto. z & 7' Siglz} > 0
pero f(z) < 0, entonces = € 57 y sera A(z) > 0 con lo que fif(z) < 0y,
nuevamente, = € 1. Por lo tanto, T S U~ vy se concluye la demostracion.
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Observaciéon 3.2 A dilerencia de la proposicion 2.1, en esta iltima no se
exige que Xy sea normal. Toncluso, la hipdtesis de irreducibilidad no es uti-
lizada en la demostracion por lo que el procedimmento para anadir semirramas
cs valido para cualguier germen analitico de dimension 2.

l.a proposicion 3.1 nos da un procedimicnto para anadir una semirrama
5 aun conjunto basico 8 = {J = 0, g > 0} que depende de la posicion de
T =~ U~ respecto de los conjuntos {f >0}y {g = 0}.

h=0

igura 2.4

Por ciemplo (véase la figura 2.4). si B = {o > 0.y > 0} y se quiere
anadir la semirrama de la curva ¢ + y? = 0 situada en el tercer cnadrante
(v). consideramos los conjuntos Sy = {& > 0} U {y > 0} U+, 5 =~ v una
funcion o que separa S de S, Entonces,

SUy = {hz >0, (x+y*)y >0}

Finalimente, combinando las proposiciones 2.1 y 3.1 oblenemos ¢l siguienie
Leorema que nos da el indice de estabilidad de Xy

Teorema 3.3 Sea X un germen analitico normal de dimension 2. FEnlonces

7\(\[]) = 2
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{Jemostracion:

Sea S COXg un germen semianalitico basico cerrado. Tenemos

S=Adhint(SYU (U_ )

1

paraa conjunto finito de semirramas v,. Por la proposicion 2.1 Adh Int(S) =
L= Uy = 0 para clertos [Lg € O(Xy), y aplicando fa proposicion 3.1 un
mnmero lingto de veces podemos anadir las semirramas ~; sm aumentar ol
mimero de desigualdades, n



Capitulo 3

Indice de estabilidad de
gérmenes analiticos de
dimension 2

1 Introduccion

5o el capitulo anterior vimos que si Xg es un germen analitico irreducible bidi-
mensional normal, entonces 5( Xo) = 2. Sin embargo, no todos los gérmenes
analiticos bidimensionales tienen el mismo indice de estabilidad. como mues-
tra ol sigmente

Ejemplo 1.1 Si X s el paraguas de Whitney, es decir el germen analitico
de los coros de y* — zx® € w{x,y,z} (ver figura 3.5), entonces 3(Xy) = 3.

L electo, vamos a ver que el germen semiagalitico § = {x > 0,y >

(l.z > 0} no puede escribirse con 2 desigualdades. Supongamos que S =
{f > 0.4 >0} Sitanto [ como g se anulan en ¢l eje—z entonces cste cje
cstaria contenido en S, lo que no es derto. Por tanto, una de cllas, por
cjemplo [ no s nula sobre el eje-z. PPero, por continuidad tendremos que
I = 0 en el semieje positivo, o, de otra forma, ¢l punto 3 € Spec, QX)) con
.
soporte x = y = 0 definido por z > O esta en {J > 0}. De aqui se sigue que
las cnatro generizaciones 3y, 8o, 85, 54 de o en Spec, O( Xy) (correspondientes

a las cuatro hojas del paraguas a lo largo del eje-2) yacen en {f > 0} . Pero,

s
-t
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por otro lado, solo uno de los 3;, p.e. F1, csta en S, asi que g deberd separar
oy de iy, s, 344, lo que es imposible ya que estos cuatro ordenes forman un
abanico en el espacio de 6rdencs, Spec K(Xy), del cuerpo de fracciones de
OUXG), el JAn-Rzl, ex. 7.2.d}

Asi pues. en dimension 2 el indice de estabilidad puede tomar los valores
2 v 3. Hemos visto que la condicion de normalidad es suficiente para que
S0Xy) = 2 pero, scgan veremos en este capitulo, no es una coudicidn nece-
saria, pues existen gérmenes analiticos con § = 2 que no son normales. La
condicion necesaria y suticiente tiene que ver con el buen comportamiento de
la normalizacion de Xj,.

2 Indice de estabilidad en el caso general

50 este apartado Xy serd un germen analitico irreducible de dimensidn 2, X
I ; 22 s A
st normalizacion v o0 X5 — Xy la aplicacion correspondiente. La aplicacién

7 induce un homomorfismo entre los anillos de Xg v de X§,

NG = O(XE)  ffom=f*

Jista aplicacion ™ a su ves induce un isomorfismo entre los cuerpos de {rac-
clones K Xy) v K(X{). El cardcter birracional de la normalizacion juega un
papel lundamental en la demostracién de los resultados de este capitulo.
Vamos a ver que si la aplicacion & verifica la condicion
(CC): cada germen de curva analitica irreducible de X se transforma {me-
diante ) en otro germen de curva analitica irveducible de X,
cntonces §( Xy) = 2.
Si, por el contrario, @ no verifica la condicion (CC), es decir, verifica la
condicion
(CS): existe un germen de curva analitica irreducible de X que se trans-
forma (mediante 7) en una Unica semirrama de X,
cntonces pucde encontrarse un germen semianalitico cerrado basico en X
que no puede ser deserito con 2 desigualdades, es decir, 3(Xy) = 3.

Vamos a ver, en primer lugar la
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¢

Proposiciéon 2.1 (O] = 5(Xy) = 2.

Demosivacion: Si {3 es un bisico cerrado de Xy, también lo sera la parte
de dimension 2, Adh Int /3%, cf. proposicion 1.3.3. Asi que supondremos que
I3 o5 un basico cerrado de dimension pura {0 sea, = AdhiutB* y. en
particular, 3 C 7{X§) = X§) v demostraremos que sc puede expresar con
2 desigualdades. Como siempre podemos anadir semirramas sin anmentar
el mmero de designaldades, of. proposicion 2.3.1, de aqui se scguird que
SR

Asi pues, sea B un basico cerrado de Xy verificando 8 = Adh lnt 5% v con-
sideremos 77 B) que también serd un basico cerrado de X}/, cf. proposicion
1.1 Llamaremos 37 = AdhIntz='(B) que serd un bhasico cerrado por
la proposicion 1.3.2 v podra expresarse con 2 desigualdades (va que X7 es
normal), os decie, BY = {fI >0, f, >0}, donde [! = %:

kb

Puesto que By £ = 1{fig) > 0, fogs > 0} son gendricamente iguales,
ol proposicion 142, B = AdhIntBr y B £ By = {/19; = 0, Joa > 0},
(lon estas deliniciones 13 C 13y, aunque 13, puede contener alguna semirrama
adicional. Lo que vamos a ver es que st escogemos f1 v ) adcecuadamente,
las sembrrammas adicionales de 135 pueden eliminarse sin aumentar e} numero
de desigualdades.

Siguiendo el mismo procedimiento que en la proposicion 2.2.1 podemos
expresar B2 = {[} > 0. fi > 0} de forma que Adh{f] > 0, ) > 0} N
Adl{ <0, [5 <0} = {0},

Llamaremos A7 = Adh{f] >0, [} >0} = BY, A” = Adh{[] <0, Ji <
0y Ay = Adh{figy > 0, foge > 0} N XS, A_ = Adh{f1g; < O, fogy <0}

X5 Porla proposicion 1.4.3 tendremos que 7(AL ) = Ay = By n(AY ) = A_.

Sty AL = {0}, entonces podriamos expresar B con 2 desigualdades,
13 = {Jigi fogy > 0. h =03, para clerto b € O(Xy) que separa A, y A_ '

.«'\.}I()I‘El. bien, 1?1.1(‘c1(‘ ocurrir que A MNA_ # {()} (a pesar de que /’l’jrﬁ/.\‘i = {0}
sihay 2 semirramas de Ay AY que se identifican en Xy, es decir, existen
Yo

A . - 44 - e f . - 1 ; R L FPEIN -
S ALy A tales que w(yg) = w(y, ) = I La condicidn (CC) implica
gue las semirvamas v v v, son independientes, es decit, que pertenceen a
ISU{f1g1 fagy > 0} = Ap U AL U (Uy) entonces escogemos b € (O Xy) que sea estries
raunente positiva en Ay y estrictamente negativa cn A U {U), 1o que os posible en caso

de gue Ay n A = 1)



3. Indice de estabilidad de gérmenes analiticos de dimension 2 38

eérmenes de curvas analiticas distintas y, por tanto, 7o N7 = {0}.

ST =y U, podemos distinguir varios casos:
a) vy CInt(AY) = !m,{f{ <0, fi <0}
i') 1€ BA{AT ) v AL
) € BA(AZ), ) C AL

Vamos a ver que escogiendo las funciones adecuadamente podemos suponer
que no hay semirramas en los casos a) y b). Isto sicmpre podemos con-
seguirio, independieniemente de que la condicidon (CC) se verifique o no.
Caso a): Vxiste un r € QX)) que separa v de T'={f{ >0} U{[f] > 0}, es

decir,

Pl <0y rhp 0

con lo que, en particular, vlge > 0y B = {rf] >0, /5 > 0}. Ademas,
DI 0 0 = > 0y > 0}y bl < 07 < 0) = )]

0, f3 < 0} N {r > 0}, con lo que al sustituir f{ por rf] el nuevo A7 coincide
con ol anterior y ¢l nuevo A” esta contenido en el anmerior y, por tanto, no
imroducimos nucvas semirramas ¢ en Ay N A_ Como vy C{rf] < 0, /1 < 0}
podemos suponer que v, ¢ AV,

Iin conclusion, si hay semirramas en Int(A”) podemos cambiar las fun-
clones para que esto no ocurra, por lo que estas semirramas no suponen
ninguna obstruccion para expresar B con 2 desigualdades.

Caso b): Como v € Bd(A”) una de las funciones, f] o f), cambiara de
signo en . Podemos, pues, suponer que f| cambia de signo en «,, asi que
tambicn cambiard de signo en (. Por tanlo, existira un entorne U de 44 tal
. 1 (v ) LA N AV Ademis. 1 )
que fo)y, <0 {yaque v €A% y 4 C Bd(AY). Adenmds, Do\ —nuy # 0,
prics en caso contrario, file = 0 implicaria €4 C AL = {J{ > 0 [ > D},

absurdo, puesto que A N AY = {0}, La situacidn es la que se representa en

la igura 3.1,

f1>0, fy<0 I>0,fi<0 f120, f3>0 fi=ufy<a
nd —_— e A n - -
ogicntico pleofico Nogicogise o flcopicn

[igura 3. f [igura 3.2
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I

SUpongamos queé ¥z, ...,%, son las scimirramas que no ecstan en A7 o
e AY pero que se identifican con alguva semirrama de A% . Considerernos
cnfornos semianaliticos conexos de vy y ,'; _que denotaremos como /gy Uy,
respectivamente, tales que v, . v & ULUU y {1 = 0y Ul = 3 U
. Sea el complementario de L, U()] en Xp v apliguemos la desigualdad de
[érmander-Lojasiewicz a 7', f1 v {4, Encontraremos p, g E O( X)) tales que
sien{p [ +qfh) =sign(f])en Ty {q =0} C{fi= {]} Nl .lu-\«1(10[11,(1,111(2111.(‘,,
=0, 0200 =A{pfli+qf =20, fL >0} y vy €7 1*]-11 consecuencia,
¢ no se anula cn (4 y, por tanto, (pf7 + ¢f3)le, . # 0. Cambiando
opor pfl 4 qff se tiene que B = {pfi +¢fi = 0, f5 > 0} pero ahora
S CBA ST g fh <0, f5 <0 (ni pf]+ qf5 ui f) se anulan en v,). 51 ahora
T CIntdpf] + qf5 < 0, f; < 0} procederiamos como en el caso a).

Con esta cleccién de T no se incluye en A”(pf{ + qfs, [5) = Adb{pf| +
gft < 0. f) < 0} ninguna semirrama cuya imagen coincida con Ja de¢ otra
de f\” gque no estuviera va en AY(f1, £3). Ademas, se sigue cumplendo gue

A pfi+a f5 DAY (pf+af5, f1) = {0} ya que AL (pfi+q f5, 1) DAY (p 1+
qu. j2) (7, U (donde A denota la diferencia siinéirica de dos conjuntos)

(pfi + afh £ 0 (T U T = {0},

Cuso ¢): Por lo anterior, st existen yo C AL y v C A‘j tales que 7(v) =
w(vi) == 1", podemos suponer que 4 C Hd(fi") y que v C A Como en b)
suponemos que f| cambia de signo en por lo que dobv ser vy C Bd(AY)
(i 71 C Int{A]). entonces fi no (ambmrm de signo en (). como se muestra

en la ligura -5.2-. La condicion (CC) nos garantiza que v vy ¥ pertenceen a
gérmenes de curvas analiticas distintas: Cy = v Uiy O = 9 U~y Por
tanto, 7(('y) = m{C) =TU lj’.. m(vy) = (v = 1.

Como w(AL) = Ay y m{A”) = A_ tendremos que [' C Ay (m(vw) =1y
Yo CA) vy aque I C AL ( (="1"y 5 C AY). Por supucsio. también se
tiene que U C A_ {w{y) =1y v C AL

Fa conclusion, podemos suponer que BY = {f{ =0, f} = 0}, que AL N
A" = {0} ¥ que las Unicas semirramas () de AY gue se identifican con
ofras ('}(,;}" de AL son semirramas v C Bd(AY) tales que »), € Bd{AY),
donde 5777 = v U,
Sty = fige =0, foge > 0} < Xy, cnlonces Ay ﬂ/L = U1, stendo
s = w(50) = (%) v. por lo visto anteriormente UTT; © C AL = 3. Ahora,

escogiendo adecuadamente b € O(Xg) {ver la demostracion de la proposicion
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22010
{[ig1f292 2 0, h 2 0} = AU (ULY)

I

donde las semirramas 1 C Ay (figr, fag92) N A [191, f292) Z\/‘u(./'!gl s f292)
l_J’Tlf/ \ Ay gy, fage) = B0 Por lo tanto, B = {figifo00 2 0, h > 0} v, de

esia forma conseguimos expresar 3 con 2 desigualdades. 0

[ el siguiente ejernplo se ilustra el proceso seguido en la proposicidn.

Ejemplo 2.2  Sea Xo C *) ¢ germen analitico iwreducible de ecuacion

g2 = 2%y (ver figura 3.3) v X¢ su normalizacién {ver figura 3.1), ¢l cono
. ' . : ! )
de cenacion 2% =27 4y dondex =2y, y =9, = = 2.
A - ! 2
X o z ‘X'U

S —
‘ ™
+~
x
Pigura 2.3 [igura 3.4

Sea {3 C Xy el basico cerrado definido como B = {z > 0,y > 0,z > 0}.
Suimagen ioversa, 7' (B) = {2y’ > 0,y = 0.2 > 0}, es un basico cerrado
de XY que, en este caso coincide con BY = Adh Int7z='(B). Ahora expresamos
13 con 2 designaldades (lo que es posible por ser X normal), 7 = {&' +
g =20 2002 2 0f, de forma que AL = Adh{z’ +y' — 2 > 0,2 > 0} v
A0 = Adh{z’+y' = 2 < 0, 2/ < 0} no se intersccan, es decir, AL 0AY = {01,
Como &' 44" — 2/ = "”J“”:*:-" y—==sserdn [5) = {(z +y’ — 2yly > 0, z > 0}
v = gt - zy)ylz 0,z >0},

Como Ay = Adh{{z +y* — zy)y > 0,2 > 0} v AL = Adh{{z + 4% -
i)y < 0.2 < 0} no se cortan (A, N A_ = {0}) podemos expresar 3 con 2




3. Indice de estabilidad de gérmenes analiticos de dimension 2 Al

desipualdades, de la siguiente forma, teniendo en cuenta que = separa Ay v
A B = w4yt —zy)yz >0, 2 > 0}, De hecho, en este caso f3; no conticne
ninguna semirrama adicional por lo que coincide con /3.

3

Observaciéon 2.3 La demostracion de la proposicion 2.2.1 nos ascgura
qre, 51Ny es normal (o incluso st verifica la propiedad del cambio de signo),
cualquicr basico cerrado sin semirramas sueltas se puede escribir como 3 =
{7 >0,¢ >0} de lorma que A, QA = {0}, In el caso de que Ay no
sca normal pero cumpla (CC) (lo que equivale a decir que 3(X,) = 2), la

demostracion de 2.1 nos permite eseribir 3= {f > 0, ¢ > 0} de forma que,
anngue aliora podria ser Ay N AZ #£ {0}, st v € Ay N AL enlonces también
St AN AL D siendo TF = 4 U A

!

Tambicn de la demostracion de la proposicion 2.1 se sigue que, en caso de
no cumplirse la propiedad (CO), los conjuntos basicos cerrados que pueden
regueriv 3 designaldades para su descripeion son aquellos en los que se verifica
gue las seniirramas p v 4y son lag 2 semirramas de una misma curva irre-
ducible, 15n este caso. I C BA(B) vy I ¢ 13, siendo T 7 = I'UT". De hecho, en
este caso puede construirse un bhasico cerrado que necesita 3 desigualdades,
como se ve en la siguiente

Proposicién 2.4 (C'S) = (X)) =3

Dremostracion: o esle caso suponemos que vo v y; son las 2 semirramas de
nnomisimo germen de curva analitica irreducible de X gque tienen la misma
imagen, es decir, 7{v) = 7(y) = I'. Lo torno a 1" confluyen 4 hojas que
definen nn abanico v cualquier basico cerrado que contenga una sola de estas

4 hojas necestta 3 desigualdades para ser descerito.

Mas concretamente. si fI € O(XY) es una funcién que cambia de signo
en e f5 € QX)) una funcidn que separva vo de v v A € O(Xy) una [uncion
que separa I de T (0] = 0, Al < 0), entonces el conjunto B8 = {fiq >
0. Joge = G002 0} no puede ser deserito con 2 desigualdades. Fn efecto, se
puede repetir palabra por palabra el argumento empleado en el cjemplo 1.1.

[
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Ejemplo 2.5 Sea Xy : y? — za* = 0 el paraguas de Whitney (ver figura
3.5). Su normalizacién es el germen X de ccuacion 2’ — ¢ = 0 (figura 3.6),

! for A
con o =a,y =ay., =7,

&
.
~ T
—~ _ —
r
y*
Figura 3.5 Figura 3.6

La parabola 7/ = X§ N {2’ = 0} tiene como imagen ol eje-z positivo de
o, asi que se verifica la condicion (CS) y, por la proposicion 2.4 5(Xp) = 3,
comno va se vio directamente en el ejemplo 1.1,

Si intentamos segwir ¢l procedimiento de la proposicion 2.1 para escribir
1= e > 00y > 0.2 = 0} con 2 desigualdades tendremos que 771(B) =
{0 > 0.0y > 0,2 > 0} = BY. Por su parfe, 7 se puede expresar con
2 designaldades, 87 = {2’ > 0,4 > 0}, de forma que AL = Adh{a’ >
0. ¢ >0} v A = Adh{z’ < 0,y < 0} sdlo se cortan en ¢l origen. Ahora,
By={r >0, ry>0}y By ={z>0,2y>0}. A diferencia del cjemplo 2.2,
Ap = Adh{e > 0.1y = 0} vy A_ = Adb{x < 0, 2y < 0} se cortan en el ¢je 2
positivo. Ademas, como w(r) = 7{m) = 7 y 7, ¥ T2 no son independientes no

pucde seguirse el procedimiento dado en la proposicion 2.1 para la eliminacion
de semirramas. En conclusion, no hay forma de eliminar el eje z negativo de
12, st auwmentar el mimero de desigualdades.

Observacion 2.6  1ln invariante estrechamente relacionado con 5 es ¢l de-
nominado anchura, cf. [RePal. Se puede definir este invariante como ¢
menor entero w' tal que cualquier germen semianalitico cerrado € se puede
cscribir como

(=l >=0,.... frw = 00U {20,000 fay =0}

donde fi; € O(XNy). Evidentemente, siempre se verifica que w'{ Xq) < 7(Xy).
Ademas st 5(Xg) = 3 entonces w'(Xy) = 3. Coucrctamente, en la de-
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mostracion dela proposicién 2.4 se da un germen semianalitico basico cerrado
(que no puede ser descrito con 2 desigualdades. Razonando cotno en el ejeruplo
1.1 se concluye que tampoco puede ser descrito como una unién de basicos
corrados definidos por 2 desigualdades.

3 Caracterizacion algebraica de los gérmenes
con § =23

51 este apartado veremos como pueden caracterizarse algebraicamente los
gérmenes con § = 3 mediante el espectro real de O(Xy).

Proposicién 3.1 Sea Xy un germen analdico irreducible de dimension 2.
S(Xy) =3 siy solo si crisle un abanico de | clementos £ C Spec,O(Xo) tal
gue 1" = 7 con dimT = 1.

Demosiracion: = ) Supongamos que 35(Xe) = 3. Por la propoesicién 2.4,
existen 2 semirramas, 5 v oy de un mismo germen de curva analitica irre-
ducible de X con la misma tmagen: n(v) = #(y) = 7. 7 define un orden
en Spec, QO{ X)) de dimensién 1, 7.y sus 4 generizaciones {4, 3y, 33, 84} (dos
deestos ordenes son generizaciones de 4y v los otros dos de 7)) constituyen
i abanico ¥ que, obviamente se especializa en 7. [7 es un abanico va que cs
el pull back dei abanico trivial {=g, 7} via ¢l anillo de valoracion discreta
QX con q=T(F"), ¢f. [An-Rzl, Ch. 7].

4 ) Supongamos que cxiste un abanico [7 ¢ Spec, O(Xy) con 4 clementos
aue se especializa en 7, siendo dm(7) = 1. S I = {7, 8. 83, 4} existen
Diogr € O(X) tales que {J € FIfi 20, g, >4 0} = {7,}. Consideramos
3y = Adh{f) > 0, ¢ > 0} que es un basico cerrado, b una funcién que
separe T de 7 {hi; > 0. 8l < 0) y sea 3= 5,0 {h > G}, Fntonces /3 es
it hasico cerrado que no pucde expresarse con 2 desigualdades, 150 efecto, si
B =1{7>0.9 >0} entonces {' 'y g no pueden anularse simultaneamente en
(" =7 U7 ysuponiendo que fi, > 0, eolonces sera 3{f) > 0,V: = 1.2,3,1,
Pero s6lo 3p esta en B asi que g tendria que separar 3 de {52, 3,4}, lo
ane os absnurdo por ser 17 un abanico. |
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I7sta proposicidn junto con los resultados de la seceidn 2 nos permiten
enunciar o

Teorema 3.2 Sca Xy un germen analitico irreducible de dimension dos y
7 XY = Xy sw normalizacion. Las siguientes condiciones son cquivalenies:

1) Briste un germen de curva analitica Y C XY tal que #(Y') s una inico
semdrrama (condicion CS).

J}J -:(;\;()) =

3) Eaiste un abanico de f celementos 2 C Spee, O Xy) gue se especializa
enoun unico orden T (7= 7 ) con iimT =1,

Fiste teorema nos caracteriza completamente el indice de estabilidad ce-
rrado, 5, de los gérmenes analiticos irreducibles de dimension 2, Una cuestion
que puede plantearse ahora es ¢1 la propiedad del cambio de signo, ¢f. obser-
vacion 2.2.2, es exclusiva de los gérmenes con s = 2. Lo mismo podriamos
decir sobre log gérmenes de dimension pura, ;3 = 2 ¢s equivalente a ser de
dimension pura? [ Todo germen de dimension pura verifica la propiedad del
catnbio de signo? Los siguientes cjemplos nos dan las respuestas.

Ejemplos 3.3

a) Sea No o z{a? +y*) —a” = 0 ¢l paraguas de Cartan (ver fignra 3.7), que
el

es un germen analitico irreducible con un “mango” de dimension 1
cie v,

bl

figura 3.7
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A diferencia del paraguas de Whitney, el de Cartan solo interseca la
parte de dimension 2 en un punto. n este caso, 5(Xy) = 2 ya que no
pucde haber ningiin abanico de 4 elementos que se especialice en un
orden de dimensién 1. Asi que hay gérmenes que no son de dimension
puta para los que § = 2.

) Sean Xt(,k) los gérmenes analiticos definidos por 2y = 22* + g™ (ver
fieura 3.8). In primer lugar, aunque son de dimension pura no verifican
ta propiedad del camnbio de signo ya que @ ¢ y cambian de signo en 7y
también lo hace el producto zy. Sin embargo, como se ve en el cjemplo
1.3, ?(,\’((,M) = 2 s k es impar. Por tanto, hay gérmenes que no verifican
la. propiedad del cambio de signo con § = 2.

Para terminar esta scceién determinaremos ¢l mdice de cstabilidad ce-
rrado de gérmenes analiticos no necesariamente irreducibles.

Teorema 3.4 Sca Xy un germen analitico de dimension 2 cuya descom-
posicion on trreducibles es Xy = Xoy U ... U Xo,. Lntonces 3(Xp) = max

{30 Xa ), -5 X))

Demostracion: Sipara algin j es 3(Xy;) = 3 entonces 3(X,) = 3 (va que
chalguior basico cerrado de Xy; es un bdsico cerrado de Xgj. Asi que fo que
teneimos que ver es que st 5(Xg b = 2, Vi = 1,...,n entonces 5(Xy) = 2.

Clomo ¢l procedimiento para la inclusion de semirramas es siempre valido,
el observacion 2.3.2, vamos a suponer que {3 es un basico cerrado que verifica
13 = AdhInt#* v veremos que se puede escribir con 2 desigualdades. Si
delinimos 8, = Adh Int(B N Xg), se tiene que B = UV B, donde cada 3, os
in basico cerrado de Xo; sin semirramas sueltas,

Stgniendo la demostracion de la proposicion 2.1 podremos cxpresar cada
13, como 13; = {f; 2 0, g; = 0} (restringiéndonos a X¢;} y podemos suponer
que st 1 Ay N AL emtonces I C Ay, siendo = ruy AL =
Adbdfi > 0, g > 0} = B, A- = Adh{f; < 0, g; < 0}, cf. observaciéon 2.3.
Por el teorema 1.3.4 existird un b € O{Xy) que separe Up A, = UTE = Bde
U A~ (que es un basico cerrado ya que no puede haber ningin abanico de 4
clementos que tenga 3 clementos en comin con A;_ , ¢f. proposiciéon 1.2.10) y
setendrd que B = {¥X igir, = 0, > 0}, siendo r; una ccuacion positiva del
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cermen analitico U4, Xo;. Deesta forma, BNXy; = { figir; 20, o = 0} = B3,.
.|

Una consccuencla directa del anterior feorema y de la proposicion 3.1 os
¢l siguiente corolario.

Corolario 3.5 Sca Xy un germen analilico de dimension 2. Son equiva-
fendes:

al 5(Xy) =3,

b} fteesie un wbanico de 4 elementos 17 C Spec, O(Xo) tal que I — 7 con
dim 7 =1,

4 Gérmenes analiticos coherentes

Finoesta secciom estudiaremos la relacion existente entre la cohierencia de un

permen analitico Xy ¥ su indice de estabilidad §(Xy). Veremos en primer

lngar aleunas definiciones v resultados gue nos permiliran caracterizar de
4 A )

forma adecuada los conjuntos analiticos coherentes.

Sea XNy un germen de un conjunto analitico real en 0 € ®". Considera-
remos 0 como un subconjunto de € y denotaremos por J7(Xg) el ideal
de Q) constituido por los gérmenes de [unciones analiticas reales que se
anulan en Xy, Iin estas condiciones existe un inico germen (Xy)* analitico
complejo que contiene Xg tal que si g € O(CF) se anula sobre Xy entonces
se anula también sobre (Xo)Y Ademas, (Xy)"NRy = Xy y cualquier germen
analitico complcjo Sy que contiene Xy también contiene { X)*.

I3l germen analitico complejo (X)) se llama eomplezificacion de Xy y ¢l
ideal de gérmenes de O(C]) que se anulan en O(C]) es TV X} = TH X)) g

Un conjunto analitico real X se dice que os cohierente si ¢l haz Ty(X) de
germaenes de funciones analiticas reales que se anulan en X ¢s un haz cohe-
rente de Q™) mddulos. Un germen Xy se dice coherente si estd inducido
por un conjunto analitico coherente.
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Siun germen analitico es coherente debe ser de dimension pura [Nar,
Prop. V.7| aunque ¢l reciproco no es cierto en gencral {ver cjemplo 4.3),
La siguiente proposicion nos da una il caracterizacion de los gérmenes
analiticos coherentes.

Proposicién 4.1 Scan Xy C B™ un germen analilico real, (Xo)" su com-
plezificado, S wn conjunlo analitico complejo que induce en 0 € T ol germen
(NG =8, 4 X = Sna™ Bl germen Xy es coherente si y solo st para lodo b
suficientemente prérimo o U el germen Sy es la complexificacion del germen
andalttico real X,

Demostracion: {Nar, Prop. V.5]. a

lLa siguiente proposicion atirma que la clase de los gérmenes analiticos
coherentes de dimension 2 esta contenida en la de gérmenes con 5 = 2.

Proposicién 4.2 Sca Xy un germen analitico de dimension 2. Si3(X,) = 3
crlonces Xo no s coherenle.

Demaostracion: Por el corolario 3.5 sabemos que 3{(Xg) = 3 si v solo s
existe un abanico £ = {o,02,05, 04} — T¢ con dim 7y = 1. Sean p =
supp 7y . ¥ = Z{p), 72 ¢l otro punto de Spec Y y (. el conjunto de gene-
rizaciones de 72 en Spec, O Xp).

St (/. = es decir, si 7_ no tiene ninguna generizacion, entonces los
puntos de 7 son de dimension 1y, por tanto, Xy no es coherente,

Supongamos ahora que (,_ £ @ v consideremos la normalizacién =

NG+ Xy Como G- # 0 se tendrd 77 (72} £ 0. Tomermos 74 € 7 '(72)
v osea qn = supp 7. En Spee, O(XY) se liene que oy, oy — 7Ly 04, 04 —
S - 5 T = — 5
i .osiendo Tl £ 11 (si 7L = 71 llamemos g4 = supprl = suppr},
O(XN),, sera un anillo de valoracion discreta y el abanico [, constitnido

por las generizaciones de 7 = 72 tendiia sélo dos elementos, conlra la

94
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hipotesis). Por construccion, {7y, 7§ } © = '(77). También se tienc ay £
q-. va que, en caso contrario, 7! coincidiria con algin 77, digamos con i

V. enoese caso, @) — 7. . contradiccion.
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Llamemos Y2 = Z(ap), Y¥ = Z(g_) y sean (Y)*, (Y¥)% sus complexifi-
cados. Ixiste un entorno £ de 0 1al que (Y350 (Y2 = {0} en 7. Tomemos
crualguier punto e € Y2N{ suficienternente proximo a 0y sea b = r{a). S 7
es la aplicacion de normalizacion ded complexificado de Xg, tendremos que

by = LE L st e e T}y donde los £ son puntos reales v los
1.0, complejos. Se tiene que 7 > 0 ya que Y Nx~ (b) = @ v, sin cmbargo,
me aplica Y5 sobreyectivamente en Yo

Scan ... U VLV L 0 VL VL entornos disjuntos de los puntos de
i LR VI Vo, s Vs )

o (0). S1 W C " es un entorno de b suficientemente pequeno v odefini-

h o= (j} para ciertos fLg € O(W). Por lo tanto, gh = f € J(X,) pero
1 ¢ TS0, siendo S un conjunto analitico complejo que induce en § € £ el

mos b (W) — i como Ay, = 0y Ay gy = 1, A podrad escribirse como
: k 1 7

germen (Xg)®, v Xy no puede ser coberente,

0

Sin embargo, la coherencia no caracteriza completamente el indice de
estabilidad 5 de los gérmenes analiticos. Bl siguiente cjemplo nos muestra
gue existen gérmenes no coherentes tanto con § = 2 como con 5 =3,

Ejemplo 4.3 Consideremos la [amilia de gérmenes analiticos irreducibles
X en ¥ definidos por z?y?* = x%* Ly (ver figura 3.8), cuyo perfil esté
dado por los pares de curvas 22 = y?*. listos gérmenes no son coherentes en
el origen para b > |, puesto que en todos los puntos del eje = hay un par de
hojas complejas gue se cortan a lo largo de este cje.

. . kY., k » N 2 2k
La normalizacion (X((] ))‘ de X[() ) esta definida por z'° = x"" + ¥ (ver
figura 3.9), donde 2’ = z, y' = y, x = x'y". 51 k ¢s par la “parabola” Z’
- & . o k
defimda por y' = 0y 2' = 2 se colapsa al semieje z positivo en X[() 'y,

g

rzk

T . . .
por tanto. .‘»‘(X(() )) = 3. Por otra parte, cuando & es impar ninguna curva
AR . . . A .
de (X7 tiene como imagen una inica semirrarma en (X[() )) por lo que, cf.
. — (AT i
teorema 3.2, (X, j) = 2.
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\R._ _________ R
{equra 5.8 Figura 3.9

Observacidon 4.4 Este ¢jemplo también nos permite afirmar que, en di-
micnsion 2.8 no es un invariante topologico va que los gérmenes X[()k) estarn
inducidos por conjuntos analiticos globales que son hotmeomorfos v, sin em-
bargo, no todos tienen el mismo indice de estabilidad.



Capitulo 4

Indice de estabilidad de

gérmenes analiticos de
dimensiones superiores

1 Introduccion

Cnando la dimension de X, es o > 3 el indice de estabilidad viene dado por la
expresion 8 Xy) = 1;(17((17 + 11 que depende exclusivamente de la dimensidn de
Nao v comncide con el indice de estabilidad en el caso semialgebraico. Deducire-
muos on primer lugar esta expresion para gérmenes regulares v posteriormente
ceneralizaremos este resultado a gérmenes de cualgquicr (ipo.

Miesto que %d(a’ﬁ— () — 1 < 5(Xo) < dld 4+ 1), of. [An-D3r6-Ry2, Th,
VITL2.12]. bastara con encontrar algin basico cerrado que requiera fd{d +

I desigualdades. Construirermos un conjunto de este tipo a partir de un
sithgermen analitico de Xy del tipo paraguas de Whitney cuando dim Xy = 3
v procederemos por induccion sobre la dimension.

2 Caso regular

Teorema 2.3 Pora lodo d >3 se liene (k) = Ld(d + 1)



1 tud. de est. de gérmenes analiticos de dimensiones superiores 5l

Demaostracian: Haremos la demostracion por induccion sobre d.

Supongamos, cn pritmer lugar, que d = 3. Scap = (y* ~zx*){x,y,z}, asi
que of germen Xg delos ceros de p es of paraguas de Whitney. Entonces, X os
nn divisor en ol sentido de [An-Bro-Rz2, Section V4] y en ¢l consideramos o
germen sernianalitico SN Xo = {x > 0.y > 0.z > 0} que, segin hemos visto,
requacre tres desigualdades. También, en Spec, (K} NS podemos construir
nn abanico 7 de 4 elementos de Ja siguiente forma: por ¢l lema de seleccion
de enrvas, of. [An-Bré-Rz2, Theorem VIIA.2], podemos tomar una curva
irreducible ¥Vocontenida en 50 Xy, Fn particular, ¥ no csta contenida en
el Tugar singular de Xy v O(Xg) vy es un anillo de valoracién discreta.
Delinimos 7 como las cuatro generizaciones en Spee (K) del abanico trivial
sobre ¥ o delinido por sus dos semirramas. Sca ap, a2 € B{x,y,2} tal que {a; >
0.y > 0} conticne un unico elemento de . lnionces, por [An-Bré-Ra2,
Prop. V.13 se tiene que

(" =yt —2xt 20,y - zxP ey 2 zx e, > 0 x50y 2 02> 0}

no puede escribirse con menos de [ +2 43 =6 = %3 -4 designaldades. Por
tanto, s1 ¢ = 3 se verifica el resultado.

Supongamos ahora que d > 3 y considercmos un divisor X, C &% definido
como el conjunto de ceros de la primera variable x;. Entonces Xy sc identi-
. . i — 1 C . . .,
lica de forma natural con %7 y por la hipdtesis de induccidn hay un germen

semianalitico S N Xy de dimension d — | que necesita m = %(d — 1)d de-
signaldades. {b, > 0..... b, = 03. De nuevo par el lema de selecaion de

curvas podemos encontrar una curva Y C SN Xy, Ahora bien, O{Xy) 7¢vy =
(OQu )70y es un anillo local regular de dimensién d — 2, of. [Rz2, Prop.
I1.3.5] y. por tanto, el pull back del abanico trivial de ¥ definido por sus dos
semirramas es un abanico 7 C Spec (KNS con 2471 elementos, cf. [An-Ral,
Ch. VI, donde ahora K os el cuerpo de {racciones de R{x,,....x4}. Scan
dy. .. wg_r € Hxe, oo x.) tales que alslan un anico clemento de 17, os de-
civ, o > 0000 lagmy > 030 I = 10 Enlonces se puede ascgurar, cf.
[An-Bro-Rz2, Prop. VA3 que el germen semianalitico

('={x; > 0.xla, >0,... . xta;_, >0.b >0,... b, >0}

no pucde escribitse con menos de [+ {d — 1) +m = %d(a’—i— 1) desigualdades,
lo qie termina la demostracion,
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3 Caso general

Teorema 3.1 Sca Xo C %1 un germen analitico de dimension d > 3. fon-
Jonees 5 Ng) = %d(d + 5.

Demostracion: Basta encontrar un germen senianalitico basico cerrado 5 C
Xy que requiera al menos %d(d%— 1) desigualdades. Empezaremos por el caso
Jd =3 v prosegiiremos despiics por induccion.

Caso o =14:

Denotaremos por X wn conjunto analitico que induce el germen Xy, Por ol
i de seleceion de enrvas, ef. [An-Bro-Rz2. Theorem VILA2], existird una
crrva

v (—eg,6) = Reg(X)

(e, salvo ("?ﬂ”[)l‘() (i(! (’()(H'd(‘-l’]a.({fls.. S(‘["():‘ de Ia- forma
|
’?‘({) “ ([“{‘1 B l'zu’2([,)" ey "’r”‘“i"'n ("'))

donde las w; son unidades (o 1dénticamente cero) vy la paramelrizacion es
primitiva. es decir, el maximo cotmin divisor de los exponentes es 1. Conside-
remos la aplicacion analitica:

R U I U TR N DI ) IS O YL O

seracy o= 7(17) donde
Pty = (0 (), o ()

Ademas. puesio que 7 deline un recubrimiento analilico con lugar de rami-
licacion ay = {§, para cualquier { # {1, define un isomorfismo analitico de
nn entorno de (4} en un entorno de 4(f). 1n particular, si X' = 77 X)),
entonces N es regular en U7, y ol [imite de los espacios tangentes de X7 a
lo largo de Vit) cuando { —» 0 esta bien deflinido. Sea T este lTmite, que sera,
nnosubespacio neal tridimensional de 87, Sean o = (1,0,...,0), vy, 2 una
hase de T Haciendo un cambio de coordenadas analitico, podemos suponer

que Ues el eje ay vy oque vy = (0,1,0,0..,0), vy = (0,0, 1.0,...,0).
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Figura 4.1
Clonsideremos ahora la hipersuperficie H € R” definida por zjzi = 35 +
1 (ver figura 4.1).
Se tiene que 1V Ly de hecho T x B = {zy = x5 = 0} = Sing /1.
Ademas. para cada 2y > 0,  se descompone en (1,0,...,0) como [a unién
de dos hojas n — | -dimensionales regulares en ese punto, con espacios tan-

eclites iy + 2, = 0, que convergen a xo = 0 para t — 0. Iin particular,
puesto que TG {ry = 0} se sigue que para todo £ > 0 suficientemente
pegueno, las dos hojas de ff intersccan transversalmente X' a lo largo de
['(7}. Por otra parie, para { < 0, /f se reduce al espacio lineal (n — 2j
dimensional 2y = 2y = 0, que por nuestra eleccidn de vy y vy también inter-
seca 1 Lransversalmente.

Sea Y = 11 N X', Por construccian, para cada ¢ > 0, Y’ tiene dimension
2 en (1) (de hecho, es la interseccion de dos hojas a lo largo de estos puntos)
mientras gue para L < 0, Y se reduee a la curva I, y por tanto tiene dimension
I en estos puntos. 190 otras palabras, Y’ es una superficie en X' tipo paraguas
de Whitney. Denotemos por 74 (resp. 77 ) el punto de Spec, (O(X)) con
soporte 1"y @ > 0 {resp. ¢ < 0). Como 7. no tiene generizaciones en
Y se sigue que 74 tene cuatro generizaciones en Yy v lorman un abanico

= {ao, oy oy, oy b Por o tanto, S(Yy) = 3.

Ahora, sca Yy la clausura algebraica de m{Yy), o de lorma algebraica, si p’
es el ideal de ¥y en O(X{) = O(Xo)lz]/ (2" — z), entonces Yy es el conjunto
de coros de p = p N O(Xy). Obviamente, @ transforma 71 v 77 en las dos
semirramas 7, v 7. de vy, Sea [ la imagen del abanico £ por w. intonces 17
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es un abanico de 4 elementos {a), ay, o, @y} De hecho, basta ver que estos
criatro ordenes son diferentes. Ahora bien, independientemente de la pandad
de vy, w deline un homeomorfismo local de un entorno de ’r’+ on un entorno
de Ty, puesto que estan en o conjunto @y > 0, de donde nuestra afirmacion
sigue inmediatamente, Por tanto, 3(Yg) = 3.

Sea ahora A C ¥y un bdsico cerrado gue requiere exactamente 3 desigual-
dades,

A= {b = 0.0y > 0.5y = 0},

h, € O(Xy). De nuevo, por el lema de scleccion de curvas, podemos tomar
nna curva irreducible Z contenida en ANReg(Yo). En particniar, O(Yy) () s
it anilo de valoracion discreta. Definimos 7 como las cuatro generizaciones
en Spec, A Ya) (siendo K{Yy) el cuerpo de fracciones del dominio O(Yy)) del
abanico trivial sohre 7 definido por sus dos semirramas. Sear dq, a5 € O Xy)
talos que {a, > 0,ay > 0} contiene uno solo de los elementos de I Para
termninar, como Yy no esta contenido en el lugar singular de Xy, se tiene que
O(Xy) 7y, también es un anillo de valoracion discrela. Sea v un generador
de snideal maximal. Entonces, por [An-Bro-Rz2, Prop. V.4.3], tendremos
que
S ={v = 0.0% 20,070, > 0,6 > 0,6, > 0,0y > 0}

¢

no puede ser eserito con menos de | +243 =6 = %3 -4 desigualdades. Asy

gueda demostrado el resultado para d = 3.

Caso general:

Supongamos que dim Xy = d v tomemos cualquier divisor ¥y no contenido
en el lngar singular de Xy, Por ser Yy un divisor serda dim Yy =d — 1 y por la
hipotesis de induccidon existe un germen sermianalitico basico cerrado A C Y
(e requicre 8 = %(d — 1)d desigualdades,

A=Ah 20,....6: >0}

Por el Tema. de seleccion de curvas, podemos encontrar una curva irreducible
Z contenida en ANReg(Y,). L particular O(Yy) 7z s un anillo local regular
de dimension d — 2, cf. [R22, Prop. 11.4.3]. Definamos I como el pull-back
en Spec, A(Yy), via cualquicr anillo de valoracion discreta de rango d — 2 de
K{Yy) aue domine OY,) 7). del abanico wrivial sobre Z definido por sus dos
semiramas. o particular #5 = 2971 v ' C A Scan a,,... a4, € O(Xy)
tales que {ay, > 0,..., aq—q > 0} conticne un unico clemento de /. Por
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iliimo, como Y, no esté comenido en ol lugar singular Xy, se sigue que
O(Xo) 70y, tammbién es un anillo de valoracidn discreta. Sca v un generador

;

de siideal maximal. Fntonces, de [An-Brd-Rz2, Prop. V.1.3] se sigue que

S=de>00% >0, 0%, > 0,b 200 . b > 0)

no puede eseribirse con menos de %d(rf,-ﬁ— 1) designaldades, lo que concluye la
demostracion.

]



Capitulo 5

Invariante ¢t en gérmenes
analiticos de dimension 2

1 Introduccion

Fneste capitulo haremos an estudio del invariante ¢, el. capitulo I, similar al
gue se ha hecho con el indice de estabilidad 3. Fn concrcto, demostrarcmos
que. en dimension 2. estos dos invariantes comnciden, cs dear, 81 Xy es un
cermen analitico de dimension 2 entonces ({ X)) = 3( X))

i el resto del capitulo Xy denotara un germen analitico de dimensién 2.
s conocido. el [AN-Bro-Rz2, Prop. V.2.16, Th. VIIL2.12] que 1{Xy) = 2
V2 X)) <

Fon primer fogar, utilizando el corolario 3.3.5 es facil ver que:
Proposicion 1.1 57 5(Xy) = 3, entonces 1(Xy) = 3.

Demostraceon: Como T =3, hay un abanico F de 1 clementos que se espe-
cializa en un orden 7 € Spee, O(Xy) de dimension L. Sea 7 la semirrama
correspondiente a 7 oy sea 77 = 7 U 7. Consideremos un germen semia-
nalitico abierto (tal que 7 C O, 7 ¢y #(C NI =3 Por cjemplo, si
"= {oau asagt vy i, o fa € O(Xp) son tales que {ay, aw} C {f) < 0},
{f'l;;. e {/] e U}. xy & {fg < U}. ay € {/g > U_}, T € {/; < (]}.
¢y e 0), entonees podemos tomar (= {fi=0 ulfy >030u{fs>0}.

o6
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Supongamos ahora que (* = By U By, siendo By y By basicos abiertos.
Clomo 7" ¢ 7 podemos suponer que 77 C 3. {3, no puede ser adherente a
T va que, en ese caso, cortaria su {rontera de Zariski y no serfa basico por la
proposicion 1.2.9. Por tanto. los 3 elementos de £ incluidos en €7 tendrian
que pertenecer a4, pero ¢so no puede ocurrir ya que /3, es basico. Asi pues,
(' 1o se puede poner como wnion de dos basicos v, por tanto, H{X,) = 3.

O

Ejemplo 1.2 Sea Xy el paraguas de Whitney (ver cjemplos 3.1.1 y 3.2.5).
Como 3(.Xy) = 3 la proposicidn anterior nos asegura que £ Xy) = 3. Ademas,
signiendo la demostracion puede verse que el germen semianalitico ' = {z <
Oy < 03U {z < 0} no se puede eseribir como umon de 2 basicos abiertos.
Fioeste caso, v v 77 son, respectivamente, la parte positiva y negativa del
cie 7. Siguiendo la notacion del ejemplo 301, C 01 = {8, s, 31}, 7' C
v O Carlesamente, en ol gjemplo 30101 se vio que el complementario de
(Cen Xy, el hasico cerrado 3 = {a > 0.4 > 0.2 > 0}, no pucde ser descrito
can solo 2 desigualdades.

IXl reciproco de la proposicion 1.1, es decir que 3( X)) = 2 implica ({ X)) =
2 no es tan inmediato. La idea de la demostracion es la siguiente: st ¢ C X,
es un germen semianalitico abierto, entonces €7 es un germen semianalitico
corrado [An-Bro-Rz2, Cor. VIIL3.2] v, puesto que [(Xy) = 2, se podré
eseribiv € = CLUCy siendo € v O basicos cerrados. S5 = { i > 0. ¢; > 0}
entonces delimmos By = { [, > 0,4, > 0). De esta lorma, 'y B U B,
son gencricamente iguales va que se diferencian en un conjunto finito de
semirramas. Por tanto, st queremos escribir O como una unidn de 2 bdsicos
ahierlos necesitaremos realizar dos operaciones:

) eliminar semirramas, os decir, sty ¢ pero v C 3 U By, encontrar f3]
v 3], bisicos abiertos, tales que By U ) = (B U By) \ 57

S

anadir semirramas. es decir, si vy C ) encontrar 30 v B!, basicos
abiertos, tales que LU B = Byu Uy,

Alanadiv semirramas hay que tener en cuenta que, al ser 37U 135 abierto,
so tendra que vy C Int{ 43, U By).
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il procedimiento que seguiremos sera, en primer lugar, eliminar las semi-
rratas que hava en (13,1 13,0\ (7. Observemos que en este proceso podemos

aquitar mas semirramas de las necesarias ya que eliminamos 7 y no sdélo

~ Do esta forma encontraremos basicos ablertos H], 135 C 7 fales gue
CON (B U B0 = Uy Pordltimo, atadivemos estas semirramas pava
abtener (7= 1371 1Y

La hipotesis 5[ Xy) = 2 serd necesaria para anadic semirramas, mieniras
que ehiminartas siermpre es posible:

Proposicion 1.3 57 ~ & (' pevo v < BBy U By, cntonces existen 13 y {35,
bisicos abicrlos, lales que 130U 13 = (30U By) \ 77.

Demosivacion: Podemos suponer ) = {f) > 0,4 > 0} v By, = {f, >

(. gy > 0} Sea r € O(X) una ecuacion positiva de 7. Entonces 3] =
e = Oogp = 0y BL o= {for > 0,92 > 0} verifican la condicién.

Seguairemos un proceso similar al del indice de estabilidad 5. 1in primer
lngar. demostraremos ane | = 2 para los gérmenes normales vy a partir de

acut. utilizando la normalizacion, veremos que st 5 = 2, entonces lambién
Io== 20 Pero antes, veamos una serie de resultados previos que no exigen

ninguna hipotesis de normahdad en Xy,

Lema L4 S0 3 C Xy ex un bastco abierio y vy una semirrame que vortfica:
o) hafs
i AT =y

cafonces 83 = 13U~ es un bdsico abierto.

Dimostracion, Puesto que BB es un semianalitico abierto. It v I3 se
dilerencian en un conjunto finito de semirramas, btB = 2 U+ U (Ul,).
Clomo ~ C IntB3, podemos tomar un entorno V de v tal que V. C Intl3 y
V(U = B es decir, VO B Uy v, por lanto, 13 = BU v ¢s abierto.
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Ademds. por la condicion 1) B no corta su frontera de Zariski v por ser
aencricamente igual a 3, verifica las condiciones de la proposicion 129, Asi
pres. 137 es un basico abierto. 0

Deignal forma, puede demostrarse que si 57 C Intf3 entonces 3" = BUF”

cs nn hasico abierto.
Los signientes h‘mas nos serviran para manipular semirramas. ) signiente
1os permite “quitar’ a un basico un entorno de una semirrama tan pegueno
como queramos (tomando S adecuadamenie) de forma que siga siendo basico.

Lema 1.5 Sean 3 C X, un bdsico abierto, v una semirrama lal que v C By

i

Soun semianalitico cerrado Lal que v €5, Enlonces, criste un bdsico abierto

B B el que~ By NS =8NS,

Demostracion: Existe, of. proposicion 1.3.1, h € O(Xq} que separa v de 8,
cs decire v C b < 0} v S C {h > 0}, De esta lorma, 3 = B {h > 0}

veriiiea las condiciones. ]

21 siguiente lema nos permitird anadic un entorno de un germen de curva
irredneible a un conjunto hasico.

Lema 1.6 Scan 13 C Xy un bdsico abierto, v una semivrama y S un germnen
stapdunalitico cerrado fal gue 7705 = [0}, Inlonees exisle un bisico abierlo
B ogue verdica: BUFPC By BNS=D0B085.

Demosivacion: Sea 13 = {f > 0,9 > 0}. Mulliplicando f v ¢ por una
cenacion positiva de 7 podemos suponer sin pérdida de generalidad que
[t = dlzs = 0. Cojamos h tal que BUF* C {h > 0} (por cjemplo o = 1},
voapliquemos la desigualdad de Hormander-Lojasiewiez a [, h v 5 por una
parte voa g, by S por otra. Entonces B' = {pf/ +qk >0, p'lg+4'h > 0} es ¢l
lmwo que lnm amos. J)n hecho, BN S = B'N.S por construccion. Ademas.
fy =0} 4 f =0}, g7 y puesto que ¥ N8 = {0} se verifica que ¢l=z > 0
voopor tanto, pf 4 ghizz > 0. | O

Il signiente lema es una variante del anterior.
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Lema 1.7 Sean B C Xy bdsico abicrlo, v una semirrama y S un germen
seandanalilico corrado Lol que vy S = {0}, Siv*=~vU~ y+' €1 enlonces
criste un bdsico abierto B tal que BU~y C B ¢y B'NS=8HBnNS.

Demostracion: Sea B = {[ >0, ¢ > 0} y supongamos que [ y g se anulan
cn 77 (multiplicando, como en ¢l lema anterior por una ecuacion positiva
de 77 51 ey necesario). Definamos I = {fg = 0} y tomemos o € O(X,)
tal que fil, < 0y hlsuy > 0. Sean (7, UL entornos semianaliticos abiertos
conexos de 4 y 4', respectivamente, tales que U, N[SULT U {h =0} C vy

N ulh =0} c A

Apliguenos Hormander-Lojasiewicz a f, —h, [Xo \ (U7, U U0)] ¥ sea
S = pf—qh. Por construccion, f'l, > 0, sign(f') = sign(f) en [Xp\ (T, UU,1)]
y lambién tienen el mismo signo en S\ Uy (yva que S C X\ {5). Lo
mismo se puede hacer con g obteniendo ¢' = p'g — ¢'h tal que ¢'|, > 0y
sign(g") = sign(g) en S\ {7, Asi tendremos que v C {f' > 0, ¢ > 0} y
(" >00¢ > 0N (SN = Bn(S\U,). Como Uy N B =08y hl,, >0sc
tiene que {7 >0, ¢' > 0 N1 = BN, = ya que si nos restringimos a {7
se tiene que b= 0y, por tanto, f' > 0, ¢ > 0 implica [ >0, ¢ > 0. Ahora,
A 0. 0L 0. >0 NS = BNSy A ¢ {0, ¢ >0)
(va que [ < 0, ¢’ < 0), asi que podemos tomar 8" = {[" > 0. ¢’ > 0}.
U

Multiplicando por una cenacion positiva de v podemos obtener ' tal que
+ C Intf¥ pero v ¢ 3. La misma modificacién se puede hacer al lema 1.6

obtenicndose B tal que 77 C Int.f3 pero v, 4 £ B’. Veamos con un ejemplo
como podemos utilizar estos lemas.

Ejemplo 1.8 Sean Xy = wfy B = {2z —y > 0,y > 0} {ver figura 5.1).
Fl lema 1.5 nos permite quitar un entorno de v, (el eje x positivo) de B,
Por otra parte, por el lema 1.7 podemos afiadir un entorno de 7, (¢l ¢je-—y
positivo] a . Precisando.
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Y2
1/ oB B
- Ca —
)
{igura 5.1 [Migura 5.2 Figura 5.5

a) St h o= 1t — y? entonces B = BN {h > 0} (ver ligura 5.2) no cs
adherente a vy y 'NS = BN S (para cualquier semianaiitico cerrado
S contenido en {h < 0}). IEn caso de que S fuese mayor tendriamos
que tomar un i cuyo conjunio de ceros fuese mas proximo a .

b) Siguiendo la demostracién del lema 1.7 se puede escribir £3 = {(2z —
ylaot > 0, yz® > 0} v entonces tomando f* = (2» — y)a* — (2o —
2t -ty gt =yt — (2* — y¥)y? anadimos un entorno de v, a B
obleniendo 37 = {7 > 0, ¢’ > 0} {ver ligura 5.3). Aligual que antes si
tomamos un conjunto S mayor entonces el entorno de ~, anadido seria
as pequeno.

2 Invariante t en gérmenes normales

[ esta seccion vamos a suponer que X es un germen analitico normal de
dimension 2,

Lema 2.1 Sea I3 C Xy un germen bdsico abicrto y sca v C Bd(B). Se puede
csevibie 3= {f > 0, ¢ > 0} de forma que sélo una de las dos funciones, [
o o, cambic de signo en 7y,

Demostracion: Sea B8 = {f; > 0, f; > 0}, y supougamos que tanto f

como [, cambian de signo en . Fntonces fi fo no cambia de signo en v vy

B=Af>0f>0} ={fif: >0, [, >0}, lo que demuestra ei lema.
O
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L siguiente proposicion aparece dividida en dos partes. La primera nos
permile anadir una semirrama v a la union de dos basicos abiertos 3, U 3,
v oes lainica estrictamente necesaria para demostrar que £(Xg) = 2 s1 Xy es
normal. La segunda parte permite “clegir” a cudl de los dos bdsicos se anade
ia semirrama v sera ulilizada en la proxima seccion.

Proposicion 2.2 Scan {3, 133 gérmenes bdasicos abierlos y v una scmi-
rrama. St Xy es normal y v C Int(By U B3y) entonces cxisten dos bdsicos
abierlos 13y y B3} tales gue 13y U By Uy = By U B3,

Adenuds, si S es un germen semianalitico cerrado lal que 77 N5 = {0}
enlonces podemnos escoger 13y B tales que v C B, v £ B (siendo 77 =
Uy BINS = 6,08 =1,2.

Demostracion: Scan By = {1 > 0.4, > 0}, By = {f, > 0.4, > 0} y
" = A Jig: 292 = 0}, Por el lema 2.1 podemos suponer que f| v [, 1o
cambian de signo en v, Tomemos U, Uy entornos semianaliticos abiertos
conexos de 3 y ¥, respectivamente, tales que U, N [SUT U (A =0} Ty

Fon[SUTlU{h =0} C v Vamos a distinguir dos casos:

Loy CIntB, U By Como ¥4 C By U By se tienc que U7, € (BiUB,U~) y
(L0 C B UBUy). Aplicando el lema 1.6 a 3, v v [Xo\ (U, UL,)] se
pucde suponer ¥ C Int 3. Igualmente, podemos suponer 7% < Int.f3,.

voa B3y, v, [Xo\ U] por olro. De csta forma, encontramos B} y 3]
tales que v ¢ Bl v c Int.ﬁ, v C IntBl, v ¢ Ffz Yy podemos tomar
By = B U~ cl. lema 14,y By = B, (0o By = Bl U5 en caso de
que v C By U By, Por construccion (U, U U, N S = B, por lo que
$35N5 = ;N5 obteniéndose el resultado.

[Sn esta sttuacion aplicamos el lema 1.5 a By, +/, [Xo \ U5/] por un lado

S

Y ¢ IntB, U By, St ¢ By entonces aplicando ¢l lema 1.7 a 3, 7,
[No \ (7] se tiene el resultado. Asi pues, supongamos que ' C B, y
mas precisamente que v C BdBy. Aplicando el lema 1.3 a B, o' v
[N \ (/] puede suponerse que v* ¢ [3,. Ahora, aplicamos el lema 1.7
a 350 v v [Xo\ [/,] para anadir un entorno de v a 3. Por iiltimo,
quitamos un entorno de v a B mediante el lema 1.5,
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Asi gue podemos reducirnos a la situacién siguiente (ver figura 5.1):
~ O BABL vy ¢ B4 ¢ By y v € TntBy. También, si 3 = {f, >
0. q, > 0y By = {f, > 0. g > 0}, puede suponerse que f; y gy no
cambian de signo en 5% (puesto que v C Intf3,), S2lie, <0 (ya que
~' By, .qgh;w, > 0 (multiplicando, si es necesario, g por una funcion
negaliva en v pero positiva en {f; > 0}) y fi no cambia de signo en
=7 (por ol lema 2.1) pero gy s (por ser v/ C BdB,).

!_5)1 P i |
Y By Bl grso 13,
-h>0_ R I'.’M>U _-')1>.U . h<o b’i ;;{(0: o : ¥
fa0 T o q<b oy 220 ¥ T oo Bl
ey g2 >0 -
L
Ly a0 o
B - B,
By
Figura 5.4 Iigura 5.5

Ahora, sea h € O(Xo) tal que Al < 0y b, > 0. Tomando U,
i como antes pero redefiniendo I' como { fig, f292h = 0} aplicamos
Hormander-Lojasiewicz a g, b, T = [Xo\ (U, ULL)] v sea ¢f = pg; +qh.
Si delinimos B = {fiqg7 > 0, ¢, > 0} v B = {fag1g, > 0, g0 > 0}
{ver figura 5.5) entonces se puede comprobar que 3y U By v B U B,
son genéricamente iguales y, de forma mas precisa, (B,U 13)N {g,9; #
0y = (B U BN {gig; # 0}, Tenemos que By NT = B0ty
B,NnT = (B,0TYU({g, = 0N B,N0T) (g1 v g licnen ¢l mismo
signo en 1) por lo que podemos haber perdido algunas semirramas,
pero BY = By U {({g =0} NB; 0 7") es un bdsico abierto por el jema
I.1. Ahora, se tiene que v ¢ B asi que aplicando el lema 1.7 a 3], ~
vy No \ {2 (tomando como {7 un entorno semianalitico abierto conexo
de v tal que (—Tﬂ SUT U {g) = 0} Cv) obtencmos 32 bésico abierto
tal que v C B v v ¢ BY .

Solamente queda ver qué pasa con las semirramas perdidas en {gg] =
: : ; Tonemos 22 ) 32 " e
0} M (U, U UL Tenemos que (By U Ba) \ (BEU B C {gig97 = 0}, cs
decir, que se diferencian en un conjunio finito de semirramas, Uy, C
(7, U U, Pero, por construceion, si 7 = v, U 4! entonces se tiene
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que v C Int B3 U B2 (de hecho, v/ < U, U Uy) y, por tanto, se pucden
anadir como en e caso 1.

Minalmente, las proposiciones 1.3 y 2.2, nos permiten enunciar el:

Corolario 2.3 Si Xy es normal enlonces t( Xy) = 2.

Observacién 2.4 La condicién de normalidad solamente se ha utilizado en
el lema 2,10 Por tanto, se puede afirmar que si Xy verilica ja propiedad del
cambio de signo. ol observacién 2.2.2, entonces #H{ Xy) = 2.

Veamos en el siguiente ejemplo cudl es el proceso seguido:

Ejemplo 2.5 Sea Xg=ij y ' = ({~z > 0} U{=y > 0})\+' donde 7" es la
semirrama {4y =0, y > 0} (ver figura 5.6). ' es un germen semianalitico
corrado v por lo tanto se puede escribir como uniéu de dos basicos cerrados,

por cjemplo, (= {—ay >0} U {=2 >0, —y >0} = C, U,

Al M

C 13

N

ligura 5.0 Figura 5.8 Figura 5.10

[igura 5.7 Figura 5.9 firgura 511



5. Invariante t en gérmenes analiticos de dimension 2 65

Sitomamos 3, = {—xy > 0} y By = {—2x > 0, —y > 0}, entonces
13, U 12, v (7 son genéricamente iguales. De hecho, (B U ;)\ ¢ = 4" asl que
debemos eliminar esta semirrama 4 de ol By U By para consegulr escribir
(' como nna union de dos basicos abiertos. n primer lugar, multiplicamos
por (i 4+ .0 para obtener 137 = {—{y + x)*zy > 0} (ver figura 5.8). Ahora,
debemos anadic 7.

Sieuiendo la proposicion 2.2 atadimos un entorno de 57 a f3; tomando
19, = {—why > 0, —yhy > 0}. donde hy = (z —y) —(z +y)’ vy hy =
(e —y)” + [+ y)" (ver [lgura 5.9). Después, quitamos un entorno de v a
137 (este entorno deberd estar contenido en el que se ha anadido previamente
a 13, obteniendo BY = L-(y 4+ =) eyhs > 0} con hy = (0 — )2 + (& + y)°
(ver [igura H5.10) v quilamos también un entorno de v a B obteniendo ) =
{—wh by > 0, —ihyhy > 0} siendo by = (2 —y)* ~ (e +y)” (ver figura 5.11),
De esta lorma, B Uy = BY es un bdsico abierto (se puede escribir como

{—wyhsy > 0}) v, por tanto. C' = B U BY ¢s la descomposicion buscada.,

3 Invariante ¢ en el caso general

Sea abora Xy un germen analilico irreducible de dimension dos tal que
SNy = 2y sea o X Xy osu normalizacion. Si (7 C Xy es un ger-
men semianalilico abierto. definimos ¢ = 77 '((") ¢ X§. Tenemos que
("= YUY (ya que ({X[) = 2 por el corolario anterior) vy cada BY se puede
escribiv como BY = {ff > 0, ¢/ > 0}. Ahora, si f/ = i—{ = % = T{"({—;),
g = 7 (%), definimos B, = {f.h > 0, gk > 0}, De csta forma, 7 os
genéricamente igual a 2 U 8, 51 podemos anadir a B, U B, las semirra-
mas que hay incluidas en (0N (B3, U By) sin anmentar ¢l namero de basicos
{eliminar siempre s posible como vimos en la Proposicion 1.3), entonces (7

se podra eseribir como una union de dos basicos abiertos.

Lema 3.1 Sea y una semirrama y 7 = yU~", STBYUr () es un bdsico
abicvio = YA YN BY = {0}, enlonces B, U5 lambién es bdsico abicrlo,

Demostiacidn: Como BY U 77 (y) es abierto se tendra 771 (7)) € Int BY v,
presto que 7( 37) y I3 son gencricamente iguales, serd v C Int £3;. Se sigue
que 30 = 3 U~y es ablerto, ¢f. lema 14, Ademads, 13/ es, obviamente,
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gendricamente basico asi que #(17 N B’ ) # 3 para cualguier abanico de 4
clementos 17C Spee, O(X). Asi puc s, s6lo queda comprobar que B no corta

fromtera de Zarisk. 1’0:0 si v C Bd(B;) entonces 7' (%) cortaria 137,
contra la hipotesis. |

Ejemplo 3.2 Consideremos ¢l germen analitico irreducible Xg de i definido

por la ccuacion y¥2? = z% 4 y' (ver figura 5.12) y su normalizacién #* =

PPy donde 2 = 2oy =y y r = 2y’ (ver figura 5.13). Sean vy v, respec-

tivamente, ol (‘i(‘, -z positivo v negativo de X,. Tenemos que 7~ ) = 7
=) = v U

[igura 5,12 IMigura 5.13

Sty = (¢ — 2V A"+ ) —Ay"™ >0, 2 > 0} (la primera ceuacion
deline un cono alrededor de «y ) entonces 3 = {y (2 —yz)* —4{x +y2)* —
W' > 0, g%z > 0}, Por supuesto, al ser # un somorlisimo fuera de un
mniunlo de dimension 1, tenemos que m(BY) v By (resp. BY v = ')
SO gencricamente 1gjual(‘s en Xy (resp. X)), Con respecto al lema anterior,
Lenemos que B2 U a7 %) no s un basico ablerto{vy, ¢ IntBY) v, por tanio,
no podemos asegurar que 3 U 4 sea un basico abicrto. De hecho no lo es,
puesto gue By contiene solamente dos de las cuatro hojas alrededor de vy

v ¢ 1ntl3,.
Sifsy = (' =V = A 2 =y Ay A (2 =2 = (2 2] > 0, 2 >
O} entonees By = {y' (o —zy ) —Alety2)? 4[4y  + e —yz)’ (o tyz)?] >
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{0, -r/': 0 } Ahora, 35 Un™ 5] es un basico abierto (de hecho, v, v, C 8Y)

By U T = (Ul 0B =, asi que By Uy es up bdsico abierto,
rl'. lena 3.1, i esle caso 35 contiene las cualro hojas alrededor de =+, por
tanto. ahora v < Intf3, v 4/ N By = {0},

Necesitamos la siguiente generalizacion de la Proposicion 2.2 para anadir
varins semirramas al mismo tempo:

Prnposicién 3.3 Sea X, un germnen analilico normnal, 13, y 13y bdstcos abier-
FOS 1 Frann- v C Int{ By U By} semirramas imdependientes {es decir, 57N
e { st # ;) [intonces eristen dos basicos abierios 13y, B tales que
B3, = B0 By U {Ur )

Ademdas, 50 S s wun germen semianalilico cerrado lal que (UF77) NS =
[0} podemos cocontrar 137, 3) tales gue BINS = B;NS, 7= 1,2, Tambicn,
pra cade 1, si 0 = vy Ul enfonces y, C I3, L ¢ 137

Demostracion: Haremos la demostracion por induccion, siendo el caso » =
| la Proposicion 2.2. Supongamos ahora que tenemos B35 185 tales que
BFEUBE = BiUB, U {UivY y v BYLA G W Scan U, v U, en-
tornos semianaliticos conexos de v v +' respectivamente tales gque T:ﬂ [Su
Uibghkgh = 03 € ~ v TN [H U {5 g5 kgl = 0} © +' v definamos
i Xoh (17, U i), Aplicando la proposicién 2.2 a 35, BE v T obte-
nemos B8 tales que b’f‘“ Nt = H}M N T. Puesto que S C T tenemos

H;?--+—| R Bﬂ,:: Ny = ... = 305 y también, como %% N7T = § para
po= booo sk se tiene que vy C ]}j”r' L Qth“. 0
Corolario 3.4 Sea Xy un germen analilico de dimension 2. Si5(X,) =2 =
1Ny = 2.

Demostracion: Supongamos en pritmer lugar que Xg es irreducible. Sea (O un
sermen semianalitico abierto y escribamos 7 = 771 () = By U35, Sca ¥ la
mion de la semirramas v de X tales que 77 '(+) no s una inica semirrama.

S = UL L(‘.ndrcmo.‘a GO = {7 oY Yol Vet - -2 Vs T} - Como
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5 = 2 las semirramas en 7 (v} son independientes v por la proposicidn
anterior podemos suponer (7 = B2 U By, con 77 1(v,) C BY, m7{50) ¢ BY
(o i = 1.....v. Porio tanto. By U {Ujv:} es un bésico abierto {ver el lema
30 Alora, como {5es i, Yrggs -0 T Y5y © INUBYU By) (va que estan en el
abierto (C gue s genéricamente igual a By U ), por el lema 1.6 podemos
anadir un entorno de esas semirramas a 3.

Finalmente, anadimos las restantes semirramas (puesto que son imagen
de una nnica semirrama de X)), Por ejemplo, s1 v es una de esas senirramas
v 77 = 5 U+ entonces aphicando la proposicion 2.2 a BY, BY y =7 '(y)
podemos suponer 77Hy) C B, n7HY) € BY y, por ol lema 3.1, 3, U~y serd
un basico abierto. Por tanto, se podra escribir O = By U 3, concluyéndose
que =2,

Supongamos ahora que Xog = Xgr U ... U Xy, siendo los Xy; irreducibles,
Como 5(Xg) = 2 se tendrd, cf. teorema 3.3.4, que 3(Xq) = 2, Vi, Sea ¢ un
geripen semianalitico ablerto y definamos C; = C'N Xg,. St nos restringimos
a Ny se tiene que O = B, U By stendo B\; v B3y basicos abiertos de X,.
STy C (Ces una semirrama que pertenece simullancamente a mas de un
Xog, por ejemplo v € Xy, 0 Xg,, por la proposicion 3.3 podemos suponer
aue y C 800 B0 De esta forma, se puede escribir O = 14 U {3y, siendo
I3y = U3y, v By = Uy, que son basicos ablerlos va que verifican las condi-
ciones de la proposicion 1.2.9. 0

Podemos reunir los resultados de este capitulo v el corolario 3.3.5 en cof
slguiente:

Teorema 3.5 Sca Xy un germen analilico de dimension dos. Entonces lus
stqitentes condictones son equivalentes:

1) ®X,) = 3.

2} fdste un abanico de f elementos 17 C Spec, O(Xy) que se especializa
enoun dnico orden ™ (F — 7 ) con dimT = |.



Capitulo 6

Invariante p en gérmenes
analiticos

1  Introduccion

i invariante p fue introducido por Marshall (véase (Mall) para medir ta
complejidad de los conjuntos semialgebraicos de una variedad algebraica real
1. definiéndolo como ¢ minimo entero. p(V), tal que p( V') polinemios bastan
para separar cnalquier semialgebraico S C V de sn complementario,

La signiente definicion es valida para cualquicer espacio de signos, of,
An-Bro-Rz2, Che HH] Puesto que el espectro real de un anillo conmutativo
es un espacio de signos, o [Ao-Bro-Rz2, Ch. 1, esta delinicion también es
aplicable al caso semianalitico en virtud del isomorhismo 1.2.5,

Definicion 1.1 See (X.(7) un espacio de signos. [i,..., [, € (I ¢s una
familia scpavante para wn conjunfo constructible Y C X seVe € YV y Vy €
NAY L coiste alpin € {1, .. .p} tal que [i{x) # fi(y).

Los conjuntos constructibles de (X, () se pueden deseribiv de forma na-

tural en términos de familias separantes. 51 [ = (f1.....[,) € GP y ¢ =
(o ... e, € {1,011 definimos U(f;e) == {o € X|filzx) = ¢, ¢ =
Looooypts Obviamente, fi..o00 [, es una lamilia separante para ¥ si v 80lo si
Yo=Ueal ([ie), donde A es un cierto subconjunto de {—1,0, 117, Asimismo,

Y C X es constructible si v solo st Y posce una familia separante.

69
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Definicién 1.2 p(X) ¢s ol minimo entcre v lal que cualquicr consiructible
Voo X tiene wna familie separante conslituida por v clemenltos de G

Si X, es un germen analitico y 8 C Ay es un germen serrianalitico de
Xy, decimos que fi,.... [ € O(Xo) es una lamilia separante para S sl
tomando representantes, Vo £ 8 v Vg € X\ S5, existe algin ¢ € {1.....p}
tal que sign{ fi(a)) # sign( fi(y)). Bqguivalentemente, fi..... [, € O(X,y) os
ina familia separante para S sty sélo si fi,..., f, € O(Xy) es una familia
separante pata S Fn cuanto al invariante p. el isomorfismo 1.2.5 nos asegura

cque p( Xy} = p{Spec, O Xq)).

2 Cotas superiores del invariante p

Vamos a ver en primer lugar una cota superior para cspacios de érdenes, cf,

(Mal, Cor. {].

Proposicién 2.1 Sea (X, (V) un espacio de ordencs con indice de cstubilidad
s Entonecs, p( X, Q) <4570~ 2571 4 1

Demostracion: S5 C X es un conjunto constructible existe una torma ¢ de
227w ge S

=27 s s e X\ S
5.24) St = {ay, .. apm0) con a; € () entonces (4574 4227172 de las a; son
positivas en o si o € 5 6 (4 =212 si 0 &€ X\ 5. Por tanto, a,....d,
es ina lamilia separante para S con p = 4570 — 270 4 10 Ademads, podemos
cseribivt S = Upeali(a;¢) siendo A = {e € {—~1,1}7| al menos 1 4+ (457! —
257172 de los ¢; son 1} O

dimension 417 1al ane a(@) = of. [Bro3, Prop.

Observacion 2.2 Fn la descripeion del constructible S dada en la proposicion
anterior como S = U.eall{aie) hay que destacar que ¢l conjunto A C
[ =1, LY es stempre o mismo, independientemente de S, Lo que caracteriza

a S son los elementos ¢, de ia forma. ¢.

Ion el caso de gue Xy sea un germen analitico de dimension d, O(Xy) ol
anittlo de gérmenes de funciones analiticas y X(Xy) su cuerpo de [raceiones,
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csta proposicién nos dice que p{Spec, K{Xp)) <4477 — 2471 £ 10 A partir de
esta cola genérica se puede oblener por induccion una cota para p( Xg).

Teorema 2.3 Sca Xy un germen analitico de dimension d < oo, Enlonces,

d
- i—1 eyt— 1
)'J()S()) S Z(’l — _), + l)
Haak1
Demosiracion.: Por induccion sobre la dimension de Xy,
0

Sila dimension de Xy es 1, cada germen semianalitico S estd constituido
por un niamero finito de semirramas y basta una funcién para separar S de
st complementario, ¢l proposicion 1.3.1.

Supongamos ahora que Xy es un germen analitico de dirnension n y sean
Nor, - Xor lag componentes irreducibles de Xy de dimension maxima. Si
S e un germen semianalitico de Xg, por la demostracion de la anterior
proposicion existiran fi; € O(Xp), fi; ¢ v = T(Xg)o 0 = 1. j =
Io...oposiendo p =471 — 2770 11 tales que:

SN Xy, £ U(:Eﬁ[j(./‘ila s sf'r'm' 8) X

siendo A como en la proposicion anterior.

Definimos f; =Y ¢ f;. 7 =1....,pdonde ¢; € Nygape\pi, 1= 1.,

vy Ni= Ueeal/(f oo frne), de forma que SN X L8N X i=1,...,r
Fl conjunto X = (S\S)U S\ 9) ” tiene dimensién menor que n oy
por la hipdtesis de induccion existe una familia separante by, ... A, con
i NPT AT 2 ) para SNXY en X[ Siobes una ccuacion positiva de

X entonces bfyo.o o b by o0 T, s una familia separante para S en X,,.
0

[in el caso semialgebraico la cota obtenida es superior en una unidad,
a saber. 81V oes nna varledad algebraica de dimensién d entonces p(V) <
SEmt =2y ef. [Mal, Th ll. En la tabla 6.1 sc da el valor de la
cota superior para el invariante p en los casos semialgebraico y sernianalitico
para pequenos valores de la dimensidn.
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dimension | 1 2 3 A 5 6
p(Xy) < L 4 16 74 315 1308
p(V) < 2 5 17 7h 316 1309

Tabla 6.1

3 Cotas inferiores del invariante p

Si (X, () es un espacio de ordenes finito las cotas superiores dadas por la
proposicion 2.1 se pueden mejorar. Para ello vamos a generalizar la delinicion
de Tamilia separante.

Definicion 3.1 Seca (X.{(/) un espacio de ordencs. Una familia separantc
pura una parlicion Sy, ..., 5, dc X es un conjunto de elemenlos [i,.... f, €
(/ tal que Vo € 5; yN7 € 5, existe algun v € {1,....p} tal que o(f.) # 7(f)).

Iista definicion coincide con ja dada anteriormente en el caso de que la
particion de X sea un conjunto Sy su complementario X \ 5.

St 2 2 definimos

(. 5) IS si 26l o <28y s =1
Mri. s8] = .
! pinin +1)/2,s — 1)+ 1 s s>2—

Asi, p(rn,5) es ¢l menor entero 2> log (o '(n)) + s — 1 donde o @ 4 — IV esta
definida como a(n) = n(n + 1)/2. Delinimos también p(s) := p(2,s). Se
tienen los siguientes resultados, of. [Mal].

Teorema 3.2 Sca (X, () cualquicr espacio de ordencs finito con indice de
extabilidad s. Cualguicr particion de X en n subconjunlos liene una familia
separante con pin,s) elementos de (5.

Lo particular, cualquicr subconjunto de X liene una femilia separvanie
con pls) clementos.

Teorema 3.3 Sean s > | yn > 2 enteros. Iriste un cspucio de ordencs
finito (X, (4} con indice de estabilidad s y una particion Sy, ..., S, de X lales
que cualquier familia separante de esta parlicion requiere p(n, s) elemoenlos.
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151 hecho de que las colas superiores del teorema 3.2 se alcancen para
ciertos espacios de Ordenes Initos nos va a permitic establecer las cotas in-
[criores para el invariante p de gérmenes analilicos. Para ello necesitamos el

sigiwiente “feorema de realizacion”,

Teorema 3.4 Seca d > 2. Cualguier espacio de ordencs fintlo con indice
de estabiidad < d_cs realizable como subespacio_de Spec K.(Xy), siendo X,
cualquicr germen analitico irreducible de dimension d.

Demosirvacion: Por induccidon sobre d. Supongamos en primer lugar que
d =2y Xy = R4 SEIX, (/) es un espacio de drdenes finito con indice de
estabilidad 2 se podrd descomponer, cf. [An-Bro-Rz2, Ch. V], como una
suma (X, G = (X, GG -a(X,, G, donde (X, G es un espacio alomico
[espacio de ordenes con un solo clemento) o una extension. S5t (X5, (4;) es un
cspacio alomico cogemos una generizacion de cualquier semirrama de X,
de Torma que a espacios atdmicos diferentes les correspondan semirramas
independientoes.

Si (N, () es una extension de (X, () con |G/ Gy = 2, entonces (X, () =
Y ) b e (Y, M) sera una snna de espacios atomicos. Hacemos una
explosion del origen a lo largo de una recta {; v consideramos los ordenes
iy e ... cuyo soporte s el divisor excepcional (ver figuras 6.2 v 6.3, donde
se representa una explosion a lo largo del eje-y, siendo el divisor excepcional
la recta {&' = 0}) y cogemos como espacio (X, ;) el conjunto de sus gene-
tizaciones {ony, ey, 0L 00 )

Asi, el conjunto de todos los ordenes escogidos cs una realizacién en
Spec, A (X)) del espacio de 6rdenes finito (X, (7).

y y'
24
r=u '
y — .,E.'yn' 17 g
o :E,
Gl / Qiyp2
Xy

Figura 0.2 Figura 6.3
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Sid =2y X{noes regular, consideramos su desingularizacion. De forma
procisa, sea X C M el conjunto analitico que induce Xy v M una variedad
analitica, Fxiste una aplicacion analftica, cf. [Bi-Mi], 7 : M — M tal que
= X) = X Ur ' (SingX), siendo X' un subespacio analitico regular de
M’ el transformado eslricto de X. Ademas, 7 1 X' — X ¢s sobreyecliva vy
pbropia v m : X'\ 77 {SingX) — X \ SingX cs un isomorfismo. Ahora, si
(" ¢ X" es tal que 7(07) = 0 entonces 7 nos permite definir una aplicacion
Xy — Xg v en consecuencia, tenemos el homomorfisino asociado de
os cuerpos de [racciones = @ K(X{) — K(Xy) y finalmente la aplicacion
w2 Spee, KX — Spee, K(Xy). Puesto que la aplicacion o entre los espec-
tros reales es inyectiva (lo que es facil ver considerando ¢l isomorfismo entre
drdenes v ultrafiltros de abiertos en ol caso de gérinenes analilicos) v X, es
regular, se tiene ¢l resuitado.

Siod > 2 cs espacio de drdenes finilo (1, () se podra escribit como
(1.0 = (N, GOg - & (1, G, stendo (15, () o bien un espacio atémico o
bicn una extension de (T, ¢ con ’G’/ﬁ;[ =2, cl. [An-Bro-Rz2, Ch. IV]. Si
{(15.04;) es un espacio atémico definimos (T,,?—?z) ={T;, ;). Sca Y un divisor
de Xo, el JAn-Bro-Rz2, VA1 Por la hipétesis de induccidn (T, G, es
realizable como subespacio de bpec K(Y). Consideramos ahora las 2 gene-
vizaciones de cada orden de (T,,65) (o sélo una si (77,¢5) es un espacio
atomico) v se tiene el resultado. O

Corolario 3.5 Sea X un germen analitico de dimension d, entonces p( Xp) >

loga (o= (2)) 4+ d — | donde a(n) = n(n + 1)/2.

bl

Denostracidn: Por el 1corema 3.3 existe un espacio de érdenes finito (X7, ()
con Mndice de estabilidad d tal que p(X', ") = p(d) >_LogelaZ"(2)) + d — 1.
St Xy tiene una descomposicion en irreducibles Xy = Xg, U ... U Xy, v, por

ciemplo, dim Xo; = d, por ¢l teorcma anterior, (X', () es realizable como
suhespacio de Spec, K{ Xy ) de donde se sigue el resultado. O

fon la tabla 6.4 se dan los valores de estas cotas inferiores, junto con las
snperiores. para algunos valores de la dimension. Para dimension | la cota
mlerior del corolatio 3.5 no tiene sentido. pero en este caso p( Xy) = 1.
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“dim X, 2 3 1 5 6
< p<d S5 < p<IT B<p< T4 12<p<3Ih 200 <p< 308
Tabla 6.4

Ejemplo 3.6 5Sca 5 C X cualquier germen semianalitico tal que o, aq,
e gy vy, O €5 ¥ (rgnu (v, O, Gy, g @5 {ver ligura 6.5) entonces
cialguicr familia separante para S ticne al menos 3 elementos.

Iin efecto, supongamos que se puede enconirar una familia separante
con dos clementos [y, fo ¢ O(Xy). Una de estas funciones, por cjemplo
Fioseparard ooy ¥ e Por tanto, [ se anulara en las semirramas o v oo,
cambiando de signo en ambas sermirramas, Asi pues, [, debera separar o
Voo, EBnoresumen podemos suponer quer fi(an) = +1, filan) = =1,
./‘I {H‘n\) = +1, fl{ﬂ';sz) = -1y ,/'2((1”) = +1. fz(f}f'lz) = -+, _]'2((\‘:;1') = —1;
folagy) = —1.

Crig

¥q

[6FF : ¥y

Xy

Figura 6.5

D[y separase agy v s, separatia también agy v agg, ast que seria positiva
cn alguno de estos dos drdenes, por ejemplo en ay. De esta forma, los
sianos de fiv fy serdn coincidentes en el orden gy v oen el orden oy (si
Lfag) = 40 oen elorden agy (st fo{an) = =1y {1, f2) no podria ser
mia lamilia separante para 5.
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Stes [y la funcion que separa gy y gy, separara también oy, ¥ ayg, v 81,
por ejemplo, [y o8 positiva en agq, los signos de fi v fy en ayq) coincidiran con
los de estas lunciones en oy (81 fi{an) = +1) o en ey (si filog) = —1).
Ast que en ningun caso pucde {fy, f2} ser una lamilia separantc para S,



Capitulo 7

Anillos locales henselianos
excelentes

1 Introduccion

En este capitulo extenderemos los resultados obtenidos con gérmenes analilicos
al espectro real de anillos henselianos excelentes con cuerpo residual real ce-
rrado, ¢f, [AN-Bro-Rz2, Cho VI A continuacion damos las defliniciones gue
se utilizaran a lo largo de este capitulo.

Definicion 1.1 Sce A un anillo local con ideal mazimal m y cuerpo resiudual
b= Ajm. Se dice que A s un anillo henseliano si todo polinomio monico
Sy e Al dad que (1) € klt] tiene una raiz simple = € k, donde f(1)
vepresenta lo clase de [(8) modulo m, tiene une raiz a € A tal que @ = x.

Definicion 1.2 {'n anilo noctherieno A se denomine exeelente st verifica
las siguienies condiciones:

1) A s wundversalmenle calenario, es decir, para toda A-dlgebra finita-
menle generada 13y cualesquicra wdeales primes g C p de I3 se licne
[/alxs

ht(p) = ht{p/q) + hi(q)

donde Wip) denota lo allura del ideal p.

77
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i) Sl = A

p
morfismo B — 13 de I3 en su complelado es regular.

cs cualquicr localizacton en el ideal primo p C A, el homo-

ii) St A3 s cualquier A-algebra finitamente generada yp € Specl3, caisten
by oo by € B tales que B, es reqular sty solo st hy € p para algin 2,
s decir, el lugar singular es la union del conjunlo de coros de los by,

Ejemplos 1.3 Sca & un cuerpo real cerrado. Los siguientes son anillos
locales henselianos excelentes con cuerpo residual real cerrado:

a) Alechras analilicas sobre k, es decir, anillos dcl tipo k{z,..., 2z, }/1.
siendo [ oan ideal de k{xy, ... 2, }. Estos son los anilles de gérmenes de
funciones anaiiticas que hemos considerado en los capitulos anteriores.

b} ;"ilgni)ras formales sobre &, s decir, anillos del tipo k[[z, ..., 2./ 1,
siendo [ anideal de k[xy, ... 2]

¢} Algebras del tipo kllz,. ..., Zollatg/ 1, donde k{[zy, ..., #,])a, denota las

serics de potenclas formales que son algebraicas sobre los polinomios.

d) La localizacion real estricta de un anillo local excelente con cuerpo
residital real cerrado, ef. [An-Bré-Rz2, Th. VIL2.5].

Iin el resto del capitulo supondremos siempre que A os un anillo local
hensehiano exeelente con cuerpo residual real cerrado. Denotaremos por m el
ideal maximal de A ¥ por & su cuerpo residual.

Cualquier homomorfismo no trivial v : A — k[[t]] induce dos generiza-
ciones oy v v~ con ¢l mismo soporte, p = supp(v.) = supp(y-) = ker~,
por restriceion al cuerpo residual x(p) = c.fr.(A/p) de los drdenes de k[{t]]
defimdos por > 0y L < 0. St dim{A/p) =1 enlonces v ¢s un germen de
curvay . Yo son las semirramas de 7.

Ion X = Spec, A estan delinidas las topologias de Harrison v de Zariski, of.
1.2, o este contexto se verifican la desigualdad de Tlormiander-Lojasiewicy,
of. covolario 1.2.7, los resultados de separacion de la scecion 1.3 v los de
notmalizacion de la seceion LA (aungue en algunos casos se razona tomando
representantes de gérmenes, las mismas conclusiones se obtienen razonarndo
nnicamente a partic de semirramas).
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2 Complejidad de anillos henselianos exce-
lentes

St A es un anillo local henseliano excelente con cuerpo residual real cerrado
foy dimension d se tiene, cf. [An-Bro-Rz2, Remark VIL5.6.a):

s{A) = d. %a’(a’ﬁ— H—1<3A) < %ri(a’%— 1)

Sioademas dim A = 2 v A es normal, es decir, inlegramente cerrado en s
cnerpo de fracciones, la localizacion A, en cualquier ideal primo p C A de
altura uno es un aunillo de valoracién discreta, cf. [A-McD), Prop. 9.2]. Sig
es un generador de p en Ay, todo [ € A se puede expresar como [ = ¢™"u,
donde m € # v uw € A, es una unidad, Asi podemos decir, al igual que cn
ol capitulo 2, que f cambia de signo en Y = Z(p) si m es impar. 81 vy v
7. son las dos semirramas de Y, también diremos que [ cambia de signo
en vy en y—. De lo anterior podemos deducir que cualquier semirrama
Licne dos generizaciones en el espectro real del cuerpo de [racciones de A,
SCgUN que asignemnos a g signo positivo o negalivo. Fsta tltima alirmacion
se corresponde con la tdea geométrica de ser de dimension pura.

I'n estas condiciones, se pueden extender las proposiciones 2.2.1 y 2.3.1,
permitiéndonos enanciar ¢l

Teorema 2.1 Sca A un dominio normal de dimnension 2. [nlonces s(A) =
.

51 A es un dominio no necesariamente normal, denotaremos su norma-
lizacion como AY y definiremos XY := Spec, AY. Iin estas condiciones, al
igial que en el caso geométrico podemos definir la parte de dimensién 2 de
X = Spee, A como X* = x({X?), siendo 7 la normalizacion. En este caso las
condiciones (CCY v (C8) podemos expresarlas como
(CC): cada germen de curva irveducible de X se transforma (mediante 7)
en otro germen de curva irreducible de X,

(C8): existe un germen de curva irreducible de X que se transforma (me-
diante 7) en una Unica semirrama de X,

Con eslas definiciones, se verifican las proposiciones 3.2.1, 3.2.4 v 3.3.1,

por lo gque se pucede conchuir el
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Teorema 2.2 Sca A un dominio de dimension dos y sea 7 0 A" — A su

O !?-,C'(." ('fj(?,'l'.’ . .‘J'() 1O {n’-f:’n‘:‘(ﬂj(,‘ ntes:

1] feiste un gervinen de curva Y O X7 el que ©(Y') s una dnica semi-

TR,
20 G(AY =3

) lriste un abanico de /| clementos 1" C Spee, A que se especializa en un
inico orden v (1" -= 7)) con dim T = |,

SiA no es un dominio, scan py. ..., p, los ideales primos asociados del
ideal (0). Delintendo X, := Spec,(A/p;) se liene la descomposicion X =
N, U U X, por lo gue podemos extender ol teorema 3.3.4 v el corolario

IS

Teorema 2.3 Sea A un anille de dimension 2 tal que X = X U ..U X,

Prlonees 5(AY = max {3(X)),...,3(X,)}, donde 3(X,) =3 A/p).
Corolario 2.4 Sca A wn anillo de dimension 2. Son equivalentes:

R0y =3,

i) Joviste un abanico de f elementos 10 C Spec, A tal que I — 7 con
dim T = 1.

Supongamos ahora que dim A = 3. Realizando una serie finita adecunada
de transformaciones cuadraticas podemos obtener un anillo regutar A’ de la
miistia dimension v con el mismo cuerpo de {racciones, cf. {An-R#2). Tenemos
la siguiente cadena de mmclusiones A < A" — A", siendo A" el corpletado
de A, que podemos identificar con kl[z,y, ]|, donde @, y, = son generadores
del ideat maximal de AL Sea p = (y* — zeB)k{[z, y, 2]], ¢ su contraccidn a

I s dectr, ¢ = p00 A = (g — 222} A, v q sit contraccién a A, g = p N A
Fligiendo convenmentemente los generadores @, g, z podemos suponer que o
no osta contemdo en ol divisor excepelonal v que g no esta contenido en el
Digar singular de A
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De esta {forma, 7 := Spee, (&[[@, v, 2]]/p) es un divisor de Spec, &[[x, y, 2]

con ®(/) = 3 va que hay un abanico [ de 4 elementos que se especializa
e un orden de dimension |y hig® = htp = 1. Ademas, por no estar o
contenido en ol divisor excepeional sera htg = hig’ = 1, asi que A, sera un

anillo de valoracion discreta. Como la restriceion del abanico 7 al anillo A
es también wn abanico de 4 celementos (puesto que los 4 drdenes del mismo
preden ser separados por polinomios v g' no esta contenido en el divisor
cxcepcional) v A, es regular. Y= Spec, (A/q) serd un divisor de X' = Spec, A
con s(Y) = 3. A partic de aqui, el [An-Bro-Rz2, Prop. V.A.3}, podemos
eticontrar un hasico cerrado gue neeesita 6 designaldades para ser descrito,
concluyendo que 3(A) = 6. Para dimensiones mayores podemos razonar
conto en la demostracion del teorema 4.3, lo que nos permite enunciar cl

Teorema 2.5 Sca A up_anillo de dimension d > 3. Iinlonces s(A) = %(l(d.—{—
[}.

Tambicn podemos generalizar los resultados del capitulo 5, va que, si

din A = 2 tenemos, cf. [An-Bro-Rz2, Ch. V.2],

HA)Y =2, 92<iA) <3

lo ane. junto con el corolario 2.4, podemos sintetizar en ¢l
Teorema 2.6 Sca A un anillo de dimension dos. Son cquivalenics:
i) s(A) =3,

ti) Pwiste wn abanico de | clementos 17 C Spec, A que se cspecializa en un
inico orden T (10— 7) con dim 7 = 1.

v} (A ) = 3.

Ion cuanto al invariante p, es evidente que se verifica. of. teorema 6.2.3.
que las cotas superiores son las mismas que en el caso semianalitico. asi se
fene ol
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Teorema 2.7 Sca A un andlo de dimension d < oc. finlonces,
p(A)y <y (=2,
=1

SioA es un anillo de dimension &, realizando una serie finita de frans-
[ormaciones cnadraticas podemos obtener un anillo regular A de la misma
dimension v con el mismo cuerpo de fracciones, cf. [An-Rz2]. Considerando
o inclnsion de A" en su completado tenemos A <o kf[e ... . a4]], donde
F g son los generadores del ideal maximal de A, Podemos razonar
ahiora como en la demostracion del teorema de realizacion, cf. teorema 6.3.4,
Hegando ala conclusion de que cualquier espacio de drdenes finito con indice

deestabilidad < d se puede realizar como subespacio de Spec, k{{ry, ..., 24)).
Aora bien, como los Ordenes construidos en la demostracion del teorema
0.3.1 se pneden separar por polinomios tenemos el

Teorema 2.8 Sca o > 2. Cualquier espacio de ordenes finito con indice de
estalilidad << d s realizable como subespacio de Spec K, stendo K ol cuerpo

di fracciones de un anillo de diinension d.

v, como consecuencia de este teorema de realizacion oblenemos las colas
superiores pata el invariante p.

Corolario 2.9 Sea A un wnillo d, entonces p(A)L_> loga{a® 120 4+ d — 1
donde ofn) = nin+ 1)/2.



Capitulo 8

Indice de estabilidad de

variedades analiticas de
dimension 2

1 Introduccion

Sean X C #" nn conjunio analitico real, O(X') el anillo de funciones analiticas
reales sobre X v X{X) (o simplemenie K st no hay ambigiedad) sn enerpo
de fracciones. Si X es compacto entonces s(X) = d y 5(X) < 2d{d + 1), «l.
LAD-3r6 Rz2, Prop. VIILG.2]. Sin embargo. cn el ¢aso no compaclo no se
conoce ninguna cota del mdice de estabilidad, mi siguiera s es o no finito, a
excepeion del caso regular de dimension 1, ef. [An-Be).

171 objetivo [undamental de este capitulo es ¢l estudio de los mvariantes
s, 7. 0y Lde variedades analiticas paracompactas de dimension 2. Para cilo
necesitaremnos estudiar clertas propiedades de los conjuntos analiticos. lin
primer Ingar, diremos que X verifica el problema 17 de Hiberl, v eseribiremos
H'™ . s toda luncidn [ € OLX) no negativa en Reg(X) es suma de cuadrados
de funciones de K. donde Reg(X) denota ol conjunto de puntos regutares de
N

Por otra parte, diremos que X verilica la propiedad de Artin-Lang <1
o= oo f » 0 # 0. stendo fi,..., [, € O(X), o5 equivalente a la

existencia de un orden 4 € Spee, K en el que las funciones [y, ..., [, scan

83
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shimnltancamente positivas. Evidentermente, cualquier conjunto analitico que
Yo Otra infere-
sante propiedad que se deriva de la de Artin-Lang es la existencia de una

verilique la propiedad de Artin-Lang verifica también [I'7

correspondencia biunivoca entre los drdenes de Spec, Ky los ultrafiltros de
conjuntos semianaliticos globales abiertos de X, ¢f. [Ca-An, Th. 2.2].

2 Ultrafiltro asociado a un orden

Vamos a denotar por € la lamilia formada por los subconjuntos semianaliticos
I .

globales cerrados de X' I9s inmediato comprobar gque C es cerrado por uniones
¢ intersecciones finitas, por lo que tiene sentido considerar filtros en C.

Sean € Spec (K) v Wy la cuvoltura convexa de & en K con respecto al
orden A, es decir:

Wy:=1{]eK|—r<y [ <zr, paraalgin r ¢ rt)

W es un anillo de valoracion con cuerpo residual ' que contiene el anillo
de Tunciones analfticas acotadas, Op(X) C Wy, ef. [Cal]. Sn ideal maximal

ostd constituido por los elementos infinitesiinales, es decir, st denotamos por
ny a este ideal, entonces

g = {[ G K‘ - r <ﬁ ‘/‘ <.H ‘.l"_J VT' E ]u{‘*’}

v el centro de Wy en OQy(X) serd mg 1= ng N GL{X), gue es un ideal maximal
va que We/ng = K. Asimismo, denotaremos por Ag @ Wy — R el lugar
definido por Wy (véase [Cal]).

Definicion 2.1 Liemaremos ullrafiliro asociado al ovden 3 ol siguiente fillro
mazimal de C;

Us =Y e CIY N =11 # 0,V € my)
U asi definido os efectivamente un ultrafiltro de C (ver [Jw]).

Ejemplos 2.2

'S Sl = 0, Ve € Xy no es suma de cuadrados en K entonces [ ono es positiva en
todos los drdencs de Spec, K, os decir, - f € f para algin orden § € Spec, K. Si se verifica
Artin-Lang debera ser {—f(2) > 0} £ 0, absurdo ya que [ cs ne negativa
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a) Todos los drdenes centrados en el mismo punto /2 tienen asociado el
mismo ultrafiltro, Uy = {A € C|P € A}. Ln particular, la correspon-
dencia 8 — Uz no ¢ inyectiva.

b} Si Uy contiene un conjunto discreto {z;}{° entonces induce en I un
ultraliliro Mg de la siguiente forma: si J C N, se tiene que J € Ay «—
{a:Ves € Up. Kscojamos ahora un conjunto de érdenes {4,197 de forma
que cada 4 esta centrado en el punto x;. Podemos definir el orden
v o= by, como nn “ultraproducto” de los ordeves {7}, Precisando,
si [ e K decimos que [ >, 0+ {i € N|f >4 0} € Ay Asi definido,
se tiene que U, = Uz Una cuestion abierta es determinar si todos

los ordenes cuyo ultrafiltro 2y contiene un conjunto discreto se pueden
expresar como un “ultraproducto” de ordenes centrados en los puntos
de ese conjunto discreto.

IX] siguiente lema caracteriza los elementos de Op( X)) que tienen signo cons-
tante en algin conjunto de Us.

Lema 2.3 Sca [ € O,(X) y supongamos que fly > 0 para alqin Y € Uy.
frntonees [ € 3, y pure ceda n € N existen u, g € Oy (X)) tales que u € Uy,
iy >0yl =qg".

Demostracion: Ver [Ca2, Lem. 2] o también [An-Be, Lem. 1.2]. O

15l anillo Wy define una valoracion w : K — 'y U oo, siendo 'y = K7/ Uy
el grupo de valores, donde U5 es el conjunto de unidades de Wy, es decir,
Uiy =11 € Ws|f? 5 r, para algin r € BT}, El lema anterior nos relaciona
el grupo de valores con el nltrafiltro 2y en un caso especial, concretamente
se tiene la

Proposiciéon 2.4 Si Uy no conticne ningin conjunlo analilico propio, cn-
lonces criste un unico orden 3 con dicho ullrafillro y Ty es divisible.

Demosiracion: Sea [ € On(X). Por hipotesis Z{f) ¢ Uy v como Uy cs
nn-ultrafiliro existivd Y € Uy tal que Z{f) NY = 0. Podemos escribir,
b= YUYy siendo ¥V = {z € V|f(z) > 0] e Yy, = {z c Y|f(x) < 0}
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Ohscérvese que ¥ e ¥y son cerrados en Y. Uno de los ¥, por ejemiplo ¥,
estard en Uy (81 no, cambiamos [ por —f), es decir, fly, > 0. Ahora, por ¢l
lema anterior, para todo n € 1 existen g € Oy(M). w € Uz 0 OW(M) tal que
tly, =0y uf =g".

Como cualquicr i € K se pucde escribir como cociente de 2 [unciones
acoladas, se sigue que 'y es divisible, es decir I'g/nl's = {0}.

De lo anterior se deduce que el dnico orden 4 con ultraliliro Uy viene
definido como: [ € 3« [ly > 0 para algun Y € Uy, O

Los ordenes que definen el mismo anillo de valoracion Wy constiluyen
un abanico, que denotaremos [, cuyo nimero de elementos es #/ =
#(V /20 5) = #(K7/K*05). Ademds, cualquier abanico estd contenido en
o unidn de 2 abanicos de este tipo, of. [Ma2, 1.3, 3.1, 3.5]. Asi pues, la
determinacion del mimero de clementos de 15/21 3 junto con la (6rmula de
cstabilidad, el. teorema 1.2.8, nos permitiran acotar el indice de estabilidad
de Spec Al

Si [ e K denotaremos por D(f) = {x € X|f, € O(X,)} (donde O(X,)
representa el anidlo de gérmenes de [unciones analiticas en el punto » € X).
Definamos el ideal £ C O(X) de denominadores de [ € K de la siguiente

forma: g€ [ & [ = i—} para cierta b € O(X). Se comprieba directamente
que asi definido 1 es electivamente un ideal. Z(1) es un conjunto analitico
global, ¢f. [Nar, Prop. V.16, por lo que podemos escribiv Z(/) = {x €
Nigi(ie) = ... = g.(r) = 0}, donde podemos supaner que g; € /. De esta
[orma, [ = % == % es decir, [ = f_“;% = ... = f’;—g’ y, pot tanto,
| = j—“ﬁ'—%—‘%ﬁi Ast pues, dada [ € K siempre podemos representarla como

hig de forma que © € D(f) < g(z) # 0. lista observacién nos permite
gencralizar ol lema 2.3 de la siguiente formas:

y > 0,
vy > 0y

Lema 2.5 Sea [ € K tal que Y C D(f) para cierto Y € Ug. Si [
cilonces para cada no € M ocristen u,g € K tales que w € Uy, u
il =g

Dinmostracion: Podemos suponer que f = hy/g), g1|Y # 0y que by v gy son
acotadas (dividiendo si es neecesario por |+ 5% + ¢7). Como by v ¢ tienen
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. . . oy . b o .

el mismo signo en todo punto de Y, 1 escribimos [ = ’7';5—1 podemos aplicar
1

ol lema 2.3 al numerador y denominador de [ obteniendo w(hvgi) = g5 v

w97 = g4, Definiendo w = oy g = f’f se tiene ¢l resultado. O

Vamos a denotar por & la familia de todos los subconjuntos semianaliticos
elobales abiertos de X Aligual que ocurre con C esta [amilia es cerrada por
uniones ¢ interseeciones finitas lo que nos permitira considerar filtros también
en SO 8iv € v F definimos A, = {x € DN x) < r?}. Evidentemente,
Ay, € 8. Estos copjuntos nos permiten definir un [iltro de abiertos cuando
X verifica 117

Lema 2.6 Si X vevifica H'T entonces Fly o= {Ap,|[ € ng. v € T} es una
hase de filtro en 8.

Demostracion: Fn primer lugar, veamos que A;, # 0 si [ € ng. Podemos
exeribive [ = fi/fy con fi € O(X). Supongamos que A, = @, cntonces

et UM e DU v por tamtor—E—2 2 = (), Vo € X, Por la

«olucion al problera 17 de Hilbert, [P — r?f§ es una suna de cuadrados
en Ay, en consceuencia, positiva en lodos los 6rdenecs de K, en particular,

}

fE =t f2 = 00 Portanto, [2/f2 >ty [ = 1/ [y & ng, contradiccion.
1y 3 172 7 .

Finalimente, Ay, A, # Bsi fig € ng va que si v’ = min{ri,ri},
cntonees § # Apyee Ay A )

Al filtro de § que define F) (cuando X verifica {'7) lo denotaremos

por Fu. Lste illro nos permitira caracterizar los clementos del anillo de
valoracion Wy, en concereto:

Lema 2.7 5S¢ X wverifica H'", entonces

w) Wo={J € K| [ estd acolada en algin abierto de Fy)
bl g = {f € Wal [ no estd acolada inferiormente en ningin abierto de Fy}

U= e W

[ estd acotada inferiormente en algin abierto de Fy)
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Demostracion: a) Supongamos que ¢ € K esta acotada en V€ Fy, s decir,
existe » ¢ 2T tal que {g* < r*} € Fy. St g & Wy, entonces por ser Wy
un anillo de valoracion, /g € ag v sera {1/¢° < 1/r*} € Fau. Por tanto,
117 < 4"} € Fa, absurdo ya que {g* < r*} € Fy y Fs cs un fillro de abicertos.
b conclnsion, {J € K| [ estd acotada en algin ablerto de Fg} © Wy

Sean ¢ € Wy v Ag: We — R el lugar definido por Ws. Podemos escribir
g = Aslg) + g, con g' € ng. Como g esta acolada en algin abierto de Fy
(por cjemplo, en Ay, conr € R7) se ticne que g también lo esta y, por tanto,
W, C {f e K]S esté acotada en algin ablerto de Fpl.

b Sea J € ng. Si [ estuviera acotada nferiormente en algin abierto
de Fy. es decir si existiera Vo€ Fs tal que [*|v > »? para cierto r € ®t,
entonees VN A, = 0, contradiceion con el hecho de ser Fiy un filtro.

51 no esta acotada inleriormente en ningtn ablerto de Fy, entonces
L/ [ ¢ Wy es decir, [ € ng.

¢) Se sigue directamente de a) v b O

Observacidon 2.8

a) Il lema anterior nos ascgura que hay una correspondencia biunivoca
entre los anillos de valoracion Wy v los liltros Fg. Sin embargo, puede
haber ordenes con el mismo ultrafiliro s pero con diferentes anillos de
valoracion asociados (v por lanto, diferentes filtros de abiertos).

b) St Gy es un ultraliltro de § que refina Fy, entonces define un orden
4 de la siguiente forma: [ >4 0 « {f > 0} € Gz Se tiene que
# e 1, por lo que si se verifica '7 todo abanico del tipo £y conticne,
al menos, un orden asociado a un ultrafiltro de abiertos. Por supuesto,
cuando se verifica Artin-Lapg hay una correspondencia biinivoca entre
los ordencs del abanico L5 v los ultrafiltros de § que refinan Fy.

c) S A e Fyy B es cualquier conjunto semianalitico global cerrado tal
que 3D AL entonees f5 € Uy En electo, consideremos como en el
apartado anterior un ultrafiltro Gy que refine Fu. La lamuilia de los

conjuntos semianaliticos globales cerrados D lales que Int D € Gy es
n filtro de € que denotaremos como 7. Una comprobacidon immediata
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muestra que 7y esta contenido en Us. Obviamente, A € Gy, asi que
13 ¢ 7y y, por tanto, B8 € Uy, LEn particular, si X es una variedad
analitica de dimension 2 la adherencia de un subcoujunto anaiitico
global es un conjunto analitico global, ef.[Ca-An], y, en consccuencia,
si A€ Fyentonces A € Uy,

i cualguier caso. A corta a todos los cerrados de Uy, De hecho Us
se extiende de forma ipica a un ultrafiliro de cerrados, of. [Jw], que
podemos denotar U5, verificindose en general que AelU.

Ejemplo 2.9 S U, es el ultraliliro de cerrados que contienen el punto
[, podemos encontrar diferentes filtros de ablertos asogados a ese U,. Por
ciempio. ver fieura 8.1, F, es ol {iltro de abiertos que contienen entormos
de fas semirramas o) ¥ g que pertenecen al misme de germen de curva

ereducihle,

Ae F,

(23]

!
oy

Migura 8.1

[lay L ultraliliros de aliertos que refinan este filtro F,, que se corresponden
con los drdenes o, ay, oy, agy b, que son las generizaciones de &, v @ ,.
Vistos 1 drdenes constituyen el abanico que hemos denominado P, La misma
constriccion puede realizarse a partir de cualguier otro germen de curva
ireducible en el punto 7, por ¢jemplo, Ta curva cuyas senuirramas son o) y
o’y obteniendo of filtro F 0.
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Observemos también que U, = U, v que m, = mgr. Sin embargo, W, #
W, va que, por cjemplo, y/x € n, peroy/x & n,, de hecho, y/x ¢ Wi, como
puede comprobarse utilizando la caracterizacion del lema 2.7, Analogamente

H y 7+U \ SIra v
e U, pecro po ¢ Wy A la vista de este ¢jemplo se

puede concluir qu(* 0T Ia,s funciones m(‘romor[ds (no analiticas) las que nos

S¢ ('()HH%"!'}("I'—)H-{}'H'('

permiten distinguir los (iltros F,, y por tanto los abanicos [, con el mismo
ultrafiitro de cerrados.

3 Conjuntos analiticos de dimension 1

Iin este apartado vamos a estudiar los invariantes s, 3, £ y [ de un conjunto
analitico X de dimensién 1. s conocido que s1 X cs regular se verilica la
propicdad de Artin-Lang y s(X) = 3(X) = (X)) = I{X) = 1, ¢f. {An-Be].
on el caso de que X sea singular, si f @ X — & ¢s una [uncidén no negativa
entonces f7H{0) es un conjunto discreto (si [ es no nula y X irreducible)
v [ osera una suma de cuadrados de funciones meromorfas, of. proposicion
3.1, es decir, se verifica ol problema 17 de Ihlbert.  Ademds, puesto que
la normalizacidn es birracional en dunension 1, ¢f. teorema 3.2, se verifica
tambicn la propiedad de Artin-Lang, por lo que pueden generalizarse los
resuitados obtenidos en el caso regular,

ol

St X CHEY es un conjunto analitico global y p € X, dircrnos que p, €
O(X,) cs un germen eliplico si p, no cambia de signo v Z{p,) = {p}. Si
P, & O(=7) es un representante de p, € O(X,) = O(R) /J ), puede
OCITiT (|m‘ pp osea cliptico en Xy que p; no lo sea en R AlJOId. bicn, la
sigiiente Proposicion nos asegura que en ese caso siempre podemos enconlrar
an representante eliptico en &7,

Proposiciéon 3.1 Sean X C 2" un conjunto analitico global y D C X un
subconjunto discrelo de X, Si para cada p € 1) ftjamos un qermen analilico
no ncgalivo p, € O(X,) lal que Z(p,) = {p} entonces existe una funcion
analitica £ G OUX) que es une suma de cvadrados de funciones meromorfas

sobre X tal que Z(8) = 1 y £,0(X,) = p,O(X,), Vp € 1.

Demostracion: S X ¢s una variedad analitica entonces existe una [unecion

EcOX)tal que Z(6) = Dy ¥p e D, LO(X,) = p,O(X,), cl. [Bo-Rs,
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lemn. 1. Iin cestas condiciones € es una suma de cnadrados de [unciones
meromorlas, c¢f. [Bo-Ku-Sh, Th. 1l

lin el caso general, como p, € O(X,) s semidefinida positiva se verifica

2 9 2 \ ) = TS NS

que pphs =gy, ot ot gl con by, g, € O(X,) y Z(h) C Z(p), cl. [Rz2,

Prop. IV.5.2]0 Scan p, v by representantes de p, v Ay, respectivamente,

cn Q0= Sumando si es necesario una ecuacion positiva. de X, podemos

A Yy by AT Al " "Ii nQ Al ! - M a1 )’l o I Al Y Al ol A > hY "o Ay

suponer que el germen pf i es eliptico en R” (hay que tencr en cuenta que

) / s e} P ETERa : YL 4 peh £ P RIS R an

$GY e gL, son Tepresentantes en O(R™) de gy 5, ... g, 5, Tespectivamente,

1

cntonces ¢ff .+ .G’fp es un represcntante de pyht no negativo en 127, es
deciv, Z(p A7) = {p}. Por la nisma razén podemos suponer gue hi? también

i

es oliplico en @

Ahora bien, puesto que ol germen pph'? es eliptico en &% existe £ € O(R")
suma de cnadrados de lunciones meromorlas tal que Z(£7) = Dy O(#)) =
,n;,/p;f(i)(}‘.&’f‘;j\ Ve D, Deigual lorma, existira T ¢ O0R™) suma de cuadrados
de Tunciones meromorfas tal que Z(I) = Dy H,O(R}) = f'r’rf(f)(‘x«;j) Ype b
Por tanto, & = £"/1] ¢s suma de cuadrados de funciones meromorlas
0000 = p O0r), Yo € .51 denotamos como £ € O(X) la clase de ¢ en
0 X)) se obtliene ol resultado.

a

Fvidentemente de esta proposicion se sigue que si [ @ X — 2 es una
fncion no negativa tal que [7H0) os un conjunto discreto entonces [ es una
suma de cuadrados de hinciones meromorfas, lo que extiende el teorema 1
de [Bo-Iu-Sh al caso singnlar. A partir de aqui, si X es de dimension | e
irreducible. cualquier funcion no negativa se puede expresar como una suma
de cuadrados de [unciones meromorlas, verificandose, por tanto, ¢l problema
{7 de Hhibert,

Para la propiedad de Artin-Lang en dimensién 1 necesitamos el siguiente
Teoreta que nos asegura que la normalizacion es birracional en dimension 1.
Deesta Torma, 51X o8 un conjunto analitico irreducible de dimension | y
X7 s su normalizacion {que es una variedad analitica regular) se tiene que
los cuerpos de unciones meromorfas K(X) y K(X7) son isomorfos y, puesto
aue en KXY se verifica la propiedad de Artin-Lang, también se verificara

ch ALY ).



8. Indice de ostabllidad de variedades analiticas de dimension 2 92

Teorema 3.2 51 X es un conjunio anclitico irreducible de dionension [y
7 X' = X sunormalizacion, enlonees los cucrpos de fracciones de O(X)
g de QUX) KXYy K(X7). respectivamenie, son isomorfos,

Demostracion: Lanormalizacion # : X' — X induce una aplicacion invectiva
entre los anilios de funciones analiticas 7° © Q{X) <+ Q{X') que se puede
extender a los cuerpos de fraciones 7% 0 K(X) — K(X7). Vamos a ver que
77 es el isomorfismo buscado entre KX} vy K(X').

Dada [* € O{X') se puede delinic [ € O(X\ D) vaquer: X'\7" (D) —
XA Dosiendo 122 C X nn conjunto discreto, es un isomorfismo analitico. Sca
ahora p e Dy X, = X,,U...X,, la descornposicion del germen X,
irveducibles. Puesto que 7 es sobreyectivo en dimension |, existe un entorno
Ide potal que 771Uy = WU L W,y da restriceidn de 7 a cada W) in-
duce la normalizacion de X;,. Como el anillo total de (racciones de O(X,,),
que denotaremos cormo KX ), es isomorfo al producto KX, ), las restric-
ciones de [ a cada W delinen un elemento en K(X,). Por consiguiente, ¢
goermen fo€ A(X,) esta bien definido y podemos esenibir [, = g,/h,, con

1l

g by € OLX ). Podemos suponer tambicn gue by s eliptico Vp € 1) (en
otvo caso, multiplicamos v dividimos por f,). Por la proposicion anterior
existe /1€ O(X) suma de cuadrados de funciones meromorfas sobre X al
que Z0UHYy = Dy H,0(X,) = h,O0(X,),¥p € D. Deesta forma, f11 € O{X)
¥. por tanto. [ e K{X). En conclusion, la aplicacion 7% es biyectiva y, por
fanto, un isomorfismo entre X{(X) v K{X'). O

Razonando como en la demostiracion de este teorema se concluye que si
X csun conjunto analitico de dimension 1 irreducible, entonces las secciones
globales del haz de finciones meromorlas coinciden con las [unciones del
cierpo «de fracciones del anillo de funciones analfticas de X.

Teorema 3.3 5S¢ X C 2" s un conjunto analtiico irreducible de dimension
o A ape - - o
[ocntonees s(Spec K(X}) ==

Demostiacion: 51 X s regular s(Spec, K(X)) = 1, ¢f. [An-Bef. Si X no es
regiilar, por ¢l teorerna anterior K{ X'} sera 1somarfo al enerpo de fracciones de

N'osiendo X' regular, y, por lo tanto, s{Spec, K (X)) = s(Spec, (X)) = 1.
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Proposicién 3.4 Seu X C %" un conjunio analilico irreducible de dimension
Ioentoners s(X) = L.

Demostracidn: Sea 3= ([, > 0,.... [, > 0] un basico abierto. Por el teo-
rema anterior, serd gendricamente igual a 8" = {/ > 0}. En primer ingar,

Voo N 1 serd un conjunto discreto. Multiplicando [ por una funcion
no negativa que se anule en los punto de Y podemos suponer que B C 13,
Ahora, ¥ = B\ B es un conjunto discreto y cada punto p € Y esta en ol

interior de £3', es decir, [, es eliptico en cada punto de Y. Existe una [uncién
analitica global " ¢ne es suma de cnadrados de funciones meromorfas tal que
20 =Yy [JO(X,) = [LO(X,), ¥p € Y. De osta forma, [" = f/f" es

mna (uneion analitica global v B8 = { " > 0}. a

Proposicién 3.5 Sca X C 2" un conjunlo analilico ivreducible de dimension
focntonees S(XN)=1H{(X)=1{X)=1.

. \- .. . g .
Demostracion: 8103 es un bdsico cerrado serd B = [/ > 0} = 3 v. mul-

tiplicando [ por una funcién no negativa, como en la proposicidon anterior,
que se anule en los puntos de 37\ 3 podemos suponer que 2 C B, Ahora,
en los puntos de Y = B\ 3 ¢l germen de [ es eliptico. Existe una luncion
analitica global [ que es suma de cuadrados de funciones meromorfas 1al
que Z0) =Y. LOIX,) = LO(X,), ¥p e Y. Deesta lorma, f” = [/[" es
nna funcion analitica global y 3 = {f" > 0}.

Por otra parle, cualquier conjunto semianalitico abierto serd un hasico
abierto, ol proposicion 1.2.9, por lo que ({X) = 1. El mismo razonamiento
se hace con log cerrados, utilizando la proposicion 1.2.10, para concluiy que

XY =i, a

Los mismos resultados se oblienen si X es un conjunto analitico no irre-
ducible,
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Teorema 3.6 Sea X C 1" un conjunto unalilico de dimension I, no neee-
savigmente irreducible, enfonees ${X) =3 X ) =1(X)=1(X) = 1.

Demostracion : Podemos suponer que X = UF X, donde cada X, es un con-
junio analitico irreducible de dimension 1. Sea r; € O(R") una ecuacidn
positiva. de X\ X, v 8 = {g; > 0,...,9. > 0} N X, ¢; € O("), un bhasico
abierto de X Como cada X; es irreducible, B; .= B 1 X, se podra esceribir,
cf. proposicidon 3., como By = {hy > 0y N X, Deliniendo . = Yiep hior .,
con J, = {7lx € X,}, sc obtiene una scecién global del haz Ox. Puesto que
X es coherente (tiene dimensién 1), esta seccion global define una funcidn
analitica /€ O(X). De esia forma, By B == {f > 0} se diferencian en
nn conjunto discreto. Razonando ahora como en la proposicion 3.4 podemos
concluit que B={/" = 0} N X y. por tanto, s(X) = 1.

o cuanto a los otros invariantes, 3, 1 y £, podemos repetir la demostracion

dada en ta proposicion 3.5. a

4 Variedades analiticas de dimensién 2

P esta seccion X representard una variedad analitica paracompacta de di-
mengion 20 Por lo tanto, X venfica la propiedad de Artin-Lang, cf. [Cal]
v, a fortiori, {177, Una de las consecuencias de la propiedad de Artin-Lang
(e utilizaremos es el Teorema del Ultralilivo, el. [Ca-An, Th. 2.2], que es-
fablece una correspondencia uno a uno entre los érdenes de Spec, K (X)) y los
ultraliltros de 8. Concretamente, si € Spec, K{X) el ultrafiltro de abicrtos
corvespondiente estd delinido como vg = {5 € S|{f1 > 0,.... [, > 0} C
S [ € 4} A lainversa, sl vy es un ultrafiltro de 8, define un orden

3 de Tasigwiente manera: [ € 3o {f > 0} € vy,

Otra consecucencia de la propiedad de Artin-Lang es que puede asociarse a
cada semianatitico global S de X un constructible de Spec K{X), & definido
por las mismas [Grmulas gque S Aungue esta aplicacion no es bivectiva, si

S =T entonees 5y T son genéricamente iguales, cf. [Ca-An, Prop. 2.1].

Dentro de Spec, X distingremos 3 lipos de drdenes v analizaremos en
cada caso el cardinal del abanico I o, equivaientemente, de Ts/21, para
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acotar ol indice de estabilidad. 2 primer tipo de drdenes a considerar es ¢
de aquélios dvdenes cuvo ultraliltro Uy no contiene ningun conjunio analitico
propio. i este caso el abanico 73 contiene un inico orden, cf. proposicion
2L por lo que no representa ninguna obstruceion para la acotacion del indice
de estabilidad.

1 segundo tipo es el de ordenes para los que Uy contiene algun con-
junto analitico de dimension | pere no contiene ningan conjunto discreto.
Fialmaonte, of tercer tipo estd constituido por los drdenes cuyo ultrafiltro Uy
contiene algin conjunto discreto. Estos dos dltimos tipos son los que vamos
a estudiar a continnacion, aungue necesitaremos el siguiente resultado, cf.

[Cal. Prop. 3.3]

Proposicién 4.1 Sea [ € O(X). Frisle una unica funcidn (salvo unidades)
JTe OUX tad que:

aj 2"y =A{r € X|f(x) =0 y [ cambia de¢ signo en x}.

b) Ve € Z0f), J(Z2(fM.) = [LO(X,): cn particular, [' cambia de signo
en lodos los puntos de Z(f1).

e} = N0AR con Ay € O(XD).
Alora estamos en condiciones de demosirar la

Proposicién 4.2 Supongamos que Uy contiene algin conjunto analitico de

I’ i
dimension | pevo que no conliene ningun conjunlo discrclo, enlonees ﬂl €3
. ; B

momorfo a wn sibgrupo de I

Dawostracion: Supongamos que Uy # 250 Existiva [ € QX tal que
¢ 2y videntemenve, Z(f) € Uy ya que en olro caso se podria

eseribir, of lema 2.3, [ == uh? con u E {'-’75. Factorizando [ como en la

propostcion 4.1 se tendrd que [ = ]’L’l ST Z{[") ¢ Us emonces |7 = h?

con vy € Uy es decir, [ = A3 A2 v, por ta‘nto, w(f) € 21y, contradiccidn.

Ast pues, Z(/"Y ¢ Uy,

Sea ahora g ©€ O(X) tal que w(g) ¢ 215, Al 1gual que antes se podra
cseribiv [ = ¢'NiBE con Z(¢") € Us. Como ¢'/ ' es analitica v no mitla en
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ZUMNZ(y") € Uy, por el lema 2.5 se podra escribir ¢'/ f = wahl con oy € U
Ahora. ¢ = (/[T B2IXTAR S v, por lo tanto, wiy) € w([") + 24, de
donde se gigue el resullado. &

Teorema 4.3 Si X ¢s une variedad analitica de dumension 2, cnlonces

s{apec, A(N)) = 2.

Demostracion

Sea o € Spec, A St g no contiene ningun conjunto discrelo, entonces el
nmunero de elementos de Flges 162, ¢l proposicion 2.4 y 1.2, v cada abanico
conticne como maximo la union de 2 abanicos de este tipo.

Supongamos ahora que Uy contiene un conjunto discreto {#,15%. Llamemos
vy al ultralifiro de & asociado a 3 y distingamos dos casos:
Cuso o) Dado cnalquier conjunto analitico global de dimension 1, Y, existe
13 vy tal que BNY os disereto.

1

Supongamos que el abanico g, constituido por todos los drdenes con
el mismo anillo de valoracion Wy, contiene un abanico con 8 drdenes {4 =
% R et En lo ultrafiltros correspondientes vy, , ..., vg, podemos encontrar
abiertos basicos f3,.. ., By tales que 3, € vy, v f_f,{_ﬂBj = {3 sie#£ . In

. . . {2 (1
cada punto ; ({217 € Uy) podemos encontrar dos polinomios j,m v _[£ ) que

separan localmente, en w;, £3) de By,..., By, Ademas, si g?ﬁ), _r;.g") c O(X,.)
ticnen como formas iniciales fl(i) v ‘/f), respectivamente, también separan
B3y de BBy ..., Bs. Por el teorema B3 de Cartan existen funciones analiticas
elobales fi v [y cuvos gérmenes en cada x; tienen como formas iniciales _/'1(1)

v ‘/;E{J._ por lo que separaran globalmente B, de [35,.. ., B3y (ya que si /oy

e

e entorno abierto de {217 entonces B, N ¢ vg, v trabajariamos con
fos abiertos 13, N en lugar de los £2,) v, por cousiguiente, tambidn 7, de
Tida oo Jet. lo que es absurdo por ser {#y, ..., Fg} un abanico.

(uso b) Fxiste un conjunto analitico global de dimension [, ¥ = Z(f), 1al
que dim{(BNY )= 1,VY8 € v;.

Como en el caso anterior, supongamos que {8, = 4, ..., 5} es un abanico
de 8 clementos contenido on el abanico Fy. Sean 13, ..., By bdsicos abiertos

Lales que B3, € vy o I3y sera adherente en cada @ a alguna de las semirramas,
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Hamdémosla ;. delinidas por ¥V o= Z(f). lsa semirrama =, scra adherente
como maximno a dos bastcos. por cjemplo, a 8 ¥ 13,. Cogemos ahora un
polinomio _/?_EI) que separe localmente v de B3y.000 ) Beo Al igual que antes
definimos nna funcion global que coincida con jf) en cada @) hasta un orden
cnlicientemente alto. De esta forma [y = [ v [, separan 3 de 135000, Be v,
por tanto. ) de dy o000 Jes absurdo por tralarse de un abanico.

De esta lorma, si Uy contiene un conjunto disercto ¢l abanico I3 con
tendrd como maximo 4 clementos. Ademas, no puede haber ningiin abanico
[7 I U I stendo By vy g abanicos de 4 elementos distintos va que, al
ienal e antes, podriamos encontrar dos funciones que aislaran un orden de
I del resto. por lo que ' no podria ser un abanico. .

Ei anterior teorema nos dice que genéricamente cualquier basico abierto
seo pnede eseribir con dos desigualdades. De hecho, no sélo gendricamente
como alirma el siguiente

Teorema 4.4 Si X s une vavicdad enalilica de dimension 2, crlonces

SN =2

Demostracion: hea 3=4f, = 0,...,f, > 0} un basico abierto. Por ol teo-
rema anterior, 32 =00 g > 0) = I Ademds, si escogemos [ v ¢ Hibres
decnadrados, of. [Cal], podanos suponer que 13 C 1. Por tanto, 137\ 13
cstara contenido enun conjunto analitico global de dimension 1, que tendra
mna ccuacion positiva v Fnoestas condiciones, 5 = {fr > 0.4 > 0} v se
Hene el resiltado. (

Viamos a continuar con el estudio de los invariantes 3, 4 v L. Para cllo
necesitamos nuevamente la desigualdad de Tormiander-Lojasiewicz,

Proposicién 4.5 (Desigualdad de Hormander-Lojasiewicz) Sean X wna va-
vicdad analibiea de dimonsion 29T wn congunto semianalitico global covrado.

Dudus [og € OUX) existen pog &€ O(X) lales gue:

al p =0, 920X
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b) sien(pf +qgg) =sign [ en T

) lg=0} ={f=0}n T

Demnostracion: Definamos Y o= { [ = 0} ¢ ¥V := {f =0} nNT . Siy =
ier Y es la descomposicion de Yoen irreducibles, entonces ¥V = U0 Y5 con
1" 18 amamos Y7 = Uje g Y, entonces Y7 estard constituido por las
componentes de ¥Yoque no cortan 7'

St e Y'NY” entonces se podra eseribir £, = hy .0y, con Z(h,,.) =Y/
Jx 1 xft2 s 1,z

i

v E(hy =Y Sea ahora F el haz coherente delinido como

JPO(X,)  size Y\ YY"
F,=1< 01, 0(X,) sizeY ny”
O.(X) sied Y
Por ser F coherente existe un nimero linito de secciones globales ¢y, ... g,
que generan cada fibra Fo.oow € X, el [Col. Sig = [? 4+ 4¢P+ ... + gl
tendremos que Z(q) = Y v ¢/ [ sera analitica en 1" va que si 2 € Y N T
. . P20 4af 4 4a? )

cntonees € Y\ Y por lo que gip = a0 [0y [jT = % =

O0X,). Por tanto, gg/f también es analitica en 1" y podremos encontrar
p e QX)) tal que |gg/f1 < pen T De esta forma podemos asegurar que
sten (pf 4+ gg) = siegn [ en 1 oblteniéndose ¢l resultado.

auip 14 g

O

A partir de esta proposicion se puede obtener como corolario la desigual-
dad de Hormander-Tojasiewicx en su forma original, of. [An-Brio-Re2, 3.1.12],
defimendo {f, ¢) () 1= sign [{x) + sign g(x).

HL: Scan '€ C oy [,g € OX) tales que {f =0} N1 C {g = 0}. Enionces
criste 1 O(X) tal que:

a) wign ff=sign [ oen T
h) sien ["=wsigng en {/ =0}y
) L)y =" ge), Ve € X,
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Demostracion: Cogemos [' = pf + gy segun la proposicion anterior. Por
lano. la condicion a) se verilica.

Por otra parte, como 7'M { [ = 0} < {g = 0} entonces T'N{[f =0} b e
lg = 0}, es decir {g = 0} C {g =0} ast que en {f = 0} se ticne que ' = gg

vt g # Dentonces ¢ > 0. Por tante, se tiene que sign J* = signg en { [ = 0},

Ei cuanto al apartado ¢), teniendo e cuenta que sign € {—1,0.1} se
comprucha [acilmente caso por caso. |

Lema 4.6 Scan X wuna variedad analilica de dimension 2, Y C X un con-
Jundo analitico de dimension |y B C X un conjunto semuanalitico global
cerrido.

SiBAY = {ay =0, a2 0\Y y BOY ={b >0.... .y =0}NY,

con ;b € QX)) enlonces existen ¢y, .., em € O(X), e < &+ 1 lales que
=1, 20, ¢, =0}

Deomostracion: Multiplicando, s1 es necesario, las ¢; por una ccuacion positiva
de Y podemos suponer que Y C {a; 2. 0... .. ap > 0%, Paracada+=1,...,{
defintmos 3, = B0 b < 0}, Se tiene que B, N {r = 0} C {h = 0},
ast que por L existe cq; = pir + b tal que signeg, = signr en )y
sign epp, = sign b en Yo Ademas ey > 0en B\ B; (va que en B\ 3 s
he =0 v cpyy = pir + ¢ibi).

Sihacemos, ¢ = q;, para ¢ = |,..., &k, entonces se ticne que_fs = {¢, >
..., = 0% O

Lema 4.7 Scan X wna vavicdad analitica de dimension 2 5y 5 C X un con-
Junlo semianalitico global abicrlo,
S Y s wn conjunio anaelitico de dimension 1y Dy, ..., B son bdsicos

abiertos tales que S\Y = (B U UBN\Y, SNY = (B, U...u)NY,
enlonces crtsten 130,000 3], bdsicos abiertos, tales que S = B U ... U [3].

Demostracion: Pava ¢ = 1, definimos B! := B; \ 'Y que son basicos
abiertos, Deesta forma, By UL U B =S5\ Y.
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Para i = + L...., 1 s podrd cscribir B, = {g;s > 0, gz} de tal forma
que cada g;; se anule en Bd f3; “ (en otro caso, sc multiplicaria Ji; POr una
cenacion positiva de BB, 7). Sea ahora D, = (B, UBAB, ")\ S v sca [ una
cetacion positiva de Y. Sip e D NY| se tendrd que x ¢ S (va que 2 € 1)
v. por o tanto, = & 3, (10 € By entonces € B;NY C SNY, perox ¢ S,
asi que ¢ e BAB, T < {gi; = 0}, En conclusion, {—f =0} N D, C {g; = 0}.
Utilizando 1L encontramos ¢i. € O(X) lal que signg;, = —sign [ en Dy,
Mgn gl = signg;, en =1 =0} =Y v (¢, —gL95]) = (95, - [}

St ahora definimos B! = {g¢!, > 0, ¢\y} parai=m+ |,.... [ entonces se
comprucha directamente que S = B U...U B O

Proposicion 4.8 S¢ X cs una variedad analfiica de dimension 2 enlonces

SN =3

Demostracion: a) 5(X) < 3: $i B = {fi > 0,...,f, > 0}, entonces 3 £
> 000000 > 0} = />0, >0 2107 >0,g >0} I deci,
BAY = {] >0,¢ >0l \ Y, siendo ¥ un conjunio analitico de dimension
Lopor o gque BNY = {h 20} NY (3(Y) = 1). Ahora, por el lema 1.6, sc
tendrd que 3 ={e) 20, ¢, 20, ¢y 2 0},

h)=X) =3 Bl conjunto bésico carvado B ={y > 0, y* (e — 1) > 0, 2 > 0}
(ver ligura 3.2) no puede expresarse con dos designaldades.

En cefecto, supongamos que se pudicra escribir B = {f > 0, ¢ = 0},
Una de las dos Tunciones, por cjemplo [, debe cambiar de signo en ¢l ¢je-z.
Sean o v vy los ordenes centrados en ¢l origen definidos por las semirramas
{y = 0,0 >0}y {y = 0,2 < 0}, respectivamente, y scan {ag, ey} v
{agr, au} sus generizaciones (ver figura 8.2). Como [ es nula en los drdenes
o Voo, la Tuncion ¢ debe separar ambos ordencs. Supongamos que ¢ >, 0
v <, 00 Por tanto, ¢ serd positiva en o y en a9, Por otro lado, como
S cambia de signo en el eje-x serd positiva en uno de estos dos drdencs, por
cremplo en e Deesta {orma, [ v g son positivas en . absurdo.

Un cjemplo similar se puede construir si X cs una variedad analifica
distinta de 22

a
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)
¥y (X111 - E . - ¥y : (}122.
T R T ey L .@ g
T " 3 o " . -
(Yo ¥y ) B Y P (&5
{igura 8.2 figura 8.3

Proposicion 4.9 5¢ X es una variedad analitica de dimension 2 enlonces

HSpee KXY = 2.

Demostracion: Puesto que Spee LX) es un espacio de ordenes con indice
de estabilidad 2, el resultado se sigue directamente del corolario 1V.7.9.a) de
TAN-Bro-Re2). 4

Proposicion 4.10 Si X es una variedad analitica de dimension 2 enlonces
HX) =3,

Demostracion: a) 1{{X) < 3 Si (' es un semianalitico ablerlo, por la proposicién
anterior sera genéricamente ignal a f3 U 3y, es decir O\ Y = (B, U 125,)\ V.
donde Voes un conjunto analitico de dimension 1 v 8, £3y son béasicos abier-
tos. Por olra parte, CNY = By NY (ya que 1Y) = 1). Ahora, por ¢l lema
1.7 se podra esenibir € = 31U 182 U B,

— U = Loy > 0} (ver figura 8.3) no puede escribirse como unién de dos
hasicos abiertos.

hy 10X} = 30 Bl conjunto sciianalitico definido como O = {y < 0} U {w <

Dupongamos que se puede eseribir ¢ = [, U By Introduzcamos los
ordenes . oy, ey, Gy, g, gy ¥ g seglin se representian en la figura
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N3y sup(mnamos que oy € By. Puesto que o € Bd 13, . entonces ¥
e - 0} HtlH y como {3, cs basico 1endremos que Y N = {ﬁ Asi
pnes. Y “( ~ B, v en particular, ag € h’z Stoay, € i)’; O regy E H,, al
pital que antes l(‘nt[udmm que Y14y = 0, lo que es absurdo. Por lo tanto,

oy gy H. CPero Fi= {en. o, vy, v b oes un abanico v #4N Hl =13,
contradiceion.

O

Proposicion 4.11 5 X s una varicdad analitica de dimension 2 enlonces
Ny =2

Demostiacion: Sea S un semianalitico cerrado de X. Por la proposicion
LY existivdn By v 13y Disicos cerrados tales que [SN (B, U Bl U (3 U
1,00 STy, donde Yoes un conjunto analitico de dimensian 1. Deliniendo
PO (U 0N se tiene gque S o= B7 U BY, siendo cada B un basico
corrado, ef. proposicion 12,10, 3
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