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Introducción

Las cuestionesque abordaremosen estatesis hacen referenciaa la evolución de superficiesen
cuyo interior se encuentraalojado un fluido incompresibley viscoso.

El estadodinámico del fluido se describematemáticamentemedianteun campovectorial
y,:, t) querepresentafísicamentela velocidadcon la quese mueveun elementodel mismo

centradoen Qn, y, z) en un instante t. El campo Ú debesatisfacerel sistemade Navier-Stokes

___ +(ÉJttfÉ=—±tp±vAt en~2(t) (0.1)

¿it p

txit=o enQ(t) (0.2)

siendo Q(t) el recinto ocupadopor el fluido para todo tiempo y donde p y y son la densi-
dad y la viscosidad cinemáticarespectivamente.Hemossupuestoque las fuerzasmásicasson
despreciables.

Al sistema(0.1), (0.2) debemosañadir unascondicionesde contornoadecuadas.SeaE(t) el
borde de Q(t) y supongamosque consisteen la unión de Zo(t) y Si(t). Z~(t) es la región del
contornoqueestáen contactocon elementossólidosy sobre ella se impone la condición de no

deslizamiento:

= substrato en 2u(t) (0.3)

con ~,ubstrató la velocidaddel substratosólido.

Sobre Zi(t) actúanfuerzasde tensión superficial. Estasfuerzasestánen equilibrio con los
esfuerzosqueel fluido ejercesobrela superficie. Estacondición se expresamatemáticamenteen

la forma siguiente

—aHn¿ en Em(t) (0.4)

donde se ha aplicado la convenciónde suma sobre índicesrepetidos. T
11 es la componentet,j

del tensorde esfuerzosen coordenadascartesianas:

1t=—P~ + ~

n~ es la componentei-ésima del vector normal a S
1(t), a representael coeficientede tension

superficial de la interfase y H es la curvaturamediade la superficie.

Los puntos de ~$(t) se mueven siguiendo el campo de velocidadesdefinido en ellos. Si
denotamospor Vv la velocidad con quese mueveun puntode 21(t) en la dirección normal, esta
condición se expresamatemáticamentemediantela ecuación

(0.5)

3
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Los datosiniciales del problemason 2(0) y el campode velocidadesinicial )o(x, y, z) (con

V.7*0=0).

Dado 2(t). el sistema (0.1), (0.2), (0.3) y (0.4) sería swficiente para hallar el campo de
velocidades. Por otra parte. la ecuación (0.5) deberíaproporcionar 2(t) dado el campo de

velocidades, lis estainterrelación entre la geometríadel borde de un dominio y la soluciónde

un sistemade ecuacionesque se satisfacenen el interior lo que caracterizaa los problemasde
frontera libre y lo quedificulta su análisis matemático.

Esta tesisestá dividida en tres capítulos. Cada uno de ellos se dedica al estudiode un
problemadel tipo descrito arriba.

El capitulo primnero estádedicado al análisis de un probleniacon condicionesde contorno

mixtas para fluidos muy viscososen dimensión dos. El fluido lo suponemosacotado por las

curvas = Qn =0,y = 0) y ~m Qn =0,f(x,t)) con

f(O.t) = O

lun fr(~, t) = O
Qt—> —

donde fo es un substratosólido que se muevecon velocidad fl~ en la dirección horizontal. Si
los efectos de la viscosidadson doniinantesfrente a los de inercia (lo que ocurre cerca de un a,

punto de contacto como puede verse medianteanálisis dimensional) es razonablela simplifi-
cacion comísistenteen sustituir el sistemade Navier-Stokes(0.1), (0.2) por el sistemade Stokes

estacionario:

O = + vA
7* en Q(t) (0.6)

p

enQ(t) (0.7)

Estaaproximaciónse denominahabitualmenteaproximacióncuasiestacionaría.

En [17], [18], [461se estudiarondiversassolucionesestacionariasdel sistemapara las cuales

la frontera libre es tangenteal substratoen lo = fo ífl ~‘1~El comportamientoasintóticode estas
soluciones,expresadoen coordenadaspolares,es el siguiente:

a
-4

7* “-a Go i + 7*(O)ríP en el caso¡~o > 0 (0.8)
7* r<3

0t +t(O)rkI enelcaso/30<0
a

y
f en el caso~o > O
f en el caso¡G0 < 0 (0.9) a

cerca del origen, con

1 (t)p = — arctanir

y
fr~.~r

6 con Ocza<1 a
-4

7* ~‘<3oi ±7*(O)r~’ con 0<a<1

cuandor -+ ~.

Nuestroobjetivo ha sido el análisis de la estabilidadde dichassoluciones.En el orden más
bajo, las pequeñasperturbacionesde las solucionesestacionariassatisfacen un sistemalineal de

a

a
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estructuraanálogaal sistemano lineal (0.1)-(0.5). Dicho problemase puedereformularcomo la

siguienteecuaciónde evolución integrodiferencial para f(r, t):

ftfV.P.jdE.frQ$t) (r)}±” ~ ±I3ufr (0.10)

con u = O si i3o =~ y u = 1 si /% > 0.

En la primera partedel Capitulo 1 sedesarrollaunateoríade semigruposde evolución para
ecuacionesde estetipo empleandoalgunasherramientasclásicasde análisis como las técnicas

de Wiener-Hopf y se demuestrala contractividad de dichos semigruposen espaciosfuncionales
adecuadoscuyaspropiedadesse han estudiadoen detalle. El resultadoprincipal es la existencia

de solucionesde (0.10) paraclasesamplias dedatosiniciales f(r, 0) = fo(r) y quetalessoluciones
tienen comportamientosasintóticosidénticosa los de las solucionesestacionariasdadosen (0.9).

También hemosdemostradoque en el casofo = O hay datos iniciales fo(r) tales que f¿(0) = O

y paralos cuales
hm ¿if(r,t

)

r-*ú ~

en tiempospróximnosa 1 = 0. Esto implica la formación de un ángulode contactovariableentre
fluido y substratoaunqueel ángulo de contactoinicial seair.

En la segundaparte del capítulo se demuestraun resultadode existenciay unicidad de
solucionesglobalesdel problemano lineal completo. El procedimientode demostraciónsedivide
en dos partes. En primer lugar resolvemosel problemade Stokescon condicionesde contorno

mixtas para un dominio dado y determinamosel campode velocidadesmedianteun puntofijo.
En segundo lugar tomamosel campode velocidadeshallado anteriormente,determinamossu
valor en la frontera del dominio y lo introducimos en la ecuación (0.5). Llegamos asi a una

ecuaciónintegrodiferencial no lineal paraf(r, 1) que resolvemosmedianteun nuevopunto fijo.

En los siguientesdoscapítulosde la tesisse estudiala ruptura de tubosfluidos debidaa las

fuerzasde tensión superficial y en ausenciade interacción del fluido con paredesexternas (es
decir, 2u = @). La experienciacotidianademuestraqueen numerosascircunstanciasel dominio

Q(t) ocupadopor un fluido cambiasu topología. Más concretamente,el dominio Q(t) inicial-
mentesimplementeconexopuedeevolucionar a un dominio múltiplementeconexo. El interés
por estacuestiónesantiguo y lo podemosremontara las observacionesexperimentalesde Savart

(ver [50]) y a los trabajosde Plateau(ver L”]) y sobre todo de Rayleigh (ver [47]). Nosotros
nos restringiremosal estudio del casoen el que los doníinios £2(t) son siempreaxisimétricos.

En el CapítulosegundosupondremosqueQ(t) es un tubo deformadoextremadamentefino y

quese extiendehastael infinito. Cuandoun cierto parámetroadimensionalque mide esencial-

menteel espesordel tubo frente a susdimensioneslongitudinaleses pequeño,es posiblededucir
a partir de (0.1), (0.2), (0.4) y (0.5) mediante un análisis perturbativo, el siguiente sistema

aproximado
1 “2~

vi + vvz = + P~ l,~Imv~) (0.11)

1
h

1 + vh2 = ——v~h (0.12)

dondese suponeque el eje z es el eje de simetría, hQz,t) representala distanciade la frontera

libre al eje de simetríay v(z,1) es la componenteen la dirección z de la velocidad (independiente
de y). La ventajade esteproblemaaproximadofrente a (0.1), (0.2), (0.4), (0.5), es que ya no
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r

es un problemade frontera libre, sino un sistemano lineal de ecuacionesen derivadasparciales.
Bajo estashipótesis, se puedededucir mediantela ecuaciónde continuidadque la componente

radial de la velocidad se halla a partir de ¿<st) mediantela fórmula

vr(r, z,t) = ~ &v(z, t

)

2 ¿3z

El sistema (0.11), (0.12) se debecomplementarcon los datos iniciales

h(z,0) = hu(s) (0.13)

<:0) = ro(s)

Una descripcióndetallada de la deduccióndel sistema (0.11), (0.12) se proporcionaen el
Capítulo 2.

El sistema (0.11), (0.12) es conocido desdehace tiempo. Podemoscitar por ejemplo el
trabajo de J. B. Heller y L. Ting (ver [55]) en el caso ji = o (fluido perfecto) y los trabajosde
3. Eggersy T. Dupont en el caso general (ver [12], [13], [14]). La ruptura del dominio fluido e

equivale a la anulaciónde hQn, t) en algún (:o, to) paralas solucionesdel sistema(0.11), (0.12).
El sistema(0.11), (0.12) se denominahabitualmenteen la literatura sistemauinidimensional.

Nosotroshemosintroducido tina formulación equivalentedel sistema(0.11), (0.12) graciasa

la cual es posibleencontrartina gran cantidadde solucionesexplícitasen los límites asintóticos

ji —* O y ji —* s- y demostraralgunosteoremasde existenciay unicidad. Más concretamente,el

sistema (0.11) y (0.12) es equivalentea la siguienteecuaciónen derivadasparcialesno lineal:

— (~-4/2) + ~ sst = o

u(s,0) = uo(s) (0.14) a,

~ 0) = v1(s)

siendo u(s,t) una función relacionadacon ¡¿(st) y tal que si 1¿(z,t) se anula en algún punto a,

(su, tu) entoncesu(s, 1) explotaen algún (so. tu).
Tras analizar algunascuestionessencillasde existenciay unicidad de solucioneslocalesen

tiempo para el problema(0.14). y por tanto del sistema(0.11), (0.12) con datos iniciales (0.13), a,

pasamosa los resultadosesencialescontenidosen el Capítulo 2 queconsistenen la descripciónde

diversosmecanismosde formnación de singularidadesparalas solucionesdel problema(0.14) en

los límites asintóticosji = o y ji = —- quecorrespondenrespectivamenteaviscosidaddespreciable a
y doímíimíante.

El límite ji = o introducido por [55] equivale a una ecuacion elíptica cuasilineal. Este
tipo de ecuacionesse pueden llevar a ecuacioneslineales niediantela llamada transformacíon

hodógrafa.De estemodo el problemade evolución se convierte en un problemade Cauchypara
unaecuacionen derivadasparcialeslineal y elíptica en un plano con datosprescritossobreuna

curva quedependede los datosinicialesdel problema(0.14). Esteenfoquenospermiteencontrar
amplias familias de solucionesquedan lugar a rupturade tubosfluidos. Los resultadoshallados

son esencialmentelos siguientes:

En el casoji = o existe unafamilia de soluciones(1<:, 1), v(s,t)) de (0.11), (0.12) queentre a.

otras contiene:

• Una familia de solucionesautosimilaresde (0.11), (0.12). El perfil final de la frontera libre
mu

asociadaa dichassolucioneses de la forma

h(s,tu) ~‘-‘ A±Isla , cuando s —4 0±

mu

a
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con a e (0,+~).

• Solucionestales que

h(s,t)—*1 cuando Is~—>~
r’(s, 1) -40 cuando js¡ —4 oc

paratodo valor de 1 < to, quedan lugar a rupturadel tubo fluido en tiempo finito y que
en dicho tiempo presentanun perfil de la forma

h(s,tu) A±¡zf0 , cuamido 5 -4

dondea es un valor que puedeescogersearbitrariamenteen el intervalo a c (1,+oo).

En el Capítulo2 sedemostrarátambiénqueel mecanismode rupturamencionadoensegundo
lugar es en cierto sentido inestable. En efecto,si denotamoscomo (h(s, 1), ¿<s,1)) una de las

solucionesmencionadasen el segundopunto, esposibleconstruircon las mismastécnicasy para
todos > O otra soluciónexplícita (h(s,t), ~(s,t)) tal que:

sup(~h(z 0) — h(s, 0) + ¡¿<s,0) — ii(z, 0)) < e (0.15)
zCR

y

z~~*O±1—0o

donde a > a. Más aún, a se puedeseleccionarcon cualquier valor arbitrario tal que a > a.

Nóteseque el nuevoperfil resultantees más plano que el inicial.

El limite de viscosidad elevada(es decir ji = oc) da lugar a una ecuación que se integra
de forma explícita para todo dato inicial. Esto revela la existenciade un mecanismonuevo

muy diferente de los hallados parael caso de viscosidaddespreciable(ji = 0). En concreto,
demostramosla formación de tubaslargos e infinitamente finos previos a la ruptura. De forma
más precisa,cuandotiene lugar la rupturade tubos fluidos finos de longitud infinita se produce

un estrechamientode la región ocupadapor el fluido de formaque su seccióntransversalantes
de la ruptura se comportaasintótícamentecomo

.9 (to —

Dicho estrechamientotiene lugar en una región cuya longitud crece indefinidamentey es de
ordeu

L rs’ (tu —

Se concluyeel capítulo segundoestudiandoel límite asintóticounidimensionalpara un fluido
sin tensión superficial. El resultadoprincipal es la imposibilidad de que tengalugar rupturaen

tiempo finito en ausenciade estetipo de fuerzas,lo quees físicamenteesperableal serla tensión
superficial el mecanismoesencialque generala rupturadel tubo fluido.

En el capítulo tercero abordamosel estudio, mediantetécnicasasintóticasformales,de los
posiblesmecanismosde ruptura de configuracionesaxisimétricasde un fluido de Stokes. En-

tocarnosla cuestión de maneralocal siguiendolas técnicasempleadasrecientementeen la re-
solución de numerososproblemasde formación de singularidades(ver por ejemplo [25] y [57]).

E! mecanismodescritoconstade dos partes,queson:
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• Una región interior en la que el dominio es una perturbaciónde un cilindro que se cierra

• Una región más externaquedetermninaalgunade las constantesarbitrariasque aparecían
en la región interna mediante un probleníade autovaloresno lineal (estasituación se

denoníinahabitualmenteen la literatura similaridad de segundoorden, ver [4]).

Nosotroshemos hallado una familia de mecanismos,siendo el niás establetino cuyo perfil U

final en el tiempo de rupturay cerca del punto de rupturaes de la fornía

¡¿Qn. t.~) r~ O z — cuandoz —4 ZO e

donde t = tu es el tiempo en el que tiene lugar la rupturadel tubo fluido.

La tesisconcluye con un Apéndice en el que estudiamosla relación de dispersión para la

ecuaciónde evolución de las pequeñasperturbacionesaxisiniétricasde unadistribucióncilíndrica

de fluido de Navier-Stokesy deducimosla existenciade una única ramade inestabilidad. Este

hechofue analizadopor Lord Rayleigh en el casode un fluido perfecto (ver [47]) y es a menudo
referido en la literatura para el casode un fluido viscoso. No es fácil encontrarsin embargo

un estudio de las distintas ramasde la relación de dispersión en este óltinio caso. Como la
inestabilidad asociadaadicha relación de dispersiónes Ja causaesencialpor la que se produce U

la ruptura espontáneade tubos fluidos, se ha dedicado un Apéndice al análisis detalladode la

misma.
a

Existen diversosproblemasquees natural plantearsea partir de los resultadosobtenidosen
estatesis. Mencionamosalgunosde los mássignificativos:

a,

- En el Capítulo 2 se describe una gran cantidad de mecanismosdiferentesde generacion

de singularidadespara el sistema (0.14) en el límite ji = 0. Es previsible que algunostengan
más estabilidadqueotros. Seria interesantetratar de estudiar en detalle quécomportamientos
apareceno son seleccionadoscuan(lo se muantienentérminos tales como la viscosidad en las

ecuaciones.
- Tanto en la deducciónde los modelosestudiadosen el Capítulo 2 como en el estudiode a,

una de las escalasdel problemaen el Capítulo 3 se ha empleadoun método asintóticousual
en la literatura cuandose estudia la dinámicade tubos finos. Dicho límite es singular y seria

interesanterealizarun estudiomatemáticomásdetallado del mismo. a.
- En el Capítulo 3 el estudio se ha centradoen los fluidos de Stokes. Si las ecuaciones

de evolución del finido se reemplazanpor las ecuacionesde Navier-Stokesel análisis es más

complicado. Seríainteresanteaveriguarsi existen solucionesque den lugar a ruptura de tubos a
fluidos con mecanismosparecidosa los obtenidosparael flujo de Stokesen dicho capítulo.

a

a,

mu

e.

a.



Capítulo 1

Un problema de frontera libre para
el sistemade Stokes con líneas de
contacto

1.1 Introducción

El objetivo de estecapítulo es el estudio de un problema de frontera libre para el sistema

de Stokesen dimensió¡í dos, y en presenciade puntos de contacto entre la frontera libre y

un substratoque se mnuevecon velocidad constante¡%. El problemaque consideramoses el

siguiente:

—vp±zx7*=o enQ(t) (1.1)

vsit=o enQ(t) (1.2)

El bordede£(t) constade doscurvasF~, 1%. La curva F1 esunafronteralibre queevoluciona

en el tiempo y sobre la que inípondremoslas condicionesde contornousualesparalas fronteras
libres en flujos de Stokes. La curva 1% es un substratosólido y sobre ella impondremos la
condición de no deslizamiento.

= —aHn1 en F1 = frontera libre (1.3)

en fo = substrato (1.4)

donde

(1.5)

es el tensorde esfuerzospara un fluido de Stokes,Q(t) es la región ocupadapor el fluido, n~ son
las coordenadascartesianasdel vector normal, a es el coeficientede tensiónsuperficial, H es la

curvaturamediade la frontera libre y mediantelina elecciónapropiadade unidadesde longitud
podemosconsiderarel coeficientede viscosidadigual a la unidad.

Si la fronteralibre estadadamediantey = f(x, 1), la curvaturamediaes entonces

d 1

»

(1.6)dx(í~f2)~

9



10 1 U~ problema dc frontera libre para cf sístum dc Stokcscon fincas de contacto

Supongamosque la frontera libre viene dadaen forma implícita mediantef(x, y. t) = —

f(w, t) = 0, entoncesla ecuaciónde evolución para la muismaes

¡Df _ Of +7*s~f=o (1.7) e,

Dl ¿it

Esto equivale a decir que las partículasde la frontera se mueven siguiendoel campode a,

velocidades,esdecir

=7*7* (1.8) a,

dondeEv es la velocidadde la fronteralibre en la dirección normual.

Si toníamosla siguiente parametrizaciónparaF1 :

e

el vector normal que estádirigido haciael exterior del dominio es

La velocidad en un punto de la fronteraes a.

df (1.11) e.

y

vv=(v~ n~)(fl=~-ft.1 (112) 2

La ecuaciónde evolución de la frontera se puedeescribir entoncesen la forma e

fi = v~ — ~ (1.13)
e

En [17], [18] [46], se describieronvariassolucionesestacionariasdel sistema(1.1)-(1.8) para

las cualesla frontera libre es tangenteal substratoen yo. El comportamientoasintóticode estas
solaciones,expresadoen coordenadaspolares,es el siguiente:

e
7*r<3ut + 7*(9)r1P si/Gu>0

+ i>(Ú)rlPl siÑo<0 a,

donde~o es la velocidad de la paredcon respectoal fluido (ver (1.4)), y

fr~~r
2P s43u>0

fpl+¡PI sifiu<0

cerca del origen, con a.
1 (2du\

p — arctanl—’----l
ir ‘xci

a

a



,Ll. Iv traducción iii

Q(t)

vp+S=o
— -*-

Figura Li: Representacióndel problema(1.1)-(i.8)

fr.~pa 0<o<1

0<a<1

cuandoy —* oc.

Nóteseen particular que la frontera libre para esta solución tiene un ángulo de contacto

nulo con el substratohorizontal. En estecapítulo probaremosla existenciade solucionesdel
problemade evolución para pequeñasperturbacionesde la frontera libre plana (f = 0) y para
las cualesel punto de contacto yu = ~o ~ ~i permanecefijo. Además,veremosqueel compor-

tamientoasintóticocercadel origenes el mismo queen las solucionesestacionarias.De manera

completamenteanálogaes posible probar un resultadoidéntico para pequeñasperturbaciones

de cualquier soluciónestacionaria(y pequeña>en la clasedescritaarriba.
Tal y cornoacabamosde decir, el datoinicial queemplearemosseráunapequeñaperturbacion

(en un sentido quese precisaráposteriormente)de la soluciónestacionariaplana:

f(x,0) = cfu(x)

dondehemosintroducido un parámetroe pequeñoque mide el tamañode! dato inicial.

Supongamosque]a soluciónes también pequeñay escribamos

fQr, t) = ef(x, 1)

7* =~~J>~

aHn1

1~1
‘-‘o

y

1’ =
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—> ‘) (i½‘> ±o(c)

(í+c213)± >1 = \ / 0

o

G+62W ( f ) = ( ~) +o(c)

i)ada la proximidad de la frontera libre a Qn < 0, y = 0) podemosaproximar el dominio

variable mediante un dominio fijo (IR4 x IR) y las nuevasecuacionesserán las de Stokesen

las nuevasvariables pero con términosno homogéneosde orden c que ignoraremosen primera u
aproximación ( 0).

Las condicionesde contorno, ignorandotérminos cuadráticosy de orden superior (en c) y

omitiendo superíndicesse conviertenentoncesen:

Ov~ ¿iv~
~< +7=0 en <0 a

__ enx<0
Oy’ dic —

7*=o enx>0
u

donde la curvaturaaproximadade F
1 es

d
H = C~fc

En esteordende aproximaciónla ecuación(1.13) se transforma.en
a

cf = cv~ —

Si retenemoslos términosde primer urden en e, obtenemosel siguiente sistemalineal para7*,py f(x,t):

en lBS x 11? (1.14) a,

V.Tt=0 enIR4xlR (1.15)
a

T d2f Qn, t

)

~ = —o dr2 n¿ en {(x,0) : E 1R} (1.16)
a,

7* = O en {(x,0) : rE II?~} (1.17)

en {(x,0):rC~7} (1.18) a.

donde7* = (0, —1) es el vectornormal linealizadoen {(x. 0) :r E E}.

u

u
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La primera partedel capítulo trata del análisis de estesistemay la segundadel problema
no lineal completo (1.1)-(1.8).

En estecapítulo sedemuestraun Teoremade existenciay unicidad de solucionesglobalesen

tiempo para el sistemano lineal (1.1)-(1.8) silos datos inicialesson pequeños.lina partesigni-
ficativa del mismo se dedica al análisis del problemalineal (1.14)-(1.18). Una vez establecidas

ciertaspropiedadesdel sistemaliíieal, estudiamosel problemano lineal medianteun argumento
de tipo perturbativo.

En la Sección 1.2 establecemosalgunos resultadosacercadel análisis funcional que nece-
sitaremosen el análisis y deduciremosalgunaspropiedadesde diversosoperadoreslineales que

se usarana lo largo del capítulo.

En la Sección1.3 deducimosuna fórmulapara el campode velocidadesdefinido por (1.14),
(1.15), (1.16) y (1.17) en términos de la frontera libre f(x, t). Esto nos permitirá escribir

(1.18) como una ecuación integrodiferencial para f(cr, 1). Estudiamosademnáslas soluciones
estacionariasde este problema.

En la Sección 1.4 resolvemos la ecuación integrodiferencial usandoel método clásico de

Wiener-Hopf.

En la Sección 1.5 usamosla fórmula obtenidaen la Sección 1.4 para deduciralgunoscom-

portamientosdetalladosde la frontera libre cercadel puntode contacto.
En la Sección1.6 transformamosel problemano lineal completoen unaEcuaciónen Derivadas

Parcialesen un dominio fijo, lo cual haceel problemamássimple parael análisis.

El la Sección 1.7 deducimnosalgunosresultadosadicionalesde análisis funcional que serán

necesariosparaprobar la existenciay unicidadglobalesdesolucionesparael problemadefrontera
libre.

En la Sección1.8 mejoraremoslos resultadosde la Sección1.3 con vistasatratar el problema
no lineal completo y finalmente, en la Sección 1.9, concluiremosla demostracióndel resultado

principal de estecapitulo: la existenciay unicidad de solucionespara el problemade frontera
libre con datosiniciales pequeñosmencionadoanteriormente.

1.2 Notación y algunos resultados preliminares de análisis fun-
cional

A lo largo del capítulo usaremosJa siguientevotación para las distintas ramasde las potencias

fraccionariasde un númerocomplejo

(k)~ = Lim (z)a (1.19)
E —*

z = k + ie

(k)1 = Lim (z)0 (1.20)

z = k —

(—mr =arg(z) <ir).

Introducimos la siguientenotación parala transformadade Fourier de unafunción f

1(k) = ~ f dx. eikrf(x) (1.21)
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así como parala transformadainversa r

y 1 /
=7(x)= dV elXq(k) (1.22)

El Teoremade Inversión de la transformadade Fourier estableceentoncesque

y

a

Introduzcamosel operadorde proyecciónP±definido por

pr—f 1 para x>0
0 para x<0 J

O parax>0
~ f para x<0 J

parael cual la transforniadade Fourierestádadapor (ver [26]) a,

P±f = (fl± = 1(1± iH)f= fk + ‘v.p.r d~ (1.23)
2 2 2wJ~ k—~ a,

Recordamose! teoremaclásicode Paley-Wiener(ver [40] y [48]) segúnel cual la función P~f
admite unaextensiónanalíticaal semiplanocomplejo {Iní(z) > 0} y ftf admite tina extensión
analíticaal semiplanocomplejo {Im(z) < 0]. I>araevitar confusión,hacemosnotarquealgunas
veces usaremoslos operadoresP±actuandosobrefuncionesqueson transformadasde Fourier,

es decir a

(P±f)(k) { ¡ parak>0O parak<0

a{ O para k>O
(It f)(k) = f para k<0 3’

y y U

Entonceslas correspondientestransformadasde Fourier inversasf’±f y itf son analíticas

en {lm(z) < 0] y {Im(z) > 0] respectivamente.
En general, dadauna función f tal que f(x) = O para x < 0, su transformadade Fourier a.

f(k) es analítica para Im(k) > 0. Además, un cálculo directo usando(1.21) y (1.22) mnuestra

que en estecasose tiene que

1 f~ f( X) a
.1k1 2wi 1 dA — k (1.24)

para Im(k) > 0. e.

Recordamosqueel espaciode Hilbert L2([0, oc) , ría) sedefinecomo el conjunto de funciones

f:IR+ —+ iR tales que

j ¡ f(u) ¡2 u2Odu oc a

con su productoescalarnatural.

a

a
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Dada unafunción f E L2([0, oc) , río) definimos su a—transformadade Mellin por

f0(A) = ¡ f(u)utÁ+<~Idu (1.25)

dondeA E IR.
La correspondientefórmula de inversión para la transformadade Mellin se escribecomo

1 flOO
1 f0(X)u0~dÁ (1.26)

2w i~j~

Se verifica la siguientefórmula de Parseval(ver [26])

¡ ¡ f(u) ¡2 u20du= 2w1,oo ¡fOe~) ¡2 dA

Usaremosla siguientefórmulaquerelacionalatransformadadeMellin de unafunciónfE C~

y la de su derivada

70 =~QA~~+a)f01

que se puedeobtenermedianteintegraciónpor partesde (1.25), así como la siguientepropiedad
elementalparacualquier f E L2([0,oc) , u2~) quese deducea partir de la definición (1.25):

uf(u) = ¡(u7 (1.28)

Es bien conocidoque los espaciosde SobolevH5QLQ) y ji (iR) sepuedendefinir a travésde
la transformadade Fourier como el conjuntode funcionestales que

bfIL = (ft dk(1 + ¡k¡2~) y~ 1 oc

¡¡1112 = (r~ dk 11<25 <CC

respectivamente.
Usaremosrepetidamentea lo largo del capitulo la familia de espaciosde Hilbert ZX donde

s c IR y u > O quese definencomo el conjuntode funcionesf E L2UO, oc) , z025) tales que

= ¡ dA (1 + ¡A¡)2~ <2 < ~ (1.29)

Estosespaciosaparecende maneranaturalya quesoncapacesde controlar simultáneamente
el comportamientoasintóticoy la regularidadde una función f cuyo soporteestácontenidoen

el semiejereal positivo.
Nóteseque una consecuenciainmediata de la definición (1.29) es

c Zh>
2 para y1 > u2

Se puedever, usandola fórmulade Parsevalparalas transformadasde Mellin y Fourier, que

la transformación
g(u) = f(e~)eQr~)~ (1.30)

define una isometríaentre los espaciosZL y H”(M). Observemosque una consecuenciain-

mediataes la densidadde Cr(LQ+) en Zft>.
Serábastanteútil en lo que sigue la siguientecaracterizaciónde la norma en
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r
Proposición 1.1 Sea s > con y = o, 1,2,.... Dada f E Z~ definimos—~ II s ~ 2

<

h±(k)= fjf y ¡¿4k) = Wf dondef se extiendecomo cero al semiejereal negativo. Sea¡1(f)
el siguientefuncional:

¡ 1

h~(k) + &(—k) 2= dA. (1+ IA!)21)2s ( ~ 2 2))

5

dondeh±(k) y ¡¿<—A) son las transformadasde Mellin de ¼y Fc comoen (.t.2á).
Entoncesse satisfacenlas siguientedesigualdades a,

01 I¡fllzy =>4(f) =02 I¡fllzt. (1.31)

Demostración. Es suficiente con probar las desigualdadespara f c <1< por densidad.

Supongamosprimero que —~ < s<
Nóteseque por (1.25) y por la definición de h~

a

—~—-s 2

dA . (1 + A~)2v25 h±(k) = (1.32)1-ji e
roo -‘ 2¡ dA . (1 + ¡A¡)2”2~ ] dk ~ j dic ¿¿kxf(x) ¡ (1.33)

e
Como f E ~~(Ift~), 7(k) es unafunción regularquedecaemásrápidoquecualquierpotencia

de k para ¡k¡ =lía función

J(A) = f dV kiÁ~±sf dx e/PrfQn)

estábien definida íara cualquier valor real de A. rl~nemosentoncesque e

J(A) = Hm j dk.k~±h~¡ dx.eikxf(x)= ¡ dx.x~Á±5f(x) ¡Ra, du.etU(u)~<Á±S

(1.34)

donde hemosusadoel teoremade Fubini, luego el cambiode variables kx —* u en la integral en

k y finalmenteel teoremnade la convergenciadominadade Lebesgue. e.
Nóteseque la función u±~e~” es analíticaen Im(u) > O y que podemosdeformar el

contornoen u haciael contornou ir. Por tanto

Hm j du . ~ — et~e>ffSe~ÁF(iA+ + s) (1.35) —

Usando(1.32)41.34)y (1.35) obtenemosentonces:
a

dA. c~Á(1 + A¡)2v25 I’(iA + 1 + s) (1.36)
a

Un cálculo análogolleva a

LtdA. (1+ ¡A¡)2~2~ hq—k) = (1.37)

= ft d>~ (1 + IA¡)2oo>2scrÁ F(iA + + )V <2

a

a



1.2. Notaeióny algunosresultadospreliminares de análisisfuncional 17

y de (1.36) y (1.37) se deduceque

1 2
dA (1 + ¡A¡)2”2~ cosh(Aw) L(iA + — + ~¡1(f)2 = 21 (1.38)II

Falta por estimar F(iA + ~ +

Usandoel hechode que la función Gamma EQz) no se anula para ningún z complejo, así

como la fórmula de Stirling paravaloresgrandesde ¡z¡ se obtieneque para cualquier A e IR

01(1 + ¡AIru =(1 + [A¡)2’>2~F(iA + + 2 ~ 02(1± ¡A¡)2” (1.39)
cosh(Azr) 2 cosh(Ar)

Usando (1.39) en (1.38) deducimosfinalmente (1.31).
Si ~ < s < ~ obtenemosmediante (1.27), (1.28) y (1.29) que

2 (1.40)
~ Iif~¡¡%~ = ¡¡f¡¡7z+ =O

donde O > 1. Teniendoen cuentala siguienteidentidad parala transformadade Fourier

fa, = —ikf

concluimosque

1 2 ¡oo ¡ s—1 2 ~—x~.——- s—1 2
dA. (1 + ¡A¡)?Ú2& kh~(k) + ktLj—k) “\ < O ¡¡fa, fl~+j ¡¿ I¡fxl¡zz -~ k 1

(1.41)
1 3

y por tanto, usando(1.28), (1.40) y (1.41), (1.31) se verifica para ~ < s < ~. Una aplicación
reiteradadel argumentomuestraque (1.31) escierta para todo s ~ 2n1-1 ~> ~4o

El siguiente paso será el estudiode las propiedadesde algunosoperadoreslineales que u-
saremosa lo largo del capítulo.

Lema 1.1 Consideremosel siguienteoperadorlineal actuandosobrefunciones1 E C§C

1 f(~)d~

¡11(r) = r0V.F. ¡ & r—~ (1.42)

a c IR. Asumamosque s a y —~ + a < s < ~ + a. Entoncesse verifican las siguientes

desigualdades
1
~ ¡IIlIzL =¡L4f¡¡~j~> =O I¡f}¡~.< (1.43)

dondeO es una constantepositiva que dependede s y a.
Además,el operador A se puede extender de manera única a un operador acotado de Z~ a

54’

y (1.43) se verifica para todo f E Z~t,,.

Demostración. Dada una función f e C¿~ (0, +oc) multiplicamos (1.42) por rÚÁ~ e

integramosdesdeO hasta oc. I)espuésde cambiar el orden de integración (lo cual es posible
dadaslas propiedadesde regularidadde la función f) obtenemos

5 = j ~ A)dE (1.44)
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mt

a,

a,

a

a

a,

e,

Figura 1.2: Fil contornoE del Lema 1.1

e

dondeG(~, A) = VP. f0Co rÚ-]’~S+Offldr se puedecalcular fácilníentemedianteintegraciónde

función z”~ ~ —~— alo largo del contornoE de la figura 1.2 y tomandolos límites —>0

1?—> oc en esteorden.
Resultaentoncesque

G(~. A) = wcot
1

5— &irí ¿2~~S+0
2

Llevandoestafórmula a (1.44) obtendríamos

= wcot ((—iÁ

Teniendoen cuenta La desigualdad

1

2
5

1 1
— < cotl(

1
a)irl =0

2

quesesatisfaceparacualquier valor real de A (siemprequesea4+s—a # O,±1,±2...)y (1.29),
probamos(1.43) paracualquier f c C¿t

Como O~Y es densoen Zfl, (1.43) se puedeextendera todo 4,,,•E

Lema 1.2 Consideremosel sijquienteoperador lineal actuandosobrefunciones1 E

fif(r) = raj ¿§21 (1.46)

a E IR. Asumamosque —~+ a < s < 4 + a. Entoncesse verifican las siguientesdesigualdades:

II ¡It =IIBf!17t. =O IIfh2t, (1.47)

la

y
e

(1.45)
e

a)w) J—s

a

e

a

a

a

a

a

a
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Figura 1.3: El contornoE del Lema 1.2

donde O es una constantepositiva que dependede s y a.
Además,el operador 13 se puede extender de manera única a un operador acotado de Zj a

y (1.47) se verifiea para todo 1 e Zft.

Demostración. Es similar a la demostracióndel Lema 1.1 pero ahoraG(¿,A) tiene la

expresión

_____dr

que se puedecalcular integrandoz±~~—~— a lo largo del contorno E de la figura 1.3 y
haciendo los límites e —* O y R —> oc.

Obtenemosentonces

ir

sin ((—;A + ~ + ~ — cvpr)

y usandoel hechode que,siempreque sea~ + s — a ~ 0±1,±2...y paratodo valor real de A,
sesatisfacela siguientedesigualdad

1 7v <0

C~ sin ((—iA-~-~+s—a)rr)

dondeO es una constantepositiva que dependede s y a, así como (1.29), probamos(l.47).fl

Introducimos acontinuaciónlos siguientesoperadoresde derivacióne integraciónfracciona-
rias que se definena travésde la transformadade Fourier como

(1.48)

D0f=(k)~f (1.49)
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e
donde (k) estádefinido en (1.19). y el operador VOl f definido mediantela transformadade

Fourier como

PVi = ¡1<01 a

Lema 1.3 Li operador0~ = D0P÷1D0! que en su versión Fourier vftne dado por

— 1

0~j = (k)~ (¡C0 i4&w+ —~ (k)~ (J-~-iII)(L$V0 ¡Qn))
es acotado de Zt,, a Z¿ (—1- — a < s < ~- — a) donde f se extiende como cero para valores
negativosdel argumento.

Demostración. Nóteseque por definición 0~f es analítica en Im(z) > O y entoncesse

deduceque 0÷f tienesu soporteen el semieje realpositivo

Usandoel Lema 1.1 tenemosque

¡C4fIIt~± =cf dA(l + ¡A¡)2v25 I.0
+(ij dA(1 + ¡A¡)2”2~ j dic.

dic .

2

(KV” L+(—k)

2

f)~(k) +

—,Ji + J
2

a,

a

a

a

u

Usando(1.23) podemosestimarA corno

2 +
A =cf dA(1 + lAt

2~ f dic.ktX<±sj(k)

+0/ dÁ(l + A¡)2”2~ j dic. k~<~»~<> ff(¡$”’
2

f) Ji1 + .J~¿

u,

a
(1.50)

Usandola definición de la transformadade 1-lilbert podemosescribir J
12 como

Ji2 =

a

dic kiá~;±s+a
dE

ic±EKV
0’ ¡(—E) + J

00 dE

o k—E

a

¡EV0 .fQn)) 2

y por tanto, usandolos teínas1.1 y 1.2

ji
2 =c/~c~ dA(1~1~¡A¡)

2v2s
(feo

dic . f(ic) 2
2) El (1.51)

d/c . i¡Át±+sf(~k)

Teniendoen cuenta(1.50) y (1.51) obtenemosque

~Ji < 01

Una estimaciónsimilar implica que

~12 <0!

Finalmente,por el Lerna 1.1 tenemos

1<0 ~f}I~t

quecombinadocon (1.52) y (1.53) conípleta la demostración.fl

20

a,

(1.52)
a

(1.53) e

a

e

a
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Lema 1.4 Seaa E ff1 y —~ — a <5< — a. Sean~+ y B funcionestales que

= L~+ (et) + ~A+(—el)

= 13(et) HV~(R) + B(~eÉ)

<oc

<oc

con u — s > ~ y dondeHv5(JR) son los espaciosde Sobo/evclásicos.
Los operadoresde ¿a forma 0±= A~D~(¡D;

0¡ fl.)± definidospor

0~f = A~(ic) (ic4 (KV0’ B(~)fY-=
2A-+Áic) (<4 (1 + iH)(W”’

(1.54)

(1.55)

~(E).f)

(r) donde F—~ es laDemostración. Sea g(r) = (F’(A±(ic) (k4 CEE
0B(E)f(E)fl-))

transformadade Fourier inversa. Argumentandocomo en el Lema 1.3 obtenemos

J dA(i + ¡A¡2”) ¡ñ’~~¡2 = dA(1 + ¡A¡2~) f~
00

dr• r~
roo 2

dic. etkrñ(ic)

=j’dA(1+jA¡2Ú) ¡
dA(1 + ¡A¡2v~25) J

Co

o

dr~ rzÁ
2s (fi 2

+1)
JuI

2
k¡” (¡~,fl

0’ B(E)f)±(ic) +dic~

d/c. k~ts~;+sA+(k) ¡kV2, (KV0’ B(E)ffl-(—k) 2

Presentamossolamnenteel análisis del primer término. Si definimnosahorak = e~ y recordamos
la expresiónparalas transformadasde Fourier de las derivadasde unafunción, podeniosescribir

2

dA(1 + ¡A¡2v28) ¡Co dic k”~’4~~~0’A±(1c)(¡E[’<> Bf)~(k) =
2

= 1- dA(1 + A¡2~2~) dt .

=O ~A-~-(el) ~ ~e(±s±0)t (¡EV0 ~f)-i. (el) ~H___< 0L
1 ~e(±s±0ít (¡EV

0 Bf)~(e~) L~—~
usandola siguiente “desigualdadde cálculo” quees a menudoreferida en la literatura (ver por
ejemplo [36]): si u, u E H5(IR), s > entoncesuy E H8(JR) y

¡¡uc¡)fl~(fl) =0¡¡ u¡¡
115(ffl ¡¡ (1.56)

La desigualdad(1.56) sedemostraráposteriormentecomnounaconsecuenciade la Proposicion

1.7 (ver Sección1.7).
Estadesigualdad,junto con el Lema 1.3, nos permite escribir

2

Loo dA(1+¡A¡
2~”’2~) Jf

dk~k~s~d±s+o(k¡0Bf)~(k)

1 12 1— 2
<0 13(et) ¡ e½+s)tf(et) = O B(eÍ) irv. ¡tf ¡¾=0L

2 ¡If¡It+
8,I~

son acotadosde Zt a

<cf

+01—1 dA(1 +

y esto finahza la demostración.La pruebaparalos restantecasosessimilar, O
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1.3 Reducción del problema de frontera libre linealizado a una
ecuación integrodiferencial

El objetivo de esta Secciónes calcular el campode velocidadesen el domninio ocupadopor el
fluido en función de la curvaturalinealizada. En concreto,obtendremuos7*en términosde f(:r)

resolviendoel sistemna(1.14),(1.15),(1.16)y (1.17).
Es convenienteintroducir el sistemade coordenadaspolares (r, 0) definido por

x = rcos(0)

y = rsin(0)

Entonceslas coniponentesde tensorde esfuerzosse escribencomo

Trr

1 0v~

r 00
1 Dv

Tro = (mL
7. 00

dv
0

br

¿3,.

7, 9~1

Porotra parte, la ecuación (1.15) se escribeen coordenadaspolares

1 e9(rvr) 1 Ovo
r br rOO

Estonos permite introducir la función de corriente 4’ definida por

0<
(1.57)

br
1 0<

U,. =
7.. 06

Aplicando el operadorrotacional a la ecuación (1.14) y teniendoen cuenta(1.57) llegamnos

a la siguienteecuaciónequivalente
(1.58)

La ecuacion (1.16) es de caráctervectorial y se puededescomponeren las dos ecuaciones
siguientes

Tro = O enO=ir

d
2f(x

)

= dx2
a

en 6 = mr

En la segundaapareceun término de presión. La presión se puedeeliminar derivandocon

respectoa r y usando(1.14) escritocii coordenadaspolares. Más precisamente,la componente

radial de (1.14) es

+ (02v
a

1 ¿j2V~ 1 bl~r 2 dU~
~2O62+o 2¿99 r2

u,

a,

a.

mi

mu

a.

a.

nr

u

a

a.

a
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Usandoentonces(1.57)en las ecuaciones(1.16), (1.17) y escribiendo (1.58) en coordenadas
polares,obtenemos ( ¿i2 ~b ~ 4’ =0 en [O,+oc] x [O,mr] (1.59)

br2 pOr + r2062}

en O = 0 (1.60)

¿¡‘o=0 enO=0 (1.61)

1 1
4’rr 4’&o4’r=0 en O=w (1.62)

y

1 3 3 4
——4’eoe 4’,ro+4’re -r<o = —a--—f(r) en 9 = ir (1.63)

r2 r r2 r3 dr3
cl

donde hemosescrito f(r) en lugar de f(x) y hemostenido en cuentaque r = —~ en O =

Nóteseque en (1.60) hemoshechounaelección particular para una constanteaditiva arbi-
traria de la función 4’.

Proposición 1.2 Seaa C IR. Para toda f E 0~~(IR~) existeuna única función 4’ solución del
sistema(I.59,l,(I.6O,t(1.6I),(I.62~ y (1.6V y tal que

1 ¿ii—ii 2 (1 CA
fr2a±2)~ 4’¡ dr <oc enb=zr

bOi

para i=O,1,2,34 y paraj<i.
El valor de la función 4’r en O = mr estádado por la fórmula

~Tf (1.65)
(
4}k10’J(r ~)

donde[a] denotala parte entera de a, Le. el mayor entero menor que a.
La transformadade Mellin de la función 4’ en O = mr (ver (1.25)) se puede expresaren

función de f comosigue:

4’~(A mr) = (2(jA a1~ f~i~’) tan ((ix + a + ~)mr) (1.66)

Demostración. Paratodo A E IR, multiplicamos lasecuaciones(1.59) ,(1.60) ,(1.61) ,(1.62)

y (1.63) por ~¿Á4±~±4 ~ riAÁ±a, ri~\d+a±2,riÁ-Á±a±3respectivamente,integramosen
r desdeO hastainfinito y despuésde realizaralgunasintegracionespor partesobtenemos

[((iA+a+ ~)~j~j[(A+a+~) + 4’0’ =0 (1.67)

en A = 0 (1.68)

en 9=0 (1.6 9)
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1
— — + a + 3)(iA —

2
+ a + 1)1 ‘su = o

en O = mr

mt

en O = mr (1.70)

e
(1.71)— a+1

= —a(iA—1-+a+3)(iA— ~+a+2)f,

donde 4’0(A,9) es la transformadade Mellin (ver (1.25)) de 4’(r,9) con respectoala variable
r. Nóteseque todas las manipulacionesson correctasen virtud de la hipótesisde regularidad

(1.64).

mt

La solucióngeneralde (1.67) es

= Acos ((iA ±a+ ~)O)

+Ocos ((iA-ú a

+ Bsin

sin ((¿A

((iA

para —oc < A < +oc,O =O < mr dondeA, 13, 0 y 1) son funcionesde A que determinaremos

mediantelas condicionesde contorno(1.68),(1.69),(1.70)y (1.71).
Si denotamos

b = iA + ~ + a

y = 2b(b + 1)(b + 2)

podemosescribir (1.68),(1.69),(t.70)y (1.71) usando(1.72) como

0 1
b O b

Lis (b+2)c (Li
—-ve

O

O

o
—rr(b+ 1)(b +2)f~0’~’ )

parael cual la solución es

Nóteseque, en particular, en O = mr

— a+I

= L±1a —~
7ft

A =0=0

~2bfr
tan ((iA + a +

1’~
—) mrl
21

que lleva a (1.66). Porotra parte, por (1.27). obtenemos

tan ((iA + a+i)mr) (1.74)

Usandola fórmula de inversión parala transformadade Mellin (1.26) seobtienetrasalgunos

cálculossencillos

4’r(r, mr) =lim
dA. rvAta

tan (yA
1’~

+a+2)w) =

) o)

u

(1.72) a.

e.

‘/t

Lic

a

a

a

a

e

(1.73)
a

a

e

e

nr

e

a
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e

e R -R
e

e

e

y
-Re

e

e

e R

(!)

Ji’R

Figura 1.4: Deformaciónde contornoen el casou < 1

(EN ‘-0’1 (¾Á!2?ÁI J~ dE.fÑE)

~iAiog(u) tan ((iÁ +a+4)w)

El integrandoes claramenteanalítico en A con la excepciónde poíos simplesen los puntos

= i(a — n) 0, ±1,±2,

Si u < 1 escribimosJ0’,~ (u) como

~1~1EJ1 + J2 + J3

donde los contornosFp y Fp son como en la figura 1.4 y los polos en J3 son tales que
Im(A~) <O.

EvaluandoJ3 mediantecálculo de residuosse obtiene

= 2Ze(a±ra]±Á+l>loS(u)= 2(u)~0’~
10’1> U

1—u

Por otra parte, el comportamientoasintóticode J
1 y J2 cuando1? —+ oc nos da

1
= ¿RIog(u) log(u)

—/Riog(t,) 1log(u)

+ Q( ¡log(u)¡~

— 2w??

+ <jlog(u)p~

-R

donde

(u) = IR

(1.75)

(1.76)

J0’,R (u)
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e

e

e

e R

e

e

e

tE

-R

li{

R

e

e

e

ee

Figura 1.5: Deformaciónde contornoen el casou > 1

Fin el caso u > 1 escribimos

Jordu)=J+ 1
]i~R “~R

+ 1
Polos

ji + J2 + JB

nr

dondelos contornosVp y frp son como en la figura 1.5 y los polos en 13 son aquellostales
que Ini(A~) > U.

Cálculossimilares a los del casou < 1 llevan a -2rl?

e
log(u) +

~, + ~2 = 2cos(Ríog(u)

)

mc

cuan(lo 1? —* oc nr

2,2

.13 = —2>3 ~(—a-f{ul—i)Iog(u)

¡=1

= 2 (u)~-<’~
10’11 u

1—u

Resumniendo,para todo u # 1 obteneníos

—2 (u)<”~10’1~ u
1 — u

—2 ccl?e
— K(fl~R)+O(¡log(u)¡)

—2w)?

log(u) log(u) ¡

cuandoU —> ce

Nóteseque !tju, R) es una función regular en u = 1. Sin embargo,no es uniformemente
regular cuando13 —+ oc, por lo que paratomar el límite cuando13 —+ oc necesitaremosefectuar
un análisis másdelicado.

Es convenientereescribir (1.75) como

4’~(r,mr)= R-+cc 47v

(1
R—*oo 47v

e

dCfr (E) (~);+aI() =2

e

11+12 (1.79)

a,

26

-R

u,

mi

a

e

u

a

e

J
0,p(u) + 2cos(Ríog(u)

)

a,

(1.77)
e

(1.78) u

mi

u
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donde D~1.u2 = {iR~ \ [r — ea’, e + eR2] } y fi < R1, 132. Los valores de R~ y 132 serán

precisadosmástarde.

Se puedever fácilmente de (1.76) que ¡J0’,R (u)¡ < 013. Usandoque
—17

inmediatamenteque 12¡ =~ queconvergea cero cuandofi
r2

Porotra parte,usando(1.77)

1 e 0fl1R~) se sigue

¡ ~—2irR13

11= hm i~~+O( ) 1 = hm ~
rt0’

(1.80)

con

‘Ji = dE fr(E) (Q}+tZi ¡<(§13)

Escojamose > ~ pequeñopero mayorque e—R y denotemosB<(r) [r — E, r + e]

cf
fI]— ¡

47v JD1711720B(r)
‘111 + 1112

— ~‘ fDR~ ,R¿\Bdr)

= 47rJDnJ?nBdr)

a 1’
fr(r) 1

4¿r Jflp1p2flBc(r)
dE (Qk+k~] 1

Nóteseque ‘112 se puedeescribir corno

‘112 = IR+\Bc(r>

4JR+ \B4r)

dE fr(E) (Qfr+[a] 1

dE fr(E)

e

r1~
e

1 cos(Rlog4)

)

r log($)

La segundaintegral de la derechase anula cuando 13 —> oc por el teoremade Riemnann-

Lebesgue.

Separamosla parteoscilatoriade ¡<(u, 13) como signe:

fi = ~4 sin
2(RI~~<u)

)

log(u) + 2 (logiu

)

+ (u)(0’±L0’]íu u) =

4sin2 (RIOg(u)

)

log(u) +O(1)25(u,R)+O(1)
cuandou —>1

SeleccionemosR~ y 132 de modoque mm (Rí, 132) > Uy quesatisfagala siguientedesigualdad
para cualquier valor fijo de e:

Escribimos

1=>[i-k1
Vr)

1 /E~’\
—1< ‘—ni
r

(1.81)

(1.82)

(1.83)

dE &) ~

‘DR p~ Ii B (e)
(1.84)¿3
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Es fácil ver que tal elección es siempreposible.
Teniendoen cuenta(1.83) y (1.84) obteneniosqueel segundotérmino de la derechaen (1.81)

se puedeestiniar por 06 para fi suficientementegrande donde la constante0 dependede f y a.
r, por tanto, estetérmninose acercaa cero cuandoe tiende a cero.

Por otra parte, el primer término a la derechade (1.81) se puedeestimar por Oc para 13

suficientenientegrandeusamídoel hechode que fi es diferenciable.
e

Resultapor tanto íue eí único término que perníatíeceen (1.81) y (1.82) es,cuandoe —*0,

1
uní Iut=lim—1 ¡ dE.f,.(E) (E”~ tEa] e—E (1.85) a

<—*0 2w R+\B4r)

Usando(1.79),(1.80)y (1.85) obtenemos(1.65)
Finalmente, las estimnaciones(1.64) se obtienen usando (1.72) y (1.73), donde despuésde e

algunoscálculossencillos datí:

jA-Coj ~ 1 b~—
3 dr . dA ¡ (A) 2 mi

Nbr~J~b< ¡2 =0

Las cotasen el casode derivadascon respectoa O se obtienende manerasimilar.C —

Probamosa continuaciónque el operadorT definido en (1.65) es acotadoen Zjj.

Proposición 1.3 Para todo f e se tiene la sigaíente desiqualdad
mcC¡lfrIIz+

¡Tf¡¡7+ = (1.86)

Además,el operador T admite una anita extensióncontinua a y (1.86,) se satisfacepara a

todo fe 4,,.

Demostración. Es unasimple consecuenciade la definición de T en (1.65) así como del e

Lema 1.1.~

Supongamosque (f, 4’) es una solución de (1.59) ,(1.60) «1.61) ,(l.62) y (1.63) y que (1.64)
sesatisface,así como ¡f,-¡¡7+ < oc. Entonces,usando(1.65) en (1.18), obtenemosla siguiente e

ecuaciónintegrodiferencial para la frontera libre:

1 ~187’ a
—~ VP. ~E 1(E)A /3ofr = HlxE¡ r—E

con n un entero arbitrario, )o positivo, negativoo nulo . Toda solución de esta ecuaciónes

solución del sistema(1.14), (1.15), (1.16), (1.17) y (1.18). Recíprocamente,dada una solución U

de (1.87) podemosobtener una solución de (1.59), (1.60), (1.61), (1.62) y (1.63) gracias a la
Proposición1.2.

Nuestropróximo objetivo seráel análisis de la ecuación(1.87). mc

Fin priníer lugarestudiamosalgunassolucionesestacionariasde la ecuación(1.87). Se puede

ver fácilmente que la función

f<(r) = C (1.88) —
~- + 1 P

con O una constantearbitraria, y p dado por
e

1 2í3~
p -—arctan(

t--—) (1.89)
mr u

e

U
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satisfacela siguienteecuaciónintegrodiferencial

o- rCo-/r\ n-14 i
~VP.IdEfr(E)H1 +!l3ufrsO (1.90)

2w Jo\EI r—E

En efecto,observemosque

~V.P.f¿7d$<fc,r(E) (rf’< r—¿ = ¶ V.P.fá’>dE.E~P

cG [00 1
—2-r~0V.P. dr.(rfd~ =

— 2mr Jo 1—ir

o-O
— —r~77(cot — = o-O tan(mrp)= !3ofe,r2 ((1 ppr

2,, yr~

dondehemosusado

1 1 ((4— p)mr)
1 — = mr(cot

VP. k dw. (y)~P )
que se puedeobtenerintegrandopor residuostal y como hicimosen la demostracióndel Lema

1.1.

Lassoluciones(1.88) coincidencon el comportamientoasintóticocercadel origen queha sido
obtenido paralas solucionesestacionarias(ver [17] y [46]). Las solucionesmenosregularescerca

del origen son

f=r
1~ (n=0) siÑo=0

f=r2P (n=1) sifio>0 (1.91)

La elección de mt en (1.91) tiene algunascaracterísticasinteresantes.Notemos que como

p <O para I3u <0 y ¡p¡ < la elección (1.91) define una frontera plana cerca del punto de
contacto (le. ángulode contactoigual a cero). Porotra parte, con estaelección obtenemosque

la tasade disipación de energíaque estádadapor

dE 1 r (av~ Dv-

dt2JD Ox
5 bx~

es finita si D es un entorno del origen. La elección de mt en (1.91) es la quecorrespondea una

menor tasade crecimientocuandor —> ce y al mismo tiempo presentaunatasade disipacion
de energíafinita, un hechoqueseráútil a la horade llevar a cabolos argumentosperturbativos

parael problemano lineal completo.
A continuaciónestudiaremosla ecuación integrodiferencial (1.87) con mt = ~ para

13o =O y

mt = 1 paraí~o > O , y obtendremossolucionesparael problemade evolución que,como veremos,
se comportancomo las solucionesestacionariasde (1.91) cercadel origen.

1.4 Estudio de la ecuación integrodiferencial de evolución para
la frontera libre

1.4.1 El caso en el que la velocidad de substrato es negativa o nula (¡3d =O)

Fin estasecciónanalizaremosel problemalineal (1.87) en el casoparticular mt =

ftÑV.P.jdE.fr(E,t)G)2 1
___ +¡3úfr
r—E

(1.92)
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con dato inicial

f(r, O) = fo(r)

Será convenientedesde el punto de vista técnico estudiar el problema (1.92) comno una
ecuaciónde evolución abstractade la fornía

fi=Af

donde

Af=<V.P.JdE.(ji)
0,4

— E +/3octf
(1.93)

Usaremoscomno herramientatécnica la teoría de operadoressectoriales. Paraello comen-
zaremosanalizandoalgunaspropiedadesdel operadorA en los espaciosZ±~.

e

Demostración.

Proposición 1.4 Supongamosquez~’—s > ~ yO =s< ~—p, s~ ~. El operadorA: Z,,t,, —>4,,
definido mediante (1.93) condominio D(A) =2 iA-í es un operador cerrado con dominio
denso.

Es inmediato que D(A) es densoen ya que contienelas funcionesC~ que son densas

Nótesequepara f c

— (cot ((-¿A — s)mr) + tan(mrp)) frS(A)Afs(A) = 2

Se deduceentoncesque

en Si)

2
jA—’—sdrr 2 Af =

= (a)
2 ~ dA(1 + ¡A¡)2” ¡cot ((íA — s)mr) + tan(mrp)¡2 j

2
dr .

Usandoentoncesque

1
=cot ((iA — s)mr) + tan(mrp)¡2=O

para A E 1?, se sigue entoncesinmediatamenteque

b ¡¡Af¡Vzt~ =¡¡fr¡@± = dA(1 + ¡A¡)2’~ j dr~ <2’f,. 2

Porotra parte,combinando(1.27) y (1.29) se tiene que

5 ¡¡f¡1y~
4, =I¡frt@y,, =

Usando(1.94) y (1.95) obtenemosque la norma naturalen D(A) dadapor

¡¡f¡Ln(Á) = ¡f¡¡z+ + ¡¡Afl¡7

u,

u,

mt,

u

e

u

= f~dA(i + ¡A¡)
2~ f

a

u,

e

<e ¡¡A f¡¡2~~

u

(1.94)
a

nr
(1.95)

a

mi

a.
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es equivalentea la uiorma de espaciode Banach IIJ = Zt A s-j-l,u+1

iIfHw ¡If¡¡zr +

Esto implica que el operadorA : D(A) G Xft> —* Zjy escerrado.C

Ahora queremosestudiar la resolventedel operadorA, lo cual equivale al estudio de la
ecuaciorí

(A+z)F=f (1.96)

para z complejo.
Teniendoen cuentala definición del operadorA podemosescribir (1.96) como

—~ fc/E I&}E, 4> (rt 1
r — E + ¡3uF~(r, z) + zF(r, z) = f(r) (1.97)

donde F c ZZ> A y f E Zft . Las solucionesde la ecuación (1.96) estándadaspor el

siguienteresultado

Proposición 1.5 Sea f(r) E XL conO =s<— P,~#á.

Entonces, para todo z c C \ {z : z = e±tPtE,E c IR~} existe una única solución F(r,z) del

problema (1.97) en Zjj A Z~ . Ademásla transformada de Fourier de F está dada por

¡<}lc,z) = icos(lr 1 (k)q (ic, z)Hf(ic)) + (1.98)
o- ~)e~ (—ik)r~(k)q~(k, z) (r

donde (~)±se define como
1

(f)± = ~(I+iH)f
y

r~(k) = (k)14”

r4ic) = (k)zÑ

donde (k)I~ es co-moen (1.19) y (1.20).
Además,si u — s > ~ entoncesse satisfacela siguientedesigualdad

¡¡F¡¡z+ =£
¡~¡

para arg(z) E [nir, (2— a)mr] dondea

En la demostraciónde la Proposición1.5 se usade formaesencialel métodode Wiener-Hopf

paraobtener(1.98). Dividiremos la demostraciónde la Proposición1.5 en los siguienteslemas.

Lema 1.5 Seap(k, A) la función

p(k,A) = (í — ic ¡(1 +isit(k)tan(mrpn

)

Definamosla función q(z,A) como

q(z,A) = ~ rs: og(p(rI) dr
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dondese escogeaquella rama de log(p(k)) tal que

hm p(ic, A) = O
u

La función q(z,A) es una función holomorfa respectodel argumentoz en la región C \ 111 y

tiene los siguienteslímites cuandoz se aproxirna al eje real: u,

q±(k,A) =2 hm q(k + iy, A) =2 (p~~))4 ¿--fl(iog(p)) (1.99)
y —*10

mc

La función p(k, A) admite la siguienterepresentación

p(k, A) q~(k, A) (1.100) —
qjle, A)

Además, tas funcionesq±(k,A) poseenla syuiúntedependenciafuncional nr

q±(k,A) =2 Q±(jj-,sign(k)) (1.101)

e

y se tienen para las funcionesQ±y para arg(u) = O # ±mrplos siguientescomportamientos

asintóticos:
‘‘‘—y micuando ¡u¡ —> oc{Q±(u,sign(k)) g~¡-(O) 1 cuando ¡u¡ —>0 (1.102)

{ u Vr” cuando u¡ —* oc
Qju,sign(k)) ~ g~(O) ¡ 1 cuando u¡ —>0 (1.103)

donde gj(O) sonfuncionessuavespara ~!=±mrp.

Demostración. La descomposiciónen (1.100) donde q~ son como en (1.99) se sigue del

teoremaclásicode Caucbyparafuncionesanalíticas(ver por ejemploel teorema8 en la pg.192
nr

de [26] o el Capítulo primero de [40]). Las fórmnulas (1.99) son consecuenciade las conocidas

fórmulasde Plemelj-Sojotski

hm fQr + ¡y) ±RIf) (4> a

aplicadasa f = log(p). N’óteseque f tiene unasingularidadlogarítmica en k = 0. No obstante, —

esto no es obstáculopara la existenciade la transformadade ililbert de f.

La dependenciafuncional (1.101) se pruebateniendoen cuentaque

a

¡

donde U

I(A, z) = log(1 — (1-i-isig,i(t)tan(rp)¡¿¡)) d~ — f(1 arg(z))
E

a.
A continuaciónobtenemnoslos comportamientosasintóticosen (1.102) y (1.103). Paraello

probamosla siguientesfórmulas paraQ±:

e

e
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Q~(u,sign(k)) =
sign(k)(1 —i tan(irp))( 1 + sign(ki ~“ jpfljf

(í sign(k)(t+itan(irp)) ) —~-i-~ s¡gn(k)+~ e 2r~ ~0 i—(Á—ttan(rp)}
2

Q4u,sign(k)) = ( 1 t i—itan(lrp))) ~sign(k>—~
signÍÑí fU ~ iog(Ai dA

A—i taui,,rp)>2

(í — (1+itan(rp))

)

Nóteseque (1.105) y (1.106) implican el comportamientoasintóticoen (1.102) y (1.103).
Paraprobar (1.105) y (1.106) derivamos!(A, z) con respectoa A para obtener

bI(A,z) _

DA J 00

1

00 (A—

y despuésde algunasintegracioneselementalesdeducimosque

1 1

A — (1 + itanQrp))z (log(z) — log(A)) + z(1 — itan(mrp)) + A (log(A)

+ hm (
A—(1

1 (1+itan(irp))R)—log(z—13)}—

1

z(1 — itan(wp)) + A {log(A — (1— itan(mrp))R) — log(z + 13)1)
dondelog(z) =2 Iog z¡ + í arg(z) con O < arg(z) < 2w.

Teniendoen cuenta(1.104), solamentetenemosquecalcular

hm I(A,sign(k) ±U)

Primero analizamosI(A,sign(k) + U).
Nuestraelecciónde la ramade la función logaritmo implica

1

+ itan(wp))z {log(A — (1 + itan(mrp))R) — log(z — 13)1) —

Porotra parte

í~IWc ( z(1 — itan(irp))+A {log(A —— (1— i tan(wp))13)— log(z + 13)1) =

Llevando (1.108) y (1.109) a (1.107) y usando1(0,:) =2 0 deducimos

ji!.’,______

i tan(irp))z
(1.108)

A — (1 +

ir(p — 1)i

z(1 itan(orp))+ A

(1.109)

1 1

+ itan(¿rp))z (log(z) — log(A)) + z(1 — itan(¿rp)) + A
(log(A) — log(z)) +

mr(p — 1)i

+ z(1 — i tan(mrp))+ A)

(1.105)

(1.106)

DI(A,z

)

DA
log(z)) +

(1.107)

hm (A(í

I(u, z) = fu (A — (1

u!.?
+ A — (1 + i tan(mrp))z
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Particularizandopara z = sign(It) + U y tomandoel limite cuandoe —* 0+ coíícluimmiosque

I(u,sign(k)) =

[II ¡ 2sign(k) log(A

)

= ¡ ¡

Jo ~d ——(A— itan(mrp))2
+

mr(— sign(k) + p)i

sign(k)(1 — i tan(mrp))+ A
+ ir(p—1+sign(k))i ~)dA

A — sign(k)(1+ itan(mrp)

y despuésde llevar acabo las integracionesobtenemos(1.105).
Porotra parte,en el análisis de 1(A, sign(k)— ie) cuandoe —> 0+ , haciendocálculossimilares,

llegamosa

— (1+itan(irp))z
{log(A — (1 + itan(mrp))R) — log(z — 11)1) =

mt-

-¿mr’,

A— (1+itan(mrp))z
u,

y

mr(p+ 1)i

I}12~DO (~ z(1 —i tan(mrp))+ A {log(A — (1 — tan(rrp))13)— log(z + 13)}) = z(1 — i tan(mrp))+ A

y usando1(0, z) =2 0 deducimosde (1.107)

I(u,z) = J (A (1 1t~) (log(z) — log(A)) +
1

z(1 — i tan(mrp))+ A

e,

(log(A) —log(z))+

a-

27v’,

A— (1+itan(mrp))z
+

¿r(p+ 1)i

z(1 — i tan(irp)) + A)
mt’

En particular, para z = sign(k) —U y tomandoel limite cuandoe —> 0+ condumiosquíe

I(u, sign(k)) =
fu’,
kW

2 sign(k) log(A)

— (A — i tan(mrp))2
+

mr(— sign(k) + p)i

(1— itan(mrp))+ A
a

+ ~ dA

que conduce,despuésde la integración,a (1.106).E a

Observación 1.1 Nótese que de (¡.102) y (1.102,) y para 5 > O arbitrariamentepequeño, existe

O > O (que dependede 5) tal que a.

O

1+ (4)
1 0
y4j=

mt

a

uniformementeen el sectorarg(A) c [mr¡p¡ + 5, 2mr — mr ¡p~ — 5].
a

El siguientepasoconsisteen transformarla ecuación(1.97) en unaexpresiónquenosresultará

más útil.
U

Lema 1.6 Las funcionesf c (%U y Js c Zft., n z,,t
4~1,~~1 para algún s c (O, ~) satisfacenla

ecuación (1.97) si y solamentesi satisfacen

nr

ini (
R—*co A

e

+

a
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o- <~1,,,, 1’ 1
1vn [00 dE 1 zF(E, z) = (1.110)

——FÁ(r,z) — ¡ d~ zF,(~, ~>
2 jo r—~ ir Jo r—~

1 1
___f(E)

mr”1 Jo

Demostración. Multiplicamos la ecuación(1.97) por rtAA±se integramosen la variable r

desdeO hastaoc. Estolleva a

(~~i tan((iA — — s)w) + Pu) ftí~ + zÉ~ =

Teniendoen cuentaque s C (0, ~)y tan ((iA — — s)~) !=O para A c 13 podemosescribir

———F. + ¡3ocot — — — s)wI Fr + zcot — — — s)mr F~ = (1.111)

2 Y’ 2 2 )
= cot ((íA — — s)ir) f~

Porotra parte, hemosprobadoen el Lema 1.1 que

[00 1 ¡ 3
]00 dr ri\~s (,—V.P.J~ dE. rE ~(E)) = —cot tA — —s)w)?~ (1.112)

Podemosefectuarahora la transformadade Mellin inversaen (1.111) y usar (1.112) con g
tomandolos valoresFr, E, frespectivaníenteparaobtenerque(1.97) implica (1.110). Recíprocamente

(1.110) implica (1.97) como se puededemostrarde forma análoga.E

A continuaciónreescribimosla ecuación(1.110) en términosde las transformadasde Fourier
de las funcionesE y f. Asumiremosque estasfunciones, así como E,. estánextendidascomo

cero al semieje real negativo.

FeZ~ flZ~Lema 1.7 Dos cualesquierafuncionesf E C~ y~ s+lv+1 para algún s E (0, ~)
satisfacenla ecuación(1.110,)si y solamentesi verifican

(í+ísign(k)tan(mrp) — i¡ ¡) Fr(k,z) = ~ (Hf(k) +0-1k)) (1.113)

F(r,z) = jdEF~(E~z) (1.114)

dondeG (k) es la transformadade Fourier de una ciertafunción definida solamentepara r < O.

Demostración. Definamosla función

g.Ár)=ÑoIV.I—{f dE~ ___

1 (00 1

((E) parar<0

y
.qr)=0 parar>O
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entoncesla ecuación(1.110) es equivalentea

o-
13011F,. — zilE = —uf — g en 11? (1.115)

2

Nóteseque Gjk) = 41(k) es uuía función analíticaen el semiplanocomnplejo {Irn(k) < 0}.

Por tanto, (1.113) se deducetomando la transformadade Fourier de (1.115),y usandoel

hechode quetan(mr’,) =2 ~O.E

Lema 1.8 Lasfuncionesf e <y yE e <y flZt1,JA-í para algúns e (0, ~)satisfacen(1.113,)
y (1.114) sí y solamentesi: u,

[‘(It, z) = icos(wp)e”~~~
2 mr) (r.jk)qq/c mr) sign(k)f(k)) (1.116)

o- (—i/c)r~(k)q~(k, k’

donde (‘)~ denota el operador de proyecciónsobre Lt

1
(f)±=2j(I+iII)f

Demostración. Demostramosesteresultadousandola técnicaclásicade Wiener-HopE.

Es sencillo verificar la siguiente identidad

(1 + isign(k) tan(mr’,)) cos(mr’,)e
rÁk) (1.117)

donde r~(k) =2 (kf77 r (k) = (k)177 se definencomo en (1.19) y (1.20).

Usandoel Lema 1.5 obtenemos

( 2

+ isign(k) tan(mrp) a¡k¡)
U

— (1+ i sign(k) tanór’,)) (i — 4 ¡ k ¡(1 + i sign(k) tan(mrp))

)

e

1 ~~r~(k)q+(k,z

)

= e
cosór’,) it (k)q (It, mr)

e
Podemosescribir entonces(1.113) como

-~ 2 - ¡
z)IIf(k))r~(k)q~(k,z)F,.(k,z) — ~cos(wp)e”~PZ yrk)qÁk, u

o-

2 (r’k’Uc ————x 2
— -——cos(ir’,) eWffl z)IIf(k)) + ~cos(~rp)CWPirk)qk, z)0(k) (1.118)o-

mc
Como E,. = O para r < 0, F,.(k, mr) es analíticaen el semiplanocomplejo superior. Entonces

el término a la izquierda de (1.118) es analítico sobreel semiplanocomplejo superior y el de
la derechaes analítico en el semiplanocomplejo inferior. Por tanto, ambostérminosdebenser

idénticamentenulos. Se tiene entoncesque

-2 1 ¡
[}(k,z) =cos(mr’,)e”~~’—r+(k) q~(k,z) Uit (k)q (k, z)IIf(k) ) + (1.119) nr

y usandoque E,. = —dF’ y Hf = isign(k)J, se obtiene (1.116).E

mc

mc
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Observación 1.2 Los comportamientosasintóticasde q~ dados en (1.102) y (1.103) implican

que (1.116,) define una función continua F comopuedeverificarse a partir de la expresiónde
la transformadade Fourier inversa. Además,F(k, mr) es analítica para lm(k) < 0 por lo que

F(r, mr) = O para r < 0, de dondepor continuidadF(0, mr) = 0.

Lema 1.9 Dada f c C§~ yu—s > ~, lasfuncionesdefinidaspor (1.116)pertenecena Z~,,para

todo O < s < ~ + ¡p¡. Además,para todo 6 > O arbitrariamentepequeño,existe una constanteO

que depende de 5 tal que

¡¡F<¡¡7+ =O ¡¡f¡¡~+ (1.120)

O

uniformementeen el sectorarg(mr) E [ir ¡p¡ + 5, 2ir — ir ¡‘,¡ — 3].

Demostración. Nóteseque (1.116) se puedeescribir como

(mr)1772 k 1 (1 k
É(k,mr) 1 _ A~(—,sign(k)) yk¡u B(—,sign( (1.122)

(mr)4 (k)4 mr ‘A-

donde

A~(
1,sign(k)) = cos(mrp)e~1rPi2 (k)4 (mr)4
mr o-k r+(~i)Q+(~.psign(k))

k (mr)2 /c mr
B(—,sign(k))= — j~ sign(k)r4—)Q<——,sign(k))

mr ¡k¡r mr

Se puedecomprobarinmediatamente,usando(1.102) y (1.103) que parau — s > ~, A+ y B
satisfacenlas hipótesisdel Lema 1.4 uniformementeen mr. Por tanto

< ~9i
— ¡4

uniformementeen el sectorarg(mr) E [ir ¡p¡ + 8, 2mr — mr ¡p¡ — 5].

Porotra parte,podemosescribir (1.119) como

k 1F,.(k,mr) = A~(——,sign(k)) I¡k¡77B(—,sign(k))f(k)I (1.123)
mr (k)7 \mr/~

con

-2 1

A~(—,sign(k)) = icos(mrp)crPt~~

— k = isign(k

)

De nuevo ¡1±y B satisfacen las hipótesis del Lema 1.4 uniformementeen mr y por tanto
(1.120) se sigue inmediatamentez
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Fin de la demostración de la Proposición 1.5

Dada f e C~, (1.116) define una solución de (1.97) por los lemnas 1.6, 1.7 y 1.8. Dada

una función f e Zft con O < s < ~ — ‘,, s ~ podemos aproximaría mediantefunciones

en C~ y usandolas estimacioiiesdel Lema 1.9 obtenemosque (1.116) define una soluciónde
(1.97) níedianteun argumentode densidad. Porotra parte, por los Lenías 1.6,1.7y 1.8 la uinica

función E solución de la ecuación (1.97) tal que E E <y es E E O, lo cual pruebael resultado
de unicidad de la Proposición1.5W

Podernosusarlos resuiltadosprecedentepararesolverla ecuación(1.97) paraunaclaseamplia

de datos iniciales
u,

Teorema1.1 Fijemos s e [o,~+ ‘,i) st ~ y sea y — s > ~. El operador

dc (Q4 O,

.

2ir j~ Vr) “—E

con dominio D(A) =2 C ZA -: fi. E ZA-1essectorial en ZA -mc
1 S,V S*j S,V

Demostración. El operadorA escerradoen virtud de la Proposición1.4 y (1.94). Además,
(1.121) implica Ir

(A + mr<’f ~ =«¡¡¡f¡lzr (1.124) a

uniformementeen el sectorarg(mr) e [mr ¡p¡ + 5, 2mr — mr ¡p¡ — 5] y esto pruebael teorema.U
Podemosahorausar los resultadosclásicosde la teoríade operadoressectoriales(ver [24])

paraobtenerlos siguientesresultados: U

Corolario 1.1 El operadorA es el generadorinfinitesimal dc un semigrupoanalíticode evolución

{ eM}. Ademásse verijican las siguienteestimaciones: e

eÁÉf zt, <cI¡f¡¡z± (1.125) —

AncA? ¡¡f¡! zt. (1.126)

u-

Corolario 1.2 El semigrupoeAt tiene la siguiente fórmula de representación

eA?= —Ñ fc/mr. e~ (A +mr§’ f —

donde y es un circuito en el plano complejo que permanecea la izquierda del cono contenido
entre las líneas (§±)oi) E (0 < ~ < ce) y que tiende asintóticamentea +cee±iOcon O e
(-—- arctan(~Ñ) 2ir+ arctan

a

Combinando(1.126) con (1.94) sesigue que

Corolario 1.3 La función f(.,t) = (eÁtf)(.) e 000(0,oc).
u

Podernosusar los resultadosprevios para obteneralguna informacion acercadel compor-
tamiento asintóticodel la función f(r, t) cercadel origen

a

e

a,
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Corolario 1.4 Se satisfacela siquientedesigualdad:

Atsup t—s—r e f =—¡¡fII~±
t 8-U,rC(O,1)

(1.127)

Demostración. Por (1.126) con n = 1 y (1.94) se tiene que

00 --—-—s—1

(J dA (1 + ¡A¡2~A-2) eAÍf (t) 1 = Wf¡Ly,
1

(1.128)

Recordarnosahora la isometríaentrelos espaciosZ~1ÚA-m y HVA-l(LI?> dadapor (1.30) que

combinadacon la inclusión clásica
11”A-i c L

00 lleva a la estimacion

1<

e~½~)” (eAtf) (e”) =-y ¡¡f ¡¡zK

que iníplica (1.127).5

Seráútil mástarde(enel análisisdel problemano lineal) tenerunafórmulade representacion
para AP en función del dato inicial f. Porconvenienciadefinimos

y(k) = 1 + isign (k)tanQrp)

Probamnosentoncesel siguienteLema:

Lema 1.10 Supongamosque f c Cfl ¡RA-). La solución del problema lineal (1.96) dada por

(1.98,) satisface

AP = cos(mrp)ew77¿
1

(—ik)r~(k)q~(k, mr)
(r4k)q<k, z)(—ik)y(k)f(k))

Demostración. Teniendo en cuenta que f c C~( iRA-)
rápido que cualquier potenciacuando ¡k[ —* oc para Im(k) =O.

obtenemosque 7(k) decaemás

Usando la analiticidad de
r±(k)qA-(k,mr)(—ik) en lm(k) > Ose puedeobtener:

1

(—ik)r~(k)q~(k,mr)

Usandola definición de y(k) así como (1.100) y (1.117) tenemos

1 ~ )rA-(k)qA-(k,mr) _

(—ik)r~(k)q~(k, mr) V’<h)Ykfr~ rjk)q—jk, mr)

= cos(mrp)e~~’

zk)f(k)) ~

dd) f( k)) (1.130)

La representaciónen versión Fourier de la transformadade Hilbert (le. 1ff = isign(k)f)
conduceentoncesa

1< cos(mr’,)CWP2
(—ik)r~(k)q~(k,mr) (rjk)qk, mr)(—ikPy(k)f(k))

-2
+mrcos(mrp)J<rPt~~~

1

o- (—ik)r~(k)q~(k, mr) (rk)q4k, mr)Hf(k))

Nótese que el ultimo término a la derechade (1.131) coincide con É(k, mr) por (1.98), y

entonces

7(k) zs cos(irp)e<t~t
(—ik)r~(k)q~(k,mr) (rÁk)qjk, mr)(—ik)y(k)f(k))

(1.129)

+

(1.131)

+mrÉ(k, mr)

Por tanto, combinandoestafórmula con (1.96), se obtiene (1.129)5



40 1 Un problema de frontera libre para el sistemade Sto/cescon líneasde contacto

r

1.4.2 El caso en el que la velocidad del substrato es positiva (0u > 0)

Como se indicó en la Sección 1.3, en el caso~o > O estamnosinteresadoscii resolver la siguiente

ectia-cion

It —5Jr = JV.P.j dEIjE) ($ ~ (1.132)

con dato inicial r

f(r,O)= f(r)

Estamosinteresadosen construir solucionesquesatisfagan

f(O) =0 (1.133)

Podemosreducir el análisis de (1.132) al análisis dc (1.92). De hecho,derivando(1.132) con U

respecto a r obtenemos

frí Mr,. = —Ñvrj dE fr,ÁE)G)21E (1.134)

que coincide con la ecuación (1.92) para la función f,.. La solución de (1.132) se obtendrá u,

integrandola solución (1.134) (comenzandoen r = 0). La ecuaciónde la resolventees entonces

(7 Ir> 2 ___

—VP. j dE~ F,.,.(E, mr) VE) r1 E + /IuF,.,.(r, mr) + mrF,.(r, mr) =2 f,.(r) (1.135)
2mr

Podernosreipetir el análisis llevado a caboen el caso~o =O para obtenerla función f,. y

luego deducirf por simuple integraciónjunto con (1.133). La principal diferenciaes queen este

casoel númerop definido en (1.89) se encuentraahoraen el intervalo (o, ~).

Deducimoslos siguientesresultadoscuyasdemostracionesson ligeras modificacionesde las

dadasen la subsecciónanterior. e

Proposición 1.6 Seaf(r) E Z~y con 1 < s < ~ —— p, s~ <
Entoncespara todo mr E C \ { mr : mr — e±rPtEE E

113A-}existeuna única solución del problema mc
(1.135,) en <y fl Ztl úA-1•Además la transformada de Fourier de E está dada por:

-2 1
(F,.)~(k,mr) = ~ (——ik) r~(k)q~(k, mr) ~ (1.136) mc

Por otra parte, si u — s > ~, entonces se cerifica la siguiente desigualdad
a

a
para arg(mr) E [nir, (2— 4>mr] dondea = ~ (~ -~-‘,).

Teorema 1.2 Fijemos sc [i. ~ —‘,) s~ ~ y seau — s > {. El operador a

o- ~ (E<~ O,

.

2rr ~~JS (4) -r—E a

con dominio D(A) = {f e Z~y : f c es sectorial en <y.

e

a
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Corolario 1.5 La función f(., t) — (eAtf)(.) E C00(0,ce).

Podemosusaral igual que en el casof3u =O los resultadosprecedentesparaobtenerestima-

cionessobreel comportamientoasintóticode la función f(r, t) cerca del origen.

Corolario 1.6 Se verifica la siguienteestimación

Finalmente,es posibleprobar un resultadoanálogoal del Lema 1.10 para el casoho > 0:

Lema 1.11 Supongamosque f c ~( IRA-).La solución del problemalineal (1.134) dada por
(1.136) satisface

iT. = cos(w4>et77t(—ik)r~(k)q~(k, mr) (~(k)q (A’, mr)(—ik)y(k)ft}k)) (1.138)

1.5 Estimaciones refinadas para f(r, t) cerca del punto de con-
tacto

Las estimaciones(1.127) y (1.137) no sonóptimascercadel origen. En estasecciónobtendremos
algunosdesarrollosasintóticosmuás detalladospara la frontera libre f(r, t) cercadel punto de
contactor = O.

1.5.1 Formación de ángulos en el caso

Teorema 1.3 SeaI~o = 0. Supongamosque el dato inicial fo(r) pertenecea D(A) = Zt ~
úA-l~ Seaf(r,t) la solución de (1.92) definida por el teorema1.1. Entonces

¡f,.(0,t)¡ = ¡ ¡fO¡¡D(A) (1.139)

]llás aún, v~(O,0, t) = O para todo t > O -

Si fo tiene una derivada nula en el origen y ademas

entoncesf,.(0,t) tiene el comportamientoasintótico

f,.(0,t) “-a Bx/7log(t) +0(11) cuandot —> OA -(1.141)

donde ~ = 2_ F0/2)(f:dE.E(E)tfo(E)).

Observación 1.3 PidIese que cl significado de este teorema es que para una clase muy amplia
de datos iniciales, para los que la interfase forma un ángulo de contactomr en t = O se forma
para t > O un ángulo de contactodistinto de mr.
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Demostración. Nóteseque la fórmula (1.98) se puedeescribir como

hm ~2- 1 1
c~~*O+ \ a q (wc.mr) 2or-¿

1
¡dE — E (q-~(E~mr)Ííi7o(E))) =2

f<MdEq-—(E~mr)Í1io(IE)) + u

( 2/ 1
+ hm —— _____

c—*o’- o- kq(u~. mr)
1) ¿1] dEq4E, iHfo(E))I—

( 2 1 11
+ hm -- ——

e—*O+ o- q(w~, mr) 2iri iv,

u

Í
00 E ¡————‘~\

l,q—(tÑmr)Hfo(E))l =
~ u,—~ 1

=2 J
1(k,mr) + .J2(k,mr) + Ifl(k, mr)

donde ~ k + íc.

Observemosademásque las funciones L(k, mr) y k(k, mr) admiten una extensiónanalítica
a Im(k) > O y decaena cero cuando ¡k¡ —* oc más rápido que . Fintonceslas transfor-

madasde Fourier inversasJ2(r. mr) y J3(r, mr) son continuasy se anulan para r < 0. Por tanto

lini,.~o+ (F4r, mr)) = lim,.>0+ Ji (r, mr) donde Jí (r, mr) es la transformadade Fourier inversade

Podernosescribir

¡ 121
hm

\y’§Wa2rri

fe-eA-
a

dw et IVC f00 dEq~-(E, mr)Hfu(E))
—OC

iv = A’ + u

Calculandola integral en u’ por residuos(deformandoel contornode integracióncomo en la
figura 1.6 y haciendo13 —> oc) obtenemos

Ji(r, mr) =2 ~- j d~q4~,z)flfo(E)

y
Ji(r,mr) =2 0

para y > (3

para r < O

Por tanto

12
dmr

2ir o- jj0~ d~qjE,
mr) lijo (E)) (1.142)

donde el contorno i rodea el semieje real positivo. Obtenemosfácilmente a partir de esta
expresiónlas estimaciones

¡f,.(O,t)I =0 Imr¡ . e l{e(z)t dE q-—(E, mr)¡ ~

< (j½E(¡E!2s±¡E12sA-2) —1) (í: ¡c¡2s + ¡El)

<~ (¡í~¡<,, + ¡fo,rliztU,)

42

E-—

EHÍ ( 211
o- 2wi un.

rs

a,

Jm(r, mr) =2

a

a

a

a

a

1~1Ott) =2 -+1

mc

a

=

mc

a

a

2

a

(1.143)

a

u

a,
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-R R

Figura 1.6: Deformaciónde contornoparaevaluar Ji(r, mr)

donde hemosusadopara la segundadesigualdadla acotaciónde ¡q4~, mr)¡ y en la última hemos
usadoel hechode que O < s < {. Estoprueba (1.139).

Porotra parte,nóteseque 4’,.(o, 1) = (Af)(0,t). Usandola transformadade Fourier inversa

deducimos

PodemoscalcularAf(k, t) usando(1.129). Nótesequeteniendoen cuentaloscomportamien—

tosasintóticosdeq±(k,mr), r±(k,mr)cuando¡1< ocy ¡k¡ —> O,deducimos_quelafunciónAF(k, mr)

es integrableen la variable A’ y decaemásrápidoque ~ Finalmente,AF(It, mr) es analíticaen el

seníiplanosuperiory deformandoel caminodeintegraciónen (1.144)obtenemosque<40,1) = 0.

Usando(1.101) en (1.142) y haciendoel cambio de variablesA mr —-* mr deducimos

&

f,. (0, t) j dE(i sign(~)) El fú(E) ~ e41~1tQ(mr, sign(E)) (1.145)

Teniendoen cuentael cambio de signo de la raíz cuadradaa amboslados del semieje real

positivo deducimos,despuésde varioscálculos, queen el casosign (E) = 1

/dz. ez~ldtQjmr, 1) = mme lCltx/ietB + v.n l+xzleltx~±fX ‘t~~ _

= irme 4ltjietw + Wd~ ¡E¡ t) (1.146)

domíde
2x —ax —±7Iog[z) ds

e e “~ o 1~~s2 dx
Wr(a)=V.P.j 1+41-4>

y parasign(E) = —1 podernosescribir

Jdz . eZ~ltíÉQ (mr, —1) =

= mieÁklív~~eti + W
2(

1 ¡C,¡ t)
2

(1.147)
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1 Un problemade frontera libre para el si-ste-ma de Stokescon 1-Incas de contacto

W2(a) = VP. J
O-o 2x

e e 2
u l+x(i—x) -u,

Estudiamosahora el comportamientoasintótico de las funcionesVV1, 14~2 cuandoa tiende a

cero.

Escribirnos¡Vj(a) en la fornía

Wí(a) =

v¡w.

e 7tOI~sOdX+

a+x(a—x

<

I
00 2x

—x
e e’”

0
ClA-C a+w(a—x)

mc

0-8 dx) =2

mc,

=lim (Ji, + I2~)

Haciendoel cambio de variablesx —> xa obtenemnos

1 + 1—

Porotra parte

121 =~7f
1 + a/x(1 a/x)

o½)2)

2/<7

fe-a

a ~-{ fj/~ +4d~c/~1+e

2/vi (10)2 e
- Ir,

1 + a/x 1 —

fr/a ~ffi9d _ _

mc

donde

— JO) +

JA-c/aZ 2 1 <?~ax e +~ Jo
1Q2 dsdx

1—l-xi—-x

Nóteseque fC(a) Iim1>o(11,. + se puedeescribir corno

400 ~ ~ ~ a)dx
fC(a) = VP. (1.149)

dondeg(x, a) esunafamilia de funcionesuniformementeLipscbitz quesatisfacenla cota ¡g(x, a)¡ =
O Además,derivandoIt(a) se obtienefácilmente

i+xV2

dK(a

)

_____ -—-VP
da

fe-O .1: 1g (x,a)dx
e

day teniendo en cuentaque ¡xg(x, a)¡ =Cx1/2eaX obtenemosfinalmenteque dAla) ¡ ~ C, de.
dondeintegrandorespectode la variable a deducimosque

Li(a) = Cm+ O(a) cuandoa —*0

44

donde
rs

hin -—---(4
J

00 2x _ rxIa!p~±#d
e eriJo 1—a’ (~X =2

o a+x(a—x)

a

(1.148)
e

a

~,2

1dx =2

e

u

mc

mc

a4

e

e

(1.150)

mc

e
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para algunaconstanteapropiadaC1.
Por otra parte, denotando ItT(a) = íim,.÷oi1

1,es fácil deducir

K(a) =2 1 J
002 —x

~
7e e

T~r.sd ~fj log(s~$j(a/x)e~Xe ~ f$ ~ dsd =

— (a) + 1<2(a)

donde¡j(s)¡=~ 1+s — =C ¡s¡. Haciendoel cambiode variables~ -4 x dentrode la segunda
a

integral y usandoel hechode que e 1 + U(ax) para cx > O obtenemos

l<2(a) = ti!2 + O(a~) cuandoa —4 (3

Usandoque f( ~ =2 ~ podemosescribir 1<j(a) como

14(a) =2 ~2CtTf(1/2)$ 1 _ 4 J
002

«¼

mt)1)d( e

ir 1

4 1!~i

ff00 log(s) ds

1—s
2

Se obtieneentoncesel siguientedesarrolloasintótico

h(x) 1 log(x) + O(x’) cuandox —4 ce
21½ 3:

Podemosescribir

1
14(a) = 14(a) +2Cth(l,/2)~~~va

Ir 00 2—t — —ay ruar’
=2 ~ ~

7e he’’

—e
tT f001 (eW>

fi

e —1) (ehfrIaí

donde,en la primera integral del término de la derechade (1.153) hemosrealizadoel cambio de
variables 51 -—-> x. Usando(1.152) en el segundotérmino de la derechade (1453) obtenemosel

a

siguientedesarrolloasintótico:

ita(a) =2 ca + ~ + 0(01)
71

cuandoa —> O

donde hemos usado el hechode que jj7’ x~(e~ — 1)dx = —2f(1/2), que se deducede una

integración por partes.

Resumiendo,hemosobtenido el siguientedesarrollo:

VV
1 (a) =2 —2CdF(1/2) 1 + (C~+C2+C3) +

—,ed4F(1/2)
01 ir-z

xÑIlog(a) +0(01) cuandoa -—-* O

(1.154)
Paracalcular la constante(14 =2 C1 + 6 + C~ argumentamoscomo sigue: teniendoen cuenta

que

J
002 1

01

donde

(1.151)

jr

1
112

(1.152)

— i) dx =2

1) dx= (1.153)
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deducimos

1 Un problema de frontera Ubre para el sistemade Sto/cescon líneasde contacto

a,

C4=lim k~. 2x ~~±fS?Ss?~ds+
a—>O\ Jokl + x(1 — x) eaxdx)

y por tanto

C4=2V.P. fj 2x
e

1 + 41 — x)
Ir’ 0 1

2

fi?
—<Ir/4) dx (1.155) nr

Dividimos (1.155) cornosigue

2x
1+x(1—-x)

a

2 ‘\ 1pflog~)
+ ~ + 4 ~ ~ ds<~

2 (e~~”~ — e

x + 1k’

~iJXEl&fÉ1ds)

=51+ S2 +53 e

Podemosescribir

si =urtj ( nr
1 fXIog($)

l+x(l—-x)) Irt 001-s~ dx

Paracalcular Si usamosteoría elementalde variable compleja. Consideremosla integral a
J0 largo del semiejereal positivo de la función f(mr)g(mr) donde

- 1+mrl

1—mr mr
(1.156)

con 1+mr= ¡1 + mr¡eí(ar~(íA-=fl/2,arg(1 + mr) e (—ir, ir), y donde

g(mr)=e
mc

que es una función analíticaen el plano complejo exceptoen los intervalos (—ce, —1] U [O,ce).

Nóteseque

1 rr~o~ s~
g(reÍO±)=2 J0—~~~<Ls

- 1—r 1
g(reír) = e Ir’ O

i+r

_____e Irt O

g(re2QIr) — 1 — r 1 f’- ~
1+r

e
(1.158)

(1.159)

(1.160)

dondela función iog(s) es el logaritmo real usual.
La función f(mr)g(mr) esanalíticaen todo el planocomplejoexceptoen el semiejereal positivo.

Calculamosacontinuación la siguienteintegral: e

jdmr. f(mr)g(mr) dmr . f(mr)g(mr) =2 (3 (1.161) a

domídelos contornosY, f~ son como en la figura 1.7.

a.

nr

J
00

+
o

(2

x
2+ O e >“14dx +

fo00

e

a

nr

(1.157)

WC
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Figura 1.7: El contorno 1’ en f~ dz . f(z)g(mr)

Combinando (1.156) con (1.158) y (1159) sededucefácilmente que

f dmr. f(mr)g(mr) + f(mr)g(z) + dmr f(mr)g(mr) + j

cuandoR —* oc y e ——s O. Por otra parte

dz . f(z)g(mr) —> cuandoe —* O
£2

dondehemosusadoque fJ t~=ds= ir~

Teniendoen cuenta(1.156) y (1.160)obtenemos

dz . f(z)g(z) —*0
cuandoe —* O

Una integraciónsencillaconducea

dz . f(z)g(z) -4 —2iri

dz . f(mr)g(z) -4 0

cuandoe —4 0

cuandoR —* ce

Deducirnosentoncesa partir de (1.161) y las integralescalculadasarriba que

Si = ~~~7rivIeiff/8 + 2iri

Un cálculo elementallleva a

r~ y.

‘II

dz . f(mr)g(z) —* S1

1
ff4

(1.162)

= (1.163)
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rs

u,

nr

a

a

e

a-

Figura 1.8: El contornoE en fráz . h(mr)

nr

ParacalcularS3 integrarnosa lo largo del circuito E de la figura 1.8

£ (eiIr/lj(mr} — (1 — mr)f(z)g(z))

5

dmr=Z £.
SC

h(z)dz=2 (3

donde j(mr) __ ‘ ei(ar~(¡A-z))¡
2,arg(1+ mr) E (0.2r). Obsérveseque

Vt±z llA-zí

es analítica fuera del conjunto (—l,oc).

Usando(1.156) y (1.160) se obtienefácilmente que

e
la función h(z)

e

h(mr)dmr+ Ir4 h(mr)dmr -4 cuandoR —* oc
a

Porotra parte

(/, h(mr)dz+ £. h(mr)dmr)

Finalmente,se deduceinmediatamenteque

= 2e’~
1~ j - 1

h(mr)dmr R—+eo 0

e
cuandoR —* ce

y juntando todos los resultadosprecedentesobtenemos

le’

Sumando(1.162),(i.163)y (1.164) se sigue que

(14 ~~mrí½e~18 + 2mri

48

—i

Fi

I h(mr)dmr
.1?

ye—*0

e4etIr¡4

e

(1.164)

e

(1.165)
mc

e
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Usando (1.154) en (1.146) donde ~ K¡ t = a, así como (1.165) deducimos el desarrollo
asintótico

e <~~ Q«Z 1) =
2

~7c~Ir/
4F(I/2) + 2mri +

4
~~~jjlog(a)etIr¡4I’(1/2) + O(fiZ) (1.166)
ir’

cuandoa -—4 0.
Cálculos similares producen un desarrollopara la función W

2(a) definida en (1.147).

obtieneentoncesque

J dz . eOZQ (1
-y —

—1) 2
+ 2mi —

\ñr

4
~ + 0(111)
mrz

cuandoa —* 0.

Llevando (1.166) y (1.167) a (1.145) llegamosa

.fx(0+ít)=¿jdE.Efu(fl(Pí(Eít)+2iri+P2(Eít)+0( ¡E¡t))

Pi (E~ t) = 2 sign(E) e
1sign(¿)x/Af(

1/2)
¡E¡t

4.
P2(E, 1) = —sign(E) ¡E¡ tlog(t)eisi~n(t)t/4F(1/2)

mr’

donde

Nóteseque

(00
&2irzJ~00(L<% Eft(E)Pi(E,t) = —2if’(1/2)--i— 100

2mri J __

paratodo t> O.
Afirmamos ahoraque

Paraprobar (1.170) reescribimos(1.24) como

(1.169)
vi

L
00

dffo (E) (E)4 = O
00

ft(k)=+jdA{u(~~ -Ñ~ JI dAJo(A) 11 (00

2mi A’

(1.170)

dA Af0(A

)

A—A’

Como fo es unafunción continuapor (1.140) obtenemos

dAfo(A) = O

y por tanto

A-A’ (1.171)

Usando(1.140) y el hechode que fu E D(A) así como (1.171) podemosescribir

(1.172)

J dmr
~1<

Se

(1.167)

(1.168)

II~ dE)(~ =
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donde E =2 R + ia para a = 0. Introduciendo (1.171) en (1.172), donde hemosusado (1.140)
para justificar el cambio de orden en las integracionesy tomando el límite a —4 +oc, se sigue
(1.170).

Porotra parte,

L~i 1 dE Efo(E)2mri =2 fu,,.(O) = O
2w 2mri ½

donde hemosusadoque fo,r es una funcion continuaen 1? por (1.140).

Finalmnente

1 .1

2mr 2iri

——.—---‘ 4
¡ dE. Efu(E)— sign(E) EV log(t)e~isisn(t)Ir¡4F(1/2) =2

J—
00 ir-L

— (&i3Ir/44F(i/2)
]jy~dE~E(E4fo(E))

Juntando(1.170), (1.173), (1.174) y (1.140);se obtiene (1.141) El

1.5.2 Comportamiento asintótico de la frontera libre para ¡3~ ~ O

El

(1.92) y (1.132).
siguiente pasoserála discusióndel comportamientoasintóticodetalladode las solucionesde

Coníenzamoscon el caso /3~ < O.

Teorema 1.4 Seafo(r) e D(A) donde A es comoen el Teorema1.1. Entoncesla solucióndc
(1.92) con dato inicial fo(r) satisface

cuandor —* O

donde

¡a(t)¡ =~ (!¡fo¡¡zt.. + ¡¡fur¡!z÷)

v~, (r, 0,1)

(1.175) mc

para 1 > O nr

cuandor —* O
a

con b(t) acotadapara 1 > 0.

Demostración. Teniendo en cuenta (1.98) podemosescribir a

(2 ______

hm 1 —— cos(irp)e”<~
2 1 1

o- r(w~)q(u,y,mr) 2ir-i

=2 cos(wp)eIrP$ hm

JdE’E (rÁE)qÁE,mr)Hfo(E)))=

mr)rÁE)Hfu(E)) +

+ cos(wp)eIrPi hm
e—*O -t

+ cos(rrp)e<~Pl Iirn

{ (q~j, mr

)

_____ E
<—*o+ (<ir(w~4 ii><, mr) J dE — E

mc

d~q4E, mr) rÁE) iJfn(E)) +

(qÁE
1mr)rÁE)fíito(E))) = a

=lim (11+12+13)J1+J2+.L3
c—*0+

donde iv< A’ + íc.
a

e

(1.173)

a,

(1.174)
rs

r

u”

u”

Ademásse tiene que

—*Ú-t (J~+wcr{uc) ¡~ ~

a

WC
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h—l L-7-l cTeniendoen cuentaque ¡~2¡ + ~ < kIí
1P~~ se obtienefácilmenteque J2 + 13 = 0 para

r < O así como la cotade H6lderíauidad

Hm (r1IPl+S) (32 + .13)) =

Por otra parte, —-í/cJ
1 es la transforníadade Fourier (en el sentido de las distribuciones

temperadas)de

K (J dcqÁE,mr)rÁE)fIfo)r~

donde 1< —-4-e+ sin(2w ¡p¡)r(¡p¡ + 1).
orn

2
Por tanto, tomandola transformadade Laplaceinversa, obtenemos(1.175) con

a(t) = ¡ch.
¡‘OC

dEq (E, z)r(E)Hfu

donde y es el

sentidode las

contorno: {e(2+rl~)Iris, O < s < ce} u {e(IPlA-s)~~is,

agujasdel reloj

O < s < ce} recorrido en el

e~IrPds . ecIrPst

1 [00 e(2P)ti ds .

c(OPiIríst
221½Jo

J—j~ d~q (E
1 eiIrPs)r<E)Hk(E)+

J
00 d~q4E, e<2P)Éis)r<E)ifjiu(E)

-00

y argumentandocomo en el caso = O llegamosfácilmentea

Ia(tY=Cj

dE ¡E¡
1~1 ~A4

d¡z¡ .

1(1:

J
OC

dE¡q~.4E,mr)¡¡r4E)¡~fo =
00

¡E¡21~1 dE

4 (tidE (¡ce’ + ¡E¡2sA-2) —y)
(¡¡fo¡¡zsy +

El comportamiento asintótico de v~, se puedededucir de forma idéntica al de f usandola

fórmula (1.129)

(-iw~)AF= hm
<~~*0+

(cos(zp)e<~P~
=2 cos(mrp)eIrPt hm

e~+0+

(w~r(W<)
+cos(np)eIrPi hm

e~~*01-

1 1

r(tv~)q(w~, mr) 2iri

w.r(w~)

(q(wi,mr

)

ÍOOdESE (r<E)q<E, mr)(—iE)i(E)fo(E)))

[00
dEq4E, z)rÁE)(—iE)-}(E)fo(E))+

½
1 j0~ dEqIE,mr)r(E)(—iE)i(E)fo(E))+

¡ 1 Ii[00

+ cos(irp)ezP lumn
4 \rkW¿Iq(w, mr) 2iH W~ J—00

¿—*0 1
dE~j E (q-E~ mr)rÁE)(—iE)v(E)fo(E)))

cf
00
1—e-O

(1.176)

=lim (I1+I2+13)=.Jm+12+Ja
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donde iv, =2 A’ + it. Argumentandocomo en el casoanterior podemosconcluir que u

nr

y por tanto

t’y ~‘.‘

E

y estoconcluye la demostraciónde esteLemaEl

Procedeniosa continuacióna obtenerun resultadosimilar parael caso¡3~ > 0.

mc
Teorema 1.5 Sea fu(r) E D(A) dondeA es comoen el Teorema1.2. Entoncesla solución de

(1.122,)con dato inicial fu(r) satisface

e

f,,4r,t) ~(t)r~ cuando r —*0 (1.177)

donde

~(tv =~ (HfoHzh + ¡¡fo,~fl~+) para t > o —

Ademásse tiene que

v~Ár, 0, t) r-~ b(t)r~ cuando r ——*0

cori 141) acotadapara t > (1.

e
Demostración. La pruebaes análogaa la del Teorenía1.4, siendo el único cambioque en

lugar de usar (1.98) usarnosahora (1.136) como punto de partidan

a

1£ Reformulación del problema no lineal

Procedemosa continuaciónal estudiodel problemano lineal conípleto (1.1)-(1.13), paradatos nr
iniciales pequenosy en el casoho # O.

Escribanios

a

y, 1) = + t(x, y, 1) (1.178)

El pasosiguienteconsisteen transformarel domninio Q(t) en el dominio fijo IR x ¡RA -haciendo

el siguiente cambio de variables:
xl

= 3:
(1.179)

y =y—-q(x,y).f(x)

donde y(x,y) = q(y/x) es unafunción (100 definida como

u

iftx,y) = > 01 si(x,y) E j(x,y) : < arctan(~) <
e Q-= {(x,y) —~J < arctan(~) <

e

y donde0< q(x,y) =1.
En términosde estasnuevasvariables

a
D~zO1t+(—b»(yf))Q~ =Úrí+gi(f,fr¿r.y)QI (1.180)
bo,= Q’ + (—ay (i¡f)) Q~ = Dv’ + g~(f, fx, 3:, y)Q’

nr

a
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donde 91,92 tienen unadependencialineal en f y fa,.
Diremos queuna función h(f. fa,, ..., D~f, x, y) es homogéneade gradoa si haciendoformal-

menteel cambio de variables

x —Y Ax

y —* Ay

1 -4 Af

fa, 4 Ir

~* A~A-1D~f

en todas las variablesde la función it, éstase convierteen )0’Im(f, .1~~, ..., Dj§f, x,y). Se puede ver

fácilmente que las funcionesgm,g2 son homogéneasde gradocero.
En términosde estasnuevasvariableslas ecuaciones(1.1) y (1.2) se puedenescribircomo

—V’p + A’7t = IP [¡>1 t fI (1.181)

v’.it=J
3LÉ, f]

donde

fl~>7Y ~ = —Y

0P

02-it

+a
2(x, y, f, fa,) + as(x, y, f, fa,) Ox’Oy’

ay’
2

y

-Y

donde b
1 , a2, a3 son homogéneasde ordenceroy a1 es homogéneade grado —1 y las primasen

los operadoresdiferencialesde (1.181) significan que las derivadasse toman con respectoa las
nuevasvariables.

La condición de contornosobreel substrato (1.4) es aún

(1.182)

Los vectoresnormal y tangentese puedenescribir como

-t =2(0, -1) + t
t =(l,O)+t

donde
-t 1n = — (0, 1) + , (fa,, —1) (1.183)

(1+13)7

y
-t 1

= —(1,0) + (í+f3) (1, fa,) (1.184)

Por otra parte podemosescribir el tensor de esfuerzos (1.5) como

tj=—P<
5ij+ (o~~ 0v

1’\ 0v,
\Ox~ axil ~J’~’’~

0y~
(1.185)
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4,

donde a~¡1Qr,y, f, fa,) son funcioneslinealesde f, fa, y homogéneasde gradocero.

Usando (1.183), (1.184) y (1.185) podemmíosescribir las condicionesde contorno(1.3) sobre
en la forma

rs

búa, +t—h(-t f) (1.186)

~ Ox’

0v a,
—p+ 2~Á = ~-o-¡j + h2(t, f) (1.187)Oy’

donde

h~(it, f) =2 Ze,dx Oc, Dv, i=1,2 u”

fflp+Zdu(x,f,fx~—¡
y donde ca y d~, son funcioneshomogéneasde gradocero. Además,las funcionescu(x,f, fa,) y u”’

d~¿(x, f, fa,) son analíticasen las variables f, fa,, y satisfacen

e~,(x,0,0) = <4¿(x,0,0) = O nr

Reemplazamos ahora (1.178) en (1.181), (1.182), (1.186) y (1.187) para obtener el siguiente

conjunto de ecuaciones
e

—Vp+ A’t =2 J~(p,ti f) en IR x IRA -(1188)

V’~ t = J3(f, t en IR x ¡RA -(1.189) a-

t=0 eny=2O,3:>0 (1.190)

Buía, OWy

___ + Ox’ =2 h1(t,f) en y’ = 0,3:’ <0 (1.191)

OWy
—p + 2 —o-fa,ta,’ + h2(ift, f) en y’ = 0,x’ < 0 (1.192)

Oy’ e-

dondehemosusadola expresiónparala curvaturadadapor (1.6), así como la linealidad de las
funciones .L, it1 = con respecto a la velocidad y la presión. Hemnosincluido en Ji2 los termínos

de it2 así corno la diferenciaentrela curvaturay fa,~a,~. Por otra parte, la ecuación de evolución

de la frontera libre (1.13) tiene la forma

A =2 —u~, — fin fa,’ + fa,’wa, (1.193) nr

I)espreciandoformalmentelos términoscuadráticosy de órdenessuperioresen las ecuaciones
(1.188), (1.189), (1.190), (1.191), (1.192) y (1.193) obtendríamosel sistemalineal (1.14), (1.15),

(1.16), (1.17), (1.18) que hemosestudiadoen las seccionesprecedentes.
Nuestro objetivo es resolver el problemano lineal (1.188), (1.189), (1.190), (1.191), (1.192)

y (1.193) paradatosiniciales pequeños.Paraello usaremosun argumentoclásicode puntofijo. a-
Probaremosexistenciay unicidad de solucionesdel problemaen el espacio

H~A-~([O, +ce); Y) (1.194)

donde

Y—zÑ fl Z~ (1.195) mc

para una elección adecuada de ~m,~2 El número6 > O es pequeño y lo precisaremos más tarde.

La elección de los espacios(1.194) y (1.195) estámotivada por el hecho de que Y controla el
a-

u
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comportamientoasintótico de la frontera libre f(x, t) tanto cerca del origen como del infinito

así como La regularidadcon respectoa las variablesespaciales. La elección de + c5 derivadas
en tiempo (1.194) es debido al hechode que estoirnplica cotas L00 mediantelas estimaciones

usuales,y estoseráconvenienteparaestimar los términos no lineales.

1.7 Algunos resultados adicionales de análisis funcional

Empezamosrecordandoel siguienteLemaclásico:

Lema 1.12 Sea5(t) el semigrupode translacionesde amplitud t y

A~f =2 (S(—t) — 101

Entonces ¡¡fl5f¡¡~
2 ‘cos(w4>F(í — 2s) /00 ~

para O < s < 1, dondeD
5f está definida por (1.49).

Demostración. Usando la desigualdadclásicade Plancherel,así como el hechode que el

grupo de translacionesS(—t)es en espaciode Fourier el mnultiplicadore4~ obtenemosinme-

diatamente

J
00dt (00 __ (00

o t1A-2-” ¡¡(S(—t) — I)I¡1j
2 jo tÍt5 k00 dA’ (eikt — 1)f(k)~

Partimos la integraciónen la variable A’ en dos trozos 1200 + f~7, y hacemosel cambio de
variable ¡k¡ t —> t. Estolleva a

= ¡000+25 (e~’ — 1)2/00 dk~ f(k)~ + /00 0+25 (e” — ijj dk~ ¡k¡
2~ f(kj

= (1¡¡D~f¡¡~
2

con

“4 ~i
ts sin’(§) = cos(irs)lI’(1 — 2s)

y teniendo en cuentala analiticidad de la función ~cosfrs)F(1 — 2s) en el intervalo s E (0,1)
concluimosla demostración.ri os

Deducimosa continuaciónalgunaspropiedadesde los espaciosfi quehemosdefinido en la

Sección 1.2.

Proposición 1.7 Seanf,g ek (lR)nL00( R) con 0< s< 1. Entoncesse cerífica la siguiente

desigualdad:

¡1D5(fY)ML2(n> =c’ (ííí¡¡~~, I¡D59¡¡LO(n) + ¡l9¡¡L~(R> ¡ID fI¡L2(R)) (1.196)

Además,si s > ~ y f,g E 115(R) entonces

¡!.f9¡¡H~(R) =(1 ¡¡f¡¡H~(R) ¡¡P¡¡n-~(R) (1.197)
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Demostración. Nóteseque u”

/o<o J¿j dx ¡At(fa)¡2 =2 [<> ~ÍtS ¡__ dx ¡f(x — t)y(x — t) — f@r)gW¡2 =2

/00 SO

— i it K dx ¡S(—t)fAjq + g(x)X,f¡2

<2 sup¡fI2 /00 it ¡ dx ¡~átq¡2+ 2 sup¡~¡2 f jj j dx ¡A,f¡2

e

y por tanto, por el Lema 1.12, deducimosque

¡IDS(fg)¡¡j~ =C(sup ¡f¡2 ¡¡DSgI¡§ + supp~¡2 ¡D~f¡¡%
2)

a
donde (1 es unaconstantepositiva que dependede s, y (1.196) se sigue.
La desigualdad(1.197) se deducede (1.196) así como de la clásica inclusión de Sobolev

e

que es válida para s > ~ (ver [21)0

Proposición 1.8 Sea f,g E Zft, nzt con u =2 n+ m~, n =2 1,2,...; 0= r¡ < 1. Entoncesse
74>

ver~fica la siguiente des-igualdad:

I¿fA&t, =~(¡~t ¡wt + 2u (1.198)¡fW~~1 flg¡
nf

Demostración. Teniendoen cuenta(1.29) y (1.30) podemosescribir

2 WC

= J dX du.e~”eo 8)10 f(e
10)g (e10) +

dA ¡A¡2~ >f00 da ei~uets)uf(eU)q(eu) 2 EJ
1 + ‘2 a

Porlas propiedadesclásicasdela transformadadeFourier,y usandoqueu = n+q, obtenemos
mc

= j dA ¡A¡

21 f dz¿. e~’___ 2

a

=(1 >3 j dA ¡A¡21 j du. eiÁue<4s)10f(ií(eíI)g(~)(e10)2

iA-j=n mc
y por tanto

u + J
2 =(1 >3 ~9U)f(i)~ mc

iA-j=n

Seaj ~ í. Tenemosentoncesla siguientecadenade desigualdades:
a

fe-

0 dA ye-0 di~~ etAue(Y8)ufít)(et)g<Á>(eU)2

nr

a
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2

~ sup gÓ)~2f~ dA dii

< Csup~g(Ú>~3
l<i

J
00 [00 -~ 2

00 J du• eíÁuw~~i(eQsWf(e~~))

2 /00 /00 2

(1sup g(áj >3] dA >421 ] dii~ eiSue(~SíUf(e10)
00

Porotra parte, usandoel Lerna 1.12:

fdA¡A¡2ú fáu

f dt
=2 ____

~ +2<,

esSUe<}3)Uf(3)(e~)y~~>(e~)

J
00 dii

00

<2(14 t1+2~ J dii f(t)(el ‘)e( S>(Ut)AgO)(eU)~ +

+2(1 _____ ~‘00¡ e-Odt ~ — Lm + L
2

Ju t1A-
2<~ j___ 1

La isornetríaentrelos espaciosHt+n(~) y Z¡A-<, implica

L
2 =(1sup g<ij flf(i)~ =(1sup ~U) 2

dondehemosusado la desigualdadsup yU)~ ~ (1flg¡¡~ que
1-”

Si aplicamosla siguientedesigualdadde Sobolev

a la función

obtenemosque

(1.200)

es válida al ser j ~ u — 1.

h(u) = ¡00 dt gW(eUA-É)
tlA-

217

sup/ ~2<, jg(i)(euA-É)— g(J)(e~)t2=

=J~0000d~tt/OO
di

~1A -2,j

+ j duj’ 0+2<, — g(iA-1)(e10)~2

(1.201)
Haciendo el cambio de variables a -— it —* u en la integral L

1 (ver fórmula 1.199)obtenemos

¡‘00 dt
rs 2(1 1

u t1A-2~~ ji
(g(J)(eUA-í)—

2

(1.199)

=2(1 L00~ gU)(e”A-’) — gú)(eu)~) j~’ dii
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Finalmente, teniendo en cuenta (1.201) así conio el Lema 1.12 y el hecho de que j < y 1

se deduceque

7-’>

Sumando(1.202) y (1.200) obtenemos

q (i)f(i)

para u> ~ y g =i.
En el caso j > i imítercambiamnoslos papelesde las funciones

desigualdad
J y g paraobtenerla siguiente

~g(ii)fO) ~-t ~ (1 11=;‘¡+ ¡¡fIl §}
s,r,

y esto completa la demostración.D

Lema 1.13 Consideremosel espacio~ rs Z~ AZ4.,> con a
existe una constante(1 > O tal que, dadas f, g c X<~ 0 se tiene que

Además,se verifica la siguientedesigualdad:

¡¡f¡ILnn-t) =(1l¡fHx’> (1.20-4)
o]’

mc

Demostración. Solamentetenemosqueusar la Proposición1.8 y el hechode que

a4,> nZ,j; GZt
—u2’

que se sigue de
WC

=fl(e(’Y—b<’ + e(0~+10)~m(e(a—±h¿+

=c’fle(<’4~’> + e(Úá010)1li
11’>(fl) fl + e<0ú>10)f(eu)~H’>(R) =(1¡If¡¡zz’>~z

dondehemosusadopara la segundadesigualdadla propiedad(1.197) del espaciofJu(IR).

(1.205)

La desigualdad(1.204) esconsecuenciade las desigualdadesen (1.205) y de la bien conocida
fórmula

parar-’>

¡IfJ¡ILoo(R) =(1¡¡g1J’>(fl)

Necesitaremostambién los siguientesespacios:

— {f: [0,mr]x[0,+ce) IR tal que IIfl¡wg, <‘2 }
con la norma

=2 É/00 dA(1
tU—00 OC

+ A¡2” + 1n12>) ~t—<”2

f,~ (r) d6 etflbf(9, r)

a-

a,

(1.202)
nr

mt

a

a

< ~,¡3 > ~vu =j3. Entances

(1.203)

a-

mc

e

WC

y donde

a

(1.206) mc

+ LTit2) mc

a

WC
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Lema 1.14 Consideremosel espacioW~1e-2 con ál < ~,a2 > ~ y u > max(1, a2). Entonces

existeuna constante(1 > O tal que, dadas f, y c W~1 <>2 se tiene

Además,se verifica la siguiente desigualdad:

I¡f¡¡Lm(n~i~) =(1 ¡If ~ (1.208)

así como la siguiente desigualdadde traza

=0, ~)¡¡~~>—± + ¡¡f@ ir~ VIVA =If¡¡wx,<’2 (1.209)
1,<’2

Demostración. La demostracióndel Lema 1.14 consisteen realizarun análisis de Fourier

usandolos métodosde los espaciosde Sobolev con derivacionesfraccionariasy será omitida

(argumentosde estetipo se puedenencontraren [35]).E

Queremosprobarqueel problema(1.1)-(1.13)estábien puestoenlos espaciosHe- ((—ce,+ce) ;

donde ]~ < a < 1,/3~ < ~ /1½> ~. Paraello serán necesariascomo herramientasauxiliaresal-

gunaspropiedadesde los espaciosHe- ((-—ce,+ce) ; w~,Q2). Es convenienteentoncesestudiar

algunaspropiedadesde espaciosabstractosHe- ((—ce, +ce); Y) . Recordamosque dado un es-

paciode Hilbert Y podemosdefinir el espacioHe- ((—ce, +ce) ; Y) con la norma

¡¡f¡IJJ’~((—00,A-00);Y) [00 <It í¡í¡¡~’+J 0+20 J 00 dt I¡ArfI¡~’ <ce (1.210)
0 —00

Recordamosque dada una función f : iR —4 Y , donde Y es un espaciode I-Iilbert, es
posibledefinir la transformadade Fourier f iR —> Y de forma análogaa la transformadade

Fourierestándarparalas funcionesde variable real (ver [541,pg. 45). Esto nospermite dar una
expresiónparala normade los espaciosW=He- ((—ce, +ce); Y)

Lema 1.15 La norma del espacíoW se puedeescribir para O < a < 1 como

a ~ i~~21-I¡IflIiÍ<’((—cc,A-00);y) £41 + cos(wa)F(1— 2a) )~f(wfl (1.211)

donde ¡es la transformadade Fourier de f.
Ademásexiste una constante(1 tal que se verifica la siguiente desigualdad:

¡¡f¡¡Le-o((~oo,+e-o);v) =6 ¡¡f¡¡w (1.212)

Demostración. La ecuación (1.211) se puedeobtenersiguiendoexactamentelos mismos

pasosque los de la demostracióndel Lema 1.12 usandola teoríade las transformadasde Fourier
parafuncionescon argumentoen un espaciode Hilbert (ver [54]) paralas cualesseverifican tanto

la desigualdadde Plancherelcomo otras propiedadesclásicasde la transformadade Fourier.

La desigualdad(1.212) se puedededucircomo sigue:

~1:~IfI¡~’ = c ¡~ dwciwíf(w) 2 (¡ji dw (í + Iw¡20) ~f(w) V~) (J~0000dw +

y por tanto, usando(1.211), obtenemos(1.212).Q

Seránútiles parael análisis del problemano lineal las siguientepropiedadesdel espacioW:
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u”Lema 1.16 Seaa tal que ~ < a < 1 e Y un espaciode flilbert con la propiedad

a,

Entoncesexisteuna constantepositiva (1, tal que:

(1.213)

Además,si f C 1’ es una función que dependesola-mentede la variable x y y e 1V, entonces

fg E 1V y se tiene que

(1.214)

para alquna constantepositiva (12 independientede f y y.
a

Demostración. Usandola definición (1.210)deducimos

dr
=2 ./~0:~ dt IIfWI~’ + J

00

00

a

= dt I¡f¡@ IIyI¡~’ +
J00<I’ í0 <It (í~í~<~ ¡Arg¡¡~, + ¡g¡~ ¡IAmfIk))

a

<(1¡If¡¡t<>O((—00,A-oo);Y)fj~ dt I!g¡I’~’ +
e

J
00 _____ dt ¡¡/I,g¡¡~<+(1I¡9¡¡L~<’((—e-o,±00);y)/00 dr

+(1

a

adondehemosusadoel Lema 1.13 en la primeradesigualdady (1.212) en la tercera.

ini plica
La desigualdad(1.214) es un casoparticular de (1.213) ya que la hipótesis f(x,t) = 1(x)

sup¡¡f¡¡f, =

y esto concluye la demostracióndel Lema IlGEl

Lema 1.17’ Si [g C ¡ja

entonces

((—ce, +oc) ;x~02~5) donde ~ < a < 1, ¡3~ < ~,132 > ~,<5 > O

a

(1.215)

Demostración. La desigualdad(1.215) es consecuenciade

¡¡fWIx% 32 +24 rs ¡ffJ¡¡z ~> + ~r25f(r)q(rj~ =(1¡If¡¡x~3~4 XL’ a

a
así corno de (1.210).E]

Usaremos,en lugar de funcionespara las cualesel tiempo t recorreel intervalo (—oc,+oc)

funcionesf : ¡RA -—> Y. Parahacerusodc los resultadosdemostradosanteriormenteextendemos
estasfuncionesde manerapar a todo IR

a

a

60

mt

u’

mc

a

mc

a, -
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Más precisamente,dadaf : IRA -—* Y, definimos Pf : E —* Y de la siguienteforma:

1(t) E Y, para t =O
f(—t) E Y, para t < O

61

(1.216)

Definimos el espaciode BanachHe- ([0, +oc) Y) como el conjuntode funcionesf tales que

Pf E He- ((—ce, +ce) Y), siendo la normaen ambos espaciosla misma.
Estamosinteresadosen algunaexpresiónequivalentedeestanormaqueresultemásfácilmente

manejable. Paraello introducimosla siguientenotación:

1 f(t)C Y para t =0E(f) rs ~ O para t >0 (1.217)

La equivalenciade normas requeridaestádadapor el siguienteLema:

Lema 1.18 Sea1(t) E ~e- ([O,+ce) ;Y). Supongamosque fi, E(ft) existen. El conjunto de
funciones f tales que P(f) E JIe- (JR;Y) (~ < a < 1) es un espaciode Banach con la norma

¡tP(f)¡¡Hoqz?;y) y esta norma es equivalentea

J¡f¡¡H<>(R+;Y) =

2 E(fí)(z) SN~ II(~Éu5(=)Y+ ~ 2

Demostración. Como Pf es una función par, j~(Pf) es una función impar y

rs E(<I1)(k) E(áí)(~k)

dt
Porotra parte,dadafórmula parala transformadade Fourier de la derivadade

(1.218)

unafuncion:

————---- 2

dA’ ¡~¡2<’ ~ rs ¡ji dA’ ¡~¡2a—2 +(~f) yy entonces,usando(1.218)

——— 2

>fdkIk¡2a2 +(Pf)
<21-e-a dA’ ¡k!2e-~2

1Nóteseque como f(t) e He- ([0, +ce) Y), y a > entoncesexiste f(0) = lim
1~,0+ f(t).

Definimos g(t) rs f(t) — f(O) para t > 0. Tenemosentoncestrivialmente que:

[00 —— 2 ¡‘00 — 2

dA’ A’¡2<’2 E(fj) =]__ dk¡k~2e-—2 E(gt)

Al ser y(O) = O, se puedever que

(E(q))~ rs E(g~) a.e te IR

—— 2

df
E(7)

y
(1.219)

Deducimosentoncesque
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y [dA’ IA’!2<’ 21- dA’¡A’¡ —-—-2 ¡‘e-O ———--—- 22e-—2 E(g,) rs J__ dA’¡A’¡ 2e-—2 (12(g)), = Eg

En la demostraciónde (1.211) hemosobtenidola siguienteidentidad:

¡‘e-o —2 [00 di 2

dA’¡A’[
2e- Ey = >~0 ~1±2<’ /dt¡Eg(t+r) Ey(t)¡J~Y —

Entonces,usandoque E(g) se anula para t < O, deducimosque

¡‘00

[00 dA’ A’¡2e- f? 2Y

a

—c’j,t?20 J00 ¡¡g(t + i-) g(t)¡¡t< rs

— cj00 ~1A-2e- dt ¡¡f(t + T) — f(t)¡¡~, =(1

dt!¡Pf(t+-r) —

J te-fdt¡¡nÍ(t±Tk~

Pf(t)¡¡~, =jdk¡k¡2<’ fi7~2 —

100

¡ dA’ ¡A’¡2<’2
2 00

Por otra parte

¡¡Pf¡¡L2(nY) rs 2 ¡!f[¡L2(fl+ Y) (1.221)

Entonces, usando (1.219),(1.220)y (1.221), (1.211) así comno la definición de la norma en

HÚ(1R+; Y) obtenemos

(1—y ¡If¡¡H-iR-f;Y) =

(/00

dz

Y 00

¡ -~ 2

E(f)(z) 2 E$t2 Y)) =(1¡[f¡¡Ha(fl+Y)

para algunaO > 1, lo que concluye la demostración.EI

1.8 Análisis del problema de Stokesen un dominio con frontera
prefijada

En estaSección probaremosexistenciay unicidad de solucionesdé slstema (1.188), (1.189),
(1.190), (1.191), (1.192) paradatosiniciales pequeñosy para f(r,t) daday tambiénpequeña.

Como pasopreliminar estudiaremosel siguienteproblemade Stokesno homogéneo:

~Vp + rs i7(x, y, t)

V . = J
3(x,y, t)

-4y rs O

Búa, + O-itt =h1(x,t)
Dg Ox

Dv
rs h2(x,t)

By

e-u IR x IRA-

en IR x IRA-

en y rs 0,x > O

en y rs 0,x < O

en y rs 0,3: < O

(1.222)

(1.223)

(1.22-1)

(1.225)

(1.226)

A partir de estemomentoconsideraremoslas funcionesescritascii coordenadaspolares. El

principal resultadode estasecciónes el siguiente:

a

u”

Pf(t)~,
u”-

————----— 2

y

(1.220)

mt

e-

a

u,

u’

mc

a

mc

a

mc

mc

u
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Teorema 1,6 Sea u tal que u + ~=1,2,3 Dadas J1,J2 E H<>(IRA-;W~,2e-22) j3 E

H~ (IRA-; ‘-‘A -~, ~ H<’
1itX” entoncesexiste una íínica solución del pro-E

blema (1.222), (1.223), (1.224), (1.225), (1.226j y se verifica la siguienteestimacmon:

2

~)IIir<n+;x’>,__ >+Z ¡¡v,(6 = ir, ~)I¡t<’(R+;xt1t
2)+

<=1
2

+ <¡pl!
2 ¡¡~~¡¡2

H<’(F+’1V2 ) + H<>(R+-W 2

= ,~2 (n+;w:
11<>2.2) + II <HO(Ik+W’>+2 + E

i=1

(1.227)

Demostración. Como paso preliminar, reescribiremos(1.222), (1.223), (1.224), (1.225) y
(1.226) en coordenadaspolares:

Or~ +7~+I vj\
5P k 1 02v,. Br r2 ae — 7) J~ (1.228)

ÁE~ (0~ ±O2vo ¿Ovo !~Er - ‘~0~ 1 (1.229)

rOO k Br2 r2 002 ror+ r206 7)

dr,. 17,.

rOO Dr

Obtenemosa continuaciónunasoluciónparticular de (1.222), (1.223) y (1.224). Como ya se
indicó en la Sección1.7, para teneren cuentala regularidaden tiempo, extendemosde manera
par las funcionesJ~, y,- y p para1 < 0. Denotemospor .F(r, O,w) la transformadade Fourieren
tiempode una cualesquierade estasfunciones. Recordemosla definición de la transformadade

Melli n

¿re- (b, O, w) rs /00 dr . rbF(r, O, w)

dondeb= iA+a— B y se suponea E iR, a# n+ 1 n=0
2’

Buscamossoluciones de (1.222), (1.223) y (1.224), que se puedanescribir de la siguiente

formria:

00
—<‘—2 cos(nO) (1.231)y,. rs ZVrn

o
00

r—.N <‘—2
rs ~ sin(nO)

o
00

— 1
p = >3?’cos(nO)

o

Usandoel hechode queel conjuntodefunciones{cos(nO),n rs 0,1,2, ...} asícomoel conjunto
de funciones{sin (nO) n rs 1,2, ...} son baseortonormalde L2 EO, ir] podemosescribir

00

.J~(r,6) rs 5$ncos(nO)
10=0

(1.232)
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00 mt
3e(r, O) =>3 Jo<. sin(nO) (1.233)

00 u,

j3(r,9) =2 >3 J3,,<cos(nO) (1.234)
n~U

Insertando(1.231) y la transformadadeMellin de (1.232), (1.233),(1.234)dentrode (1.228), mc

(1.229) y (1.230) obtenemos:

4 ¡ y—<> N u,

2 ~ ——«21 ( ——a( tn b
2—(n2+1) b2 j2n¿n+í) 1) —i )2in ,e- rs

¿-u /k
¿[3<>

u,
lo que implica

2n~ —b3 MP b . -—b2 >2 1 2b b4 ~29u2 2b2A-n4—2n2A-I y.

C
71) — b4 —2b ,* —b2 A-n44<’ ¿u b~ —2h >242 ~<‘M ~+n2 54 ~Q52 >2 ~52A-<’ -—----—a

4w>,2 ¡
<‘2 b —b3 ~<‘2 b—~2,S 1 1 e-Vr,,, — — b4—252n’—-b2A-n4A-n2 ¿U b4-—2b2n2—b2A-n4A-n’ b4—252<> —2A-n~A-n’ 1 .10<’) ( <1.235)—2 b 52 in ~2b~b2 ><2 ea ¿n 54 ~352<’2 —2 ±n~~,‘2 t~ ~~2b2<‘2 ~b2 ~f~n1++ 54 —25 <1 ~5>A-,)4<’?

Se compruebafácilmente que

e
-— 2b2n2 -— 9 + u4 + n2~ =KQ+ >1’ + u4)

1 2

paraalgán1<1>0 si a E lk,a#m2+ ~,m + ~ in=0,1,2 a

Dado el comportamientoasintóticoen el infinito de todoslos términosen (1.235> sededuce
que

(1 + ¡A¡2~A-1 + ¡n¡2~A-1)k~í~2 + (1 + ¡>12043 + u)2’-43) (~w”—2~2 +

< (1 ((1+ ¡>12’> + ¡n¡2’>) (L7~aÍ2 + + í + + ¡~¡2’>~-1~ jy-—a—1 2) (1.236) e

Tomandoahora los valoresde a =2— a~,2 — er
2, mnultiplicando (1.236) por (i + ¡~¡2o) e

integrandoen A, sumandoen u e integrandoen w obtenemosqueestassolucionesparticulares

satisfacenlas estimna17ionesen (1.227) para el tercer y cuarto términos a la izquierda. Las
estimacionesparalos dos primerostérminosseobtienen usandola desigualdadde traza (1.209). WC

Nóteseque la soluciónparticularquehemosobtenidono satisfacelascondicionesde contorno

(1.225)y (1.226). Podemosconstruirunasolucióndel problema(1.222), (1.223), (1.225),(1.226)

con 7, J3 =2 0 y la condición de contornoadicional

T½(v,.,VoÑ(ho,O) en yrsO,x>0 (1.237)

Estamosinteresadosen solucionesde esta formna ya que es este el tipo de términos que

aparecenen la trazade las solucionesparticularesde la forma (1.231).

Extendemosde níanerapar las solucionesy las fuentesa t < O tal y como se hizo arriba. e
Despuésde tornar la transformadade Fourier en tiempo buscamosuna solución de (1.222),
(1.223), (1.225), (1.226) y (1.237) en términosde la función de corrientecon la forma dadaen

•*

a
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(1.72). Argumentandocomo en la Sección1.3 obtenemosque los coeficientesA, B,CD tienen

la forma

rs m. (5±2) ATe-A-1 — ii;—a
405(5+1? 2

2c(5A-S)

1 ~~~~v±A-l+iwe-4

dondes rs sin ((D
t + a + ye rs cos ((iA + a + ~)w). Llevando(1.238)a (1.72), y agrupando

los factoresque estánmultiplicadospor /¿o<’, h,<’A-í y respectivamente,obtenemosdespués
de algunoscálculosdirectosla siguiente estimación:

2

2
dO =(1(1 + ¡>4) (AÍe-A-’ + A7A-

1 ) (¡e — ~¡2 + ¡~ — ~¡4) e2IÁI(6r)+

+(1(1 + ¡A¡)h —a~2 (¡e¡2 + ¡e¡~) e2131(6<fl

dondehemos usadola cancelaciónde los términosde orden másalto cuando¡>4 —* oc. Mediante

integraciónen O llegamosa

dOJ ¡ + + c”íJu ffje-—2 2dO =(1(1 + A¡)2~—5 k ~ 2 ¡~—aA-i 2) , + ¡A¡)’ ATj2 (1.239)

Tomamosahoralos valoresa =2 2—a,,2—a
2,y multiplicando (1.239) por ((1 + ¡A¡)

2w—2~~±s)x

(1 + Iw¡2<’), integrandoen Ay en w obtenemos,usando(1.57) y la transformadade Mellin de la

ecuación(1.228) con rs O paraestimarla presión,queestassolucionesparticularessatisfacen
las estimaciones:

2 H<’(fl+;14¿S
2) —

1¡¡ho¡¡t<’(n+x’>+1 + 2

>3 ¡Ih4~I?+.x.

(1.240)
Usandoel hechode que las solucionesparticularesque hemosobtenidoarriba satisfacenla

estimación (1.227), podemoscontrolar la normade h
0 en (1.240). Sumandolas dos soluciones

quehemosconstruidoa lo largo de estademostraciónobtenemoslas cotasenunciadasen (1.227)
parael tercery cuartotérminosa la izquierda. El restode términosse estimanusando(l.209).C

Como siguiente paso,necesitamosestimar los términos no homogéneosy las fuentespara

construir el argumentode punto fijo deseado.

Lema 1.19 Sean(t, p, f) y (¿e45,1) un conjuntodefuncionesque satisfacen

2

+ Ii<>(R+W>~
4 + >3 IV’~¡I2 <>~‘>+~ =L

¿=1 H(RVV<’
1<’2)

2

+ ¡¡i5I¡
2 + >3 ií~’~;¡¡2 < L
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,—- —‘ u,-
Denotemospor (J-, A’,) , l\Ji~ Ji-) los correspondicntcstérminos no hornoqéneosen las ecuaciones

-d -—
(1.188), (1.189), (1.190>), (1.191) y (1.192) cale-aladoscon (ip, f) y (¿e ,fr,f) respectivamente.

Existe L0 > O tal que para E < L0 se satisfacela siguientedesigualdad: e

21 ¡<~¡¡
2 ¡Ir’ ¿¡Iii C’(R+X’>

trí H<>(fl+;W
14<’2..4 + ¡¡J3¡¡

2 •>~-± + >3 - <>fl±<>21> =~¿rl

(2 ~ — W2 ) + — 4H<’(R+W’>+2_<>2’> + 2 2 a->3 flh~

¡ 2 2 N~ a-
<CL (j~f~ f~ H<>(l?+;XwÍi ) + fi — H<>(R+-W<’>.<) + >3 í¡w~ — jp~¡¡2

- i=1 fI<’(R+ 4j 1

Demostración. Es una consecuenciade la analiticidad de las funciones (J¿, h~) en las va—

nabíes (t,p, f) así como del hecho de que estas funciones son al menos cuadráticas en sus
argumentos,combinadocon las estimnacionespara los productos de funcionesque fueron de-

mnostradasen los Lemas 1.13, 1.14, 1.16 y la desigualdadde traza (1.209).ú mc

Dada f tal que fa, E 11<’ (IRA -;Xai,
02) denotaniospor (Ftp¿) la soluciónde (1.14)- (1.17).

Se siguedel Teorema1.6 tornandoJ¿ rs O, A’1 rs O y A’2 rs t~ la siguienteestimnaciónapriori:
mc

2

+ >11 II 1#I¡JJ(flflyU+2 =C IIfxI¡ijo~n+;xgjr~2> (1.241)
a

Concluimosla secciónprobandoumi resultadode existenciapara el problema(1.188)-(1.192)

paracualquierfunción f dadasuficientementepequeña(en algún sentidoque precisaremos).

mc
Teorema 1.7 Existe un ~o > O tal que, si ¡¡fxI¡IÍ<>(n+;x’>+’ =¿~, entoncesexiste una ónzca

solución (É, p) c [Íf(IR; I4ótt )~ >< ~ IRA-;w$j<’2~) del problema ¿1 188) (1 192) a

Además,esta solución satisfacela siguienteestimación:

2

— P1IIIIo(fl±w’>

42

1 + >3 H~’-~ — “
1’Il<’(f?+W’>~K) =(1¡Ifx¡lt<>(n+;x~t~

2> (1.242) a-
i~I

Dadas f y ¡tales que a

+ KflhI<>tI?+;Xgy~) <oc

mc

las rorrespondientessoluciones(t,p) y (
t~k) de (1.188)-(1.I92) satisfacenla siguiente est-

¿nación:
a

2 ¡2

=C> fa, Ir— ‘~~fI<’tR+;W’4, 02—I) + ~ pI-tv~ — wíí <>1<’?> (1.243)
a

Demostración. La demostraciónde esteresultadoes un clásicopuntofijo de Banachbasado
en las estimacionesdel Teorema1.6 y del Lema 1.19.~

WC

a

a.
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1.9 Análisis de la ecuación de evolución no lineal

En estasecciónconcluiremosla demostracióndeexistenciay unicidadde solucionesdel problema

(1.188)—(1.193)en el casoy% ~ O y en un marcofuncional adecuado.Más precisamente,probare-

muosexistenciay unicidad de solucionesde (1.188)-(1.193)en el espacioV H~A-~([0, +oc) ; Y)

donde Y rs ~ para unaelección adecuadade s1y ~2 que seráprecisadamás tardey donde
el número8 > O es pequeño.

1.9.1 Los problemas lineales no-homogéneos

Encontraremosestimacionesparala solucióndel problemalineal y paraeí problemano—homogéneo
en espaciosque involucran tanto la dependenciaespacialcomo la temporal. Estasestimaciones

serancrucialesen el análisis del problemano-lineal.

Usamos la siguiente notaciónpara los espaciosde soluciones,datosiniciales y términosno-

homogéneos:

Urs ir (EA-;»)

Y X2A-
25VV — s~,s

2A-28

dondea rs ~+¿,si rs O,~2 rs ~+¡p¡—óen elcaso¡
3u<zGya rs 1+6,si rs ~—-p+<5,s2=

lplen el caso¡3o > 0. <5 es un númeropositivo pequeñomenorque -y
La ecuaciónde evolución (1.193) se puedereescribir como

A rs t3í,y — /3ofa, + f,.tva, — (w~ — vi,) (1.244)

dondela función t es la obtenidaen el Teorema1.7 y v~ es la solucióndel problemalinealizado

(1.14)- (1.17). Podemosescribir y
1 en función de f mediante(1.65). Por tanto, (1.244) se

convierte en
a (00 /r’\~ fr

donde,de (1.241) y (1.242) se deduce

Es entoncesnatural estudiarla siguienteversión no-homogéneade la ecuación (1.92).

a ¡“e- /r\~ f,

.

ft—Iiofr=yV..] r< (1.247)

f(r,0) rs fo(r) (1.248)

dondej(r, t) en un término de fuenteapropiado.

Teorema 1.8 Seafu e Y y seaj(r,t) una función definida en IRA -xIRA -ytal que

¡<j(r, 0)flw + ¡¡j¡¡~ < ce
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u,Fuloncese’ iste una ánca solución de (1.247) con dato inicial fu(r) y tal que

l¡frHu < ce

Además.exi,~te una constante(1 tal que mt

IlfrILu =(1 (¡¡fu¡lv + ¡li(r, ~)l¡~~+ ¡¡11V)
Demostración. Teniendo en cuenta que hemnos definido en la Sección 1.7 los espacios u’

H<>(IR; Y) medianteuna extensión par en tiempo (ver fórmula 1.216) es natural considerar
la función f(r, t) definida como f(-r, .) rs P(f(r,.)) donde P es como en (1.216). Nóteseque

a-
podeniosobtenerfácilmente una expresiónparala transformadade Fourier de f en t como una
función de la trausformuadade Laplacede f. Escribamosla transformadade Laplacede 1 como

E(r, z) rs f dI~ ez¿f(r, t) a

y la transforníadade Fourier de ¡como

1 ¡‘00 tf dt . eiwtf(r, t)
2w J-—

00

Un calculo sencillo muestraentoncesque e

2
F(r, w) rs — Re (F(r, —-iw)) (1.249)

Ir
De maneraanáloga,si denotamospor f la extensiónimpar en tienípode f(r, t) , y F (r, w)

su correspondientetransformadade Fourier en tienípo. se tiene que

2 a
E (r,w} rs -—-i . Im (E(r, —iw)) (1.2-50)

ir

Tomandola transformadade Laplace de (1.247) y denotandocon letras mayúsculastodas

las transformadasde Laplacededucimos WC

zE(r, z) rs —
1v. E. 100 dF< F,.G~, z) (S 71+/loEÁr, z)— J(r, z)+fu(r)

2w Jo\r,/r—-¿
que podemosescribir corno

(A — <E rs J(r, z) — fo(r) (1.251)

dondeel operadorA ha sido definido en (1.93)

Podemosresolver la ecuación (1.251) exactamnenteigual a como se hizo en la Sección 1.4.
Estoimplica la siguientefórmula

(F,.)~(k,< rs cosórp)CrútS 1 (r(k)q(A’ z)(IIfo — II J(k zfrl rs (1.252)

a r~(k)q~(A’, z) Ps

ft1,r + A
2,,.

Ka,,. y 1<2,,. correspondena los dos términosdentrode ()A -respectivamente,

Definimos las funciones k1(r, t), k-ft r, 1) tales que ka(O) k2(0) rs O y A’~,,.

A’2,r rs F (A’~,.) (donde~ es la transformnadade Fourier inversay todaslas letrasmayúsculas
denotantransformadasde Laplaceen tiempo). Las estimacionesde las funcionesA’~ (r, t). A’2(r, t), mc

necesariasparala construccióndel argumento(le punto fijo que demuestrela existenciay uni-
cidad de solucionesdel problemano lineal completo son el objeto de los dos siguientesLemas.

a,

nf
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Lema 1.20 Sea f~ E Y . Se verifica la siguienteestimaciónpara A’í~r, t)

Demostración. Por definición de la normaen el espacioX tenemos

2¡~A’i,r¡tt ¡A’1r¡¡
12(n+z4 + ¡tA’1~r¡¡i2(R+;z4 L2(R+;Xr+ D~ A’

1,,.2 oj+IpI—~’11 + 12 + 13donde f( es la extensiónpar en tiempo de K1.
Definamos

~—8

A~(k,z) = 1 (z)ij + (z)4A-
5

(1.253)qA-(A’,z)(A’Q&+(k)4

y
B(k,z) =<p(A’,z) (1.254)

Entonces,aplicandoel Lema 1.4 e integrandoen z concluimosque

It

Porotra parte,la estimación (1.94) implica

<c400 áí

dondeA es comno en (1.93).
Usandola fórmula (1.129) para AP y tomandoA~ y B como en (1.253) y (1.254) respecti-

vamentededucimospor el Lema 1.4 que

‘2 =

Definamoscomo kí(r, t) la transformadade Laplace inversade Kí(r, z). Por la definicion

de la norma en el espacioU tenemosque analizar la regularidadde la función A’i(r,t) quees la

extensiónpar en tiempo de A’~. Nóteseque A’
1 resuelvela ecuación

= AA’1 (1.255)

con dato inicial fu . Estamosinteresadosen este puntoen estimar la derivadatemporalde A’~
que resultaser

(Aj rsA’tt (1.256)

donderecordamosque (.) denotaextensiónimpar en. Denotamospor A% (r,w) la transformada

de Fourieren tiempo de A’í. Tomandola transformadade Fourieren tiempode (1.256) y usando

(1.250) así como (1.255) deducimosque

iwkj¡ rs Im (AK1 (r, -iw))
Ir

(1.257)
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Nótesequeel Lerna 1.11 implica

AK1(A’, —iw) = cos(wp)e”>~>
(—ik)r~(A’)q~ —iw) (r<A’) (—ik)q<k, —iw)-y(k)fo)

Derivando (1.257) con respectoa r, tomando su transformnadade Fourier en la variable

espaciale introduciendoel resultadoen (1.258) obtenemos

1
iwK1,,. =2 i cos(wp)e<’P’

-— - r~ (k)q-j- (A’, ——i~’) (r.. (A’)q (A’, —iw)(——iA’»y(A’)fo(A’)) A -—

(rÁk)qÁk. iw)(—iA’)y(A’)fo(/c))

Definimos a continuación
1

(1.259)

A~(A’,+iw) rs
q~(A’,±iw)

1 +
B(A’, ±iw)= q—(A’, +z) +

2

Paraestimar (iw)3,. K1,,.
u,

usamnosel Lemna 1.4 con las eleccionesde AA-, B dadas

arriba. Integración en w y la fórmula de Planclíerelconducena

r4fl
y

2r~+3-4-IpI

Lema 1.21 Sea j(r,t) una función definida en IRA -)<IRA -ytal que

¡¡j(r, 0)1kv + ¡LI¡¡u < ce

Entoncesexiste una constante(1 tal que

J¡A’
2,,.¡¡~, =(1 ([¡j(r, 0)¡l~±~+ ¡li¡¡u)

Demostración. Necesitaniosestimar

2

rs ¡¡A’2,,.[¡
2 5- +

Para acotar J
1 consideramos

1A~(A’,z) rs

~ z)

B(A’,z) rs qjA’,z)

(1.260)

(L26y~

mc
y aplicandoel Lema 1.4 se sigue que

(1.262)
L2(fl±;XI

1 UI Utl d ~dd tU. ¿3414 e~L111I4L ~2 Uhul IL>IlHUb

a

(1.258)

mt

mt

e

a

a

a

a

e

a

- x%~)
—-ji + J2

e

a

a

mc
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1A-S
(—iz)t (1<2,,.

-2 1
)~(A’, z) = cos(rp)e”>9>—-r~(A’)q~(A’, z)

5-+8
z)(—iz)t HJ(k,z)j

-2
= cos(rp)erP>~

a r~ (A’) q~ (A’, z)
( — (A’ z) (—iz) g-~

~—8
(—iz4

Usamosahora la siguientefórmula clásica para la transformadade Laplacede una función

zF(z) = G(z) + f(0A-)

dondey(t) rs ft(t) y entonces

(A’ z) rs cos(Irp)e<’Pti 1(~iz)4A-8(K
2r)~ , u r~(k)q~(k, z) +

(—zz)~ ~

-2 71
+ cos(wp)CrPt~

a r~(A’)q4 (A’,:)
(r. (k)q4A’, E Li,,. + L2,,.

dondeF(k,t) rs kk,í).
EstimamosC~ definiendo

1
A~(A’,z) ~1~(A’w< 1 + (k)f

B(k,z) rs q..}k,z)

y aplicandoel Lema 1.4 de la forma usual. El resultadoes

¡¡Éi,r¡¡~ =& ¡¡j(r, 0)¡¡w (1.263)

Para estimar £2 definimos A~ y B como en (1.260) y (1.261) y aplicamosel Lema 1.4 de
nuevo. Entonces

00 ~(A’,z)~

.1100dz

fi A(

<

(00 2 +lpI—

¿

< ~L-00 dz (1.264)

donde s rs É~ y S es la transformadade Laplaceen tiempo de s.

Usando(1.262) y (1.264)en el Lema 1.18deducimosque

(1.265)

~~:~)

JuntandofInalmente (1.265) y (1.263), el Lema 1.21 quedademostradoD
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e--
1.9.2 Demostración del teoremade existencia y unicidad de soluciones glo-

bales

Como pasofinal procedemosa resolverel problemano lineal (1.244).

Teorema 1.9 Seafo E (100(IRA-) Existe su > 0 tal que, si l¡foi¡v =su , entoncesexiste una

un:ca solución dcl problema (1. 244) en el espacíoU.

Demostración. Denotemoscomno £(j) la solución f(r, t) del problema(1.247) y (1.248).

Usando(1.245) podemnosescribir el problema(1.244) como
a

frs £(Q[f]) (1.266)

El operadorde la derechaen (1.266)escontractivoen {f : ¡fJ¡<¡ < Sol con la norma ¡O,. (.)}Lí

sí 5u es suficientemnentepequeño.Estosededucea partir de (1.246) y del Teorema1.8. Un punto a

fijo de Banachclásicopruebael resultado.E
Se puededemostrarun Teoremasimilar parael casoI~o > O empleandoel mismo arguníento,

pero usandolos espaciosdefinidos al conrienzode la Sección1.9. mc
El comportamientoasintóticodetallado cercadel puntode contactoen el caso~ ~ O viene

dado por el siguienteresultadode regularidadparalassolucionesdel problemano lineal obtenidas

arriba: a

Teorema1.10 Seaf(r, t) la ñnica solución del problema (i.1)-(1.13>) obtenida en el Teorema
1.9. Entonces

e

f,.(t, t) a(t)ri~’ cuando r -—* O si ~o < O

f4r, t) a(or1P cuando r —* O si /Yg > O
a

con a(t) y a(t) funcionesacotadas.

Demostración. Nos concentramosen el casop < O (el casop > O es análogo). Escribirnos

la solución de (1.244) en la forma (1.252).tenemosen cuentala estructuracuadráticacerca del a
origen del término no lineal j rs — (u~ — vio) en (1.244) (y su regularidadpor lo tanto) y

llevarnos a cabo un análisis similar al de los teoremas1.4 y 1.5 para concluir que los términos

no linealesañadena la solución lineal una contribución de la forma a

Si Bu < O

en primer ordencercadel origen, con

1(t) =2

mc

De forma análogaa (1.176) tenemos

1: d¿q~ z)r (~9HJ = d¿ (¡C + ¡>~¡2s+2) ¡2) ~ a
con s > ¡p¡ —

Podemosentoncesescribir a

suph-(t)12=(1 ¡y(t) ¡1 =(1<1<_>+~ =E ¡<14 ~ _
___ [U (Id;X2 1

e

con y > O y tal que ¡p¡ + y rs 2 (<p¡ — 6); es decir, fl =2 {p¡ — 26 dondehemuosescogido6 como en
los teoremasprecedentesy hemosusadoel Lema 1.17 paraestimarlos términosanalíticos.2

a

a



Capítulo 2

Análisis de la evolución de la

superficie de tubos fluidos finos

2.1 Introducción

El problemade la evolución y de la rupturade los tubosfluidos paraformar gotas ha sido estu-
diado desdeel siglo XIX. Los orígenesse puedenencontraren los experimentosllevados a cabo

por Savart (ver [50]), quien observóla tendenciaespontáneade los tubosfluidos a fragmentarse
en gotas. Platean (ver [44]) atribuyó la inestabilidad que da lugar a la ruptura a la tension
superficial. El primer estudioanalítico del problemase debea Lord Rayleigh (ver [47]) quién

analizó la llamadainestabilidadde Rayleigh quedescribiremosacontinuación. Consideremosun
fluido perfectoincompresiblequeocupaunaregión axisimétricaQ(t) sobreel queactúanfuerzas

de tensiónsuperficial y supongamosademásque la gravedades despreciable. Las ecuaciones
que gobiernanla evolución son las de Euler acopladascon la condición de equilibrio mecánico

en la interfase (es decir, la presión se cancelacon las fuerzasdebidasa la tensiónsuperficial) y
la condición de que la interfaseseauna línea fluida:

—> 1

~~áy~+(v .Vyit=—-—Vp en Q(t) (2.1)/3

en (2(t) (2.2)

junto con la condición de contorno

p = crí! en 0(2(1) (2.3)

dondea es el coeficientede tensiónsuperficial y II es la curvatura media de la frontera libre

que se puedeescribir, parasuperficiesaxisimétricasy en términosde la distancia 4(z) de cada

puntoal eje, corno

1 33
2h

__________ 8:2

hI~ (w7 — (1+ (2.4)

Nosrestringiremosaestudiarsolucionescon simetríacilíndrica. La simetríacilíndrica sugiere

la introducciónde las coordenadascilíndricas (z, r, 6) e implica que la componenteO de cualquier

73
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t
vector se anula y que podemosrestringirnosal análisis de funcionesque dependenúnicamente

en r y z.
lina muasapuntual situadaen un punto de la frontera libre se moverásiguiendoel campode

u
velocidadesen esepunto paratodo tiempo. Tendremosentoncesque

VN rs

u
donde~Nes la velocidadcon quesenínevela fronteraen sudirección normal,o equivalentemnente

dA’ Oh
u,rs y>. — va,.~— en 0(2(t) (2.5)

La teoría de Rayleigh describela evolución de las pequeñasperturbacionesde la geometría
cilíndrica realizandola aproximnaciónlineal de la ecuación de evolución, En concreto,si tras a

linealizar las ecuaciones(2.1), (2.2), (2.3), (2.5), buscamossolucionesde la forma

7* =2 V(r)e\¿A-ik u,

a
p rs — + P(r)eÁtA-ik

1?
A’ rs R+AeÁ~A-ik e

sededucela siguienterelación de dispersiónque fue obtenidapor primera vez por Rayleigh
nf

k(1 — A’2 fl2)í1(A’R)
Á(k) ± Iu(A’R) (2.6)

u

dondeIo(x) e 11(x) sonlas funcionesmodificadasde Besselde órdenesceroy uno respectivamente
(ver [1]).

La relación de dispersión (2.6) constade dos ramas. Parafrecuenciasbajas (¡A’¡ < R’) a
ambasramasson realesy de signosopuestos.En particular. una de las mismases positivay da

lugar por tanto a una inestabilidadquese denominainestabilidadde Rayleigh. Parafrecuencias

¡ A’¡ > fl~ las dos ramasde (2.6) sonimaginariaspuras. Rayleigh evaluó la posición del muaximo a
de la función A(A’) es decir, el modo másinestabley a partir del valor de A’ en el que se alcanza

calculó su longitud de onda L~<’ax:
mc

2w
Lmax = kniax rs 4’508 x 21?

un valor que es del mismo ordende magnitudqueel tamañode las gotasobservadopor Savart.

La inestabilidad de Rayleigh es la causaque explica la ruptura espontáneade tubos fluidos
finos para formar gotas. Es imnportanteobservarsin embargoque el análisis realizado es un

análisis linealizadoqueno sirve paradescribirla dinámicadel problemade fronteralibre cuando
la deformacióndel tubo seaimportante.

Los resultadosque acabarnosde referir conllevan la suposiciónde viscosidad nula (fluido
perfecto). En el casoen que la viscosidad no sea despreciablees posible realizar un estudio a
análogo,aunquetécnicamentemáscomplicado,queda lugara los mismosresultadoscualitativos.

Las ecuacionesde evolucióíí que describenla dinámicadel fluido son las de Navier-Stokes
a

07* 1
+ (7*. V)7* =2 —Vp+vA y en (2(t) (2.7)

p
e-

a
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en (2(t)

junto con las condicionesde contorno

rs —crHn~ en 0(2(t)

donde (Ti) es el tensorde esfuerzos.
(Ti) viene dado, en coordenadascilíndricas y bajo simetríacilíndrica, por

(Tj})rs (Tzz
Trji+ ( _2dv~_

JUr+dvz

Br Dv

,

2~ ¡
Dr ¡

donden~ es la componentei-ésimadel vector normal a 0(2(t)

= (ira,, u,.) (—~,í

)

La ecuaciónquedescribela evolución de la fronteralibre siguesiendo (2.5).
El sistemacompleto se puedereducir vía un adecuadoreescale,a un sistemade ecuaciones

análogoperodependiendosolamentede la siguientecantidadadimensional:

Oh= vy7i
2aR

queseconocecomo númerodeOhnesorgey apareceen las ecuacionescomo unanuevaviscosidad

efectiva. El sistemaes entomices

~»i~+(7*.V)7*= —-Vp+OhLt

V.itrsO en

junto con las condicionesde contorno

T0n~=—Ifn5 en O0o(t)

en (2o(t) (2.11)

(2.12)

(2.13)

donde H es la dadapor (2.4),

(2~_(Ti) = —pr + Oh Dr Dv

.

t~ Dr

~_

2 Dv,. )
y Q0(t) es un dominio axisimétricode seccióntransversalcaracterísticaunidad.
evoluciónde la fronteralibre sigue teniendola forma (2.5).

En esecasoes posible hacerun análisis similar al que realizó Rayleigh para

(2.6) y el resultadoes la relación de dispersióndadaen forma implícita por

(2.14)

La ecuaciónde

la obtenciónde

(2.8)

(2.9)

(2.10)

~l0(A’)A2
12A’J’’k~ 4A’2k’ 1

1(k),j\ 1+ — /c2 +kt21(k911(k)) A — 20h2( — k2)k2+k,211(k)= O (2.15)
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ucon
A”2 =.-\ + /c2

Aunque la relación de dispersión (2.15) es habitual en la literatura (ver por ejemplo [39]) no

es fácil encontraren la misma unadescripcióndetalladade todas las ramasA rs MA’). Dicho

análisis se ha incluido en el apéndiceA por convenienciadel lector. Existen infinitas ramas
A rs A(A’), peroel resultadoprincipal es cualitativamentesimilar al obtenido parala relación de
dispersiónde Rayleigh: de entre todas las ramasdefinidaspor (2.15) existe una única inestable

para ¡k¡ < 1 y la región ¡k¡ > 1 es de estabilidad.
El tratanijentoanalíticodel sistemadeecuacionesen derivadasparciales(2.11), (2.12), (2.13), a

(2.5) no es sencillo. Porello diversosautoreshan propuestoestudiaresteproblemaen diversos

límites asintóticos(ver por ejeníplo [12], [13], [34]. [37] ,[42] o [43]). El límite más usual corres-
ponde a tubos extreniadaníentedelgados. En este límite el problemade frontera libre (2.11), mc

(2.12), (2.13), (2.5) se puedereducir a un sistemade ecuacionesen derivadasparcialesparados

cantidadesescalaresh(z, t) y v(z,t) quedescribenrespectivamnentela altura de la fronteralibre
y la componentez de la velocidad y que dependensólo de ¡a variable espacialz. a

Presentamosa continuacion,amodode ejemplo, la derivaciónrealizadapor 3. 11. Keller y Lu
Ting (ver [55]) de ¡mo de estosmuodelossimplificadosen el casoparticular de un fluido perfecto.

La hipótesis esencialque se realizaen la derivación de estetipo de modelos“unidimensionales”
esque las longitudescaracterísticasen la dirección del eje de simetría-son mucho mayoresque la
secciontransversaldel tubo. Escribamosel sistema (2.1), (2.2) en coordenadascilídricas r,6, z:

u

dra, óva, ¿)v= Op
rs

¿II 0z Dr O:
dv,. Dv,. Dv, Op u
¿fi +V:y-+% Dr

Ovz4vr~v>. rs

O: Dr y e

e introduzcamosla nuevavariable r rs ev así como la nueva función y,. sE,. donde c es una
longitud característicapequeñadel ordendel diámetrodel tubo. El sistemase reduceentonces,

en <=1límite e —-4 0, a

Dra, Dra, _ Dv-. Op
+ v-.——-- + y,-— rs0z 0i O:

0 rs Opay:
Dra, br’,. y,. a,

rs O
O: Dr y

cuyasolución, teniendoen cuentala condición (2.3) y en el gradode aproximaciónrealizado,es a

va,(7,z, t) rs ro(z, t)

t’o,a,(z, t)F e
v,.(F,z,t) — 2

1
p(F,z,t) rs e,

h(:, t)

donde uo(z,t) satisfacela siguienteecuacionen derivadasparciales:

e

a
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bm’u 0v0 _ 1 Oh (2.16)

Porotra parte, la ecuación (2.5) se reduce,en estelímite, a

Oh Oh bOu0 (2.17)

‘E + ~
0E iR

En [553se estudia una familia completade solucionesautosimilaresde (2.16) y (2.17) que
dan lugar a rupturaen tiempo finito.

La deduccióndel límite asintóticounidimensionalen el casoen el quesepreservala viscosidad
es algo distinta y será hechaen detalle en la segundaSeccióndonde deduciremosel siguiente

sistemade ecuacionesen derivadasparcialesparavo(:, t) y h(:, t):

0v
0 Ovo 1 Oh IO(h2Ovn’%\

ji +Vo—=———+ PL5’ (218)
O: h

20: h2Oz\)

Oh + Oh bOu
0 (2.19)

0: 20:

donde ji es un parámetroreal positivo.

Este sistemade ecuacionesha sido obtenido por diversosautores(ver por ejemplo [13), [14]

y [39]).
En este Capítulo abordaremosel estudiodel sistemade ecuaciones(2.18) y (2.19) en dos

casoslímites del mismo: el límite ji = o (quecorrespondeal sistemade [55]) y el limite asintótico

ji —* ce. Se describirán diversos mecanismosde formación de singularidadesen amboscasos.
Paraello introducimosmétodosde integraciónexplícita usandounaformulaciónen términosde

coordenadaslagrangianas.

A continuación describiremosen detalle el plan de este Capítulo. En la segundaSeccion

deduciremosde forma detalladael problema(2.18) y (2.19) a partir del problemade frontera
libre (2.11), (2.12), (2.13), (2.5) medianteadecuadoslímites asintóticos.En la Sección2.3 obten-
dremosuna reformulacióndel sistema (2.18) y (2.19) usandocoordenadaslagrangianas.Dicha

formulaciónjugará un papel esencialya que en los límites asintóticosji rs O y y rs ce podemos
llevar a cabo integracionesexplícitas. En la cuarta Secciónestudiaremoslas cuestionesde exis-

tenciay unicidad locales del sistema. En la quinta Secciónabordaremosel análisis del sistema

(2.16), (2.17) quecorrespondeal límite asintóticoji rs 9 del sistema(2.18), (2.19). En particular
sediscutenen detalle diversosmecanismosde rupturade tubosfluidos paradicho problema. En

la Sección2.6 analizamosel límite de viscosidad elevadaque correspondeformalmentea hacer
ji —* ce en (2.18) y (2.19). En la Sección2.7 seestudiaun sistemaparecidoa (2.18), (2.19) que

se obtienecuandose realiza el mismo tipo de aproximaciónunidimensionalen el problemade

fronteralibre (2.11), (2.12), (2.13), (2.5) y los efectosde la tensiónsuperficial sondespreciables.

2.2 Límites asintóticos distinguidos

El problemaqueestamosconsiderandodependede variosparámetrosfísicos quesonla densidad
p, la viscosidadcinemáticau y el coeficientede tensión superficial a. Supondremosademásque

los datos iniciales dependende dos longitudescaracterísticasque son el diámetro transversal
D y una longitud característicaen la dirección del eje del tubo L, así como de una velocidad



78 2 Análisis de la evoluciónde la superficie de tubosfluidos finos

mt
característicaU Si recordamosque las magnitudesfísicas fundamentalesson tres: masa,longi-

tud y tiempo, es fácil concluir la existenciade un reescaleque deja el sistemaen función de 3
parámetrosadimensionales. e,

El reescaleen cuestiónes:

1 U - z ~v,. D r
mva,y-5va,. prs p, rrs~ (2.20)

1) L U pU
2L2

y los parámetrosadimensionalesson: el númerode Ohnesorge

Oh=2 vv/ji
cli)

quese puedeconsiderarcomo unamedidade la intensidadde lasfuerzasdeviscosidaden relación a

a las fuerzasde capilaridad,el númerode Weber

pU2D
Wc rs

a

que mide la relación entrela energíacinética y la energía elástica, y un parámetro característico
u,

L
“½

que niide el tamañode las perturbacioneslongitudinalescon respectoal diámetrodel tubo.

Obtenemosasí, omitiendo tildes, el sistemade Navier-Stokesque reescribimosen la forma
siguiente

mc
1 (0v. Oua, Ova,’\ lDp Oh (ldíDvfllO2va,’\

L— + w—---— + va,—) rs —---~— + 1——Ir—— l+——z--———l en (2(t)\Ot dr ¿Li ~102 Wefl>2 VOr dr in=0:2}
a

1 /0v,. 0v,. Ov,.N Op Oh (10 /Dv\ 1 02v,. u,.
(ej- + v~—g-+ v~-y-) = -~ + We~n2 y—y yr~) ~~-¡jyr - -i) en (2(t)

10 0v, —
Or (rv,.) + ——~ rs O en (2(t) (2.21)O:

dondea partir de ahora(2(t) seráun dominio axisimétricocon radio característicodel ordende

la unidad y con variacioneslongitudinalescaracterísticasdel orden de ]a unidad. mc
Las condicionesde contornoadquierenla forma

1 mc
L-g ng = 2W fin

1 cmi 0(2(1) (2.22)

con
1 A”’ mc

Hrs 3

A’ (1 + h~

2/?

72)r ~2 (1 + A’t2/172)r

y mc
Oh ( 28v.- 182’.- +D2~

(T¿g) rs ——P
6u + k ~ Dr ?jDa, 8

Weln2 nD¿+17t 2~’ )
La ecuaciónde evolución de la fronteravienedada por u-

= y,. — va,A” (2.23)

mc

a
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Los datos iniciales, ahoradel orden de la unidad,son

rs 0) =

:, t rs 0) = h2(r, :)

—-4
dondehemosde imponer div(h2) rs 0.

Interesaaveriguarqué ocurre en cadapunto de esteespaciode parámnetros.Nosotrosbus-

caremnosemm estasecciónalgunoslímites asintóticosdistinguidos.
El límite unidimensional: Oh——* ce, 17 -4 ce

El primer límite queestudiaremoses el detubosextremadamentefinos (D << L). Si tenemos

en cuentael reescaledado por (2.20) vemnos que estasituación se correspondecon Oh —* ce y
i> —* ce. En el orden muasbajo el sistema(2.21) se reducea

10 ¡ Ova,\
rs 0 (2.24)

8va, 10
rs OO: rOr

dondeji = (Web>2/Oh) p. Las solucionesdel problema(2.24) acotadasen el origen son

va, = vo(:,t)
1

= 2

ji rs po(:,t)

Las condicionesde contorno (2.22) en los órdenesmás bajos son

8va, (2.25)

-¿y—rsO enr=h(:,t)

1
— v¿(z,t) rs — m en r rs h(z,t) (2.26)

Oh~ Werh
La primerase satisfacetrivialmente y de la segundase obtieneji. La función u0 (z,t) queda

indeterminadaen esteorden. Es importante observarqueel limite asintóticoconsideradoesmuy

singular, ya que la condición de contorno (2.25) sesatisfacetrivialmente para cualquier solución
de la ecuación(2.24). Como consecuenciade estoseránecesarioacudir aórdenessuperioresde
desarrolloasintótico. No entraremosen un análisis matemáticoriguroso de estepasoal límite

que por otra partese usa frecuentementeen la literatura (ver [12], [13], [14], [39],)

Buscamosa continuacióncorreccionesal primer orden en potenciasde 172• Más concreta-

mente,introducinios

va, rs

u,- rs

rs ~ (po(z,t)+p/17t
Wer 172 ‘‘
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en el sistemade Navier-Stokesparaobtener,en el ordenmás bajo,

Oh ( ¡ ‘
Oh 10, OiR

yo,, + u0u0 — P~ + y —— y— 1 + vM (2.27)
We{172 r Dr Dr ¡ 1

1 1 Oh 0» Oh (10 ¡ Lv”’ — e2:28)
+ ~v& —vovu) r = wffi y + We{n2 ~—yr Yt) — 2

e17 mt

0: r0r

De (2.27) y (2.29) se deduce

va, rs v2(:, t)r
2

rs
4

dondeu
2(:, t) es unacierta función quese puedecalcularen función de vu(:, t) y pu(z,t) apartir

de (2.27).

De (2.28) obtenemos
ji = p2(z,t)r

2

Las condicionesde contornoseránen el orden inferior

1
2v

2r — —var — .3A”v¿ =2 9 en r rs 14:, t) (2.30) —
2

1
rs en r h(:, t) (2.31)

Oh. We~h mc

La ecuaciónde evolución es

A’, + v0h’ rs —iv¿A’ (2.32)
a

De (2.30) y (2.31) deducimos

1 A”
= —y0

1
Pu rs —u¿(:,t) +

Oh We}h
e

que introducidos en (2.27) conducea

y0,, —i-uou¿= 1 A” Oh +3vg) (2.33) e
WeP+We~n2

Fiemos llegadoasí al siguientesistemade ecuacionesen derivadasparciales:
e

yo,, + uov¿ = W& 1h’ 1 (2.34)+ ~ (írv¿)’

1 mc
A’, + u0A” rs ——r4lr (2.35)

2

donde ~í = Este límite lo denominaremosunidimensional y al sistemade ecuacmones o

(2.34), (2.35) sistemaunidimensional.En los parámetrosy y We podemnosidentificar tres casos
límite interesantesque son los quecomisiderareinosen este capitulo:

e

e
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1.- Límite unidimensional perfecto(ji rs 0, Wc = 1).
2.- Límite unidimensionalde Stokescuasiestacionario(ji rs ce, Wc = 1). Introducimos

A’ rs ji1h para obteneren dicho límite el sistema

E’ 1 —2,~
(hvu) (2.36)

A’ A’

A’
7 + v0E’ =2 —

1vg (2.37)
2

que es el (2.34), (235) ignorandolos términosque provienende la inercia.

3.- Límite unidimensionalsin tensiónsuperficial (Wc —* ce).
El límite unidimensionalhasido frecuentementeestudiadoen la literatura- En [34], [37], [42],

[43] aparecenintentos de formalizar una teoría unidimensionalconsistentepara el problemade

lostubos fluidos haciendociertassuposicionesad hoc. Es en [6] y L23] dondeapareceunaprimera
justificación. Estasecuacionesse han usadoposteriormentepara resolvercuestionesrelativasa
la formación y el control de gotas secundariasen [7], [8], [9], [10] y a la evolución de puentes

líquidos en [38].
Siguiendoel modelo perfectooriginal de Rayleigh,en [55] se deduceun límite singular uní-

dimensionalque es precisamenteel dado por (2.18) y (2.19) con ji =2 0.

2.3 La formulación Lagrangiana del sistema unidimensional

En esta sección describiremosuna nueva representacióndel sistema unidimensional para la

evolución de la frontera libre de un tubo fluido en términos de una única ecuaciónen derivadas
parciales. Esto se hará escribiendolas ecuaciones(2.18), (2.19) usandola representaciónLa-

grangianaen lugar de la Euleriana.

En la especificaciónLagrangianadel estadodinámicoen el interior de un fluido, estudiamos
la evolución de un punto material. Asignamosa tal punto su vector posición 7* en el instante
inicial to y consideramostodacantidadF como unafunción de 7* y el tiempo t. Las coordenadas
z~ son tamnbién funcionesde 7* y t. Las componentesde la velocidad u~ y de la aceleracióna~

estándadaspor
02:¿

= —~- , a~ — (2.38)

Recordemosque el sistemaunidimensionalse puedeescribircomo

(A’2» + (uh2)a, = 0 (2.39)

ha, 1 ‘2~

vi + vva, rs ~ + p~y~ ~hu~) (2.40)

y queestásujetoa dos condicionesiniciales

h(z,O) = ho(:)

v(:,O) rs vo(:)

Supondremosque las funcionesA’o(:) y uo(:) son suficientementeregulares,que existe

hm A’o(:) rs f=j
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y que

hm vo(z) rs 0.

La solución de (2.39), (2.40) que buscamosdebe satisfacer también v(:, t) ——*0 y una
~zl—+oo

condición de estacionariedaddel perfil h(:, t) en el infinito y que nosotrosexplicitamos ím-

poniendo

ho(z) Ia,L—*cc

En primer lugar resolvemosla ecuación(2.39) para un campode velocidadesv(:, 1) dado.

Definimos la familia de curvas característicasz(s.t) como las solucionesde

d:(s, t)
_________ — v(:(s, t), t)

dt

uy

u

(2.41)

:(s,0) = 5 mc

Si derivamoslas expresionesanteriorescon respectoa s a t constanteobtenemos

e.
d:, (s, t

)

dt
(2.42)

0:
z~(s.0) = 1 a

SeaC(s, it) rs A’2(:(s, it), t):~(s,t). Evaluamossu derivadacon respectoatas constantepara

dG(0h2
+ lAr,, = (t~2 Oh2

+ v+ A’——I :~ =0
O: 0:)

dondehemosutilizado (2.42) y la ecuación (2.39). De (2.43) concluimosque O es constantea

lo largode las característicasy por tanto, usando(2.42) llegamos finalmuentea la ecuación

A’2(s,0) rs A’2(:(s,t),t):,(s,t)

(2.44)A’2(:(s, t), t) — h2(s,0

)

:~(s, it)

quejunto con (2.41) nosda la soluciónde (2.39) para un campode velocidadesv(:, 1) dado.

e.

a

u’

aLa ecuación (2.40) es de tipo convectivocon fuente. Se puede escribir como

dv _ lOA’ 1D(

dt
(2.45) a

En térmimiosde las características,la ecuación(2.45) es

du(:(s,t),t) _ 0 1

dt
+ji7 h22R)

mc
(2.46)

v(s, 0) rs -co(s) u-

el campode velocidadesen t rs O.

a

a,

r

deducir

y de ahí

a
(2.43)

con

a-
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Teniendoen cuentaque 0a, = ±-Qy eliminando A’ de (2.46) mediante

siguienteecuacionen derivadasparcialespara

(2.44) obtenemosla

:8(s,t) 1 0
= >Uh2(s O) z~(s, it) Os

h
2(s,0) 02:

5 C IR, it > O

con condicionesiniciales

z(s,0) = 5

:4s, 0) — uo(s)

Sobreu
0 imponemnosla condición

v0(s) —*0
5—1-+ 00

quecorrespondea un fluido estacionarioen el infinito. Impondremosla condición de anulación

de la velocidad en el infinito para todo instante, queequivalea

z¿(s,t) —*0
5-4+ 00

(2.47)

Introduzcamosla nuevavariable espacials’ rs f¿ A’
2 (E> O)dE, en término de la cual llegamos

a la siguienteecuación

— (—~~) 5>5’
rs —ji (h) ~

5 eJR,t=0

para u = :~‘. Las condicionesiniciales son ahora

u(s’, 0)

U, (s’, 0)

1
(2.49)

h2(s’,0)

— vo,
5(s’)

Observemosqueel primer término de la izquierdaen (2.48) provienede los efectosinerciales

y el segundode la tensiónsuperficial. El término de la derechadaríacuenta del efecto de la
viscosidad.

Los datosiniciales (u(s’, 0), u,(s’, 0)) rs (uo(s’), ui(s’)) queconsideraremossonregulares,con
primera componenteestrictamentepositiva y tales que

u0(s’)

u1(s’)

—* K
2 cuando s’I—*ce (2.50)

—* O cuando s’< —* ce

Impondremossobre las solucionesde (2.48) las siguientescondicionesde comportamiento

asintóticoen el infinito:

u(s’, it) —> K2 cuando s’< —* ce (2.51)

u4s’, it) —* O cuando ~i—* ce

La explosión de unasolución de (2.48) equivalea la ruptura del tubo (anulación de h(:,t))

Zjj + ~ ( :~(s, t

)

h2(s,0))

(2.48)

en virtud de la ecuación(2.44).



84 2 Análisis de la evolución de la superficie de tubosfluidos finos

r
Particularizamnosa continuaciónlas ecuacionesa los tres casosque estudiaremosen este

capítulo. La formulación lagrangianadel sistemaunidimensionalen el casode un fluido perfecto

llevaría a una ecuaciónde la forma

un— (j)=o s’effLt>o (2.52)

0~

con las condicionesiniciales (2.49).

En la formulaciónlagrangianadel sistemaunidimensionalparaun fluido de Stokesdesaparece
el término derivadode la inercia de la ecuacmon(2.48) y la ecuaciónresultantees uy-

—(1) +ji(’) =ú s’CIR,t=O (2.53)

En la formulación lagrangianadel sistemnaunidimensionalpara umm fluido sin tensión super-

ficial desapareceel término derivadode la tensiónsuperficial de la ecuación(2.48) y la ecuacion
e.

resultantees

uu+nji)=o s’CiR t>0 (2.54)

e.
con las condicionesiniciales (2.49).

Concluimos estasecciónpresentandouna ley de conservaciónparalas solucionesde (2.48):

a
Proposición 2.1 Sean(no(s’),ui(s’)) tales que satisfacen(2.50,) y sea u(s’, it) una solución de

(2.48,) con dato inicial (ue(s’), nr(s’)) y tal que verifique (2.51). Entonces

rOO
J(n(s’~ t) — uo(s’))ds’ = O

para todo tiempo t. mt

Demostración. De la ecuación (2.55) deducirnospor simple integraciónen

a

~(L~~’) + d (2.55)2ui
00~~~&2 Vto

Si tenernosen cuentaque

2 (f~ Uds’) rs <~~
2 — uo)ds’)

y las condiciones(2.50) impuestassobreel dato inicial obtenemos

a
¡ ‘-‘-‘ = o

uift Jk” —

nf

y por tanto f”<~
00(u — uu)ds’ =2 c1t + c2. Como u(s’, it = O) = u0(s’) y

uí,(s’, it)ds’ rs :c(+ce, t) — :,(—ce,t) = O a,

por (2.47), entoncesc1 = c2 = O y esto pruebael resultadoz
a

a
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2.4 Un teorema de existencia y unicidad local de solucionesdel
sistema unidimensional

A continuación demostraremosun teoremade existenciay unicidad local de soluciones del

problema (2.48), (2.49). Más precisamente,consideremosel siguienteproblemade Cauchy:

Utr — +¡‘ (~)
u(0, s)

uí(0,s)

=0 sEJR,t=O

= no(s)

=2 uo(s)

(2.56)

donde ji > o.

Probaremosdicho resultadoen los clásicosespaciosde funcionesH5lder. Sea 1 = u + a con

u enteroy a E (0,1). Recordemosque (2(11?) es el conjunto de funcionesf realesde variable

real talesque

¡¡f¡¡cn(lz
0 = É sup

1=0

f(O(s4 <ce

Cn+Ó(R) es el conjuntode funcionesf talesque

rs ¡¡f¡¡c~(R) + >3 sup
1=0 s,s’gR

ce

que si denotamosQT rs IR x [nT] entoncesel espacioC2”~(QT) se define como el conjuntode

funciones¡ talesque

-z sup
v4-2j-<n (S,t)EQT

y el espacioCn+a~$(QT) esel conjunto de funcionesf tales que

D~Df(s, t) — D~Df(s’,

— st’ + ¡t — itt’-

it’ 4
<ce

(2.57)

uo(s) e C
2+o(E) y T > O suficientementepequeño. Entoncesexiste una

u(s,t) del problema (2.56) en el espacioC2+OI+~(QT).

Demostración. La ecuación(2.56) se puedeescribir de la siguienteforma:

¿¿72 iva solución

rs ¡IfMn-q- + >3 supC(Q-.,-) zH-2j=u

Teorema2.1 SeaO < o < 1 y seann
0(s) E C

2±a(E)y tal que

O <nr -< 110(5) <M < +ce

Ut+ji = u
0(s) +ji (1) +fj ($)u (2.58)
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Seaw rs u — u0 — v0t. Podemosentoncesescribir (2.58) como

t+

~Jj 02 (
0s2 k U0

t+p~ (+1
OC (~1)atjn + ~

)

fi

(-w + v0t \n\
________II +

uo

( ir +rut)2’)

La ecuación (2.59) se puedeescribir en la forma

E

rut — ji (e-) =f(s,t) (2.60)

f(s,t) rs fi(s,t) +f2(5,t) +f3(s,t)

siendo

fi(s,t)

f-2(s,t)

= ji~j;7-) ~+3Y1f
rs

¡t 02 fi ~

lo 0s2~uot
1

(—1)~I7n+ ~

)

L(n + 1)I’(~)

a,( u’ + v0t

1)

Buscamossolucionesde (2.60) tales que ¿¡4s, 0) rs o. Estimacionesclásicasde la teoría de
ecuacionesparabólicas(ver [16] y [32]) establecenentomicesque:

< O if)L~a ~
2 (Qn

con O dependiendo(le

A continuaciónestiníareniosIlfiPt ca? (Q ~,i = 1,2,3.

La estimaciónpara fi es inmediatade la definición de normaen espaciosde Hólder:

IIfmII0a = T (IIuuI!02+a(E) + u¿i¡2 02+a(F))

se estimadel siguiente modo:

OC

=>3 n
2C2’

n=2

+ 11u011c2+a(n) i)

(2.62)

(2.63)

con lA un factor que provienede tomar las dosderivadasen s que aparecenen (2.61) y donde

liemos usadola siguientedesigualdadparafuncionesir

1 yw2 tales que irí (s, 0) rs w2(s,O) = 0:

1wí (s, t) ir2 (s, t) — ir (st it’) -¡u2 (s’, it-’

)

sup ¡s s’!
0

~mrm(s, it) — ir

1 (s’, a ±supwi(s’,

s st + jt —

ív2(s,t) —

t’)~sup ¡s sl!a+ t—t’¡? —

¡ u,
W,t—ji Y~)

SS

con

(2.59)

e>

.13(5, it)

a

(2.6 1)

u’

a

a

a

mc

a

=sup¡w2(s,t)¡sup

mc

a

a

u

mc
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— T~ sup u’í(s t) — w1(s,0)¡ 1v2(s,1) — w2(s’, t’)l
sup — síía + It —

Iw2(~, t) — u’2(s, 0)1 I~’(s, t) — w1(s’, t91 (lWlIlca -
2(Q)sup sup =2T~ a I~2II c0 a

gracias a la cual podemosestimar los términos de órdenessuperioresal lineal en ir. También
hemosempleadola siguienteestimaciónparafuncionesde la formag(s)w(s,t)

sup g(s)w(s,t) — y(s’)w(s’, t’)j

~(s,t) — mv(s’, t-’)l w(s,t) — w(s’, t’)l
a + sup=sup g(s)jsup s — st’ + it — tV ¡g~s)

1sup s — st’ + it

= 2 I9(ico(ní ~~irj[~0 - a ~ (2.64)

La constanteO en (2.63) dependede ~UE’~C2+ o, equivalentemente,de

ya que

fiUol fiC24~(R) =1< fiUo’ ~C2-+a(R) fi fi02(R) (2.65)

en virtud de (2.64).

Finalmenteestimamosf3:

IfSIJcrat(Qr) 5 2 n~TC~ (11u11c2+ai+?íQ + IuoIlc2+acn)T) (2.66)
flor’

dondehenios usadola siguienteestimaciónpara una función g tal que g(s,0) rs O

sup ~ g(s,-r)dr — f¿ 9(5’, r)d7j —
— gV + It —

f¿ (g(s, r) — g(s’, r)) dr — J” (g(s’, r) — g(s’, 0)) drj
=sup ¡s~Ia+¡tp¡~ < CT

1I9110a?(QTJ

y estimacionesde los términosno linealesidénticasa las utilizadasparaestimar12. La constante

C en (2.66) dependede fiu’12fi
2.

De las estimacionesanterioresse deduceque para T suficientementepequeñolas seriesen

(2.63) y (2.66) convergeny de hecho

IIfIIca?(q1, =KT + IIznlI02+al.~(Ql T + 11W11c2+a>I+ ?(Qr) (2.67)

cuando IIwHc2±am+?(QT)= U. La constante/< dependede ji, IIcuII02+0<~1 , fiuJ’¡
2fi

02FC(fl) y 2’

en virtud de (2.62) y (2.65).

Pararesolverel problemano lineal completousaremosun puntofijo de Banach.Considere-
mosla aplicación C que asignaa unafunción iii e Wcon

w rs {rv e C
2+aJ±?(Qr)tal que IU~IIÚ2+<I±t(Q ) 5 1? y w(s,0) O}
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e.
la solución de (2.60) satisfaciendoua(s.0) rs O para f(s, 1) basadoen W(s, t). La estimación

(2.67) muestraque£ aplica W sobresí niismo para2’ suflcientemnentepequeño.

La aplicación £ es contractiva. Paraprobarlo tomemosW
1, ~ c VV y las correspondientes

soluciones-¿y1, tv2 de. (2.60) con f(s, it) basadoen lIb (s, t) y W2(s,it) respectivamente.La función u-
-u., =2 u,2 — ir1 satisfacela ecuación(2.60) con

f(s, t) rs J~’~ (s, t) + fl(s, it) U

/1 + ch ¡

IS(s,it) rs É i’0s2 (i—uí)n+m kk 1t2 0) — <~U1+?~ot) )) (2.68)

12(s,t) rs Éf t ~i-V~t2Mt((tvoí)n — (t vot)’)) (%69)

Efectuamoslas derivacionesen s y estimamoslos términos queaparecenen las series(2.68)
y (2.69) del modo siguiente

nf

— ~i>IIÚ~-?(QT>=(g~ — gí) (fgy’yq~) o
0 7(Q’r) —

=02’ —

con O dependiendode U , T, !ivoIfo=+a(,~, ~ y limnjoC rs 0. Se tiene entonces a

que paraT y E. suficientementepequenos

1w
2 — WL%2+a l+fl(Q =L 1102

con £ < 1 y por tanto la aplicación £ es una contracción.Bajo estascondicionesel teoremadel
punto fijo de Banachasegurala existenciade una unicasolucióndel problemaen It.

La última observaciónesque las condicionesimpuestassobreun(s) enel enunciadoaseguran

la acotaciónde uJ’
1~ ~2+ y ¡ve 1w+~ de los quedependentodaslas constantesque han

aparecidoa lo largo de la demostración.E a,

c

A continuaciónpresentaremosun teoremade existenciay unicidad de solucioneslocalesdel
problema (2.56) en el casolímite en el que la viscosidades despreciable,es decir ji rs 9. Este mc

pasoal límite es extremadamentesingular ya que el nuevo problemade Cauchyque resultaes
elíptico. Es importante señalarquela ecuación(2.56) comí ji rs O equivaleal siguientesistema a

rs u, (2.70)
1 u,
26

con datosiniciales

u(s.O) rs uo(s) (2.71) mc

u(s,0) rs ¡ vu(a)da rs 13ij(s)

e
Nóteseque existeuna diferenciaesencialentre los casosji > O y ji rs 0- Mientrasqueel caso

ji > O se puedetransformaren una ecuacmonparabólicacuasilineal con un único dato inicial.

u

u’
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el caso ji = o conducea una ecuacion elíptica cuasilineal con dos condicionesde contorno y

por tanto a un problema mal puesto en espaciosclásicos (L2 por ejemplo) en el sentido de
Hadamard. En este aspectopodemosdecir que el problemaen el caso ji = O pertenecea la

misma familia que los problemasclásicosde Hele-Shawy de Stefan para los cualeses posible

construirsolucionesen clasesde funcionessuficientementerestrictivas(analíticaspor ejemplo).

Véansepor ejemplo [27], [28], [49] y las referenciasallí contenidas.Un teoremade existenciay
unicidad local de solucionespara Hele—Shawy paradatos inicialesanalíticos se puedeencontrar

en [15]. Un estudio de la existencialocal de solucionespara problemasde Stefan se pueden
encontraren [56].

La deniostraciónde existenciay unicidad de solucionespara (2.70), (2.71) es esencialmente
la del teoremade Cauchy-Kovalevsky(ver [213) con la única diferencia de que para obtener

solucionesen todo el espaciose impondrá en los datos iniciales una condición de analiticidad
en un entornouniforme de 11?. Presentamosa continuaciónuna versión de la demostracióndel

teoremade Cauchy-Kovalevskyadaptadaa nuestroproblemaconcreto:

Teorema2.2 Seanno(s) y Ud(s) dosfuncionesanalíticas en torno de cualquier punto~o, i.e.

CC

no(s) = >1 a
2’ (s — so)» ¡s — sol < p(uo; so)

OC

Ud(s) rs >3b,, (s — so)2’ Is — sol < p(vo; so)
non

y ¡a2’] = M(uo; su)p»(uo; So), ¡b2’¡ =A’I(w; so)w»(rJ;so). Supongamosademásque las cons-
tantesM(Uu; so),M(u~; so),p(uo;so),p(Ud;so) son uniformesen ~o; es decir, existenpara cada

par no(s), Ud(s) dos constantesAl2, P2 tales que

0< M(uo;so),M(U6;so) < Al2

O < P2 < p(uo; so),p(U~; su)

Existe entoncesuna única solución analítica u(s,t),u(s,t) del problema (2.70), (2.71) para t <

T(M2,p2,inf, uo).

Demostración. Notemosen primer lugar que bajo las hipótesisdel teoremalos coeficientes
a»,b,. son menoresque los coeficientesde Taylor de la función

OC

>3 M2pI»(s — so)» — Mds —so

)

¡½— (s —so)

El procedimientode demostraciónseráel mismo que el del teoremade Cauchy-Kovalevsky.
Buscamossolucionesu(s, t), v(s, t) de (2.70), (2.71) en torno a (so,0) en la forma

00

u(s,t) = >3 a, (s — so)>t~ (2.72)

OC

v(s,t) = >3 &3(s—- soYt
2

i,j=O
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uy

expresionesque introducidasen (2.70), (2.71) proporcionanrelacionesde recurrencmapara los
coeficientesa~,~ Obtendremoscotas superiorespa-raestoscoeficientesy esto nos permitirá

dar cotasinferioresde los radiosde convergenciade las series(2.72) y por tanto de la región de
uy

existenciade solucionesanalíticas. La unicidad de solucioneses clara dadala unicidad de las
relacionesde recurrenciade los coeficientes.

Escribirnosel sistema (2.70) en la forma

Si introducimospara un ~o dado

u(s,t) rs uo(su) + ii(~, it)

v(s,t) = jvo(a)da+ñ(5t)

con s rs s —
5o podemosescribir (2.73) como U

2(uo(so)+u(s,t)) 2

Notemosque
a

1 1 1 1
¡a

21¡ < -

3 (u0(sg)) ~u0(s0) — iY(i, t) — 3 ~ u0)~ ~ mf, -uo — (i~ + u)

~ 4 mf, u0 a
ii2i —

1inf<uo—(ii+~)

cuandou u > O SeanAl
1 rs mm { 1, , ~mf, uu} y Pi rs 4 mf, ~o.

Argumentandocomo en la demostracióndel teoremade Cauclmy-Kovalevskyvemos que el

valor absolutode los coeficientesdel desarrollode Taylor de una solución local de (2.56) están

mayoradospor los de la solución local del siguientesistema

(~;)~tiiVát(i kW7 (2.74)

sujetoa las condicionesiniciales siguientes:
mt

A’12s
— P2—~ (2.75)

ui(%O) — mc
ff2 —8

Dc (2.74) y (2.75) se deduce Ii rs ji = u, y la siguienteecuaciónmayorantepara ir:
mc

= 2M -~ (2.76)

con condición inicial a
Al5

(2.77)

a

a
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y siendo Al rs rnax(Mi, Nf2), p = min(pi, P2). La solución de (2.76), (2.77) es (ver [21]):

u, + 2M~— ¡2— 2Mpt — ~/$2 + 2Mg— ¡2— 2Mpt)
2 — 8Mp (p — ~)(~+ 2Mt)

)

4(p —

unafunción cuyaserie de Taylor convergeabsolutamenteen ~< p, t < T(M, p).~

2.5 Análisis del sistema unidimensional para fluidos ideales

2.5.1 Soluciones autosimilares

Existe una familia biparamétricade perfiles autosimilarespara el sistema (2.16) y (2.17) tal

y como se mostró numéricamenteen [55]. Como estassolucionesautosimilaresjugarán un

papel importante en lo que se describiráposteriormenterealizaremosa continuaciónun estudio
detalladode las mismas. Introduzcamoslas funcionesu y A’ en la forma

v(z, t) rs (to — t)0 <(e) (2.78)

h(z,t) rs (ito — t)~ #~) (2.79)

con

(ito —

Paraobtenersolucionesde (2.16) y (2.17) con estaforma los exponentesa,J3,’y debensa—

tisfacerlas siguienterelaciones:

a — 1 rs 2a — ¡3 = —-y — ¡3

esdecir,

a rs (2.80)
2

‘1

’

¡3=12

donde -y es un parámetrolibre, así como el siguiente conjunto de ecuacionesdiferencialesde

primer ordenpara y y <:

+ (í — ~< + <w rs -S (2.81)

—~ + (í — $p’ + <y’ + rs 0 (2.82)

Las solucionesadmisiblesde (2.81) y (2.82) debensatisfacer

(2.83)

y B±lEV~7 (2.84)

ya quesolamentede estemodoconseguimosfunciones¿4:, it) y h(:, it) de orden unidaden puntos
: de orden unidad cercade la singularidad.
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a

Para que la singularidad seconcentreen un punto esnecesarioj3> O lo que implica y < 2.
En casocontrario setendrían solucionespara las cuales el perfil de la función h(z,t) tendería
a cero cuando t —* t0 en todos los puntos del espacio. Por otra parte, si queremosfunciones e
h(z,t) queseanulen en el origen cuandot = t0 tenemosque imponer ‘y > O.

Teorema2.3 Para todo -y E (0,2) existeuna familia biparamétrica de solucionesanalíticasde
(2.81)y (2.82) que satisfacen(2-83) y (2.84). Dichassolucionessepuedenescribir en la forma

= V~”P(A¿) (2.85)

= A
2$(4) e

con A un parámetro real arbitrario y las funciones 4’ ¿¿-4’ pertenecientesa sendasfamilias
uniparamétricas de solucionesde (2.81)y (2.82). Existe una única solución 4’ simétrica <*
antisimétrica)y un continuo de funciones4’ y * asimétricasvecinas.

Si = O las solucionesde (2.81)y (2.82) que satisfacen(2.83) y (2.84) son de la forma
(2.85) con 4’ = 1 y ‘1 constantearbitraria.

Si ‘y = 2 las solucionesde (2.81)y (2.82) que satisfacen(2.83) y (2.84) son de la forma
(2.85) y las funciones4’ y 4’ sepuedenescribir en la forma

= H(¿+C) a
*(¿) =C(¿+C)

con C un parámetro real arbitrario, )I(¿) una función simétrica y analítica que explota en u’

= y G(¿) una función antisime<tricaque seanula en4. El perfil de la función ¡¡ es,
cercade los puntosde explosión4,

15

2T

Demostración. La invariancia del sistema(2.81), (2.82) anteel reescalamiento

a

a

nos permite considerar
a

«‘(E) = X~”P(AC) (2.86)
=

a
con A un parámetro real arbitrario y 4’(¿> y <‘(E) solucionesde (2.81), (2.82) que satisfacen
(2.83) y (2.84)así como

«0) =1 u

y ademássugierela introducción de las funcionesy y h definidas a través de

(2.87) —
it

e

a

a
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con lo que las ecuaciones(2.81), (2.82) se transformanen

g~ + g 1-yg + gg~ + g2 (~ = 0 (2.88)

h~ (g + (i — ~-))—(2+ ~g — ~Yn) li = 0 (2.89)

donder¡ = log ¡El.

Notemosque si E > O entonces

— — ~) —c (i+logA)
= JIm(z¡+logÁ)

con (4 y H
1 solucionesde (2.88), (2.89) y si ~ < O entonces

— —en — —Áel G2(ii+logÁ)
— Á

2e2’h1(—Áe”) = H
2(ij+log A)

con G2 y H2 solucionesde (2.88), (2.89).
El carácterautónomodel sistema(2.88), (2.89) nospermiteconstruir, apartir de unasolución

del muismoy mediantesimplestraslacionesen el argumento~,todaslas soluciones4~, y de (2.81),

(2A2> en la forma (2.86).

Las funciones 4’ y y han de ser continuasen = O y esto se traduce,por (2.87), en la
condición

g
2h —* C (2.90)

9 —4±00

con O = O parafuncionesy simétricas.

Los comportamientosasintóticos(2.83) y (2.84) implican que las funcionesh y g satisfacen:

~ y— (2.91)

con rs 4B± > 0.
Podemosobtenerde (2.88) y (2.89) el sistemasiguiente:

16l¿g+8hg2+4—3lzg-y+8h—4h-y
= h 2+4hg2+Shg—4hg-->-+4h—4h-y+h-y2 (2.92)

— 2y + 2hg — h
9 + 4hg

2 + 2hg3 —

2+4hg2 +Shg — 4h~y+4h — 4h-y+ h’y2

Si observamosque

2+ 4¼2+ Shg — 4hg~y + 4h — ~k + k2 = (4—tr+i) h+ (4g2 + (8— 4-y)g) ti + 2 > ti)

podemosentonceshacerel cambio

d-r=
2 + 4hg2 + Shg — 4 hg-y + 41i — 4h-y + li-y2
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r
y concluir que las solucionesdel sistema(2.92) estánasociadasa las trayectoriasdel siguiente

conjunto de ecuacionesdiferenciales:

rs 16gh2+ 8g2h2 + 4k — 3h29-q + 8k2 — 4~’l2 =2 f1 (9, h) (2.93)

gr =2 —2g + t — 4kg + 2kg
2’ — 8kg

2 — 4kg3+ 2kg2->’ =2 12(9,h)

uyEstamnosinteresadosen encontrardos curvas que terminenen (y rs 0, h = +~) = (O, +~)
cuandor —4 +~ y empiecenen (g = ±~,¡¿ rs O) cuandow —* —oc, o una unicacurva quevaya
de (y = 2~¡; k = O) a (y = 0, k = +oc). Ji debe ser positivo a lo largo de esascurvas y se deben

uy-
satisfacerlas condiciones(2.91) y (2.90).

Si parametrizamoslas solucionesen la forma Ji rs h(g) tendremosentonces

dli 16gb2 + 8g2h2 + 4k— 3h~g + 8k2 — 4
9-h

2 _ fi(g, h) o

dg —2g+ t + (2-y — 4)hg — 4l>g~ + (2-y — 8) k
9

2 — f
2(g, k) (2.94)

La función fi(g, Ji) se anula en las curvas
a-

krso
4

16g + Sg
2 — h~ +8—4-y a

que llamaremosE
1 y 172 respectivamente(ver figura 2.1). 12 presentaasíntotasverticales cii

rs -~-y — 1 + ~ (92 + 32-y) Presentaaden~ un mínimo local en g =2 para el cual mc
í¿rs 125yfry+32)

La función f2(g, Ji) se anula en la curva

h=. —2q+ty
29-y — 4.q — 4g

3 + 2gty — Sg2

que llamaremos173. estacurva presentaasíntotasverticalesen y rs 0, —1, r~L a

Es interesanteaveriguaren qué puntos hay extremnoslocales de 12 (g,k). Parahacerlo en-
contramoslos puntosen los cuales

a
d —2g+4j’ —1&yg+4g~ — 13g2y+4g2+2q2—4-y+ty2g

24 ¿2-yg—4g—4q3+2g%-—8g2) rs 2g2 (—‘y + 2 + 2g2 — -yg + 4g)
mc

se anula y verificamos la existenciade un mínimo negativo, un mínimo positivo y un maximo

negativo. Es fácil ver que los dos únicos puntosen los cualesse intersectanE y 173 son (g, Ii) rs

~= ~) (2~—~ ~t+4+,2). Estos son puntos de equilibrio del sistemadinámico (2.93).

Podemosllevar a cabo el siguienteordenamientode la primera componentede los puntosde

asintotay los de equilibrio

o>2 ;4 ~ —2 >—1>g>—~ mc
— a 2— 3

cuando O =~‘ =2. La conclusión obvia es que 17s está rodeadapor F2 en el cuadrantey < O,

Ji >0.

Necesitamosdeterminarsi existencurvasqueempiecenen (29’, 0) ó (loco), verifiquen (2.90)
y terminenen (O, +oc) con el comportamientoasintótico (2.91). La consecuenciade estosería mc
la existenciade solucionesautosiniilarestanto simétricascomo asimétricas~.La respuestaa esta

cuestiónespositiva. Paraentenderestonótesequecualquiercurva k(g) quecomienceen 9 rs —oc

a-

a
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Figura 2.1: El diagramade fasesdel sistema (2.93)

pasapor debajo de ~2 o lo intersectaformandoun máximo local. En esta segundasituacion
no puedeintersectarla curva 173 (solamentela podría cortar con pendientemenosinfinito) y
la única posibilidad es entoncescruzar F2 de nuevoformando un mínimo local. La trayectoria

sólo puedeahoracruzar 17s y terminar en (0, +oc) satisfaciendo(2.91). Las curvas que parten

de (+oc, 0) no cortan f’3 y terminandirectamenteen (0,+oc) satisfaciendo(2.91).

Nóteseque hay un continuo completo de solucionespara todo O =-y < 2. La única órbita
que partede (2-y,0) y acabaen (0,+oc) correspondeala autosimilar simétrica (ver figura 2.1).

Argumentandopor continuidad, existirá para todo O =‘y < 2 un continuo de curvas que se
aproximana (—oc, 0) y satisfacen(2.90) con distintos valoresde O así como (2.91) y paracada
unade las cualesexisteunacurva quepartede (+oc, 0) quesatisface(2.90) con idénticosvalores

de O y la condición (2.91).

En el casolímite = O la ecuación(2.94) se simplifica y llegamosa

dli Ji
tlg — 2— (2.95)g

cuyasolución es
O

con O una constantepositiva arbitraria. En las variablesoriginales y, ~‘ estassolucionesdan

lugar a < 02 y y = 02, donde C~, 02 son constantesarbitrarias (ver (2.81) y (2.82)).

2y g
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r

Estudiamosa continuaciónel caso = 2. Las ecuaciones(2.81) y (2.82) son entonces

<‘+44” _ y

y2
= O

uy-

y a partir de ellas obtenemos

2
y’ y (2.96) a-

1 + 2Q2y

= —2~ <Ay
1 + 2<’2y e

Si parametrizarnos-~ con y se puedeobtenerfácilmente la siguienteecuaciónpara <‘(y):

e-d-¿~ 2-4’ _ 4

d±5 5/2 (2.97)

La solución generalde (2.97) es mc

+ 861~f (2.98) mc
s

con 0m tina constantepositiva arbitraria.

Observemosque

2

y por tanto usando(2.96) se tendríaque

____ mc
2 8C~

lo que permite concluir que y explota en ~ finito. El perfil cercade un punto de explosiónEo es
a

1~
2T01

5
~ [~ mt

Introduciendo (2.98) en (2.96) podemosdeterminar, mediante cálculoselementales,la si-

guientefórmula implícita para la función y(~): mc

1
29yi — 13C1y<r + 8C~y’

13

—

6 —1+Ci~y a

que correspondea un perfil y½)simétrico con respectoa la línea E = —C½y con la estructura
a

y(E) = c§Á (cÑ(E+c2))

a

a

uy-
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siendo«~) la función dadaen forma implícita por

1 3
1 9q1½ — l34>T~ +scPn —4’Ik-~ — í~yí
6

queexplotaen los puntos~— +~-4 Con esto concluyela demostracióndel Teorema2.3.0
3

En las figuras 2.2, 2.3, 2.4 y 2.5 presentamosalgunos de los perfiles y-simétricos y 4-
antisimétricoscalculadosnuméricamente

Figura 2.2: ‘y = 2, y(O) rs 0.1, <‘(0) =2 o

2 5

lO 20 30 40 50

Figura 23: ‘y = 1, y(O) rs 0.1~ <‘(O) = O
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Figura 2.4: ‘y rs ~,y(O) rs 0.25, <‘(0) 0

e

Figura 2.5: ‘y

mc

mt

o 2 4

pr

uy

uy

a

e

6

mt

mt

mc

3-

3-5-

25-

0.5

e

mt

e,

mt

a
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2.5.2 Formulación del problema (2.52) en el plano hodógrafo

En estasubsecciónpresentaremosuna nueva formulación de la ecuación (2.52) que jugará un
papel crucial en toodoel análisis posteriorpara análisis posteriores.

Tal y corno hicimos en (2.70>,podemosreescribir Jaecuación (2.52) en forma del siguiente

sistema:

u1 rs y, (2.100)
1 u

,

= 2,9

con dato inicial

¿45,0) = no(s) (2.101)

t(s,0) = ?Jo(s)

Impondremossobreestos datos iniciales algunascondicionesde regularidad (que especifi-

caremosmástarde) y las siguientecondicionesde comportamientoasintótico:

no(s) 151200 ~

ro(s) —* O
ISI~00

Un modode resolverestetipo de sistemases mediantela aplicación de la llamadatransfor-

mación hodógrafa. Esta transformaciónha sido aplicadacon éxito a la resoluciónde algunos
problemasrelacionadoscon la dinámica de gases(ver por ejemplo [3] y [33]) y nos permite

transformar el sistema(2.100) en un problema lineal. La idea principal consisteen intercam-
biar los papelesde las variablesdependientese independientes.Parallevar a caboestecambio
consideramoss y t como funcionesde u y y.

s = s(u,v) (2.102)
t = t(u,v)

Nóteseque

tt~ = Jtt

1?5 =

Uj

=

con = s,~t,, — ~ Si suponemosqueJ
1 ~ 0, el sistema (2.100) se transformaen

= (2.103)

1 t~
U = 29

dondes y t satisfacen

s = uju) (2.104)

t=0
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a

Figura 2.6: Representacióndel problema(2.107), (2.108), (2.110)

a
a lo largo de la curva ‘y-’ dadaparamnétricamentepor (2.101). En el casoparticular no(s) = O esa
curva es el segmentoy =2 o, u E [O, uo(s = 0)].

Sea

4It = tE (2.105)

rs 2x&y

El sistema (2.103) se puedeescribir como

1

t~,

rs

o, equivalentemente,en forma de la siguienteecuaciónen derivadasparciales

s~v+ ~ (w’sw) =0 enw>0

mc

(2.167)

mc

La ecuacióndiferencial lineal (2.107) es de tipo elíptico. Los datos (2.104) se transforman

ahora en

5 rs ut(w4)

t=0
e

loo

y

t=~O (Vs.17=0 )
—1 4

s~u (w )o

s -f-w
yy

n

y

w

(w s ~ ) ~ =0
-3 3

pr

uy

a-

a

a-

a

mc

e

mt

(2.106)

mc

(2.108)
a

mc
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y debensatisfacersea lo largo de la curva ‘y definida paramétricamentepor

w(a) = u~’~(a) (2.109)

La segundacondición en (2.108) es equivalentea

dt —+ 2 \‘
ors—=vt. t rs (u2s~wos— rv~swyus)rs x/~w3 (Vs. it)da itt + !/o,~

-4
dondea es el parámetroarco de la curva -y dadapor (2.109) y t es el vector tangente. Esta
condición se puedereescribircomo

Os rs Vs. =0 (2.110)

On

con it el vector normal a ~¡ (ver figura 2.6).

Observemosque la ecuación(2.107) es lineal. Estapropiedadnospermnitiráobtenerfamilias

completasde solucionesmediantesimplescombinacioneslineales. Es posible recuperara partir
de unasolución s(w,y) de (2.107) la función t(tv,y) solución de (2.106). Con estasfuncionesy

teniendoen cuentael cambio (2.105), podemosobtenerel par u(s, t), v(s, t) soluciónde (2.100)
invirtiendo las relaciones(2.102).

La ecuación (2.107) junto con la primera condición en (2.108) y la condición (2.110) consti-

tuyen un problemamal puestoen el sentido de 1-ladamarden espaciosclásicos. No obstante,

es posibleconstruir solucioneslocalesen el casode tenersedatosiniciales analíticos (la funcion

uJ’ (w4) y la curva -y analíticas) vía el teoremade Cauchy-Kovalevskyy extenderestasolución
a otrasregionesdel plano hodógrafopor simple prolongaciónanalítica. En cualquier caso,po-

dremosencontrarunagran cantidadde solucionesexplícitasdel problemagraciasa la linealidad
de Ja ecuación(2.107) y de la condición de contorno (2.110).

Unavezencontradas(w,y), esposibleencontrart(w, y). De hecho,el sistema(2.106) implica
que las curvas de nivel t rs Oonst. son ortogonalesa las curvas de nivel s = Oonst. tal y como
demnuestrael siguientecálculo

Vs . = s~
3t~+ svt~ = x/L

3s,>s~, — vIw~s~,sw= O

dondehemosusadoel sistema(2.106).

La función t(ív, y) satisfacela siguienteecuacióndiferencial:

3t~
tpv+twwo enw>O (2.111)

tE

comopodemosdeducirfácilmente a partir (2.106) derivandola primera ecuacióncon respectoa

iv, la segundacon respectoa y e igualandola expresionesde s,~ resultantes.

2.5.3 Soluciones autosimilares en el plano hodógrafo

En estaseccióndaremosuna representaciónde las solucionesautosimilares(2.78) y (2.79) es-

tudiadasen el teorema2.3 en término de las variablesdel plano hodógrafo. Recordemosque la
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uy
familia de curvascaracterísticas<a, 1) definenun cambio de variablesde (z, t) a (s,1) mediante

las relaciones

1 uy
=2 h

2(z(s,fl,¡) (2.112)

z
1(s,t) rs v(z(s,t), t)

No es entoncesdifícil de verificar quepara solucionescon la forma (2.78), (2.79) y teniendo
en cuenta(2.80) resultaque

a-
z5(s,t) (lo y

2 (~$‘~~) (2.113)

zt(s,t) (t
0 — t)< <‘(yo —e’—

)

e
relacionesque sugierenla siguienteestructuraautosimilar para z(s,t):

z(s,t) rs (to — O’ú ~ Cío — (2.114)

y por tanto u
u = (lo — tf ~ (Yo — ir) (2.fl5)

donde mc

x rs

3-y a
2

Es fácil deducir,dadauna función z(s,t) de la forma (2.114) y a partir de (2.113), las solu-
cionesautosimilaresy y <‘. Así pues,paraestudiarla estructurade las solucionesautosimilares U

en el plano hodógrafodebemosbuscarsolucionesu, -v del sistema (2.100) de la forma

U (t0—t)~f (iii) (2.116) e
y rs (to t)

tg(-q)

donde a
5

U = (-te —

con lo que obtenemosel siguientesistemade ecuaciones mc

-—-xl +“~Ef’ = y’ (2.117)

fe a
—pg+t4g’ — — ___

2f~

ademnásde la siguiente relación de exponentesde similaridad: mt

X (2.118)
~i2

mc
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Recordamosqueel sistema(2.100) se transforma,mediantela transformaciónhodógrafa,en

el siguiente sistemade ecuacioneslineales:

(2.119)tu = St

1 t,~

>

= — ____

De (2.116) deducimosque

E
lix

U

A
ti’ +y

(f (-q))t— rsR(q)
gel)

= = (to —

de dondese sigue

(to — t)P

y por tanto

A
lix + -U

S(U)

s = (lo —

E
u’ + y

s (R-’ (4~))( L~

1i\
y)

E

ti’ + U

(4)))

Rj±-)

dondesesatisfacenlas siguientesrelaciones

y

-ti”

ti: 1 3

4
u —

x
p _

ti — _
x

1
4

1 1

x 2’>’

Porsimplicidad usaremoscomo unico parámetrou. El sistema (2419) se puedereescribir

entoncescomo

(u+ 4)’r+icr’
1

vS — -(5’
4

— sp (2.122)

1
—-7,’

2

to — t

1’

(s (u-’
= uAT(c)

5 =

(2.120)

=

(2.121)
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Introducimosahorael siguientecambiode variables

= —j- rs 2x/~tan9 C2.l23)
-aT 9

a rs r4 cos4ú

con O < r < oc y —j < O < ~,para deducir, a partir de (2.120) y (2.122), a-

s = 0~ (cosa”o) s (2v’itan e) rs r1”f (O; u) (2.124)

a-
donde1(9; u) satisface

d2f df 2

dO2 —3tan9~ + y(4v) + 1 2v)f=O (2.125) a-

y
to — t rs rí(¡/~A)g(o; u) (2.126)

a-
dondey es tina soluciónde

— +3tanú—+ (Í4~2 fld2g 4 u + 12v)g u (2.127) a-dO2 dO ~‘

Estudiaremoslas solucionesde (2.125), (2.127) y determinaremosa posteriori cuálesdeellas

se correspondencon los perfiles autosimilares. a

Proposición 2.2 La solucióngeneralde (2.125) es una combinaciónlineal de las dosfunczones
siguientes:

f,(O; u) rs jcosh ((sinO)t) x/FK
14~~a1(t)dt (2.128)

f~(O; u) rs j sinh ((sin O) O x/iIy ±s¡(t)dt (2.129)

y la de (2.127) es una combinaciónlineal de

a

g~(O; u) =j cosh((sinO) t) MK14~~31(i)dt (2.130)

/~ 5 mc-
g~(O; u) rs smb ((sin O) t) CrK~4~~1 (t)dt (2.131)

dondeE es una curva definida en el plano complejoque rodea el semiejereal positivo (Verfigura

2.7) y Ka(t) es la función modificada de Besselde ordena.
Ademáslas funciones f~(9; ti) y fa(O; u) tienen la siguiente representaciónen términos de

las funcioneshipergeom¿tri cas a

2 ‘ 2fs(O;v)=2C(F(—-fr3+4v2 i±snO)+E(—4v,3+4v;2 isin

f~(O; u) rs O (F(—4u,3+4v 2 i+sinO -) ~ 21—sin
0fl —

y ‘‘ 2 F(—4v,.,+ 2 u
donde a

O rs
sin4zv

a

a
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F

Figura 2.7: El contornoF en (2.133)

Demostración.
Introduzcamosx rs sin O. Entonces

f~f
1 1—z

2

= (1 — x2)f~. — xf~

La ecuación (2.125) se puedeescribir puescomo

(1 — A)!” — 4xf’ + ((4v)2 + 12v) f =0 (2.132)

Buscamosuna soluciónde (2.132)con la forma

f rs j e±xíG(t)dt (2.133)

donde 17 es como en la figura 2.7.
La función Odebesatisfacerentoncesla ecuación

t2c — (í2c)” + 4 (tG)’ + ((4v)2 + 12v)o o

Introducimosahora la función h(t) definida por 0(t) = ~~/ih(t). La ecuación para h(t) es

entonces
2

Estaecuaciónes la ecuación modificadade Bessely poseeunasolución única que decaeen

el infinito: k(t) l4”±7l~~ Los comportamientosasintóticosde estafunción son (ver por

ejemuplo [1])

1
2 + ~ (4t)<4V+~í—17(4v
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Jr —t
“~ —e

t—>00 2t

Existe otra solución linealmente independiente: Ii4~±sí(t). Esta función quedaexcluida

debido a su crecimientoexponencial que haceque la integral (2.133) diverja. La conclusiónde

toda la discusión precedentees que las dosfunciones

f±(6; u) = fi e±<sinO>ívQK[4V±ul(t)dt a-

existen para —~ < O < ~ y son linealmuente independientes,ya que ft(9; ti) = f+(—~; u) y a-
2

ninguna de las funcionesf± es simétricaen O . Observemosque

1 a-
f8(O;v) rs

1
fa(8;ti) = ~(f+(6;v)—f~(O;v))

son las dadasen el enunciadode la proposición 2.2.
De forma análogapodemosver que unafunción y solución de (2.127) satisface

mc
(1 — x

2)g” + 2xg’ + ((4v)2 + 12v) g = 0 (2.134)

y que

g±(O;ti) rs fi e±xtVSK
1~±;di = fi e±(s¡flo½¼Kl4~+di

son soluciónde (2.127), queexisten para todo O e (—~, ~) y son linealmenteindependientes.

Las funcionesdescritasen el enunciadode la Proposición2.2 vienendadasentoncespor

1 a
gftO;v) =

ga(O;v) = !(g~(9;v)~g~O;v))2 u’

Si realizamosen (2.132) e (2.134) el cambiode variablesx rs 1—2z llegamosa lasecuaciones

<1 — z)f” + (2— ~< fi + ((4v)2 + 12v) f rs 0 (2.135) —

z(1 — z)g” — (1 — 2¾V+ ((4v)2 + 12v) y = 0 (2.136)

que son casosparticularesde la ecuaciónhipergeométrica:

z(I —z)y”+ (e— (a+b+ 1)z)y’— abyrs O —

con solución F(a, b; e; z), la conocidafunción hipergeométrica.Los índices a, b y e son a — —4v
b 3+ 4v. e rs 2 en el casode la ecuación (2.135) y a rs 4v, b rs —~—~v,e rs —l en el casode

la ecuación (2.136). Nóteseque las ecuaciones(2.132) e (2.134) son invariantesante el cambio e,

x —> —x. E-sta última observaciónnos permite concluir que las solucionesgenerales(le (2.132) y

de (2.134) en (—5 ~ son
a

1—sinO 1+sinO
f(O; u) rs CíP(—4v, 3 + 4v;2; 2 + 02F(—4v,3 + 4v; 2; 2

a

a
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1—sinO 1+ sin O
g(O; u) rs C3F(4v,—3 — 4v; —1; 2 +C4F(4v, —3—4v;2; 2

respectivamente.

Usaremosen lo quesigue la fórmula 15.3.29 en [1]:

1 1 1 1
F(a, b —a + —b + —; e; —)

‘2 2 2 2

también la 15.2.1:

1 17(~a+
— 1r2

F(~a+ ~)

d ab
—F(a,b;c;z)=—F(a+1,b+1;c+l;z)
dz e

así como la 11.4.22

¡ í”I<s(t9dzt Si Re(p+X)>—1
2

(2.139)

que nos permite concluir

Vmjcosh ((sinO)i) ~/iK14 ~31(t)dt = 2±17(2v+ ~)17(—2v) (2.140)

dc
hm — ® smb((sin O)
9-+0 dO ir

1
1) viK¡3¡ (t)di = 2±17(2v+ 2)17(—2v+ —)2

FQz)F(1 — z) rs
71~

(2.141)

usandoeventualmenteprolongaciónanalíticaen el parámetrou cuandoRe(~— 4v+ ~ ) < —1~

y la bien conocidafórmula

(ver 6.1.17 en [1]).
La función (2.128) essimétricaen O y por tanto

f cosh((sin O) t) ~/iK

sin irz

=

(2.142)

=~ (F~4va+4v~2~ 1 + sinO~ +F(—4v,3+
k’~~’ 2

4v;2; 1—sinO)

)

Empleamos(2.137), (2.140) y (2.142) paradeducir el valor de O en (2.143) y se

j cosh((sin O) t) x/iK14 ~s ¡ (it) di rs

s(4v+1)(2v+1) 1+sinO 1 —sinON
2~r2 (F(—4v,3+4v;2; )+F(—4v,3+4v;2;

sin4~rv 2 21

Razonandoen forma análoga,teniendoen cuentaque por (2.138)

hm sinh ((sin O) it) viK14 ~a (t)dt =
O—*o dO y

=CliIn4~ (F(—4v,3
1 + sin O) F(—4v,3 +

+4v;2; 2
1 — sinO\

4v;2;
2

1
rs 2C~ 4v)(3 + 4v)p(4 + 1,4 + 4v 3•)

2 ‘ ‘2

f(~b+ ~)
(2.137)

(2.138)

(2.143)

obtieneasi
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uy
y usando(2.137), (2.140) y (2.142) concluimosfinalmente que

smb ((sin 0)1) viKj4,4sjt)dt =

— s(4u+1)(2u+1) _ + 4v 2 I+sinO (4v3 +4u~2~ isin
(F( 4v,3 ) — E ji

sin4wv y ‘ 2 2 ¡

lo queconcluye la demostraciónE

Nóteseque las funcionesf5(O; u) y g,(O; u) son simétricasen O y que las funcionesf~(O; u) y a-
g~(O; ti) son antisimétricasen O.

Denotemosfí(O;v) =2 f5(O;u), f2(O;v) = f5(O:v). Seangí(O;v) tal que
a-

dv

s=2r f=(O;v)

t=to~r4(V±~iqí(O;v) E

satisfagan(2.119) y g2(O; y) tal que

s=rdVfí (O; ti) a-

t rs Lo— r
4 (V+~K)g

2(O.u)
mc

satisfagan(2.119) (con r y O definidos en (2.123)).Recordemosque las curvas de nivel de s(r, O)
y (lo — t)(r, O) son ortogonales. Por tanto, la función ji (O; u) es simétrica si y solamentesi
la función 92(0; u) es antisimnétricay viceversa. Por estarazón las funciones91(0; ti) y g~(O; ti) mt

debenser proporcionalesa g8(O; ti) y g~O; u) respectivamente.

Paraque las funcioness y to — it dadaspor (2.124) y (2.126)seanrepresentacionesen el plano
bodógrafode solucionesautosimilaresanalíticas,la función g(v; O) debeseranalíticay poseeral mc

menosdos cerosen el intervalo [—5,5] tal y como veremosmás tarde. EJ siguienteLema nos

ayudaa conocercuándoesto tiene lugar.
a

Lema 2.1 Sean

5= rs —~ — l} U ~ = + ~n} a,

A— {a~ =2 —~ — u = E

Si ti = s~ ó ~ =2 ~ entonces las funcionesgí(O; u), f2(O; u) son analíticas en (0, 2w) y cada
una de ellas tiene u raícesen el interralo (0, 5). a-

1’

Siu=a~ ov = a~, entonceslas funciones92(0;u), fi (O; ti) son analíticas en (0, 2w) y cada
una de ellas tiene u raíces en el intervalo (0, 5>.

Si u E E\S entonceslasfuncionesgi(O; u), f2(O; u) no sonanalíticasenO rs 5 y sip C E\A u
entonceslasfu-aciones92(0; u), fi (O; u) no son anal’ticas en O =

Si ~¾i < y < s~ ó s~ < u < s~>~1 entonceslas funcions gí(O; ti), f2(O; u) tienenn+1 raíces

en el intervalo (0, 5). e
Sí a~+l < u < a~ ó a~ < u < a~+í entonceslas func2ones92(0; u), fi (O; ti) tienen u + 1

raíces en el intervalo (0, 5).
-n

u
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Demostración.
Notemosprimero que la solución generalde (2.127) es, localmenteen la vecindadde 9 — _2’

una combinaciónlineal de dos funcionesquesatisfacen

d2g _ _ 3d
9

dO
2 ~—~o OdO

con O =~ — O. tina de estasfuncionesse comportacomo y “.‘ y la otra como una
6-40

constante.
Encontrarlas solucionesantisimétricasacotadasesequivalentea resolver la ecuación

d2
9 +3 tan O~ + ((4v? + 12v) y = 0 (2.144)

con condicionesde contornog(0; y) = 0, g’(~;v) = 0. La ecuación,junto con las condicionesde

contorno,constituyen un problemadel tipo Sturm-Liouville con autovalorA = (4v)
2 + 12v.

El teoremaclásico de Sturm prueba la existenciade un conjunto infinito de autovalores

Ao, >i, ... y queestosforman una secuenciamonótonacrecientetal que A~ —* oc. Además,Ja

autofunciónque correspondeal autovalorA,, tiene exactamenten cerosen el intervalo (0, ~).

Encontraremosa continuaciónlosautovalores.Paraello introducimosel cambiode variables
x = sinO y resolvemosla ecuaciónresultante:

(1 — x2)g” + 2xg’ + ((4v? + 12v) y = 0 (2.145)

usandodesarrollosen serie. Si escribimos

00

g(x;v) = E amz2m+l
m=O

entonceslos coeficientesam satisfacenla siguienterelación de recurrencia:

1
ti,,,

41 rs ((2m — 2)(2m + 1) — ¿4v)
2+ 12v)) am (2.146)

(2m + 2)(2m + 3)

La serie contendrásolamenteun número finito de términos en el casode que u tome los

valores— — 1 ¡ con n = 0,1,2 ResolviendoJa relaci6n de recurrencia(2.146) en estos
2fl ~fl

casosobtenemos

(~í)m17(n+2)17(rn+n+i)
g(b; ti) rs y (n+ ~ F(n+2— m)I’ (2m+2) (2.147)

El número de cerosde g(O; u) es una función monótonade A = (4v)
2 + 12v en virtud del

clásico teoremade Sturm.
El mismo argumentose aplica a las solucionessimétricas. En este casolas condiciones

de contorno son ffl(O; u) rs 0~ g (~; y) = O y llegamos de nuevo a un problema de Sturm-
Liouville. Con el objeto de encontrarlos correspondientesautovaloresresolvemos(2.145) usando

el desarrolloen serie

00

g(x) rs Z amx2m
ra =0
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a-
y ol)teniendola siguienterelación de recurrencia

arn+í =2 (2 + 2)(2 + 1) (4m2 — Orn — ((4v)2 + 12v)) am (2.148)

La seriesera truncadaen casode ser ti igual a ó a 4 + 4u con -u. rs —1,0.1,2 La
función correspondientea u =2 —1 es g(x; —1) rs 1+x2 queno satisfacela condición 9(1; —1) =0.

Todaslas demásfuncionesla satisfacen.Llesolviendola relarión de recurrencia(2.148) en estos
casosobtenemos

n+2 r (-ni. + ~ + ~) 17(3+ u) mt

g(0;v) rsC L(—1)m4m ~ + + + sin2~ 0 (2.149)

El númerode ceros de g(O; u) es unafunción monótonade A — (4v)2 + 12v en virtud del

clásico teoremade Sturm.
Los resultadosque involucran la función f(O; ti) se puedenobtenerusandoel mismo tipo de

argumentosO e,
En la demostracióndel lema anterior se obtuvieron las expresionesexplícitas de y

1 (0; u)
cuandou E S y de y2(O; u) cuandou E A salvo por sendasconstantesmultiplicativas indeter-

e
minadas. En el siguiente lemnadamos unafórmula explícita para fi(O; ti) cuandoti ~ A y para

12(6; u) cuandou c 8 usandolas expresioneshalladasen la Proposición2.2 y estonos permitirá
determinaresasconstantes:

a
3 1 -

Lerna 2.2 Sea ti — —~- — ov rs ~- para algún u—O 1,2 Entonces

TI

(O; ti) = 5 sin
210 (2.150)

í=o (21)!(n — l)!17 (—4 — u

Sea ti rs — 1 ó ti rs 4 + 4n para algún u =2 0,1,2. ~Entonces e

-n

f
2(O;v) =5 sin

21~10 (2.151)
i=u (2/+ 1)!(n — l)!I’ (—~ — — í) e

3 1 n ¡ 31 3Demostración. Si ti rs —ni--tnóv =2 ~ paraalgún u = 0, 1,2, entonces4v+ rs ~+2n
a

f
1(O;v) rs jcosh ((sin O) it) x/EK1~2jt)dt rs fi cosb((sinO)z) z{K1~211(z)dz —

ya que zrKa+2Áz) es analíticaalrededordel semieje real positivo excepto en el punto z = O

y podemosaplicar unadeformaciónde contornohacia una circunferenciaalrededordel origen.

Paracalcular la integral recordemnosque a

= 3i~ (hs÷2=z)—
u

(ver [1]) y escribamosel desarrolloen seriepara zrIs+2,,(z):

~ ~ = <~ (z) 2+2n (;ztk a
k—0 k!17 (~ — 2-u +

a

e
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y para
2

Z2132,,(Z) = ~k É
k=0

CO

k!F (—4 —2n+k) ~jk!17 (—~ —2n+k)

Introduzcamosestosdesarrollosen la integral e integrandomedianteel métodode los residuos
obtendríamos

—te’

=~7~7j-f1I2¿ ~jj~

cosh((sin O) z) z}K1~2jz)dz =

( (u u —1)

— u —1)

cosh((sin O)

sin
2tg

Seau = —~ —16 v= 4+ ~n para algún u = 0, 1,2, ...Entonces4v+ = 2n + ~ y

.12(0; ti) = j sinh ((sinO)1) x/iK
1~2$t)dt =

1
=

~ (21)! í—*o

( 2214 sinh ((sin 0)0)

TI

rsE
~=o(21 + 1)!(u —

procediendocomo arriba y teniendoen cuentaque

d
21 sinh ((sin 0)1

)

Hrn~j-j~ ( it
1

21 + 1 sin2¡±1o

Estoconcluyela demostración.LJ

Observación 2.1 Si introducimosel cambio (2.123) en (2.119) y particularizamospara O = 0

obtenemos
(2.152)4v’ivf (0) rs g’(0)

A partir de (2.152) y (2.150) obtenemosel siguienteValor de C en (2.147)

a

(n)!F (—4 — u)

y a partir de (2.152) y (2.151) obtenemosel siguiente valor de C en (2.149)

2=

2224
sin2¿+íO

C =2 412v

(4v+3>(u)!17(3 —a)
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eObservación 2.2 A continuación presentamostas funcionesf(O) y y(O) en ciertos casospar-

ticulares interesantes:

<2
f2(0;—1) = 3—sinb

w

6 ~
gt(Ú;—1) rs —cosO

vi

3 _ 1-5v’
2 (3 ~sin(3Ofl a

l2~’I

151 ~= — + —cos(20)+ -~--cos(4O)+ 1cos(60)
2 ,rylG 32 16 32 1 mc

52.5 <2(.~ 9.33.
f2(6;—2)= 64tk —sin(36)+—ssn (56)) mc10 50

63 (~ — cos (20) + cos(40) + 24 cos(60) + II cos(80)\

g
1(0;—2) — 512fi k 3 ¡ ml

Es posibleestablecerunacorrespondenciaentrelas solucionesen el plano hodógrafohalladas
y lassolucionesautosimilaresen e] espaciofísico:

e
Proposición 2.3 Seati < —1. Entoncesexisteunafamilia continua defuncionesy(O;u) solución

de (2.127,)que tienen al menosdos ra’ces en cl intervalo (—~, ~). Sea y(O; ti) una cualquiera de
ml

estasfuncionesy f(O; u) la correspondientesolución de (2.125). Entonceslasfuncioness(r, O)
y (tu — 1) (r, O) so-a la r~presentaci6nen el plano hodóqrafo de una solución autosimílar en el

espaciofísico con comportamientosasintóticos en el infinito
a,

y A±l~l2D-F2

__ a
Si ti = —1 entonces

a

— 32~~~4sinO (2.153)
-vi

6 —
— rs —r’ cos

4O
w

son la representaciónel plano hodógrafode la única soluciónautosimilar en el espaciofis co que a

ademáses simétrica y de soporte compacto.

Demostración. Una consecuenciadel lema 2.1 es que existe una familia continuade Ño-
ciones q(0; u) solución de (2.127) con al menos dos raícesen el intervalo (—~, ~> para todo

ti < —1.

Si y(O; ti) tiene al mnenosdos raíces entoncesexisten curvas en el plano hodógrafodadasde
forma implícita por

i41/+3y(O; u) rs C (2.154)

u’

a
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y queson lazosquecontienenal origen. La curvadefinida por (2.154) con O = 6 es interior a la
curva definidapor (2.154)con O = 02 si 01 > 6. Comoademáslas curvasde nivel de la función

s(r, O) son ortogonalesa las curvas definidaspor (2.154) entoncesla función s(r, 0) es monótona

a lo largo de ellasy recorretodos los valoresreales(estaúltima propiedadessolamenteposible
cuandolas curvas definidas por (2.154)son lazos quecontienenal origen). De las ecuaciones

to—t rs r1”~3g(O;v) (2.155)

s = r4”f(O;v)

podemosdespejar

f(O;v) _ s

(g(O;v))T~fs — (to—t)4~s

y dadala monotoníade s ato — it constantepodemosinvertir la expresiónanterior paraobtener

o=o(s4U) (2.156)

Despejamosr de la primera expresiónen (2.155), usamos(2.156) y se tiene entonces

Usamos(2.123), (2.156) y (2.157) paraconcluir que u y y tienen la estructurade (2.116) y
de (2.113) y (2.115) se sigue la Proposición.

En el casou rs —1 tenemosque g(O; u) = cos40 con raícesen O = ±j<Consideremos

las expresionesdadasen (2.153) y tomemos,sin pérdidade generalidad,un tiempo particular
— 1 rs $==. Debemosencontrarlos valoresde s a lo largo de la curva r rs cos4O. Notemosque

de (2.153) podemosdeducir

y por tanto
181—r2

2 (2.158)
zr

de donde se concluye

r ‘-~ 5 4
S—3-00

Porotra parte

sinO rs —1~ 5
3<2

Deducimosentoncesde (2.123) y (2.158)que

urs r’tcos4Ors¡-$í —sin2 9)2 ~ r4(1— irSs2)2= r5 r~ lsV (2.159)
18 ISI—~00

con u simétrica en s.
De (2.115) y (2.159) obtenemos

14400
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y por tanto uy

±Const.
s—+±

mientrasque por (2.113) 0

1
yrs ~ +oc

a-
y esto concluye la (lemostración.ú

2.5.4 Combinaciones lineales de autosimilares

uy

La formulación descritaen las seccionesprecedentesnos permite generarnuevasfamilias de
solucionesexplícitasapartede las autosimnilaresgracias a la linealidad de las ecuacionesen el

plano hodógrafo. e
Las expresiones

to — it rs f~ (A(v)r~~+~gl (O; u) + B(v)r4V+2y
2(O;u)) dv = G(r, 0) (2.160)

s=I12 (A(v)r4uf2(O;v) + E(v)r
4Úfí(O; ti)) dv F(r,O) (2.161) mc

con A(v) y 11(v) funcionesarbitrarías (o incluso distribuciones),son soluciones formales de

(2.119) y (2.127) con r y O definidas en (2.123) y nos permiten conocerJa evolución (le una
frontera libre cuya representaciónen el plano hodógrafoen el instante t rs O es la curva r(O)

dadaen forma implícita por G(r, O) rs ito y con dato sobreella s(O) =2 F(r(O), O).

En esteapartadodaremosalgunosejemplos de A(v) y B(v). e-

2.5.4.1 Ejemplo 1: Los perfiles antosimilares

Los perfiles autosimilareshalladosen seccionesprecedentescorrespondena

A(v) CiÓ(v—vo)

11(v) 0
25(v—vo) mt

con 5 la distribución delta de Dirac y t-’o < —1. En virtud de la Proposición2.3 cl perfil final es

en el espaciofísico e
Ji --~

mt

2.5.4.2 Ejemplo 2: Perfiles del tipo A±It log(z)~
0

Consideremosunas funciones A(v) y 11(v) regulares, con soporte en el intervalo [u
1, ti0] G a

(—oc, —1) y tales qne
A(v) r-., _ Cí(vo~v)S+o((vo~v<)

LI—U

a
11(v) —-‘ _ (1(vo — v)~ + o((vo — v)Á)

jI—+

Entonces a

rZcxj]>0~ (c’i(vo — ti)Ár
4~fftO; yo) +Ci(vo — v)N r4”f

1(O; yo)) di’ rs

a

mt
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rs (Cif2(6;vo) +Cmfi(O; yo)) r
4~ f ltik r4~dvr-Zoo

+ 1) (0112(0;ti
0) + Cmfi(0; yo)) r

4’~’ liog(r)~íÁ
r—* 00

de dondepodemosdeducir

r
Sl-dO

y por tanto

ursa, INI C~js¡t¡log(s)~~s
l-,l-+o

Hallamosel comportamientolocal de z

para inferir que
&-o 1+>-)

lzl-+0

y en consecuencia

Ji r-~ 11±sí 2¿~ log(s)~2vo ‘~-~ A±IzV2¿~o~F2 log(z)l (A-fi) ‘-t-+vg4’2(v~+1)v~

151-40

2.5.4.3 Ejemplo 3: Sumasdiscretasde autosimilares

Restringiremosla discusión a las autofuncionessimétricas y antisimétricas{r4~~f (0; u,,),
r4V~~±Sy(0;ti,,)}~

0 que correspondena los autovalores{~-“‘ =2 —~9},~=~• Los antovalorescon

subíndicepar correspondena perfiles simétricosparag (0; u,,). Las funcionesA(v) y B(v) son

entonces
00

A(v) rs ZC2¿8(v— v2¿)
t’=0

00

13(v)
¿=0

Consideremosun casoparticular: Co rs 0, C~ rs 0~ <32 =2 —1, 04 rs l~ C1rsOsij>4. El
perfil final vienerepresentadoen el plano hodógrafopor unacurva y(O) con

0o =O ~ 01, siendo

0o el primer cero de gm(O; —2) y 6~ el primer cero de gm(O;—~) (ver figura 2.5). Las funciones
12(0;—2) y 12(0; —~) son positivas en el intervalo de O consideradoy la función s(r(6),O) es
monótona. El perfil final en el espaciofísico consisteen dos conosunidospor suspuntasy que
seconvierten progresivamenteen paraboloides(ver figura2.9).

Podernosconsiderarun perfil comoel visto arriba perocon Co e, esdecir, con una pequena
componentede la solución autosimilar desoportecompacto.Estacomponentedebedominaren
la región central y paratiempospróximos al de formación de la singularidadya que es término

más importantecuandor —> oc (ver figuras2.10 y 2.11).

En el espaciofísico representaun cilindro corto quese cierrauniformementeseguido,cuando
e! tiempo es próximo al de formación de la singularidad,de unacapalimite en la que dominan
los términos viscososy tridimensionales.Fuerade estapequeñaregión el perfil es el de arriba

(ver figura 29).
Si consideramos<31 # O entoncesel perfil final seráasimétrico.
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uy

u-

u-

u

ml

Figura 28: Las curvas~o it = 5—2,5—1,1,5,52

mt

2.5.4.4 Ejemplo 4: Perfiles del tipo h0 + A lzl~

Discutimosaquími nuevomecanismode formacióndecúspidesquetiene lugarcuandola función
s(r,O) poseepuntosestacionarios,es decir, puntosE talesquegrad(s) p rs O. Esospuntosson
tambiénestacionariospara t(r, O). Un ejemplode estasituaciónsería

A(v) rs 6(v+~)+6(v+2)

11(v) rs O

e
quecorrespondea

sfr, O) rs <
6gi(O; —~) + r8yj~ (0; —2)

/ et plExiste un tiempo tm > O y un rl > O tales que O ya que para O = O

la función ~o— t cambiade signo cuandonos movemosdesdeel origen (dondela función es

positiva) al infinito (dondela función esnegativa) y ademásdecaeen el infinito. Por (2.119)

o~~oYr ]r=rj,O=~O — y&o} , ~ — 0Y entonceslocalmente

l~l rs A(w—wi)2+11r2 u
rs C(w—wi)2+Dv2

de dondeobtenemos
mc

w rs wi+A’ t
1—t±B’ sí

rs C’ t1—t+D’ si

y por tanto

-u ‘~~I uo+A” t1—t+B” sí a

Teniendoen cuentael cambio

1
Urs e,

h
2(z(s,t),t)

rs r(z(s,t),t)

a

mc
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Figura2.9: Perfil final en el Ejemplo 3

concluimos
II

Ji —‘ ho+ lsi=lmo+lzl±

y esto implica que tanto la aproximaciónde viscosidad nula como la unidimensional no son

válidas para tiemposy puntossuficientementepróximosa t1 y O respectivamente.Dichasre-
giones no se analizaránaquí.

2.5.4.5 Ejemplo 5: Perfiles asintóticamente cilíndricos

Concluimoscon un ejemplo de unasolución explícita que da lugar a rupturaen tiempo finito y
que satisfacelas condicionesde velocidad nula en el infinito y perfil asintóticamentecilíndrico

en el infinito. En general,la existenciade mecanismosde rupturaautosimilaresno implica que
estos tenganlugar en problemassobre los que se imponen condicionesde contornoconcretas.

Es por ello que presentamosa continuaciónla construcciónde unasolucióncon las propiedades
antedichas.

- - - El ejemplo que estudiaremoses la siguientecombinaciónlineal de perfiles autosimilares

Co
s(r, O) rs Z(~1)n22?1r4~Áf2(O; n+2

_____ )
nzl 2

dónde f2(O; y) es la función dadaen el Lema 2.2. La expresión(2.162)correspondea

A(ti)
71+2

)

— Z 2
2~6(v + 2

rv= 1

(2.162)

11(v) rs O



118 2 Análisis de la evolución de la superficiede tubosfluidos finos

r

u

uy

Figura 2.10: & rs 10<’, it0 — 52 5—1,1,5,52

3<

20--
e

yIo-

o

-10

-20

mc

5’ ¿..—4 6 8 10 12 14 16>x
u

Figura 2.11: e — 10<’, fo — =2. 10<’, 10<’, 10<’

Escribamospor conveniencia

00

s(r, O) rs

n=I0

n+2
12(0;— 2

e

~f2(O; 1) rs s1(r,0)

mt
Podernosevaluar

sm(r,O) sinO (~0
sinO

00 00 22/± ~

__ (21 + 1)!(n — l)!17 (—~
___________=/

(2/+1)!(n—l)!f’(

--(—10 (2rY2~ sin2t Ors
it t)

sinO 00 00 2~’~=]?(§~ +n +í) (—1)

’

0 k~wF(2l -4-- 2)17(n 1 + (2r)2~sin21O=

2x -+

mt

e

mt

e

a,

e
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5

2~ sinGLÉ

u m0

17 (~+rn+2l) (—1)’

17(21 + 2) 17(rn + 1)
(2r)2m r21 sin21O

Comenzamosevaluando

17

rn=u

+m+21)

17(m+ 1) (2r)<’m rs 17 (~ + 21)

y entonces

tt 17(~+m+2í)(-íV
¿=0m0 17 (21 + 2) F(m + 1) (2r2m

00 17(2l+~) 1

rs~f~ 17(21+2) (í —

00 17(21+1

)

— 1 ~ 17(21+2) (1)

~2

<2 _________

<2 r(~)r(~)FJ=.

e)2

con

1)’ (sin 9)2/

(sinO s~2/

(—1)’ ( _sinO )21

3

2

y por tanto

y

2~ sinO 37~ 753
—z)

14

s(r,O)rs
3

5
753

z) — 2=17(1)
717(2)

<2 ___ 53

((ít)=F+4~2í

Usandolas fórmulas 15.2.1, 15.3.3y 15.1.13 de [1] obtenemos

—z)—i)

) sin O

sinO

753 = ~d 311 1d1
4’4 2 Md~ 4’42 Mdz y

44 44

111 )~
+ z)4 F(—

4, ~ ~ Z)) rs

1

(í —

(sin O ‘~ 2/

Vr)
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1 ~/ Ir!
~44 Z

demostramosque w

7 5 3 1 2+ 1+zffr)ff(— ..t)—\/2
44’2’ 1+ 1±z(1+z)l (2.163)

Una conclusionsencilla es

4<2 (1s(r,O) -si —sinO sin~O
2 7t ¡

de dondese deducela existenciade un único valor de O para el cual s(~, O) rs 0. La función f(z)

es estrictamentedecrecientey, por tanto, paracadar fijo la función (í — ±)2 f(z) — 1 debe

ser tambiéndecrecientede dondese deducequeexistirá a lo másuna raíz de s(r, O) a r fijo.

Si denotamos

yrs (sinO)2podemosescribir s(r, 0) rs 24 ((l)~.1(z)l)<2(í < (2.164) —

Notemosquede(2.164) y del hechode que ~ < 1 sededuceques(r, O) serápositivo mientras

lo sea (~) ~ f(z) — = QS~4f(z) Vil)

y queen estecasola función s(r, O) creceaz constantecuandoy decrece. Comotodoslos puntos

del plano tales que r _ ~ pertenecena tina curva z rs const. y la función y = (t~)2 crecea lo

largo de unade talescurvases entoncesevidenteque s(r, O) decrecea lo largodeella y no existen

por tanto puntosen la región r = talesque s(r, O) > O y grad (s(r, O)) rs O simultáneamente.

Probamosfinalmenteque s(r, ~) < O medianteel siguientecálculo

a

<2 1 2+ í+(r—&2
s(r,—) rs3 —12 1 —

2 3 —2 ml
1+ í+(r—*)(í+(r—*) )

x/2160r~ + 36r2+3 u
<0

— fi w~(4r~+i)3

De las propiedadesque acabamosde demostrarconcluimosque todaslas curvas de nivel en a-
la región en la quees s(r, O) > 0, r ~ partendel punto r rs 2’ 0 0 y terminanen algún punto

en r rs O E (o, arcsin(124)) sin habersecruzadoni bifurcado. Existirán también curvas

ortogonalesy en particular una que partedel origen y se extiendehastael infinito. Esta curva a

representael perfil final en el tiempo de rupturay las curvas ortogonalespróximas los perfiles

en tiempos próximos a la ruptura.

a

a
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2.5.5 Soluciones simétricas con
o

velocidad inicial nula

En estaseccionencontraremosnuevassolucionesparticularesdel problema(2.52): las soluciones
simétricascon velocidad inicial nula.

Si la velocidadinicial es Vn(s) rs O entoncesla curva de datosiniciales en el plano hodógrafo

I y los datossobreella se puedenescribir, en virtud de la primera
es y rs 0, ir

ecuacionen

e Vk,u¿(so)

(2.103) como

5 =2 (2.165)

rs O

Sin pérdidade generalidadpodemosconsiderarla ecuación(2.107) con condicionesde con-

torno (2.108) a sersatisfechaen y rs 0, ir e [0,1]. Escribimosel problemaen coordenadaspolares

definidaspor

rs rcosO

y rs rsinO

paraobtenerla siguienteecuación

ld
r dr Vr dr)

1 d2s 3ds
+r2d02+d

3tanúds

r2
(2.166)

Multiplicamos la ecuación(2.166)por rC±le integramospor partesasumiendoque todoslos
términosevaluadosen O e oc se anulan,para obtener

&9 + — 3aS —3tan
dO2

con
S(a,O) =

dS
dO

ra<‘s(r, 9)dr

(2.167)

(2.168)

la llamadatransformadade Mellin de s(r, O).
Introducimos r rs sinO y con él

So=S~ 1—A

Soo rs (1 — x2)S,,,, — rS,,

La ecuación (2.167) se puedeescribir como

(1 — x2)S” — 4xS’ + ev(a— 3)8 rs O

Buscamosnuestrasolución en la forma

Srs je±”0(t)dt

siendo 17 unacurva regularen el plano complejoquerodeael semiejereal positivo, e introducimos

0(t) rs ~4f(t). Entoncesf(t) satisface

2t2ftt+tf~~ ((a——) +t )f =0
2
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u--
con ¡(1) =2 Ks(t) su únicasoluciónacotadaen el infinito.

2
En esteapartadoconsideremosla siguientesoluciónde (2.167)

st

S(a,O) rs Ci(ev)-t esin(OítvW~l<t)dt
2

Debemosimponer la condición de contornoSfr-, O rs 0) rs 8(a, 0) paraobtenerla solución
buscadade (2.167) queestádada por:

- <~— sin(S)/fi1< ~ (t)dt
S(cr,0) rs ~ v’Í¡<~dt)dt S(a,0)

2

donde 17~ es un elementode unafamilia de curvas regularesen el plano complejoque rodeanel a
semieje real positivo. Estascurvas se aproximan a 17 rs {x + iO : x E JR+} U {x — iO : z 6 A?~}

cuandoel parámetroe tiende a cero.

Escribimos en este punto a rs iA + a con Á,a e IR. La fórmula (2.168) se puedeinvertir mc
entoncesen la forma

s(r, 9) =2 j— j CCS(a,O)d\ (2.169)
mc

que es la- llantadatransformadainversade Mellin.

Observarque

mc4 t=Aja (t)dt
So(o-,0) — — 2 S(cr,0) (2.170)

4 Ák1(OdÉ2
mt

Usarnosahora la fórmula (2.139) (ver 11.4.22de [1]):

jt4I<u(t)dt=2~117(PV+í)r(ít+V+í) u

paraobtener

—~ trI< 3(Odt 17(2— mt
hm <>2 — 2 2’\2’2J rsf(a) (2.171)
~—~u4 x/7K~s (t)dt 17 — 2) 17 (~)

en el casode quelas integralesconverjan.Notemosque lf(~)i <>1-400 a~. En los casosen los que

algunade las integralesno converja,la expresiónfinal será la misma ya que se puedeobtener

por prolongaciónanalítica (en a) de la función queseobtengaen la región del plano complejo

en la cual las integralesconverjan.
A continuaciónllevaremosacabola clásicadescomposiciónde Wiener-Hopf. El multiplicador

rl O

f(ct) se puede escribir en la forma f(et) rs 20+ donde qe(a) rs —<3(a)’ ~Á y q(a) = eq- a) 1

• Podemosahoraprobar la siguienteProposicion:

e-
Proposición 2.4 Existen dos conjuntosde funczones{y,<>(r)J~1 y {<,<>(r)1~1 tales que

(2.170,)se satisfacecon

u
S(o<,0) =2 ‘F<a)

So(cv,0)rs

mt

a
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siendo ~m Y ~ transformadasde Mellin de <pm Y <m respectivamente.

Estasfuncionessatisfacen

y~=0 sir> 1

y~ rZO Ar2m 1

~~m0 sír<1
r-YZ,O Br<’m<’

y admiten desarrollos en serie de la forma

00

yrn(r) rs ~ e~(1 — r2)fl±~ (2.172)
72=0
00

ii>m(r) rs >3 d
72(r

2 — ifA
n=O

Demostración.La ecuación (2.170) junto con (2.171) implican quesi

S(a,0) t~(ct) rs Gm(a)

+ 2)

entonces

So(a,0) rs ‘bm(a) —2Gm(a) 17(2 — ~i

)

17 (~ — 2)
Definiremosunafamilia apropiadade funciones{Gm (a)} -1 y a partir de ella obtendremos

las correspondientesfuncionesyrn(r), <m(r)

La familia {G,n(a)l~V~ se puededefinir mediantela siguienterelación de recurrencia:

a—(2m+2)<3()
Gm+i(a) — a — (2m + 3)

Cm(a) 1

cuya solución es

Cm(a) i17 (ni — {a + í) ~(1 ~a

)

217(mila+2)17(2 ‘a)
La función ~bm(a) es analítica en todo a E C excepto en los puntos a rs 3 + 2n para

n rs 0,1, ...,my a rs —2n paran E N donde la función poseepolos simples.

La función ‘bm(a) es analíticaen todo a E C exceptoen los puntosa rs 2 + 2m + 2u para

u E N dondela función poseepoíossimples.
Notemosquetodos los poíosde t

1(a) se encuentrana la izquierda de las rectasa rs i,\ + a
para 2m+ 1 < a < 2rn + 2 y todos los polos de lb (a) seencuentrana la derecha.

Escribimosa rs iA + a con 2m+ 1 < a < 2m+ 2 e invertimos la transformadade Mellin para

obtener,integrandopor residuos

1 f
00 00 17(n+1)17(n+m+1)17(1-+-n) 2

y,n(r) rs— ir0t~(a)dÁ rs ——>3
2w j

00 n=O 17(n + ~ + m)17(n+ 2)17(n+ 1)
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“~‘ (—1)”17(~ + ni u)17(rn — u

—

+ >3 17(t + ni — n)17(ij — u)17(m— -n)17(-u + 1)

-Y

ym(r) = O

así como

si r> 1

~,,<, (-r)

<4.(r)

+ f0¿ r<>’l¼>(a)dX= ~1W r2 lr2m+l

r
st r>1

O si r<i

dondehemosusado

1 —F(ni+1—~) _ 1 17%17(m+

17 (-u~+i~ 2) — r(jm+ 1—2)

1 1
— ——B(- ni

ir 2’

J
00 2

=fx2±m ~ 1dx

a
+1-—)rs

2

uy

-dr
~/W r2 —

con B(~, ni + 1 — ~) la función beta con argumentos~ y ni + 1 — _

Demostraremosfinalmenteque las funcionesp,,<>(r) y 4’-rn(r) admiteí¡ desarrollosde la forma

so
m(r)

Vm

00

rs>3 c11(1 —

n=0
00

rs >3dn(r21)fl<
nr~O

Tenemosen cuentaen primer lugar que

m

0,,,(a) >3 aj
a — (21 + 1)

1 1
__ +

a—(2l+1) rs a+1

e-

(21 + 2)
(a + 1) (cm — (21 + 1))

1 (21+2) + (21+2)(21+4

)

— a + 1 + (a + 1) (a+ 3) (a + 1) (a+ 3)(a — (21 + 1))

1 <>~ (n+l)!
2>3 un~o 17Q~+1+n)

1 a3
— —B(---- —

2 2’2

íF½)17(1±n

)

2

paraconcluir

= Cm(a)
+ O

a~ 17~ —

a — (21+1) 17 (~ + O

si r < 1 (2.173)

2

e

•2

(2.174) u

asi como

31

a,

y

a,

r<><’ (1LI rs !

•1

mc

mc

e

mc

mc
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(n±1)! (173)

)

y por tanto

cpr,,(r) rs Za¿ (~O17(í2;t42n) (1~r2Y>4) rs

00 ¡m

=13 (>3a 17(n+l+ 1) (1—
nzÁ> \í—o 17(1 + 1)17 (~ n) ~

Por otraparte

1 1 00 17(n+ni+~

)

r
2m+l (1 + (r2 — l))m-l-~ ,,=~ 17(n + 1)17(ni + l)(r —

y en consecuencia

200 17(n+m+~) 1
4~rn(r)~>3V1)72 m (r2 —

17(n + 1)17(ni+ ~)
lo que concluye la demostracióno

Observación 2.3 El desarrollo en seriepara s rs pm(r) dado en (2.172) implica que podemos
invertir las funcioneslocalmentecerca del origen y escribir

00

(1— r2) rs (tp~1(s)) rs >3p,>s2~

lo cual implica que u rs r4 sepuedeextenderde maneraúnica, analítica y simétrica a s < 0.

Observación 2.4 A modo de ejemplopresentamosla fórmula explícita para ~i(r) y

lir+2 1—r2r—2arcsinr
_ sir <1

2

cp
2(r) — 1 12r

3 1—r2+6r 1~r2~6arcsinr~8r2arcsinr+4wr2+3w sir<1
16

Paraque las funcionesym(r) seanadmisiblescomo datos iniciales han de ser monótonas
decrecientes.La demostraciónde estehechola da el siguienteLema:

Lema 2.3 Lasfunciones~m(r), ni rs 1,2,... , son monótonasdecrecientesen r.

Demostración.Las funcionesym(r) vienen definidasen formade seriepor (2.173). Esta

expresiónconstade dos sumandos<4Q(r) y 4,~~(r). El primero

— —-:~t0 ~I1t2t4t?1t2~~t?}r272 (2.175)
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es sumade funcionesmonótonasdecrecientes.El segundo

m—I (—l)”17(~ + -tít n)17(m— n

—

,i~:0 17(1 + ni — n)17(~ — n)17(mn — n)17(n+ 1)

-‘jI—’
rs >j3 a(ni, n)rl2(m~~)

u
(2.176)

también,ya que a(ni, u) > O por ser

1
17(— + u) > O

17(~—n) 2

(ver (2.142)) y tenerel resto de las funcionesgammaargumentospositivos.Q

El lemaanterior muestraque las funcionesy,,, (r) sondatosadmisibles. Tenemosquecalcular
las solucionescorrespondientesa tales datosy estoes lo que hacernosen el siguienteLema:

Lema 2.4 Las funcionesym(r) son el límite cuando O tiende a cero de

00 (—1)~17(n+ ni 1)17(f

rs >5 + + u) 2n

~=o 17(n+1+ni)l(n+2) 2
m— 1

+>3 (~l)m+n
72=0

17(n + ~)17(rn — u

17(n + 1)17(1+ mu
— rIflmn)2-Sf~(O; 1 2(-m — u)) sir <
—u) 4

4),,,(r, O)=4 it
rtr=O

(~1)n+m+l17(n+ rn)17(1 + u) 2(»±m±115f(O —u — ni — 1

2(1 + 2n)17(n+ 1)17(1+ n + ni)

a

si r > 1

(2.178)

Demostración, hacemosun desarrolloen seriede Laurentde y,~(r) en torno a r rs O para

r < 1 y tenemosen cuentaque cadatérmino de la serie es la traza en O rs O de una solución
autosimilar. Hacemoslo mismo con 1$,

72(r) en torno a r rs ~- para r > 1 y obtenemosasí el

resultado.E

Las expresiones(2.177), (2.178) son equivalentesa la siguiente:

4),,, (r, O)rs—j—-
II

J — 100+2in + 2
da~r<>F(a, 3—a; 2;

1 — sin O\ 17 (ni + 1

2 r(nt+1—~a)

tal y como podemoscomprobarmediante una simple integración por residuos. Esta última
expresiónseráútil paraprobar la siguiente proposición:

Proposición 2.5 La función 4),,, (r, O) definida en el Lema 2.4 posee regularidad <300 en r E

Demostración. Tenemosen cuentaen primer lugar que

17 (m + 1 — ~a) y (1
1’ (-uf + 1 —

—~a)17(~)

)
(ni+ ~ — ~a)(-m — — ~a)....(1 — ~a) sin

dondeusado (2.142). Emplearnosa continuaciónla fórmula 15.3.30 en [1]:

a

u,

3<

uy,

e-

1

e-

(2.177)

a

a

a

a

a

mc

mc

mt

mc
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F(a, b, c; ¾= aba b 1F’(~~ ~; ~ + + ~; 4z — 49)

para deducir, junto con el desarrolloen seriede las funcioneshipergeomnétricas:

Uf 901—sinO )
2

17(2)

a3 a2
=F(— ———2cosO)=

2’2 2

17(~-+n)17(1—~+n) 2

17(2+n)17(1+n) cos
72O

El siguientecálculo:

(e> + n)17(f + u)

u(n—1)(n—2)...1 (n+1)n¡n—1)...2

= Lí+ ~~¿1)(1 u-— 1
~2 1)] L’ 1 _ o

+ 2 2)(í
n+1

nos permite concluir

17(2)

~½)~‘I—‘y 17(2 + n)17(1 + u)
cos2’~ O<C (p

1 (~+ al2cosO))cos
72O rs

Físinh(~rs
cosOIal) cos72 O

usandoel comiocido desarrolloen productos:

sinhzrszfl (i+ k2w2

)

Obtenemosasí finalmente la siguienteacotaciónde la función hipergeométrica:

a3 a <3

—¡al 2

00

cosO a¡) >3 cos72Ors
nrO

<3 sinh(~ cosO¡a¡

)

1—cosO

Usandola fórmula 15.2.1 en [1] (ver fórmula (2.138) en estecapitulo) y procediendocomo
arriba es posibleprobar que

cl~ a3
~iñ 2’2 2’ 2o) ~ C

171+¡a¡
2~)sinh(~ cosO¡a¡

)

—~ 2~cos t~l 1—cosO

Las derivadasde cualquier orden de las funciones $m(r, O) se puedenentoncesacotar del

siguientemodo:

+/:7+2 1 — sinO
da. r<>E(a, 3—a; 2;

127

1 _ o
+ —~

u

1 _ <>1
2 2

2 j

17(m+1

2 17 (~ + 1 — ~a)
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00+2m—j-2 dja¡ . rr”~ (1+ ¡a¡/±2n)~4~sinld2cosO¡a¡) 1 =K~ r
.1100+2,72±2 ¡ aj 1 — cosO sinlí

para r e (0, ~) , O e (0, ~]. Hemostenido en cuentaque

sinh(~ cosoja[) __ w(¼S~—i)
‘si e 2

sin k~l7 0+00
2

una exponencialnegativaque multiplicada por cualquier potenciade Ia[ es una función inte-

grable. Estoconcluye la demostraciónE
Las fumíciones 9m(r) son monótonasdecrecientesy las funciones4)m(r, O) son C<~ fuera

de O = 0. Esta continuidad nos permite afirmar que 4),,,(r, O rs Oo) es monótona para todo
a0o E (0,6) con 6 suficientementepequeño. Por tanto, existen curvas de nivel 4),~(r, 9) rs <3

que no se cruzan ni bifurcan localmentecerca de O rs 0. Existen también curvas ortogonales
(curvasde t(r, O) constantesuficientementepequeña)sobrelas cualesla función 4),,,(r, O) decrece

e
mnonótonarnentey querepresentansolucioneslocales(paratiemposcortos)del problema(2.100).
Las curvas de nivel 4)m(r, O) rs <3 puedenbifurcar únicamenteen aquellospuntos(ro, Oo) en los

que grad (4)m(r, O)) rs o. Como 4)m(r, O) satisfacela ecuación(2.166) resultaque en un punto

estacionario (ro. Oo) se tiene A4)m rs O lo cual implica que es en realidad uit punto de silla en
(ro, Ou) lo quese traduceen unabifurcación de las curvas de nivel en él. En el espaciofísico esta

situación se traduceen la formación de la cúspidedescritaen el Ejemplo 4 de 2.5.4.

Hemosconstruidosolucionesparaun coniunto de datos iniciales 9m(r). Cadaunade estas
solucionesrepresentaun mecanismodistinto de ruptura:

u.
Teorema 2.4 Si 4)<>

1(r, O) no poseepuntos de silla entonceses la representaciónen el plano
hodógrafo de solucionescon ruptura en tiempo finito en el espaciofísico y el perfil, cerca del
punto y e-a el instante de ruptura, es:

1) un filamento de seccióntransversalnula en el caso ni rs 1

2) dos conos en el caso -m rs 2

3,> li(z) ‘si ¡z¡ ~~—1en general. mc

Demostración. Simplementetenemosque darnoscuenta que el término dominante en

(2.178) es la soluciónautosimilar r
4”f (O; y) con y rs y usarla Proposición2.3.C a

Podemosformar unafamilia de solucionesmediantecombinacioneslinealesde las funciones

y,,(r). Los coeficientesa,, de dichascombinacionesdebenserescogidosde modoque la serie

mt
00

9(r) rs >3 a,-,pm(r)
7,, = 1

a

converja uniformementeal menos en el intervalo (b, 1) con b < 1. En particular, podemos
construir fácilmente datosiniciales 9(r) con unasingularidad en ir rs b siendo O < 6 < 1 y esto

representaríaun cilindro deformado. u.

2.5.6 Un resultado sobre los mecanismos de ruptura en tiempo finito
a

Concluimosestasecciónprobandoel siguiente teoremaque resumealgunosresultadospreviosy
añadeuno nuevo:

a

a
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3

Teorema 2.5 Existe una familiaP de soluciones(h(z, it), v(z, it)) de (2.16), (2.17) tal que:

1) Las solucionesautosimilaresencontradasen el teorema2.2pertenecena P.
2) Para todo a e ~1,~ existenelementosde P tales que las condicionesde contorno

h(z,t) —+ 1
ZI—*00

V(Z,t) —* O
<->00

se satisfacenpara todo it y presentanruptura en tiempofinito con un perfil final cerca del punto

de ruptura
Ji(z,to) 00

~—* u+

3,> Dada una soluctoncon ruptura en tiempofinito (h(z, it), v(z, it)) E P tal que

para algún a E (O, +oc) existeotra solución con ruptura (l¿(z,1), ~(z, it)) E 2 tal que

sup(~Ji(z, 0) — h(z, 0) + ¡y(z, 0) — i~(z, 0)) < e (2.179)

con e arbitrariamente pequeñoy

¡«e,it) -si A±¡z¡~
z~~*O± ,t—*to

para cualquier a c (a, +~). Este resultado no es cierto en generalpara ningt¡n 5 e (0,a).

Demostración. La familia 2 estádefinida por las expresiones(2.160) y (2.161). La parte

1) del teoremaes el primer ejemplo de la subsección2.5.4 que se basaa su vez en la subseccién

2.5.3. La parte 2) fue demostradaen el ejemplo 5 de la subsección2.5.4 para a rs 1 donde
hemosencontradouna función s(r, 9) representaciónen el plano hodógrafode una soluciónque
satisfacelas hipótesis. Paralos demáscasossimplementetenemosque añadir una perturbacion

en el plano hodógrafoas(r, O) de la forma

si(r,O) rs cr”>g(9;v) (2.180)

con xi e (—~, —i) y e suficientementepequeño. El término (2.180) es dominante a distancias

r =c~”-~~ y determinala forma del perfil cerca del puntode ruptura.
Paraprobar 3) tomamoss(r,O), la representaciónde la solución en el plano hodógrafo, y

sumamosuna perturbación de la forma (2.180) con u e (—í — ~-, —í) y e suficientemente

pequeño. Este término seráuna pequeñaperturbaciónde s(r,O) para r << c2G>’~’) pero

serádominantea distanciasr >> e2fr —a’) y determinala forma del perfil cerca del punto
de ruptura.

Para5 e (0, a) el resultado3) no es cierto. Consideremospor ejemplo el perfil autosimilar
cuya representaciónen el plano hodógrafoes

3
s(r, O) rs r6g(O —-—)

‘2
(2.181)
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y busquemos un elemento en P tal quesu representaciónen el plano hodógrafocuandor —> -

sea
(r, 9) rs r5g(O; —2)

Tal elementodebeser de la forma

j (A(v)r~”f
2(o;v) + 13(v)r~vfd9;v)) dv

y el comportamientocercadel puntode contactono es el mismo queel de (2.181). Estoimplica

que los perfiles en el plano físico no satisfacen (2.179).0

2.6 Análisis de sistemaunidimensionalpara un fluido de Stokes

En estaSeccióndiscutiremosel mecanismodc rupturaquea-pa-rececuandoestudiamosla evolución

de un tubo de fluido de Stokesbajo las aproximacionescuasiestacionariay unidimensional. La

ecuaciónque deseamosresolveres la (2.53):

C ars/~t

con dato inicial

u(s, í rs 0) rs uo(s)

lo que implica, integrandodosvecescon respectoa s

1
(2.182)

Imponiendoque u —* 1 cuando s¡ —* ~ para todo tiempo (condición de contorno(2.51))

resultaquecí(t) rs 0,c2(t) rs 1. Tenemosque resolverentonces

2pu~rsu —u
2

y estose puedehacerpor simple integración

1 it
+íog í~ rs—+f(s)

~ 2p

con f(s) rs g(uo(s)). La representacióngráficade la función g se encuentraen la figura 2.12:

Paraun dato inicial uo(s)con un máximoabsolutoen s rs O es fácil concluir queu explotaen

s=0 cuando1 rs —2p ( no(O) +

el perfil de tal singularidad. Si
podemnosinferir Localmenteque

log 1 — ) rs j~. Estamosinteresadosahoraen conocer<no(O)
tenemosen cuentaque un(s) ‘si uo(0) — a) cerca de s rs O

1
+ log 1 —

ji u

1 tO~t 2
___ +18

2-u 2p

Es decir, la singularidad es de la forma

1
urs f

Lo — it

a

( (t
0 ~—

u

st

a

a

mt

a

mc

a

u

a

mc

a

a

a

a

a
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-4

-6

-g

-lo

Figura2.12: La función g(u)

Si recordamosla relaciónexistenteentreu(s,t) y las funciones z(s, t> que definelas carac-
terísticasy h(z,it) querepresentala fronteralibre el espaciofísico

1
n(s,it) rs z~(s, ¿) rs

h2(z(s,it), it)

podemosdeducirinmediatamenteque la función h(z,it) es,cercade la singularidad,de la forma

h(z,t) rs (~
0 — t)~ ~ — t)~ z) -

y representaun cilindro quesecierra. Dicho cilindro tiene unalongitud

L -~ (Lo —

y unaseccióntransversal

Sr-<to—t)~

Acabamosde probarel siguienteteoremacon respectoa las solucionesde (2.36) y (2.37):

Teorema 2.6 Dado un dato inicial ho(z) regular, tal que

ho --> 1
<-400

y tal que localmentecerca del mínimo absoluto(que suponemosen zo)

ho r—’ a+b(z—zo)
2

z—*z0

con 6 -< 0, entoncesen regiones

se tiene

z — 20= o((to —tY~)

1
o

-2

3 4



u
132 2 Análisis de la evolución de la superficiede tubosfluidos finos

Es importantehacernotarquela solucióndel límite unidimensionalparael sistemadeStokes 3<

no satisfacela ley de conservaciónde la Proposición2.1, ya queen el tiempo de rupturay cerca
del punto de ruptura 3o

u “a (s—sof2 3<

lo que implica que u no esuna función integrable. La aproximaciónde inercia despreciabledeja

de serválida por tanto cercadel tiempo de ruptura. 3<

2.7 Análisis de sistemaunidimensional para un fluido sin tensión mt

superficial

El sistemasin tensiónsuperficialequivalea la siguienteecuaciónen derivadasparciales U

ntt ±1’ =0

con datos iniciales

mt

u(s,0) rs no(s)

nt(s,O) rs ni(s)

o equivalentemente,integrandoen it

ut+g (1) rs f(s) (2.183)

con dato inicial u,

rs no(s) - (2.184)

La ecuación(2.183) esunaecuaciónde difusión no lineal y no homogénea.La podemosescribir
mt

como

itt rs ~t — + f(s) (2.185)

Consideraremosen lo que siguefuncionesf y u
0 continuasy acotadas.

mc
Proposición 2.6 1) La solución de la ecuación (2.185) con dato inicial (2.184) no explote en

finito.

2) La solución de la ecuación (2.185) con dato inicial (2.184) puede explotar en t infinito
a

con la siguienteestructura autosimilar cerca de la explosión (que consideraremostiene lugar cn

el origen)

rs tir (fis)

con mc una función positiva y simétrica tal que

mt

wGC)

e
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Demostración. Si denotamospor s(t) una curva que partede un máximo de u(s,it) y que

une los máximosde la solución tendremosquea lo largo de la curva

du dii dsBu ( u5~(s(t),t) 2 (n~(s(t), t))
2’

\

dt — DL ~-i~-:;-—” k (u(s(t), it))2 (u(s(it), it) )3) + f(s(t)) =f(s(t))

y por tanto

supu < supnu+ (sup) it
S S ksI

es decir, no existe explosión en tiempo finito

Si tomamosf(s) <3 e introducimosuna posible solución de la forma

u rs (e rs vis)

podemosescribir la ecuación (2.183) comno

W+±EW’+P(i)rsC (2.186)

Introducirnos la función g rs -w1 en (2.186) paraobtener

gg” ~ 1 g’j+iy

Si g(0) > ~r entoncesexisteuna soluciónsimétricaquees monótonacrecientey quecreceen

la forma g “a Esto concluye la demostraciónEI
‘lYadíjciendo estosresultadosal espaciofísico podemosprobarel siguienteteorema

Teorema2.7 1) Para un fluido sin tensiónsuperficial y en la aproximaciónunidimensionalno
existe ruptura en tiempofinito.

2) Existe un mecanismode ruptura en tiempo infinito (con el puntode ruptura en z rs 0) tal

que en regiones

se tiene

h(z, it) if(i)
Demostración. La primera parte es un corolario de la Proposiciónprevia. La segunda

partese puedeprobar teniendoen cuentael cambio

1~

u rs rs h2(z(s,t),it)
y los resultadosde la proposiciónanterior. Más precisamente

‘-si tir (Vis)

y entonces

z dF( Vis)

con E unafunción simétricay acotada.Finalmente

1 1 1
h rs ur rs t

tQ

y estocompleta la demostraciónE
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r

5.

Y

Ir

3<

3<

3<

a

mc

a

mc

a

mc

mc

e

mt

mc

e



Capftulo 3

Ruptura para fluidos de Stokes

incompresibles

3.1 Introducción

Estecapítulo estádedicadoa describir un mecanismode rupturade tubos fluidos muy viscosos

e incompresiblesmediantetécnicasasintóticas.
El sistemnade ecuacionesque estudiaremoses el sistemade Stokesen aproximacióncuasies-

tacionariaque tras un adecuadoreescalamientose escribecomo

0= —Vp+AT~ en 12(t) (3.1)

en 12(t) (3.2)

junto con las condicionesde contorno

rs —un3 en 012(t) (3.3)

donde H es la curvatura media de la frontera libre que se puedeescribir, para superficiesa-

xisimétricasy en término de la distanciah(z) de cadapunto al eje, como

1 __

Hrs (3.4)

(T~1) es el tensorde esfuerzosy n~ es la componentei-ésimadel vector normal a 012(it).

La simetría cilíndrica sugiere la introducción de las coordenadascilíndricas (z, r, O). Ten-
dremosentoncesque la componenteO de cualquier vectorse anulay que podemosrestringirnos
al análisis de funcionesque dependenúnicamentede r y z.

El tensorde esfuerzos(T13) viene dado, en coordenadascilíndricas y bajo la hipótesis de

simetría cilíndrica, por

(T.)~(Tzz rs —pie 2%? ¿~+ “~ (3.5)tj~q, r ( dv, ~ 2~’~ ¡

7’- rr >1 Dz+Dr Br

y el vector normal por

135
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3<

rs (n=,n~)— (—~í

)

1+ (ohjUna masapuntual situadaen un puntode la fronteralibre se moverásiguiendoel campodevelocidadesen ese puntopara todo tiempo. Tendremosentoncesque

Vv rs 3<

dondeEv es la velocidadcon quesemuevela fronteraen sudirección normal, o equivalentemente
3<-

Oh Oh
Vr — u,— en 09(1) (3.6)

O:

El mecanismodescritoen estecapítulo empleandométodosfornialesse basaen el tipo de

ideas que se han utilizado para el análisis de numerososproblemasde formaciónde singulari-
dades(ver por ejemplo [57]). El tipo de singularidadquese obtiene aquí presentados regiones

diferenciadas.En una región internadominadapor el flujo de Stokesla soluciónes aproximada-
mente un cilindro que se cierra. Esta solución pierde su validez en distancias ¡:1 -si (ito —

paracierto a > 0, peroel estudiode estaregión se simplifica porquees posible emuplearel tipo
de aproximacionunidimensional descritoen el segundocapítulo para el problemade frontera —

libre considerado. En estecasoquedaun parámetrolibre que hay que determinarresolviendo
un problemano-lineal de autovalores.Estasituación sucedefrecuentementeen diversosproble-

mcmasde formación de singularidadesy se le denominaa menudoen la literatura “similaridad de
segundoorden” (segúnla nomenclaturaque se usaen [4]).

U

3.2 Análisis asintótico de un mecanismode ruptura en tiempo
finito

e
En estaseccióndiscutiremosun mecanismode rupturade tubos fluidos localmenteen espacioy
tiempo. Comencemosescribiendoel sistemaen coordenadascilíndricas:

e
Op (O2v~ 02w 1 0v~ v~’\

Ors—y+ y dr2 + 0:2+0 — 77) (3.7)

ors~~WOvO~O~02v,, (3.8)

dv, Oú~ t~
Qrs jy-~-y~— (3.9)

a
Si tenemosen cuentaque los vectoresnormal y tangentea la superficiese expresancomo

~ _ ( ~tí) mc

mc

a
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(i,~)

1+ ( dh)2

podemosentoncesescribir las condicionesde contorno(3.3) en la siguienteforma:

( ¡Oh \Á\/ dv~ dv7 Oh (bu,- 0v7\

dv,- Oh/dv,- dv7N ¡Oh\
2¡ dv

7 ¡dh~ 2\
-¡+

2-y -2~ y-~-+-~-) + yá-) y-P-l-2K)—-~ +kI;;j)H (3.11)

Existe una familia de solucionesexplícitas de (3.7), (3.8), (3.9), (3.10), (3.11) y (3.6) que
representancilindros quese cierranuniformementey en tiempo finito:

h(z,t) rs R(t)(to — it)
— 2:(t)z (3.12)

—a(it)r
Dr —

to—it
-2a(t) +

p —

dondea(it) es una función real arbitraria y R(t) > O satisface,en virtud de (3.6), la siguiente
ecuacióndiferencial

(ito — it)R~ — R rs —a(t)R

cuya solución generales
dr

R(t) rs RoeL(1—a(r)) to —r

Las solucionesobtenidasen (3.12) se caracterizanpor que la frontera libre desapareceuni-
formementeen todo el espacioen el tiempo t rs it

0. Esta situación es pocoplausible en flujos

físicamentereales.Sin embargoestassolucionesseránútiles paraconstruir, medianteperturba-
cionesde (3.12),solucionesasintóticasdel sistemade Stokesen las que la frontera libre secierra

a un punto.

En lo que sigue consideraremosel casoa(t) rs 1 y por ello 11(t) rs
11o~

La fórmula explícita para y,- y u
7 en (3.12) sugierela introducciónde las variables

z

tu—it
r rs —log(to—it)

queson las variablesautosimilaresnaturalesasociadasal problema(3.7)-(3.11)y (3.6) así como

las funcionesh y jS definidaspor medio de

h(z, it) rs e
7A(E,r) (3.13)

p(r,z,it) rs et~(p,~,r)
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y en término de las cuales se puede escribir la solución (3.12) como

hrsR
0

(3.14)rs

u,- =

~t)
El parámetroRo jugaráel papel de un autovalorque se determinaráposteriormente.

3<
Sisumnamnosa la solución (3.14) una pequeñaperturbaciónde la forma

h rs Ro+:J’ (3.15)
Ir

u7 =

rs —p+sV-

rs

dondes es un parámetropequeñoque nos permitirá determinarlos órdenesde magnitudde los

distintos términosque apareceranmas tarde, e introducimos(3.13) y
(3.7), (3.8), (3.9), (3.10), (3.11) y (3.6), llegarnosal siguientesistema

OP
Op

op
Ors-----

(~
Op

2

+ ( d2Vz

021

;

d~2 +

d2v
7

+

‘dv,-
p2)

útV)
dV— 0V,- V,-

0rs—f-+ +—

¿k Op p

comí condicionesde contorno a

(í — &2f~2) ~ + 2sf’ (—3 __ - s9jQ) rs O

-2sf’ __
dv;)

-l-s
2f’y—P+ 2 ~+

6) = (i +

a

’

(3.17) asft2)i(

(3.18)f
71-U’ — U — 2~’—sV7f’

donde la curvaturamnedia se escribecomo

urs
1

a

4”
U

(Ro + sf) (1 + Úf’¾± (1 + ¿
2f’2)~

En el límite e —> O obtenemosel siguientesistemade Stokes:
a

OP ¡02V,-
0rs--~—+ 1 ~

(7/) \ Uf)

d2v

;

+ 042
10V,-

1’ ~‘/‘

U,-”
—9 1

1’~ /
(3.19)

mc

3<-

3<

st

st

(3.15) dentro del sistema
para P, V,- y ½:

u’

u,

u-

dv,-ET
1 w
100 255 m
115 255 l
S
BT

-P+2

mt

(3.16)

mc
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o~ /o2v.
__ ¡ (3:20)

\0p2 OQp0p )

0= ~v
7 dV,- V,- (3.21)

+ Op p
que debe satisfacerseen un cilindro de radio Ro ligeramenteperturbado. Las condicionesde
contorno (3.16), (3.17) y (3.18) linealizadasseríanen estelímite:

(~j + ) — Of’ rs 0 (3.22)

0V,- f
—P+2 rs (3.23)

0~
o

f
1 + 3~f’ rs V,- (3.24)

A continuacióndescribiremosuna familia de solucionespolinómicasdel sistema(3.19), (3.20)
y (3.21) con condicionesde contorno(3.22), (3.23) y (3.24).

Comenzamoscon las solucionespolinómicasparespara 1(z). Introduzcamos

n

rs eÁ1>3 a2i+l2(ni¿+1p2(ni)

n

rs e >3b2i,2(flií+l(tp2(ni)+l
~=0

rs e—~ + f
en (3.19), (3.20) y (3.21) paraobtenerel siguientesistemade 3n + 1 ecuaciones:

—2(n — i)d21,2(~1)+ (2(n — i) + 2) (2(n — i))b2~,2(~/)±i+ (2i + 2) (2i + l)

621+2,2(ni)1 rs 0 (3.25)

—2(i + 1)d
2I422(~¡i) + 4(n — i)

2a
2~+1 2(71—1) + (2i + 3)(2i + 2)a21+32(7111)= 0 (3.26)

(2i + 1)a2l+l,2(71~)+ (2(n — i) + 2)b212(711)+i rs 0 (3.27)

donde i =0,1, ...,n— 1 en (3.25) y (3.26) e i =0,1,..., u- en (3.27).

Sea

71

f(~~ 7~) rs e~’ >3 Y2~2nE
2

t=0

Las condicionesde contorno(3.22), (3.23) y (3.24) daríanlugaral siguientesistemade 3n+3

ecuaciones:

2ib
21,2(711)+l + 2(n — i + 1)a2~l,2(71¡+l>— 12i12;,271

(3.28)u

1 ¡Y2i2n
—p71RJ

2~6~,o—d
21 2(,>1)+2(2(u-—i)+1)b2¿2(711)+mrs YR~ +(2i+2)(2i+1)-}21+2271)

(3.29)
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(Oi — -Ml2j,2
71 rs 621

donde i rs 0,1,...,n en (3.28), (3.29) y (3.30) y 1271+2271= 0

De (3.27) obtenemos

2(n — i) + 26
a21+i ,2(n—i) rs — 2i + 1 2i,2(n—/)+1

y de (3.26) junto con (3.31):

2
=2 —r(u- — i + 1)

2a
2/12(71¿+í)— (2(-n —

z
i) + 2) b21,2(71~1)±1

parai= U2 u-.
Eliminando los coeficientesd2~2(71 ~ dadospor (3.32) en (3.29) para i rs L2, ...n obtenemos

unaecuaciónquejuntocon (3.28) y (3.30) constituyen(paracadai) un sistemade tresecuaciones

con tres incógnitas: a2<i,2(~>¡+i>, b2¿,2(711)+í y 121,2n Dicho sistema se puede representar

matricialmenteen la siguienteforma:

2(u- i + 1)

i+ 1)~

O

2-i

6(u- — i) + 4

(u —1) ±1o

¡21

o ¡
1

0/)— 6i
( (

¡ rs ¡
12,,2n / lx

o
(2i+2ft2i+1

)

2
12i+2,2n

O )
(3.33)

dondesuponemos12n±2,2u= O. En el casoi rs O obtenemosde (3.30) y (3.31)

1
>~1O,2n = bo2n+íR¿71+1 — 2n +

Paraque existan solucionesdel sistema (3.33) se ha de verificar la siguientecondición de

det ( 2 2n 12u
Ro

~k ~
o

O E0 A—6u-

= Á271(1?0) = —6

1 36nRo — 1 — 121?o

La ecuación (3.33) implica U

3 Rg
72i,2n rs 4

11o (36u-2 — 72iu- — 24i + 24n —36)—u- + - (2ig-2)(2i+1)-y
2~+2271

1

parairs 1,2,...,,n—1 a
(3.36)

En el caso i =0 obtenemnos,a partir de (3.33) particularizadopara i rs 1, el valor de a1271
en función de 14,2n si u- ~ 1 o en función de 12.2 51 u- rs 1. El resultadoes

a1,271

am,2

3 fl

271+2

2 u- (u- 1)14271
si u- ~ 1 (3.37)

a

e
1 2411o —1

— ji 12,2

a

a

5.-

(3.30)

5.

p(3.31)

(3.32)
u

1
mt

autovalores

U

(3.34)

a

Es decir,

O

Sr

mt

a

(3.35)

3<
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Introducimos(3.37) en (3.34) paraobtener

‘Y0,2n rs —~ sí u- ~ 1 (3.38)
2 (u- —1) u- (u-+ 1) (24Ro— 1<4271

1
‘70,2 rs 4

La ecuación(3.36) junto (3.38) constituyenunarelación de recurrenciaparalos coeficientes
del polinomio degrado2n queesautofuncióncorrespondienteal autovalorÁ271 y quedenotaremos

f2n (~)
71

f2n(~) rs (3.39)
o

Si usamosla normalización 12n,2u rs 1 entoncesobtenemoslos siguientesvalores de 72§,2n a
partir de (3.36)

F(u- + 1)L(u- + 4)FQ + i + 36Rpn
2+O6Rpn—12Rp—n—1 ¡(~34)71-/ —72R

071—24R0+1 /723,2n — (1 + (—72n — 24) Ro)71t~ [ji + í)F(j + ~)F(u- + 1 +

—72R071—24fl0+1 )

A continuaciónevaluamoslas posiblessolucionesimpares. Introduzcamos

71
rs >3

71

rs >j b2i+m,2(n~i)+1Ú~+íp
2(71¿>+í

/=u
71p rs >5 d

2i+l2(ni)~2i+lp2(nt)

1=0

en (3.19), (3.20) y (3.21) paraobtenerel siguientesistemade 3u- + 1 ecuaciones:

—2(u-—i)d21+l2(711)+(2(n—i)+2)(2(n—i))b21+í 2(u~o±1+(
2i+3)(2i+2)b

21+2,2(711»1rs 0 (3.40)

—(2i + 3)d21+u,2(71ii) + 4(u- — i)
2a

21+22(711)+ (2i + 4)(2i + 3)a21+42(7111)=0 (3.41)

(2i + 2)a21+2,2(71/)+ (2(u- — i) + 2)
621+1,2(71i)+í= 0 (3.42)

donde i =0,1, ...,u-— 1 en (3.40) y (3.41) e i =0,1,..., u- en (3.42).

Sea

y,
f(~, r) rs ~

/t0

Las condicionesde contorno (3.22), (3.23) y (3.24) llevan al siguiente sistemade 3u- + 3

ecuaciones:
6(2i + l)721÷12y,±í

(2i + 1)b
21±r,2(y,¿)+1+ 2(u- — i + 1)a21,2(71l~m>rs R2(n~i)9~i (3.43)
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—d2~~12(y,~> + 2(2(u- — i) + 1)b2;÷¡2(n<+J

u

3<1 (12 ±1271+1 + (2i + 3)(2i +

(3.44)

(3(2i + 1) — Á)y2~±i271±í= b2i+l,2(n~~i)+IRi)+I

con =0,1, ...,n en (3.43), (144) y (3.45) y ‘v2~+3j71 O
De (3.42) obtenemos

2(n — i) + 2
rs — 6

2í+ 2 21+1.2(n—i)+1

(3.45)

mt

(3.46)

y de (3.40) junto con (3.46):

— 4(n—i+ 112
__ (2i + 1) a2¡,2(,,.~±l) — 2(n — -i + 1)b21±12(71i±1)

(3.47)

Introduciendo(3A7) en (3.44) obtenemosunaecuaciónquejunto con (3.43) y (3.45) consti-
tuyen (paracadau-) un sistemade tres ecuacionescon tres incógnitas:a2¿2(71¿±Ií,

62i±m,2(~i—í)±í

y Y2i+1,2u+1 Dicho sistemase puederepresentarmatricialmenteen la siguienteforma:

2(n — i + 1)

4 ( n—i±1)2

(2+1)
o

2i + 1 —

6 241

6(n—í)+4 — t+I)

f?2(71~>± )Á—3(2z+l)
( 1

12,-4-1,2n+1 lx o

donde suponemos‘72u±3,2n±m= 0. Paraque existan solucionesde (3.48) se ha de
condición

det ( 4

2n+I

2 2n + 1 ~6<271+1

)

Ho
~2 )

o
O 11o Á—6n—3

Es decir,

rs k
71±m(Ro)rs

1 3
6I?un+ 6R~ — 1

ji Ro
De (3.48) obtenemosentonces

3
12i+1,2

71+1 rs — —

4 (36n
2+ 24n — 72in — 24i — 36) 11o — u- +

+ 3)(2i + 2)’Y2i-i-s,2n±¡ (3.50) mc

o
(3.51)

La fórmula (3.50) constituyeunarelación de recurrenciaparalos coeficientesdel polinomio de

grado2n + 1 quees autofuncióncorrespondienteal autovalorÁm+í y quedenotaremosf2
71±í(~)

71

f2rx±i(E) rs >3 y23+i,271±iE~~

Si normalizamosmediante 12n+l,2n-4-1 rs 1 entoncesobtenemos]os siguientes valores de

121+I,2n-i-1 a partir de (3.50)

(—3R¿)~~ F(n + ~)f(n + 1)2(1 + j + 36R
12j±1,2n-frl (1 — (72n + 2<1) J?u)”J F(j + ~)L(j + i)f’(n- + 1 + 3ORpn

2+96R
071—12R0—n—1

—72R071—24R0--I-I

Y--

mt

E

a

mt

O
2i+3 (2-i+2)

2(~—s) 12i+3,2n+1RO ) U

(3.48)
verificar la mt

a

mt

(3.49)

mc

mc

a

a

a
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A continuaciónescribimosa niodo de ejemplo los polinomios fm½)de ordenmás bajo

fo(E) rs 1

fdE) rs E

fdE) rs !Rg+E2
4

fs(~) rs —~ ‘~
2 24Ro — 1
3 R¿ +9 ~O (tE’
~‘2~11o—1 l2Ru+ 1

135 _______________ +15
.ME) rs 4(7811o—1) (12/?o+ 1) 1211o + 1

f6K) 135 R~ 405

32 (24Ro — 1) (l2ORo + 1) — 4 (CORo — 1) (I2ORo + ij +

45 ng ~
2 l2ORo+1

Busquemossolucionesque se describenmedianteel siguientedesarrolloformal en autofun-
clones 1

00

f(E r) rs >3 C,
1e<~”’f71 (E) (3.52)

n0

Obsérveseque de entre los autovaloresA71 dadosen (3.52) se tienen dos autovaloresque
daríaninestabilidad en eJ desarrollo(3.52) si Ro > ~ y mas de dossi

11o < ~i¡. La existenciade
autovaloresinestableses frecuenteen el estudiode problemasde generaciónde singularidades.
Bajo las hipótesisde simetríade nuestroproblemael primer autovalorinestableestaríaasociadoa

un cambioen el tiempode la formaciónde la singularidady el segundoa un desplazamientoen el

punto(véase[25] paraunadescripciónde la formaen queautovaloresinestablespuedenmodificar

el tiempo de formación de la singularidad). Si Ro < ~ apareceránmás autovaloresinestablesy
el mecanismode formación de singularidadesno seríaestable,por lo que nos restringiremosal

caso110> 24
La función f(E, w) se comporta,paravaloresgrandesde E, en la forma

00

f(E,r) -‘a LC
71cAnk71

n~O

Nóteseque f(E, -r) se hacedel orden unidad en regionesde orden

~‘a e”’”~=dt)’ rs e+’ (353)

El procesode linealizaeiónquecondujo al sistema (3.19)-(3.24)dejade serválido cuandose

satisface(3.53).

En el casode que las 2u- — 1 primerasautofuncionesno aparezcanen la combinaciónlineal
el desarrolloasintóticotendríala forma

00

f(E~ r),’a >3
m 2n

La justificación Crne>~TnrEm
de un desarrollodel tipo (352) es algo técnica y serápospuestaa la última Sección de este

capítulo.
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La función f(~, r) se hacedel orden de la unidad cuando

1 (3.54)
Y

Denotemos
Á271
2n (355)

7

La relación (3.53) sugierela introducciónde las nuevasvariables 17 rs _________

rs así conio de las funciones
a

h rs (to—it)yQ~)
1 3<

— I4’~ (-q, p) (3.56)
(ito —

rs W,-(zpp)
1 mc

p — P(iyp)
(it0—t)

y las condicionesde conexión u,

“a It + Ct,qTh cuando 17 —* O

W7(17,p) “a 217+C271a2y,~í,u&»~
1 cuando17—40 (3.57)

W,-(17,p) “a —p+ (½y,a
271,117

2”4’ cuando17 —+0

P(
17, p) ‘-si (—2 + ib) + C½y,d271,oy

2~~’cuando-q —4 0

dondeC2y, una constantepositiva arbitraria.
Usamoslas variables (3.56) en el sistema (35), (3.8) y (3.9) paraobtener,en el orden más -~

bajo en potenciasde (tu — t) y paraa,, < 0,

oZíO2W,- 10W,-o+k02 + ———- — (3.58)p Op

0= ~2w
7 (3.59)

og ~ e

0W-. 0W,- w’< (3.60)
__ +

017 Op P e
La solución generaldel sistema(3.58), (3.59) y (3.69) es de la forma

<(17) mc

¡4/,- rs 2 (3.61)

P rs po(q)

Las condicionesde contorno (3.10), (3.11) y la ecuación(3.6) son, en el orden más bajo en
potenciasde (ito — it),

U

chI7 (3.62)
=0

-a

a
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(3.63)

SO

—~ + (1 + a4)ijy’ rs W,- W7y’ (3.64)

La condición (3.62) se satisfaceautomáticamentey la condición (3.63) implica

t

Po(17) = —<“(q) + — (3.65)

Observemossin embargoqueel sistema(3.58)-(3.64)no determinala función y. La situación
es bastantesimilar a la que se encontróen eí Capítulo 2 al deducir límites unidimensionalesa
partir de las ecuacionesde Navier-Stokes(ver la Sección 2.2). En efecto, las variables (3.56)

correspondena la descripciónde un tubo casi unidimensionaly es natural encontrarla misma
situación quese encontróen aquel caso. Paradeterminarla función y debemoscalcular, al igual

quese hizo allí, órdenessuperioresdel desarrollo.
Introduzcamosen (3.7)-(3.1l) y (3.6) las expresiones

h rs (ito — it) y(zj)

1
(it0 — tf<’~ W7(ij,p) + (to — t)an w7(ij,p) +

rs W,-(17,p) + (ito — it)
2’~ w,-(y,p) +

1
p rs P(-q p) + (lo — t>—1—2anp2(17,p) +

(to—t)

paraobteneren el primer orden el sistema(3.58)-(3.64) cuyasolución no estácompletamente

determinadacomo vimos y esde la forma (3.61),y en el segundoorden las ecuaciones

07>2 (02w,- 1 0w,- U~~/2Q~/~() (3.66)lx 0>2 +v~7~ p2 2 )
Opo 0%7 10
017 Op2 p&p

0w
7 OIL,- ir,- (3.68)

d17 Op p

junto con las siguientescondicionesde contorno

~-~-— Qb”—3y%&’rsO en prsy (3.69)
Op 2

—po—4’rs 1 enprsy (3.70)

La solucióngeneral del sistema(3.66), (3.67) y (3.68) es

rs

iv,- = —j~v’(17)í¡

7>2 rs ~ (—2v’(17) — >b”’(17)) ,-v
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st

con

Despejandode (3.70) Po e introduciendosu expresiónjunto con la de ~ en (3.67) obtenemos W

la siguienteecuaciónpara < en función de y

y’ a
__ + 3i1”’ + 6y’V” — o

y

quejunto con la ecuaciónde evolución (3.64) en suorden másbajo nos lleva al siguientesistema

paralas funciones< y y:
y’ 1 ~2-fl’

y Y a

¿4—0 (3.72>~P+ (1+ O71fr/~ +y&9- 2

Sobrelas solucionesde (3.71), (3.72) impondremoslas condicionesde conexión (3.57) queen

nuestrocasodaríanlugar a

Ro + (t~17
2~ (3.73)

217
—+0

así como las siguientescondicionesde comportamientoasintótico a

(3.74)

¡3± -~
9 —* GO a

queson necesariasparaobtenervelocidadesdel fluido y anchurasdel tubo acotadaspara ‘si 1.
Solamnentesi a~ > —1 la solución y(17) puederepresentarrupturaen tiempo finito. Estehecho,
junto con la suposición a~ < O que condujo al sistema (3.71>, (3.72> restringeel análisis a

El problemaes entoncesel de determinaraquellosvaloresde a
71 (o equivalentementede R0)

tales que existen solucionesde (3.71), (3.72) satisfaciendo(3.73) y (3.74). Esto lo haremosen

las próximas secciones.

a

3.3 Análisis del sistema de ecuacionesdiferenciales ordinarias
(3.71), (3.72)

a
Escribamospor sencilleza _ — a El objetivo de estaSecciónes el análisis, para cadaa, de las
solucionesdel sistema(3.71>, (3.72) quesatisfacen(3.73).

El sistemaque han de satisfacery y < es no autónomoy de dimensióndos: a

1 /,\~

~ ~2<1,~ — 0 (3.75)
y y u,

1,
—y+(a+1)qy’+<y’+—<y0 (3.76)

2
mc

a
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y las condicionesde conexionen el origen son (ver (3.73)):

SO(17,’> “a Ro+C½17271 (3.77)
u—>0

<(u,’) “au—>0

Comnenzaremosestudiandoel casomásestableu- rs 1.
Multiplicamos la ecuacion(3.75) por SO2 e integramosunavez para obtener

SO + 31<’

siendo <3= 11o + 6Rg. De la ecuación(3.76) podemosobtener

SO’ _________

SO

El valor adecuadopara 11o se fija por la condición (3.77). Supongamos

SO = Ro+a172+...

e introduzcamosestasexpresionesen (3.75) y (3.76) paraobtener,en los órdenesmásbajos:

R
0+6k¿ rs SO+3SO2<’~R0+6Rg+(a+3(4R0a+3Rgb))172+...

— SO’ 1—~4” (2a ~b 17+...
SO <+(a+1)u VRo 3+a/

lo cual implica
2 3

~(3+a) 2

1 + 12R~ 9Ro

y obtenemosel siguientevalor de
11o

1

Rors 12(a+2) (3.78)
La relación (3.78) es, por (3.55), idéntica a (3.35).
Se puedeobtenerfácilmente,integrandoen 17 la ecuación(3.75), separandolos términosen SO

en (3.76) e introduciendo<(u) rs 17g(17)así como la nuevavariable ~ rs log 17, el siguientesistema

de ecuaciones

O rs SO+3SO2(g<+g) (3.79)

1—~(g<+g

)

so g+(a+1)

El sistema(3.79) es autónomo.

Introducimosa continuaciónel siguientecambiode variables:

<3 rs log(g+(a+1))

JI rs log(SO/Ho)
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5.
para poderescribir el sistemaen la forma

~ + 3R¿c2M(e0G’+ e0 — (a + 1)) (3.80)

1JI’ rs j0 —(U’ + 1 — (a + 1)e0) (3.81)
2

Haciendoel nuevo cambio de variables 5.

a
V rs JI + —

2
3<

el sistema(3.80), (3.81) se transformaen

G’rs <3 —2V _ C2 +(a+1)e«—1 3<

3R2e-u
311o

rs (3+ a) e~— mc

Multiplicamos finalmente la primeraecuaciónpor —~eS y la segunda por ~CV,introduci~

moslas funciones u,

o
x = e2

-1’ —y=e

y el valor de Bu dado en (3.78) para llegar a
e

ct+1 ~ 1
rs —(2a+ 5)y% + (2a+ 4)yx2 — x + —x (3.82)

2 2
= (3+a)

21 U

El sistema(3.82) representaun sistemaautónomode dimensióndos. Estudiaremosla exis—

tenciade solucionesdibujando el correspondientediagramade fases. mt

La solución que buscamosdebe conectarlos puntos ( 1~3~ A) y (A~ o) que son

puntosde equilibrio como podemosverificar fácilmente (los denotamosen la figura 3.1 por P y
UQ respectivamnente).El carácterde estospuntosde equilibrio se puedeencontrarlinealizandoel

sistemaen torno a ellos. Sea

1 mc
a+3

1
y = +v mc

a+3

entonces,localmente

(J=(21 -2)(Á)A(A) u’

lo cual implica queel punto (~, ~) es un puntode silla, ya que 2 y —1 son los autovalores

de A. La dirección principal correspondienteal primer autovalores (2, —1) y la correspondiente

al segundo(1, 1) (ver líneasdiscontinuasen torno a 1> en la figura 3.1).

mc

a
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Sea

it
xrs

a+1
yrsv

entonces,localmente

2o-4-4 \ ¡
aH-1 l¡ _

VV)Xo 4i )x~) VV)

y el punto (<i~, o) es un punto de reposoestable,puesto que los dos autovaloresde ¡3 son

negativos. ‘lbdas las órbitas exceptodos entran a lo largo de las direcciones(1,0> y (—1,0)
(marcadascon líneasdiscontinuasen la figura 31). Las dos órbitas restantesentrana lo largo

de (2at2, í) y (~2oV, —i). Solamenteaquellasórbitas que entren a lo largo de (2~Á, í)

serán admuisibles,pues son las únicasque satisfacenla condición (3.74) cuandose escribenen
las variablesorigimiales.

La existenciade órbitasque unan los dospuntosde equilibrio sededucemedianteunasimple
inspeccióndel mapade fases:x’ se anulaen la curva x rs O (I’i en la figura 3.1) y en la cuádrica

(x ~)((t2) 2a+5) (0 —~

que es una hipérbola (1% en la figura 3.1). y’ se anula en y rs 0 (23 en la figura 3.1) así

como en x rs + en la De aquí se deduce que todas las órbitas en la~——~ (2~ figura 3.1).

región x > ,»~, y > o y en particular unaque tengasu origen en (~y-~~ ~ se aproximan

asintóticamenteal punto (»~T-Í’ o).
Las solucionesque hemoshallado presentanlos siguientescomportamientosasintóticos

14’1 <3m(a) + A1 ¡~¡‘+I (3.83)

SO “a

y cabe esperarque solamenteparaciertosvaloresde a se anule Ci(ct) (es decir, que la órbita

entreen el punto de equilibrio a lo largo de la dirección principal menosatractiva). Obsérvese

queestaes la situación típica de los problemasde similaridad de segundoorden.
Si en lugar de n rs 1 consideramosel caso inestable de u arbitrario, es decir, si (<,so)

satisfacen:

rs Ro+a17
2~+O(q’~)

se tendríaen los órdenesmásbajos:

R
0+6Rg = SO+3SO2<’~~Ro+6Rg+(U+3(4Roa+Rg(1+2n)b))1j2n+...

— ~s’ 1—~g~’ (2u- 2n2b~\ 2n+1

_ so <~(a~1)q kjoa+ 3+4 ‘~
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3,

e

3<

a

9

u,

mc

a

e

a

Figura 3.1: El diagramade fasesdel sistema(3.82)
a

U?

a

a

a

a

e-
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lo cual implica

~-(3+a) 2n-I-1 =01 + l2Ru 3(2u- + 1)Rg

y obteneínos el siguiente valor de
11u

1
Ru 12((3+a)u-—1) (3.84)

La relación (3.84) es,por (3.55), idéntica a la (3.35).

Las solucionesque buscamos,seránórbitas del sistemade ecuaciones(3.82) con el valor de

R
0dado en (3.84) y que unan los puntos (~,~) y (A,o). Un análisis del mapade

fasesanálogoal realizadoparau- = 1 muestrala existenciade talesórbitas y el comportamiento

de las solucioneses

1<1 ~‘a <3,,(a) + K1 117K>’ (3.85)

SO ‘~ I<t21171~±’

A continuación nuestro objetivo es calcular las constantes<371(a) en (3.85) y determinar

los valoresde a para los que dichos coeficientesse anulan. Paraello, es importante observar
que el sistemade ecuaciones(3.75), (3.76) se puedeintegrarexplícitamentemediantelas ideas
que se introdujeron en el Capítulo 2, es decir, medianteel uso de coordenadaslagrangianas.

Observemosquesi definimos

h(z,t) rs (ito — it) SO(17) (3.86)

(ito <(17) (3.87)

con
z

17 rs (3.88)
(ito —

entonceslas ecuaciones(3.75), (3.76) se puedenescribir en la forma

½+ ~h(h
2u

7) 7 rs 0 (3.89)

(h2) + (vh2) = 0 (3.90)

3.4 Estudio de la constante de tiro Cu-(ct)

En estaseccióncalcularemoslas constantes<371(a). Probaremosen primer lugar que

123(a+2)2((a+3)(2a+5)I’(1ft) 3
<3í(a) = 6 F9a)(2’ — a; — a; —5— 2a) —

—(a+ 3) (12(a+ 2)1 F (—?)F¼)FQ-a—~,—a4—a;—5—2a)
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y queexiste unauníca a0 en el intervalo [—2,0] tal que<3m(ao)rs 0. Recordamnosque la función

F(a, 6; e;:) es la función hipergeométricay que E(o) es la función gammna(ver [1]).
Pararealizarel cálculo introducimos un cambio de va-dablesidéntico al introducido en la

Sección2.2. Más en concreto,definimos z(s, it) a travésde las ecuaciones

Oz(s,it) _ 1

Os h
2(z(s, t),t) (3.91)

Oz(s,it) — v(z(s, it), it)

oit
mt

con dato inicial
z(s,0) =2 s

Introduciendo las expresiones(3.86), (3.87), con 17 dado en (3.88), dentro de (3.91) encon-
tramos

dz(s,t) _ 1 1

Os h2(z(s,it), it) (t~ — 1)2 so2( <,~ >i~~ ) (3.92)

odo(s,t) rs v(o(s, ¡9, it) 1 d( 1+ ) u,

bit (it
0 — t)’> - (ito — it) ~‘

lo cual sugierela siguienteestructuraautosimilar para z(s,it):
a

5 ) (3.93)
z(s, it) rs (ito — t)í+a ~ 1)3±0(ito —

mt

Dada una función o(s, it) definida en la forma (3.93) podemosdeducir de muaneraúnica las

funcionesso y < a partir de (3.92).

El siguienteobjetivo serála deterímxinaciónde la ecuaciónquedebesersatisfechapor o(s,it).
Introducimos por sencillez la siguientenotacion

a

paradesignarla derivadade f con respectode x si la variable y permanececonstantey efectua—

mos el cambio (391) en el sistema (389), (3.90). Observemosque a

(de;)) rs (o~ht) + ~ (d~t)

de dondese deduce,empleando(3.91),

<~) (tj:+(d$VÁ+IY (3.94)

u
y por otra parte

1 (O — 71

______ ——1— ~~i~ 3 y52->3) mc
(zí))

— - Os o o
Sumando(3.94) y (3.95) conciui ncs ye la ecuaciun (3.-PO) sesatisfaceidenticamente

U-

*

e-
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Porotra parte

O
Ors—yy~) +3+ (ñ2v7) rs

rsW8

10

o~ Os

íd (1OoV’~

osos k3J7LT) rs

(+03 si

+~ (4) =0 (3.96)

que es la siguienteecuaciónpara u =

Buscamossolucionesautosimilaresde la ecuación (3.96). Estassolucionesson, por (3.93),

de la forma

con

urs (it0 —t§
2f(E)

sc
(ito —-

y

(3.97)

La ecuaciónque satisfacela función 1 seríaentonces:

/2

o, integrandoen s:
1 (2¿3Ef’\

—+ 31—+’IrsK
vi Kff2)

donde 1< es unaconstantearbitraria.
Si imponemnossimetríarespectodel origen parala función f y usamosque por (3.91), f(0) rs

RJ entoncesnecesariamente1< rs 11o + 6Rg. Consideramosahora

1(E) rs RJ2 + (7( + 0(d)

e introducimosestaexpresióndentro de (3.98) paradeducir la condición

1
Rors

12(¡3 — 1)
(3.99)

que es idéntica a (3.78).
La ecuación(3.98) se puedeintegrar fácilmente en términode In ~ e y =

¡((1± 6R~~)y3 — y2 — 611oy)
1

— lnE+C
6R~,d

con <3 una constantearbitraria.
La integral a la derechade (3.100) se puedecalcular por métodoselementales.Se obtiene

entonces,teniendoen cuentael valor de 11o dado en (3.99), el siguienteresultado

(3.98)

(3.100)

y ~ ((2¡3 — 1) y + ~ (1—y< rs (3.101)
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donde<3 > O es una constantearbitraria. Sin pérdidade generalidadpodemossuponer<3 rs 1

ya que la ecuación(3.98) es invariantebajo el reescalamientosc —> AE para cualquierA > 0.

De (3.101) podemosobtenerfácilmente

y ((2/3 — 1) y + 1)~~ (1 rs —y~0~t (2y/i — y + 1< /3_ =22~ t—e y);)
dy dy “ (1—y)

(3.102)

y deducimosentoncesque la función y(4) es simétricay decrececuando4 crece.
El valor de C~ (a) (con<31 () la función definidaen (3.83)) es,teniendoen cuentalas relaciones

(3.91), (3.87) y (3.88),

rs f o
8~dsrs j u~ds rs 1

3
(12/3-1

j00 24Ú?~l)2Íf)dsc

y por tanto

Ah(¡3) — (12(/3— 1)fl 6(a) rs

dondehemos
La función

geométricay

— J~ ((t ‘1) y
4— y) (~—wí ((2/3—1) y + ~½ ¿y) d¿¡

usado (3.102).
Ki(/3) se puedeescribir de forma explícita en término de las funciones

gamumnateniendoen cuentala fórmnula (ver fórníula 15.3.1 en El]):

¡“(a, 6; e; o) F(b)f}c— 6)1

que nos permite escribir I<~(/3) como

rs (/3)0) /12/3—1\

r — /3) kií—i) ¡“k—13 +

—/3

3 9

2’ ‘2 ‘~“‘}

7
— — 3. 1>1.

2 ‘~~Tj/

¡<di) es regularen el intervalo 1 < 13 < 3. Notar que

K
1(/3) —> + 00

K1(/3) —>—O0

0->~

comosededucefácilmentede (3.103) y estoimplica, dadala continuidadde I<m(/3) en el intervalo
considerado,la existenciade al menosunaraíz. A mododeejemploseproporcionaacontinuación
el valor numéricode I<~(/3) en ciertoscasosparticulares:K1() rs fr J<m(2) rs ~, Ixh(~) rs —~w.

La representacióngráfica de la función I<~(/3) se muestraen la figura 3.2. Obsérveseque

la función ¡<¡(/3> es monótonadecreciente,por lo que tiene una única raíz en un punto quese

puedecalcular numéricamentey resultaser

Y

3<

mc

mt-

e

(3.103)

hiper-

mc

mc

mc

Ki(13)

a

e

a

mc

SÉ

a

a’
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Figura 3.2: La función Ki(z)

¡3=2.1748

Entonces,por (3.97), a0 rs —0.8252. En el tiempode rupturay próximos al punto de ruptura
el perfil final del tubo vienedadopor

h(z,t rs ito) z—.0 ClzL
57208

dondehemosusado(3.74)

Concluimosesteapartadoprobandoque el valorexplicito de 0
71(a) es

-— (a +3) (12(na+ 3n —

3

F(1—a)E(~)

r(1+-~-a)

(1
1—a; 1+ 1x E —2—a, 2n a; 1—

—(a + 3) (12(u-a+ 3n — 1)):; F(—a)r (±

)

Ea r (ca)

(2na + On
2na+ 6n —2) X

— 2w) —

1
—2--- a, —a; y—

y queexisteal menosun valor de a (que denominaremosao) en el intervalo

O,, (au)rs O
Paraelío introducimosun desarrollode la forma

2 3 4
x

C,,(a)

— ci; 1 — 6n —

talque

f(~) rs PLS~2 + c(” + O(sc471)
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1

dentrode (3.98) paradeducir la condición

12(n/3 — 1)

y definimos ¡3 rs n/3. La ecuación(3.98) sepuedeintegrar fácilmenteen términode In ~e y rs

1 ((1±6R
0) dyy

3 — y2 — GRoy)

3<

U

w
1 + 1

6Ro¡3 In sc ~ GRo/3

U
con <3 unaconstantearbitraria, y calculandola integral obtenemos

+ í (1 — y)~ = csc71
dondepodemosfijar, sin pérdidade generalidad,<3= 1.

El valor de C,,(a) viene dadoentoncespor

1
C,,(a) rs Ju z

3~d5rs u1dsrs—
3 J

00 ((1 2$—1’\~2

~ VVÑ$—1)W

Derivando (3.104) obtendríamos

— * (y—~ ((2v

— y~iJ~’ (~Y~

y por tanto

—0)

y+
1—y)

3

(12QJ— ))SCIda) rs

rs ~-fm((12$.--.~i) 4
í) ~-~- (1— y)An) dy (3.105)

La función K,,(¡3) se puedeescribir de forma explícita como

114—/3)r(±

)

(1 2u-¡3 -—1

>

Vi u-/3 —í)

p (2n+ 1

E (2u-+1 —

2 u- /3,4—/3;4—/3

—¡3,3— ¡3; 3—13 +

1
+ —; 1 2n/3í

2n ¡

1
—-1 9~/~

2n’ ‘M}

es acotadapara 1 < ~ < ~ Observemosque (3.105) implica

f<,~(/3) --+ + oc

—> — 00
/3-43

(3.104)

U

a

u,

e

e

‘<71(13) -—/3

u

u

e

e

mt

mc

e

mc
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y esto implica, dadala continuidadde K,«¡3) en el intervalo considerado,la existenciade al
menosunaraíz de la función K,,Q3) en dicho intervalo

A modo de ejemplorepresentamoslas funciones14Q3) y

La función K
2(z)

o

o 30.5 1 25

—1

-2

La función K3 Q»>
La siguientetabla contiene los valores

numéricamenteparavariosvaloresde u:
de las raíces ¡3o de K~(¡3) que se han calculado

u- /%
1 2.1748
2 2.0454

3 2.0194

4 2.0105
5 2.0065

10 2.0014

Estosvaloressugierenque la sucesiónde las raícesde J<,,(¡3) convergea ¡3o rs 2 cuandou

tiende a infinito. Parademostrarlorigurosamenteprobaremosque

J<,,(2+ 1
——~l <0
2n

f<,,(2) > o

(3.106)

(3.107)

En efecto,nóteseque

— fi (—L~2±t vffi~)1<,,(2 + 1 _ 14n+1 Jo 1 ~s) (4ny +1) (1— dv rs2n 2 u

4-

3-

2-

-2-

-3-

3

y
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14t’ j’ (~ &

1 ‘tu +

2 u- V4u-~ík

+ ~~4u-—-1— 4n)y1± — Vi?) (1
u-

1 1 + (44u- — ~ 4n)13(2
~;‘ j;;)

11
2u-’ 2n

— ~)—m+
7--dy rs

rs

1 4n + 1
— r(í2 u-

1 1/
— —4K—) ~

2u- 2u-
a-

1 r’(3) +(44u--.~1

4n+ ~ <o
2u-(4n—1)’ — 2u- 2n

dondeB(a,b) es la función betade argumentosa y 6. Esto prueba (3.106)

Por otraparte,

I<,,(2) rs 2j (tíz
2y —

¡‘di

k~k

~f’ (4u-—1
rs.tJ0 V4u-.~~2v

a

í) ((4n — 1~ + l)’i? (1— v<’~ dy rs

____ ___ +

((‘tu — 1)y
2 —1 — 4ny + 2v) (1t~~

í) ~ dyrs

+1))

e

mt

1

2 (2n — 1)
a

de dondese deduce(3.107) y concluye la demostracióndel resultado.

3.5 Justificación del desarrollo (3.52)

En estaúltima secciónmostraremosque paraunaclasebastantegeneralde funcioneslas solu-
cionesde (3.19)-(3.24)se puedendesarrollarcomoen (3.52). Paraello introducimosunafunción

de corriente 4’ tal que
1 0

<

mc

e,

(3.108)
p O~ a
10<

(3.109)

u,Se tiene entoncesque (3.21) se satisfaceautomáticamente.Podemoseliminar P de (3.19),
(3.20) derivandola primeraecuacióncon respectoa sc, la segundacon respectoa p y restando

las ecuacionesresultantes.Deducimosentoncesla siguienteecuacion

O
3v,- 02v,-

dp28~ +

1 02V,

-

p8pO~

10¼- doy
7 0~ t7~

dE
2Op *7~)rs0

mc

(3.110)

Dada unafunción g(~) calculamossu transformadade Fourier con respectoa la coordenadasc mediante

ñ(k) rs ~ ¡~s(sc)eik~ásc (3.111)

Tomandola transformadade Fourier de (3.110) obtenemos

2d34(3 (~t ~)~±~=o

r

3<

u

1

2 (2n — 1)

e

a

(3.112)
e

a

mc
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donde hemos definido ¡5 rs ¡kjp y resolvemos (3.112) en el dominio O =¡5=Rok]. Usando
(3.108), (3.109) en (3.22) y tomando la transformadade Fourier concluimos

——z-+ =6 en p rs R
0 kI (3.113)~ ¡/cJ3

Porotra parte podemoseliminar 1’ de (3.23) derivandocon respectoa sc y usandoentonces

(3.20). Eliminamos entonces(Vr, 1/y) usando4’, y despuésde tomar la transformadade Fourier

en la variable ~ deducimosde (3.23)

Podemosreescribir (3.113) como

( d
2 íd

—-—u <=0 enO=¡5=Ro¡k¡,k#0 (3.115)
d~d¡5

Existen dos solucionesindependientesde (3.115) satisfaciendola condición de regularidad
en el origen, y se puedenelegir corno

<i(¡ij) =2 ¡5I~(¡5) (3.116)

<2 51o(k) —¡5I~(¡5) (3.117)

donde 1
01r) es la función modificadade Bessel de orden u quesatisfacela ecuacióndiferencial

ordinaria
d

2t 1 di
0

dx
2 + —-~ — (a? + ,,2)i,~ O

De hecho,se puedecomprobarfácilmente que ~ satisfacenrespectivamente

d2íp
1 ld4n

— ¡5 d¡5 — <1 0

d%52 1 di)2
d»

2¡íd¡5 p2pid»)

La solución general de (3.115) satisfaciendola condición de regularidaden ¡5 rs O es de la

forma

<(¡5) rs C
m(k»pm(¡5)+C2(k)í/~~2(¡5) (3.118)

Los valoresde Ci(k), <32(k) se puedencalcular fácilmenteen función de J(k, r) usandolas

condicionesde contorno (3.113), (3.114). Despuésde algunoscálculossencillos se obtiene

C’k~ — 1 i (~12R¿k2
1o (¡k¡ R

0) + 6Rg ¡k[¿ fi (¡k] Ro) + 12R01k] h (¡k¡ Ro) ‘3íí9~
— 21k (—‘? (Rok]) Rgk

2 — fi (1k ¡k¡) + 15 (Ro ¡k¡) Rgk2> /c3 + kl

—k2R
0I0(¡k¡ Ro)+ k’J?~f~ (¡k¡ Ro) + ¡k] 1~ (]kj Ro) — ¡kV R~I1 (¡k¡ Ro)’

\

+ (—fi (1k ¡k¡) Rgk
2 — fi (Ru Jk¡) + ‘8 (Rn ¡k¡) R~k2> /c3 ) j’(k, w)
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(i$(k) = 6R~k2J
0(1k] Ru) — 61?o ¡k] f~ (jk] Ho) — ]k¡ fl (¡k[ Ru) + ¡kj3 J?]~I~ (]kIRu)g(/c

)

U0 (k
2R¿Ig (]k¡ Ho)2 — 1? (]k¡ Rn) — k~R~I2(]k¡ R

0)) /c3

Estamosinteresadosen calcular Vr(Ro, ~)en (3.24). Usando(3.108) obtenemos

¶7= —ik en p rs Ro

U0

Usandoentonces(3.118), (3.119), (3.120) deducimos

1/4Ru,k)sG(k)f(k) k#0

3<

3<

(3.121)

dondela función <3(k) se define como
0’<3(k) rs

1 (1 — k
2Rg)4 (Ru ¡/1) + 6k2R¿II (Ro [k¡) — 6 ¡k¡ R~1t (Rok]) t (Ro ]k]) — 6k2R¿4(Ro ¡k¡

)

2R
0 (8 (Ro ]k¡) R¿k

2+ ~?(Rok]) — J<~ (Rú Ik¡) R¿k2>

Si recordamosque lasfuncionesmodificadasde Besselpresentanlossiguientescomportamien—

tos asintóticos(ver [1])

1(¡5)0‘v\f>) —dO 2

¡
pAGO 2irp

1

‘-a- 1

’

Vis +1)415+2)

4v2 —1 +0(V2)
8¡5

+0(¡54))

a

U

(3.122)

e

)
concluimosdespuésde algunoscálculoslos siguientescomportamientosasintóticosparala función

1
___ +2
6R

0
1

2

cuando k¡ —> O

cuando ]k¡ —>00

Tomandola transformnadade Fourierde (3.24) con respectoa sc y usando (3.121) deducimos

of — 3/1 rs (0(k) + 3)1

Or Ok

La ecuación(3.125) se puederesolverexplícitamenteintegrandoa

Si escribimosJ(k, 0) = fu(k) obtenemnosentonces

f(k, w) rs

donde

M(k) rs ljk
(O(s) —

lo largo de características.

a

(3.126)

a

(3.127)

Las fórmulas (3.126), (3.127) nos permitencalcularel comportamientoasintóticode j(k, y)

para una clasegeneral de datos fn(sc). Para ello multiplicarnos (3.126) por una función test

so(k) E <300 y de soportecompacto. Obtenemosentonces

j f(k, <SO(k)dkrs e(3±G(Oí)r¡ fo(ke3z)eÁ~Í(kcPT»NI<k>so(k)dkrs

(3.120) u

0(k)

la ecuación

u

(3.123) e

(3.124)

a

(3.125) a

a

a

u

e-
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rs eG(O>I ~ fu(~)eM(cíM((esr)so(e3x4)d( (3.128)

Los comportamientosasintóticos(3.123), (3.124) implican que la integral a la derechade

(3.128) convergepara datos fu(k) muy generales.Ademásse tieneel siguientecomportamiento
asintótico

f~ .f(k, -r)so(k)dkt’a e’~Q~>’ J—~ fo(C)eM(C)so(O)dC
cuandor —>00

o de forma equivalente
(3.129)

donde8 es la distrubución delta de Dirac y

<3 jo0 f

0~¿~M(cy~; cuandor —*00

Podernoscalcular correccionesde ordensuperiora (3.129) usandolos siguientesdesarrollos

de Taylor

e M(k) rs

n0

so(k) — >3
u-!

Insertandoestasseriesen (3.128) deducimosque

r)so(k>dk~’a e~(~ >3
o,niO

6

m.
(3.130>

~: ¡oc>eMwcan±mÚ~32n±m»dc

dondeasumimosque las integralesa la derechaexisten. Estoocurre paraclasesmuy generales
de datosiniciales debidoal factor exponencialeM(() y a los comportamientosasintóticos(3.123),

(3.124) que implican M(~> “a ~i~i cuando](¡ —*00. Escribamos

roo

Ej rs f00 fo(4OeM(<í(~iC)ld(

Reordenandolassumasen (3.130)obtenemosfácilmenteel siguientecomportamientoasintótico

.f(k, r) 6
>3Fíe(G(OfrS¡)r>3 (1 ;n)!
1=0

Tomamosahorala transformadade Fourier inversade (3.131) paradeducir

00 1W
f(sc~r) “a >3F¿e(G(O»3¡>I1>3

Y=o

y no es difícil comprobarque cadaunade las funciones

— 2n)!

J(k, r) “a CeG(0
1716(k) cuando r —*00

Iic,o¡(k~

(3(k)) cuandoT —*00 (3.131)

2rr(l — 2u-)! )
)
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resuelven(3.24). Se tiene entoncesque

[sri]

— 2u-)!
nr = 0,1,2,...

donde Fm son comno en (3.39), (3.51) para algunasconstanteapropiadas<3m. se obtiene así el

comportamientoasintótico (3.52).

3<

mt

u,

e

mc

e

e

e

a

mc

mc

e

a,

e



Apéndice A

Deducción y análisis de la relación

de dispersión (2.15)

A.1 Obtención de la relación de dispersión

Las ecuacionesde Navier-Stokesen términos de Oh, parafuncionesde la forma

Vr = Dr(r)eÁOhÍ+kz

7 =

P rs Ohp(r)eÁOhí±ikZ
y en aproximaciónlineal, seescribencomo

( d2u,.
dr

Ám, —-—ikp+
¡ d2v

7

1 dv,

.

r dr

+

— 14)

ido7

r dr

1 d(r-v,.

)

O rs ikv7 + — _____
r dr

(Al)0<r<l

0<r<1 (A.2)

O<r<1 (A.3)

Si derivamos (A.2) con respectoa r, multiplicamos (Al) por ik y las restamosllegamos

fácilmente a la siguienteecuaciónmodificadade Besselde ordenuno

2d
2

9 dg
__ + FIlE — (F

2 + 1~ rs O

y rs —ikv,. +

(A.4)

dv
7

dr

donde ?= A + k
2r rs k’r. La únicasolución de (A.4) no singular en el origen es

y = <3t(k’r)

siendo Ii(x) la función modificadade Besselde orden uno.

163

para
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Usamosahora la ecuación (A.3) paraformular el sistema

dv-
—ikv,. (Ir rs <311(k’r)

1 d(rv,.

)

ikv~ + rs O
r

La solución másgeneralde (AS) es de la fornía

= A¡o(k’r) + BIo(kr)

ik
u,. rs ——A11(k’r) —iBIi(kr)

dondeA y B son dosconstantesarbitrarias.

El campode presionesse obtienea partir de la ecuación(A.2>

(eP ~‘=
ikp rs —Am’7 + k dr

2 rs —ABIo(kr)

habidacuentade que el segundomiembro es una ecuacióndel tipo Besselde ordencero.
Las constantesA y E quedaránfijadas a partir de las condicionesde contorno:

___ en r rs 1

—-P+20h Or

rs

1
rs —(R+ R

27)
2

en r rs 1

en r rs 1
u->

Introducimos las expresiones(A.6) y (A.7) para la solución general en las condicionesde

contornopara obtener

— iBJi(k)) + Ak’Ii(k’) + BkI1 (k)

A
——-BIo(k)+ 2 (—ikAJ;(k’)
ik

ik

— iflkl(k))

dondehemossupuesto
aR(o) rs f(k)eAohí±ikz

Paraque exista solución de estesistemnadistinta de la trivial es necesarioque se anule el

siguientedeterminante mt

2kI~ (k) O

—2ik1 (Ii)
ikj

1 Ji?>

~Io(k) — 2iklf(k)

—jji (k>

lo cual equivalea que se satisfagala siguienteecuación

1
120h

2¿h(í k2)
-AOh

mc

2k4(k))

(A.5)

3<

(A.6)
e

e

(A.7)

0V,. OU
dr ±0:0

u-

SG

—-0

e

1
— 20h

— ÁOhf

u,

(A.8)

mc

e,

e

e
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— ~2kI’ (k’) — 1 1 _ 2kk’ I¡(k) —o___ (1 /c2) “ ________

X 20h2 k)) /c2 + /c’2 1
1(k’)

en la quedeberíamosdespejarA en función de k. Lo quees fácil haceres,siguiendoaMiddleman

(ver [39]), escribir la ecuaciónen la forma cuadrática

{Iu(k)A2 + (2k1;(k) — k
2+k’2 ;jtí;(k’)) — 2Oh~~ — k24¿

2§11(k)=20 (A.9)

La ecuación(A.9) es la relación de dispersiónparalas pequeñasperturbacionesde un chorro

cilíndrico (ver [22], probablementeel primer sitio dondeapareceescrita). Podemosinterpretarla

como la ecuaciónimplícita de la o las curvas >dk) solución de ella. El resto del apéndiceestá

dedicadoal análisis de dicha relación.
En el casoparticular Oh —* O se tiene A rs O en (A.6). Este es el casodel fluido potencial

(ver [47]) y sólo podemosimponer la condición de contornoparaT,.,.. La relación de dispersion

resolveríala ecuaciómi

{-Jo(k)V —

1(j — k2)J(k) rs O

con A rs OhA.
Es decir

/c2)’1(~)

la expresión(AlO) es la relación de dispersiónde Rayleighy suponeun cierto límite singular

de (A.9). Es de señalarque de las dos ramas,unaes inestableanteperturbacionescon ¡k¡ < 1
y que para ¡k¡ > 1 resulta A(k) imaginariopuro.

A.2 Estudio analítico de la relación de dispersión (A.9)

En esteapartadodescribiremosalgunaspropiedadesgeneralesde lassolucionesde (A.9). Dada
la simetríaA: —* —k de la relación de dispersión,resultasuficienteestudiarel semiplanok > O.

Sintetizamosvariaspropiedadesen el siguientelema

Proposición Al Seaf’ el conjunto de puntos(k, A) E IR >< C que satisfacen(=1.9).Entonces
1) (1,0) e E
2,) Existendos ramas emergentesde (0,0)

3) Existeninfinitas ramas emergentesde {(0, —¡4>1 siendoy,, la n-¿simaralo no nula de
la función de Bessel4(x).

Existeninfinitas ramasrealesen la regiónRe(A) < —k2 y próximasal punto del infinito con
comportamientosasintóticos

A “a
k—*co ‘~

4) Aparte de las ramas del tercer apartado, existencuatro posiblesramas emergentesdel
punto del infinito. Los comportamientosasintóticosson A

1 “a a1k
2, i rs 1,2,3 con a~

/136 SN 8 8

3______________ — — —0.91262

cia rs afl + &fl
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siendo 3<

33) 4
+

8

93 (+?+~ 33)
3

—3.5437

1
—v2i(II rs 2 E +~ 33)+

para tres de las ramas y A ‘~ —/3k con /3
k—+oo

1
/3 = 2 + 40h2

Demostración. Es inmediato verificar que (1,0) E E sustituyendoeste valor en (A.9). Si
aproximnamos

—x

Ii(x) r—*O 2

obtenemnosla relación de dispersiónen el orden más bajo en un entornode (0,0)

1 k
k A+2k2 iOh2A+2k2 =0

DespejamosA y obtenemos

1
k

k-*O 20h

1

Am rs ~ (í2k2 +4
4/cA + /c~ + OIP)

1

Ju(x)

1/
A2rs— I~l2k2 — ~ +

OIP) k—*u

1 a
k

- 20h

Esto es,hay dos ramasemergentesdel k rs 0; una ofreceA’s estrictamente

empiezacon Vs positivos.

negativosy otra

Escribimosahora la ecuación(A.9) en la formacuadrática

>3+ +2k2Q~) ~+ (4/c41;(k)
‘u (k) Ju(k) J~(k’

1

20h
2k(1

I~(k

)

— /c2)

¡o(k)
rs O (A.11)

Resolviendo(Alí) paraA obtenenios

2 Im(k

)

+ ,k(i — k2),(/c)uw-
Ji(k) If(k’

)

+ 16kg k’

166

3<2.2303

para la cuarta.
u

st

u

a

e

a

a

mt

____ 2

¿y \ Jo~M)/

a

a

(A .12)

a

a
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Si k’ es imaginariopuro entoncesreescribimosk’ rs —iw (con w real) y se tiene

Io(~iw)~h~L4~W — .~ Io(—iw) 1Jo(w>
ZW fi (—Lv) Ii(—iw) Ji(w)

La ecuacióna resolveresentonces

I’(k) ¡1 I’(k)N
2 1 I~(k) I~(k) /Jo(w) N

2= /c2 + — k2$))± 2ohak(l ~k2) +4k~/c) yyJI(~) —1) (A.13)
Iu(k) fu(

Nóteseque paracualquier valor de k < 1 la función de la derechacon el signo + estábien

definida y es positiva mientrasel término bajo la raíz sea positivo y de hecho tiene infinitas

singularidades.Estoimplica la existenciade infinitas ramas.
Las ramasemergende A,, rs —w~ rs —¡4 con J

1~,,) rs o. Todas ellas son localmentede

estabilidad,ya que2 > O por definición. El comportamientoasintóticode las mismascercade
k = O será

A,, r—~
es decir,

J0 (pi,,)
rs +2 ___________

lo cual fija -y rs 4, el signo + y un valor para A

A — 4JoG’n) _ 4
p,,Jfly,,) pi,,

Es posiblehacer correspondertodasestasramasreales (exceptola que partede w rs O) con
ramaspróximas al infinito y dentrode la región Re(A) < —kg. Las ramasson talesqueen cada
una de ellas [A + k ¡ permanecesiempreentredoscerosde J1 y se comportanasintóticamente
en la forma

w,,(k) k—o*>o Jota,,) 1 1
Pn+

4PnJ~yúklIn+41¼k
ya que únicamentede estemodo

/caJl(k) —

1(ka ka’l(k))+lk(í k2)Ii(lC) ~4/c3 Ji(k) Jo(w)í)
I~(k J1 (w

~/c2~ 4k3g Ju(p,,) _______ — (k2)

Porúltimno, averiguaremoscuálesson las posiblesramasen la región Re(A) > —kg localmente

cerca de] infinito. Paraello hacemosk,Y —+00.

Reteniendolos términosde orden superiorobtenemos

A+k2rs~k2±i 16k
3 A+k2

2

y escribiendo A rs a/ca resulta

a+lrs—1± 4 a+1
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& debesatisfacer
LO +8a3+24a2+16o-rsO

Una de las raíceses a = O y las otrastresse hallan fácilmente usandolas fórmulasgenerales st

para las raíces de un polinomio de tercer grado. Las dos raícesreales correspondenal signo —

en (A.12) y las doscomplejasal signo +.
Paradeterminarel comportamientoasintóticoprecisode la ramacorrespondientea la raíz st

a rs O debemossuponer

A “a —/3/c
k—+c’o

st
y usarlos desarrollosde las funcionesmodificadasde Bessel

ek 1 1>
Io(k) k-+oo 2wk V +8k)

k(sk)Ii(k)

en (Ah) para obteneren el orden más bajo

—-4/3k~+(4+2/3)k~+ 1 k3—0 —
20h2 —

de donde se deduce mc
1

3=2 +40h2

y estoconcluye la demostración.C —
Denotaremospor Fg+ la ramainestableque partedel origen, ~kla ramaestableque parte

del origen y F~ la que partede {(0, —¡4)1 siendo pi,, la n-ésimaraíz no nula de la función de

BesselJ¡(z). Denotaremospor Ft,, el conjunto de ramascon comportamiento>kZoo —k2 —~-% mt

por F~ las que tienen comuportamientos> -‘~ a,,k2 con n rs 1,2,3 y por f~ la ramacon

coniportamientoA —/3k. e-

Una cuestión importante es la posible conexiónde ~?con Ef U E00 Podemosformular al
respectoel siguiente lema:

Lema Al 1) Existe una iinica rama real que cru:a la parábola A rs

2) Sea

~ 2 ~(k) (/cfÍu(k’) —

A(k,A)= (j2k2ldfr) + 2~(~ /c2)”(~) +-‘k~~ (A’) £

~/ 20h Io(k) Io(k) Vi
1 )

Existenen la región R rs {A < k2} infinitos puntos (k,,, A,,) c E tales que A(k,,, A,,) rs O. fis
posble estableceruna relación biunivoca entre los puntos(k,,, A,,) y los puntos {(0, —pi~)}U(0,O)

de la Proposiciónanterior.

mc
Demostración. La parábolaA rs /c2 correspondea Y rs 0. Los posiblespuntos (k, —Y) E

E satisfacen
a

(k2k11(k) (VIo(k)) — 2Oh2~(’ — Io(k) !o(k) (A.14)

mc

SÉ
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dadoque

169

Hm

k’—40 It (k’)

Simplificando (A.14) llegamosa k = O (queno es el punto que buscamos>y a las raícesde

1(k) = — (2Jh2 (1 — 1?) — 6kQ I~(k

)

Io(k)

El hechode que el comportamientoasintóticoen el origen sea~5iwk y en el infinito /c3

implica la existenciade raíces. Quedicharaízes única lo deducimosdel hechode que el mínimo
es único. En efecto:

Io(k

)

1~(k)

rsk

k
2) — 6k2)) rs

4k?
0(k) 11(k) +Ii (kV /c2 — Io(k)2 /c2 + ~ J~(/c)2+ 121~(/c)2

- fi (k)2

y la anulacióndel numeradorequivale a la ecuación

1=412111 (k+12) (IiÁk))

2
kloQc)+ k2 Y1

0(k)
1 /hIm(k)N

2

Es fácil comprobarque el tercer término de la derechay la suma del primero y el segundo

son estrictamentedecrecientes.Estoimplica la existenciade una únicasolución paratodo valor
de Oh.

Nóteseque /c’2 essiemprenegativoen la región R. Esto sugierela introducción de Y = —Lo

____ — kiwiy f,(k’) — wJ-Qa — 1 con lo que

2 rsú1~fi>~ + 1G1~<127
1~(k) fo(k

1
+

20h2k(l
fo(k)

+‘tksím(k) (cd
~n(k)

Si en algún momentose haceA rs O seráporque

9 Io(k)

esdecir,

j(k;Oh) — 1~(k) +
kIo (k)

o—
10(k)

11

20h
2

20h2
k2)+4k(W~:~w~

1)

klo(k)
i
1(k i—¿¿)

Paratodo Oh la función j(k; Oh) tiene infinitas raíces,ya que x rs k 1— es estric-

tamentecrecientey el cociente ~- diverge a +oc a la derechade los diversoscerosde Jm(z)
y a —oc a la izquierda. Esto implica la existenciade raíces. Si estasraíces son únicas entre

Jo(w)

Jx(w)

o
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dos ceros de J1, tal y como ocurre, entoncesla biyeccióncon los puntos {(O, —¡4)1 U (0,0)

es automática.Parademostrarla unicidad de las raícesbastadarsecuentade que la función
j(k; Oh) es estrictamentedecreciente.Notemosquepara todo valor de Oh

- di ¡

dk (~)~+ I~(k) ____y +4klo(k)
(a:____

1 2 1~(k) 1/ IiQc)2
k k

2Io(k) k VIo(k))

11(k) 2

J:(x+ ~ (i:xv)dk—
lN2cLr(4Ndz1 1

~(2viEok —2
7)~+y-—

4x)-~+~ k

<(S
4X) =E+I+2itzg(k)

La función g(k) poseeunaúnicaraíz en k = 1.484 (calculadonuméricamente)y es negativa
a partir de estepunto. Es por ello que podemosrestringir el análisis de h(k) a k e (0,1.484).
La función 14k) es siemprenegativatal y como muestrala figura A.1 y estopruebala unicidad
de las raíces entredoscerosde J1 (a:).

0 0.2 0.4 0.6 Y8

u
Figura Al: Representaciónde la función 14k)

Si las raícesno fueranúnicasentredos cerosde Ji(x), lo cual ocurrepor ejemploen el caso
no realista01ú2 <—Mcon Msuficientementegrande,entonceslos nuevoscerosque aparecen

seríja el origen de ramascomplejasque podríanconectarcon las ramascomplejasdel infinito
que fueron halladasen la Proposiciónanterior.C

Les puntos (k,,,A,,) e £ para los que á(k,,,Au-) = O son tales que las ramas E& U {E~,

u- rs 1,2, ..} cambianel signo+ por el — ante la raízen (A.13). La correspondenciabiunívoca
entrelas ramasl2~ y P~ con u- rs 1,2, . es automáticay sonpor tantola misma ramaya que

compartenun punto, quees el (k,,, A,,) e E tal que =4k,,, A,,) rs 0.

La ramal’3 no sepuedecontinuarhastael infinito y no sehacecompleja. Necesariamente
entoncesdeberácruzar la parábolaA rs —5 y lo haráen el puntohalladoen el Lerna anterior.
Paracompletarel problemade conexión entre las ramasrg, r$ y ~ acudimosa técnicas

numéricas.

a

e

a

a

a

-o--

1 ¡.2 1.4

mt

a

a

mc

a

u

u
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A.3 Estudio numéricode la relación de dispersión (A.9)

Paraabordarlas cuestionescon quecerramosla subsecciónprecedentees necesarioconsiderar

Y = re~

Io(k’) = A(r,0)+iB(r,0)

= C(r,0) +iD(r,0)

La ecuación(A.9) sepuedeentoncesdescomponer,paraY imaginario,en las dos siguientes
ecuacionesescalares

(r2 cos(20) + E — s)2 — r4 sin2 (20) = g2 + s(i — R)S+4R3N (A.15)

2 (r2 ces(20)+ .1?— r2 sin(20) = 4RSM (A.16)

coners 20h2’ Skí’~, Rrsk2 M~Bo-ÁD, N=AcBD~l.C2-f-D2
Les casosO rs O, ~ sonlímites en los queel espectrosehacerealpuroy solamentees necesario

2

estudiarla ecuación(A.15).
A continuacióntrazamoslas curvas r rs r

1(k) y r = r2(k) definidasde forma impícita por
(Alt) y (A.16) respectivamentepara e rs 1,3,3.5 y O = O. Ilustramos de estamaneracómo
se producela conexiónde las dosramasrealesque partendel origen y subifurcación en otras

dosramasconectadaspor dosramascomplejasconjugadas(el cruce de rm(k) y r2(k) implica la
aparicióno desapariciónde dos ramascomplejasconjugadas).

6~

6-

t4-

2-

-x
2 k 6 8 10

e=l

Jc

crs3
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Sic

st

st

Los siguientessondibujosdelas primerasramasparasrs 3,7 junto conla parábolaA rs

.— \

Ny

\ S~

\ \

ers3

2 4 8 lO 12

a’

mc

N

Esto muestraque Eg+ = ~ry _ — ~rsi Oh > Oh~ un cierto númerode Ol’mesorge

crítico y que E3~ = £3 yP~ rs f~ si Oh -c Ofr. Además, si Oh < Oh~, entonceses de
hecho = E~ rs E3 rs E~ vía dos ramascomplejasconjugadas. En el límite Oh rs O
desaparecenlas ramasdel infinito y las dos complejasque conectabanse hacen imaginarias
purasy seextiendenhastael infinito.

rs 3.5

o 2 4 k 8 lO
0-

10-

-20

-so

.40

50

e’

a

a

O
Ni

Ni

a

mc

o-

10,

-20

-jo

.40

50

mc

mc

e

e

e

mc
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A.4 Unicidad de la ramainestable

Una cuestiónesenciales la de la unicidad de la ramainestablehalladaarriba. A continuación
probamosel siguientelema:

Lema A.2 Existeuna ?nica rama real en la región Re(A) > O.

Demostración. Las ramas realespuras correspondena 0 = O. La ecuación (A16) se
satisfaceidénticamentey la ecuación(A.15) sepuedeescribiren la forma -

A+R

)

~ A+R) o

Notemosque
f(k, Q) rs —e(l — R)S

queesuna función conceros en rs 0,1 y quees positivaen [1, +co) y negativaen [0,1].

Evaluamosa continuación

~{=2(A+2R—S)—4RS ( 2)
1 Io( A+R)

A+R11( A+R)

82f—=2—
8A2

2RS

Comola función

( 1 2

A-pR C Io( A+R) 2

I~( A+R)

)

1 2 ¡loCa:>~
1 1

a: a: \h(z))

2 + ____ ~

+ (‘o( A+R)f
11( A+lfl)

1~( A+R

)

Ii( A+R))

lo(z

)

1~(z)

esestrictamentenegativa(ver figura A2)

10 20 30 40 50

Figura A.2: La función f(a:)

resultaque > 0. Es por ello que f > O si
k < 1. Esto demuestra el enunciado.E

k > 1 y f tieneunaúnica raíz a Ir fijo cuando

o-

002

.0.03
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El próximo paso consistiráen ver que no pueden existir otras ramasque las realespuras.

Definamosw rs Re (A) > O y

r

Entonces

krs~/iil 42cos(26)—1 st

Dada la periodicidad en (A.16), nos podemosrestringir a 0 =~i y como ha de ser k real

entoncesdebeverificarseQ cos(26) — 1 =O.
Constatamosnuméricamenteque la función

f(4, w) rs 2 (42wcos (26) + R — s) 42w sin (26) — 4RSM
mt

sólo se anula en O rs 0. para todo valor de w. Lo hacemoshastaw moderadamentealto y
comprobamosquesegúnva creciendow nosacercarnosal perfil correspondientea w —*00 que

es de h forma

f(4, w) rs w2 (2 (242 cos (26) — i) 42sin (20) — 44(42 cos (20) — í) ~sin o)

st

y positivo para todo valor de 4 y de 6 E (0, ~)en la región 42 cos(20) — 1 > 0.
Las únicasramasposiblesson las realespurasy ya hemos visto quesolamenteexiste una.

mt

A.5 Representacióngráficade la relación de dispersión

En esteúltimo apartadopresentamosrepresentacionesgráficasde las relacionesde dispersióna e”

altos y bajos númerosde Ohnesorge.Las representacioneshan sido hechasa manoa partir de
las conclusionesde los apartadosanteriores.En ellas representamoscon líneasdiscontinuasla

partereal de aquellos A(k) imaginarios. mt’

a

mt

a

mc

SÉ

a

a

mc
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Figura A.3: La relación de dispersiónparaOh> Oh0
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)

Figura A.4: La relación de dispersiónparaOh < O~
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