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Introduccién

La presente Memoria tiene como marco la Teoria de Reticulos de Banach y Operadores
Positivos que se encuadra en esa extensa rama de las Matematicas que es el Anélisis
Funcional y la Teoria de Operadores. La Teoria de Operadores Positivos es un campo
ampliamente estudiado y con notables aplicaciones como puede apreciarse en las memorias
de Aliprantis y Burkinshaw ([4]), Meyer-Nieberg ([50]), Schaefer ([65]) y Zaanen ([80]).
Un aspecto central de dicha teoria es el problema de mayoracion de operadores positivos.
En general, dados dos reticulos de Banach F y F' y una clase de operadores Z entre E y
F, surge el siguiente problema de mayoracién: ;qué condiciones sobre los reticulos £ y F
hacen que todo operador positivo dominado por un operador de la clase Z deba pertenecer
a Z?7 En otras palabras, jes cierto que si 0 < S < T : F — F son operadores positivos y
T € T, se deduce que S € 7

Varios autores han tratado el problema de mayoracién en distintas clases de ope-
radores. Por ejemplo, la importante caracterizacién de operadores integrales dada por
Bukhvalov ([9]) proporciona para dicha clase un resultado de mayoracién (ver también
([46], [66]). Cabe notar que en la clase de los operadores pseudo-integrales introducida
por Sourour, que generaliza a la de los integrales, se ha obtenido también un resultado de
mayoracién ([67], [68], [71], [23]).

Es quizas en la clase de los operadores compactos en la que se ha dado el resultado
de mayoracion méas celebrado por sus aplicaciones. En concreto Dodds y Fremlin ([17])

probaron el siguiente:

TEOREMA 0.1. Sean E y F dos reticulos de Banach tales que E' y F son orden
continuos, y sean 0 < S < T : E — F dos operadores positivos. St T es compacto

entonces S es compacto.
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v INTRODUCCION

El interés del teorema de Dodds-Fremlin va mas alla de su valor intrinseco que es
innegable, de hecho viene a dar una prueba rigurosa de un resultado que desde el mundo
de la Fisica Tedrica se conjeturaba (ver [4, pag. 279] para un enfoque histérico del proble-
ma). Su demostracién es consecuencia de la elaboracién de una teoria més amplia ([17]),
importante por si misma, adecuada a un enunciado de caracter tan general que extiende
notablemente la versién paralela que dio Pitt ([59]) para operadores entre espacios LP(u).

En cuanto a la clase de los operadores débilmente compactos, Abramovich dio en [1]
un resultado parcial de mayoracién en dicha clase que posteriormente fue mejorado por

Wickstead ([74]) por medio del siguiente:

TEOREMA 0.2. Sean E y F reticulos de Banach y 0 < S < T : E — F operado-
res positivos. Si F' o E' es orden continuo y T es débilmente compacto, entonces S es

débilmente compacto.

Por su parte Kalton y Saab ([39]) han considerado el problema de mayoracién para

operadores Dunford-Pettis obteniendo el siguiente:

TEOREMA 0.3. Sean E y F reticulos de Banach y 0 < S <T : E — F operadores

positivos. Si F' es orden continuo y T es Dunford-Pettis, entonces S es Dunford-Pettis.

Es de destacar que Wickstead [75] ha dado resultados reciprocos de los Teoremas
de Dodds-Fremlin y Kalton-Saab identificando las condiciones que permiten enunciar
resultados de mayoracion en dichas clases.

Merece la pena observar que en algunas clases de operadores el problema de mayora-
cion tiene siempre una repuesta positiva independiente de los espacios considerados. Por
ejemplo las clases de los operadores M-débilmente compactos, semicompactos, L-débil-
mente compactos ([4]) o la de los operadores integrales ([9]).

Por otra parte el problema de mayoraciéon para endomorfismos, es decir £ = F'| ha
sido ampliamente estudiado por Aliprantis y Burkinshaw ([2], [3]). En concreto probaron
quesi 0 < S <T:FE — E son operadores positivos y T' es compacto, entonces S? es
compacto si £ o E’ son orden continuos, y S? es compacto sin condiciones sobre F o E'.
También probaron que S? es débilmente compacto si 7" lo es.

El objeto fundamental de esta Memoria es estudiar el problema de mayoracion en

ciertas clases de operadores positivos, asi como establecer relaciones entre esas clases,
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todas ellas proximas a la de los operadores compactos. En concreto y desde un punto de
vista cronologico el origen de nuestra investigacion se remonta a la siguiente pregunta:
jexiste un resultado de mayoracion para la clase de operadores estrictamente singulares
entre dos reticulos de Banach?

Recordemos que un operador 7" entre dos espacios de Banach X e Y es estrictamente
singular, o Kato, (abrev. SS) si no preserva ningun subespacio cerrado de dimensién infi-
nita, en otras palabras si la restriccion de T" a cualquier subespacio cerrado de dimension
infinita de X no es un isomorfismo sobre su imagen. Esta clase fue introducida por Kato
([42]) en 1958 en relacién con problemas de perturbacién de operadores semi-Fredholm
y ha sido bastante estudiada por varios autores. En particular en la Teoria de espacios
de Banach proporciona un modo de comparar la estructura de dos espacios. En los libros
de Goldberg ([31]), Lindenstrauss-Tzafriri ([44]) y Rolewicz ([61]) se pueden consultar
varias de las propiedades generales de estos operadores.

El hecho de que la clase de los operadores SS contiene y es proxima a la de operadores
compactos hacia presagiar la existencia de una respuesta positiva a nuestra pregunta si
teniamos en cuenta el teorema de Dodds-Fremlin. Por otra parte un examen atento de
la prueba de dicho teorema manifestaba diferencias insalvables entre ambas clases de
operadores que no nos permitian trasladar los argumentos usados en la demostracion de
una clase a otra.

A lo largo de la investigacion que nos ha ocupado surgieron como herramienta basi-
ca de estudio los operadores disjuntamente estrictamente singulares, introducidos por
Herndndez y Rodriguez-Salinas en [34] en relacién con la existencia de copias singulares
complementadas de [P en reticulos de Banach de funciones. Un operador definido en un
reticulo de Banach E y con valores en un espacio de Banach es disjuntamente estricta-
mente singular (abrev. DSS) si no preserva ningin subespacio generado por una sucesién
disjunta de vectores en E. Claramente todo operador SS es DSS. En general estas clases
son distintas pudiendo coincidir en casos particulares. Asi ocurre cuando E tiene base
de Schauder de vectores disjuntos ([33]). De este modo el problema original se relaciona
con el problema de mayoracién en la clase de los operadores disjuntamente estrictamente
singulares. De hecho éste tltimo es interesante por si mismo ya que toda una serie de

problemas cercanos aparecen naturalmente. Asi el Capitulo segundo de este trabajo se
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dedica a estudiar varios aspectos de esta clase de operadores, obteniéndose en particular

el siguiente resultado de mayoracién (cf. Teorema 2.14):

TEOREMA 0.4. Sean E y F reticulos de Banach, con F orden continuo, y sean
0<S<T:FE — F operadores positivos. Si T es DSS entonces S es DSS.

Mas atn, en el Corolario 2.19 se prueba que la clase de los operadores disjuntamente
estrictamente singulares entre dos reticulos de Banach F y F' es un orden ideal en la clase
de los operadores regulares entre £/ y F' cuando F' es orden continuo. En contraste se
proporcionan ejemplos (cf. Ejemplo 2.15) que muestran que en general el problema de
mayoracion en esta clase de operadores tiene respuesta negativa.

En dicho capitulo se estudian asi mismo los operadores reticularmente estrictamente
singulares que fueron introducidos en la Tesis Doctoral de Garcia del Amo ([26]). Decimos
que un operador 7" entre un reticulo de Banach £ y un espacio de Banach es reticularmente
estrictamente singular si la restriccién de T' a cualquier subreticulo de dimensién infinita de
E no es un isomorfismo. Claramente todo operador disjuntamente estrictamente singular
es reticularmente estrictamente singular; en este capitulo probamos que para un operador
regular entre dos reticulos de Banach E y F' ambos conceptos son equivalentes cuando
F' es orden continuo (cf. Proposicién 2.13). Este resultado es esencial para la prueba que
damos del Teorema 0.4. También damos un resultado que caracteriza via compacidad
ambas clases de operadores cuando se imponen condiciones de orden continuidad sobre
E' y F (cf. Proposicién 2.29 y Corolario 2.30). Por tultimo se estudia el problema de
mayoracion en el caso F = F' en ambas clases de operadores. En concreto probamos que
si0 < S <T:FE — FE son dos operadores y T es disjuntamente estrictamente singular,
entonces S? es disjuntamente estrictamente singular, todo ello sin condiciones sobre E, a
la vez que por medio de un ejemplo mostramos que este resultado es el mejor posible.

A continuacion consideramos una cuestion de autodualidad en la clase de operado-
res disjuntamente estrictamente singulares. En general el hecho de que un operador sea
disjuntamente estrictamente singular no implica que el operador traspuesto lo sea, ni
reciprocamente. Sin embargo probamos que si (2, %, 1) es un espacio de medida finita,
E es un reticulo de Banach con dual orden continuo y 7' : E — LP(u), 1 < p < oo, es

un operador regular, entonces T es disjuntamente estrictamente singular si el operador
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traspuesto 7” lo es (cf. Proposicién 2.36). También probamos el resultado dual (cf. Coro-
lario 2.38). Concluimos el capitulo con el estudio del problema de mayoracién para una
clase “dual”de los operadores reticularmente estrictamente singulares, la de los operadores
reticularmente estrictamente cosingulares estudiada por Garcia del Amo en [26].

Como hemos comentado anteriormente, existe una relaciéon intrinseca entre el problema
de mayoracion en la clase de operadores estrictamente singulares, punto de partida de este
trabajo, con el problema correspondiente para operadores disjuntamente estrictamente
singulares. El Capitulo tercero de esta memoria se dedica en su mayor parte a estudiar tal
relacién, haciendo un uso sistematico del método de disjuntificacién introducido por Kadec
y Pelczynski ([37],[45]). Dicho método junto con otros ingredientes de gran importancia
como el Teorema de Freudenthal ([25]) o el propio Teorema de mayoracién para operadores
disjuntamente estrictamente singulares (cf. Teorema 2.14), permiten probar uno de los

resultados principales de esta Memoria (cf. Teorema 3.15):

TEOREMA 0.5. Sean E y F reticulos de Banach tales que E, F y E' son orden
continuos. Supongamos ademds que E satisface la propiedad de la division subsecuencial.
S10< S <T:FE — F son operadores positivos y T es estrictamente singular, entonces

S es también estrictamente singular.

La propiedad de la divisién subsecuencial fue observada por Kadec y Pelczynski para
los espacios LP(p) ([37]) y generalizada por Figiel, Johnson y Tzafriri ([22]) a reticulos de
funciones, y Weis ([72]). De hecho cualquier reticulo p-céncavo y g-convexo, 1 < ¢,p < 00
satiface las hipotesis del Teorema 0.5 asi como cualquier espacio de funciones invariante
por reordenamiento que no contenga copias isomorfas de ¢q ([72],[36], [21]). Los Corolarios
3.18 y 3.19 recogen estas y otras condiciones concretas para las que se puede aplicar el
Teorema anterior.

En el mismo capitulo se dan ejemplos que ponen de manifiesto que el problema de
mayoracién tiene en general una respuesta negativa, y se recalca la importancia que tiene
la condicién de orden continuidad del reticulo de llegada F' (cf. Ejemplo 3.22).

También consideramos el caso £ = F' de los endomorfismos obteniendo un resultado
en el que suprimimos la propiedad de la subdivisién secuencial de entre las hipétesis (cf.

Proposicién 3.26).
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Parte del trabajo realizado tiene como consecuencia un resultado curioso que en prin-
cipio no parece estar muy relacionado con los problemas de mayoracién (cf. Proposicién
3.23): la no existencia de isomorfismos regulares entre los espacios [ y L?[0, 1], extendiendo
asi el hecho conocido de que I? y L?[0, 1] no son reticularmente isomorfos.

El estudio del problema de mayoracién en la clase de los operadores estrictamente sin-
gulares tiene su aplicacién al considerar el problema similar en la clase de los operadores
estrictamente cosingulares introducida por Pelczynski en [57] que, bajo algunas condi-
ciones, se comporta como la clase dual de la de los operadores estrictamente singulares.
Recordamos que un operador 7" entre dos espacios de Banach X e Y es estrictamente cosin-
gular si para todo subespacio M de Y de codimensién infinita el operador 77" : X — Y /M
no es sobreyectivo, donde 7 es la aplicacién cociente de Y sobre Y/M. Asi, y via dualidad,
obtenemos un resultado de mayoracién para esta clase de operadores que constituye el
contenido del Teorema 3.29 del capitulo tercero.

El Capitulo cuarto estudia los operadores delgados ( “thin”) introducidos por Neidinger
([52], [53]) en relacién con la factorizacion de operadores por espacios [P-hereditarios. Si
X e Y son dos espacios de Banach, se dice que un operador 7' : X — Y es delgado
( “thin”) si la bola unidad Bj; de cualquier subespacio M de Y de dimensién infinita no
es casi absorbida por T'By, es decir si existe un € > 0 tal que para todo A > 0 se tiene
que By € NXT'Bx + €By.

Esta clase de operadores esta situada entre la clase de los operadores compactos y la de
los estrictamente singulares, es decir, todo operador compacto es delgado y todo operador
delgado es estrictamente singular; sin embargo las tres clases son en general distintas. El
capitulo se dedica fundamentalmente a estudiar la relacién de los operadores delgados
con los operadores estrictamente singulares, y se prueba la igualdad de ambas clases en
casos concretos (cf. Corolario 4.19). Los resultados obtenidos se refieren mayormente a
operadores regulares con valores en espacios LP(u). Relacionado con esto cabe recordar
el siguiente resultado de Caselles y Gonzélez ([11, Prop. 1]): Si T : LP(u) — L9(u),
1 <q<p<oo, esun operador reqular, entonces T es estrictamente singular si y solo si
T es compacto. En el Teorema 4.8 mostramos que esta equivalencia se mantiene en el caso
p < q cuando sustituimos la clase de los operadores compactos por la de los operadores

delgados.
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En el Capitulo cuarto también se considera el problema de autodualidad en la clase de
los operadores estrictamente singulares. En general esta clase no es autodual, a diferencia
de lo que ocurre para operadores compactos o débilmente compactos, pero se obtienen
resultados positivos interesantes en el marco de los operadores integrales entre espacios
de Kothe de funciones que incluyen a los espacios LP(u). También probamos que para un
endomorfismo regular e integral de LP(u), 1 < p < oo, ser disjuntamente estrictamente
singular, ser estrictamente singular, ser delgado y ser compacto son condiciones equiva-
lentes. Vale la pena observar que los endomorfismos de LP (1), 1 < p < 0o, que son SS han
sido caracterizados por Weis en [70] como aquellos que son simultdneamente [2-singulares
y [P-singulares (un operador es [P-singular si no preserva ninguna copia isomorfa de 7).
Concluimos el capitulo con un resultado de mayoracion (cf. Corolario 4.20) que se deri-
va de una extension de la equivalencia anterior y del Teorema dado de mayoracion para
operadores estrictamente singulares.

El quinto y ultimo Capitulo se dedica a considerar la clase de los operadores estrechos
(“narrow”) estudiada por Plichko y Popov en [60]. Si £ denota un espacio de Kothe sobre
un espacio de probabilidad (€2, 3, u) donde p es una medida sin 4tomos e Y es un espacio
de Banach, se dice que un operador T': E — Y es estrecho si para todo conjunto A € X
y para todo £ > 0 existe una particién {A;, Ao} del conjunto A, con u(A;) = u(Ay) tal
que [T (x4, — Xa,)|| < €. Los operadores estrechos son ttiles en el estudio de propiedades
geométricas como la propiedad de Daugavet o en el estudio de subespacios ricos ([60],
[38]).

La clase de los operadores estrechos ha sido considerada por varios autores. Por ejemplo
Ghoussoub y Rosenthal estudian en [30] los operadores en L'[0, 1] que preservan norma-
signo (“norm-sign-preserving operators”) que son precisamente la clase complementaria de
la de los operadores estrechos. Por otra parte es conocido que todo operador T': LP(u) —
LP(v) que es LP[0,1]-singular (es decir que no preserva copia de LP[0,1]) es estrecho si
1 < p < 2. Esto ha sido probado para p = 1 por Enflo y Starbird ([20]) y para 1 <p < 2
por Johnson, Maurey, Schechtman y Tzafriri ([36]). Relacionado con esto Plichko y Popov
plantean en [60] la siguiente pregunta: si 1 <p < oo y T : LP[0,1] — Y es un operador

[2-singular, jes T necesariamente estrecho?
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La primera parte del Capitulo quinto se dedica a dar una respuesta parcial a esta

cuestion. Asi obtenemos la siguiente:

PROPOSICION 0.6. Sea F' un reticulo de Banach orden continuo y T : LP[0,1] — F,
1 < p < 0o, un operador reqular. Si T es [*-singular entonces T es estrecho. En particular,

s1 T es SS entonces T es estrecho.

La prueba usa el conocido resultado de Rosenthal de que todo operador en L]0, 1]
que es [*-singular es Dunford-Pettis ([62]). También damos condiciones suficientes para
que un operador definido en L'[0,1] sea estrecho distintas de las dadas por Bourgain y
Rosenthal en [8].

La segunda parte del capitulo quinto se dedica (como no podia ser de otro modo) al
problema de mayoracion en la clase de los operadores estrechos. Dicho problema tiene en
general una respuesta negativa como se muestra en el Ejemplo 5.16, pero obtenemos el

siguiente resultado general:

TEOREMA 0.7. Sea E un espacio de Kothe de funciones sobre un espacio de probabili-
dad (Q, %, p) sin p-atomos, F un reticulo de Banach orden continuoy 0 < S<T:E — F

operadores positivos. Si T es estrecho entonces S es estrecho.

Subrayamos el hecho de que las técnicas empleadas en la demostracion eluden el in-
conveniente que representa la ausencia de estructura vectorial en la clase de los operadores
estrechos.

Finalmente sefialemos que el Capitulo primero ha sido reservado para exponer con-
ceptos y resultados de caracter general que son usados en el resto de los capitulos, y a
ello debe su extension. Algunos de estos resultados son bien conocidos, mientras que otros
son versiones mejoradas de resultados anteriores (p.e. Lema 1.10, Proposicién 1.59), o
novedosos (p.e. Proposicién 1.46 b)). Hemos pretendido asi presentar esta Memoria del
modo méas autocontenido posible, facilitando con ello su lectura. No obstante referimos al
lector a las monografias de Aliprantis y Burkinshaw ([4]), Lindenstrauss y Tzafriri ([45]),
Meyer-Nieberg ([50]), Schaefer ([65]) y Zaanen ([80]) para consultar cualquier término
o resultado de teoria de reticulos de Banach y operadores regulares que hayamos podido

emplear sin hacer referencia explicita del mismo.
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CAPITULO 1

Preliminares

El objeto de este primer capitulo es presentar varios resultados de caracter general
que se emplearan a la largo de la memoria. Algunos de ellos forman parte de la teoria
basica de espacios y reticulos de Banach y nos limitamos a dar referencias precisas de los
mismos. Otros, sin embargo, son novedosos o han precisado modificaciones o mejoras para
adaptarlos a nuestras necesidades, e incluimos demostraciones explicitas de los mismos.

En cuanto a la notacién hemos procurado que sea estandar, asi si X es un espacio de
Banach denotaremos por Bx al conjunto {z € X : ||z|| < 1}. Si (2,,), es una sucesién
en X, entonces [z,] denotard el subespacio (cerrado) generado por dicha sucesién. Los
subespacios se sobreentenderan siempre cerrados. El espacio dual de X se denotara por
X'y la topologia débil sobre X por o(X, X’). El término operador se referird a cualquier
aplicacion lineal acotada entre dos espacios de Banach X e Y. El operador traspuesto de

un operador 7 : X — Y se denotard por 77 : Y’ — X',

1. Operadores regulares entre reticulos vectoriales

DEFINICION 1.1. Sea E un espacio vectorial sobre el cuerpo de los reales. Se dice que
E es un reticulo vectorial si estd parcialmente ordenado con un orden, <, que cumple:
a) Si x <y, entonces v + z <y + z para x,y,z € E cualesquiera.
b) Six <y, entonces ax < ay para todo a > 0.

c¢) Para todo par de elementos x,y de E existen el supremo x NV y y el infimo x A y.

Dado un reticulo vectorial E se define el cono positivo E, = {x € E : x > 0}, la parte
positiva ¥ = 2V 0 y la parte negativa x~ = (—z) A0 de un elemento x de F, asi como
su médulo |z| =z V (—z). Dos elementos = e y de E son disjuntos si |z| A |y| = 0, y se
denota por z_Ly. Si A es un subconjunto de E se llama complemento ortogonal de A, y se

denota por A+, al conjunto At = {z € F : z Ly para todo y € A}.
1



2 1. PRELIMINARES

Se llama orden-intervalo de extremos a y b pertenecientes a E al conjunto [a,b] =
{r € E:a <z <b},y sedice que un subconjunto A de F es orden-acotado si existen
ay ben FE tales que A C [a,b]. De modo obvio se definen la orden-acotacién superior
e inferior. Un reticulo vectorial F es Dedekind completo si todo conjunto no vacio orden
acotado tiene supremo e infimo en E. E es o-Dedekind completo si toda sucesion orden
acotada tiene supremo e infimo en E. Reticulos Dedekind completos son los LP(u), con
p € [1,00), L®(u), con p o-finita y ¢y. Un ejemplo de reticulo no Dedekind completo es
o, 1].

Se dice que una red (z;);ea en un reticulo E es creciente (resp. decreciente) si z; < z;
(resp. z; > x;) para todo @ < j. Si (2;);ea es una red creciente (resp. decreciente) y
x =sup{x; :i € A} (resp. x = inf {z; : i € A}), entonces se escribe x; T x (resp. x; | x).
Andlogamente se definen las sucesiones crecientes y decrecientes. Una red (y;);ea en un
reticulo vectorial E converge en orden a y € E si existe una red (x;);ea tal que z; | 0y
ly; — y| < x; para todo i € A. Andlogamente se definen las sucesiones orden convergentes
en F.

Un subespacio U de E' es un subreticulo si xVy y x Ay estan en U para cualesquiera
dos elementos x,y de U, es decir, si es cerrado para las operaciones de reticulo. Igualmente
un subconjunto A de E es sdlido si |x| < |y| con y € A implica x € A. Un subconjunto
I C E se llama ideal si es un subreticulo sélido, y un subconjunto B C F se llama
banda si es un ideal que cumple que para todo suconjunto A C B con supremo en E se
tiene sup(A) € B. Diremos que una banda B de E es banda de proyeccidon si existe una

proyecciéon P : E — B tal que 0 < P(z) < x para todo = € E,.

DEFINICION 1.2. Un elemento e € E, es una unidad fuerte (vesp. unidad débil ) si
E. = E (resp. B. = FE), donde E, = nLgJN {n]—e, €]} es el ideal generado por e (resp. B,
es la banda generada por e). Un ideal (resp. banda) se llama principal si estd generado
(resp. generada) por un solo elemento. E satisface la propiedad de la proyeccion principal

si toda banda principal es de proyeccion.

Un operador lineal T" entre dos reticulos vectoriales E y F' es orden acotado si trans-
forma conjuntos orden acotados en conjuntos orden acotados. Un operador T : £ — F

es positivo, y se escribe T > 0, si TE, C Fy, y T es regular si es la diferencia de dos
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operadores positivos definidos en E y con valores en F'. Las clases de operadores orden
acotados, positivos y regulares de E en F' se denotaran respectivamente por L,(E, F'),
L(E,F), y L"(E,F).

En L"(E, F) se define el siguiente orden: S < T si y sélo si T'— S > 0. Se tiene la

relacion inmediatas:

L(E,F), C L'(E,F) C Ly(E, F).

PROPOSICION 1.3. Si F' es un reticulo Dedekind completo entonces L"(E, F) es un
reticulo Dedekind completo. Ademas L"™(E,F) = Ly(E,F) y para T,S € L"(E,F) se
cumple que:
T"(z) =sup{Ty: 0 <y <z}
T (x)=—mf{Ty:0<y <z}
T|(x) = sup{|Ty| - [y| <}
(T S)(x) = sup {T(x —y) + Sy 1y € [0, 2]}
(T'ANS)(x)=Wf{T(z—y)+Sy:yel0,z]}
T2 <|T(|2]),

para todo x € E, y todo z € E.

Si A C L"(E,F) es orden acotado y dirigido superiormente entonces (sup A)(x) =
sup{Tz : T € A} para todo x € E..

DEMOSTRACION. La primera parte se debe a Riesz-Kantorovic ([40], [41]), en cuanto
a la ultima ver [50, Thm. 1.14]. O

Se define el orden dual de E como E~ = L"(E,R) y se tiene que E~ es Dedekind

completo.

DEFINICION 1.4. Un operador T' € L"(E, F) es orden continuo (resp. o- orden con-
tinuo) si preserva las redes orden convergentes a cero (resp. las sucesiones orden conver-

gentes a cero).

Denotaremos por L] (E, F') el conjunto de operadores de L"(E, F') que son orden con-
tinuos, y por L.(E, F') el conjunto de operadores de L"(E, F') que son o-orden continuos.

Igualmente denotaremos E~ = L' (E,R) y E> = L(E,R).
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DEFINICION 1.5. Sean E y F reticulos vectoriales y T : £ — F un operador lineal.
Se dice que T" es un homomorfismo de Riesz (o de reticulos) si T'(x Vy) = Tx V Ty para

cualesquiera x,y € E. Claramente todo homomorfismo de Riesz es positivo.

PROPOSICION 1.6. (cf. [50, Prop. 1.3.11]) Sean E y F reticulos vectoriales y T :

E — F un operador lineal. Son equivalentes: (a) T es un homomorfismo de Riesz. (b)

T(xAy)=TzNTy Vax,yeE. (c)|Tx|=T|z| Vee€E. (d)Tz* ATz~ =0 Vze€E.

DEFINICION 1.7. Sea E un reticulo vectorial y T : £ — E un operador lineal. Se dice
que T" preserva bandas si T(B) C B para toda banda B de E,y que T es un ortomorfismo

en £ siT: E — FE es orden acotado y preserva bandas.

PROPOSICION 1.8. Sea T : E — F un operador positivo entre dos reticulos vectoriales
con F' Dedekind completo. Si S y R son dos ortomorfismos positivos en F' entonces (RV
S)YI'=RTV ST.

DEMOSTRACION. La desigualdad (R V S)T" > RT V ST es trivial. Para probar la
opuesta tomemos x € F, arbitrario y notemos que (RV S)Tx = RTx VvV STx por ser Ry
S ortomorfismos (cf. [4, Thm. 8.9]), asi como que RTzV STx < (RT V ST)zx. O

2. Componentes de un operador positivo: Teorema de Freudenthal

Un resultado béasico en la teoria de reticulos vectoriales es el teorema de Freudenthal
([25]). Dicho teorema extiende a reticulos o-Dedekind completos con unidad fuerte el
resultado de que las funciones simples son densas en L>(u) (cf. [13, Prop. 3.4.2]). Para una
presentacion del mismo adecuada a nuestras necesidades requerimos varias definiciones

previas:

DEFINICION 1.9. Si T : E — F es un operador positivo entre reticulos vectoriales F
y F' con F Dedekind completo, se llama componente de T" a cualquier operador positivo
S:E— Ftalque SA(T—S)=0en L"(E, F). Los operadores de la forma QT P, donde
P vy @ son proyecciones de banda en FE y F' respectivamente, se llaman componentes
elementales de T'. Una componente simple de T es una componente de la forma \T} Q;TF;,

=1
es decir supremo finito de componentes elementales. Denotaremos la coleccién de todas
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las componentes simples de T por Sy, mientras que la coleccion de todas las componentes
de T" se denotara por Cr.

Un operador regular S : E — F se llama T-escalonado si existen componentes de T'

disjuntas dos a dos T, ..., T, satisfaciendo 77+ --+T,, = T, y nimeros reales oy, ..., ay,
n

tales que S = > o;T;.
i=1

Damos a continuacién un lema muy util que permite sustituir el supremo en la defi-
nicion de componente simple por una suma finita; esto tiene interés cuando manejemos

ideales de operadores. El lema extiende el resultado dado en [4, Chap. 2, sec. 6, Ex. 5].

LEMA 1.10. Sean E y F reticulos vectoriales con F' Dedekind completo y T € L(E, F),.

Para toda componente simple S € St existe un conjunto de componentes elementales de

T disjuntas dos a dos, Q\TPy,--- ,Q,TPF,, tales que S = > Q;TP;,. Mds aiun las proyec-
i=1
ciones Py, ... P, se pueden tomar disjuntas dos a dos.

DEMOSTRACION. La prueba se hace por induccién sobre el nimero de componentes
elementales que intervienen en la definicién de S. Asi para m = 1 es trivialmente cierto
pues S = QITPI‘

n

—1
Seam =n—1y S =\ QTP,. Denotemos por C,_1 el conjunto de todas las

=1
combinaciones de orden k tomadas en el conjunto {1,...,n — 1} y consideremos para
cualquier combinacién {4y, ...,i;} € C,_1 4 la banda

—1-k

N &(E)l),

l

k n
= () N (
s=1 1
donde {j1, ..., jn_1-k} es el conjunto complementario de {4y, ... it} en {1,...,n—1}. Por

n—1
convenio escribimos BY+"~1 = (| B(FE)*+. Claramente el niimero de bandas obtenidas de
1=1

ese modo es ("51) + (”Il) +- 4 (zj) = 2""! siendo (”;1) el niimero de combinaciones

de orden k tomadas de entre n — 1 elementos. Ademéds las bandas son disjuntas entre

si y E es la suma directa de todas ellas. Por tanto cada x € E se expresa como x =

n—1 . . . . . .
1,....n—1 J1sIn—1—k 1,....n—1 1,....,n—1 Il In—1—k J1sIn—1—k
T +> 4 Z L ovig donde x €B Y Ty i € Bil,...,ik .
k=1 1i1,..,i,€C,_1



1. PRELIMINARES

Supongamos que el lema es cierto para m = n—1, en concreto supongamos que hemos

probado que la restriccién de S a la banda Bh’ AR

e es

S|BJL Sin—1—k — (\/Qu )P Il sdn—1—k *
i1,

ik 1150000k

Entonces por linealidad se obtiene

S=0TPgin1+ > Q“TP s+ Y Qi TV QuT)Ppssnst

. 11512
11€Ch—1,1 i1,i2€Cn—1,2

n—1
+ Y (QuTVQLTV QTP us -+ (\/QT)Ps,

n—1
. . . Zl 12 13
11,12,13€CH—1,3

i=1
Probaremos a continuacion que el lema sigue siendo cierto para m = n. En efecto sea
n

S =\ Q,TP,. Consideremos para cada combinacion {iy,...,it} € C,,—1 las bandas
i=1

J1reosdn—1—k __ J1s- ,Jn 1—k J1seosdn—1—kM __ j17 7]n 1—k
i Bil, ﬂP y B = B; ﬂP

1k 115

asi como las bandas Bl+n—tn = Bln=ln Pn(E)L y Bl-n=l = pln=lq p (F).

ny _ on
-+ (n) = 2" y F se expresa como suma
directa de todas ellas. Asi para cada x € E, existe una tinica descomposicién

El nimero de bandas obtenido es (8) + -

n—1 n—1
_ . 1l,..n—-1n 1,...,n—1 2 : 2 : J1srdn—1—k 2 : 2 : J1yessdn—1—kN
r== +x, + L yeensiyn + Loyt
k=1 i1,..,it€Ch_1 k=1 i1,..,i,€Ch_1 1

con :L,]17 Jn—1—k B]l: Jn—1—k J1serdn—1—k,T

Eyh sJn—1—ksn
lk,M (SRPI T ( Y Ty, :

ik 0150000k

Consideremos primeramente una banda del tipo Bj Dol 17y notemos que

k
S|le*'-"-?n717k = ((\/QZ[T) inT)P J1rdn—1—Fk*
LSRRI O =1

AR ]

En efecto, si z € B] b ’f:nl * es un elemento positivo arbitrario, entonces de la Proposicién

1.3, de la hipdtesis de induccién y de la inclusién B] v ’fk"nl " C B N Py (E) se
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obtiene

Il
0
=
T
—N
R
<
&
~
N———
"U
?
_|._
O
3
~
el
o
|
e}
N
<
AN
N

Bl Wz =) 0<y < }
_(<\/Q” >VQ” )(Z>_(<\7QilT)vQ” )P5; ,,,,, e ()

BJI: sJn—1—ksM

o y un elemento positivo z en
k

Igualmente si consideramos una banda del tipo

dicha banda, entonces

S(2) =sup{(eriTH) (1) V QuTPu(z ) 0 < y < }
—Sup{(\/Qzl )P i1 (Y )+0:0§y§z}
(or)o- (o)t

Asi para un elemento de F posmvo y arbltamo

n—1 n—1
_ . 1,..n—1n Jlyeosdn—1—k 2 : 2 : J1seesdn—1—ksN 1,...n—1
=2 + Z Z xilv"'vikvn + xil,---,ik + xn

k=1 ’L'l,A..,Z'kGCn,Lk k=1 il,..‘,ikeCn,Lk

se tiene por linealidad la siguiente igualdad

n—1 k
s =0ty Y ((\/@ilT)in VP e

. ; i1,y ip,m
k=1 i1,...,i€CHp_ ke

n—1
+Z Z (\/Qu >P i1 jnflfk,n(xgllj::::g:flfk’n)+QnTPBrll AAAAA n—l(m;’“"nfl)

k=1 d1,...,ix€Ch_1

:i > ((\/QilT)VQn )Ph s (7)

. . D] 5enes i ,m
k=1 i1,..,ix€Cr_1% =1

n—1
+Z Z (\/Qzl >P g1 jn,l,k,n(lf)-i-QnTPBrll ..... n-1().

k=1 i1,...,ix€Ch_1 1



8 1. PRELIMINARES

Renombrando podemos escribir

S=0TPp.n+ > QTP st Y. (QuTVQuT)P ot
i1

. L. 01,19
11€CR 1 11,12€CH 2

+ > (@uTVQLTV QTP sy + o + (\/@-T) Ps,
i1,i2,i3€Ch 3 2t i=1

Para concluir notemos que para todo k € {1,...,n} el operador (\k/QilT) Py i €8

una componente simple de T'. En efecto, las proyecciones de banéial (); son ortomorfis-

mos positivos, por tanto aplicando la Proposicion 1.8 se tiene <\]€/Q¢ZT> = <\k/Qz'l)T
. . I=1 =1

y se sigue entonces que (l\z/lQilT) PBZII ,,,,, o = (l\:/lQil>TPBZ11 ,,,,, jn—r- Ademds usando

repetidamente el Teorema 8.9 de [4] se deriva facilmente que \/ ();, es una proyeccién de

banda. Asi toda componente simple de T se expresa como silzrrlla finita de componentes

elementales de T'. Notemos por ultimo que dichas componentes elementales son disjuntas

dos a dos por serlo las proyecciones P_jy,...j,_s - O

Enunciamos seguidamente el Teorema espectral de Freudenthal en una versién para

operadores adecuada a nuestras necesidades (cf. [4, 2. Thm. 6.9]):

TEOREMA 1.11 (Freudenthal). Sean 0 < S < T : E — F operadores positivos entre
dos reticulos vectoriales E y F con F' Dedekind completo. Entonces existe una sucesion

(Sp)n de operadores T-escalonados satisfaciendo

0<8—S,<n T para todo natural n y 0<S,1S.

Sea A un subconjunto de un reticulo vectorial F y denotemos:
Al = {z € E : 3 una sucesién (z,), C A con z, Tz},

Al ={z € F:3 unared (z4)q C A con z, T z},

(Al'y Al se definen simétricamente). El siguiente resultado se debe a de Pagter ([15]),

ver [4, Thm. 6.6] para una prueba del mismo.

PROPOSICION 1.12. Sean E y F reticulos vectoriales tales que E satisface la propiedad

de la proyeccion principal, F' es Dedekind completo y F)> separa los puntos de F'. Entonces

Cr = (Sp)I!T = (Sp)',
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3. Reticulos vectoriales normados. M-espacios y L-espacios

DEFINICION 1.13. Sea F un reticulo vectorial; una norma || - || sobre E es reticular si
para cualquier par de elementos x,y € F con |z| < |y| se tiene ||z|| < ||y||. Un reticulo es
normado si estd dotado de una norma reticular. Un reticulo de Banach E es un reticulo

vectorial normado que es completo respecto a la métrica derivada de su norma.

Notemos que todo reticulo de Banach o-Dedekind completo satisface la propiedad de
la proyeccién principal (cf. [50, Prop. 1.2.11]).

Si E'y F son dos reticulos normados denotaremos por L(F, F') al conjunto de los
operadores continuos de E en F. Asimismo denotaremos por L"(E, F') (resp. L(E, F)y)

a los elementos de L(E, F') que son regulares (resp. positivos).

PROPOSICION 1.14. (cf. [50, Prop. 1.3.5]) Sean E y F reticulos normados y sea
T : E — F un operador positivo. Entonces ||T|| = sup{||Tz|| : x € Bg N Ey}. Si
ademds E es reticulo de Banach entonces L(E, F). C L(E, F) y se tienen las igualdades
Lr(B,F)=L'(E,F) y L(BE,F), = L(E, F),.

PROPOSICION 1.15. Si E es un reticulo normado entonces el espacio dual E' es un

reticulo de Banach. Ademds si E es un reticulo Banach entonces E' coincide con el orden

dual de E, es decir E' = E~.

DEMOSTRACION. Ver [50, Prop. 1.3.7] y Proposicién 1.14. O

Dados dos reticulos de Banach E y F' se define en L"(FE, F') la norma regular, || - ||,
mediante la igualdad ||T||, = inf{||S|| : S € L(E,F)y y |Tx| < Slz| Vze E}.

PROPOSICION 1.16. (cf. [50, Prop. 1.3.6]) (L"(E,F),| ||.) es un espacio de Banach
con |T|| < ||T||, para todo T € L"(E, F). Ademds si F' es Dedekind completo entonces
(L7(E,F),| ||I) es un reticulo de Banach y ||T||, = || |T|||-

DEFINICION 1.17. Un operador T' entre dos reticulos vectoriales normados F y F se
dice que preserva intervalos si T|0,z] = [0,Tz] para todo z € E,. Decimos que T casi

preserva intervalos si T[0,x] = [0, T'x]

PROPOSICION 1.18. (cf. [50, Thm. 1.4.19]) Sean E y F reticulos de Banach y T :

E — F un operador.
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i) T es homomorfismo de Riesz si y solo T" casi preserva intervalos.

i1) T casi preserva intervalos si y sélo si T' es homomorfismo de Riesz.

DEFINICION 1.19. Sea F un reticulo vectorial. Se dice que una norma || || sobre E es

una L-norma si || || es aditiva en E,. Se dice que || || es una M-norma si
[l Vyll =méx{||z, [lyl} Va,ye E;.

Un L-espacio (resp. M-espacio) es un reticulo de Banach respecto a una L-norma (resp.

M-norma).

Ejemplos de L-espacios son L'(u) y bvca(X), y de M-espacios L>®(u) y C(K). Si bien

L () tiene unidad fuerte (xq) hay M-espacios sin unidad fuerte: co.

PROPOSICION 1.20. Sean E y F reticulos de Banach. Entonces L™ (E, F) = L(E, F) y
|T|| = [|T)|, para cualquier T' € L(E,F) si se satisface una de las siguientes condiciones:
i) F' es un M-espacio Dedekind completo con unidad fuerte e y con la norma dada por
|z]| = Inf{\ : x € [-Xe, Ae}.

ii) E es un L-espacio y F' es un espacio KB.

DEMOSTRACION. Ver [50, 1.5.11]. Para la definicién de espacio KB ver Definicién
1.26. U

PROPOSICION 1.21. (cf. [50, Prop. 1.4.7]) Sea E un reticulo normado.
i) La norma de E es un M-norma si y solo si E' es un L-espacio.
ii) La norma de E es una L-norma si y sélo si E' es un M-espacio. En tal caso E' tiene

una unidad fuerte e tal que [—e, e] = Bpr.

DEFINICION 1.22. Un reticulo de Banach E tiene la propiedad de Schur positiva si

toda sucesion débilmente nula de vectores positivos en E' es convergente a cero.

Claramente todo espacio E con la propiedad de Schur (i.e. toda sucesién débilmente

nula en E converge a cero en norma) tiene la propiedad de Schur positiva.
PROPOSICION 1.23. Todo L-espacio E satisface la propiedad de Schur positiva.

DEMOSTRACION. Notemos que E’ es un M-espacio con unidad fuerte e € E', tal

que Bp = [—e,e] (cf. Proposiciéon 1.21). Sea (z,), una sucesiéon débilmente nula de
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vectores positivos. Por el teorema de Hahn-Banach existe una sucesién (z7,),, en Bps tal
que z,,(x,) = ||z,|| para todo n. Como Bg = [—e, ] resulta que e > |z/,| para todo n.
Por tdltimo de la desigualdad ||z, || = 2/, (z,) < e(x,) y del hecho de que la sucesién (z,,),

es débilmente nula se obtiene la convergencia en norma a cero de (). U

OBSERVACION 1.24. El reciproco de la Proposicién 1.23 no es cierto. Para una sucesién
de ntimeros positivos (p,), \. 1 el espacio de sucesiones de Nakano [P») = {(z,),
i |rz,|Pr < oo para algin r > 0} tiene la propiedad de Schur ([32]) y por tanto la
T;(l)piedad de Schur positiva. Si tomamos ademés la sucesién (p,), tal que 1 < p, < oo
Y Pn((pn — 1)Inn)~! — 0, entonces [P») no es isomorfo a [* ([76]). Para més ejemplos de

espacios con la propiedad de Schur positiva remitimos a [77].

4. Reticulos orden continuos

DEFINICION 1.25. Un reticulo de Banach E es orden continuo, o tiene norma orden
continua, si 1n£{]|x||} =0 paratodo A C F con inf(A) = 0. E es g-orden continuo si se
HAS

tiene lo mismo para sucesiones.

Ejemplos de reticulos orden continuos son los LP(u), p € [1,4+00). Si E es orden
continuo entonces es Dedekind completo (la afirmacién reciproca no es cierta, considerar

por ejemplo [*°).

DEFINICION 1.26. Un reticulo de Banach E se llama espacio KB (Kantorovic-Banach)

si toda sucesion mondtona acotada en norma es convergente.

Los siguientes resultados proporcionan caracterizaciones muy tutiles de reticulos con

norma orden continua y de espacios KB (para més caracterizaciones ver [78])

PROPOSICION 1.27. Sea E reticulo de Banach. Son equivalentes:

. E/ es orden continuo.
. E es Dedekind completo y o-orden continuo.

. S (xn)n C Ey es orden acotada y disjunta entonces (x,,), es convergente a cero.

1
2
3
4. Toda sucesion monotona orden acotada es convergente.
5. Todo ideal cerrado de E es una banda de proyeccion.

6

. (xp)n es o(E', E)-nula para cualquier sucesion disjunta (x,,), C Bgr.
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7.E =FE.

8. E es o-Dedekind completo y no contiene copia reticular de [*°.

DEMOSTRACION. Ver [50, Prop. 2.4.2, 2.4.3 y 2.4.4]. La equivalencia entre (1) y (8)

es el Teorema clasico de Lozanovski-Mekler ([47]). O

Todo espacio KB tiene norma orden continua. Sin embargo el reciproco no es en general

cierto (considérese ¢y).

PROPOSICION 1.28. (cf. [4, Thm 14.12]) Sea E reticulo de Banach. Son equivalentes:
1. E es KB.

2. E es débilmente secuencialmente completo.
3. E no contiene copia isomorfa de cq.

4. E no contiene copia reticular de c.

OBSERVACION 1.29. Claramente un reticulo de Banach con la propiedad de Schur
positiva no contiene una copia reticular de ¢y (considérese la sucesion (e,),); se obtiene
entonces como consecuencia de la Proposicion 1.28 que todo reticulo de Banach con la
propiedad de Schur positiva es un espacio KB y por tanto tiene norma orden continua.

En particular todo L-espacio es un espacio KB.

Cuando el reticulo de Banach F tiene predual entonces ser espacio KB es equivalente

a ser orden continuo (nétese que ¢y no es dual):

PROPOSICION 1.30. Sea E reticulo de Banach. Son equivalentes:

1. E' es orden continuo.

2. (zp)n converge débilmente a cero para cualquier sucesion disjunta (x,), C Bg.
3. E' es un espacio KB.

4. E no contiene copia reticular de [*.

5. E no contiene copia reticular de I' complementada por una proyeccion positiva.
6. E no contiene copia isomorfa complementada de [*.

7. E' no contiene copia reticular de [*°.

8. £’ no contiene copia reticular de cq.

DEMOSTRACION. Ver [4, Thm. 14.21 y Prop. 2.3.11]. O
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El siguiente resultado sera de utilidad mas adelante.

PROPOSICION 1.31. Sean E y F dos reticulos de Banach con F orden continuo y sea
T e L"(E,F). Entonces |T'| =1|T|, (T*) =(T")" y(T™) =(T")".

DEMOSTRACION. Para la primera igualdad usar [4, Thm. 5.11] y el hecho de que
F'" = F! = F} por ser I orden continuo (cf. Proposicién 1.27). Las otras dos igualdades

son consecuencia de la primera. 0

5. Algunas clases de operadores entre reticulos de Banach

Introducimos ahora algunas clases de operadores distinguidos (cf. [4], [50]).

DEFINICION 1.32. Sean F un reticulo de Banach y X e Y espacios de Banach.
a) Un operador T': E — Y es orden débilmente compacto (abrev. o-débilmente compacto)
si T|—x, x| es relativamente débilmente compacto para todo = € E..
b) T :E —Y es AM-compacto si T|—x, x| es relativamente compacto para todo x € E.
c) T : E —Y es M-débilmente compacto si transforma sucesiones disjuntas acotadas en
norma en sucesiones convergentes a cero.
d) T : X — Y es Dunford-Pettis si transforma sucesiones débilmente nulas en sucesiones
convergentes a cero.
e) T : X — Y es débilmente secuencialmente precompacto si para cualquier sucesion (z,,),

en By existe (n;); tal que (T'x,,); es débilmente convergente.

SiT:E — Y es AM-compacto entonces es o-débilmente compacto, ysiT : F — Y
es Dunford-Pettis y ademds E es orden continuo entonces T es AM-compacto (cf. [50,
Prop. 3.7.11]). Nétese que si T : E — Y es compacto y E’ es orden continuo entonces 7'

es M-débilmente compacto (cf. Proposicion 1.30).

PROPOSICION 1.33. Sea T : E — F un operador orden acotado entre dos reticulos de
Banach E y F. Son equivalentes:
i) T es o-débilmente compacto.
i) |Txn|| — 0 para toda sucesion disjunta y orden acotada (x,), C Ey.

ii1) T no preserva un subreticulo isomorfo a ¢y con una bola unidad orden acotada en E.

DEMOSTRACION. Ver [50, Thm. 3.4.4 y Cor. 3.4.5]. O
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De la Proposicién 1.33 se sigue que todo operador Dunford-Pettis es o-débilmente

compacto. Otra consecuencia es el siguiente:

COROLARIO 1.34. Sea T : E — F un operador reqular entre dos reticulos de Banach

E y F. Si|T| es o-débilmente compacto entonces T es o-débilmente compacto.

DEFINICION 1.35. Sea T un operador entre dos espacios de Banach X e Y y sea Z
otro espacio de Banach. Decimos que T preserva una copia isomorfa de Z si existe un
subespacio N C X isomorfo a Z tal que T' es un isomorfismo entre N y T'(N). Decimos que
T preserva una copia complementada de Z si ademds N y T'(N) estan complementados
en X e Y respectivamente. Si ' y R son dos reticulos de Banach decimos que T': £ — Y
preserva una copia reticular de R si existe un subreticulo S C E isomorfo reticularmente

a R tal que Sy T(S) son isomorfos como espacios de Banach.

Los resultados que siguen a continuacién seran usados a menudo. Comenzamos con

un teorema debido a Ghoussoub y Johnson ([29]) (cf. [50, Thm. 3.4.11]).

TEOREMA 1.36 (Ghoussoub-Johnson). Sean E y X reticulo y espacio de Banach
respectivamente y un operador T : E — X. Son equivalentes:
i) T no preserva una copia isomorfa de cq.
ii) T no preserva una copia reticular de cy.

iii) (T'z,)2, es convergente si (,)52, es creciente y acotada en norma.

PROPOSICION 1.37. (cf. [50, Cor. 3.4.14]) Sea X un espacio de Banach, F un reticulo
de Banach orden continuo y un operador T : X — F. Son equivalentes:
i) T preserva una copia isomorfa de I'.
i) T preserva una copia complementada de [*.
iii) T' no es o-débilmente compacto.
i) T preserva una copia reticular de ¢y (0 1*°).

v) T no es débilmente secuencialmente precompacto.
Cuando el operador T es positivo se tiene algo mas:

PROPOSICION 1.38. (cf. [50, Thm 3.4.17]) Sean E y F reticulos de Banach con F or-
den continuo. Si'T : E — F es un operador positivo que no es débilmente secuencialmente

precompacto, entonces T preserva una copia reticular de '
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Como consecuencia de los dos resultados previos se obtiene el siguiente resultado de
Niculescu ([54]).

COROLARIO 1.39. Sean E y F reticulos de Banach con F' orden continuo y un operador
positivo T : E — F. Entonces T preserva una copia isomorfa de l' si y sélo si T preserva

una copia reticular de [*.
También se tiene la siguiente caracterizaciéon (cf. [50, Thm. 3.4.18])

PROPOSICION 1.40. Sea E un reticulo de Banach. Son equivalentes:
i) La norma dual de E' es orden continua.
i1) S1 X es un espacio de Banach, entonces todo operador o-débilmente compacto T : E —

X es débilmente secuencialmente precompacto.

6. Estimaciones superiores e inferiores. p-convexidad y ¢-concavidad

DEFINICION 1.41. Sea E un reticulo de Banach y 1 < ¢ < co. Decimos que F satisface

una g-estimacion superior (resp. inferior) si existe una constante M > 0 tal que

1 n n 1
in < M(Z”IZH") ! ( resp. Zl‘z > M(anz”q) q)
i=1 i=1 i=1 =1

para toda sucesion disjunta (x;)!", en E.

Se define el indice inferior (resp. superior) de E como
s(E) = sup{q > 1 : F satisface una g-estimacién superior}
(resp. o(F) = inf{g > 1 : E satisface una g¢-estimacién inferior}).

La siguiente caracterizacién de g-estimaciones inferiores nos permite no limitarnos a

vectores disjuntos (cf. [45, Prop. 1.£.6.]).

PROPOSICION 1.42. Un reticulo de Banach E satisface una q-estimacion inferior,

n
D il

=1

1 <q< oo, siy solo si > M(ZH%H‘]) ! para cualesquiera (x;)", en E.
i=1

PROPOSICION 1.43. Si un reticulo de Banach E satisface una q-estimacion inferior,
q < o0, entonces E es orden continuo. Si E satisface una q-estimacion superior, ¢ > 1,

entonces E' es orden continuo. Ademds se tienen las igualdades [s(E)|™' + [o(E")]™! =
L= [o(E)]"" + [s(E")] "
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DEMOSTRACION. E es og-completo y o-orden continuo por [45, Thm. 1.a.5 y Prop.
1.a.7], y por tanto orden continuo (cf. [45, Prop. 1.a.8]). Por otra parte, si E satisface una
g-estimacién superior entonces E’ satisface una p-estimacién inferior siendo 1/p+1/q =1

(cf. [45, Prop. 1.£.5]). Usar ahora la primera parte. O

Conceptos proximos a las p-estimaciones superiores e inferiores son la p-convexidad y

g-concavidad de un reticulo de Banach.

DEFINICION 1.44. Un reticulo de Banach E es p-convezo si existe una constante M <

oo tal que

1 . 1
()| < ar(Salr) " siv<p< oo
=1 =1

para vectores cualesquiera (z;) , en E.

< Mmix ||z, sip = oo,

n
\/ | 4]

=1

E es g-concavo si existe M < oo tal que
1

(gnxiuq)a < MH (ZH)

para vectores cualesquiera (z;) , en E.

n
\/|xz| , si ¢ = o0,

=1

, 811 < g <006 max| x| <M
1<i<n

Todo reticulo p-convexo (resp. g-céncavo) satisface una p-estimacion superior (resp.
g-estimacién inferior). Con cardcter reciproco tenemos el siguiente resultado de Maurey

(cf. [45, Thm. 1.£.7])

PROPOSICION 1.45. Si un reticulo de Banach E satisface una r-estimacion superior
(resp. inferior) para algin 1 < r < oo, entonces E es p-convero (resp. q-cdncavo) para
todo 1 < p <r < q < oo. Por tanto E es q-céncavo para algin q < oo (resp. p-convezo

para algin p > 1) si y solo si o(F) < oo (resp. s(E) > 1).

Pasamos a aislar en forma de proposicién dos condiciones sobre los reticulos E'y F' que

garantizan que la clase de los operadores M-débilmente compactos entre £ y F' coincide

con L"(E, F). La primera de ellas se debe a Zaanen (cf [80, Thm. 129.7]):

PROPOSICION 1.46. Sean E y F reticulos de Banach satisfaciendo una de las dos

condiciones siguientes:
a) o(F) < s(E)
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b) E' es orden continuo y F' tiene la propiedad de Schur positiva.

Entonces todo operador reqular de E en F' es M-débilmente compacto.

DEMOSTRACION. Tomando sus partes positiva y negativa podemos asumir que 1" es
positivo. Comencemos con a). Sea (x,), una sucesién disjunta de vectores positivos en
Bg. Por hip6tesis podemos tomar p y ¢ tales que o(F) < p < ¢ < s(E). Elijamos un
vector positivo (ay,), en la bola unidad de 9. Como ¢ < s(E), existe K > 0 tal que

1
m
E An Ty
n=1

m 1
q
< K(Zlanlq) < K@), < K,
n=1
(o.)
para todo m. Esto implica que x = > a,z, € KBg. Por otra parte, como o(F) < p
n=1
podemos usar la Proposicion 1.42 para encontrar una constante M > 0 tal que

m
E a, 'z,
n=1

para todo m. Supongamos ahora que (T'z,), no tiende a cero; entonces, pasando a una

KT = [T =

P m
> MY Jan|” || T,
n=1

subsucesion si es necesario, podemos asumir que ||Tz,|| > « para todo n y un cierto

a > 0. De la desigualdad previa obtenemos
MY E/a)|TIP =) lanl?
n=1

para todo m, es decir, (a,), € n Bp donde n = M~ (K/a)?||T||P. Llegamos asi a una
contradiccién con el hecho de que p < ¢ y de que (ay,), fue tomado arbitrariamente.

En cuanto a b), tomemos una sucesién disjunta acotada en norma (z,), en E,. Dicha
sucesion es débilmente nula ya que E’ es orden continuo (cf. Proposicién 1.30); como T’
es positivo la sucesién (T'z,), es débilmente nula en F, y por tanto convergente a cero

en norma. [l

7. Espacios de Kothe. Equi-integrabilidad

Una clase muy importante de reticulos de Banach es la de los espacios de Kothe de

funciones medibles.

DEFINICION 1.47. Sea (€, Y, 1) un espacio de medida o-finito y completo. Un espacio
de Banach (E,||||) de clases de equivalencia (médulo igualdad en casi todo punto) de

funciones reales localmente integrables sobre Y se llama espacio de Kothe de funciones si
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se cumple:
1) Si f esmedible, g € Ey |f(w)] < |g(w)| a.e en Q, entonces f € Ey ||f|| < |lg]-
2) x4 € E para todo medible A € ¥ con p(A) < oo.

Si E es un espacio de Kothe se define el dual de Kéthe de E como
E* ={f Y-medible : /|fg| < ocopara todag € E}.

Claramente E* C E’. Ademads si E es orden continuo entonces E* = E’ (cf. [45, pag.

29]).

OBSERVACION 1.48. Dado un espacio de Kothe E sobre un espacio de medida finita
(Q,%, i) se tienen las inclusiones canénicas L>(u) < E — L'(u), que son continuas por
ser operadores positivos (cf. Proposicién 1.14). Observemos igualmente que todo espacio

de Kothe es Dedekind-completo por ser un ideal de L*(pu).

Aparte del hecho de que muchos de los reticulos cldsicos son espacios de Kothe, la
importancia anadida de estos radica en que son el prototipo, via representacion, de los
reticulos de Banach orden continuos con unidad débil. De forma precisa, todo reticulo
de Banach orden continuo con unidad débil E es reticularmente isométrico a un espacio
de Kothe de funciones sobre un cierto espacio de probabilidad (este hecho serd usado

repetidamente a lo largo de esta memoria):

TEOREMA 1.49. (cf. [45, Thm. 1.b.14]) Sea E un reticulo de Banach orden continuo

con unidad débil. Entonces existe un espacio de probabilidad completo (2,3, 1), un ideal

X de LY, %, 1), en general no || - ||1-cerrado, y una norma reticular || - ||x en X tales
que:
i) E es reticularmente isométrico a (X, || - || x)-

i) X es denso en L*(Q, %, 1) y L°(, %, 1) es denso en X.
iii) [|flle < I fllx < 20 fllee para toda f € L=(Q, 5, ).

La existencia de unidad débil en el Teorema 1.49 no es necesaria en el caso en que
el reticulo sea separable. Mas aun, si manejamos subespacios separables de un reticulo
orden continuo arbitrario, que sera en la practica lo usual, siempre podremos asumir la

existencia de la unidad débil como el siguiente resultado muestra.
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TEOREMA 1.50. (cf. [45, Prop. 1.a.9]) Todo reticulo de Banach E orden continuo
se puede descomponer como suma directa incondicional de una familia (en general no
contable) { X4 }aca de ideales disjuntos dos a dos, cada uno de los cuales tiene una unidad
débil x,, > 0. Mds concretamente, cada y € E tiene una unica representacion de la forma

Y = > Yo donde y, € X,, la convergencia de la serie es incondicional y el cardinal de
a€A
{a:yq # 0} es numerable. Ademds, si Z es un subespacio separable de E entonces existe

ag € A tal que Z C X,,.

El siguiente resultado conocido ([49, Ex. 22.11]) caracteriza las bandas en un espacio

de Kothe de funciones

PROPOSICION 1.51. Sea I un ideal de un espacio de Kothe de funciones E sobre un
espacio de probabilidad (2,3, 1) ; entonces existe un conjunto medible C' € X tal que [++ =

{fxc : f € E}. En particular, si I es una banda entonces [ ={fxc: f € E} = E(C).

DEMOSTRACION. Damos los pasos a seguir de modo esquemdtico. Comencemos lla-
mando I'={A € ¥ : f|, =0, p—a.e. paratoda f € I}, donde el conjunto de p-medida
cero varia con cada f, y consideremos oo = sup {u(A4) : A € I'}.

Aserto 1: Existe Ay € I' tal que p(Ay) = o

Ahora para todo C' € ¥ con u(C) > 0y tal que C' C Q\ Ay se tiene C' ¢ I'. En efecto,
basta observar que C'U Ay € I''y que pu(C' U Ap) > «, lo cual no es posible.

Aserto 2: Aj esta tnicamente determinado, salvo un conjunto de medida cero, por las
condiciones (1) Ay € I y (2) Para todo C' € 3 con p(C) > 0y tal que C' C Q\ Ay se tiene
C¢rl.

Siendo Ay como arriba se define el “carrier” de I como el conjunto 2\ Ay

Aserto 3: Ay es el carrier de I+,

Volvamos ahora al Aserto 1. Si suponemos que = 0 entonces se tiene equivalente-
mente la condicién: Para todo C' € 3 con u(C) > 0 existe f € I tal que f|c # 0 u—a.e.
Como Ay es tal que u(Ap) = 0 = «, resulta que f|4, = 0 p—a.e. para toda f € I. Segtin el
Aserto 3 Ay es el carrier de 11, lo que implica que I+ = {0}; por tanto I*++ = {0}+ = E.
En particular, si I es una banda, la igualdad I = B(I) = I+ (cf. [50, Prop. 1.2.7])
justifica que I = E y por tanto que f = fxq para toda f € I.
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Supongamos ahora que o > 0 y consideremos la banda M = {xo\a,f : [ € E}.
Claramente I C M. Sea T' = {C € Yo\4, : fle = 0 g — a.e. para toda f € I}, donde
Yo, = {CN(Q\A) : C € 2}, ysea @ = sup{u(C) : C € T'}. Sea C' C Q\ A, tal que
pu(C) > 0. Como Ay satisface (2) resulta que existe f € I C M tal que f|c # 0 p—.a.e. lo
cual implica que =2 y por tanto que & = 0. Asi, si Ay denota el tnico conjunto que,
salvo un conjunto de pu-medida nula, satisface las condiciones
(1) A4y el y (2)VC € Yo\, con u(C) > 0y tal que C' C (Q\Ag)\Ay se tiene C ¢ T,
resulta que p(Ag) = 0y que Ay es el carrier de I+ por el Aserto 3). Por tanto I+ = {0}
y I+ = M. Como antes, si I es banda se concluye que I = M = {xa\4,f : f € E}. O

DEFINICION 1.52. Sea E un espacio de Kothe sobre un espacio de medida finita

(©,%, ). Un conjunto B en E es equi-integrable si (lgn sup{||xaf|l : f € B} =0.
nu(A)—0

La siguiente definicion es una version abstracta del concepto de equi-integrabilidad

para reticulos de Banach (cf. Lema 1.54)

DEFINICION 1.53. Un subconjunto A de un reticulo de Banach E es L-débilmente

compacto si ||z,|| — 0 para toda sucesién disjunta (x,), contenida en la envoltura sélida

de A.

Notemos que si E* denota el ideal maximal en E sobre el que la norma inducida es
orden continua, entonces un conjunto A de E es L-débilmente compacto si y sélo si para

todo € > 0 existe un « € EY tal que A C [—z,z] + ¢ Bg (cf. [50, Cor. 3.6.2]).

LEMA 1.54. Sea E un espacio de Kothe orden continuo sobre un espacio de medida
finita (2,5, 1), y A C E acotado en norma. Entonces A es equi-integrable si y sélo si es

L-débilmente compacto.

DEMOSTRACION. Para probar la implicacién directa sea € > 0; por hipdtesis existe
d > 0 tal que ||fxg| < € para toda f € Ay para todo B € ¥ con u(B) < §. Siendo
A acotado en norma existe m > 0 tal que pu(Af) < ¢ para toda f € A donde Ay =
{w | f(w)| = m}. Notemos que & = mxq es un elemento de E{ puesto que E es orden
continuo. Si denotamos por A} al complementario en 2 del conjunto Ay, es claro que

fxas € [—x, z]; ademds la hipdtesis inicial y el hecho de que p(Ayf) < 0 para toda f € A
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implican que [|fxa,|| < € para todo f € A. Por 1ltimo nétese f = fXA; + x4, En
cuanto a la implicacién contraria tomemos £ > 0. Por hipétesis existe x € EY tal que
AC [~z 2]+ gBE. Asi, si f € A es arbitraria podemos tomar g € [—x,z] y h € B tales
que f =g+ gh. Como x € E® existe un § > 0 tal que ||zxg| < g si u(B) < J. Sea
B € % con u(B) < §, entonces [|/xsll < lgxsl + 5lIhxsll < Jaxsl + 5 bl| < = Como

f era arbitraria se concluye la prueba. 0

Noétese que E es orden continuo si Bg es L-débilmente compacto (cf. [50, Thm. 2.4.2
y Prop. 3.6.5]). La definicién siguiente se debe a Weis:

DEFINICION 1.55. ([72]) Un reticulo de Banach orden continuo E satisface la propiedad
de la division subsequencial (“subsequence splitting property ”) si para toda sucesién
acotada en norma (f,), C E existe una subsuesion (ng)x y sucesiones (g)g, (hx)r con
gkl Alhil =0y fu, = gk + hy tales que
i) (gr)x es L-débilmente compacto.

i) |he| Al =0si k#1L

Observemos que ¢y no satisface la propiedad de la divisién subsecuencial (basta con-
n
siderar la sucesion x, = > e,) y que todo reticulo de Banach que no es orden continuo

tampoco es un espacio K113_1y por tanto contiene una copia reticular de ¢y (cf. Proposicién
1.28). Estos dos hechos explican porqué se incluye la condicién de orden continuidad en
la definicién de la propiedad de la divisién subsecuencial.

Los siguientes resultados seran tutiles en los capitulos posteriores y especialmente en

la prueba del resultado principal del Capitulo tres (cf. Teorema 3.15).

LEMA 1.56. Sean E y F reticulos de Banach con F orden continuo y sea S € L"(E, F).
Si A C E es L-débilmente compacto entonces S(A) es L-débilmente compacto.

, T . €
DEMOSTRACION. Sea e > 0. Por hipdtesis existe z € E tal que A C [—z, x]—l—m Bg.
Notemos que F' es Dedekind-completo por ser orden continuo; por tanto L"(E, F') es

un reticulo vectorial Dedekind-completo (cf. Proposicién 1.16) y en particular existe el

médulo |S|. Claramente S(A) C [—|S|z,|S|z] +eBpy |S|x € F{ = F,. O
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COROLARIO 1.57. Sean E y F espacios de Kothe orden continuos sobre espacios de
medida (2,3, 1) y (2,3, 1) respectivamente y sea S € L'(E,F). Si A C Bg es un

conjunto equi-integrable entonces SA es equi-integrable en F'.
DEMOSTRACION. Ver el Lema 1.54. O

LEMA 1.58. Sea (Q, %, 1) un espacio de medida finita y sea (f)n C L*(, %, 1) una
sucesion de funciones débilmente convergente. Si (f,), tiende en p-medida a cero entonces

(fn)n tiende a cero en norma.

DEMOSTRACION. Podemos asumir sin pérdida de generalidad que () = 1. La suce-
sién (fy)n es equi-integrable puesto que es débilmente convergente (cf. [19, Cor. IV.8.11]).
Por tanto para todo € > 0 existe un § > 0 tal que ||xpf.||1 < /2 para todo natural n y
todo B € ¥ con u(B) < 9.

Consideremos B,, = {t € Q : | f,.(t)| > ¢/2}. Como (f,), converge a cero en medida existe
un natural ngy tal que u(B,) < 0 para n > ng. Asi para n > ng se tiene

ol = [ Ul [ 150 < Dxmdull +2/2 <

n

O

PROPOSICION 1.59. Sea E un espacio de Kothe orden continuo sobre un espacio de
medida finita (Q, %, 1) y (gn)n una sucesion de E acotada en norma. Entonces (gy,), es

convergente a cero si y solo si (g,)n €s equi-integrable y convergente a cero en medida.

DEMOSTRACION. La implicacién directa es clara por ser £ < L'(u) continua. En
cuanto a la contraria, sea (g,), una sucesién equi-integrable y convergente a cero en
medida y tomemos una subsucesién arbitraria (g, ). Si (gn, )x converge a cero en norma
no hay nada que probar. Supongamos alternativamente que (gn, )r no converge a cero.
Entonces existe una subsucesiéon (que denotamos igual) (ng)i tal que ||g,, || > 0§ para
todo k y un cierto § > 0. Claramente (g, ) es un conjunto equi-integrable en L'(u) o
equivalentemente débilmente compacto en L'(u) (cf. [19, Cor. IV.8.11]). Por tanto existe
una subsucesion, que denotamos igual, débilmente convergente. Por el Lema 1.58 se tiene
|gn, |1 — 0 cuando k tiende a infinito. Tomemos ¢ € (0, 3); por hipdtesis existe dp > 0

tal que ||xagn.|| < €/2 para todo k y para todo A € ¥ con p(A) < do. Igualmente
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podemos encontrar una constante M < oo tal que ||gn, || < M para todo k, y por tanto
una constante a > 0 tal que p{s : |gn,(s)| > a} < dy para todo k. Resulta entonces
que ||xa,, gn,ll < €/2 para todo ny, donde A,, = {s : |gn,(s)| > a}. Por otra parte,
la sucesién (XA%kgnk)k estda acotada en orden por axg. Como ||g, |1 — 0, existe una
subsucesién (ng,); tal que G, = 0 p-a.e y asi (XA?%]- gnkj)j — 0 p-a.e. Consideremos
h; = Sll>l£) ‘XA%kl G, ‘ Claramente (h;); es una sucesién orden acotada tal que h; | 0 p-a.e;
ademds ||h;|| — 0 ya que la norma de E es orden continua. Por tanto ||XA$ij Gn, | =0y
asf existe j; tal que HXA%k]. In, | < &/2 para todo j > jo. Por tltimo Hgnkj | < ||gnkj XAny, ||+
X ac . i, || < e para todo j > jo, y llegamos asi a una contradiccién con el hecho de que

J
gnill = 8 > e. m

Concluimos esta secciéon con un conocido resultado relativo a la equi-integrabilidad en
LP[0,1], 1 < p < o0, que se prueba a partir de la desigualdad de Holder (cf. [13, Prop.
3.3.2]). Para la definicién de las funciones de Rademacher sobre [0, 1] ver [16, pag. 203].

PROPOSICION 1.60. Sea (2,X, 1) un espacio de medida finita sin dtomos y 1 < p <

q < 00. Entonces todo conjunto acotado de Li(u) es equi-integrable en LP(p).

COROLARIO 1.61. Si 1l <p < o0y [r], es el subespacio de LP|0,1] generado por las

funciones de Rademacher, entonces la bola unidad de [r,), es equi-integrable en LP[0,1].

DEMOSTRACION. Es consecuencia de la Proposicién anterior puesto que la bola uni-
dad de [r,], es acotada en L]0, 1], con g > p, por las desigualdades de Khintchine (cf.
[44, Thm. 2.b.3)). 0

8. Algunos resultados basicos de espacios de Banach

En esta breve seccién enunciamos algunos resultados bésicos de la teoria de espacios de
Banach que seran usados frecuentemente. Comenzamos con un par de resultados referentes

a operadores. El primero es una caracterizacion de continuidad.

PROPOSICION 1.62. (cf. [16, II. Thm. 5]) Sea T : X — Y wun operador entre dos
espacios de Banach X e Y. Entonces T es continuo si y solo si es o(X,X')-o(Y,Y")
continuo. En particular si (x,), C X y (2n)n CY son dos sucesiones bdsicas equivalentes,

entonces la convergencia débil de una de ellas implica la de la otra.
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PROPOSICION 1.63. (cf. [31, Thm. 11.4.4]) Sea T : X — Y wun operador entre dos
espacios de Banach X eY. i) T es sobreyectivo si y sélo si T" es un isomorfismo sobre

su imagen. 1) T es un isomorfismo sobre su imagen si y solo si T' es sobreyectivo.
Continuamos con un bien conocido argumento de perturbacién (cf. [44, Prop.1.a.9])

PROPOSICION 1.64. Sea (), una sucesién bdsica normalizada de un espacio de Ba-
nach X con constante basica K.
i) Si (Yyn)n es una sucesion en X que satisface la desigualdad i |zn — ynll < 1/2K, en-
tonces (Yn)n €s una sucesion basica equivalente a (). "~
i1) Si el subespacio [z, estd complementado en X por una proyeccion P e (y,)n €s una
sucesion en X satisfaciendo i |zn — ynll < 1/8K||P||, entonces (yn)n €s una sucesion
basica equivalente a (xy,), Y e?z;ubespacio [yn] estd complementado en X.

Un tercer resultado que se empleara sistematicamente se refiere a las sucesiones bésicas

incondicionales en un espacio de Banach (cf. [44, Prop. 1.c.7])

PROPOSICION 1.65. Sea (x,), una sucesion basica incondicional en un espacio de
Banach X con constante incondicional K. Entonces para toda sucesion (ay), de nimeros

[e.°]

reales tal que la serie Y a,x, es convergente, y para toda sucesion acotada (\,), de
n=1
numeros reales, se tiene la desigualdad

o0 o0
§ AnQnTp 5 Ty
n=1 n=1

La conocida disyuntiva de H.P. Rosenthal (cf. [44, Thm. 2.e.5]) también serd de uti-
lidad:

< K sup|\,|

TEOREMA 1.66 (Rosenthal). Sea (), una sucesion acotada en un espacio de Banach
X. Entonces (x,,), tiene una subsucesion (x,,); que satisface una y solo una de las dos
condiciones siguientes:
i) (zn,): es equivalente a la base candnica de [*.

i) (zn,); es una sucesion débilmente Cauchy.

COROLARIO 1.67. Sea X un espacio de Banach de dimension infinita que satisface la

propiedad de Schur. Entonces
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a) X es débilmente secuencialmente completo.

b) X contiene una copia isomorfa de ['.

DEMOSTRACION. Notemos que una sucesién (x,), en el espacio de Banach X es
débilmente Cauchy si y sélo si existe 2” en el bidual X” tal que J(z,) <> 2", donde
J es la inclusién canénica de X en X”. Consecuentemente el espacio de Banach X es
débilmente secuencialmente completo si y sélo si para toda sucesién (z,), en X tal que
J(z,) 25 2" se tiene 2 € X.

Sea pues (z,), una sucesién en X tal que J(z,) <> 2" para algtin 2" € X”. Claramente
la sucesion (x, — T,41), converge a cero en la topologia débil y consecuentemente en
norma puesto que X satisface la propiedad de Schur. En ese caso existe una subsucesion

[e.e]
(Tn; —Tp,41); tal que la serie ) [|2,, — 2y, 41| es convergente; de la desigualdad triangular

7j=1
se sigue que la sucesion (z,,); es de Cauchy y por tanto convergente a un cierto » € X.

Notemos que la sucesién (Jx,,); converge en la topologia wx al elemento J(x) por ser
dicha topologia menos fina que la topologia de la norma. Como ademas la topologia
wx es Hausdorff se obtiene que J(z) = z”, con lo que z” € X. Asi X es débilmente
secuencialmente completo.

b) Sea (x,), una sucesién de la bola unidad de X. Por el Teorema 1.66 existe una
subsucesién (x,,,); tal que: i) (z,,); es débilmente Cauchy, o bien ii) (z,,); es equivalente a
la base candnica de ['. La opcién ii) pone fin a la prueba. En cuanto a la opcién i) notemos
que en ese caso la subsucesion (z,,); es débilmente convergente por el apartado a) y en
consecuencia convergente en norma ya que X satisface la propiedad de Schur. Llegamos
asi a que toda sucesiéon de la bola unidad de X contiene una subsucesién convergente, lo

cual es una contradiccion con el hecho de que X tiene dimension infinita. 0

Concluimos esta seccién recordando una propiedad especifica de los espacios LP(pu),

1 <p < oo (cf. [45, Lemma 1.b.9])

PROPOSICION 1.68. Sea 1 < p < oo y (2, X, u) un espacio de medida. Si (f,)n es una
sucesion de funciones no nulas con soportes mutuamente disjuntos en LP(u), entonces
[fn] es isométrico a IP y existe una proyeccion de norma uno P : LP(u) — [f]. Si ademds

fn >0 para todo n entonces P > 0.
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9. El método de disjuntificacién de Kadec-Pelczynski

Concluimos este capitulo con una exposicién detallada del método de disjuntificacién
de Kadec-Pelczynski ([37]) y su generalizacion (cf. [45, Prop. 1.c.8]). Esto se justifica por
la importancia que tiene en las demostraciones de varios resultados de la memoria.

Sea E un reticulo de Banach orden continuo y sea (), una sucesién en E. Consi-
derando el subespacio separable [z,] podemos asumir que [z,] estd incluido en un orden
ideal I de E dotado de unidad débil (cf. Teorema 1.50), y por tanto que el propio E es
orden continuo con unidad débil. El Teorema 1.49 permite entonces ver £ como un espa-
cio de Kéthe sobre un espacio de probabilidad (€2, X, 1) que estd continuamente incluido
en L'(u).

Para un ¢ > 0 consideremos los conjuntos o(z,e) = {t € Q : |z(t)] > ¢||z||g} ¥y
Mg(e) ={z € E : u(o(z,e)) > ¢}. Notemos que se pueden dar los dos siguientes casos
(excluyentes): a) (x,), C Mg(e) para algin € > 0, o bien b) (z,), € Mg(e) para todo
e > 0.

En el caso a) notemos que se tiene
lznll2 2 llzall = / |z (0)]dpe > / [on(®)ldp > €¥l|zallz, €N,
(9] o (Tn,€)

es decir, (z,), es convergente a cero si y solo si (x,), es || - ||;-convergente a cero.

En cuanto al caso b) supongamos para simplificar la notacién que la sucesién (z,),
estd normalizada. Claramente existe n; tal que z,, ¢ Mg(472) (j1 = 2). Entonces se
tiene (0 (2n,,477)) < 472 ¥ [ Xo(@n, 4-2)e%n, || < 472 Como E es orden continuo, existe
61 > 0 tal que || x ATy, || < 470D =473 si u(A) < §;. Tomemos jp > 7; tal que 4772 < 6.
De nuevo existe ny > ny tal que x,, ¢ Mg(4772), con lo que pu(o(x,,,4772)) <4792 < §;,y
<4772,

AT (| X(any a-iz)e@ny | < 470D Ademas [Xo(a,, a-i2+1)e@ns | < 14772 X0 (0, a-52)c
Tomando ahora ¢ = 4-2*+D  podemos encontrar, por la orden continuidad de E, un
8y > 0 tal que || xazn, |, [[xaTn,|| < 472D si u(A) < 5. Sea entonces js > j, tal que
4773 < §y. De nuevo existe nz > ny > ny tal que x,, ¢ Mg(4773). Como en los casos pre-
vios se obtiene (0 (2, 479)) <47 < 8o, (| Xo(an,a-35) il [ Xo(onga-sa)ns|| < 4702
¥ ooy e | < 4755

Prosiguiendo del mismo modo obtenemos dos sucesiones (2, )i v (0(2pn,,477%))) cum-

pliendo
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1) M(U($nk74_jk)) < 4=k
2) ||Xa(xnk,4_jk)6$nk” S 47]']6
3) HXU(JEnk 747]',9).%”2_ S 4_(jk_1+1) 1=1...k—1.

A continuacién procedemos a disjuntificar considerando

o0

o = 0 (T, 477%) — U o(z,,,477)
i=kt1

Claramente o, N o; = @ si k # [; ademés of = o(x,,,477%)°U U o(z,,,47%).

i=k+1
Definiendo z; = X4, s, tenemos
2 = 2ell = [Xop@nll < [Xo@n, a-im)eTnll + X 8 0 (@0, 47720, |l <
i=k41
< 4r 4 Z Xo(an, a50)Tns || < 47k 4 Z 4= Gitl) —
i=k+1 i=k+1
—(jr+1
— 40k 4~ 0t — 4Tk 4 14*3'1@ — 14*(]%*1)

1-1/4 3 3
y por tanto ||x,, — zx|]| — 0 cuando k& — oo. Notemos que la sucesién seminormalizada
(zk)k es una sucesién bésica incondicional de elementos disjuntos dos a dos. Asi, pasando
a subsucesion si es necesario, podemos suponer por la Proposicién 1.64 que (,, )k ¥ (2k)k
son sucesiones bésicas incondicionales equivalentes.

Se observa que si en lugar de una sucesién consideramos un subespacio separable X en
E, la disyuntiva X C Mg(e) para algine > 00 X ¢ Mg(e) para todo € > 0 nos lleva por
un lado a que la normas || - ||g y || - ||1 son equivalentes sobre X, o bien por otro lado a la
existencia de una sucesién normalizada (yx ) en X y una sucesién de elementos disjuntos
dos a dos (zx)r en E tales que (yg)r ¥ (2x)r son equivalentes; mas aun |lyx — 2zx||lg — 0

cuando k — co. Podemos pues enunciar la siguiente

PROPOSICION 1.69. Sea E un espacio de Kithe orden continuo sobre un espacio de
medida finita (2,3, 1) y sea (x,), una sucesion en E.
a) Si (n)n C Mg(e) para algin e > 0, entonces (x,), converge a cero en E si y solo si
(xp)n converge a cero en L'(p).
b) Si (xn)n € Mg(e) para ningin € > 0 entonces existe una subsucesion (ng) y una
sucesion en E de elementos disjuntos dos a dos, (zi)i, con |zx| < |x,,| para todo k,

tales que (xn, )k Y (2k)k Son sucesiones bdsicas incondicionales equivalentes. Mds ain
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2, — 2l — 0.
c) Si X es un subespacio separable de E entonces, o bien X es isomorfo a un subespacio
de L'(u), o bien existe una sucesién normalizada (yx)r en X y una sucesién disjunta

(zr)k en E, con |zi| < |yk| para todo k, tales que (yx)r y (2k)x son sucesiones bdsicas

incondicionales equivalentes. Mds aun ||yx — zx|| — 0.
k



CAPITULO 2

Operadores disjuntamente estrictamente singulares. Problema
de mayoracién

En este capitulo estudiamos la clase de los operadores disjuntamente estrictamente
singulares introducidos por Herndndez y Rodriguez-Salinas en [34]. La primera parte del
mismo se dedica a presentar resultados generales y condiciones para que un operador sea
disjuntamente estrictamente singular en algunos casos concretos. Las partes segunda y
tercera tratan el problema de mayoracion en dicha clase, incluyendo también el caso de
endomorfismos F = F. Caracterizaciones de estos operadores se dan en la seccién cuarta
mientras que la quinta se concentra en cuestiones de autodualidad de operadores disjun-
tamente estrictamente singulares definidos o con valores en espacios L”(u). Concluimos
con la mayoracion en la clase de los operadores reticularmente estrictamente cosingulares
introducidos por Garcia del Amo en [26], que bajo ciertas condiciones es la clase “dual”de

la de los operadores disjuntamente estrictamente singulares.

1. Propiedades basicas

DEFINICION 2.1. Un operador T': E — Y definido en un reticulo de Banach E y con
valores en un espacio de Banach Y es disjuntamente estrictamente singular (abrev. DSS)
si para cualquier sucesién disjunta (x,), en E la restriccién de T al subespacio [x,] no es

un isomorfismo.

Esta clase es una generalizacion de la conocida clase de los operadores estrictamente
singulares que sera considerada en el capitulo tercero. Los operadores DSS, introducidos
en relaciéon con la existencia de copias singulares complementadas de [P en reticulos de
Banach de funciones, son una herramienta util para comparar la estructura reticular de
los mismos ([33], [27]). Recientemente varios autores han estudiado dichos operadores en
distintos contextos: Astashkin ([6]), Cobos et. al ([12]), Novikov ([55], [56]), Semenov et.

al ([28]),... La clase de los operadores DSS entre E e Y se denotard por DSS(E,Y).
29
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Del hecho de que todo operador compacto y sobreyectivo tiene rango de dimension
finita se deriva que todo operador compacto es DSS. Més ain todo operador M-débilmente
compacto es evidentemente DSS. Los reciprocos no son ciertos: el operador inclusion
J : LP[0,1] — L70,1] con 1 < q < p es M-débilmente compacto (cf. Proposicién 1.46)
pero no es DSS ya que el subespacio generado por cualquier sucesién disjunta en L0, 1]
es isomorfo a [ (cf. Proposicién 1.68), y [P y 19 no son isomorfos cuando p # ¢. Por otra
parte la inclusion canénica J : [P — [?9 con 1 < p < ¢ < oo es DSS porque [P y (9 no
comparten subespacios pero claramente no es M-débilmente compacta.

La siguiente caracterizacién estd probada en [27] usando la técnica de la joroba des-
lizante y el hecho de que el limite en norma de operadores de rango finito es un operador

compacto.

PROPOSICION 2.2. Sea un operador T : E — Y con E reticulo de Banach e Y espacio

de Banach. Entonces T' es DSS si y sdlo si para toda sucesion disjunta (z,), en E existe

Tj+1
una sucesion bloque normalizada (w;);, con w; = ) > agxy para todo 7, tal que || Tw,|| ~
:TLj+1

0 y la restriccion de T al subespacio [w;] es compacta.
Las siguientes propiedades de la clase DSS han sido dadas en [33]:

PROPOSICION 2.3. Sean E y F reticulos de Banach y Z e Y espacios de Banach, y
operadores T : E —Y,S:Y — Z yU : F — E. Se tiene que
i) La clase DSS(E,Y) es un espacio vectorial.
it) Si T es DSS entonces ST es DSS.
i11) Si T es DSS y U es un homomorfismo de Riesz entonces TU es DSS.

En general DSS(FE,Y’) no es estable por la composicién por la derecha. En efecto, sea
J : L*[0,1] — L'[0,1] la inclusién canénica y T : > — L?[0,1] el operador definido por
Te, = r, donde r, es la n-ésima funcién de Rademacher. El operador J es DSS y sin
embargo el operador J7T' es un isomorfismo sobre su imagen. También existen operadores
DSS cuyos operadores traspuestos no lo son, ni reciprocamente. En otras palabras, ser

DSS no es una propiedad autodual como el siguiente ejemplo muestra

EJEMPLO 2.4. Lainclusién J : L7[0, 00)+L*[0, 00) — LP[0,00)+L90,00),1 <p <1 <
s < g < oo no es DSS ([27, Prop. 2.6]). Sin embargo sir’, s, p' y ¢’ denotan los conjugados
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de r, s, p y q respectivamente, entonces el operador inclusién G : LP'[0, 00) N L9 [0, 00) —
L"'[0,00) N L*'[0,00) es DSS ([27, Ex. 4.9]).

En algunos casos la clase de los operadores DSS es bastante grande:

PROPOSICION 2.5. Sean E y F reticulos de Banach tales que E' y F son orden con-
tinuos. Supongamos ademds que [s(E),o(E)|N[s(F),o0(F)] = @. Entonces todo operador
reqular de & en ' es DSS.

DEMOSTRACION. Supongamos lo contrario; entonces existe 7' : £ — F regular que no
es DSS. En ese caso existe una sucesién disjunta normalizada (z,), C F y una constante
a > 0 tal que ||Tz|| > al|z|| para todo = € [z,]. Como el espacio [T'z,] es separable
existe un ideal cerrado J en F' con unidad débil que contiene a [T'z,] (cf. Teorema 1.50);
ademas al ser F' orden continuo dicho ideal esta complementado en F' por una proyec-
ci6én positiva P (cf. Proposicién 1.27). Claramente PT' es regular y no es DSS; ademads
[s(E),c(E)] N [s(J),o(J])] = @. Por tanto podemos suponer que el propio F' tiene uni-
dad débil y asi suponer por el Teorema 1.49 que es un ideal, en general no cerrado, de
LY(Q, %, 1) para algin espacio de probabilidad (€2, %, i) tal que F estd incluido continua-
memte en L'(u).

Notemos que el operador T : E — L'(u) es M-débilmente compacto (cf. Proposicién
1.46) y por tanto que ||Tx,|; — 0. Supongamos ahora que (Tx,), C Mp(e) para algin
e > 0, donde Mp(e) denota un conjunto de Kadec-Pelczynski (cf. Cap. 1 §11), entonces
|Tz,||1 > 2||Tx,||F (cf. Proposicién 1.69); de ahi se sigue que ||Tz,||r — 0, lo cual es
una contradiccién con el hecho de que ||z, || = 1 para todo n y de que T es invertible en
[2,]. Asf pues podemos suponer que [Tx,] € Mp(e) para todo £ > 0. En tal caso existe
(n;); y una sucesién disjunta (z;); C F' tales que (T'z,;); ¥ (z;); son sucesiones bésicas
equivalentes (cf. Proposicién 1.69). Sin embargo la equivalencia entre (z,,); y (Ty,);
implica que las sucesiones disjuntas (z,,); C £ y (2;); C F' son equivalentes. Llegamos

asi a una contradiccién con la hipétesis [s(E),o(E)| N [s(F),o0(F)] = @. O

Antes de presentar una caracterizacion para operadores DSS en un caso particular

necesitamos la siguiente:

PROPOSICION 2.6. (cf. [50, Cor. 2.3.5]) Sea E un reticulo de Banach. Sea (v,), C Ey

una sucesion débilmente nula tal que ||v,|| > 1 para todo n. Entonces para toda constante
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0 < C < 1 exziste una subsucesion (vn,;); y una sucesion disjunta (y;); € E tales que

para todo j se tiene y; < v,y |ly;| > C.

PROPOSICION 2.7. Sea E reticulo de Banach con E' orden continuo, F un M -espacio
yT : E — F un operador que preserva intervalos. Entonces T es DSS si y solo st T no

preserva copia isomorfa de cq.

DEMOSTRACION. La implicacién directa es inmediata a partir del hecho de que todo
operador que preserva una copia isomorfa de ¢y preserva una copia reticular de ¢y (cf.
Teorema 1.36).

Para probar el reciproco supongamos que 7' no es DSS; entonces existe una sucesién

disjunta (z,), C F'y a > 0 tales que HT< o 1anzn> H > af| >0 anzy||- Sea una
nj41

sucesién bloque (disjunta) normalizada w; = > a2, tal que para todo j se tiene
k=n;+1

|T|| > ||Tw;|| > «. La sucesién acotada disjunta (|w;|/a); es débilmente nula por ser £’
orden continuo (cf. Proposicién 1.30) y lo mismo se puede decir de la sucesion (T'(|w;]|/ a))j
por ser T' continuo. Aplicando la Proposicién 2.6 a la sucesién (T'(|w;|/ oz))j se obtiene
una subsucesion (ji)r y una sucesién disjunta (yg)x C Fy tales que para todo k se tiene
0< i < T(hwlfa) v sl = 10 s

T preseva intervalos (cf. Deﬁnmlon 1.17) existe para todo k un elemento 0 § tr < |wj,|/c

donde K es una constante tal que 0 < —— < 1. Como

tal que T'(t;) = yx (notemos que (t;)x es seminormalizada por la eleccién de (yx)x). Ahora

del hecho de que (yx)r v (tx)r son disjuntas en el M-espacio F'y en E, y de que T es

positivo se obtiene
[o.¢]
= lajllly;ll

=1 =1
|7 HT\w Il
> 1/KE |a]| > 1/KE laj|——— J

()2

|wj|
Zlajl—
= ¢

Zajyj

()

Z|a3|t

o0

Zaﬂfj

Jj=1

)

(6% (8%
> - _
- K K

w
Zlaﬂj
j=1
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es decir T" preserva una copia del subespacio [t;]. Por tltimo, como (y;); es disjunta en
el M-espacio F resulta que [y;] es isomorfo a ¢o y se concluye que T preserva una copia

isomorfa de ¢y. Contradiccion. [l

Como consecuencia de la Proposicién 2.6 y del hecho de que todo reticulo reflexivo es

un espacio KB con dual orden continuo (cf. [50, Thm. 2.4.15]) se obtiene:

COROLARIO 2.8. Sean E un espacio reflexivo, F' un M-espacio y'T' : E — F un

operador positivo. St T preserva intervalos entonces T es DSS.

También usando la dualidad entre los homomorfismos de Riesz y los operadores que

preservan intervalos se tiene el siguiente:

COROLARIO 2.9. Sea T : E — F un operador entre un L-espacio E y un reticulo de

Banach reflexivo F. Si T es homomorfismo de reticulos entonces T' es DSS.

2. Mayoracién de operadores disjuntamente estrictamente singulares

Comencemos introduciendo unos operadores que seran ttiles en el estudio del problema

de mayoracién en la clase de los operadores DSS:

DEFINICION 2.10. Un operador T : E — Y entre un reticulo de Banach E y un espacio
de Banach Y es reticularmente estrictamente singular (abrev. RSS) si la restriccién de
T a cualquier subreticulo (cerrado) de F de dimensién infinita no es un isomorfismo.

Denotaremos la clase de tales operadores por RSS(E,Y).

La siguiente proposicion es evidente teniendo en cuenta que en todo reticulo de Banach

de dimensién infinita existe una sucesién de vectores no nulos mutuamente disjuntos (cf.

[49, Thm. 28.5]).

PROPOSICION 2.11. Sea T : E — Y wun operador definido en un reticulo de Banach E
y con valores en un espacto de Banach Y. Se cumple que:
a) Si T es DSS entonces T' es RSS.
b) T es RSS siy solo si'T no es invertible en el subespacio cerrado generado por cualquier

sucesion de vectores positivos y disjuntos de E.
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Notemos que en principio la implicacién reciproca de a) no tiene porqué ser cierta ya
que el subespacio generado por una sucesion de vectores mutuamente disjuntos en £ no
es en general un subreticulo de E (por supuesto dicho subespacio puede ser dotado de
una estructura reticular a partir de la incondicionalidad de su base, pero en general el
orden definido no sera el heredado como subconjunto de FE).

De nuevo [49, Thm. 28.5] permite trasladar la prueba de la Proposicién 2.2 y obtener

la siguiente:

PROPOSICION 2.12. Sea T : E — Y un operador definido en un reticulo de Banach E y
con valores en un espacio de Banach'Y . Entonces T es RSS si y solo si para toda sucesion
disjunta (x,), en E. existe una sucesion bloque normalizada (w;);, con w; = nil iy,
para todo j, tal que || Tw;l|| ~ 0 y tal que la restriccion de T al subespacio [w] eskgg;r;acta.

Garcia del Amo ([26]) ha probado que si 7' : F — F es un homomorfismo de Riesz
entre reticulos de Banach E'y F', entonces 1" es DSS si y sélo si T" es RSS. Sin embargo no
sabemos si en general las clases de todos los operadores DSS y RSS, entre un reticulo de
Banach E y un espacio de Banach Y, son iguales. Esta cuestién es claramente de interés
porque una respuesta afirmativa mostraria que el hecho de que el subespacio generado
por una sucesién de vectores disjuntos en E no sea un subreticulo de F no influye en
la definicion de operador DSS. Los resultados siguientes estdn encaminados a establecer
relaciones entre ambas definiciones. Asi en el marco de los operadores positivos y regulares

obtendremos resultados positivos.

PROPOSICION 2.13. Sea T : E — F un operador positivo entre dos reticulos de Banach
E y F con F orden continuo. EntoncesT' es RSS si y solo si T es DSS.

DEMOSTRACION. Veamos la implicacién no trivial. Supongamos que 7' no es DSS;
entonces existe una sucesion disjunta (normalizada) en E| (x,),, y un a > 0 tal que para

toda sucesién de escalares (a,), se tiene

Como el subespacio [Tz, ] es separable y el reticulo F es orden continuo podemos encontrar

un ideal cerrado J de F' con unidad débil que contiene a [T'z,] (cf. Proposicién 1.50).
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Ademas J estd complementado en F' por una poyeccién positiva P (cf. Proposicién 1.27).
Consideremos el operador PT : E — J. Claramente la restriccion de PT' al subespacio
[x,,] es un isomorfismo y por tanto PT no es DSS. Por otra parte es igualmente claro
que el operador PT' no puede ser invertible en el subespacio generado por una sucesion
disjunta de vectores no nulos positivos porque T no lo es. Asi no es restriccion suponer
que el propio F' tiene unidad débil. En tal caso podemos ver a F' como un orden ideal (en
general no cerrado) de L'(€, Y, i) para algiin espacio de probabilidad (£2,%, 1) tal que

F est4 incluido continuamente en L'(11) (cf. Teorema 1.49). Consideremos el subreticulo

Aserto : [|z,|] no contiene copia reticular de c.
En efecto, de lo contrario existird una sucesién seminormalizada (z;)r C [|z,] ]+ de

ZZZH < M para todo n.

=1

elementos disjuntos dos a dos y una constante M > 0 tales que

oo
Ademés (z;)r serd equivalente a la base canénica (ex)r de co. Sea 2, = > al|x;| cona’ >0
i=1

— 0y por tanto que ||z | =

para todo j. Si || 1" (zy,)|| — 0 para alguna subsucesién (k;);, entonces de la monotonia de
: o k
la norma se obtiene que ||T Zlajlxj — 0,

o

Zak’x-

i )
Jj= Jj=1

pues T es isomorfismo en [z,]; sin embargo eso contradice que (zx) es seminormalizada.

Por tanto podemos asumir que infy | 7" zx|| > 6 > 0 para algin § > 0.

Notemos que (zx)r es o([zx], [zx)/)-nula siendo equivalente a la base canénica de ¢q. Por
tanto (T'zx)x es o(F, F')-nula y mds atin o(L' (i), L>(u))-nula ya que la inclusién de F en
LY(Q,%, 1) es continua (cf. Proposicién 1.62. Ademds como Tz, > 0 para todo k, resulta
que || T zg|ly — 0 dado que L*(p) tiene la propiedad de Schur positiva (cf. Proposicién
1.23).

Supongamos ahora que (T'z;)r C Mp(e) para algun € > 0 donde Mpg(e) es un conjunto
de Kadec-Pelczynski. Entonces || T zk||; — 0 implica que || T z||r — 0 y por tanto que

()
j=1

Por tanto podemos asumir que (T'z)r € Mp(e) para todo € > 0. En tal caso existe

— 0, lo cual contradice como antes que (zx); es seminormalizada.

una subsucesién (k;); tal que (T'z,); es equivalente a una sucesién disjunta de F' (cf.

Proposicién 1.69); asi (T'z;); es sucesion basica incondicional y por la Proposicién 1.65
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existe # > 0 tal que

oo o0
E a; T z, E laj| T z,
J=1 J=1

para todo j (en la pentltima desigualdad se usa que 7'z, > 0 para todo j). En definitiva,

HT(i)H = (SZW) > K

j=1

> > Blaj| | T 21|l > Blay|o

se obtiene

Zajzkj
jf
donde K > 0 es una constante que engloba las constantes (3, 0 y la constante de equi-

Y

o)
=1

valencia entre (zx), v la base candnica de ¢q. Llegamos asi a que T preserva una copia
reticular de ¢ y por tanto a que T no es RSS. Contradiccion.

Una vez probado el aserto podemos concluir que [|z,|] es un espacio KB y por tanto
débilmente secuencialmente completo (cf. Proposicién 1.28). Aplicando a continuacién la
disyuntiva de Rosenthal (cf. Teorema 1.66) a la sucesién (|x,|),, podemos encontrar una
subsucesién (|x,,|); que satisface una y sélo una de las dos condiciones siguientes:

1) (Jzy,]); es equivalente a la base canénica de I'.
2) (|2n,|); es débilmente Cauchy.
Supongamos en primer lugar que se tiene 1). En tal caso, y usando que (z,,); es una

sucesiéon disjunta, se tiene
E AjTn; < 00 & E aj|Ty;| < oo & E la;| < oo,
J J J

y de ahf se concluye que T preserva una copia isomorfa de I' (ver desigualdad (x)). Eso
implica a su vez que T preserva una copia reticular de [* por ser T positivo y F orden
continuo (cf. Corolario 1.39). Contradiccion.

Podemos asumir entonces que se tiene 2). Como [|z,|] es débilmente secuencialmente com-
pleto, necesariamente la sucesién (|z,,|); converge débilmente. Por otra parte, siendo [|z,,|]
separable y orden continuo, podemos representarlo como un orden ideal de L*(€Y, Y, i)
para algin espacio de probabilidad (€', %', ') (cf. Proposicién 1.49); como la inclusién
canénica de [|x,[] en L'(1') es continua resulta que (|z,,|); es también convergente para
la topologfa débil de L'(u') (cf. Proposicién 1.62).

Notemos que la sucesion (|z,,|); tiende a cero en p'-medida siendo disjunta; entonces por
el Lema 1.58 obtenemos que ||,,|1 — 0 y en particular que |z, | ~ 0 en la topologia

débil de L'(y/); por tanto (|zy,|); converge a cero en la topologfa débil de [|,]], siendo
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esta tltima mas fina que la anterior.

La restriccién de T al subreticulo [|z,[] es positiva y por tanto (T'|z,,[); es una suce-
sién de elementos positivos débilmente nula en F. Como la inclusién de F en L*(, %, i)
es continua, obtenemos que (7 |z,,|); es débilmente nula en L'(u) o equivalentemente
convergente a cero en || - ||; ya que L'(u) satisface la propiedad de Schur positiva (cf.
Proposicién 1.23).

Planteamos a continuacién la disyuntiva de Kadec-Pelczynski (ver Proposicién 1.69): si
(T'|xn,|); € Mp(e) paraalgin e > 0, entonces || T'|x,,| || — 0 implica que || T' |z, | [|r — 0
y consecuentemente que ||z, | — 0, lo cual es una contradiccién con la eleccién de (z,)n.
Si por el contrario (T'|z,,|); € Mp(e) para todo € > 0, entonces pasando a una subsuce-

sién si es necesario, podemos asegurar que (7" |z,,|); es sucesién basica incondicional. Asf,

por la Proposicién 1.65 existe una constante K > 0 tal que

[e.e] o
> ;T [z, > laj| Tlay,|
j=1

j=1

> K

La situacién a la que hemos llegado es

oo o0 [o.¢] o0
a Zaj|xnj| H = Zajxnj < Zaj Tz, < Z ;| T |2y, | H
j=1 j=1 j=1 j=1
o0 o
< &[S0, 71 ‘ - KHT (wa) ,
j=1 j=1

es decir, T" es invertible en el subreticulo [|z,,|] o equivalentemente 7" no es reticularmente

singular. Contradiccion. 0J

Notemos que si E' y F son orden continuos, entonces la demostracion anterior se
abrevia pues en ese caso la sucesién (|z,|), es débilmente nula de modo automatico
(cf. Proposicién 1.30). La Proposicién 2.13 nos permite pasar a demostrar el resultado

principal del capitulo sobre mayoracién de operadores DSS:

TEOREMA 2.14. Sean E y F reticulos de Banach con F' orden continuo y operadores
positivos 0 < S <T:FE — F. SiT es DSS entonces S es DSS.

DEMOSTRACION. Comencemos probando el resultado en el caso en que la norma en
F y la norma dual en E’ sean orden continuas simultdneamente. Supongamos que S

no es DSS o equivalentemente que S no es RSS (cf. Proposicién 2.13). Entonces por la
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Proposicién 2.11 b), existe una sucesion (normalizada) de vectores positivos mutuamente
disjuntos, ()., y un a > 0 tales que ||Sz| > «f|z|| para todo = € [z,].

El subespacio separable [Sz,| estd incluido en un ideal cerrado J C F' con unidad
débil (cf. Teorema 1.50). Ademds J es el rango de una proyeccién positiva P de F' en
J (cf. Proposicién 1.27). Claramente PT es DSS mientras que PS no lo es; por tanto el
problema se puede reducir al caso en I’ es orden continuo con unidad débil. El teorema
de representacién 1.49 proporciona un espacio de probabilidad (€2, 3, i), un orden ideal
I de L'(Q,3, 1), una norma reticular || - ||; en I y una isometria reticular ¢ entre F y
(I, l7), tal que la inclusién canénica de I en L'(£2, %, ) es continua con ||f]l1 < || fll:-
Asi, si LYQ, 3, 1), (I, ||||7) v ¢ tienen el significado previo, entonces es claro que probar
que T" DSS implica S DSS es equivalente a probar que /T : E — I DSS implica ¢S DSS
(notemos que v es positivo por ser isometria reticular). En resumen, se puede asumir
sin pérdida de generalidad que F' es un orden ideal de L'(2, 3, 1) para algtin espacio de
probabilidad (£2, X, p).

Aserto : (Tx,) € Mp(e) para todo € > 0, donde Mp(e) denota un conjunto de Kadec-

Pelczynski.
En efecto, de lo contrario existe € > 0 tal que | Tz,||1 > 2||Tx,|| > €%||Sx,|| (cf. demos-
tracién de la Proposicién 1.69). La sucesion (z,,), converge débilmente a cero por ser £’
orden continuo (cf. Proposicién 1.30). De ahi se sigue que (T'z,), converge a cero en la
topologia débil de L'(u) por ser T : E — L'(u) un operador acotado (cf. Proposicién
1.62). Méas aun, (Tz,), converge a cero en L'(u) dado que T'z,, > 0 para todo n y que
L*(p) satisface la propiedad de Schur positiva (cf. Proposicién 1.23). Usando la desigual-
dad anterior se obtiene que (Sz,), converge a cero en F. Como la restricciéon de S al
subreticulo [z,] es un isomorfismo se concluye que (z,), converge a cero en E, lo cual es
una contradiccién con la eleccién inicial de la sucesion (z,,)s,.

Una vez que el aserto ha sido probado podemos usar la Proposicién 1.69 para seleccio-
nar una subsucesién de (T'z,),, que seguimos denotando igual, que es equivalente a una
sucesion disjunta de £’y por tanto sucesion basica incondicional. Por la Proposicién 1.65

existe una constante K > 0 tal que

o0 [e.o]

n=1 n=1
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Entonces
oo oo oo
T(Z%%) ‘ = ZanTxn > K1 Z|an|Ta7n
n=1 n=1 n=1
oo o o
> Kt Z|an|5xn > oK1 Z\an\xn = aK! Zanxn ,
n=1 n=1 n=1

es decir, T' es invertible en el subespacio [z,], lo cual es una contradiccién con la hipdtesis
inicial.

Probemos a continuacion el caso en que inicamente la norma de F' es orden continua.
Supongamos como antes lo contrario; entonces existe una sucesion (), en E de vectores
positivos mutuamente disjuntos y de norma uno tales que la restriccién de S al subespacio
[,] es un isomorfismo. Por lo visto previamente, podemos asumir que la norma dual del
subreticulo [x,]" no es orden continua. En ese caso [z, contiene una copia reticular de
[ (cf. Proposicién 1.30) y por tanto S preserva una copia de ['. De ahi se sigue que el
operador adjunto S’ no es orden débilmente compacto (cf. Proposiciéon 1.37) y lo mismo
se puede decir de T” por la Proposicion 1.33; de nuevo la Proposicién 1.37 concluye que T’
preserva una copia isomorfa de {! o equivalentemente una copia reticular de I* dado que
F es orden continuo y T es positivo (cf. Corolario 1.39). Resulta entonces que 7" no es

RSS lo cual es una contradiccién con lo obtenido en la Proposicién 2.13. O

En general el problema de mayoracién en la clase de los operadores DSS tiene una

respuesta negativa:

EJEMPLO 2.15. Sea S : I' — L*[0,1] la isometria que lleva el elemento enésimo de la
base canénica de ! a la enésima funcién de Rademacher, r,,, sobre [0, 1] (cf. [16, pg. 203]),
ie. S(ianen) = ianrn. Consideremos los operadores positivos S, Sy : i1 — L>[0,1]
deﬁnidg?como Sl?e:nl) = rf y Sy(e,) = r, respectivamente, donde 7} y r, denotan
respectivamente la parte positiva y negativa de r,. Claramente S = S; — S;. Ademaés
0 <S51,8 < T donde T es el operador de rango uno T'(x) = (ilxn) X[o,1]- 1" es DSS por

ser compacto y sin embargo ni S; ni Sy son DSS porque de lo contrario las igualdades

T=S5 495 yS =25 —85; implicarian que S es un operador DSS, lo cual no es cierto.

PROPOSICION 2.16. Sean E y F reticulos de Banach con F orden continuo y sea
T : E — F un operador reqular. St T es RSS entonces |T'| es RSS.
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DEMOSTRACION. Si |T| no es RSS entonces |T'| no es DSS. Por tanto tiene que ocurrir
una de las dos opciones siguientes: a) T no es DSS, o bien, b) T~ no es DSS. Por la
Proposicién 2.13 la disyuntiva anterior es equivalente a esta otra: a) 7" no es RSS, o bien

T~ no es RSS.

Comencemos con a). En tal caso existe una sucesién normalizada de elementos po-

D x
T+ ( > anxn) > anxy,
n=1 n=1

para toda sucesién (a,),. Notemos que TVz, = sup{Ty : 0 < y < z,} (cf. Proposi-

sitivos y disjuntos, (z,)., tal que >« para algin a > 0y

cién 1.3). Como F' es orden continuo podemos elegir para cada n un y, € [0, x,] tal que
Ty, — T, < a/27L Ast

HT(ianyn> ‘ > ianTJr:cn — ian(T+xn —Ty,)
n=1 n=1 n=1
>« ianxn —i|an|HT+xn—TynH
nz " oo oo
> o Zanxn —a/2 Zanxn = «/2 Zanxn
n=1 n=1 n=1
= /2 Z|an|xn > af2 Z|an|yn = /2 Zanyn :
n=1 n=1 n=1

Asi pues llegamos a que T es invertible en el subreticulo [y,] lo cual es una contradiccién
con la hipétesis inicial.

Supongamos a continuacién b), es decir T~ no es RSS. En tal caso la igualdad T~ =
(=T)" implica segin la primera parte que —7T no es RSS, o equivalentemente que 7' no

es RSS. Contradiccidn. O

Notemos que la Proposiciéon 2.13 es un caso particular de la Proposicién 2.16; no
obstante este hecho lo conocemos a posteriori ya que la prueba de la Proposicién 2.16

depende del Teorema 2.14, el cual se demuestra a su vez gracias a la Proposicién 2.13.

COROLARIO 2.17. Sean E y F' reticulos de Banach con F orden continuo yT : E — F

un operador reqular. Son equivalentes:
i) T es DSS. ii) T es RSS. iii) |T| es RSS. ) |T| es DSS.

DEMOSTRACION. La implicacién i) = i) siempre es cierta. La implicacién ii) = i)

es la Proposicién 2.16. Por otra parte la implicacién iii) = iv) se deriva de la Proposicién
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2.13. Por tltimo la desiguadad |T'| > T, T~ junto con el Teorema 2.14 muestran que

T =T+% — T es DSS. Eso prueba la implicacién iv) = 7). O

OBSERVACION 2.18. El Corolario 2.17 no es cierto en general si prescindimos de la

hipétesis de orden continuidad sobre F' (ver la Observacién 2.22).

Usando el Corolario 2.17 podemos ir un poco mas alla en el estudio de la estructura

de la clase de los operadores disjuntamente singulares:

COROLARIO 2.19. Sean E y F reticulos de Banach con F orden continuo. Entonces
las clases RSS(E, F)NL"(E,F) y DSS(E,F)NL"(E, F) coinciden y son orden ideales
de L7(E, F).

DEMOSTRACION. Por el Corolario previo tenemos la igualdad RSS(FE, F)NL"(E, F) =
DSS(E,F)NL"(E,F), lo que prueba que RSS(E, F) N L"(E, F) es un subreticulo de
L7(E,F). Ademés, si 0 < |S| < |T'| y T es RSS (DSS), entonces S es RSS (DSS) por el
Corolario 2.17 y el Teorema 2.14. O

No sabemos si la condicion de orden continuidad sobre la norma dual de £’ es suficiente
por si sola para establecer el Teorema de mayoracién 2.14. Al menos podemos dar la

siguiente:

PROPOSICION 2.20. Sean E y F reticulos de Banachy0 < S < T : E — F operadores.
Si T es M-débilmente compacto entonces S es DSS. En particular si E' es orden continuo

y T es compacto entonces S es DSS.

DEMOSTRACION. Es inmediato comprobar que cualquier operador dominado por un
operador M-débilmente compacto es M-débilmente compacto (cf. Definicién 1.32). Por
otra parte ya hemos notado que todo operador M-débilmente compacto es DSS. En cuan-
to a la segunda parte basta notar que si E’ es orden continuo entonces todo operador

compacto es M-débilmente compacto (cf. Proposicién 1.30). Usar ahora la primera parte.
O

En cualquier caso la condicién de orden continuidad sobre la norma dual de E’ juega

un papel importante en el problema de mayoracién como queda reflejado a continuacion:
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PROPOSICION 2.21. Sean E y F reticulos de Banach, F o-Dedekind completo. Supon-
gamos que todo operador positivo de E en F' dominado por otro operador DSS es también
DSS. Entonces debe ocurrir al menos una de las dos condiciones siguientes:

i) La norma dual de E' es orden continua.

i1) La norma de F es orden continua.

DEMOSTRACION. Supongamos que ) y i) no se cumplen, esto es que E' y F no son
orden continuos. En tal caso E contiene una copia reticular de I que est4 complementada
por una proyeccién positiva (cf. Proposicién 1.30); llamemos H; al subreticulo de FE reti-
cularmente isomorfo a I, ¢; al isomorfismo de Riesz entre H; y I', y P, a la proyeccién
positiva de E sobre H;. Por otra parte, como la norma de F' no es orden continua y F' es
o-Dedekind completo, existe un subreticulo Hy de F' y un isomorfismo de Riesz ¢, entre
Hy y I (cf. Proposicién 1.27). Consideremos los operadores de [' en [*° definidos como

sigue

T(a = (a,)) = (gan)(l,l,---) vy Sla=(ay)) :(Zxknan )

donde S = (xy,,) es la matriz infinita con valores en {0, 1, —1} dada a continuacién

1 0 0000
-1 0 0000
1 1 0000
S=(za,)=|1 -1 0000
~1 1 0000
~1 -1000 0

Notemos que para un a € [! dado existe un entero k tal que 2 +22 + ...+ 271 < k <
2422+ 42", y satisfaciendo Y0 ) Jam| = 327 2y a5
Claramente S es una isometria lineal de ! en [*°. En efecto,

o0
EPM%)_ZMAﬂMh

n=1

|w<um—am(

n
Por otra parte, para un ¢ > 0 dado, existe un entero n tal que > |a,| > (|la]l1 — €);
m=1

n n
por tanto existe un entero k satisfaciendo >z ja; = > |am| > (||lals —¢€) con lo que
j=1 m=1

[Sallee = flalls — &. Ast [|Salle = [la]x-
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Consideremos ahora los operadores ST y S~ definidos por medio de las sucesiones
(¢}.,) ¥ (af,), donde
= {xkn s% T > 0, = {—x;w S% T <0,

0 sl T, < 0. ’ 0 sl Ty, > 0.

El operador S(a) = (3272 |k jlag)is, de 1t en 1 claramente factoriza a través del espacio
¢ de las sucesiones convergentes con la norma usual (que es isomorfo a ¢p). Asi S es DSS
pues [' y ¢o no comparten subespacios. Ademads las igualdades S=5"+5" yS=58T-85"
implican S = 25" — §; por tanto, si ST es DSS lo mismo se puede decir de S, lo cual es
una contradiccién con el hecho de que S es una isometria. Consecuentemente St no es
DSS; de hecho la desigualdad ||STa|| > 1/2]|al|; es cierta para todo a € I'. Finalmente es
claro que ST < T y que T es DSS siendo un operador de rango uno.

Consideremos los operadores S" = ¢St Py y T' = ¢oT¢1 P, definidos en F y con
valores en F. Claramente 0 < S’ < T’; ademés ¢25" ¢ no es DSS puesto que ¢y y ¢o son

isomorfismos y ST no es DSS. Las desigualdades
mlhfle < [[STé1(R) i < [|¢25Td1(R)||r < M| |A|lm

muestran que S’ es invertible en H, y por tanto que S’ no es DSS. U

OBSERVACION 2.22. Notemos que en el ejemplo previo se tiene la igualdad |S| = T
y que por tanto el operador |S| es DSS mientras que el operador S no es DSS. Asi el

Corolario 2.17 no es en general cierto.

3. El caso de endomorfismos (£ = F)

Pasamos a continuacién a considerar el caso en que F = F'y a estudiar, dados 0 <
S <T:FE — E conT DSS, cual es el minimo exponente n para el que S™ es DSS,
todo ello sin imponer condiciones a F. Este problema ha sido considerado por Aliprantis
y Burkinshaw para las clases de operadores compactos y débilmente compactos, en [2] y
[3] respectivamente (ver introduccion).

Necesitamos recordar el siguiente resultado de factorizacion relativo a operadores o-

débilmente compactos (cf. Definicién 1.32)

PROPOSICION 2.23. Sean E e Y un reticulo de Banach y un espacio de Banach respec-

tivamente y T : E — 'Y un operador o-débilmente compacto. Entonces existe un reticulo
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de Banach orden continuo F', un homomorfismo de Riesz () de E en F' y un operador aco-
tado S de F enY tal que T = SQ. Ademds, s1Y es un reticulo de Banach y 0 <T; <T
entonces 0 < 5; < 5.

DEMOSTRACION. Ver [50, Thm. 3.4.6 |. O

PROPOSICION 2.24. Sean E;, 1 = 1,2, 3, reticulos de Banach y 0 < S; < T; operadores
definidos en E; y con valores en E;yq para i = 1,2. Si Ty es DSS (resp. RSS) y Ty es
o-débilmente compacto, entonces S2S1 es DSS (resp. RSS).

DEMOSTRACION. Dados los operadores 0 < Sy < T5 : By — FEs, podemos encontrar
por la Proposicién 2.23 un reticulo de Banach G con norma orden continua, un homo-
morfismo de Riesz ) de E5 en GG y dos operadores positivos Sy < Ty de G en Ej5 tales que
Ty =1Q v S = 5Q.

Consideremos los operadores S = Q.57 y T = QT de E; en GG. Notemos que T es DSS
(resp. RSS) porque T} lo es y estamos componiendo por la izquierda; como la norma de
G es orden continua, el Teorema 2.14 implica que S es también DSS (resp. RSS) y por
tanto que §2S es DSS (resp. RSS). Finalmente la igualdad S5, = §2S concluye que S».57
es DSS (resp. RSS). O

COROLARIO 2.25. Sean 0 < S < T operadores positivos en un reticulo de Banach E.
Si T es DSS (resp. RSS) entonces S? is DSS (resp. RSS).

OBSERVACION 2.26. El Corolario 2.25 da lo mejor posible. En efecto, consideremos el

reticulo £ = [ @[> y los operadores 0 < S < T en E definidos via las matrices

5 0 0 ~ 0 0
(1 -
donde S* y T son los operadores definidos en la prueba de la Proposicién 2.21. Claramente

T es DSS (resp. RSS) mientras que S no lo es.

COROLARIO 2.27. Sean E reticulo de Banach Dedekind completo y0 < S <T:FE —
E operadores positivos. Si T es DSS (resp. RSS) y S es un ortomorfismo entonces S es

DSS (resp. RSS). En particular el operador identidad de E no estd mayorado por ningin
operador DSS (resp. RSS).
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DEMOSTRACION. Notemos que si una proyecciéon de banda P satisface 0 < P < Q,
siendo ) DSS (resp RSS), entonces P es DSS (resp RSS). En efecto, s6lo hay que observar
que P? = P y usar el Corolario 2.25.

Como S es un ortomorfismo, existe A > 0 tal que 0 < S < A, donde I denota la
identidad en F (cf. [4, Thm. 15.5]). Por el Teorema 1.11 (Freudenthal) existe una sucesién
(Sn)n de operadores I-escalonados tales que 0 < S, < Sy

S—8,<n’'I

para todo n. Notemos ahora que cada componente de I es una proyeccién de banda con
lo que, por lo observado previamente, cada S,, es un operador DSS (resp. RSS). Como

|S — S,|| < n~! para todo n es claro que S es DSS (resp. RSS). O

Aunque no sabemos si todo operador RSS es DSS si que podemos afirmar la siguiente:

PROPOSICION 2.28. Sea E un reticulo de Banach y T : E — E un operador reqular.
Si T es RSS entonces T? es DSS.

DEMOSTRACION. Notemos que T es o-débilmente compacto por la Proposicién 1.33.
En tal caso por la Proposicién 2.23 existe un reticulo orden continuo G, un homomorfismo
de Riesz ) : E — G y un operador continuo S : G — FE tales que T' = S(Q. Notemos que
el operador QT : E — G es RSS por serlo Ty por tanto DSS segin el Corolario 2.17. A
partir de aqui se obtiene que el operador T? = SQT es DSS. ([l

4. Caracterizaciones de operadores DSS y RSS

Los resultados que siguen tratan de dar caracterizaciones de los operadores reticular-
mente estrictamente singulares y disjuntamente estrictamente singulares que extiendan
las dadas en las Proposiciones 2.2 y 2.12. En concreto estamos interesados en estudiar si
es cierto que un operador T : E — F' es RSS si y sélo si para cualquier subreticulo S
de E existe otro subreticulo R C S tal que la restriccion de T" a R es compacta. Esta
caracterizacion estaria en linea con la conocida para operadores estrictamente singulares

(cf. Proposicién 3.2). Obtenemos con cardcter parcial la siguiente:

PROPOSICION 2.29. Sea T : E — F un operador reqular entre dos reticulos de Banach

E y F tales que E' y F son orden continuos. Son equivalentes:
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i) T es RSS.
i1) Para todo subreticulo H de dimension infinita de E existe un subreticulo R C H de

dimension infinita tal que la restriccion de T a R es un operador compacto.

DEMOSTRACION. ii) = 1)

Si T no es RSS existe un subreticulo de dimensién infinita H en E tal que T(H) y H
son isomorfos. Por hipdtesis existe R C H subreticulo de dimensién infinita tal que la
restriccién T : R — F es compacta, lo que contradice que T'(R) es isomorfo a R (notemos
que ni la orden continuidad de E’ ni la de F' se necesitan).

Sea S C E un subreticulo cerrado de dimension infinita. Tomemos en S una sucesion
normalizada (z,), de vectores positivos y mutuamente disjuntos (cf. [49, Thm. 28.5]). La
sucesion (x,,), es débilmente nula por ser £’ orden continuo (cf. Proposicion 1.30). Como el
subespacio generado por la sucesién (T'x,,),, es separable y el reticulo F' es orden continuo,
podemos encontrar un ideal cerrado J de F' con unidad débil que contiene a [T'x,] (cf.
Proposicién 1.50). Ademéds J estd complementado en F' por una proyeccién positiva P
(cf. Proposicién 1.27). Consideremos el operador PT : E — J. Claramente la restriccion
de PT al subreticulo [z,] es RSS. Si suponemos la implicacién probada en el caso en
que el reticulo de llegada tenga unidad débil, entonces existiria un subreticulo R C [z,,]
tal que la restriccion de PT a R seria compacta. Es claro entonces que la restriccion de
T a R también debe ser compacta. Asi pues no hay pérdida de generalidad en suponer
que el propio F' tiene una unidad débil. En tal caso, podemos ver a F' como un orden
ideal de L'(€, X, 1) para algtin espacio de probabilidad (9,3, i), tal que F estd incluido
continuamente en L'(p1) (cf. Teorema 1.49).

Como (|T|x,), converge débilmente a cero, también es convergente a cero para la
toplogia débil de L' (u) y por tanto convergente a cero con la norma || -||; (cf. Proposicién
1.62 y 1.23). Consiguientemente (7'z,,),, converge a cero en norma ||-||;. Supongamos ahora
que (T'z,), C Mp(e) para algin e, donde Mp(g) es un conjunto de Kadec-Pelczynski; en
tal caso ||T'z,|[; — 0 implica | Tz, ||r — 0. Definiendo para todo m el operador de rango
finito T, (z) = i@nTxn, xr = ianxn € [z, es inmediato ver que existe (m;); tal que
1T |1zn) — Ton, | 2211 /4, con lo q?lze1 la restriccién de T al subreticulo [z,] es un operador

compacto.
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Si por el contrario suponemos que (7'z,), € Mp(e) para todo € > 0, entonces existe una
subsucesién (n;); tal que (T'z,,); es sucesién bésica incondicional (cf. Proposicién 1.69).

Entonces, por la Proposicion 1.65 existe K > 0 tal que

oo
Z |a;| Tz,
j=1

Como T es RSS, existe una sucesién bloque normalizada de vectores mutuamente disjuntos

o0

Zaijnj

J=1

> K!

Jit1
(no necesariamente positivos), w; = Y. agZy,,, tal que | Tw|| — 0 (cf. Proposicién 2.2).
k=j+1
Tenemos
Jig1 Jit1
Tl =] Y larl Tan, | < K| D axTn,|| = K| Twl,
k=ji+1 k=j;+1

con lo que ||T |w] || - 0. Como antes, la restriccién de T' al subreticulo [|w;|] se puede
poner como limite en norma de operadores de rango finito y por tanto es compacta. Esto

concluye la demostracion. O

COROLARIO 2.30. Sea T : E — F un operador reqular entre dos reticulos de Banach
E y F tales que E' y F son orden continuos. Son equivalentes
i) T es DSS.
it) Para todo subreticulo H de dimension infinita existe un subreticulo R C H de dimen-

sion infinita tal que la restriccion deT' a R es un operador compacto.

DEMOSTRACION. Basta usar el Corolario 2.17 y la Proposicién 2.29. Hacemos notar

que la implicacién ii) = ) no requiere la orden continuidad de E'. 0]

OBSERVACION 2.31. El Corolario previo junto con el Teorema de Dodds-Fremlin (in-
troduccién) permite dar una demostracion trivial del Teorema 2.14 cuando anadimos la

hipétesis de orden continudad a la norma dual de E'.
El ejemplo siguiente muestra que el Corolario 2.30 no es en general cierto.

EJEMPLO 2.32. El operador T : I' — 1°° definido como T(a,) = (Zak) es DSS
k=1 m=1
pero la restriccion de T' a cualquier subreticulo de I' nunca es compacta.

En efecto, el operador T es positivo y por tanto continuo, y como para todo n se tiene

T(e,) = (0,...,0,1,1,1,1,...) es claro que T toma los valores en el reticulo de Banach
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¢ de las sucesiones convergentes. Como [' y ¢ no comparten subespacios resulta que 7' es
estrictamente singular y por tanto DSS y RSS.

Tomemos en ! un subreticulo arbitrario de dimensién infinita M.

“Aserto”: T : M — ¢ no es compacto.

En efecto, de lo contrario podemos tomar en M una sucesién normalizada de vectores
positivos disjuntos (w,), tal que (T'wy), es convergente. Consideremos para todo n un
truncamiento finito w,, de w, tal que ||w, —w,|j; < |[|T||7'27™. Ahora como w,, A w, =0
si n # m, es claro que, pasando a subsucesién si es necesario, podemos asumir que (W),

Jn+1
esta formada por bloques y es seminormalizada, es decir w,, = > ajey con a} > 0 para

k=jn+1
todos n, k y |w,|l1 > a > 0 para todo n y para algin a > 0.

La desigualdad ||Tw, — Twy,| < [|[Tw, — Twn|| + ||Tw, — Tw,|| + |TWnm — Twy]|
junto con las lineas previas muestran que la sucesién (T'w,), es de Cauchy y por tanto

convergente. Por otra parte notemos que para m > n se tiene

Jn+1 Jn+1 Jn+1 Jm+1
o —~ S n n n m n m
T(wn—wm)(O,...,O,ajnﬂ,...,g ak,g ak—ajmﬂ,...,(g ap — E ak),...>
Jn+1 Jn+1
Ast | Tw, — TWn|lo = | D af| = Y. a} = ||w,]l1 > «. Contradiccién. Notemos que no
Jn+1 Jn+1

se satisface ninguna de las hipétesis de orden continuidad del Corolario 2.30 pues ni ¢ ni

(I*) = I son orden continuos.

Un razonamiento analogo al empleado en el Ejemplo 2.32 se puede emplear para
construir el siguiente ejemplo que muestra como la hipétesis de orden continuidad sobre

F tampoco es suficiente para establecer el Corolario 2.29

EJEMPLO 2.33. El operador T : I* — ¢y definido como T'(a,) = (Z ak) es DSS
k=m m=1

pero la restriccion del mismo a cualquier subreticulo de I' nunca es compacta.

OBSERVACION 2.34. A la vista de los ejemplos precedentes surge de modo natural
la pregunta ;Es la condicién de orden continuidad sobre E’ suficiente por si sola para
que el Corolario 2.29 sea cierto? Notemos que una respuesta afirmativa supondria que el
problema de mayoracién en RSS(E, F'), con E’ orden continuo, seria cierto. En efecto,
supongamos que S, T € L7(E,F) con 0 < S <T y T RSS, y tomemos un subreticulo M.

Por hipétesis existe N subreticulo de M tal que T': N — F es compacto. Como N’ es
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orden continuo el operador T : N — F es M-débilmente compacto y lo mismo se puede
decir de S : N — F. En tal caso la restriccion S : N — F es RSS y lo mismo se puede
decir del operador S puesto que M fue tomado arbitrariamente.

Desde el punto de vista opuesto, si el problema de mayoracién no fuera cierto en RSS(E, F)
con E’ orden continuo, entonces la condicién de orden continuidad de F' seria imprescin-

dible en el Corolario 2.29.
5. Operadores disjuntamente estrictamente singulares y dualidad

Al comienzo del capitulo vimos por medio del Ejemplo 2.4 que la clase de operadores
DSS no es autodual. En esta seccion pretendemos probar que hay resultados positivos en el
marco de los espacios LP(£2, X3, 11) sobre un espacio de probabilidad (2, %, i) . Comenzamos

con la siguiente:

PROPOSICION 2.35. Sea E un reticulo de Banach, (Q, %, 1) un espacio de probabilidad
yT : E— LP(u) un operador positivo, p € [1,00); supongamos que E' es orden continuo.

Si el operador T' es DSS entonces el operador T es DSS.

DEMOSTRACION. Supongamos que el operador 7' no es DSS; entonces existe una suce-
sién (seminormalizada) (z,), en E de elementos disjuntos que ademds pueden suponerse
positivos por la Proposicién 2.13 tal que T es invertible sobre el subespacio [z,]. Notemos
que el operador T': E — L'(u) es M-débilmente compacto por la Proposicién 1.46; por
tanto ||Tz,|l1 — 0.

Supongamos que (1'z,), C Mp(0) para algin 6 > 0, donde Mg(d) es un conjunto de
Kadec-Pelczynski. Entonces ||T'z,||1 > 62|/T2,|| para todo n, lo que implica que || T'z,|| — 0
y por tanto que (z,), converge a cero. Contradiccion.

Podemos suponer entonces que (T'z,), € Mp(d) para todo § > 0 y por tanto (cf.
Proposicién 1.69) que existe una subsucesién, que seguimos denotando igual, (17'z,)n, v
una sucesiéon disjunta (w,,), en LP(u) tales que i Tz, — w,l|| < co.

Los elementos de la sucesién (1'z,), son posni?ilvos por ser T positivo; notemos ahora
que en la prueba de la Proposicion 1.69 cada w, se obtiene como el producto de Tz,
por una cierta funcién caracteristica, lo que implica que w, también es positivo para
todo n. Notemos también que las sucesiones (2,,)n, (T'2,)n ¥ (w,), son sucesiones bésicas

equivalentes (cf. Proposicién 1.64).
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Como la sucesién (w,,), es disjunta, el subespacio [w,] estd complementado en LP(1)

por una proyeciéon positiva P de norma uno que viene dada por la expresién

Pf==2;{[;fﬂ£4)-wm

donde el conjunto A, es el soporte de w,, para todo n (Proposicién 1.68). Notemos ademés
que la sucesion (wy,), es seminormalizada por serlo la sucesién (z,), y més ain que
podemos suponer sin pérdida de generalidad que ||w,| = 1 para todo n; de nuevo por
la Proposicién 1.68 existe una isometria entre [w,] y ¥ que lleva cada w, al elemento e,
de la base canénica de [P. Del hecho de que el subespacio [w,] es reflexivo se deriva que
[w,]" = [w]], donde w] (wy,) = 6nm (cf. [44, Prop. 1.b.4 y Thm. 1.b.5]).

Observemos que la aplicacion ¢(y') = ¢’ P define una isometria del espacio [w,] sobre
el subespacio G de L(p) definido como G = {y'P : y' € [w]]}, donde 1/p+1/q = 1.

Consideremos el subespacio K = {2/ € L%(u) : 2/(z) = 2/(Px)}. Notemos que G
estd incluido en K ya que y' P(x) = y/'(P?z) = 3 P(Pz) para todo y' € [w]].

Aserto: El operador T” es invertible sobre K y por tanto sobre [w], P].

En efecto, como la sucesién (w,), es disjunta y normalizada se tiene que |ax| <

(o)
> a,w,|| para todo k. Por otra parte, pasando a una subsucesién si es necesario, pode-
n=1
e 1
mos suponer que »_ ||Tz, —w,| < & < ———, donde M; y M, son tales que
=1 2M,
o o o
My E anznll < E AW || < My E AnZnll.
n=1 n=1 n=1

Asi, siy € K se tiene

|IT"y|| = sup{|T"y/(x)| : x € Bg} = sup{|y/(Tx)| : © € Bg}

> sup{|y'(Tx)| : € By} = sup{ ‘y'(ZanTzn) ‘ :
n=1
oo o0 o0
= sup { ‘y’(z anwn) — y’(Zanwn — Z anTzn)
n=1 n=1 n=1
> Sup{’y’(Zanwn> Zanzn < 1}
n=1 n=1
o
ﬂw{ Sz
n=1

[e%e)
Z Qp 2y
n=1

]
> anz,
n=1

:
:

y(%aM%—T%Ow

n=1

:
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> sup{ y’(ianwn) ’ : ianwn < Ml}
n=1 =1

—sup{ y’(ian(wn—Tzn)N : ianwn SMQ}
n=1 1

> sup {1/ (Py)l - ol < 0}

—sup{‘y’(ian(wn—l’zn)ﬂ : ianwn SMQ}
n=1 =1

SMz}

> My |y Pl — sup {ny'n

Zanwn (Z Tz, — wn||) :
n=1 n=1

M,y M,y
> Milly'Pl| — Mol lle > Myl - S5-I/l = Sy

00
g Ay Wh,
n=1

Por dltimo que la sucesién (w!,P),, C G C K es de elementos disjuntos es consecuencia

de que w!, = wP™! para todo n. O

PROPOSICION 2.36. Sea E un reticulo de Banach y T : E — LP(u) un operador

reqular, p € [1,00); supongamos que E' es orden continuo. Si T es DSS entonces T es

DSS.

DEMOSTRACION. Si T” es DSS entonces |T'| es DSS por el Corolario 2.17. Por la
Proposicién 1.31 se tiene la igualdad |T'|" = |T”| con lo que |T'|" es DSS. Se sigue entonces
que |T'| es DSS por la Proposicién 2.35 o equivalentemente que T' es DSS de nuevo por el

Corolario 2.17. O

OBSERVACION 2.37. La regularidad de T en la Proposicién 2.36 es imprescindible. En
efecto, sea ¢ : [* — LP[0,1], 1 < p < 2 el operador (no regular) que transforma cada e,, de
la base canénica de [? en la n-ésima funcién de Rademacher, r,,, sobre [0,1]. Claramente
¢ es un isomorfismo sobre su imagen y por tanto no es DSS; sin embargo el operador

¢ LP[0,1] = 2, p~t +p 7 =1, si 1o es.

COROLARIO 2.38. Sea F' un reticulo de Banach y T : LP(u) — F un operador regular,

1 < p < o0o. Supongamos que F" es orden continuo. Si T es DSS entonces T es DSS.
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6. Operadores reticularmente estrictamente cosingulares. Mayoracion

En esta seccién presentamos un resultado de mayoracion para la clase de los operado-
res reticularmente estrictamente cosingulares introducida por Garcia del Amo ([26]). Esta
clase es la version reticular de la clase de los operadores estrictamente cosingulares intro-
ducida por Pelczynski en [57] (ver introduccién). El resultado de mayoracién se prueba
via dualidad a partir de los obtenidos en las secciones precedentes. También damos una
caracterizacién de los operadores reticularmente estrictamente cosingulares (Proposicién
2.42) bajo ciertas condiciones.

Antes de introducir la definicién de operador reticularmente estrictamente cosingular
vamos a motivarla. Notemos que un operador 7" entre un reticulo de Banach F y un espacio
de Banach Y es reticularmente estrictamente singular si y sélo si para ningin reticulo de
Banach G de dimensién infinita existen ig : G — E e iy : G — Y isomorfismos sobre
sus iméagenes, con ig homomorfismo de Riesz, tal que Tig = iy. Queremos considerar la

situacién dual, para ello tendremos en cuenta la Proposicién 1.18 y la Proposicion 1.63

DEFINICION 2.39. Sea X espacio de Banach y E un reticulo de Banach. Un operador
T : X — E es reticularmente estrictamente cosingular (RSCS) si para ningtn reticulo
de Banach G de dimension infinita existen px : X — G y pg : E — G operadores

sobreyectivos con pg : E — G preservando intervalos tales que pgT = px.

Todo operador RSCS es estrictamente cosingular pero el recioco no es cierto (con-
sidérese el operador inclusién J : LP[0,1] — L9[0, 1], con 1 < ¢ < p < oc). También si X
es un espacio de Banach e Y es un reticulo de Banach entonces todo operador 7': X — F
que sea L-débilmente compacto (es decir tal que T(Bx) sea L-débilmente compacto en F)
es RSCS. En contraste ningiin operador sobreyectivo es RSCS. La clase de los operadores
RSCS es estable bajo la composicién por la derecha; si ademas componemos un operador
RSCS por la izquierda con un operador sobreyectivo que preserva intervalos entonces la
composicién también es RSCS ([26, Prop. 4.15]).

El siguiente resultado también se debe a Garcia del Amo (|26, Cor. 4.10]) y muestra
que la clase de los operadores RSCS es la “dual” de la de los operadores reticularmente

estrictamente singulares bajo ciertas condiciones:
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PROPOSICION 2.40. i) Sea E un reticulo de Banach reflexivo, Y un espacio de Banach
yT :E —Y un operador. Entonces T es RSS si y sélo si T" es RSCS.
ii) Sea X un espacio de Banach reflexivo, F un reticulo de Banach orden continuo y

T : X — F un operador. Entonces T es RSCS si y sélo si T" es RSS.

Usando el Teorema de mayoraciéon de operadores RSS (cf. Teorema 2.14) se obtiene el

siguiente:

TEOREMA 2.41. Sean E y F reticulos de Banach tales que E es reflexivo y F es

orden continuo. Sean 0 < S < T : E — F operadores positivos. St T es RSCS entonces
S es también RSCS.

DEMOSTRACION. Notemos que el operador 7" : I/ — E’ es RSS por la Proposicién
2.40. Ademas como 0 < S’ < T” resulta que S’ es RSS sin més que usar el Teorema 2.14;
de nuevo la Proposicién 2.40 concluye que S es RSCS. d

A continuacién damos una caracterizacién (parcial) de operadores RSCS similar a la

dada por Vladimirski (cf. [61, C.IL.Thm. 6.1]) para operadores estrictamente cosingulares

PROPOSICION 2.42. Sean E y F dos reticulos de Banach, E reflexivo y F" orden
continuo. Sea T : E — F un operador reqular. Son equivalentes:
i) T es RSCS.
it) Para todo reticulo reflexivo de dimension infinita, R, y para todo operador sobreyectivo
que preserva intervalos, Q)1 : F' — R, existe un reticulo reflexivo de dimension infinita,
S, y un operador sobreyectivo que preserva intervalos, Q2 : R — S, tales que el operador

composicion Q1T : E — S es compacto.

DEMOSTRACION. Comencemos con i) = ii). Sean R y (1 como en el enunciado.
Notemos que el operador 7" : F — E’ es RSS (cf. Proposicién 2.40). Por la Proposicién
2.29 existe un reticulo de Banach de dimensién infinita, Z, y un isomorfismo reticular
sobre su imagen hy : Z — R’ tales que T'"Qhy : Z — E’ es un operador compacto.
Notemos que Z es reflexivo por serlo R y ser hy un isomorfismo; entonces existe un
operador g : R — Z' tal que ¢’ = hy (cf. [14, VI §2 Ex. 11]). Ademads g es sobreyectivo y
preserva intervalos (cf. Proposiciones 1.63 y 1.18). Por el Teorema de Schauder el operador

g1 T : E — Z' es compacto; basta llamar ahora Q@ =gy S = Z'.
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Probemos ahora ii) = 7). Supongamos que 7 no es RSCS; entonces existe un reticulo
de Banach de dimensién infinita R y un operador sobreyectivo que preserva intervalos
@1 : F — R tales que el operador composicion Q1T : E — R es sobreyectivo. Notemos
que el reticulo R es reflexivo por serlo E. Por hipdtesis existe un reticulo reflexivo de
dimension infinita, S, y un operador sobreyectivo que preseva intervalos ()o : R — S tales
que Q1T : E — S es compacto. Sin embargo eso es una contradiccion con el hecho de

que Q2Q1T es sobreyectivo y que S es de dimension infinita. O

Parte de este capitulo fue presentado en una comunicacién en la Conferencia: “Posi-
tivity and its applications. In memoriam of C.B. Huijsmansgelebrada en Ankara (Junio

1998). También parte de este capitulo sera publicado en [24].



CAP{TULO 3

Operadores estrictamente singulares. Problema de mayoracion

Los resultados obtenidos en el capitulo segundo sobre mayoracién de operadores DSS
nos ayudaran ahora a estudiar el problema de mayoracién en la clase de los operadores
estrictamente singulares. El trabajo realizado esta centrado en torno al Teorema 3.15 y

sus Corolarios. Damos también aplicacién a los operadores estrictamente cosingulares (o
de Pelczynski).

1. Propiedades basicas

DEFINICION 3.1. Un operador T' € L(X,Y) entre dos espacios de Banach X e Y es
estrictamente singular (abrev. SS), o de Kato, si la restriccién de T' a cualquier subes-
pacio (cerrado) de dimensién infinita no es un isomorfismo. La clase de los operadores

estrictamente singulares entre X e Y se denotard por SS(X,Y).

Exposiciones de las propiedades de los operadores estrictamente singulares se pueden
encontrar en las referencias [31], [44], [58] y [61]. Recordemos que SS(X,Y) es un subes-
pacio vectorial cerrado del espacio de operadores acotados entre X e Y; ademds SS(X,Y)
es estable por la composicién a derecha e izquierda, es decir, es un ideal de operadores.
Especialmente interesante es la siguiente caracterizacién (cf. [44, Prop. 2.c.4]) que subraya

la relacion de los operadores SS con los compactos

PROPOSICION 3.2. Sea un operador T : X — Y entre dos espacios de Banach X eY .
Son equivalentes
i) T es estrictamente singular.
it) Para cualquier subespacio cerrado de de dimension infinita M C X existe un subespacio

cerrado de dimension infinta N C M tal que la restriccion deT' a N es compacta.

A la vista de la Proposicion 3.2 es claro que todo operador compacto es SS; sin embargo

el reciproco no es cierto. En efecto, cualquier operador T : I[P — [9con1 < p,qg < ocoyp # q

55
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es SS ya que [P y [ no comparten subespacios si p # ¢, sin embargo no todo operador de
[P en 17 es compacto si p < g (por ejemplo la inclusién canénica). Recurriremos a menudo

al siguiente hecho conocido:

PROPOSICION 3.3. Sea T : X — Y wun operador débilmente compacto y Dunford-
Pettis. Entonces T es SS.

DEMOSTRACION. Si7T no es SS entonces preserva un subespacio N C X de dimensién
infinita. Tomemos en N una sucesién (x,,), sin subsucesiones convergentes. Por hipdtesis
existe una subsucesion (n;); tal que (T'z,;); converge débilmente. Como N es isomorfo a
T'(N) se sigue por la Proposicién 1.62 que la propia (z,,); es débilmente convergente. En
ese caso la sucesion (T'z,,); es convergente por ser T' Dunford-Pettis y lo mismo se puede

decir de (x,,); de nuevo por ser 1" invertible en N. Contradiccion. U

Si E es un reticulo de Banach es claro que SS(E,Y) C DSS(F,Y) mientras que la
inclusién reciproca no es cierta en general: considérese la inclusién canénica J : LP[0, 1] —
L90,1], 1 < g < p < oo. El operador J preserva el subespacio engendrado por la sucesién
de las funciones Rademacher, que es isomorfo a [, y por tanto no es SS; no obstante
si es DSS por ser M-débilmente compacto (cf. Proposicién 1.46). Se tienen sin embargo

los siguientes resultados:

PROPOSICION 3.4. [33] Sea E un reticulo de Banach con una base de Schauder

formada por vectores disjuntos y sea Y wun espacio de Banach. Entonces SS(E,Y) =

DSS(E,Y).

PROPOSICION 3.5. Sea E = C(K) para algin espacio compacto Hausdorff K, Y un
espacio de Banach y un operador T : E — Y. Son equivalentes: i) T es SS. i) T es DSS.
iii) T es débilmente compacto. iv) T es M-débilmente compacto. v) T es o-débilmente

compacto.

DEMOSTRACION. Para la equivalencia de iii) y iv) ver p.e. [50, pag. 214]. Que iii) y v)
son equivalentes se prueba en [50, pag. 192]. La equivalencia entre i) y iii) es consecuencia
de que E tiene la propiedad de Dunford-Pettis ([57]) . Por dltimo que ii) implica v) es

consecuencia de la Proposicién 1.33. 0
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Ser estrictamente singular no es una propiedad autodual (p.e. la isometria que sumerge
[2 como espacio separable en [*° es el operador traspuesto de un operador T : I' — [2 que
es SS por ser débilmente compacto y Dunford-Pettis). Sin embargo se tienen resultados

positivos en algunos casos particulares. Recordemos previamente la siguiente definicion
de Whitley ([73]):

DEFINICION 3.6. Un espacio de Banach X es subproyectivo si cualquier subespacio de
dimensién infinita M C X contiene otro subespacio de dimension infinita N C M que

estd complementado en X.
Ejemplos de espacios subproyectivos son [P, 1 < p < 00, ¢g y LP[0,1] si 2 < p < 0.

PROPOSICION 3.7 ([73]). Sean X eY espacios de Banach y T : X — 'Y un operador.
i) Si'Y es subproyectivo y T' : Y' — X' es SS, entonces T' es SS.
i1) Si X es reflexivo, X' es subproyectivo y T es SS, entonces T" : Y — X' es SS.

La siguiente version reticular de espacio subproyectivo es més débil:

DEFINICION 3.8. Un reticulo de Banach E es disjuntamente subproyectivo si para
toda sucesion disjunta (z,,), C E existe una subsucesién (n;); tal que el subespacio [z,,]

esta complementado en E.

Los espacios [P y LP[0,1], 1 < p < oo son disjuntamente subproyectivos y los espacios
de Lorentz L, ,[0,1], 1 <p < 0o, 1 < ¢ < o0 ([10]) y d(w, p). También lo son los espacios
de Orlicz del tipo L**%°9*1+2)([0,1]) con 1 < p < 00, —00 < ¢ < 00.

La siguiente proposicién proporciona otra condicion suficiente para que un operador

sea SS sabiendo que su operador traspuesto lo es (serd utilizada mas adelante).

PROPOSICION 3.9. Sea E un reticulo de Banach y F un espacio de Kothe orden
continuo sobre un espacio de medida finita (0,3, u) que es disjuntamente subproyectivo.
Sea T : E — F un operador reqular tal que T" es SS. Entonces T es SS si ocurre una de
las siguientes condiciones:

a) T:E — L'Y(u) es SS.
b) E' es orden continuo y T es compacto en medida, i.e. T transforma sucesiones acotadas

en norma en sucesiones que tienen alguna subsucesion convergente en medida.
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DEMOSTRACION. Supongamos que 7' no es SS; entonces existe un subespacio (sepa-
rable) N C E isomorfo a T'(IN). Supongamos que T(N) C Mp(e) para algin € > 0, donde
Mp(g) es un conjunto de Kadec-Pelczynski. En tal caso T(N) es un subespacio de L'(u)
(cf. Proposicién 1.69) y por tanto el operador T : E — L'(u) no es SS, lo cual es una con-
tradiccién si estamos suponiendo la hipétesis a). Si por el contrario estamos suponiendo
la hipétesis b), entonces el teorema de la convergencia dominada prueba que T[—zx, z| es
relativamente compacto en L'(u) para todo x € E, y por tanto T es orden débilmente
compacto. En ese caso T no preserva copia isomorfa de [* (cf. Proposiciones 1.40 y 1.37).
Asf podemos suponer que N no contiene copia isomorfa de I' y consecuentemente que
existe una sucesién normalizada (z,), C N que es débilmente nula (cf. Corolario 1.67).
Entonces (T'x,), converge a cero para la topologia débil de L' () (cf. Proposicién 1.62) y
pasando a subsucesién si es necesario podemos asumir por la hipdtesis b) y por el Lema
1.58 que la sucesion (T'z,), converge a cero en p-medida. Como estamos suponiendo que
T(N) C Mp(e), se obtiene que (T'x,), converge a cero en F| lo cual es una contradiccién
con el hecho de que (x,), es normalizada y de que T(N) y N son isomorfos. Resumiendo,
cuando suponemos que T(N) C Mpg(e) para algin £ > 0, las hip6tesis a) y b) nos llevan
a contradiccion.

Podemos suponer pues que T(N) ¢ Mp(e) para ningin ¢ > 0. En tal caso exis-
te una sucesién normalizada (y,), C T(N) y una sucesién disjunta (z,), en F' tales que
| Ty — || — 0O (cf. Proposicién 1.69). El hecho de que F sea disjuntamente subproyectivo
junto con la Proposicion 1.64 garantizan la existencia de una proyeccion P que complemen-
ta [T'y,,] en F' para alguna subsucesion (n;);. A partir de aqui se prueba como en la Propo-
sicién 2.35 que el operador 7" es invertible en el subespacio K = {y € F' : ¢/ (y) = ¥'(Py)}

y consecuentemente que 7" no es SS. Contradiccion. U

2. Mayoracion en ideales de operadores arbitrarios

En esta seccion, dados E'y F reticulos de Banach e & un ideal de operadores arbitrario,
damos un resultado de mayoracién en S(F, F') imponiendo condiciones sobre E'y F. Es
de esperar que un resultado tan general precise de hipétesis muy restrictivas sobre E y

F. Aun asi la informacién obtenida sera til para establecer el resultado de mayoracion
en la clase SS(E, F).
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Recordemos (cf. Definicién 1.9) que si T': E — F es un operador positivo, el conjunto

de las componentes simples de 1" se simboliza por Sy y el de las componentes de T" por

Cr.

LEMA 3.10. Sean & un ideal de operadores, E y F' reticulos de Banach con F Dedekind

completo y T : E — F un operador positivo perteneciente a S(E, F). Entonces se tiene

la inclusion Sy C S(E, F).
DEMOSTRACION. Es consecuencia inmediata del Lema 1.10. O

Supongamos que T, E y F son como en el Lema 3.10. Supongamos ademas por un
momento que el conjunto de todas las componentes de T, Cr, es un subconjunto de
S(E, F). En ese caso todo operador T-escalonado pertenecerd a S(E, F') y el Teorema
de Freudenthal 1.11 concluird que el orden-intervalo [0, 7] estd incluido en (E, F) sin
més que observar que S(FE, F') es cerrado en el espacio de todos los operadores acotados
L(E, F). Por tanto parece razonable fijarnos en las clases de operadores T : E — F para
las que se tiene Cr C I(F, F'). Una de esas clases es la formada por los operadores M-
débilmente compactos (cf. Definicién 1.32) pero una justificacién de este hecho requiere

previamente la siguiente caracterizacién debida a Dodds y Fremlin:

PROPOSICION 3.11. ([17]) Sean E y F reticulos de Banach con F orden continuo y
T : E — F un operador positivo. Son equivalentes:
a) T es M-débilmente compacto.

b) La norma operador es orden continua en el intervalo [0,T] C L"(E, F).

PROPOSICION 3.12. Sea E un reticulo de Banach o-Dedekind completo y F' un reticulo
de Banach orden continuo. Sea S un ideal de operadores y'T : E — F un operador positivo

M-débilmente compacto. Si T € S(E, F) entonces se tiene la inclusion Cp C S(E, F).

DEMOSTRACION. Tomemos R € (Sy)! (ver capitulo 1); entonces existe una sucesiéon
(Rn)n C St C [0,7] tal que R,, T R (cf. Proposicién 1.12). Por la Proposicién 1.3 podemos
escribir 0 < R(z) = sup, {R.(z)} < T(x) para cada = € E, es decir, R € [0,T]; ademds
|R,, — R|| — 0 por la Proposicién 3.11. Como R,, € S(E, F') para todo n (cf. Lema 3.10)
y S(E, F) es cerrado en L(E, F) resulta que R € S(E, F); sin embargo R fue tomado

arbitrariamente y por tanto (Sr)! C [0,7] N S(F, F). Tomemos ahora arbitrariamente
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un operador R € (Sp)!! y una red (R,)a C (Sr)! tal que R, | R; entonces R, — R | 0
y por tanto (R, — R)(z) | 0 para todo x € E, (cf. [4, Thm. 1.13]). De ahi se tiene
que 0 < R(z) < Ry(z) < T(x) para todo x € E., es decir, R € [0,T]. Por el parrafo
anterior sabemos que R, € S(E, F') para todo «; de nuevo la Proposicién 3.11 muestra
que R € S(E,F). Ast (Sp)!t C [0, T]NS(E, F). A partir de aqui se obtiene de forma
similar la inclusién (Sp)" C [0, 7] N S(E, F), y la demostracién se concluye usando la

Proposicién 1.12. O

Notemos que la Proposicion 3.12 no es cierta en general; para verlo basta considerar
los operadores S, Ss v T' del Ejemplo 2.15 y observar que S y Ss son componentes de 7.
Una vez probada la Proposicién 3.12 parece logico enfocar nuestra atencion en aquellas
condiciones sobre los reticulos E'y F' que hagan que todo operador regular entre £ y F' sea
M-débilmente compacto. La Proposicién 1.46 aisla dos de esas condiciones lo que permite

resumir las ideas anteriores en la siguiente

PROPOSICION 3.13. Sean E y F reticulos de Banach con E o-Dedekind completo e
X un ideal de operadores arbitrario. Sea T : E — F un operador positivo T € S(E, F).
Supongamos que ocurre una de las dos condiciones siguientes:
a) s(E) > o(F).
b) E' es orden continuo y F tiene la propiedad de Schur positiva.

Entonces [0,T] C S(E, F).

DEMOSTRACION. Tomemos un operador arbitrario S € [0, 7). El operador T es M-
débilmente compacto por la Proposicion 1.46. Por otra parte, el Teorema de Freudenthal
1.11 garantiza la existencia de una sucesién (S,,), de operadores T-escalonados satisfa-
ciendo0< S, 1Sy 0<S—S5, <T/n para todo n. Ahora, de la definicién de operador
T-escalonado, del hecho de que S(E, F') es espacio vectorial y de que Cr C S(FE, F) (cf.
Proposicién 3.12) obtenemos que S, € S(F, F') para todo n. Finalmente notemos que de
la desigualdad 0 < S — S, < T'/n resulta (cf. Proposicién 1.14) que ||S,, — S|| — 0; para

concluir usamos que (F, F) es cerrado. O

OBSERVACION 3.14. En especial usaremos la Proposicién 3.13 cuando S(E, F) =
SS(E,F).
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3. Mayoracién de operadores estrictamente singulares

Claramente la técnica que da lugar a la Proposicion 3.13 no puede ser extendida a
reticulos con indices arbitrarios. No obstante parte del trabajo hecho sera bésico para
probar el Teorema principal de este capitulo. Antes de enunciarlo recordamos (cf. De-
finicién 1.55) que un reticulo de Banach orden continuo E satisface la propiedad de la
division subsequencial (subsequence splitting property ) si para toda sucesién acotada en
norma (f,), C F existe una subsuesién (ng)x y sucesiones (gx)x, (hx)r con |gi| A |hg] =0

Y fo. = gk + hi, tales que i) (gx)r es L-débilmente compacto y ii) |hg| A [hy| = 0si k # L.

TEOREMA 3.15. Sean E y F reticulos de Banach tales que E, F' y E' son orden
continuos. Supongamos ademas que E satisface la propiedad de la division subsecuencial.

Si0<T:E— F esun operador SS entonces se tiene la inclusion [0,T] C SS(E, F).

DEMOSTRACION. Supongamos que existe un operador S € [0, 7] que no es SS. Note-
mos en primer lugar que S es DSS por el Teorema 2.14. Queremos llegar a una contra-
diccién probando que existe una sucesién disjunta en E tal que la restriccion de S al
subespacio generado por dicha sucesion es un isomorfismo. Hacemos hincapié en que este
planteamiento justifica todas las aseveraciones que aparecen a lo largo de la demostracion
cuya veracidad depende del “paso a una subsucesion si fuese necesario”.

Como S no es SS existe un subespacio cerrado de dimensién infinita M C E y una
constante a > 0 tal que || S(z)|| > «al|z|| para todo x € M. Claramente no hay pérdida
de generalidad en asumir que M es separable. Por la Proposicién 1.50 existe un ideal I,
cerrado en E'y con unidad débil, que contiene a M. Asi, si i denota la inclusion candnica de
I en E, es claro que el operador T% mayora al operador positivo Siy que T es SS mientras
que S7 no lo es. Por tanto podemos asumir que el propio F tiene unidad débil. Como el
subespacio S(M) es separable por ser isomorfo a M, existe de nuevo un ideal J cerrado en
F'y con unidad débil que contiene a S(M). Notemos que dicho ideal estd complementado
en F' por una proyeccién positiva P (cf. Proposicién 1.27). Claramente el operador PT
es SS mientras que PS no lo es, ademas 0 < PS < PT. Concluimos entonces que no
hay pérdida de generalidad en asumir que el propio F' tiene unidad débil. Por el Teorema
1.49 existen espacios de probabilidad (€2, 3, u) y (2,3, 1), ideales I y J (en general no

cerrados) de L'(Q, X, u) y L' (9, Y, /') respectivamente, normas reticulares || ||; y || |7 en
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I y J respectivamente, e isometrias reticulares v, y 19 definidas entre E'y (I, ] ||;) y entre
Fy (J,] |l;) respectivamente, tales que las inclusiones naturales de I en L'(u) y de J en
L*(1/) son continuas y satisfaciendo || f|ly < ||fllz ¥ [If|li < ||f]l; respectivamente. Asi, si
0<S<T:FE — F son dos operadores positivos es claro que probar que 7' es SS implica
S es SS es equivalente a probar que T : I — J SS implica 1,597 SS (notemos
que 1,5 y 17" son operadores positivos por ser isometrias reticulares y que por tanto
se tiene 0 < 1259, 1 < T ). Resumiendo, podemos asumir que tanto £ como F son
ideales de los espacios L'(Q, %, u) v LY (S, i) respectivamente para ciertos espacios
de probabilidad (Q, %, ) y (%, ).

Notemos que el operador composicién jT : E — L'(y) es SS siendo j la inclusién
canénica de F en L'(y'). La Proposicién 3.13 garantiza entonces que el operador ;S
también es SS puesto que la norma dual de E’ es orden continua y L'(y') satisface la
propiedad de Schur positiva (cf. Proposicién 1.23). Por la Proposicién 3.2 existe un sub-
espacio cerrado de dimensién infinita N C M tal que jS|x : N — L'(¢') es un operador
compacto; notemos sin embargo que la restriccién S|y : N — F' es un isomorfismo.

Aserto: N contiene una sucesion normalizada débilmente nula.

Si este no fuera el caso el espacio N tendria la propiedad de Schur y por tanto contendria
una copia isomorfa de [' (cf. Corolario 1.67); por consiguiente el operador S preservaria
una copia isomorfa de ! o equivalentemente una copia reticular de ' por ser F' orden
continuo y ser S positivo (cf. Corolario 1.39). Sin embargo eso no es posible porque S es
DSS. Es interesante hacer notar que el subespacio N, y por tanto el subespacio S(NV),
son reflexivos. En efecto, acabamos de ver que N no puede contener copia isomorfa de
[*. Por otro lado, si N contuviese una copia isomorfa de ¢, entonces S preservaria una
copia isomorfa de ¢y o equivalentemente una copia reticular de ¢y (cf. Teorema 1.36).
Sin embargo esto no es posible ya que S es DSS. Finalmente la orden continuidad de FE
junto con [45, Thm. 1.c.5] implican que N es reflexivo (también se puede usar la orden
continuidad de F' para probar que S(NV) es reflexivo).

Asi pues, podemos tomar en N una sucesién normalizada y débilmente nula, (f,),-
Probemos a continuacién varias propiedades relativas a la sucesién (f,,), que nos llevaran

a una contradicciéon con el hecho de que S es DSS.

(1) 18 fally — 0.
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En efecto, como 7S : N — L'(y') es un operador compacto existe una subsucesion
(nk)x tal que (Sfy,, ) converge en la norma || ||; a alguna g € L'(i). Notemos ahora que
g = 0 puesto que (fy, )r es débilmente nula y S es continuo (cf. Proposicion 1.62).

(2) (S(fu))n € Mp(e) para ningin ¢ > 0 donde Mp(e) es un conjunto de Kadec-
Pelczynski.

En efecto, si (S(fn))n € Mp(g) para algiin € > 0, entonces [|Sf,|l1 > €2||Sfall (ver
Proposicién 1.69), y asi ||Sf,|| — 0 por (1); esto a su vez implica que || f,,|| — 0 puesto que
S es un isomorfismo sobre el subespacio [f,], lo cual es una contradiccién con la eleccién
inicial de (f,)n-

Asi por el método de disjuntificacién de Kadec-Pelczynski (cf. Proposicion 1.69) existe
una subsucesién (n;); y una sucesién disjunta (z;); C F tales que i zj — Sfu,ll < o0;
por tanto, pasando a una subsucesién si necesario podemos asumirj alue (fo)n, (Sfa)ny
(zn)n son sucesiones basicas incondicionales equivalentes (la incondicionalidad se deriva
del hecho de que (z,), es disjunta y de la Proposicién 1.64).

(3) Existe 6 > 0 tal que N C Mg(0).

De lo contrario podemos usar la Proposicion 1.69 para encontrar una sucesién disjunta
(w;); en E y una sucesién normalizada (r;) C N que son equivalentes, mds atun tales que

o
la serie ) ||r; — w;|| es convergente. Como S es invertible en el subespacio N tenemos
j=1

Js(Een)] >
j=1

una constante 5 < oo tal que |q;| <

o0
>.a;r;

J=1

; ademds, dado que (w;); es disjunta y seminormalizada existe

[e.e]

> ajw;

Jj=1

para todo natural [. Notemos que existe

oo
una subsucesion (ji)x tal que Y ||r;, — wj, || < £/2C, donde C' es la constante béasica de
k=1
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donde K = (1 +¢) es la constante de equivalencia entre (r;); v (w;),;. Consecuentemente

o0
E : ), Wi,
k=1

el operador S no es DSS, contradiccion.

(4) Como por hipétesis E satisface la propiedad de la divisién subsecuencial podemos
asumir, pasando a una subsucesién si es necesario, que existen sucesiones (g,)n y (hn)n €n
E tales que (h,), es disjunta, (g,), es equi-integrable, y f, = h, + g, con |hy| A |g,| =0
para todo n (notemos que se usa implicitamente el Lema 1.54).

(5) lalli — 0 [Shally — 0.

En efecto, la sucesién (h,,), es acotada en norma por ser |h,| < |f,| para todo n; mas
aun es débilmente convergente a cero por ser la norma de E’ orden continua (cf. Propo-
sicién 1.30). Se sigue que (|h,|), converge a cero para la topologia débil de L'(u) puesto
que la inclusiéon de F en L'(u) es continua para las topologias débiles (cf. Proposicién
1.62). Finalmente ||h,||; — 0 por la Proposicién 1.23. Ahora que la sucesion (S|hy|), es
débilmente nula se sigue del hecho de que (|h,|), es débilmente nula y S es un operador
continuo (cf. Proposicién 1.62), y considerando la inclusién continua de F' en L'(y) y
argumentando como antes se concluye que ||Shy,||; — 0.

(6) La serie ian fn es || |i-convergente si y sélo si es convergente en F.

En efecto, es?czles consecuencia inmediata de (3).

(7) (fu)n ¥ (gn)n son sucesiones bésicas equivalentes con la norma || ||; y por tanto

equivalentes cuando ( f,,), se considera como una sucesién en E'y (g,), como una sucesién
en L'(p).
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En efecto, notemos que ||f, — gnlli = ||hn]l1 — 0 por (5). Asi, pasando a una subsu-
cesién si es necesario, podemos suponer que i | f = gnll1 es convergente. El resultado
de perturbacion (cf. Proposicién 1.64) pruebanT; primera parte. En cuanto a la segunda
basta usar (6) y la primera parte.

(8) (Sfn)n y (Shy)n son sucesiones basicas equivalentes en F.

La sucesién (g,), es acotada en norma ya que |g,| < |f,| para todo n, ademéds es
equi-integrable por (4); por tanto S(g,) es equi-integrable (cf. Lema 1.56). Por otro lado
la igualdad Sg¢, = Sf, — Shy junto con (1) y (5) implica que ||Sgn|i — 0. De ambas
cosas se deduce que [|Sg,|| — 0 sin méas que usar el Lema 1.59. Por tanto, pasando a una
subsucesion si es necesario, podemos asumir que i |S fr. — Shy|| es una serie convergente.
Se concluye usando el resultado de perturbaciénnlz.164.

(9) (hn)n ¥ (gn)n son sucesiones basicas incondicionales equivalentes; ademés la con-
vergencia de la serie ianhn implica la convergencia de la serie i Q-

Para probar esto gz’lcemos primeramente que la sucesién (hn): :els seminormalizada; en
efecto, de lo contrario existiria una subsucesion (h,, = f,, — gn, )k convergente a cero.
Es facil ver que en ese caso la equi-integrabilidad de (g,, )x es heredada por (fy, )r ¥ por
tanto por (S fp, )x (cf. Lema 1.56); usando (1) y el Lema 1.59 se obtiene que ||S(f,,)|| — 0
o equivalentemente que || f,, || — 0, lo cual es imposible. Por consiguiente (hy,), es una
sucesién bésica seminormalizada y ademas incondicional por ser disjunta.

Igualmente la sucesion (gy,), es seminormalizada porque de lo contrario existirfa una sub-

o
sucesion (ng)x tal que > || fn, —ha, || serfa convergente. Razonando como en (3) llegarfamos
k=1

a poder invertir el operador S en el subespacio [h,, ], lo cual es imposible ya que S es DSS.
Por otro lado (g,), es débilmente nula porque (f,), v (hy), lo son, asi, por el principio
de seleccién de Bessaga-Pelczynski (cf. [44, Lem. 1.a.6]) podemos asumir que, pasando a
una subsucesién si es necesario, la sucesion (g,), es bésica.

Probemos a continuacién que ambas sucesiones basicas son equivalentes. Para ello
(o]

supongamos primero que Z angn €S una serie Convergente en E; entonces es convergente
n=1

con la norma || ||; y la serie Y a, f, es convergente en E por (7). La igualdad h,, = f, —g»
n=1
o0

para todo n implica que la serie > a,h, es también convergente. Reciprocamente, si la
n=1
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o0
serie Y a,h, converge en E también lo hace la serie Y a,Sh, puesto que S continuo;

n=1 n=1
o0

usando (8) se obtiene que Y a,Sf, es convergente y lo mismo se puede decir de _ a, f,
n=1 n=1
dado que S es invertible en el subespacio [f,]. De nuevo la igualdad g, = f, — h, para

todo n muestra que Y a,g, es convergente en E.

n=1

(10) Existe una constante A > 0 tal que para todo entero n y para toda sucesién finita

D aifif = )\H > iy il

En efecto, tomemos arbitrariamente un entero n y una sucesion finita (a;)? ; de nime-

(a;)?_, de nimeros reales se tiene

ros reales. La sucesién (f,), es una sucesiéon bdsica incondicional por (2), llamemos K

a su constante incondicional. Para toda sucesién finita (g;)!; con valores en {—1,1} se

cumple la desigualdad ||> e;a;f;|| < K[> a;fi|| (cf. Proposicién 1.65). Por tanto
i=1 i=1
> K~ ! Average gia; fill = K7t 2™ g;a; f;
> s et S Pty

5i::|:1 i=1

n

Zaifﬁi(t)’dtH

i=1

firi(t)Hdt > K1

donde la dltima desigualdad se debe a que E es 1-convexo y (r;); es la sucesién de las

funciones Rademacher en [0, 1]. Ademds, por la desigualdad de Khintchine (cf. [45, Thm.

1.d.6]), tenemos
o(Slsl) < [
i=1 0

para alguna constante C' > 0.

n

Z aifiri(t)’dtv

i=1

Usando ahora la monotonia de la norma de E, que |f,| > |h,| para todo n y que (hy),

es disjunta se obtiene

Zn:aifin-(t)Hdt > 1 Za@fﬂ“z ‘dtH > CH <2n: ‘aifi|2>§

ol ) T=el (S|

Zhl.

=1
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Finalmente tomando A = CK~! concluimos que

n

Zaifi

i=1

n

Z aihi

i=1

> A

Y

para toda sucesion finita de niimeros reales (a;)! ;.
(11) (hn)n v (fn)n son sucesiones bésicas equivalentes en E.

[e.9]
En efecto, sea A la constante en (10); si la serie Y a, f, converge, entonces para un
n=1

e > 0 dado existe un entero m tal que < Ae paran > p > m. Ademas la

n
>k fi
k=p

desigualdad en (10) muestra que (Zakhk) es una sucesiéon de Cauchy y por tanto
k=1

n

convergente en E. Por otra parte, si la serie i a,h, converge entonces i ayn fr, converge
por (9). i i
(12) La restriccién de S al subespacio [h,,] es un isomorfismo y por tanto S no es DSS.
En efecto, si #; y (2 son las constantes de equivalencia en (8) y (11) respectivamente,

entonces

> B

(5]

n=1

i anShy, i anS fr
n=1 n=1

i an fn i anhn
n=1 n=1

Asi hemos llegado a una contradiccion con el hecho de que el operador S es disjuntamente

> o > a3,

singular, y dicha contradiccion concluye la prueba. 0

Es interesante notar que la demostraciéon del Teorema 3.15 se abrevia bastante si en
la misma podemos garantizar que no solo es débilmente continua la sucesién (f,), sino
que también lo es la sucesién de valores absolutos (| f,|), (en general las operaciones de
reticulo no son débilmente secuencialmente continuas, por ejemplo, la sucesion (r,), de
las funciones de Rademacher en P[0, 1], 1 < p < oo es débilmente nula mientras que la

sucesion (|ry|), no lo es):

PROPOSICION 3.16. Sean E y F reticulos de Banach orden continuos con E atémico
y sea T : E — F un operador positivo y SS. Entonces [0,T] C SS(E, F).

DEMOSTRACION. Exactamente igual que en la demostracién del Teorema 3.15 pode-

mos suponer que E y F son ideales de L'(2,3, u) y L' (Q/, ¥, /') respectivamente para
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ciertos espacios de probabilidad (2, %, u) y (€, %', i/).

Supongamos que existe un operador S € [0,7] tal que S no es SS. Entonces S es inver-
tible en un subespacio cerrado M C E de dimension infinita. Al igual que en la prueba
del Teorema 3.15 podemos suponer que en M existen sucesiones normalizadas débilmente
nulas. Sea pues (f,), C M una de esas sucesiones. Como FE es atémico y orden continuo,
podemos asegurar que la sucesion (| f,|), es débilmente nula (cf. [50, Prop. 2.5.23]) y por
tanto convergente a cero para la topologfa débil de L(u) (cf. Proposicién 1.62). Esto a su
vez implica que || f,|l1 — 0 sin mas que usar la Proposicién 1.23. Supongamos ahora que
(fu)n € Mg(e) para ningin € > 0, donde Mg(e) denota un conjunto de Kadec-Pelczynski.
Entonces el mismo razonamiento que usabamos en la prueba del Teorema 3.15 nos lle-
varia a concluir que el operador S no es DSS; lo cual no es posible. Por otro lado, si existe
e > 0 tal que (f,), C Mg(e) entonces (f,,), convergeria a cero puesto que || f,|[1 — 0; sin
embargo eso no es posible segun se ha elegido (f,),. De ambas contradicciones se deduce

que S debe ser SS. O

OBSERVACION 3.17. En la Proposicién 3.16 no es necesaria la hipétesis de orden

continuidad para la norma dual de E.

COROLARIO 3.18. Sean E y F' reticulos de Banach con F orden continuo y sea
T : E — F un operador positivo SS. Entonces [0,T] C SS(E,F) si se cumple una
de las siguientes condiciones:
a) E es atomico y orden continuo.

b) E tiene la propiedad de la division subsecuencial y E' es orden continuo.

DEMOSTRACION. La suficiencia de las condiciones a) y b) se ha visto en la Proposicién

3.16 y el Teorema 3.15 respectivamente. 0

COROLARIO 3.19. Sean E y F reticulos de Banach con F orden continuo y sea T :
E — F un operador positivo SS. Entonces [0,T| C SS(E, F) si se cumple alguna de las
condiciones siguientes:
(i) o(E) < oo y E' es orden continuo.

(i1) 1 < s(E) < o(F) < 0.
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(111) E es un espacio de funciones invariante por reordenamiento que no contiene copia

de ¢y y E' es orden continuo.

DEMOSTRACION. Para probar (i) obsérvese que la condicién o(FE) < oo implica que
E es g-céncavo para algun ¢ < oo (cf. Prop. 1.45) y por tanto que E satisface la propiedad
de la divisién subsecuencial ([21]); usar ahora el apartado b) del Corolario 3.18. A partir
de aqui se sigue la suficiencia de la condicién (ii) observando que s(E) > 1 implica E’
orden continuo (cf. Proposicién 1.43). Que todo espacio de funciones de reordenamiento
invariante que no contiene copia de c¢q satisface la propiedad de la divisiéon subsecuencial

se establece en [72, Cor. 2.6], esto prueba (iii). O

Observemos que en el caso [s(E),o(E)|N[s(F),0(F)] =@ con 1< s(E)yo(F) < oo
se tiene la inclusién [0,7] C SS(E, F) cuando T es SS. En efecto, s6lo puede ocurrir una
de estas dos posibilidades: a) o(F) < s(E) o b) o(E) < s(F). El caso a) se resuelve con
la ayuda de la Proposicién 3.13 mientras que para el caso b) basta usar el apartado i) del

Corolario 3.19.

OBSERVACION 3.20. En el caso especial en que E sea un reticulo de Banach con la
propiedad de Dunford-Pettis y la propiedad (V) de Pelczynski (cf. [50, Defn. 5.3.1]),
el problema de mayoracién por operadores SS tiene siempre una respuesta positiva. En
efecto, en este caso la clase de los operadores SS definidos en F y con valores en F' coincide
con la clase de los operadores débilmente compactos y con la clase de los operadores cy-
singulares (i.e. los operadores que no son invertibles en ningin subespacio de E isomorfo a
co). Esta equivalencia se obtiene facilmente de resultados conocidos (cf. [50, Prop. 5.3.2]).
Ahora el resultado de dominacién para operadors SS se deriva del correspondiente debido
a Wickstead para operadores débilmente compactos (cf. [4, Thm. 17.10]). Nétese que por
el Teorema 1.36 un operador preserva una copia de ¢y si y sélo si preserva una copia
reticular de cg.

La clase de los reticulos de Banach que satisfacen simultaneamente las propiedades
(V) y de Dunford-Pettis contiene todos los espacios C(K) y los M-espacios (cf. [50,
Prop. 3.5.6]). Cabe destacar que otros reticulos de Banach como el de Talagrand ([69])

pertenecen a esta clase.



70 3. OPERADORES ESTRICTAMENTE SINGULARES. PROBLEMA DE MAYORACION

Es natural plantearse cudles son las minimas condiciones que hay que imponer a los
reticulos E' y F' en el Teorema 3.15 para que la conclusion siga siendo cierta. Sabemos que
para reticulos de Banach arbitrarios el problema de mayoracién tiene respuesta negativa
sin mas que usar los operadores del Ejemplo 2.15 y la Proposicion 3.4. Mas aun, se tiene

el siguiente resultado andlogo al que se dio para operadores DSS (cf. Proposicién 2.21)

PROPOSICION 3.21. Sean E y F dos reticulos de Banach, F o-Dedekind completo.
Supongamos que todo operador positivo de E en F dominado por un operador SS es
también SS. Entonces debe ocurrir al menos una de las dos condiciones siguientes:

i) La norma dual de E' es orden continua.

ii) La norma de F' es orden continua.

En otras palabras, si tanto £’ como F' no son orden continuos entonces es posible
encontrar dos operadores 0 < S <T : E — F tales que T  es SS pero S no lo es.
Observemos que en los ejemplos previos los reticulos £ y F' distan mucho de cumplir

las condiciones del Teorema 3.15. Mas interesante resulta el siguiente:

EJEMPLO 3.22. Eristen operadores 0 < R < P : L?[0,1] — (> tales que P es SS y R
no lo es.

En efecto, consideremos el operador compacto positivo T : L'[0,1] — [* definido
por Tf = ([ f)(1,1,1,...). Siendo L'[0,1] separable existe una sucesién densa (h,,),
en Bpip) y una sucesion de funcionales (h;,), en B[] satisfaciendo A, (h,) = ||hy||
para todo n, tales que el operador S : L'[0,1] — [* definido por Sf = (h.(f)), es una
isometrfa lineal (cf. [50, Thm. 2.1.14]). Notemos que L£(L'[0,1],{®) = L"(L0,1],1>)
es un reticulo vectorial Dedekind-completo (cf. Proposiciones 1.20 y 1.16); en particular
existen las partes positiva y negativa ST, S™ de S asi como el médulo |S|. Ademés
0 < 8,5 < |S|. Para un n fijo y una g € L'[0,1] tenemos la siguiente férmula (cf.

Proposicién 1.3)

< Al lgl > = sup {[,(r)] - 0 < |r| < |g[} < sup{[[Sr|[: 0 < |r| < gl} =

— sup {[Irl: 0 < Irl < lgl} < llglls =/|g|,
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ast (< [l [g] >)n < (S 1gD(L,1,1,...) = T(g])-

Por tanto para un elemento positivo f € E tenemos

|S|f =sup{[Sg|: 0 < |g| < f} =sup{|(h,(9))n] : 0 < |g] < f} <
< sup{(< |hy,|,1g] >)n: 0 < |g] < f} <sup{T|g|: 0 < |g| < f} <Tf.

En consecuencia se tiene 0 < ST, S~ < |S| < T. Si i denota la inclusion canénica de
L2[0,1] en L'[0,1] y (ry)n es la sucesion de las funciones Rademacher, entonces el operador
Si no es SS puesto que S es una isometria y la inclusién i no es SS. Se sigue que (Si)"
y (S7)” no pueden ser simultdneamente SS. Por otra parte el operador T es compacto
y claramente 0 < (S9)*,(S7)” < |Si| < |S|i < Ti. Para concluir tomemos P = T4 y

R = (Si)T (nétese que L?[0,1] = F satisface todas las condiciones del Teorema 3.15).

Es bien sabido que L?[0, 1] y I* no son reticularmente isomorfos, en otras palabras no
existe un isomorfismo de reticulos entre ambos reticulos de Banach (nétese por ejemplo
que en L?[0,1] las operaciones de reticulo no son débilmente secuencialmente continuas
mientras que en [? si lo son). Es interesante que el Ejemplo 3.22 nos permite afirmar algo

mas, en concreto se tiene la siguiente:
PROPOSICION 3.23. No existe ningin isomorfismo regular entre [* y L?[0,1].

DEMOSTRACION. Supongamos lo contrario, es decir que existe un isomorfismo regular
¢ : 1> — L?0,1]. Entonces existe |¢| (cf. Proposicién 1.3). Sean T' y S los operadores
definidos en el Ejemplo 3.22 y sea ¢ la inclusién canénica de L?[0,1] en L'[0,1]. Clara-
mente el operador Ti|¢| : 12 — [ es compacto y el operador Si¢ : [> — [> preserva
una copia de /2. Notemos que el médulo |Si¢| existe por las Proposiciones 1.20 y 1.3;
ademads |Sig| < [Si||g| < (15])i(|¢]) < Ti|¢|. Los operadores (Si¢)™ y (Si¢)~ no pueden
ser simultdnamente SS porque Si¢ no lo es, por tanto los operadores (Sigp)* y (Si¢)~ no
pueden ser simultaneamente DSS por la Proposicién 3.4. Por otra parte el operador T'|¢|
es M-débilmente compacto por ser compacto y ser (1)’ = [? orden continuo (cf. Proposi-
cién 1.30); se sigue entonces que tanto (Si¢)™ como (Si¢p)~ son M-débilmente compactos

y por tanto DSS. Llegamos asi a una contradiccién. O

A la vista del Ejemplo 3.22 es claro que cualquier mejora del Teorema 3.15 pasa necesa-

riamente por debilitar las hipotesis sobre E/, no sobre F'. Por otro lado que dichas hipdtesis
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no son necesarias es claro: basta tomar un L-espacio E y un reticulo reflexivo F' para ver
que el problema se resuelve trivialmente puesto que en ese caso todo operador acotado
es Dunford-Pettis y débilmente compacto, y por consiguiente estrictamente singular (cf.
Proposicién 3.3). En cuanto a la condicién de la propiedad de la divisién subsecuencial

no sabemos si es superflua o no en general, aunque si lo es en alguna situacién particular:

PROPOSICION 3.24. Sean E y F reticulos de Banach tales que las normas de E, E’
y F' son orden continuas. Supongamos que E — F' y denotemos la inclusion por J. Sea

T : E — F un operador positivo tal que 0 < J <T. S1T es SS entonces J es SS.

DEMOSTRACION. Asumimos todas las reducciones hechas en el Teorema 3.15. Si J no
es SS podemos encontrar un subespacio cerrado M C FE de dimensién infinta tal que J es
invertible en M, es decir, tal que la norma de F y la norma de F' son equivalentes en M.
Como en la prueba del Teorema 3.15 podemos encontrar un subespacio cerrado N C M
de dimensién infinita tal que J : N — L'(Q, ¥, i) es compacto. Tomemos una sucesién
normalizada débilmente nula (¢,), en N. Podemos asumir que (t,), € Mg(d) para todo
§ > 0. En efecto, de otro modo tendrfamos ||t,||1 > 62||t.||z y por tanto ||t,||1 > *K||t,||r
ya que la inclusiéon J es continua por ser positiva (cf. Proposicién 1.14) y donde K es
la constante de equivalencia entre las normas de E y F sobre M. La compacidad de
J : N — L'(y) junto con la equivalencia de normas en N lleva a contradiccién con la
eleccién inicial de (¢,),. Una vez asumido que (t,), € Mg(d) para todo § > 0, el proceso
de disjuntificacién de Kadec-Pelczynski (cf. Proposicién 1.69) nos lleva como en la prueba

del Teorema 3.15 a concluir que el operador J no es DSS. Contradiccién. O

Al igual que hicimos en el capitulo 2 con los operadores DSS, pasamos a considerar el
caso ' = F y a estudiar cual es el minimo exponente n para el cual un operador positivo
S dominado por otro operador T' que sea SS cumple que S™ es SS, todo ello rebajando
respecto al Teorema 3.15 las condiciones sobre E. El resultado obtenido es mas débil que

los obtenidos para los operadores DSS. Comenzamos con el siguiente:

EJEMPLO 3.25. Existe un espacio de Banach E tal que E' es orden continuo y dos

operadores positivos 0 < R < P:E — E tales que R es SS Y P no lo es.
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En efecto, consideremos E = L?[0,1] & [* y los operadores 0 < R < P: E — E

() (Y

donde R y P son los operadores definidos en el Ejemplo 3.22. Claramente P es SS y R

definidos via las matrices

no lo es.

Notese que en el ejemplo previo R? es SS puesto que es el operador cero. En general
podemos dar el siguiente resultado en el que la propiedad de la divisiéon subsequencial es

eliminada.

PROPOSICION 3.26. Sea E un reticulo de Banach orden continuo con dual E' orden
continuo y sean 0 < S<T:E — E. Si T es SS entonces S? es SS.

DEMOSTRACION. Asumimos las reducciones hechas en la prueba del Teorema 3.15.
Sea M un subespacio cerrado de E de dimensién infinita elegido arbitrariamente. Necesa-
riamente se tiene que verificar una de las dos condiciones excluyentes dadas a continuacion:
a) S es invertible en M, o b) S no es invertible en M.

Comencemos por b); en ese caso podemos elegir una sucesién normalizada (t,), tal que
|St,|| — 0, y por tanto tal que ||S?(¢,)|| — 0. Es claro entonces que S? no puede ser inver-
tible en M ya que ||t,|| = 1 para todo n. Supongamos ahora que se verifica a); como en la
demostracion del Teorema 3.15, podemos tomar una sucesiéon normalizada y débilmente
nula en M, (t,)n, tal que (), (St,)n y (2,) son sucesiones bésicas incondicionales equi-
valentes, donde (z,) es una sucesién disjunta en E satisfaciendo i ||St, — 2| < co. Por
otro lado S es un operador DSS por serlo T' (cf. Teorema 2.14), gfzzlisi por la Proposicién

2.2 podemos encontrar una sucesién bloque normalizada de (z,), que denotamos (wy,)y,

tal que la restriccién Sy, @ [w,] — E es compacta, de hecho [|S(wy)|| — 0. Denotemos

i1 ' nj+1 ‘
wj = Z azk y  pj= Z ajty.
k=n;+1 k=n;+1
nj+1 o0
Claramente > ||Sty — zx|]| — 0 ya que Y ||St, — 2z, < o0.
k=n;+1 J n=1

Por otra parte, de la equivalencia entre (¢,), (St,) vy (2,) se obtiene que inf; |[p;|| > 0y

que fnf, [|z,]| > 0, y de ahi que sup;{|ax| : n; + 1 < k < i} < oo gracias a que la
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sucesion (wy,), es normalizada. Llamemos a dicho supremo /3. A partir de la desigualdad

= o ) <5 o) )

k:nﬁ»l k:nj+1 k=nj+1
j+1
< HSHﬂ( S |1st - zku) T ISw;l
k=n;+1

se obtiene que ||S%(p;)|| — 0y por tanto que el operador S? no es un isomorfismo cuando se
J
restringe a M. Como tanto a) como b) implican que S% no es invertible sobre el subespacio

M, que fue tomado arbitrariamente, se concluye que S? es SS. O

4. Operadores estrictamente cosingulares. Mayoracién

En el Capitulo segundo hemos considerado la clase “dual”’de los operadores RSS y el
problema de mayoracion en la misma. A continuaciéon vamos a considerar el problema de
mayoracion en la clase “dual”’de la de los operadores estrictamente singulares, es decir
la formada por los operadores estrictamente cosingulares (o de Pelczynski) que fueron
introducidos por Pelczynski en [57].

Para justifiacar la definicién de operador estrictamente cosingular recordemos que un
operador T' entre dos espacios de Banach X e Y es estrictamente singular si y sélo si para
ninguin espacio de Banach W de dimension infinita existen ix : W — X ety : W — Y
isomorfismos sobre sus imagenes tales que Tix = iy. Usando dualidad y la Proposicién

1.63 se tiene la siguiente:

DEFINICION 3.27. Sean X e Y espacios de Banach. Un operador 7' : X — Y es
estrictamente cosingular si para ningin espacio de Banach W de dimensién infinita existen

px : X — W ypy:Y — W operadores sobreyectivos tales que pyT = px.

En otras palabras, T': X — Y es estrictamente cosingular si para todo subespacio Z
de Y de codimensién infinita la composicion 77 : X — Y/Z no es sobreyectiva.

Ejemplo clasico de operador estrictamente cosingular es la inclusion canénica J : ¢y —
[ ([57]). La clase de los operadores estrictamente cosingulares entre dos espacios de
Banach X e Y se denotard por SCS(X,Y). Dicha clase es un ideal de operadores (cf. [61,
Thm. 6.5 y 6.6]) que contiene a los operadores compactos. Propiedades de SCS(X,Y") se

pueden encontrar en [57], [58] y [61]. Ejemplos de operadores estrictamente consingulares
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que no sean compactos son todos los operadores T': X — L'(u) que sean débilmente

compactos y no compactos (en particular las inclusiones LP[0,1] < L'[0,1] con p > 1).

PROPOSICION 3.28. (cf. [57, 1.2.Prop.3]) Sean X eY espacios de Banach y un ope-
rador T : X — Y.
i) SiT' es estrictamente cosingular entonces T es SS.
ii) St T" es SS entonces T es estrictamente cosingular.
it1) Supongamos que T es débilmente compacto. Si T es estrictamente cosingular entonces
T es SS.

iv) Supongamos que X es reflexivo. Si T es SS entonces T es estrictamente cosingular.

En general el problema de mayoracion de operadores estrictamente cosingulares entre
dos reticulos de Banach tiene respuesta negativa. En efecto, si Sy, Sy : i1 — L*[0,1]
y T : ' — L>[0,1] son los operadores definidos en el Ejemplo 2.15, entonces 1" es
compacto y por tanto estrictamente cosingular; por otra parte los operadores S y S5 no
pueden ser simultaneamente estrictamente cosingulares porque de lo contrario el operador
sobreyectivo S’ serfa estrictamente cosingular lo cual implicaria que S seria SS, y eso es

imposible. Notese que 0 < 57,55 < T7.

TEOREMA 3.29. Sean E y F reticulos de Banach tales que E' es orden continuo. Sea
T € SCS(E, F) un operador positivo. Entonces se tiene la inclusion [0,T] C SCS(E, F)
st ocurre alguna de las siguientes condiciones:
a) F' es atdmico con norma dual orden continua y F" es un espacio KB.

b) F' y F' son espacios KB y F' satisface la propiedad de la division subsecuencial.

DEMOSTRACION. Sea S : E — F un operador positivo dominado por T. Notemos
que basta probar que T es débilmente compacto. En efecto, en tal caso el uso conjunto
de la Proposicién 3.28, la Proposicién 1.43 y el Teorema 3.18 da por resultado que S es
estrictamente cosingular. Notemos también que para que 1" sea débilmente compacto basta
con que E’ sea orden continuo y F' sea un espacio KB (cf. [4, Thm. 17.6]). Obviamente

ésta es la situacion en los apartados a) y b). O

COROLARIO 3.30. Sean E y F reticulos de Banach con E' orden continuo, y un

operador positivo 0 < T : E — F estrictamente cosingular. Entonces se tiene la inclusion
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[0,T] € SCS(E, F) si ocurre alguna de las siguientes condiciones:

i) o(F') < ooy F" es un espacio KB.

i) 1< s(F)<o(F)<oo.

i11) F' es un espacio de funciones de reordenamiento invariante que no contiene copia de
co y F" es un espacio KB.

w) F' es un espacio C(K).

DEMOSTRACION. Al igual que en el Teorema 3.29 basta con probar que T es débil-
mente compacto y aplicar el Corolario 3.19. Eso es inmediato en los casos i) y iii). En
cuanto a ii) nétese que " es un espacio KB por ser o(F") < oo (cf. Proposicién 1.43 y
Proposicién 1.30). Por tltimo en el caso iv) ndtese que F” es un L-espacio (cf. Proposicién

1.21) y por tanto un espacio KB (cf. Observacion 1.29). O

Observamos que la orden continuidad de E’ es esencial en el Teorema 3.29. En efecto, si
T,S : L'[0,1] — [* son los operadores definidos en el Ejemplo 3.22 y J denota la inclusién
canénica de L?[0, 1] en L'[0, 1], entonces el operador traspuesto (T'.J)" : (I°°) — L?[0, 1] es
compacto y por tanto estrictamente cosingular; por otro lado el operador (S.J)" no puede
ser estrictamente cosingular puesto que SJ no es SS (cf. Proposiciéon 3.28). Se sigue
entonces que los operadores (SJ)T y (SJ)™ no pueden ser simultdneamente estrictamente
cosingulares; sin embargo 0 < (SJ)*,(SJ)” < (TJ)" (por supuesto (I°°)” no es orden

continuo).

Parte de este capitulo tercero ha sido presentado en una comunicacion en el Congreso
Internacional de Anélisis Funcional celebrado en Valencia (Julio de 2000), en homenaje

al Profesor Valdivia.



CAPITULO 4

Operadores delgados. Mayoracion

En este capitulo consideramos la clase de los operadores delgados ( “thin”) introducidos
por Neidinger en [51] y [52] en relacién con el estudio de factorizacién de operadores a
través de espacios [P-saturados. Los operadores delgados constituyen una clase localizada
dentro de la de los operadores estrictamente singulares y conteniendo a la de los opera-
dores compactos. La motivacion que nos ha guiado en este capitulo ha sido el intentar
dar condiciones suficientes para establecer la coincidencia de estas clases cuando traba-
jamos con operadores regulares para extender resultados de Caselles y Gonzélez en [11].
De ese modo podemos enunciar algin resultado de mayoracién para operadores delgados
definidos entre espacios concretos. En la segunda parte del capitulo consideramos opera-
dores regulares integrales y mostramos la igualdad de las clases anteriores con la de los

operadores disjuntamente estrictamente singulares en ciertos espacios.

1. Propiedades basicas

DEFINICION 4.1. Sean W y V subconjuntos de un espacio de Banach X. Decimos que
W absorbe a V si existe A > 0 tal que V.C AW y que W casi absorbe V' si para todo
e > 0 existe A > 0 tal que V C AW + ¢Bx.

DEFINICION 4.2. ([52]) Sean X e Y espacios de Banach y un operador T : X — Y. Se
dice que T es delgado ( “thin”) si la bola unidad de cualquier subespacio de Y de dimensién

infinita no es casi absorbida por T'By.

Es facil ver, razonando al absurdo, que todo operador delgado es SS. Por otra parte
que todo operador compacto es delgado es consecuencia de que en un espacio de Banach X
todo conjunto V' C X casi-absorbido por un conjunto W C X relativamente compacto es
relativamente compacto ([52, Thm. 1.3]). Esta propiedad también es cierta para conjuntos

débilmente relativamente compactos. Consecuencia de esto es que para un espacio de
s
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Banach Y sin subespacios reflexivos todo operador 7' : X — Y que sea débilmente

compacto es delgado ([52, Prop. 2.3]) ( Por ejemplo las inclusiones I < ¢, con p > 1).

PROPOSICION 4.3. ([52]) Sea un operador T : X — Y. Son equivalentes:

i) TBx absorbe By. i) TBx casi absorbe By. iii) T es sobreyectivo.

Se sigue de la proposicién previa que ningtin operador sobreyectivo es delgado. Por
tanto cualquier operador T : I' — [? que sea sobreyectivo es SS pero no es delgado.
También se deduce de lo anterior que todo operador 7' : [P — 19,1 < p # q < o0 es
delgado, usando que todo subespacio de [? contiene otro subespacio complementado e
isomorfo a [?. Si ademas p < ¢ entonces se puede tomar 7" : [P — [? que no sea compacto.

La clase de los operadores delgados es cerrada; ademas se tiene la siguiente proposicion:

PROPOSICION 4.4. Sean X, Y y Z espacios de Banach y los operadores X Ly 5z

S1 .S es delgado entonces ST es delgado.

DEMOSTRACION. De lo contrario existe un subespacio de dimensién infinita N C Z
tal que para todo € > 0 existe A > 0 satisfaciendo By C AS(T(Bx)) + ¢By. Por otra
parte, como T'(Bx) C ||T|| By, resulta que By C AS(||T||By) +¢Bz = \||T'||S(By) +¢Bz

y por tanto que S no es delgado. Contradiccién. 0

PROPOSICION 4.5. Sea un operador T : X — 'Y y M un subespacio complementado en
Y (de dimension infinita) por una proyeccion P :Y — M. Si (PT)' no es un isomorfismo

sobre su imagen entonces By no es casi absorbida por T'(Bx).

DEMOSTRACION. Supongamos lo contrario y sea € > 0 arbitrario. Tomemos & =
ﬁ; entonces existe A > 0 tal que By; C AXI'Bx + “g?HBy. Como PBy; = By y
PBy C ||P||Bu, resulta que By C APT By + By Asi el operador PT : X — M es
sobreyectivo (cf. Proposicién 4.3) y por tanto el operador traspuesto (PT) : M' — X' es

un isomorfismo sobre su imagen (cf. Proposicién 1.63). Contradiccién. U

2. Relacién entre operadores delgados y SS

En esta seccién consideramos operadores regulares entre espacios LP(u) y espacios de
Kothe estudiando condiciones para la equivalencia entre ser delgado y ser SS. Uno de los

objetivos es extender el siguiente resultado de Caselles y Gonzélez:
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PROPOSICION 4.6. ([11]) Sean (0, %, 1) y (', 1) espacios de probabilidad con
1<qg<p<ooyp#1,yT:LP(u)— LYy un operador reqular. Entonces T es SS si

y solo si T es compacto.

OBSERVACION 4.7. La Proposicién 4.6 no es cierta si 1 < p < g < oo: considérese
una sucesién disjunta normalizada de vectores positivos, (x,),, en LP[0, 1] y la proyeccién
ortogonal P : LP[0,1] — [z,] (cf. Proposicién 1.68). Sea también (y,), una sucesién
disjunta normalizada de vectores positivos en L9[0,1]. Si ¢y : [2,] — [P es la isometria
positiva que lleva cada x,, al elemento e, de la base canénica de [P, ¢y : 17 — [y,] es la
isometria positiva que lleva cada e, al elemento y,, y J : [P — [ es el operador inclusion,
entonces el operador positivo T = o Jp P 1 LP[0,1] — L4]0,1] es SS por serlo J pero
no es compacto porque la sucesién (z,), es débilmente nula, mientras que la sucesién
(T'z, = Yn)n es normalizada.

La Proposicion 4.6 tampoco es cierta si el operador 7' no es regular: considérense
2 < q<o00, (Yn)n C L70,1] y @2 como antes. Sea P : L?0,1] — [r,] la proyeccién sobre
el subespacio generado por las funciones de Rademacher y ¢; : [r,,] — [? el isomorfismo
que lleva cada r, al elemento e,, de la base de (2. Si J : [ < [9 es la inclusién candnica

entonces el operador T : poJo1 P 1 L]0, 1] — L9]0, 1] es SS pero no es compacto.

TEOREMA 4.8. Sean (2,3, u) y (,X 1) espacios de probabilidad y 1 < p < oo,
1<g<oo. SiT:LP(u)— Li() es un operador regqular, entonces T es SS si y sélo si
T es delgado.

DEMOSTRACION. Dividiremos la prueba en distintos casos.

1)1 <p=q6 1< q<p< co. Basta tener en cuenta la Proposicién 4.6.
2)l<p<qg<ooyq#?2.

Supongamos que T : LP(u) — L(u') es SS pero no es delgado; entonces el operador
regular T : LP(u) — LP(1') es SS o equivalentemente delgado por el caso anterior. Por
otra parte existe un subespacio de dimensién infinita M C L9(y’) tal que para todo
e > 0 existe A\. > 0 con By C A\.T(Brr(y)) + €Bragr). Supongamos que M C M,(d) para
algin § > 0, donde M,(J) es un conjunto de Kadec-Pelczynski. En tal caso se obtiene
lz|l, > ||zl > 6%[|z]l, > 6*||z||, para todo z € M, es decir M es también un subespacio

de LP(p/). La relacién By C AT (Brr(yy) +€Bra(wy implica Byy C AT (Bre(y)) +€Brr(u),
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de donde se deduce que el operador T : LP(u) — LP(i) no es delgado lo cual es una
contradiccion.

Supongamos alternativamente que M ¢ M, (d) para ningin § > 0. En tal caso, existe
una sucesiéon normalizada (y,), C M y una sucesién disjunta (z,), C Li(y') tales que
inn — Ynllq < o0 y satisfaciendo |z,| < |y,| para todo n (cf. Proposiciéon 1.69). El
glji)espacio [2,] es isomorfo a (9 y ademds estd complementado en L?(y') (cf. Proposicién
1.68), de ahi se sigue que el subespacio [y,,| también es isomorfo a [? y estd complementado
en LI(y') por una proyecciéon P (cf. Proposicién 1.64). Asumamos que p < 2. Si p' y ¢
denotan respectivamente el conjugado de p y de ¢, entonces p’ > 2 y por tanto L¥ () no
contiene copia de 17 (2 # ¢ # p). Si por el contrario suponemos que p > 2, entonces la
desigualdad ¢ > p > 2 implica 2 > p’ > ¢’ y por tanto L? (1) no contiene copia de 19 (cf.
[79, pag. 105]). Asi, en cualquiera de los dos casos llegamos a que (PT) : [y,]" — LP(u)’
no es un isomorfismo sobre su imagen. Ahora de la Proposicién 4.5 deducimos que By,
no es casi absorbida por PT'Bpr(,) , contradiccion.

N1<p<qg=2

Supongamos que T : LP(y) — L*(p1/) es SS y no es delgado. Como L (1) es subproyectivo
y reflexivo el operador traspuesto 7" : L?(u') — L¥ () es SS (Proposicién 3.7); y como
T no es delgado existe un subespacio de dimensién infinita M C L*(y/) tal que T'(Brr(,,))
casi absorbe B);. Sea P la proyeccién de L*(p/) en M. El operador (PT) : M' — L¥ (1) es
SS por serlo T" y de la Proposicion 4.5 se sigue que By no es casi absorbida por T'( B (),

lo que es una contradiccion. 0]

Damos a continuaciéon varios ejemplos que complementan el resultado anterior:

EJeEmMpPLO 4.9. Un operador T : L™®[0,1] — L*[0,1] que es SS pero no es delgado.

Sea Q : L*[0,1] — L2[0,1] un operador sobreyectivo. Para ver que tal operador
existe consideremos un isomorfismo ¢ : L?[0,1] — [? y la inclusién canénica J : [r,] —
L[0,1], donde [r,] es el subespacio engendrado por las funciones Rademacher en L'[0, 1].
Consideremos asfmismo el isomorfismo clasico ¥ : [* — [r,] (cf. [44, Thm. 2.b.3]) y la
composicién Jip : L2[0,1] — L'[0,1] que es un isomorfismo sobre su imagen. Tomemos
Q = (Jyp) : L>[0,1] — L?[0,1] y usemos la Proposicién 1.63. El operador @ es SS por

ser débilmente compacto y Dunford-Pettis (cf. Proposicién 3.3).
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Consideremos también un operador ¢ : L?[0,1] — L*[0, 1] que sumerge isomorfica-
mente L?[0,1] en L*[0,1] (tal operador existe por ser L?[0, 1] separable y ser L*[0,1]
isomorfo a [*°) y la composicién T' = ¢@ : L>°[0,1] — L>°[0, 1]. Si tomamos un subespacio
M de L[0,1] incluido en la imagen del operador ¢ es claro que la bola unidad By es
casi absorbida por ¢Q(Breo1). Por tanto T no es delgado y sin embargo es SS por serlo

Q. Notemos que T es trivialmente regular por la Proposiciéon 1.20.

En [52, Prop. 2.6] se muestra que la inclusién canénica I : L>[0,1] — L0, 1] es
un ejemplo de operador que no es delgado y sin embargo es SS (por ser M-débilmente

compacto (cf. Proposiciones 1.46 y 3.5)). De hecho podemos extender este resultado:

EJEMPLO 4.10. El operador inclusion I : L*°[0,1] — LP[0,1], 1 < p < o0 no es

delgado pero es SS.

El razonamiento es anélogo al que se da en [51] para la inclusién de L°°[0, 1] en L[0, 1].
Notemos que si N es un subespacio de LP[0, 1] tal que la bola unidad By es equi-integrable
entonces By es casi absorbida por Breg . En efecto, dado € > 0 existe 6 > 0 tal que
|fxsll, < € para toda f € By y todo Boreliano B tal que p(B) < §. Notemos que
fijado ese § > 0 existe una constante A = 5_71 > 0 tal que u{t : |f(t)| > A\} < ¢ para toda
f € By. Llamemos By = {t : |f(¢)| > A} para toda f € By. Claramente fxp; € ABL=[o,1]
para toda f € By y [|f — fxs

Asi pues todo se reduce a probar que en LP[0,1] existe un subespacio M cuya bola

» = x5, <& Por tanto By C ABreo1) + €Brejo,1-

unidad es equi-integrable para la norma || ||,. El Corolario 1.61 nos asegura la existencia

de tal subespacio, precisamente el generado por las funciones Rademacher en [0, 1].

EJEMPLO 4.11. Sea 1 < p < oo. Eziste un operador reqular T : L'[0,1] — LP[0,1] que
es SS pero no es delgado.

En efecto, consideremos primeramente el caso 1 < p < oo y tomemos una proyec-
cién positiva P : L'[0,1] — M, donde M es un subreticulo de L'[0, 1] reticularmente e
isométricamente isomorfo a [* (cf. Proposicién 1.68). Consideremos un operador sobre-
yectivo @ : M — LP[0, 1]; nétese que un tal @) existe porque LP[0,1] es separable y por
tanto isomorfo a un cociente de ' (cf. [44, pg. 108]). Tomemos a continuacién la com-

posicién T = QP : L'[0,1] — LP[0, 1]. Claramente T es SS por ser débilmente compacto
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y Dunford-Pettis (cf. Proposicién 3.3). Ademds T' es regular por estar definido en un L-
espacio y tomar valores en un espacio KB (cf. Proposicién 1.20). Que T no es delgado es
consecuencia de ser sobreyectivo.

Consideremos ahora p = 1. Sea T : L'[0,1] — L4[0,1] como en las lineas previas con
1 < ¢ < oo y compongamos con la inclusién candnica J : L]0, 1] — L'[0,1]. El operador
JT : L'0,1] — L'0,1] es SS por serlo T. Sin embargo no es delgado. En efecto, la
inclusion J no es SS pues preserva el subespacio generado por las funciones Rademacher
y por tanto no es delgado. Sea pues N un subespacio de L'[0, 1] cuya bola unidad By sea
casi absorbida por J(Bpap,]). Basta notar que T es sobreyectivo para obtener que By
también es casi absorbida por JT'(Bri 1))

Por tltimo consideremos el caso p = oco. Sea @ : L'0,1] — L?0,1] un operador
sobreyectivo, considerado en los parrafos anteriores, que es SS y regular (cf. Proposicién
1.20), y la isometria candnica ¢ : L?[0,1] — L>[0,1]. Si M es un subespacio de L*°[0, 1]
contenido en la imagen de ¢, entonces By es casi absorbida por ¢Q(Bp1jo1)) con lo que
el operador ¢@ : L'[0,1] — L*[0, 1] no es delgado. Sin embargo es @ es SS por serlo Q.
Noétese que @ es regular (cf. Proposicién 1.20).

Cuestién: §Existe un operador T": LP[0,1] — L*°[0,1], 1 < p < 0o, que sea SS pero no
sea delgado?

A partir de los Teoremas 3.15 y 4.8 se obtiene el siguiente resultado de mayoracion

COROLARIO 4.12. Sean (0,3, 1) y (2, 1) espacios de probabilidad y 1 < p < oo,
1 <g<oo. Sean 0 < S < T : LP(u) — Li(y') operadores positivos. Si T es delgado

entonces S es delgado.

Pretendemos a continuacion extender el Teorema 4.8 a otros espacios de Kothe de
funciones. Recordemos que dado (€2, 3, ) espacio de probabilidad, una sucesion (h,,),, C
LY () se llama sistema de Rademacher si existe A € ¥, con u(A) > 0, tal que el soporte
de h, estd en A para todo n, y que (hy,),, como subconjunto de L'(A, i), es una suce-
sién de variables aleatorias {—1, 1}-valoradas, independientes, simétricas e idénticamente

distribuidas.
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DEFINICION 4.13. Un espacio E de Kothe de funciones sobre un espacio de probabili-
dad (2, X, p) satisface la R-condicion si todo sistema de Rademacher en E es equivalente

a la base canénica de [2.

Los espacios invariantes por reordenamiento, E, sobre [0, 1] que satisfacen la R-condicién
han sido caracterizados por Rodin-Semenov (cf. [45, Thm. 2.b.4]). Entre ellos se encuen-
tran los LP[0,1], con 1 < p < oo. Ejemplos de espacios que no satisfacen la R-condicién
son L*°[0,1] 6 el espacio de Orlicz L&?)[0, 1].

Usaremos el siguiente resultado dado en [11, Prop.3]

PROPOSICION 4.14. Sean E y F espacios de Kithe sobre espacios de probabilidad
(Q, 2, 1) y (3 1) respectivamente, tales que E y F' son orden continuos y E satisface
la R-condicién. Sea T : E — F un operador reqular. Si T es [*-singular entonces T es

AM-compacto.

PROPOSICION 4.15. Sean E y F espacios de Kothe de funciones sobre espacios de
probabilidad (2, %, 1) y (U, X', 1) respectivamente tales que E y E' son orden continuos
y E satisface la R-condicion. Para un operador reqular T : E — F son equivalentes:

i) T es SS. i1) T es compacto. i) T es delgado,
si se satisface una de las siguientes condiciones:

a) E' es orden continuo y F' tiene la propiedad de Schur positiva.

b) o(F) < s(E).

DEMOSTRACION. Tanto a) como b) implican que el operador T' es M-débilmente com-
pacto (cf. Proposicion 1.46). Ahora si T es SS entonces T' es AM-compacto por la Propo-
sicién 4.14, y usando [50, Prop. 3.7.5] resulta que T es compacto. U

OBSERVACIONES 4.16. 1) La equivalencia anterior se mantiene en el caso s(E) < o(F)
siempre que exista g con s(F) < g < o(F) tal que toda sucesién disjunta en F' contenga
una subsucesion con una g-estimacion inferior, y toda sucesion disjunta en E contenga
una subsucesién con una g-estimacién superior (en particular cuando E es g-convexo y F
es g-concavo). En efecto, basta razonar como antes y usar ahora que si T' es SS entonces
T es M-débilmente compacto (cf. [11, Prop. 2]).

2) En las condiciones de la Proposicién 4.15 se tiene para el operador T que ser [°-

singular es equivalente a ser SS, delgado o compacto.
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3) En la Proposicién 4.15 es esencial la hip6tesis de que E' cumpla la R-condicién: sea
E = (L=?))0[0, 1] la parte orden continua del espacio de Orlicz L¢P@")[0, 1]. Entonces
E' = Lo *(4+0)[( 1] es orden continuo y el operador inclusién J : E[0,1] < L[0,1] es
SS pero no es delgado. En efecto, el operador J es SS por [565, Thm. 2], y que no es delgado

se sigue del Ejemplo 4.10 y la Proposicion 4.4 usando un argumento de factorizacién.
Para extender este resultado necesitamos el lema y la proposicion que siguen:

LEMA 4.17. Sean E y F espacios de Kdthe sobre espacios de probabilidad (€2,%, 1) y
(V)X 1) tales que E, E' y F son orden continuos y E satisface la R-condicion. Sea un
operador reqular T : E — F tal que T : E — L' (i) es SS. Si T : E — F no es delgado
entonces existe una sucesion (vy), C F de vectores normalizados disjuntos tal que By,

es casi absorbida por T'(Bg).

DEMOSTRACION. Como T : E — F no es delgado existe un subespacio M C F de
dimensién infinita tal que By es casi absorbida por T'(Bg). Consideremos T : E — L' (/).
Si M C Mp(d) para algin § > 0, donde Mp(6) es un conjunto de Kadec-Pelczynski,
entonces M es un subespacio de L'(p/) (cf. Proposicién 1.69). Como Bp C By, resulta
que T : E — L'Y(y/) no es delgado, lo cual es una contradiccién con la Proposicién
4.15. Supongamos pues que M ¢ Mp(d) para ningin 6 > 0. Ahora, fijado un ¢ >
0, existe por la Proposicién 1.69 una sucesiéon normalizada (y,), C M y una sucesién

disjunta (seminormalizada) (z,), C F satisfaciendo |z,| < |y,| para todo n y tales que

D o
Z anZn Z AnYn

n=1

o
Y lzn — ynl| < 00; més ain existen Ky, Ky > 0 tales que Ko

1]| D anzn||- Por la hipétesis existe A > 0 tal que By, C By C AT(B ) + 3?3}7
n=1 1
o0
Pasando a subsucesién si es necesario podemos suponer »_ ||z, — y,|| < =——. Sea (a,),

n=1 SK
tal que || Zanan < 1; entonces || ZanynH < K. Por hipdtesis existen x € Bg y w € Bp

n= 1 n—l

tales que Zanyn = K T (z) + gw. Tenemos

n=1

Zanzn Zanyn Zan n - Zn - >\K1 ) _I' %UJ - Zan(yn - Zn)
n=1 n=1
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Como || > an(yn — zn) ‘ < S an] |y — 2|l S KD yn — 2al| < Kli = ¢/3, resulta
n=1 n=1 n=1 3[(1
%w_;anQ/TL_ZTL) ‘ §5/3+€/3<€7
y por tanto Bp,,) C AK T(Bg) + €Bp. O

PROPOSICION 4.18. Sean E y F espacios de Kothe sobre espacios de probabilidad
(Q, 2, 1) y (2,5 1) respectivamente tales que E, E' y F' son orden continuos, E satisfa-
ce la R-condicion y F es disjuntamente subproyectivo. Sea un operador reqularT : E — F
tal que T' es DSS. Son equivalentes i) T es SS. ii) T es delgado. wi) T : E — L'(i') es
SS.

DEMOSTRACION. Basta probar la implicacién iii) = 4i). Supongamos que T no del-
gado; entonces por el Lema 4.17 existe una sucesién disjunta normalizada (y,), C F tal
que By, es casi absorbida por T'(Bg). Como F es disjuntamente subproyectivo podemos
asumir, pasando a una subsucesion si es necesario, que el subespacio [y,]| estd complemen-
tado en F' por una proyeccién P de norma 1. Consideremos el operador PT : E — [y,];
claramente PBy,,) = By, es casi absorbida por PT(Bg), y por tanto PT es sobreyec-
tivo (cf. Proposicién 4.3). Asi el operador 7"P’ es un isomorfismo sobre su imagen (cf.
Proposicién 1.63). Consideremos los elementos disjuntos dos a dos P'y/, € F’, donde para
todo n y,, € [y = [y, es el funcional ortogonal asociado a vy, (), (Ym) = dnm). Por tanto
existe a > 0 tal que [|[T"P'z|| > «a||z|| para todo z € [y,]). Ademds siendo P’ también

isomorfismo sobre su imagen se tiene

HT’(Z%P%) ’ = ‘T'P'(Zany;) ‘ > o Y any,|| >
n=1 n=1 n=1
> o P/ S / _ o > P/ / . . P/ /
el ||Pl|| E anyn - ||P,|| Z Qn yn = Z Qn yn :
n=1 n=1 n=1

Se concluye que T” es invertible en el subespacio generado por la sucesién disjunta (P'y,),,

lo cual es una contradiccién. O

COROLARIO 4.19. Sean E y F espacios de Kothe sobre espacios de probabilidad
(Q, 2, 1) y (3 1) respectivamente tales que E, E' y F son orden continuos, E satis-
face la R-condicion, F' es disjuntamente subproyectivo y [s(E),o(E)| N [s(F),o0(F)] = 2.
Sea un operador reqular T : E — F. Entonces T' es SS si y solo si T' es delgado.



86 4. OPERADORES DELGADOS. MAYORACION

DEMOSTRACION. El caso o(F) < s(E) estd ya visto en la Proposicién 4.15. Supon-
gamos pues que o(F) < s(F'). Entonces usando las Proposiciones 1.43 y 2.5 se tiene que

T : F' — E" es DSS y se concluye empleando la Proposicion 4.18. OJ

COROLARIO 4.20. Sean E y F' espacios de Kothe sobre espacios de probabilidad
(Q, 2, 1) y (3 1) respectivamente tales que E, E' y F' son orden continuos, E satis-
face la R-condicion, F' es disjuntamente subproyectivo y [s(E),o(E)| N [s(F),0(F)] = @.
Sean 0 < S <T: E — F operadores positivos . Si T es delgado entonces S es delgado.

DEMOSTRACION. T es SS por ser delgado. Si o(F) < s(E), entonces S es SS por la
Proposicién 3.13. Si por el contrario o(E) < s(F'), entonces S es SS por el Corolario 3.19.

En ambos casos se concluye usando el Corolario 4.19. U

3. Operadores integrales estrictamente singulares

Concluimos este capitulo extendiendo las equivalencias de la primera parte a la clase de
los operadores disjuntamente estrictamente singulares cuando trabajamos con operadores

regulares e integrales entre espacios LP(u). Recordemos algunas definiciones y resultados:

DEFINICION 4.21. (c¢f. [50, 3.3]) Sean E y F espacios de Kothe sobre dos espacios
de probabilidad (2, %, u) y (€¥,%, 1') respectivamente, y sea T : E — F un operador.
Decimos que T es integral si existe una funcién real K (nticleo) sobre © x Q' que es

Y x Y-medible, tal que
Tf(t) = / K (s,£) f(s)u(ds)

para toda f € E y casi todo t € ).

PROPOSICION 4.22. (cf. [50, Thm. 3.3.5]) Sea T : E — F un operador reqular e

integral con nicleo K. Entonces el operador |T| es integral y tiene por nicleo |K|.
De la proposicién precedente se sigue la siguiente:

PROPOSICION 4.23. (cf. [50, Prop. 3.3.2]) Sean E y F espacios de Kithe orden
continuos sobre dos espacios de probabilidad (2,3, u) y (2,5, 1) respectivamente, y sea
T : E — F un operador reqular e integral con nicleo K. Entonces el operador traspuesto

T': F' — FE' es integral con nicleo K'(t,s) = K(s,t) para todo punto (s,t) € Q x V.
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Damos un par de proposiciones que utilizadas simultaneamente proporcionaran ejem-
plos de operadores estrictamente singulares. La primera se refiere a operadores integrales
entre espacios de Kothe de funciones y se debe a Dodds y Schep ([18)); extiende resultados
previos de Krasnoselski para L”(u) (cf. [43]) y de Luxemburg-Zaanen ([48]) y Ando ([5]).

PROPOSICION 4.24. Sean E y F espacios de Kothe sobre dos espacios de probabilidad
(Q, 2, 1) y (U, X 1) respectivamente, y sea T : E — F un operador reqular e integral.
Entonces T es compacto si ocurre una de las siguientes condiciones:

i) E' es orden continuo y F = L*(i/).
it) E'y F son orden continuos y o(F) < s(F).

DEMOSTRACION. Para la parte i) ver [18, Thm. 2.3 (ii)] y para la i7) usar [18, Thm.

2.7 (iii)] junto con la Proposicién 4.23. O

Notemos que si T' no es regular entonces el apartado ii) de la Proposicién 4.24 no es
cierto ([18, Ex. 2.10]), mientras que el apartado i) si lo es.

El segundo resultado es de factorizacién y se debe a Johnson ([35]):

PROPOSICION 4.25. Sea (Q, 3, i) espacio de probabilidad sin dtomos y separable, y X
espacio de Banach.
a) Sea un operador T : X — Li(p), 2 < q < oo, entonces T factoriza a través de 19 siy
sélo si T : X — L*(uu) es compacto.
b) Sea un operador T : LP(u) — X, 1 < p < 2; entonces T factoriza a través de IP si y

sdlo si el operador restriccion T : L*(u) — X es compacto.
Combinando ambas proposiciones obtenemos la siguiente:

PROPOSICION 4.26. Sea (Q,%, 1) espacio de probabilidad sin dtomos y separable, y
E(u') espacio de Kithe de funciones sobre un espacio de probabilidad (', %' 11).

(1)) Si1l <p<s(E)<olF)<2vyT:LP(u) — E() es un operador regular e
integral, entonces T es SS.

(i) Si2 < s(E) <o(F)<p<oo yT:EW)— LP(u) es un operador reqular e

integral, entonces T es SS.

DEMOSTRACION. Consideremos el operador restriccién T': L?(u) — E, que es com-

pacto por ser o(E) < 2 (cf. Proposicién 4.24 ii)). Se sigue, usando la Proposicién 4.25,
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que el operador T': LP(u) — F factoriza a través de [P, es decir existen T : LP(u) — [Py
Ty : [P — E tales que T'= T5T;. El operador Ty : [P — E es SS por ser p < s(E) (cf. [45,
Thm. 1.d.7]). Por tanto T': LP(1) — E(i') es también SS.

(ii) El operador T': E — L*(p) es compacto por ser s(E) > 2 (cf. Proposicién 4.24).
Se sigue, usando la Proposicion 4.25, que el operador T': F — LP(u) factoriza a través de
Ty: E— [Py T,: 1P — LP(u). Ahora el operador T : E' — [P es SS por ser 2 < o(F) < p
(cf. [45, Thm. 1.d.7]). Por tanto T': E — LP(u) es también SS. O

COROLARIO 4.27. Sean (2, %, 1) y (V, %, 1) espacios de probabilidad sin dtomos y

separables, y 1 < p < oo, 1 < q < oo con p # q. Entonces todo operador reqular e integral
T:LP(u) — Li(y') es SS.

DEMOSTRACION. El caso 1 < g < p se deduce de la Proposicién 4.24 i). En cuanto al
caso 1 < p < q podemos limitarnos, por la Proposicién 4.26, a probar las casos 1 < p <
2<qyl<p<qg=2

(i) Si1l < p <2 < g consideremos el operador T : LP(u) — L'(1) que es compacto por
la Proposicién 4.24 ii). Supongamos que T : LP(u) — L9(p') no es SS; entonces existe un
subespacio N de LP(u) tal que T es invertible en N. Sea T'(N) C Li(y'). SiT(N) C M,(¢)
para algin conjunto de Kadec-Pelczynski entonces T'(NN) seria un subespacio cerrado de
LY () (cf. Proposicién 1.69), lo que contradice que T : LP(u) — L'(u') es compacto.

Supongamos por el contrario que 7'(/V) no estd contenido en ningin conjunto M,(¢e)
de Kadec-Pelczynski; entonces por la Proposicién 1.69 existe una sucesion normalizada
(Yn)n en T(N) y una sucesion disjunta (z,), en L(u') tales que son sucesiones bdsicas
equivalentes. Se sigue que [z,] es isomorfo a [? y por tanto que L”(u) contiene una copia
isomorfa de [%, lo cual es una contradiccién (cf. [79, pag. 105]).

(ii) Si 1 < p < ¢ = 2, entonces el operador 7" : L?(y/) — L (u), con 2 < p/ <
00, es también regular e integral, y por tanto SS por el apartado (i). Como L?(y') es

subproyectivo se deduce que el propio T : LP(u) — L*(1t') es SS (cf. Proposicién 3.7). O

El hecho de que para un operador regular entre espacios de Kothe orden continuos ser
integral es una propiedad autodual (cf. Proposicién 4.23) justifica la Proposicién que sigue.

Recordemos que un reticulo de Banach E es disjuntamente subproyectivo si para toda



3. OPERADORES INTEGRALES ESTRICTAMENTE SINGULARES 89

sucesién disjunta (z,,), C E existe una subsucesion (n;); tal que [z,,] estd complementado
en E (cf. Definicién 3.8).

PROPOSICION 4.28. Sean E y F espacios de Kothe orden continuos sobre espacios
de probabilidad (0,3, u) y (,%, 1'). Supongamos que E es reflexivo y que E y F son
disjuntamente subproyectivos. Sea T : E — F un operador regqular e integral, entonces T
es SS si y solo si T" es SS. (En particular si E = LP(u), 1 <p < oo, y F = Li(y'),
1<g< o)

DEMOSTRACION. SiT es SS, entonces T" es SS por ser E reflexivo. Como 1" : F/ — E’
es integral y regular resulta que 7" : F' — L'(Q, 3, 1) es compacto (cf. Proposicién 4.24).
Basta usar ahora la Proposicién 3.9 para concluir que 7" es SS. Igualmente si 77 es SS,
entonces T es SS gracias a la Proposicién 3.9 y al hecho de que T': E — LY (Q/, %', 1/) es

compacto por ser T integral (cf. Proposicién 4.24). O

De la Proposicién 4.6 se deduce que no es posible dar la Proposicion 4.26 en el caso
p = q porque, de lo contrario, todo operador regular e integral de LP(u) en si mismo serfa
compacto, lo cual no es cierto: considérense los operadores de tipo potencial estudiados

por Krasnoselski et. al. (cf. [43, Pag. 84]).

PROPOSICION 4.29. Sean E y F espacios de Kothe orden continuos sobre espacios
de probabilidad (2,3, 1), y (2,3, 1), tales que E' es orden continuo y E satisface la
propiedad de la division subsecuencial. Si'T : EE — F es un operador reqular e integral,

entonces T es DSS si y solo si'T" es SS.

DEMOSTRACION. El operador T': E — L'(i') es compacto por la Proposicién 4.24. Si
suponemos que T : ' — F' no es SS, entonces un razonamiento analogo a la demostracion

del Teorema 3.15 nos llevaria a que 7' : ' — F no seria DSS, lo cual es una contradiccion.
O

Concluimos el capitulo con un par de consecuencias de la Proposicién 4.29. En primer

lugar y usando el Corolario 4.19 se obtiene el siguiente:

COROLARIO 4.30. Sean (2,3, 1) espacio de probabilidad, E(u) un espacio de Kdéthe

orden continuo que satisface la R-condicion, la propiedad de la division subsecuencial, y
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tal que E' es orden continuo, y F un reticulo de Banach orden continuo y disjuntamente
subproyectivo tal que [s(E),c(E)] N [s(F),0(F)] = @. Si T : E — F es un operador

reqular e integral, entonces T es SS si y solo si T es delgado si y solo si'T es DSS.
También usando la Proposicion 4.6 se deduce el siguiente:

COROLARIO 4.31. Sean (2,3, 1) y (', X, 1) espacios de probabilidad, 1 < p < oo y
T : LP(u) — LP(i') un operador regular e integral. Son equivalentes: i) T es DSS. ii) T
es compacto. iit) T es SS. w) T es delgado.

OBSERVACION 4.32. Si p = 1 existen operadores regulares e integrales que son SS y

no son compactos (cf. [31, III Prop. 3.10]).



CAPiTULO 5

Operadores estrechos. Problema de mayoracion

En este capitulo consideramos la clase de los operadores estrechos (“narrow”) sobre
espacios de Kothe de funciones, estudiada por Plichko y Popov en [60], y el problema de
mayoracion en la misma. Si F denota un espacio de Kothe sobre un espacio de probabilidad
(©,%, ) donde i es una medida sin 4&tomos e Y es un espacio de Banach, se dice que un
operador T': E — Y es estrecho si para todo conjunto A € ¥ y para todo € > 0 existe una
particién {A;, As} del conjunto A, con u(A;) = u(As) tal que ||T(xa, — xa,)| < e. Los
operadores estrechos o sus complementarios han sido estudiados por varios autores desde
distintos puntos de vista. Por ejemplo Ghoussoub y Rosenthal ([30]) han considerado los
operadores en L'[0,1] que preservan norma-signo (“norm-sign-preserving operators”), y
que son precisamente el conjunto complementario de los operadores estrechos en L'[0, 1]
(véase [7], [63], [64]). También Enflo y Starbird ([20]) han probado que si T : L'(u) —
LY(v) es L'-complementablemente singular (i.e. tal que la restricciéon de T a cualquier
subespacio complementado de L'(u) e isomorfo a L' (1) no es un isomorfismo), entonces
T : L'(u) — L'(v) es estrecho. Igualmente Johnson, Maurey, Schechtman y Tzafriri
([36]) han probado que los operadores T : LP(u) — LP(v), 1 < p < 2 que son LP-
complementablemente singulares son estrechos. Para p = 2 el problema es trivialmente
cierto pues en ese caso todo operador L2-singular es SS y compacto y por tanto estrecho
(cf. Lema 5.2). Para p > 2 el resultado ya no es cierto: considérese el operador inclusién
J: LP[0,1] — L?[0,1] y ¢ : L?[0,1] — L?[0, 1] un isomorfismo sobre su imagen. Entonces
el operador composicién T' = ¢J : LP[0,1] — LP[0, 1] es claramente LP[0, 1]-singular y sin
embargo no es estrecho (témese la sucesién (r,),, de las funciones Rademacher en LP[0, 1]).

Los operadores estrechos son ademas una herramienta para definir “subespacios ri-
cos”de espacios de funciones F(u), precisamente como aquellos subespacios X C E(u)

tales que el operador cociente T': E — E/X es estrecho.

91
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A la vista de los resultados precedentes cabe plantearse la relacién entre los operadores
estrechos y los estrictamente singulares. En general ser SS no implica ser estrecho (basta
considerar la inclusién canénica J : L*[0,1] — LP[0,1], 1 < p < o0) y el reciproco
tampoco se tiene. Sin embargo en [60] se plantea esta otra cuestién: si T es un operador
SS definido en F = L?[0,1], 1 < p < o0, y con valores en un espacio de Banach Y, jes
T necesariamente estrecho? En la primera parte del capitulo contestamos positivamente
a esta pregunta (cf. Proposicién 5.9), si bien imponemos ciertas condiciones como que
Y sea un reticulo de Banach orden continuo y 7' sea regular. Bourgain y Rosenthal han
probado en [8] que si T : L'[0,1] — Y un operador [!-singular (i.e 7" no preserva copia
de 1), entonces T es estrecho. Nosotros obtenemos una condicién suficiente distinta de
la de Bourgain y Rosenthal para el caso en que £ = L'[0,1] e Y sea un espacio KB (cf.
Corolario 5.12).

La segunda parte del capitulo se dedica a probar un resultado de mayoraciéon para
la clase de los operadores estrechos positivos entre reticulos de Banach: el Teorema 5.22.
Notamos que la falta de estructura vectorial de los operadores estrechos impide usar en la
prueba métodos lineales. También damos un contraejemplo que muestra que no se tiene

resultado de mayoracién en general.

1. Propiedades basicas

A lo largo de este capitulo E = FE(u) denotard siempre un espacio de Kothe de
funciones sobre un espacio de probabilidad (2, %, 1) donde p es una medida sin dtomos.

Recordemos que se tienen las inclusiones canénicas L™ (u) < E < L'(p).

DEFINICION 5.1. Sea Y un espacio de Banach. Un operador T : E — Y es estrecho
(“narrow”) si para todo conjunto A € ¥ y para todo € > 0 existe una particion {A;, Ao}
del conjunto A, con pu(A;) = u(Az) = u(A)/2 y tal que || T (xa, — xa,)| < e.

Denotaremos la clase de los operadores estrechos entre E e Y por N (E,Y).

LEMA 5.2. ([60, §8 Prop. 2]) Sea E(u) un espacio invariante por reordenamiento
distinto de L*>°(u) e Y espacio de Banach. Si T : E(u) — Y es compacto, entonces T es

estrecho.
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DEMOSTRACION. Sea A € ¥ con u(A) > 0. El sistema de Rademacher {r,(A)}, es
débilmente nulo en {x € E(u) : sopx C A} (cf. [45, Prop. 2.¢.10]). Por tanto T'(r,(A)) —
0. O

La clase de los operadores estrechos se comporta de modo menos estable que la de
los compactos respecto a las operaciones usuales entre operadores. De hecho la clase de
los operadores estrechos no tiene en general estructura vectorial: en [60, §8. Ex.2] se
muestra que si F es un espacio invariante por reordenamiento en [0, 1] con la medida de
Lebesgue, y con base incondicional, entonces el operador identidad en E (que claramente
no es estrecho) es suma de dos operadores estrechos.

La clase de los operadores estrechos es estable bajo la composicion por la izquierda
con operadores acotados pero no lo es por la derecha ([60, §8 Ex. 3]). Al menos se tiene

la siguiente proposicion:

PROPOSICION 5.3. Sea Y un espacio de Banach y T : E — Y un operador estrecho.

St P es una proyeccion de banda en E entonces TP : E —'Y es estrecho.

DEMOSTRACION. Sea C' € ¥ tal que P(f) = fxc para toda f € E (cf. Proposicién
1.51). Sean A € ¥ y ¢ > 0 y supongamos que (AN C) > 0 (si no es trivial). Como T
es estrecho existen A;, As € X con ANC = A U Ay y u(Ay) = p(As) = p(AnC)/2
tales que ||T(xa, — x4,)|| < €. Tomemos A N C°y supongamos que (AN C¢ > 0 (si
no, es trivial). Sea By, By una particién tal que u(By) = pu(B2) = u(A N C) /2. Ahora
Al = A} U By, Al = Ay U By es una particién de A y pu(Af) = u(A) = u(A)/2. Ademas
ITP(xar = xap)ll = [T ((xar = xay)xe)ll = 1T(xa, —xa,)|| < . Asi TP es estrecho. [

La clase de los operadores estrechos tampoco es estable por dualidad ([60, §8 Ex. 4]).

Sin embargo es estable bajo la convergencia en norma:
PROPOSICION 5.4. N(E,Y) es cerrado en L(E,Y) para la norma operador.

DEMOSTRACION. Sea (7},),, una sucesién en N'(E,Y) convergente a un cierto operador
T € L(E,Y). Seae > 0y ng tal que 1/ny < £/2. Para todo natural n > ng existe una

particiéon {4, A2} del conjunto A, con u(A}) = pu(A2) tal que || Th(xar — xaz)|| < 1/n;
5

ademds existe un natural m > ny tal que para todo n > m se tiene | T — T,,|| < SMheall
XQ
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De ambas cosas se obtiene para n > m

1T (xar = xa2)|| S NT =Tl lIxay = xazll + | Ta(xar — xa2)|l <
<_°
2|Ixal

y por tanto el operador 7' es estrecho. U

Ixall +¢/2 <e,

La siguiente caracterizacién estd probada en [60, §8 Prop. 1]

PROPOSICION 5.5. Sea E espacio de Kothe orden continuo e Y espacio de Banach.
Un operador T' : E — Y es estrecho si y solo si para todo conjunto A € ¥ y para todo
e >0 existe B C A, con p(B) > u(A)/2, y una particion {By, Ba} del conjunto B tal que
1T (X8, — xB)|| <.

El siguiente resultado, cuya prueba es muy simple, permite pasar a estudiar operadores

regulares estrechos con valores en L-espacios:

PROPOSICION 5.6. Sea ' un reticulo de Banach orden continuo que es un orden-
ideal de LY(SY, X, 1) para algin espacio de probabilidad (V,%',p') y sea T : E — F un

operador reqular. Entonces T es estrecho si y sélo si T : E — LY, % 1) es estrecho.

DEMOSTRACION. La implicacién i) = i) es trivial. Veamos ii) = i). Sea A € ¥y nun
natural. Por hipétesis existe una particién { A7, A5} del conjunto A, con pu(AY) = p(A%),
tal que [|[T'(xar — xap)ll1 < 1/n. Claramente la sucesién (xar — Xap)n estd acotada en
orden y lo mismo se puede decir de la sucesién (Txar — T'xay)n por ser T regular. En
ese caso la sucesién (T'xar — T'xay)n es equi-integrable por ser F' orden continuo. Como
ademds converge a cero en medida por hacerlo en la norma || ||;, resulta de ambas cosas

que || T(xar — xaz)|lr — 0 (cf. Lema 1.59); por tanto el operador T es estrecho. O
Claramente las isometrias no son operadores estrechos; en general se tiene:

PROPOSICION 5.7. Sean E un espacio de Kothe sobre un espacio de probabilidad y F
un reticulo de Banach. Si un operador T : E — F preserva elementos disjuntos, entonces

T no es estrecho. En particular los homomorfismos de Riesz no son estrechos.

DEMOSTRACION. Sea A € ¥ con p(A) > 0y sea d = ||T'x4||. Tomemos una particién
{A1, Ay} del conjunto A con u(A;) = u(Az) = u(A)/2. Entonces

6 = |Txall = ITxa, + Txall = [T (x4, — Xa2)|l,
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donde se ha usado que x4, Lx 4, implica T\ 4, LT x 4,. Como la particién era arbitraria se

concluye que T no es estrecho. 0

2. Operadores estrechos y operadores estrictamente singulares

Hemos visto que la clase de los operadores estrechos contiene a la de los compac-
tos cuando E(u) es un espacio invariante por reordenamiento orden continuo (cf. Lema
5.2). Sin embargo no contiene a la de los operadores DSS (considérese p.e. la incusién
J : LP[0,1] — L%[0,1], p > ¢ > 1) y por tanto no contiene a la de los operadores SS.
Recordemos que un operador 7" entre dos espacios de Banach es [P-singular si no preserva
ninguna copia isomorfa de [?. Bourgain y Rosenthal habian estudiado en [8] si todo ope-
rador T : L'[0,1] — Y ['-singular era estrecho, dando una respuesta afirmativa. Plichko y
Popov plantean en [60, pg. 64] las siguientes preguntas: en primer lugar, si 1 < p # 2 < 00
y T : L?[0,1] — Y es un operador SS, es necesariamente T un operador estrecho? La se-
gunda pregunta es: si 1 < p # 2 < ooy T : L?[0,1] — Y es un operador [*-singular,
es necesariamente 7" un operador estrecho? Antes de dar una respuesta parcial a estas

preguntas recordamos el siguiente resultado de Rosenthal ([62])

TEOREMA 5.8. Sean (0,3, 1) y (U, X, 1) espacios de medida finita y un operador
T:LYp) — LY (W). Si T es >-singular entonces T es Dunford-Pettis.

PROPOSICION 5.9. Sea 1 < p < oo, F un reticulo de Banach orden continuo, ([0,1],3, i)
el espacio de Borel y T : LP[0,1] — F un operador reqular. Si T es I>-singular entonces

T es estrecho. En particular si T es SS entonces T es estrecho.

DEMOSTRACION. Supongamos que T' no es estrecho. Como m es un subespa-
cio separable de F' existe un ideal cerrado J en F que contiene a T(Lr[0, 1]) (cf. Teorema
1.50), ademés dicho ideal estd complementado en F' por una proyeccién positiva P (cf.
Proposicién 1.27). Claramente el operador PT no es estrecho pero si es [*-singular. Por
tanto podemos suponer sin pérdida de generalidad que el propio F' tiene una unidad débil.
En ese caso F' se puede considerar como un ideal (en general no cerrado) de L*(, %, i)
para un cierto espacio de probabilidad (€2, %, u).

Consideremos las funciones xo y X[, que son las unidades fuertes de L>(u) y de

L0, 1] ( notemos también que xq € F' y que xjo,11 € (LP[0,1])"). Como T no es estrecho



96 5. OPERADORES ESTRECHOS. PROBLEMA DE MAYORACION

existe A € ¥, u(A) >0y 0 <e < pu(A)/4 tal que para todo B C A con u(B) > u(A)/2y
para toda particién { By, Bs} del conjunto B se tiene || T (x5, — XB,)|| = € (cf. Proposicién
5.5). Pretendemos probar que para ese € > 0 existe un Boreliano B € ¥, B C A con
u(B¢) < ey M >0 tal que | TPgpg|ly < M|g|1 para toda g € LP[0, 1], donde Pg denota
la proyeccién de banda asociada a B. Notemos que en lo que sigue se puede asumir sin
pérdida de generalidad que T > 0. Asi pues, dado ¢ > 0 existen B € ¥, B C A con
w(B¢) < ey M >0 tales que xp - (T"xa) < Mxjo1]- Ahora dada g € L?[0, 1], se tiene

|TPs(g)ll, = /Q TPg(g) du = (TPp) (xa)(g9) = (PsT"(xa))(9)
= (x5 T'(x))(9) < Mxp(9) = Mgl

lo que prueba que T'Pg es || ||1-|| ||1 continuo.

Notemos ahora que como LP[0,1] es || - ||;-denso en L[0,1] el operador TPz admite
una extensién continua TPp : LY0,1] — L'(u). Como u(B¢) < e < u(A)/4, se sigue
necesariamente que u(B) > p(A)/2. En tal caso existe un sistema de Rademacher en B,

(rB),,, de variables aleatorias independientes y simétricas tales que
plte Brl(t)=1) = plt € B:rB(t) = —1} = u(B)/2
rB(t)=0 sit¢ B.

n

Notemos que (r?),, es débilmente nula y que el subespacio [rZ] en L?[0, 1] es isomorfo a
[?. Adem4s || TrB| > e para todo n porque estamos asumiendo que T : L?[0,1] — F no
es estrecho.

Veamos a continuacién que el operador TPp : L'(B) — L'(u) no es Dunford-Pettis.
Si lo fuese, entonces la igualdad Tr2 = TPyr? = TPyrB para todo n implicarfa que la
sucesion (TrD), converge a cero en norma || - ||;. Supongamos que (Tr?), C Mp(§) para
algtin 6 > 0, donde Mp(8) es un conjunto de Kadec-Pelczynski; en tal caso ||Tr5|; >
82||TrZ|| para todo n, y de ahi se obtiene que ||[TrZ|| — 0 lo cual es una contradiccién.
Supongamos alternativamente que (772), € Mp(d) para ningin § > 0; entonces existe
una subsucesién (n;); y una sucesién disjunta (z;); en F tales que |z;| < |T7"fj| para
todo j y cumpliendo |[z; — T} || — 0 (cf. Proposicién 1.69). Notemos que (777 ); es
orden acotada por ser T' regular y lo mismo se puede decir de (|z;|); por la desigualdad
previa; por tanto al ser F' orden continuo (z;); es equi-integrable y ademds convergente

a cero en medida por ser una sucesién disjunta. Esto implica que (z;); es convergente a
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cero (cf. Proposicién 1.59) y lo mismo se puede decir de (Trfj );, lo cual es de nuevo una
contradiccion.

Se tiene pues que el operador TPy : L'(B) — L'(1) no es Dunford-Pettis. En tal caso,
por el resultado anterior de Rosenthal (Teorema 5.8), el operador 7/’753 no es [2-singular
y lo mismo se puede decir del operador T'Pg : L?[0,1] — L'(x). Sin embargo eso no es

posible pues el operador T : LP[0,1] — F' es [>-singular por hipétesis. O

OBSERVACION 5.10. Notemos que la Proposicién 5.9 se puede extender para opera-
dores regulares T : ' — F donde F es un espacio de Koéthe orden continuo que satisface

la R-condicién (cf. Definicién 4.13).
Hacemos notar que el reciproco en la Proposicion 5.9 no es cierto:

EJEMPLO 5.11. Sea P : L?[0,1] — L?[0,1] la proyeccién “en media”positiva definida

como Pf =" (M(%
n=1

» i) A, f | xa,, donde (A,), una sucesién de Borelianos disjuntos dos a

dos del intervalo [0, 1] tales que nOL:len = [0, 1]. Entonces el operador positivo P es estrecho
pero no es [2-singular.

En efecto, es claro que el operador P preserva una copia isomorfa de [2. Para ver que
P es estrecho tomemos arbitrariamente un Boreliano A C [0,1] de medida mayor que
cero y un € > 0. Consideremos para todo natural la interseccién B, = AN A,, y elijamos
para todo natural n tal que pu(B,) > 0 una particién {C,,1,Cy2} de B, con p(Cp1) =
w(Chr2) = p(By)/2. Claramente A = U B,. Llamemos C; = :L:le'n,l y Cy = nOleCn,g.

n=

1
Claramente C y Cy son disjuntos y u(Ch) = p(Cy). Por dltimo es inmediato que
- 1
P(xe, — Xc,) = — - =0,
(xer = X0») nzl (u( e /A X ch,z)xAn
y por tanto que P es estrecho.
Notemos que el mismo operador proyeccién en media P : LP[0,1] — LP[0, 1] propor-

ciona un ejemplo de que ser estrecho no implica ser SS ni tampoco DSS (ni compacto).

COROLARIO 5.12. Sea F un espacio KB y un operador T : L'[0,1] — F. Si T es

[2-singular entonces T estrecho.

DEMOSTRACION. Basta notar que se tiene la igualdad £(L'[0,1], F) = L"(L'(0, 1], F')
(cf. Proposicién 1.20 y Proposicién 1.27) y usar la Proposicién 5.9. O
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OBSERVACION 5.13. Notemos que el Corolario 5.12 difiere esencialmente del resultado
de Bourgain-Rosenthal ([8]) que establece que todo operador T : L'[0,1] — Y que sea

[*-singular es estrecho.

3. Mayoracién de operadores estrechos

En la presente seccion consideramos el problema de mayoracion en la clase de los
operadores estrechos (cf. Teorema 5.22). En general dicho problema tiene una respuesta
negativa (cf. Ejemplo 5.16). Antes de presentar dicho ejemplo necesitamos hacer algunas
observaciones previas.

Comencemos considerando el operador S : L'[0, 1] — [* definido por Sz = (h/,(z))n,
que es una isometrfa lineal, donde (h,,),, es una sucesién densa en la bola unidad de L]0, 1]
y (h,)n es una sucesion de funcionales en By« 1) satisfaciendo h/,(h,) = | h,| para todo

n (cf. Ejemplo 3.22 y [50, Thm. 2.1.14)).

LEMA 5.14. Sea la isometria S : L'[0,1] — [ definida por Sz = (h],x),. Entonces
para todo x € L'[0,1] se tiene STw = (W, 2),, S~x = (h!"2),, |S|z = (|h,]|2)..

DEMOSTRACION. Observemos que los operadores ST, S~ y |S| estdn bien definidos
(cf. Proposiciones 1.16 y 1.20). Sea x € L'[0, 1], su parte positiva 27 y consideremos el
conjunto A = {Sy : 0 < y < x7}. Notemos que para y € [0,27] arbitrario se tiene
Sy = (hly)n < (B T2%), con lo que (k! "xT), es una cota superior de A. Para ver que
(h! T2, es el supremo de A consideremos (a,),, otra cota superior de A. Se tiene que
(R.T2t), < (an)n. En efecto, siy € [0, 2], entonces (Sy) = (h.y)n < (an)n, y por tanto
h!y < «, para todo n. Se deduce que sup{h.y: 0 <y <z} < «, para todo n puesto que
y fue tomado arbitrariamente. Notemos por tltimo que sup{h/y: 0 <y < zt} = h;ﬁaﬁ
(cf. Proposicién 1.3). Por tanto Stz = sup{Sy : 0 < y < x*} = (B, 2*),, donde
la primera igualdad es cierta de nuevo por la Proposicién 1.3. Ademds como STz~ =
(h! Tx7),, también se concluye que Stz = (h! "), para todo z € L'[0,1]. Las otras dos

igualdades se obtienen a partir de aqui inmediatamente. 0

El siguiente resultado es bien conocido y se deriva de la regularidad de la medida de

Lebesgue; aqui A denota la diferencia simétrica (cf. [13, Prop. 1.4.1]).



3. MAYORACION DE OPERADORES ESTRECHOS 99

LEMA 5.15. Sea ([0, 1], 3, i) el espacio de Borel con la medida de Lebesgue. Para todo

Boreliano B € X y € > 0 existen un numero finito de intervalos disjuntos de extremos

k
racionales {(p;, q;) }Yo_, tales que ,u(BA U (pi, ql)) <e.

=1

]

k

ZX(Z%%)} donde p;, g;
—1

son racionales de [0, 1] con p; < ¢; para todo i =1,...,k y tales que (p;, ¢;) N (p;,q;) = @

Consideremos para todo natural k la familia numerable F = {

e}
sii# j. Sea F = |J Fi, numerable. Se tiene [|z||; < ||z]l« < 1 para todo x € F. Puesto
k=1

que (p;,q;) N (pj,q;) = @ para i # j, no es ninguna restriccién suponer que la familia F
forma parte de la sucesién densa (h,), que interviene en la definicién de la isometria S

definida en el Lema 5.14.

EJEMPLO 5.16. Si E es espacio de Kothe sobre [0, 1] con la o-algebra de Borel y la
medida de Lebesgue, entonces existen operadores 0 < R < P : E — [* tales que P es

estrecho y R no lo es.

El operador 0 < T': L'[0,1] — [* definido por Tf = ([ f)(1,1,...,) es claramente
estrecho. Sea (hy,), una sucesién densa en Bpijg 1) que contiene a la familia F y (h;,), la
sucesion de funcionales asociados tales que h) h,, = ||h,|| para todo n. Si S : L'[0,1] — >
es la isometria definida por Sf = (h! f),, entonces el operador ST no es estrecho.

En efecto, de lo contrario, dado A = [0,1] y € = 1/8 existiria una particién {A;, As}
de A con p(A;) = u(Ay) = 1/2 y tal que ||ST(xa, — X45)]leoc < 1/8. Por el Lema 5.15,

dado 1/16 > 0y Ay, existen p1,...,pk,q1,-- -, racionales en [0, 1] con p; < ¢; tales que
k
(pi»qi) N (pj,q;) = @ para i # j y satisfaciendo ,LL(A1AU(pZ-,qi)> < 1/16. Denotemos
i=1
k
G; = (pi,¢;) y consideremos el elemento ) xq, € Fr € Brijpy asi como su funcional
i=1
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k
asociado ) xq, € Brep,]- Se tiene

=1

k
<ZIXGN (xa; — XA2)> = <Xv@1Gi , XA1> - <X.@1Gi7 XA2>

> (A -2 (& Gi)AAI) > u(A)) — 1/8 = 3/8.

=1

Llegamos asi a que

k
<ZXGi , (x4, — XA2)>' > 3/8. Si usamos ahora el Lema 5.14 resulta
i=1

que

. > ’<Zk:XGN (Xa, — XA2)>' > 3/8,

i=1

= H <h%+(XA1 - XA2)>

k + k

ya que (ZXG%) = > Xg, es un elemento de (h!,),. Sin embargo esto es una contradiccién
i=1 i=1

con la hipétesis inicial.

“S+(XA1 _XAz)

Notemos que de modo andlogo se obtiene que los operadores S~ y |S| tampoco son
estrechos. Por ultimo notemos que se probd en el Ejemplo 3.22 que se tienen las desigual-
dades 0 < ST, S~ < |S| < T, con lo que se concluye que el problema de dominacién en la
clase N(L'[0,1],1°) tiene respuesta negativa en general.

Considerando ahora la inclusién canénica J : E — L'[0,1] se obtiene inmediatamente
que el operador T'J : E — [* es estrecho mientras que el operador S*.J no lo es por lo
anterior; ademaés se tiene la desigualdad 0 < S*J < T'J. Basta llamar P =TJy R = S*J
para concluir el resultado.

Antes de presentar el teorema de mayoracion para operadores estrechos recordemos
que dado un operador positivo 1" : G — F' entre dos reticulos vectoriales G y F', con
F Dedekind completo, una componente de T' (cf. Definicién 1.9) es cualquier operador
positivo S : G — F tal que SA (T — S) = 0 en L"(G, F). Los operadores de la forma

QTP, donde P y @ son proyecciones de banda en GG y F' respectivamente, se llaman
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n
componentes elementales de 7" mientras que una componente de la forma \/ Q,TP; se
i=1
llama componente simple de T'. Denotamos por St las componentes simples de T' y por

Cr las componentes de T'. Usando la Proposicion 5.3 se tiene el siguiente:

COROLARIO 5.17. Sea F' un reticulo normado Dedekind completo yT : E — F un

operador estrecho positivo. Entonces toda componente elemental de T es estrecha.

Como la clase de los operadores estrechos no tiene estructura vectorial en general, el

siguiente resultado no puede derivarse directamente del Corolario 5.17:

PROPOSICION 5.18. Sea F un reticulo normado Dedekind completo y T : E — F un

operador estrecho positivo. Entonces St C N (E, F).

DEMOSTRACION. Sea S una componente simple de 7. Por el Lema 1.10 existe un
conjunto de componentes elementales de T" disjuntas dos a dos, Q1T Py, --- ,Q,TF,, tales
que S = inT P;; méas aun, las proyecciones P, ... P, se pueden tomar disjuntas dos a
dos. Dad(l):i <1 < ntomemos C; € 3, u(C;) > 0, tal que P;(f) = fxc, para toda f € F
(cf. Proposicion 1.51). Ademds como P, L P; para i # j, resulta que pu(C; N C;) = 0 si
i .

Sea A€ X, u(A) >0ye>0.5 p(ANC;) = 0 para todo i = 1,...,n la conclusién es

trivial. Supongamos pues que existe 1 < k < n tal que existen iy,...,i € {1,...,n} con

pANC;,) >0sij=1,...,k,
wANC;,) =0sij=k+1,...,n

Los operadores @Q;,T,...,Q; T son estrechos por serlo T'; asi para todo j = 1,...,k

:u(A N Cl])
k 2 k

1Qi, T(X s — X i )| < &/n. Supongamos que AN AUIC’Z-J. = Ay definamos A; = _UlAzlj y
1 2 J= J=

existe {A7, A5} particién de A N C;, con w(A9) = p(AY) = , vy tal que

koo
Ay = .UIAZ;. Claramente
]:
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y AiNAy =@ con p(A;) = p(As) = pu(A)/2. Ademss

k
ZQZJTPZJ (XA1 - XAQ)

j=1

k
< Z&t/n =ke/n <e.
j=1

15 (xar = xa)ll =

k
‘ < 30Q T g — xp)
j=1

k
Para finalizar basta observar que el caso AN ‘Ulcij Q A se puede reducir al caso previo
]:
considerando dos conjuntos medibles disjuntos B; y B, de igual medida y cumpliendo
BiUBy = AnN( 'UIC',-J.)C, y definir A; = ( .UI Af) UByy Ay = ( .Ul AQJ) U Bs. Se concluye
j= j= j=

entonces que el operador S es estrecho. 0

PROPOSICION 5.19. Sean E y F espacios de Kothe sobre espacios de probabilidad
(Q, 2, 1) y (U, %, 1) respectivamente. Si E' y F' son orden continuos yT : E — F es un
operador estrecho positivo entonces Cr C N (E, F).

DEMOSTRACION. Sea R : F — F una componente del operador T'. Notemos que
el operador T : E — LY(S,Y, /) es M-débilmente compacto por la Proposicién 1.46.
Equivalentemente se obtiene que la norma operador es orden continua en el intervalo
[0, T] (cf. Proposicién 3.11). De ahf se obtiene que el operador R : E — L'(y/) es limite en
norma de una red de componentes simples de T'. En efecto, fijemos un natural n. Notemos
que el espacio E es o-Dedekind completo por ser un espacio de Kéthe (cf. Observacion
1.48); podemos aplicar entonces la igualdad Cr = (Sr)"! C [0, 7] (cf. Proposicién 1.12) y
obtener una red (Ry)o C (Sp)! tal que R, T R. Asi R—R,, | 0y por tanto (R—Ry)(z) | 0
para todo z € E, (cf. [4, Thm. 1.13]). De ahi se tiene que 0 < R,(z) < R(z) < T(z)
para todo x € E., es decir, R, € [0,7]. Como la norma operador es orden continua en
[0,T] resulta que |R — Ry|| — 0. Sea pues a; tal que ||R — R4, || < (3n)~!. Para ese
R,, existe una red (Qg)s C (Sr)! € [0,7] tal que Q5 | Ry,. De modo similar se obtiene
que Qs € [0,T] para todo § y de nuevo la orden continuidad de la norma operador en
[0, 7] implica que [|Qg — Ra, || rl 0. Sea f3; tal que ||Qp, — R, || < (3n)~!. Para ese (3,
existe una sucesién (Py)r C St tal que Py T @Qp,. Como antes se obtiene un k&, tal que
| P, — Q|| < (3n)~!. Ahora de la desiguadad triangular se sigue que |R — P, || < n™*,

en otras palabras, existe una sucesién (P,),, de componentes simples que tiende en norma
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a R. Las Proposiciones 5.18 y 5.4 concluyen que R : E — LY, ¥ i) es estrecho.

Finalmente R : F — F' es también estrecho por la Proposicion 5.6. U

PROPOSICION 5.20. Sean E y F espacios de Kothe sobre espacios de probabilidad
(Q, 2, 1) y (U, X, 1) respectivamente. Si E' y F son orden continuous y T : E — F es

un operador estrecho positivo, entonces todo operador T-escalonado positivo es estrecho.

DEMOSTRACION. Por la Proposicién 5.6 podemos suponer que F = LYV, X ).
Tomemos un operador T-escalonado positivo arbitrario S = Zolez, donde «; > 0 para
todo:i =1,...,ny Ry,...,R, son componentes de T’ dlsJuntas dos a dos y tales que
S"R; = T. Notemos que el operador T': E — L'(i) es M-débilmente compacto por la
ZEI}OpOSiCiéH 1.46 y consecuentemente la norma operador es orden continua en el intervalo
[0, 7] (cf. Proposicién 3.11). Como en la prueba de la Proposicién 5.19 existen n sucesiones
(P)g,i=1,...,n de componentes simples de T que tienden respectivamente en norma a
cada R;. Como las operaciones de retlculo son continuas en un retlculo de Banach (cf. [50
Prop. 1.1.6]) resulta que la sucesién (\/ o; P})x, converge en norma a \/ o R = ZOQ ;=S
cuando k tiende a infinito. NotemosZ Sor ultimo que el supremo d:e iln numezré finito de
componentes simples es una componente simple (cf. [4, Cap. 2|) y por tanto que \n/oziP,i

es estrecho para cada k (cf. Proposicién 5.18). Ahora el limite en norma de opergtdores

estrechos es estrecho la Proposicién 5.4. 0

PROPOSICION 5.21. Sea E un espacio de Kothe sobre un espacio de probabilidad
(Q,%, 1) tal que E' es orden continuo y sea F un reticulo de Banach orden continuo.

SiT:E — F esun operador estrecho positivo, entonces [0,T] C N(E, F).

DEMOSTRACION. Supongamos lo contrario, es decir que existe S € [0,7] tal que S
no es estrecho. Entonces existe A € X, u(A) > 0, y € > 0 tal que para toda particién
{A1, Ay} del conjunto A, con pu(A;) = u(As), se tiene ||S(xa, — xa,)||r > €.

Aserto: podemos asumir que F' tiene una unidad débil.

En efecto, consideremos la o-algebra X4 = {AN B : B € ¥} y una sub o-algebra,
f;; de X4, separable. Consideremos los operadores S<T: E(A, Z/Z, p) — F definidos
como Sz = Sz y Tr = Tx respectivamente para todo x € E(A, i;,u). La adherencia

del subespacio imagen del operador S es separable ya que E(A,i;nu) es un espacio
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separable; por tanto la adherencia del subespacio imagen del operador S est4 incluida en
algin orden ideal J con unidad débil del reticulo orden continuo F' (cf. Teorema 1.50).
Ademas el ideal J estd complementado por una proyeccién positiva P : F — J (cf.
Proposicién 1.27). Notemos que el operador PT es estrecho mientras que el operador PS
no lo es, por tanto podemos asumir sin pérdida de generalidad que el propio F' tiene
unidad débil. Existe entonces (cf. Teorema 1.49) un espacio de probabilidad (Q, >, 1),
un orden-ideal .J, en general no cerrado, de L*(€', %, i//), una norma reticular ||-||; y una
isometria de Riesz ¢ : F' — (J, ]| - ||7), tales que la inclusién natural i : J — L(Q, %, i)
es continua y satisfaciendo || f||1 < ||f||; para todo f € J. Claramente el operador T
es estrecho por serlo T' (cf. Proposicién 5.3); ademés 0 < ¢S < ¢T por ser ¢ > 0. Por
ultimo, como ¢ es una isometria se tiene ||pS(xa, — Xa.) |7 = IS(xa, — Xxa,)l|F > €, es
decir ¢S no es estrecho.

Todo lo anterior permite reducir la demostracion del teorema al caso en que el pro-
pio F' sea un orden-ideal, en general no cerrado, de L*(Q)',Y, /) para algtin espacio de
probabilidad (2,3, /). Una vez hecha esta reduccion existe, por el Teorema de Freu-
denthal 1.11, una sucesién (S,), C [0,7] de operadores T-escalonados positivos tales que

|5, — S|| — 0. Para concluir sélo necesitamos usar las Proposiciones 5.20 y 5.4. O

Como consecuencia de los resultados precedentes llegamos al resultado principal de la

seccion: el teorema de mayoracion para operadores estrechos.

TEOREMA 5.22. Sea E un espacio de Kothe sobre un espacio de probabilidad (2, %, 11),

F un reticulo de Banach orden continuo y T : E — F un operador estrecho positivo.

Entonces [0,T] C N(E, F).

DEMOSTRACION. Sea S € [0,T]. El operador restriccién T'|pee(yy : L®(n) — F es
estrecho por serlo el operador T. Notemos que L ()" tiene norma orden continua por ser
un L-espacio; por tanto el operador S|, : L(p) — F es estrecho por la Proposicién

5.21, y lo mismo se puede decir del propio operador S : K — F. U

OBSERVACION 5.23. Si F' no es orden continuo el Teorema 5.22 no es cierto: véase el

Ejemplo 5.16.

Concluimos esta seccién relacionando los operadores estrechos y los homomorfismos

de Riesz desde el punto de vista de la mayoracién:
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COROLARIO 5.24. Sean E un espacio de Kothe sobre un espacio de probabilidad vy
F un reticulo de Banach orden continuo. SiT : E — F es un homomorfismo de Riesz

entonces T' no estd mayorado por ningun operador estrecho.
DEMOSTRACION. Es consecuencia del Teorema 5.22 y la Proposicién 5.7. U

COROLARIO 5.25. Sea 1 < p < oo y F un reticulo de Banach orden continuo. Sea
T : LP[0,1] — F un homomorfismo de Riesz. Entonces T no estd mayorado por ningin

operador 1%-singular.

DEMOSTRACION. Basta usar el Corolario 5.24 y la Proposicién 5.9. O






o

11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.

20.
21.

22.

23.

24.

25.
26.

> o w

Bibliografia

Y. A. Abramovich, Weakly compact sets in topological K-spaces, Teor. Funkcii Funkional. Anal. i
Prilozen 15 (1972), 27-35.

. C.D. Aliprantis and O. Burkinshaw, Positive compact operators on Banach lattices, Math. Z. 174

(1980), 289-298.
, On weakly compact operators on Banach lattices, Proc. Amer. Math. Soc. 83 (1981), 573-578.
, Positive operators, Academic Press, 1985.

. T. Ando, On compactness of integral operators, Indag. Math. 24 (1962), 235-239.
. S. Astashkin, Disjoint strict singularity of embeddings of symetric spaces, Math. Notes 65 (1999),

3-12.

. J. Bourgain, New classes of L,-spaces, Lecture Notes in Math., vol. 889, Springer, 1981.
. J. Bourgain and H.P. Rosenthal, Applications of the theory of semi-embeddings to Banach space

theory, J. Funct. Anal. 52 (1983), no. 2, 149-188.

. A. V. Bukhvalov, Integral representations of linear operators, J. Soviet. Math. 8 (1978), 129-137.
. N.L. Carothers and S.J. Dilworth, Geometry of Lorentz Spaces via Interpolation, Longhorn Notes.

The University of Texas at Austin. Functional Analysis Seminar. (1985-1986), 107-133.

V. Caselles and M. Gonzélez, Compactness properties of strictly singular operators in Banach lattices,
Semesterbericht Funktionalanalysis. Tiibingen, Summersemester. (1987), 175-189.

F. Cobos, A. Manzano, A. Martinez, and P. Matos, On interpolation of strictly singular operators,
strictly cosingular operators and related operator ideals., Proc. Roy. Soc. Edimburg (to appear).

D. Cohn, Measure theory, Birkhauser, Boston, 1980.

J.B. Conway, A Course in Functional Analysis, Second ed., GTM, vol. 96, Springer-Verlag, 1990.
B. de Pagter, The components of a positive operator, Indag. Math. 45 (1983), 229-241.

J. Diestel, Sequences and series in Banach spaces, Springer-Verlag, 1983.

P.G. Dodds and D.H. Fremlin, Compact operators in Banach lattices, Israel J. of Math. 34 (1979),
287-320.

P.G Dodds and A.R. Schep, Compact integral operators on Banach function spaces, Math. Z. 180
(1982), 249-255.

N. Dunford and J.T. Schwarz, Linear Operators. Part I, General Theory, Pure and applied Mathe-
matics, vol. VII, Interscience, New York, 1958.

P. Enflo and T.W. Starbird, Subspaces of L' containing L', Studia Math. 65 (1979), no. 2, 203-225.
T. Figiel, N. Ghoussoub, and W.B. Johnson, On the structure of nonweakly compact operators on
Banach lattices, Math. Ann. 257 (1981), 317-334.

T. Figiel, W.B. Johnson, and L. Tzafriri, On Banach lattices and spaces having local unconditional
structure, with applications to Lorentz function spaces, J. Approx. Theory 13 (1975), 395-412.

J. Flores, Representacion de operadores orden continuos entre reticulos de Banach, Tesina de Licen-
ciatura. Universidad Complutense. Madrid, 1996.

J. Flores and F. L. Hernandez, Domination by positive disjointly strictly singular operators, Proc.
Amer. Math. Soc. 129 (2001), no. 7, 1979-1986.

H. Freudenthal, Teilwise geordnete Moduln, Proc. Acad. Sci. Amsterdam 39 (1936), 641-651.

A. Garcia del Amo, Clases de operadores singulares en reticulos de Banach. Desigualdades con pesos
y funciones mazimales, Tesis Doctoral. Universidad Complutense. Madrid , 1993.

107



108

27.

28.

29.

30.

31.
32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.
42.

43.
44.
45.
46.
47.
48.
49.
50.
51.
52.
53.

54.
55.

BIBLIOGRAFIA

A. Garcia del Amo, F. L. Herndndez, and C. Ruiz, Disjointly strictly singular operators and interpo-
lation, Proc. Royal Soc. of Edinburgh 126A (1996), 1011-1026.

A. Garcia del Amo, F.L. Herndndez, V.M. Sénchez, and E. M. Semenov, Disjointly strictly-singular
inclusions between rearrangement invariant spaces, J. London. Math. Soc 62 (2000), no. 2, 239-252.
N. Ghoussoub and W.B. Johnson, Factoring operators through Banach lattices not containing C(0,1),
Math. Z. 194 (1987), 153-171.

N. Ghoussoub and H.P. Rosenthal, Martingales, Gs-embeddings and quotients of L1, Math. Ann. 264
(1983), no. 3, 321-332.

S. Goldberg, Unbounded linear operators, Dover, New York, 1966.

I Halperin and H.Nakano, Generalized [P-spaces and the Schur property, J. Math. Soc. Japan. 5
(1953), 50-58.

F. L. Herndndez, Disjointly Strictly-Singular Operators in Banach Lattices , Proc. 18 Winter School
on Abstract Analysis (Srni). Acta Univ. Carolinae-Mathematica et Physica 31 (1990), 35-40.

F. L. Hernandez and B. Rodriguez-Salinas, On IP-complemented copies in Orlicz spaces II, Israel J.
of Math. 68 (1989), 27-55.

W.B. Johnson, Operators into L, which factor through l,, J. London Math. Soc. 2 (1976), no. 14,
333-339.

W.B Johnson, B. Maurey, G. Schechtman, and L. Tzafriri, Symmetric structures in Banach spaces.,
Memoirs Amer. Math. Soc. 19 (1979).

M. Kadec and A. Pelczynski, Basis, lacunary sequences and complemented subespaces in the spaces
L, Studia Math. 21 (1962), 161-176.

V.M. Kadets, R.V. Shvidkoy, and D. Werner, Narrow operators and rich subspaces of Banach spaces
with the Daugavet property, Studia Math. 147 (2001), no. 3, 269-298.

N.J. Kalton and P. Saab, Ideal properties of reqular operators between Banach lattices, Illinois Journal
of Mathematics 29 (1985), no. 3, 382-400.

L.V. Kantorovic, On the moment problem for a finite interval, Dokl. Akad. Nauk SSSR 14 (1937),
531-537 (Russian).

__, Linear operators in semi-ordered spaces, Mat. Sb. (N.S.) 49 (1940), 209-284.

K. Kato, Perturbation theory for nullity deficiency and other quantities of linear operators, J. Analyse
Math. 6 (1958), 273-322.

M.A Krasnoselskii, P.P Zabreiko, E.I. Pustylnik, and E.B. Sbolevskii, Integral operators in spaces of
summable functions., Nordhoff, Leyden, 1976.

J. Lindenstrauss and L. Tzafriri, Classical Banach Spaces I, Springer-Verlag, 1977.

, Classical Banach Spaces II, Springer-Verlag, 1979.

G. Ya. Lozanovskii, On almost integral operators in KB-spaces, Vestnik Leningrad Univ. 7 (1966),
35-44.

G. Ya. Lozanovskii and Mekler A. A., Completely linear functionals and reflexivity in normed linear
lattices, Izv. Vyss. Ucebn. Zaved. Mathematika 66 (1967), 47-53 (Russian).

W.A.J Luxemburg and A.C Zaanen, Compactness of integral operators in Banach function spaces,
Math. Ann. 149 (1963), 150-180.

W.A.J. Luxemburg and A.C. Zaanen, Riesz Spaces, vol. I, North-Holland, Amsterdam, London, 1971.
P. Meyer-Nieberg, Banach Lattices, Springer-Verlag, 1991.

R.D. Neidinger, Properties of Tauberian operators on Banach spaces, Ph.D. thesis, The University of
Texas at Austin, 1984.

, Factoring operators through hereditarily -IP spaces, “Banach spaces”, Lecture Notes in Mat-
hematics, Lecture Notes in Mathematics, vol. 1166, Springer-Verlag, 1985, pp. 116-128.

, Concepts in the real interpolation of Banach spaces, ”Functional Analysis”. Lecture Notes
in Mathematics, vol. 1332, Springer-Verlag, 1986-87, pp. 33-42.

C.P. Niculescu, Weak compactness in Banach lattices, J. Oper. Theory 6 (1981), 217-231.

S.Y. Novikov, Boundary spaces for the inclusion map between r.i.spaces, Collect. Math. 44 (1993),
211-215.




56.

o7.

58.
59.

60.

61.

62.

63.

64.
65.

66.

67.

68.

69.

70.

71.

72.

73.

74.

75.

76.

77.

78.

79
80

BIBLIOGRAFIA 109

, The differences of inclusion map operators between rearrangement invariant spaces on finite
and o-finite measure spaces, Collect. Math. 48 (1997), 725-732.

A. Pelczynski, On Strictly Singular and Strictly Cosingular Operators, Bull. Acad.Pol.Sci. XIII
(1965), 31-41.

A. Pietsch, Operator ideals, North-Holland, 1980.

L. D. Pitt, A compactness condition for linear operators on function spaces, J. Oper. Theory 1 (1979),
49-54.

A .M Plichko and M.M. Popov, Symetric function spaces on atomless probability spaces, Dissertationes
Mathematicae CCCVT (1990), 1-87.

D. Przeworska-Rolewicz and S. Rolewicz, Equations in linear spaces, vol. 47, PWN-Polish Scientific
Publishers, Warszawa (Poland), 1968.

H.P. Rosenthal, Convolution by a biased coin, The Altgeld Book 1975/76. Univ. of Illinois, Functional
Analysis Seminar.

, Some remarks concerning sign-embeddings, Sémin. d’Analyse Fonct., Univ. Paris VII, 1981-

1982.

, Embeddings of L' in L', Contemp. Math. 26 (1984), 335-349.

H.H. Schaefer, Banach lattices and positive operators, Springer-Verlag, Berlin, Heidelberg and New
York, 1974.

AR Schep, Kernel operators, Ph.D. thesis, University Leiden, Netherlands, 1977.

A R. Sourour, Pseudo-integral operators, Trans. Amer. Math. Soc. 21 (1979), 339-363.

, Characterization and order properties of pseudo-integral operators, Pacific J. of Mathematics
99 (1982), no. 1, 145-148.

M. Talagrand, La propriété de Dunford-Pettis dans C(K, E) et L*(E), Israel J. of Math. 44 (1983),
no. 4, 317-321.

L. Weis, On perturbation of Fredholm operators in L,(u)-spaces, Proc. of the Amer. Math. Soc. 67
(1977), no. 2, 287-292.

, On the representation of positive operators by random measures, Trans. Amer. Math. Soc.
285 (1984), no. 2, 535-563.

, Banach lattices with the subsequence splitting property, Proc. Amer. Math. Soc. 105 (1989),

87-96.

R.J. Whitley, Strictly singular operators and their conjugates, Trans. Amer. Math. Soc. 113 (1964),
252-261.

A. W. Wickstead, Extremal structure of cones of operators, Quart. J. Math. Oxford Ser. (2) 32 (1981),
239-253.

, Converses for the Dodds-Fremlin and Kalton-Saab theorems, Math. Proc. Camb. Phil. Soc.
120 (1996), 175-179.

W. Wnuk, [P») spaces with the Dunford-Pettis property, Comm. Math. Prac. Math. 30 (1991), 483
489.

, Banach lattices with properties of the Schur type- a survey, Conf. del Sem. di Matematica
dell’ Universita di Bari (1993), no. 249, 1-24.

, Banach Lattices with Order Continuous Norms, Advanced topics in mathematics, Polish
Scientific Publishers PWN, Warszawa, 1999.

P. Wojtaszczyk, Banach spaces for analysts., Cambridge University Press, Cambridge., 1991.

A. C. Zaanen, Riesz Spaces II, North-Holland, Amsterdam, 1983.




	ÍNDICE
	Introducción

	Capítulo 1: Preliminares

	1. Operadores regulares entre retículos vectoriales

	2. Componentes de un operador positivo: Teorema de Freudenthal 
	3. Retículos vectoriales normados. M-espacios y L-espacios

	4. Retículos orden continuos

	5. Algunas clases de operadores entre retículos de Banach

	6. Estimaciones superiores o inferiores.  p-convexidad y q-concavidad

	7. Espacios de Kötche. Equi-integrabilidad

	8. Algunos resultados básicos  de espacios de Banach

	9. El método de disjuntificación de Kadec-Pelczynski

	Capítuo 2: Operadores disjuntamente estrictamente singulares. Problema de mayoración

	1. Propiedades básicas

	2. Mayoración de operadores disjuntamente estrictamente singulares 
	3. El caso de endomorfismos (E=F)

	4. Caracterizaciones de operadores DSS y RSS

	5. Operadores disjuntamente estrictamente singulares y dualidad

	6. Operadores reticularmente estrictamente cosingulares. Mayoración


	Capítulo 3: Operadores estrictamente singulares. Problema de mayoración

	1. Propiedades básicas

	2. Mayoración en ideales de operadores arbitrarios 
	3. Mayoración de operadores estrictamente singulares

	4. Operadores estrictamente cosingulares. Mayoración.


	Capítulo 4: Operadores delgados. Mayoración

	1. Propiedades básicas

	2. Relación entre operadores delgados y SS

	3. Operadores integrales estrictamente singulares


	Capítulo 5: Operadores estrechos. Problema de mayoración

	1. Propiedades básicas

	2. Operadores estrechos y operadores estrictamente singulares

	3. Mayoración de operadores estrechos


	Bibliografía


