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Introduccion

En esta memoria tratamos algunos problemas relevantes, con condiciones de frontera gen-
erales, dentro del marco de la teoria de problemas elipticos de valores en la frontera lineales y
semilineales. A lo largo de esta memoria trabajamos con un dominio acotado Q2 de RN, N > 1,
de clase C2 con frontera 89 = [HUT, donde Iy y I'1 son dos subconjuntos disjuntos abiertos y
cerrados de 02, y £ es el operador diferencial lineal eliptico de segundo orden definido por

L:=- z @i (T) s 5 62 +Za,(a:)— + ap(z). (1)

Se supone que £ es uniformemente fuertemente eliptico en Q con coeficientes
aij =i €C(Q),  ar € Leo(R), 1<i,j<N, 0<k<N.

En lo que a las condiciones de frontera concierne, a lo largo de este trabajo para cada funcién
b € C(T'1), el operador B(b) representa al operador de frontera definido por

_ e en Iy,
B(b)(P o { 6u<P + b(p en Fl , (2)
donde

v= (Vl, veey VN) € Cl(Fl, RN)

es un campo vectorial exterior y no tangente y

Ovp := (Vop,v).

Asi, B(b) es el operador de frontera de Dirichlet sobre I'g, denotado en lo sucesivo por D, y el
operador de frontera de Neumann o de derivada regular oblicua de primer orden sobre I[';. Debe
ser mencionado que o bien g o I'; puede ser el conjunto vacio.

Uno de los aspectos mds importantes que merecen ser destacados, es que nuestras condiciones
de frontera generales no se encuentran dentro del marco clésico de trabajo. va que estamos
tratando con condiciones de frontera mixtas y, ademés, la funcién peso en la frontera b €
C(T'1) pude ser negativa o anularse en alguna regién de algunas de las componentes de I';.
Nuestro principal propésito en esta memoria es generalizar, a nuestro marco de trabajo, algunos
resultados cldsicos bien conocidos disponibles en la literatura, para problemas elipticos de valores
en la frontera lineales y semilineales bajo condiciones de frontera mas restrictivas. En este sentido
la principal contribucién de esta memoria es la obtencién de nuevos, y mas generales, resultados

xi



xii /ntroduccién

sobre dependencia continua de las soluciones de problemas elipticos lineales y semilineales de
valores en la frontera, respecto a perturbaciones del dominio y condiciones de frontera. En un
principio obtendremos resultados muy generales de dependencia continua del auto-par principal
del problema de autovalores lineal eliptico

Lo=Ap en Q,
B(b)p=0 en 09, (3)

respecto a las variaciones del dominio y a las condiciones de frontera. Después, demostraremos la
dependencia continua de las soluciones positivas del correspondiente problema semilineal eliptico

Lu =W (z)u—a(z)f(z,u)u en £,
{ B(b)u=0 en 0, (4)

respecto de variaciones del dominio y condiciones de frontera, donde A € R, W € L(Q),
a > 0 pertenece a cierta clase de potenciales no negativos y f € C}(Q x [0, c0); R) satisface

uh/n‘;l<> f(z,u) =400  uniformementeen (5)
y -2
Ouf(z,u) >0, para todo (z,u) € 2 x [0,00). (6)

Posteriormente, estudiaremos el comportamiento asintético del auto-par principal de (3) y la
solucién positiva de (4) cuando

rr%ilnb/‘oo. (7)

Bisicamente, nuestros resultados establecen que bajo la condicién (7), el auto-par principal de
(3), digamos (o1, ¢1), converge en R x H(Q) al auto-par principal del problema de Dirichlet

Lo=Ap en
p=0 en 00,

y que la vnica solucién positiva de (4), converge en H!(Q) a la tnica solucién positiva del
problema de Dirichlet sublineal

Lu =AW (z)u—a(z)f(z,u)u en Q,
u=0 en 0Of.

Los resultados bésicos en los que se apoyan nuestras contribuciones a la teoria de variacién
de dominios son el Teorema 12.1 de [4] el cual establece, bajo nuestras hipétesis generales, la
existencia y unicidad del autovalor principal de (3), denotado en lo sucesivo por o$}(L, B(b));
y la reciente caracterizacién del principio del méximo fuerte en términos de la positividad del
autovalor principal y en términos de la existencia de una supersolucién positiva estricta, debida a
H. Amann y J. Lépez-Gémez [5], donde se generalizd la caracterizacién previa de J. Lépez-Gémez
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& M. Molina-Meyer (36] obtenida para condiciones de frontera Dirichlet. Tal caracterizacién es
la principal herramienta técnica utilizada para obtener muchas de las comparaciones realizadas
a lo largo de este trabajo, entre ellas, las monotonias de o$}[£, B(b)] con respecto al potencial y al
dominio subyacente, su caracterizacién puntual mini-max, y su concavidad. Nuestros resultados
estédn fuertemente motivados por los trabajos [4],(5],(8],(9],{19],(20], (33],(34],(35],(36] y, al lado
de las técnicas de monotonia a las cuales ya nos hemos referido, las principales herramientas
técnicas utilizadas para obtener nuestros refinamientos son teoria local y global de bifurcacién.

Bésicamente, esta memoria ha sido dividida en cinco capitulos. En el Capitulo 1 especificamos
las principales propiedades sobre el dominio, sobre el operador diferencial y sobre las condiciones
de frontera con las cuales trabajaremos a lo largo de toda la memoria. También agrupamos
algunos de los principales resultados de [4] y [5] y fijamos algunas notaciones generales que seran
utilizadas para desarrollar nuestra teoria. En el Capitulo 2 obtenemos algunas propiedades de
monotonia y la caracterizacién puntual mini-max del autovalor principal o}[£, B(b)]. También
analizamos la dependencia continua con respecto a variaciones del dominio y condiciones de
frontera del auto-par principal de (3), y encontramos el comportamiento asintético del auto-par
principal de (3), cuando la condicién (7) es satisfecha. En el Capitulo 3 analizamos, sin imponer
la condicién (6), la existencia y estructura del conjunto de soluciones positivas de (4), de acuerdo
con el signo del potencial W en el conjunto de anulacién de a. En el Capitulo 4, suponiendo (6),
analizamos la dependencia continua, respecto a variaciones del dominio y condiciones de frontera,
de las soluciones positivas de (4), y averiguamos el comportamiénto asintético de tales soluciones
bajo la condicién (7). Finalmente, el Capitulo 5 estard dedicado al andlisis del comportamiento
asintdtico de las soluciones positivas de un problema de la forma

Lu+~vVu=AWu —-a(z)f(z,u)u en Q, 3
B(b)u=0 en 09, ®)

cuando v / oo. Este problema es de gran interés desde el punto de vista de las aplicaciones.

A continuacién, resumiremos brevemente el contenido y los principales resultados obtenidos
en cada uno de los cuatro ultimos capitulos.

El Capitulo 2 est4 dedicado al anélisis de la existencia, multiplicidad y principales propiedades
de los autovalores principales del problema lineal eliptico de valores en la frontera con peso

{ Lo =AW (z)p en (), ©)
B(b)p =0 en 002,

donde W € Loo(Q2). Por un autovalor principal de (9) entendemos cualquier valor de A € R para
el que existe una funcién positiva ¢ que es solucién del problema lineal de valores en la frontera
(9).

El andlisis de la existencia de los autovalores principales de (9) es absolutamente necesario
para tener un conocimiento completo de la estructura del conjunto de soluciones positivas de
amplias clases de problemas semilineales elipticos de la forma

{ Lu = \f(z,u)u en Q,

B(b)u = 0 en 80, (10)
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donde f : Q x [0,00) — R es una funcién continua y A es considerado como un pardmetro real.
Observar que A puede ser el inverso de un coeficiente de difusién d := 1/ en frente de £ cuando
A > 0, y que, desde el punto de vista de las aplicaciones a las ciencias aplicadas y a la ingenieria,
uno estd interesado en analizar cémo varia la dindmica de las soluciones positivas del modelo
parabdlico asociado a (10) cuando la difusién, o equivalentemente )\, cambia. Adoptando este
punto de vista, los autovalores principales de la linealizacién alrededor de cualquier solucién
positiva del problema nos proporcionan el rango de valores del pardmetro para los cuales la
solucién matemdtica puede ser una solucidn fisica de un sistema gobernado por (10).

En lo que concierne al contenido matematico de este capitulo, debe ser destacado que nuestras
condiciones de frontera no se enmarcan dentro del marco cldsico, ya que estamos tratando con
condiciones de frontera mixtas y la funcidn peso en la frontera b puediera ser negativa o anularse
en alguna regién de alguna de las componentes de I'y. En las aplicaciones estas condiciones de
frontera aparecen de forma natural; por ejemplo, cuando se linealiza alrededor de una solucién
positiva del problema no lineal de radiacién

Lu = Af(z,u)u en ,
{ du =u?f en 09, (11)

donde p> 1y f:Qx[0,00) = R es una funcién de clase C!. En efecto, si ug es una solucién
positiva de (11), entonces la linealizacién de (11) en ella estd dada por

{ Lu = Abuf(z, uo(z))uo(z) + f(2, uo(z))]u en Q,

du—pub N (z)u=0 en 00, (12)

y, por ello, efectuando la eleccién

W(z) = 8uf(z,uo(z))uo(z) + f(z,uo()),  blz):=-puf '(z), To=0,  (13)

(12) se ecuentra dentro de nuestro marco abstracto de trabajo. Obsérvese que b < 0 sobre I';. Los
autovalores principales de (13) nos proporcionan los valores del pardmetro A donde la solucién
ug llega a ser estable, y por tanto, su conocimiento es absolutamente crucial para predecir el
comportamiento aintético de las soluciones de estos problemas no lineales de radiacién.

El anélisis del caso clésico cuando el potencial W tiene signo definido y estd alejado de cero
no ofrece ninguna dificultad matematica especial y est4 muy bien documentado en la literatura
(e.g. R. Courant & D. Hilbert [13]); en el caso clésico, (9) posee un tnico autovalor principal. El
andlisis de (9) en la situacién més general e interesante en que el potencial 11" cambia de signo,
se remonta a los trabajos pioneros de A. Manes & A. M. Micheletti [39], donde fue tratado el
caso especial en el que el operador £ es autoadjunto, y P. Hess & T. Kato [26] (cf. P. Hess [25]
y sus referencias), donde se demostré para operadores no necesariamente autoadjuntos, que en
el caso en que los coeficientes de £ y el potencial W son Holder continuos, y ademds > 0, v es
la normal exterior unitaria, o$¥[£, B(b)] > 0, y o bien T'g = 0, o '; = @, entonces (9) posee dos
autovalores principales; uno de ellos negativo y el otro positivo. Posteriormente. .J. Lépez-Gémez
elimind la hipétesis de coercividad

oL, B(b)] >0
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del enunciado del teorema dado por P. Hess y T. Kato, en el caso especial en el que I'; = 0 (cf.
[33] y [35]), es decir, cuando B(b) = D es el operador Dirichlet.

Nuestro primer propésito en el Capitulo 2 serd obtener una versién general de los resultados
previos referentes a la existencia y multiplicidad de los autovalores principales de (9). En la
actualidad, los resultados de este capitulo nos proporcionan mejoras sustanciales de todos los
resultados obtenidos en [35], incluso en el caso mds simple cuando B(b) es el operador de frontera
Dirichlet, D. Pero ahora el andlisis matemético serd mucho mas sofisticado que en [35], ya que
ahora necesitamos, bajo nuestras condiciones de frontera generales, la dependencia continua del
autovalor principal o$}[£, B(b)] con respecto a perturbaciones del dominio alrededor de su fron-
tera Dirichlet. Esta dependencia continua de o$}{L, B(b)] respecto a perturbaciones del dominio
Q alrededor de Iy, serd demostrada en este capitulo y nos proporcionara un resultado mucho
més general, en la linea de resultados previos referentes al andlisis de la existencia y multiplici-
dad de los autovalores principales de {9). La demostracién de nuestra versién mds general estd
basada en la caracterizacién del principio del maximo fuerte de H. Amann & J. Lépez-Gémez (5],
mediante la construccién de adecuadas supersoluciones. Tal construccién es muy delicada ya que
contiene gran cantidad de detalles técnicos. Durante la construccién de estas supersoluciones es
cuando necesitaremos la dependencia continua del autovalor principal con respecto al dominio.

Otro hecho destacable, es que en este capitulo se mostrard la dependencia continua del
autovalor principal o$}[£, B(b)], con respecto a perturbaciones del dominio, para una clase muy
general de dominios estables respecto del operador de frontera B(b) (cf. Seccién 2.6 para més
detalles). Este es el primer trabajo donde el concepto de estabilidad ha sido introducido en el
contexto de operadores con frontera general. El concepto de estabilidad de un dominio proviene
de I. Babuska (8] y I. Babuska & R. Vyborny [9] donde fue utilizado para generalizar algunos
resultados pioneros de R. Courant & D. Hilbert [13] sobre variacién continua de autovalores
principales con respecto al dominio {2, en el caso especial en que I'; = @ y £ es autoadjunto.

Otra propiedad que demostraremos en el Capitulo 2 serd la dependencia continua del au-
tovalor principal o$}[£, B(b)] respecto de la funcién peso en la frontera b. Parece que nuestro
resultado es el primero disponible en la literatura. Aunque es crucial desde el punto de vista
de las aplicaciones, sus consecuencias serdn analizadas en un préximo trabajo. Ademds, en este
capitulo averiguaremos el comportamiento asintético del autovalor principal de (3), cuando b
diverge a infinito uniformemente en I';.

En el Capitulo 3, sin imponer (6), empezaremos analizando la existencia de soluciones positi-
vas del problema sublineal eliptico de valores en la frontera (4), donde a(z) € Lo () pertenece a
una cierta clase de potenciales no negativos y W € Lo (2). Después, analizaremos la estructura
del diagrama de soluciones positivas de éste, de acuerdo al signo del potencial W en el conjunto
de anulacién de a(z) y caracterizaremos la existencia de soluciones positivas de (4) en el caso
particular en el que se cumple la condicién (6). Finalmente, averiguaremos el crecimiento pun-
tual de las soluciones positivas de (4) en el conjunto de anulacién del potencial a(z) y en alguna
de las componentes de su frontera, cuando )\ se aproxima al valor de bifurcacién a soluciones
positivas de (4) desde infinito. Debe ser destacado que f(z,0) € C}(Q, R) y que no hay ninguna
restriccién de signo sobre f(z,0) en . También debe ser mencionado, que ya que la aplicacién
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u — f(-,u) no es necesariamente monétona en [0, 00), el problema (4) puede exhibir més de
una solucién positiva para cada valor de A perteneciente al rango de valores del pardmetro A
para los cuales (4) posee una solucién positiva.

Los problemas semilineales elipticos de valores en la frontera del tipo (4) han atraido gran
atencién durante las iltimas decadas, por el gran niimero de aplicaciones en biologia matematica
y quimica de su versién parabdlica

Gu+ Lu = A\W(z)u - a(z)f(z,u)u en Q x(0,00),
B(b)u=0 en 99 x (0,00), (14)
u(-,0) = ug on .

Estos problemas parabdlicos describen la dindmica de las soluciones positivas de muchas ecua-
ciones de reaccién-difusién usadas en la modelizacién de una gran variedad de fenémenos en las
ciencias aplicadas y la ingenieria. Desde el punto de vista de las aplicaciones uno est4 interesado
en analizar cémo varia la dindmica de las soluciones positivas del modelo parabélico (14) cuando
la difusién, o equivalentemente A, cambia. En dindmica de poblaciones, el Problema (14) nos
proporciona la evolucién de una especie que obedece una ley generalizada de crecimiento logistico
[40], [42]. Tipicamente, u representa la densidad de poblacién, a;; son los coeficientes de difusivi-
dad de la especie u, los coeficientes a}s describen los efectos de transporte, —ap(z) + AW (z) es la
tasa de natalidad, o mortandad de la especie, de acuerdo con su signo, f(z,u) describe el efecto
limite del aumento de poblacién, y el coeficiente a(z) mide el estrés de poblacién en la regién
donde éste es positivo. De este modo, las soluciones positivas de (4) son los equilibrios de (14)
y por tanto, el anélisis de la existencia, multiplicidad y estabilidad de las soluciones positivas
de (4) es absolutamente necesario para adquirir un conocimiento completo del comportamiento
asintético de las soluciones positivas del problema de evolucién (14).

En lo que al contenido matemadtico del Capitulo 3 concierne, de nuevo debe ser destacado
que nuestras condiciones de frontera y nuestra no linealidad, f(z,u), no se encuentran dentro
del marco cldsico de trabajo, ya que estamos tratando con condiciones de frontera mixtas donde
la funcién peso en la frontera b(z) puede ser negativa o anularse en alguna subregién de alguna
de las componentes de I'y, y la funcién f(z,0) puede ser no nula en {2, y no estamos imponiendo
ninguna restriccién de signo sobre ésta en 2. Algunos trabajos previos discutiendo esta clase de
problemas son [12},[43], [19],[20] y [38], aunque nuestro marco de trabajo es lo suficientemente
general como para incluir los modelos especiales considerados en estas referencias, donde b no
cambia de signo y f(z,0) debe ser idénticamente cero. Los originales resultados de este capitulo
estan motivados por los resultados encontrados en [32}, [19] y (20], aunque merece ser destacado
que nuestras mejoras estan lejos de ser obvias, principalmente por la dificultad del anélisis
matemadtico necesario para solventar las dificultades técnicas inherentes al hecho de trabajar
con una funcién b(z) que cambia de signo.

La principal herramienta técnica utilizada para obtener los resultados del Capitulo 3 es la
dependencia continua del autovalor principal con respecto a perturbaciones del dominio alrededor
de su frontera Dirichlet, ya probada en el Capitulo 2. Asi mismo, utilizaremos los resultados
principales de [14] y [46]. En este capitulo adoptaremos la misma metodologia que en [19] para
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obtener una condicién necesaria y una condicién suficiente para la existencia de una solucién
positiva de (4). Una dificultad técnica que debemos solventar en nuestro marco general de trabajo
es la construccién de una adecuada supersolucién positiva estricta. En nuestro marco de trabajo,
la construccién de la supersolucién positiva estricta es mucho més delicada que en [19], ya que
la estructura del conjunto de anulacién del potencial a puede ser mas enrevesada que en [19] y
ademds, no estamos imponiendo ninguna restriccién sobre el signo de b en 'y, y por ello, b(z)
podria anularse en algunas regiones de alguna de las componentes de '}, siendo negativa en otras
regiones de esas componentes. Tal construccién es técnicamente complicada y est4 basada en la
dependencia continua del autovalor principal o$}[L, B(b)] respecto a perturbaciones del dominio,
probada en el Capitulo 2. Ademas, en la construccién de la supersolucién positiva estricta es
necesario utilizar el crecimiento a infinito del autovalor principal del problema de Dirichlet,
cuando la medida de Lebesgue del dominio subyacente tiene a 0 (cf. Teorema 2.9.1 del Capitulo
2); resultado que mejora sustancialmente el obtenido originalmente en [35] para el caso especial
en que B(b) = D y I'y = 0. Ademés, realizamos un pormenorizado andlisis de la acotacién y
estructura del conjunto de soluciones positivas de (4) en nuestro marco general, de acuerdo con el
signo del potencial W en el conjunto de anulacién de a(z), caracterizando el conjunto de valores
del pardmetro A donde las soluciones positivas de (4) se bifurcan desde la rama trivial y desde
infinito. Finalmente, mostraremos el crecimiento puntual a infinito de las soluciones positivas de
(4), en el conjunto de anulacién del potencial a(z) y en una cierta regién de su frontera, en el
caso especial cuando W > 00 W < 0 en 2 y ) se aproxima al valor de bifurcacién desde infinito
a soluciones positivas de (4). El resultado que obtenemos aqui, generaliza al obtenido en [37],
[20], [38], que fue demostrado para el caso especial en que B(b) = D.

En el Capitulo 4 usamos la teoria desarrollada en los Capitulos 2 y 3, para analizar la
dependencia continua con respecto a perturbaciones del dominio y condiciones de frontera de
las soluciones positivas del problema sublineal (4) cuando se verifica (6). Para el analisis llevado
a cabo en este capitulo suponemos que el campo vectorial v := (v1,...,vy), que aparece en el
operador de frontera B(b) (cf. (2)), es el campo vectorial conormal, es decir, estd dado por

N
u,-:=Za,-jnj, ISiSN;

=1
donde o5, 1 < 4,5 < N, son los coeficientes definidos por (1). Ademds incorporamos algunas
condiciones suficientes para que se verifique tal dependencia continua de las soluciones positivas
de (4) con respecto a variaciones del dominio y a las condiciones de frontera. El anilisis llevado
a cabo en este capitulo estd fuertemente basado en los resultados de dependencia continua del
autovalor principal demostrados en el Capitulo 2, al igual que los resultados que caracterizan la
existencia de soluciones positivas de (4), demostrados en el Capitulo 3. Los resultados de este
capitulo estan lejos de ser obvios, ya que estamos trabajando con condiciones de frontera mixtas,
y no hay ninguna restriccién de signo ni sobre la funcién peso en la frontera b € C(I'y), ni sobre
f(z,0) € C}(Q,R). Finalmente, averiguamos el comportamiento asintético de las soluciones
positivas de (4), bajo las condiciones (6) y (7), proporcionando ademés condiciones suficeintes
que garantizan dicho comportamiento asintético.



xviii Introduccion

El Capitulo 5 estd enteramente dedicado al anélisis del comportamiento asintético de las solu-
ciones positivas del problema sublineal eliptico (8) cuando v tiende a infinito, donde W € L (),
a(z), V(z) pertenecen a una cierta clase de potenciales no negativos, f € C}(Q x [0,0),R) y
ademds (5) y (6) se cumplen. Nuestro principal resultado en este capitulo es una sustancial
mejora del resultado principal de {34, Seccién 4], que estd lejos de ser inmediato, ya que in-
volucra muchos de los resultados tedricos desarrollados en los capitulos previos. Bésicamente,
nuestro resultado establece que cuando v / o0, la tnica solucién positiva de (8), digamos 6.,
converge en V = 0, a la unica solucién positiva del correspondiente problema en la region donde
V =0, mientras que ésta converge a cero en la region donde V' > 0. Por supuesto, para obtener
tal resultado necesitamos que las regiones donde V' = 0 y donde V' > 0 sean suficientemente
regulares en el sentido que serd descrito en el Capitulo 5. Este resultado tiene un gran nimero
de aplicaciones en ecologia matemadtica como por ejemplo, para analizar el efecto de la com-
peticién ilimitada entre especies bioldgicas en presencia de refugios. Como en [34], obtendremos
el comportamiento asintético de las soluciones positivas de (8) cuando v ,/ co mediante la
construccién de una adecuada supersolucién positiva estricta. Tal construccién es muy delicada
ya que contiene una gran cantidad de detalles técnicos, inherentes al hecho mismo de traba-
jar con una funcién peso en la frontera b(z) que cambia de signo. Finalizaremos el capitulo
proporcionando algunas condiciones suficientes, bajo las cuales el comportamiento asintético
anteriormente mencionado de las soluciones positivas de (8) es garantizado.



Capitulo 1

Preliminares y notaciones

En este capitulo especificamos las principales propiedades del dominio, del operador diferencial
y del operador de frontera con los que trabajaremos a lo largo de esta memoria. También, intro-
ducimos el marco funcional en el cual serd desarrollada nuestra teoria, fijamos algunas notaciones
generales y recogemos algunos de los principales resultados de (4] y [5] que seran utilizados a lo
largo de esta memoria. Ya que todos los resultados aqui incluidos han sido demostrados en los
trabajos anteriormente mencionados, inicamente enunciaremos dichos resultados.

1.1 Sobre el dominio, el operador diferencial, el operador de
frontera y el marco funcional

En esta seccién detallamos las propiedades sobre el dominio, sobre el operador diferencial y sobre
el operador de frontera con los cuales vamos a trabajar a lo largo del resto de esta memoria.
También introducimos el marco funcional en el que serd desarrollada nuestra teoria.

1.1.1 El dominio 2

A lo largo de esta memoria ) es un dominio acotado en RN, N > 1, de clase C?, es decir, { es
una subvariedad N-dimensional compacta y conexa de clase C2 de RN con frontera Q = [gUT;
de clase C2, donde Iy y I'; son dos subconjuntos disjuntos abiertos y cerrados de 99Q2. Ademss,
[o y Iy poseen un nimero finito de componentes y debe ser destacado que o bien [y 0 'y puede
ser el conjunto vacio.
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1.1.2 El operador diferencial £

El operador diferencial con el que trabajaremos a lo largo de esta memoria es el operador
diferencial lineal eliptico de segundo orden definido por

N 52 N 8
L:= —;L‘;aej(w)m +§ai(m)6_m,- +ao(z), (1.11)

el cual es uniformemente fuertemente eliptico en {2 con

aij=a; €C(Q), m€Lx(®), 1<i,j<N, 0Lk<N.
En lo sucesivo denotaremos por p > 0 a la constante de elipticidad de £ en Q. Entonces, para
cada £ € RV \ {0} y z € Q tenemos que

N
> aij(z)6ik; > plé)?.
i,7=1
1.1.3 Los operadores de frontera B(b) y D
En lo que concierne a las condiciones de frontera, en lo sucesivo para cada funcién b € C(I'1),

B(b) representa al operador de frontera definido por

— 2 on FO’
B(b)y ._{ o orbe  on I (1.1.2)

donde
v=(v1,..,VN) € CI(Fl,RN)
es un campo vectorial exterior y no tangente, y
Ay = (Vy,v). (1.1.3)
Asi, B(b) es el operador de frontera Dirichlet sobre I'g, denotado en lo sucesivo por D, y el
operador de frontera Neumann o de derivada regular oblicua de primer orden sobre I';y.

Es conocido por los resultados de [4], [41] que para cada b € C(I1) y p > 1.

2 2.1 1-1
B(b) € LW, (Q);Wp "(To) x Wp *(1)).

Uno de los aspectos més importantes que merecen ser destacados, es el hecho de que las condi-
ciones de frontera generales con las cuales trabajaremos en toda esta memoria no se encuentran
enmarcadas dentro del marco clésico, ya que estamos tratando con condiciones e frontera mix-
tas y la funcién b puede ser negativa o anularse en alguna regién de alguna de las componentes

de Fl.



Sobre el dominio, el operador diferencial, el operador de frontera y el marco funcional 3

En lo sucesivo, dado cualquier subdominio propio Qg de Q de clase C2, asumiremos que Qg
satisface
dist(I'1,0020N Q) > 0. (1.1.4)

De este modo, si denotamos por I“i, 1 <1 < my, a las componentes de 'y, entonces para cada
1 <i<nobien
1 C 0%
0 -
rinNoy=0.

Ademss, si I'j C 80, entonces I'} debe ser una componente de 8Q. En efecto, si I['i N 80 # 0
pero I} no es una componente de 8¢, entonces dist(I'}, Q9 N Q) = 0.

Por tanto, dado cualquier subdominio propio 0 de  de clase C? verificando (1.1.4), el
operador de frontera B(b, o) construido a partir de B(b) definido por

_Je en PN,
B(b, Qo) := { Bb)e  en 80 NAQ (1.1.5)
estd bien definido en el sentido de [4]. Cuando Qp = ! denotaremos

B(b,Q) := B(b).
Si p C Q, entonces 8 C Q y por definicién
B(b,Q0)p =Dy = ¢,
es decir, B(b, Q) se convierte en el operador de frontera Dirichlet, denotado en lo sucesivo por
D.
1.1.4 Marco funcional
En lo que al marco funcional se refiere, de aqui en adelante para cada p > 1 denotaremos por

W2 (Q) := {u € W2(Q) : B(b)u=0},

Wi Q) = | Wsr) (@) C H(Q).
p>1

Recalcar que para cada p > N, N
W2(Q) — % () (1.1.6)

¥ que gracias al Teorema VIIL1 de [49], cada u € W2(Q) es en c.t.p. de Q dos veces diferenciable.
También, de aqui en adelante C3°(f2) representar el espacio de funciones e clase C*® con
soporte compacto en §2, C°(QUT) el espacio de funciones de clase C* con soporte compacto
en QUT, y H} () denotar la clausura en H1(Q) del conjunto de funciones C*(QUTY).
Los anteriores espacios funcionales serdn los espacios funcionales naturales en los cuales serd
desarrollada nuestra teoria.
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1.2 Autovalores principales de problemas de valores en la fron-
tera de tipo mixto

Bajo las hipdtesis de la Seccién 1.1, consideremos para cada V' € L () y b € C(I';) el problema
de autovalores de tipo mixto

(L+V)p=Ap en Q,
{ B(b)p = 0 en Q. (1.2.7)

Es conocido de los resultados de [4] que existe el menor autovalor real de (1.2.7) denotado en
lo sucesivo por of}[L + V,B(b)] y denomiando autovalor principal de (L + V,B(b),Q). El auto-
valor principal es simple y asociada con él hay una autofuncién positiva, Unica salvo constante
multiplicativa, denotada por ¢|z4v,5() Y denominada autofuncidn principal de (L + V, B(b), Q).
Gracias al Teorema 12.1 de [4] la autofuncién principal satisface que

PleviBe) € Whe (@) C H(Q)

y es fuertemente positiva en 2, en el sentido de que
PlC+V,B(b)] (z)>0 VzeQuI, A Ovp(c+v,B(b)] (z)<0 Vzely.

De hecho, o$}[£ + V, B(b)] es el tnico autovalor de (1.2.7) que posee una autofuncién positiva, y
es dominante en el sentido de que cualquier otro autovalor o de (1.2.7) satisface

Ro > oL+ V,B(b)].

Ademais, tomando
(L+V)p=(L+Vlwz, @

se verifica que para cada w > —a$}[L + V,B(b)] y p > N el operador
W+ (L+ V)™ € L(Lp(Q))

es positivo, compacto e irreducible (cf. [47, V.7.7]).

En lo sucesivo, dado cualquier subdominio ﬁropio Qo de Q de clase C? verificando (1.1.4),
denotaremos por a?° [£ + V,B(b,Qp)] al autovalor principal del problema lineal de valores en 1
a frontera

(L+V)p=Ap en Qo,
{ B(b,Q)p=0 en 80, (1.2.8)

donde B(b,) es el operador de frontera definido por (1.1.5). Con el objeto de trabajar con
dominios con un nimero finito de componentes conexas, introducimos a continuacion el concepto
de autovalor principal para un dominio con varias componentes conexas.
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Definicién 1.2.1 Sea Q0 un subconjunto abierto de Q satisfaciendo (1.1.4), con un nimero
finito de componentes conezas de clase C2?, digamos Qh, 1< 7 <m, tales que

BNt =0 s i#j
Entonces, el autovalor principal del problema (L + V,B(b,%), Q) es definido por

oML + V, B(b, Q)] := min oL+ V, Bb, ). (1.2.9)

Nota 1.2.2 Debe ser destacado que ya que Qp es de clase C? y satisface (1.1.4), se sigue de las
anteriores consideraciones que cada uno de los autovalores principales

oBL+V,BB,M), 1<j<m,

estd bien definido. Esto muestra la consistencia de la Definicidn 1.2.1.

Ahora introducimos el concepto de autovalor principal para una clase general de problemas
lineales elipticos de valores en la frontera con peso.

Definicién 1.2.3 Para cada W € Lyo(2), cualquier valor de A para el cual el problema

(1.2.10)

Lo=AWp en Q
Bb)p=0 en 09;

admita una solucién positiva ¢, serd denominado un autovalor principal de (L, W,B(b),Q).
Ademds, si A es un autovalor principal de (L, W, B(b),Q) con

N[L-AW]=spanlpg] y We¢&R[L-AW],
se dird que A es un autovalor simple de (L, W, B(b),Q).
El concepto previo de autovalor simple es consistente con el concepto de autovalor simple de
(£ = AW, W) en Q introducido en {14]. Asi, por la unicidad del auto-par principal asociado con
(L — AW, B(b),?), garantizada por [4, Teorema 12.1], se sigue de la Definicién 1.2.3 que los
autovalores principales de (1.2.10) estdn dados por los ceros de la aplicacién

T(A) = oL - A\W,B(b)], AeR.

Nos remitimos al capitulo 2 para detalles adiccionales.
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1.3 El principio del maximo fuerte

A lo largo del desarrollo de toda esta memoria utilizamos la relacién de orden natural en el
espacio producto Ly(Q2) x L,(09). A saber,

(fua) 2 (fag)efizfeAa2g.

Seré dicho que (f1,91) > (f2. 92) si (f1,91) = (f2,92) ¥ (f1,91) # (f2,92).

Con el fin de enunciar la caracterizacién del principio del méximo fuerte para problemas
de valores en la frontera con condiciones de frontera generales, en términos de la existencia
de una supersolucién positiva estricta y en términos de la positividad del autovalor principal,
introducimos los siguientes conceptos.

Definicién 1.3.1 Supongamos que p > N y sea V € Loo(f2). Se dice que una funcidn i €
W2(RQ) es una supersolucidn positiva estricta de (L+V,B(b),Q) si@ > 0 y ((£+V)a, B(b)a) > 0.

Definicién 1.3.2 Supongamos que p > N. Se dice que una funcion u € Wg(Q) es fuertemente
positiva en Q, si u(z) > 0 pare cada z € QUT, y dgu(z) < 0 para cada z € Ty con u(z) =0y
cualquier campo vectorial exterior y no tangente B € C1(Tg, RY).

Definicién 1.3.3 SeaV € Loo(f). Se dice que el problema (L+V, B(b),?) satisface el principio
del mdzimo fuerte sip > N, u € W2(Q), y (£L+V)u, B(b)u) > 0 implican que u es fuertemente
positiva en el sentido de la Definicidn 1.3.2.

La siguiente caracterizacién del principio del méaximo fuerte es un reciente resultado debido
a H. Amann y J. Lépez-Gdmez [5], donde la previa caracterizacién de J. Lépez-Gémez & M.
Molina-Meyer [36], obtenida originalmente para condiciones de frontera Dirichlet, fue mostrada
ser satisfecha para un operador de frontera general de la forma (1.1.2). Tal caracterizacién nos
proporciona una de las principales herramientas técnicas para hacer muchas de las comparaciones
utilizadas a lo largo de toda esta memoria.

Teorema 1.3.4 Para cada V € Lo(Q) las siguientes afirmaciones son equivalentes:
e o¥[L+V,B(b)] > 0;
o (L +V,B(b),Q) posee una supersolucidn positiva estricta;

o (L+V,B(b),Q) satisface el principio del mdzimo fuerte.

1.4 Soluciones débiles, soluciones fuertes, subsoluciones y su-
persoluciones para problemas semilineales
En esta seccién introducimos los conceptos de solucién débil, solucién fuerte. subsolucién y

supersolucidn para problemas semilineales de valores en la frontera, con condiciones de frontera
Dirichlet y condiciones de frontera de tipo mixto.
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Para establecer el concepto de solucidn débil para estas clases de problemas de valores en la
frontera, bajo las hipé6tesis de la Seccién 1.1, es suficiente suponer que

aij =i €C(QNWe,(Q),  1<i,j<N. (1.4.11)

Sean, para cada V € L (Q2) y A € R, los problemas de valores en la frontera

L+V)u=F(\z,u) en 0,
{‘EL:O) o) o o9, (14.12)
y
(L+V)u=F(Az,u) en Q, )
{ B(byu = 0 en 89, (1:4.13)
donde

F(A"s') :x LZ(Q) i L2(Q)’
para cada A € R..

Definicién 1.4.1 Supongamos (1.4.11). Se dice que una funcién ¢ € H}(Q) es una solucion
débil de (1.4.12) si

N N .
9 0¢ /-. o¢ / _/
,-JZ__;I/QaUa-'Di 8:1:,- +§ Qa1§a$i + Q(a0+V)§<p_ nF(>Hx:<P)§,
para cada £ € C°(N), donde
&.-—a--}-zN:_aﬁi_ieL (Q) 1<i<N (1414)
R T =t= 4.

Definicién 1.4.2 Sea Q un dominio con frontera 8Q = oUT de clase C2, donde I'y y Ty son

dos subconjuntos disjuntos abiertos y cerrados de 00 y denotemos por n = (n,...,nyN) a la
normal ezterior unitaria a Q en I'y. Se dird que el campo vectorial v := (v1,...,un) es el campo
vectorial conormal sobre 'y, si v viene dado por
N
viz=) aynj, 1<i<N; (1.4.15)
=1

donde a;5,1 < i,j < N son los coeficientes definidos en (1.1.1). En este caso la derivada 9,
definida por (1.1.3), serd denominada derivada conormal sobre I'y.

Nota 1.4.3 Debe ser destacado que si u > 0 representa la constante de elipticidad de L y
asumimos que (1.4.15) se verifica, entonces

N
(v,n) = > agmgns 2 pinlf =p >0,
i,j=1
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y por tanto, v es un campo vectorial ezterior y no tangente. También, debe ser notado que si
o;; €CY(Q), 1<4,j < N, entonces v € C1(T',RYN), ya que 9 es de clase C2.
A lo largo de esta memoria el campo vectorial conormal desempeard un papel crucial.

Definicién 1.4.4 Supongamos (1.4.11). Asumamos ademds que v es el campo vectorial conor-
mal sobre Ty, es decir, (1.4.15) se verifica sobre I'y. Entonces, se dice que una funcidn ¢ €
H{ () es una solucidn débil de (1.4.13) si

al Op 6 [ .. 0
i,j=1/0aija—$i%;+i§/ﬂai§-6;+/n(ao+V)€<P—/QF()\,x,QO)E—/FIbE%

para cada § € C°(QUT)), donde &;, 1 <i < N son los coeficientes definidos por (1.4.14).

Ahora establecemos el concepto de solucidén fuerte y solucién positiva para (1.4.13).

Definicién 1.4.5 Se dice que una funcidn u es una solucidén fuerte para el problema (1.4.13),
siu € sz(Q) para algin p > N y satisface (1.4.13). Si ademds u > 0 en , entonces se dird
que u es una solucidn positiva de (1.4.13).

En lo sucesivo las soluciones de (1.4.13) serdn consideradas como pares-solucién de la forma
(A, u). Asi, se dird que el par (Mo, uo) es una solucién de (1.4.13) si ug es una solucién de (1.4.13)
para A = Ag. Lo mismo para las soluciones de (1.4.12).

Ahora introducimos el concepto de supersolucidn positiva y subsolucidn positiva para el
problema (1.4.13).

Definicién 1.4.6 Sean A€ R, p> N yu¢€ Wg(Q) Entonces:

a) Se dice que u es una supersolucidn positiva de (1.4.13), siu>0en Q y

(L+V)u>F(\z,u) en Q,
B(b)u >0 en 0Q.

En el caso particular de que alguna de las anteriores desigualdades se verifique de forma
estricta, se dird que la supersolucidn positiva u es estricta.

b) Se dice que u es una subsolucidn positiva de (1.4.13), siu>0inQ y

(L+V)u < F(\z,u) en Q,
Bb)u<0 en 00.

En el caso particular de que alguna de las anteriores desigualdades se verfique de forma
estricta, se dird que la subsolucion positiva u es estricta.



Capitulo 2

Propiedades de Autovalores
Principales

En este capitulo se caracteriza la existencia de autovalores principales para una clase general
de problemas lineales elipticos de valores en la frontera de segundo orden con pesos, sujetos a
una clase muy general de condiciones de frontera de tipo mixto. Nuestros resultados son una
extensién sustancial de la teoria clésica debida a P. Hess y T. Kato [26]. Para la obtencién de
éstos, deberemos dar un gran nimero de nuevos resultados referentes a la dependencia continua
del autovalor principal de un problema lineal eliptico de valores en la frontera de segundo orden
con respecto al dominio subyacente y a sus condiciones de frontera. Estos resultados auxiliares
complementan en cierto sentido la teoria de D. Daners y E. N. Dancer [16]. La principal her-
ramienta técnica utilizada a lo largo de este capitulo, es una reciente caracterizacién del principio
del maximo fuerte en términos de la existencia de una supersolucién positiva estricta, debida a
H. Amann y J. Lépez-Gémez [5].

2.1 Introduccién

En este capitulo estudiamos a la existencia, multiplicidad y principales propiedades de los au-
tovalores principales del problema lineal de valores en la frontera con peso

{ Lo = AW (z)p en {1, (2.1.1)

Bb)p=0 en 002,
donde se efectian las siguientes hipétesis:

a) Q es un dominio acotado en RN, N > 1, de clase C?, es decir, Q es una subvariedad
N-dimensional compacta y conexa de clase C2 de RN con frontera 99 de clase C2.

9
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b) \eR, W e L () y

N 52 N b
L:=—- i§'=:1 aij(x)m + ;ai(z)‘% + ao(z) (2.1.2)

es uniformemente fuertemente eliptico en 2 con
aij =a;; €C(Q), a€Lyo(?), 1<4,j<N, 0Sk<N. (2.1.3)

En lo sucesivo denotaremos por x> 0 a la constante de elipticidad de £ en §). Entonces,
para cada £ € RV \ {0} y = € Q2 tendremos que

N

3 ()& = plél?.

i,j=1

c) B(b) representa al operador de frontera

— P en I,
B(b)g = { o otbo el 2.1.4)

donde I'g y 'y son dos subconjuntos disjuntos abiertos y cerrados de 0Q2 con I'oUT"; = 992,
b e C(T),
v=(1,..,UN) € c(ry,RN)

es un campo vectorial exterior y no tangente, y
v :=(Vp,v).

Ademss, Iy y T'; poseen un nimero finito de componentes. Asi, B(b) es el operador de
frontera de Dirichlet sobre I'g, denotado en lo sucesivo por D, y el operador de frontera
de Neumann o de derivada oblicua regular de primer orden sobre I';. Debe ser destacado
que o bien I'g o I'; puede ser el conjunto vacio.

Recalcamos que por un autovalor principal de (2.1.1) entendemos un valor de A € R para el
que existe una funcién positiva ¢ que es solucién del problema lineal de valores en la frontera
(2.1.1).

El an4lisis de la existencia de los autovalores principales de (2.1.1) es absolutamente necesario
para tener un conocimiento completo de la estructura del conjunto de soluciones positivas de
una amplia clase de problemas semilineales elipticos de la forma

{ Lu = Af(z,u)u en 1, (2.1.5)

B(b)u =0 en 0N,

donde f: € x [0,00) — R es una funcién continua y X es considerado como un pardmetro real.
Observar que \ puede ser el inverso de un coeficiente de difusién d := 1/ en frente de £ cuando
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A > 0, y que, desde el punto de vista de las aplicaciones a las ciencias aplicadas y a la ingenieria,
uno estd interesado en analizar cdmo varia la dindmica de las soluciones positivas del modelo
parabdlico asociado a (2.1.5) cuando la difusién, o equivalentemente A, cambia. Adoptando este
punto de vista, los autovalores principales de la linealizacién alrededor de cualquier solucién
positiva del problema, nos proporcionan el rango de valores del pardmetro para los cuales la
solucién matemadtica puede ser una solucién fisica de un sistema gobernado por (2.1.5).

En lo que concierne al contenido matematico de este capitulo, debe ser destacado que nuestras
condiciones de frontera generales no se encuentran dentro del marco cldsico, ya que estamos
tratando con condiciones de frontera de tipo mixto y b pudiera ser negativa o nula en alguna
regién de alguna de las componentes de I';. En las aplicaciones estas condiciones de frontera
surgen de forma natural; por ejemplo, cuando uno linealiza alrededor de una solucién positiva
del problema no lineal de radiacién

Lu = Af(z,u)u en {2,
{ dyu = uP en 00, (2.1.6)
donde p> 1y f: £ x [0,00) = R es una funcién de clase C!. En efecto, si ug es una solucién
positiva de (2.1.6), entonces la linealizacién de (2.1.6) alrededor de ella viene dada por
Lu = Moy f(z, uo(z))uo(z) + f(z, uo(z))|u en 2, (2.17)

dyu — pub~ (z)u =0 en 09, -

¥y, por ello, efectuando la eleccién
W(z) = 0,f(z,uo(z))uo(z) + f(z,u0(z)),  b(z):=-puf~'(z), To=0, (218)

(2.1.7) se encuentra en nuestro marco abstracto de trabajo. Obsérvese que b < 0 en I';. Los au-
tovalores principales de (2.1.8) nos proporcionan los valores del parametro A donde la solucién
ug llega a ser estable, y por tanto, su conocimiento es absolutamente crucial en orden a poder
predecir el comportamiento asintético de las soluciones de estos problemas no lineales de ra-
diacién.

El anélisis del caso cldsico cuando el potencial W tiene signo definido y est4 alejado de cero
no ofrece ninguna dificultad matematica especial y estd muy bien documentado en la literatura
(e.g. R. Courant & D. Hilbert [13]); en el caso clasico, (2.1.1) posee un dnico autovalor principal.
El anilisis de (2.1.1) en el caso mds general e interesante en que el potencial W cambia de signo
se remonta a los trabajos pioneros de A. Manes & A. M. Micheletti [39], donde fue abordado el
problema en el caso especial en el que £ es autoadjunto, y P. Hess & T. Kato {26] (cf. P. Hess
[25] y sus referencias), donde se demostrd para operadores no necesariamente autoadjuntos que
en el caso en el que los coeficientes de £ y el potencial W son Hélder continuos, y ademdés b > 0,
v es la normal exterior unitaria, o$}[£, B(b)] > 0, y o bien Iy = 0, o T'; = 0, entonces (2.1.1)
posee dos autovalores principales; uno de ellos negativo y el otro positivo. De aqui en adelante,
o}, B(b)] representara al autovalor principal de £ en § sujeto al operador de frontera B(b)
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definido por (2.1.4), es decir, o[£, B(b)] representars al tnico autovalor del problema

Lo=0cp en 2,
B(b)p=0 en 090,

que posee una autofuncién positiva. Posteriormente, J. Lépez-Gémez eliminé la hipétesis de
coercividad

oL, B(b)] > 0 (2.1.9)
del enunciado del teorema dado por P. Hess y T. Kato en el caso particular en el que I'; =@ (cf.

[33] y [35]), es decir, cuando B(b) = D es el operador de Dirichlet. Tal sustancial generalizacién
fue posible gracias al siguiente resultado.

Teorema 2.1.1 Supongamos que W > 0, W # 0, es un potencial regular con un conjunto de
anulacién regular

Qo:=0\{zeQ: W()>0}.

Entonces, o
R @waﬂz - AW, D] = oi°[L, D). (2.1.10)

Por tanto, ya que
lim o[£ — AW, D] = —00’
A/o0

y la aplicacion
A — oL — AW, D]

es decreciente, se sigue que (2.1.1) posee un autovalor principal si, y s6lamente si,
o[£, D] > 0. (2.1.11)

Gracias a la célebre desigualdad debida a C. Faber [18] y E. Krahn [31], (2.1.11) es satisfecho si
la medida de Lebesgue de Qo, |Q|, es suficientemente pequea; independientemente del signo de
oYL, D). Observar que la previa caracterizacién de la existencia de un autovalor principal bajo
las hipétesis del Teorema 2.1.1 es bastante natural ya que W tiende a un potencial cldsico cuando
|Q0| \, 0. Ahora, gracias a la continuidad del autovalor principal con respecto al potencial, uno
puede darse cuenta ficilmente que bajo la condicién (2.1.11) si W es perturbado por un potencial
W < 0 de pequea amplitud, entonces el problema lineal (2.1.1) para el potencial perturbado
W + W debe tener al menos un autovalor principal préximo al autovalor principal del problema
no perturbado. Ademss, utilizando la analiticidad y concavidad de la aplicacién

A — I(A) := oL — AW + W), D)

muestra la existencia de exactamente dos autovalores principales, [35]. Resumiendo, si (2.1.11)
se cumple y la amplitud de W < 0 es suficientemente pequea, entonces el problema (2.1.1) para

el potencial perturbado W + W posee dos autovalores principales; los dos ceros de la aplicacién
Z(N).
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Es interesante mencionar que, junto al interés del Teorema 2.1.1 para caracterizar la existen-
cia de autovalores principales de (2.1.1), ha sido mostrado que (2.1.10) es crucial en el anlisis
semi-cldsico de operadores elipticos de segundo orden involucrando potenciales con pozos degen-
erados. En la actualidad, el Teorema 2.1.1 fue el punto de partida para analizar algunos antiguos
problemas abiertos propuestos por B. Simon (48] (cf. E. N. Dancer & J. Lépez-Gémez [17)).

En este capitulo adoptamos la misma metodologia que en [35]. Asi, nuestro primer propésito
serd obtener una versién general del Teorema 2.1.1 en nuestro marco general abstracto. Los
resultados de este capitulo proporcionan mejoras sustanciales de todos los resultados encontrados
en [35], incluso en el caso mas simple en el que B(b) es el operador de Dirichlet, D. Pero ahora
el an4lisis matemadtico serd més complicado que en [35], ya que el Teorema 2.1.1 est4 basado
en la dependencia continua de o§}[£, D] con respecto a (2, y es conocido que trabajando bajo
nuestras condiciones generales de frontera la dependencia continua de o[£, B(b)] falla si ['g = 0
y b =0 (cf. los contraejemplos de Seccién VI.2.6 en Volumen I de [13]). Como resultado de esta
contrariedad, un gran esfuerzo ha sido hecho por analizar cémo varia el espectro del operador
—A bajo condiciones de frontera Neumann homogéneas cuando el dominio es perturbado, e.g.
J. K. Hale & J. M. Vegas (23], J. M. Arrieta [6], J. M. Arrieta et al. [7], y S. Jimbo [27], [28],
donde fue desarrollado un pormenorizado andlisis del comportamiento de los autovalores de
tipo Neumann, para dominios formados por dos esferas unidas por un corredor que tiende a un
segmento. Posteriormente, E. N. Dancer & D. Daners {16] mostraron cémo el clésico problema
de tipo Robin, es decir, el caso en el que ' = 0 y b estd acotada inferiormente por una constante
positiva, se comporta de forma muy parecida al problema de Dirichlet, basicamente porque los
problemas de tipo Robin clésicos tienen propiedades de regularidad similares al problema de
Dirichlet, independientemente de la geometria del dominio, mientras que este no es el caso para
el problema de Neumann. Algunos resultados previos sobre problemas de tipo Robin fueron
encontrados en M. J. Ward & J. B. Keller [50] y M. J. Ward et al. [51], donde el método de
desarrollos asintéticos fue utilizado para calcular los autovalores y autofunciones perturbadas
para algunos casos especiales de interés en las aplicaciones. Como en este capitulo estamos
trabajando bajo condiciones de frontera mixtas generales y en particular b(z) puede anularse
en alguna regién de alguna de las componentes de I';, siendo ademés negativa en otras regiones
de estas componentes, para obtener la dependencia continua de o§}[£, B(b)] con respecto a Q es
imperativo restringirnos a considerar perturbaciones de {2 alrededor de su frontera Dirichlet, I'g.

Bajo nuestras hipdtesis generales, la existencia y unicidad del autovalor principal o§}{£, B(b)]
proviene de H. Amann [4], y la caracterizacién del principio del méximo fuerte en términos
de la positividad del autovalor principal y en términos de la existencia de una supersolucién
positiva estricta es un reciente resultado debido a H. Amann y J. Lépez-Gomez [5], donde
la caracterizacién de J. Lépez-Gémez & M. Molina-Meyer (36], obtenida originalmente para
condiciones de frontera Dirichlet, se generalizé para un operador de frontera general de la forma
(2.1.4). Tal caracterizacién es la herramienta técnica clave para obtener muchos de los resultados
de comparacién utilizados a lo largo de todo este trabajo, entre ellos la monotonia de o}[£, B(b)]
con respecto al potencial y al dominio subyacente, su caracterizaciéon puntual mini-max, y su
concavidad.
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La dependencia continua de o[£, B(b)] con respecto a las perturbaciones de ) alrededor de
Ty nos proporcionara el siguiente resultado que extiende sustancialmente el ya obtenido en el
Teorema 2.1.1.

Teorema 2.1.2 Supongamos que
a; €C(), aeC@, 1<i,j<N,

yW € Lo(R2), W 2 0, es un potencial para el cual ezisten un subconjunto abierto Qo de  y
un subconjunto compacto K de () con medida de Lebesgue cero tal que

Kﬂ(QoUF1) =0,

Qr:i={zeQ : W(z)>0} =0\ (QUK),

y se verifica cada una de las siguientes condiciones:

a) U posee un nimero finito de componentes de clase C2, digamos Q{;, 1 < j < m, tales que
BN =0sii#j5,y .
diSt(Fl, N Q) >0.

Asi, si denotamos por 'Y, 1 < i < ny, a las componentes de Ty, entonces para cada
1<i<mn obienTi C 8 oTiNdQ = 0. Ademds, si Iy C 0, entonces I'y debe
ser una componente de Q. En efecto, si It N8 # O pero T} no es una componente de
09y, entonces dist(I'}, 000N Q) = 0.

b) Denotemos por {ii,...,ip} al subconjunto de {1,...,m1} para el cual I‘{ N = B si,
y sdlamente si, j € {i1,...,ip}. Entonces, W estd alejado de cero en cada subconjunto
compacto de

p .
S Quyry.
i=1

¢) Denotemos por FE,, 1 < i < ng, a las componentes de 'y, y sea {11, ...,1q} el subconjunto
de {1,...,no} para el cual (8 UK)NTY # 0 si, y sblamente si, j € {i1,....14}. Entonces,
W estd alejado de cero en cada subconjunto compacto de

Q. U[LJ TE\ (9% U K.

i=1
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d) Para cadan > 0 ezisten un nimero natural £(n) > 1 y £(n) subconjuntos abiertos de RN ,
G}, 1<j<4n), con|G]| <n, 1< j<(n), tales que

GINnGl=0 s i#7,

i J
£(n)
KclJar,
=1

y para cada 1 < j < €(n) el conjunto abierto G7 N es conezo y de clase C2.

e) v es el campo conormal sobre I'y N 8.

Entonces,
Jim of[C + AW, B(b)] = o7°[£, B(b, )], (2.1.12)

donde B(b,Qp) es el operador de frontera definido por

_ e en IMNpNQ,
B(b, o)e "{ Bib)p  en 0QyNAN.

La demostracién del Teorema 2.1.2 esta basada en la caracterizacién del principio del maximo
fuerte de H. Amann & J. Lépez-Gémez [5] a través de la construccién de adecuadas supersolu-
ciones; tal construccién es muy delicada ya que contiene varios detalles técnicos. Durante la
construccién de estas supersoluciones debemos aumentar ligeramente Qg y este es el preciso
momento cuando la dependencia continua del autovalor principal con respecto al dominio es
necesitada.

La dependencia continua del autovalor principal se demostrard que se verifica para una clase
muy general de dominios que son estables con respecto al operador de frontera B(b) (cf. Seccién
2.6 para mds detalles). Parece que éste es el primer trabajo donde el concepto de estabilidad ha
sido introducido en el contexto de operadores de frontera generales. El concepto de estabilidad
de un dominio proviene de I. Babuska [8] y I. Babugka & R. Vyborny [9] donde fue utilizado
para generalizar algunos resultados pioneros de R. Courant & D. Hilbert [13] sobre la variacién
continua de autovalores principales con respecto al dominio Q en el caso especial en el que
Iy = 0 y £ es autoadjunto. La estabilidad de un subconjunto de RV es una condicién muy
débil que, ademds de jugar un papel central en la teoria del potencial por proporcionarnos todos
los dominios para los cuales el problema de Dirichlet tiene sentido, (cf. D. R. Adams & L. L
Hedberg (1], E. N. Dancer [15], y sus referencias), ha desempeado un papel muy importante en
la resolucién de diversos problemas en anilisis (cf. L. I. Hedberg [24]).

Otra propiedad que vamos a analizar en este capitulo es la dependencia continua del autovalor
principal o{![£, B(b)] con respecto a la funcién peso en la frontera b. Nuestro principal resultado
establece lo siguiente:
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Teorema 2.1.3 Denotemos por o(Loo(I'1), L1(I'1)) a la topologia débil * de Loo(T'1) y supong-
amos que b, € C(T'1), n > 1, es una sucesidén tal que

Jl.r{.lob" =b en G(Loo(rl),Ll(Fl)) .

Entonces,

lim o[£, B(ba)] = o[£, B(b)] -

Parece que éste es el primer resultado general concerniente a la dependencia continua del au-
tovalor principal con respecto a b disponible en la literatura. Debe ser destacado que el Teo-
rema 2.1.3 es un resultado muy general que tiene fuertes consecuencias. Por ejemplo, se sigue
facilmente del Teorema 2.1.3 que si ug es una solucién positiva estable de (2.1.6) y u; es una
solucién positiva inestable de (2.1.6), entonces ug y u; deben estar separadas en la norma L.

Con el fin de construir familias generales de potenciales indefinidos para los cuales (2.1.1)
posea dos autovalores principales, descompondremos el potencial en la diferencia entre su parte
positiva y su parte negativa

W=wt-w-, W := max{W, 0},
y supondremos que, por ejemplo, W+ satisface todos los requisitos del Teorema 2.1.2 y

o[£, B(b, Q)] > 0, (2.1.13)

donde Qf representa el conjunto abierto maximal de anulacién de W. Por tanto, se plantea
una cuestién bastante natural. ;Cémo debe ser 2, y b para obtener la condicién de coercividad

+
(2.1.13)?. En el caso en el que B(b, ) = D hemos probado que 0'?° [£, D] crece a infinito con
orden |QF|~% cuando |QF| \, 0. Precisamente, hemos obtenido el siguiente resultado.

Teorema 2.1.4 Supongamos
i ECYNWL(Q), 1<i,j<N.
Entonces,
+

liminf o5 [£, D)|OF ¥ > uZi1|Bu| ¥,

197 1\0
donde B, es la bola unidad de RN, £; = af‘ [-A,D] y p es la constante de elipticidad de L.
Por otra parte, se demuestra el siguiente resultado.

Teorema 2.1.5 Supongamos

a; €C(Q), e@eC(@), 1<4,j<N,
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y sea b, € C(T1 NANYE), n > 1, una sucesién arbitraria tal que

lim min b, =00.
n—o0 I‘mang'

Entonces,
+ +
lim 7 (£, B(ba, 9F)) = 01° [£, D).

De este modo, combinando el Theorem 2.1.4 con el Theorem 2.1.5 obtenemos que (2.1.13) se
cumple si |QF | es suficientemente pequeo y blr‘maﬂf{ es suficientemente grande, lo cual responde
completamente a la cuestién planteada anteriormente.

Una vez que hemos discutido algunos de los principales resultados de este capitulo, pasamos a
describir brevemente su organizacién. En la Seccién 2.2 utilizamos la caracterizacién del principio
del méximo fuerte para obtener las monotonias del autovalor principal con respecto al potencial,
al dominio, y a la funcién peso en la frontera b. En la Seccién 2.3 utilizamos la caracterizacién
del principio del méximo fuerte para dar una caracterizacién puntual mini-max del autovalor
principal que extiende el resultado correspondiente de M. Protter y H. Weinberger (45] y Teorema
4.5 de R. G. Pinsky [44], obtenido para condiciones de frontera Dirichlet. En la Seccién 2.4
combinamos la caracterizacién mini-max obtenida en la Seccién 2.3 con la ellipticidad de L,
para dar una prueba elemental de la concavidad del autovalor principal respecto del potencial.
Aunque nuestro resultado es sustancialmente mas general, debemos mencionar que la concavidad
de la cota espectral con respecto al potencial proviene de T. Kato [29]. La concavidad se utilizard
en la Seccién 2.11 para obtener resultados de multiplicidad exacta de autovalores principales de
(2.1.1). En la Seccién 2.5 introducimos el concepto de estabilidad de un dominio para nuestras
condiciones de frontera generales y mostramos que cualquier dominio que satisfaga la propiedad
del segmento es estable. En la Seccién 2.6 demostramos la dependencia continua del autovalor
principal con respecto a cualquier perturbacién admisible de un dominio estable. Incluso cuando
nos restringimos a considerar el caso especial en el que I'y = @, nuestros resultados serdn mejoras
sustanciales de los correspondientes resultados de [35], ya que en este capitulo estamos asumiendo
que

ai; €CHA), a@meC), 1<4j<N,
en lugar de :
oi; €CYHA), e@eClQ), 1<i,j<N,
como se supuso en [35] (cf. Teorema 4.2 de [35]). En la Seccién 2.7 demostramos el Teorema 2.1.3,
en la Seccién 2.8 demostramos el Teorema 2.1.5, en la Seccién 2.9 demostramos el Teorema 2.1.4,
y en la Seccién 2.10 demostramos el Teorema 2.1.2. Finalmente, en la Seccion 2.11 aplicaremos
la teoria previa para caracterizar la existencia de autovalores principales de (2.1.1).

2.2 Propiedades de monotonia

En esta seccién utilizaremos la caracterizacién del principio del méximo fuerte dada en el Teo-
rema 1.3.4 para obtener algunas propiedades de monotonia del autovalor principal. El siguiente
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resultado muestra la dominancia del autovalor principal del operador £ sometido a condiciones
de frontera Dirichlet homogéneas.

Proposicion 2.2.1 Supongamos que I'y # 0. Entonces,
o[£, B()] < of[£, D],

Demostracién: Denotemos por y(z 5] ¥ (¢, p 2 la autofunciones principales asociadas con los
autovalores principales o}[L, B(b)] y o§}|C, D], respectivamente. Ya que P(c,B(v)] €S fuertemente
positiva, para cada z € QUI'; tenemos que @iz ) (z) > 0y por eso, y| () > 0 en IN. De este
modo, [z a(5) NOS proporciona una supersolucién positive estricta de (£ — o${L, B(b)], D, Q).
Por tanto, gracias al Theorem 1.3.4, obtenemos que

0 < o[£ - o7[£, B(b)), D] = of'[L, D] - o[£, B(b)].

Esto concluye la demostracidn. m]

El siguiente resultado muestra la monotonia del autovalor principal con respecto al dominio
subyacente.

Proposicién 2.2.2 Sea Qg un subdominio propio de 2 de clase C? verificando (1.1.4). Entonces,
o[£, B(b)] < o[£, B(b, )],
donde B(b,) es el operador de frontera definido por (1.1.5).

Demostracién: Denotemos por ¢ ()] 12 autofuncién principal asociada con oL, B(b)]. En-
tonces,

(£ - oL, BO)pic,a6) =0 en Qo,

‘P[C,B(b)](z) >0 si z€dWpNQ,
PLL,B(b)] (z)=0 si z€0QyNTy,
ayqo[c'g(b)] (z) + b(x)cp[c,g(b)] (z)=0 si z€dQNT,y.

Ademss, 0Q N Q # B, ya que Qg es un subdominio propio de Q. Por tanto, iz s es una
supersolucién positiva estricta de (£ — o[£, B(b)], B(b,Q0), Q) ¥ se sigue del Teorema 1.3.4 que

0 < oi®[L — o2[L, B(b)], B(b, Q)] = ai[L, B(b, )] — 0 2[L, B(b)].
Esto concluye la demostracion. |
El siguiente resultado muestra la monotonia del autovalor principal con respecto al potencial.

Proposicién 2.2.3 Sean P, P, € LOO(Q) tales que P, < P, en un conjunto de medida de
Lebesgue positiva. Entonces,

oQ(L + Py, B(b)] < oL + Py, B(b)].
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Demostracién: Denotemos por ¢; la autofuncién principal asociada con o}[L + Py, B(b))].
Entonces,
(L+ P —of[L+ P, Bb)])p1 = (P2 — Py >0

en §2. De este modo, ¢; es una supersolucién positiva estricta de
(L + P, - o[C + Py, B(b)], B(b), )
y por tanto, gracias al Teorema 1.3.4,
0 < oL+ Py — of[L + Py, B(b)], B(b)] = o[£ + P, B(b)] — oSH[L + Py, B(b)].

Esto concluye la demostracién. m]

Como una consecuencia inmediata, de este resultado obtenemos la dependencia continua del
autovalor principal con respecto al potencial.

Corolario 2.2:4 Sea P, € Lyo(Q), n 2> 1, una sucesién de potenciales tal que

lim P,=P en Ly (f).

n=00
Entonces, .
lim of'[C + Pn, B(b)] = 0T (L + P, Bb)].
Demostracién: Para cada € > 0 existe un nimero natural n(e) > 1 tal que para cada n > n(e)
P—e<P,<P+c¢ en (1.
Por tanto, gracias a la Proposicién 2.2.3, para cada n > n(e) tenemos que
oL+ P,B(b)] — € < o[£ + Pa, B(b)] < oL + P,B(b)] +e.

Esto concluye la demostracién. O

El siguiente resultado muestra la monotonia del autovalor principal con respecto a la funcién
peso b(z).

Proposicién 2.2.5 Supongamos que I'1 # 0 y sean by, bo € C(T1) tal que by < by, by # bo.
Entonces,

oL, B(b)] < o[£, B(by)].

Demostracién: Denotemos por ¢; a la autofuncién principal asociada con o[£, B(b1)]. En-
tonces,
(L= ofIL,Bo))p1 =0 en Q,

p1=0enTy,y
dup1 + bapr = (b2 ~ b1)p1 > 0
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en I'1. Asi, ¢; es una supersolucién positiva estricta de (£ — o$}[C, B(b1)], B(b2), Q). Por tanto,
gracias al Teorema 1.3.4,

0< 0’{2[[: - o?[L:’B(bl)]: B(b2)] = 0{2[578(172)] - U?[[:’B(bl)] .

Esto concluye la demostracién. a
Corolario 2.2.6 Supongamos que 'y # 0, sean by, ba € C(['1) tales que by < by, by # by, y
Qo C Q un subdominio de clase C? verificando (1.1.4). Entonces,

oL, B(b)] < oi[L, B(b2, Q)] - (2.2.1)
Demostracién: Asumamos que 2 = . Entonces, (2.2.1) se convierte en

Q Qo
91 [E’ B(bl)} <o [‘C’B(b2)] 3

lo cual es garantizado por Proposicién 2.2.5. Resta mostrar el resultado cuando £y es un sub-
dominio propio de . Gracias a la Proposicién 2.2.5,

ot (L, B(b)] < 0T (L, B(b2))]-
Ademds, gracias a la Proposicién 2.2.2,
oL, B(by)] < o[£, B(be, )] .-

Esto concluye la demostracion. a

Bajo las hipétesis del Corolario 2.2.6, asumamos que 8 NIy = 0. Entonces, Qg es un
subdominio propio de Q y B(bs, Q) = D en 9. Por eso, (2.2.1) se convierte en

0T 1L, B(br)] < o1°(L, D). (2.2.2)

Esta relacién puede ser obtenida directamente de Proposicién 2.2.1 y Proposition 2.2.2. En
efecto, gracias a la Proposicién 2.2.1

o[£, B(by)] < ¢¥[L, D],
y por eso, obtenemos de Proposicién 2.2.2 que

oL, B(by)] < o[£, D).
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2.3 Caracterizacién puntual mini-max

Como una consecuencia del Teorema 1.3.4 se obtiene la siguiente caracterizacién puntual mini-
max del autovalor principal o$}[C, B(b)].

Teorema 2.3.1 Dado p> N, denotemos por Py al conjunto de funciones ¢ € W2(Q) tales que
¥(z) > 0 para cada z € Q y B(b)y > 0 en Q. Entonces,

oL, B(b)] = sup inf Ly
YeP, €

—t (2.3.1)

Demostracién: Fijemos A < o$}[£, B(b)]. Entonces,
oL~ X\, B(b)] >0

y por eso, gracias al Teorema 1.3.4, (£ — A, B(b), ) satisface el principio del mdximo fuerte. De
este modo, la tinica solucidén 1; del problema

(L= N =1 en Q,
=1 en I'o,
a1/‘/)1 +b'¢1 =1 en I't,

es fuertemente positiva. Ademis, 9, € WZ(Q) En particular, ¥, € Py y P # 0. Tenemos que
¥1(z) > 0 para cada = € Q. Por eso,

/\<% en Q.

21
Asi,

A< inf £ < sup inf —

23.2
zeQ Y veP, TEN 1/) ( )

Ya que (2.3.2) es vélida para cada A < o[£, B(b)], obtenemos que
Ly
0 .
o'[L,B(b)] < s inf —.
16 B < sup inf =

Para completar la demostracién de (2.3.1) argumentamos por reduccién al absurdo asumiendo
que

o LY
Q

L,Bb)] < s nf —.
o115 B)] < sup inf

Entonces, existe € > 0 y 9 € P, tales que para cada z € Q

Lj(z)
oL, Bb)] + € < =L TOR
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De este modo,
(L —oP[L,Bb)] ~e)y >0 en Q,
By >0 en 02,

¥y por eso, ¥ es una supersolucién positiva estricta de (£ — a$}[C, B(b)] — ¢, B(b), Q). Por tanto,
gracias al Teorema 1.3.4

0 < oL — o} L, B(b)] — ¢, B(b)] = —e,

lo cual es imposible. Esta contradiccién completa la prueba del resultado. O

2.4 Concavidad respecto del potencial
En esta seccién mostramos la concavidad de la aplicacién

Loo(Q) +— R
P — of[C+PBb)

con respecto a P. Algunos resultados previos menos generales de este tipo fueron dados en [29),
[25] y [35]. La prueba que aqui mostramos sigue el mismo esquema que la prueba del Teorema
3.3 en [35], y utiliza una estrategia procedente de [10].

Teorema 2.4.1 Para cada Py, Py € Lyo(2) y t € [0, 1] se verifica la siguiente desigualdad
oL +tP, + (1 —t) Py, B(b)] > t oL + Py, B(b)] + (1 — t) e [L + Py, B(b)]. (2.4.1)

Demostracién: Ya que £ es fuertemente uniformemente eliptico en {2, para cada z € Q la

forma bilineal
N

(a,b) = Z a,-,-(:z;)aibj,

1y=1

donde a = (ay,...,an), b = (b1,...,bn) € RY, define un producto escalar en RY y por eso,
gracias a la desigualdad de Holder tenemos que

N N N
2 aij(z)aib; < Y aij(z)asa; + Y aui(z)bib; .

1,j=1 1,7=1 i,7=1

De esta desigualdad se sigue facilmente que para cada p > N la aplicacién G : W,,'Z(Q) — Lp(2)
definida por
N

Ou Ou
G(u) = (C - ao)u + g — Z aija—:;,'-gz-l:; ,

1,j=1

ue W2(Q),
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es céncava; es decir, para cada uj, ug € WI?(Q) y t € (0,1] la siguiente desigualdad es satisfecha
G(tuy + (1 — t)ug) > tG(u1) + (1 — t) G(ug).

Observar que para cada 9 € P, se desprende la siguiente relacién

Ly _ o, 2006 _ -
= (£ — )0 + g —i;a,,axi e G(O), 6:=logy.

Consideremos Py, P; € Loo(Q), t € [0,1] ¥ %1, Y2 € Py arbitrarios. Tomemos
6; :=log s, i=1, 2.

Teniendo en cuenta que siempre que ¥ € P, se tiene que 1, % € Loo(R) y VY € Loo(,RY), se
sigue ficilmente que ¥4y3~ € P,. Entonces,

[+t PL+(1=t) Po] (i3 ~")
Wiy,

1=t
tP1+(1—t)P2+%l?1ﬁz:r
t Py + (1 - t) P + G(log(viv; ™))
tP + (1 —t) P+ G(t logyy + (1 — t) log o)
tPi+(1-t)P+tG(6y) + (1-1t)G(62)
¢ !£+£12¢1 + (1 _ t) $£+‘I1}’22¢2
1 2

t infq L—L-Cﬁfll L2 (1 —1t) infq ﬁ___L_C+$’22 L

v

v

De este modo, gracias al Teorema 2.3.1 obtenemos que

oL+t P+ (1 —t) Py, B)] > ¢ i%f(ﬁiww
1

Ya que esta desigualdad es satisfecha para toda 11, 92 € P, tomando supremos con respecto a
%1 y Y2 en el miembro derecho obtenemos que

(l: + Py)in

+(1-1¢) 1?2f »

oL+t P+ (1 —t) Py, B(b)] > tol[L + Py, B()] + (1 — t) oR[L + Py, B(b)].

Esto completa la demostracién. m]

2.5 Concepto de estabilidad

El concepto de estabilidad de un dominio proviene de Babuska [8] y Babuska & Vyborny [9]
donde fue utilizado para generalizar algunos resultados pioneros de Courant & Hilbert [13] sobre
la variacién continua con respecto al dominio Q de los autovalores de un operador diferencial
autoadjunto L sujeto a condiciones de frontera Dirichlet homogéneas en 6Q). Posteriormente, se
demostrd que este concepto jugaba un papel esencial en teoria del potencial, por proporcionarnos
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todos los dominios para los cuales el proble ma de Dirichlet tiene sentido (cf. [1] y sus referencias).
Ademds, el concepto de estabilidad fue requerido en [35] para mostrar la dependencia continua de
oYL, D] con respecto a ) para una clase genera | de operadores diferenciales £ no necesariamente
autoadjuntos.

Sin embargo, cuando tratamos con condiciones de frontera de tipo Neumann, Courant y
Hilbert [13] observaron que la dependencia continua del autovalor principal con respecto al
dominio puede fallar y por eso, la dependencia continua de o$}[£, B(b)] con respecto a Q no
es necesariamente cierta. De hecho, ésta falla si ' = 0, b =0, L = -Ayv =nesla
normal exterior unitaria. De este modo, se plantea una cuestién bastante natural. Bajo nuestras
condiciones de frontera generales, hay alguna clase general de perturbaciones del dominio para
la que se verifique la dependencia continua de o§}[£, B(b)] en Q7. En otras palabras, cémo debe
ser extendido el concepto de estabilidad del conjunto abierto {2 para que permanezca vilida la
dependencia continua del autovalor principal?

En Seccién 2.6 mostraremos que si I'g # @, 9, es la derivada conormal asociada a £ y  se
perturba de tal forma que la frontera Neumann Iy es mantenida fija, entonces o}[L, B(b)] varia
continuamente con 2. Por tanto, adoptamos los siguientes conceptos.

Definicién 2.5.1 Sea Qp un dominio acotado de RN con frontera 0Qy = TJU T tal que
I‘8 NIy = 0, donde 1"8 satisface los mismos requisitos que g, y Qn, n > 1, una sucesidn de
dominios acotados de R con fronteras 80, = TR UT de clase C? tal que

rpNr = 0, n>1,
y Iy, n > 1, satisface los mismos requisitos que I'g. Entonces:

a) Se dice que Q, converge a Sy desde el exterior si para cadan > 1

[ ]
20 C Qa1 CQn y ) O =%0.
n=1

b) Se dice que Qp, converge a Qy desde el interior si para cadan > 1
oo

QC W1 C ¥ U 9 =0.
n=1

c) Se dice que QU converge a QU si eristen dos sucesiones de dominios acotados regulares,
digamos QL y QF, n > 1, tales que QL converge a Qg desde el interior, Qf converge a Qg
desde el exterior, y para cadan > 1

AL cn, QU COE.

Nota 2.5.2 Debe ser destacado que si 2, es una sucesidn de dominios acotados convergiendo
a Qo desde el exterior en el sentido de Definicidn 2.5.1-a), entonces

dist (T'1, 00 N Qny1) = dist(T1,T3) > 0
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dist (F}, 0Qnt1 N Q) = dist Iy, P8+1) >0.

Del mismo modo, si ), es una sucesidn de dominios acotados convergiendo a Qg desde el interior
en el sentido de Definicion 2.5.1-b), entonces

dist(['1, 00, N Qn+1) = dist (Fl, 8) >0

dist (T'1, 0Qn+1 N Qo) = dist (T, [5T) > 0.

Definicién 2.5.3 Sea Qo un dominio acotado de RN con frontera 8Q = T UT; tal que
IdNT, =0, donde I'} satisface los mismos requisitos que I'g. Se dice que Qq es estable si para
cada sucesion de dominios acotados regulares Qn,, n > 1, convergiendo a Qg desde el exterior en
el sentido de Definicidn 2.5.1-a) la siguiente relacién se desprende

0o
N Hiy (@) = Hig(Q),
n=1

donde las funciones de H}.g(Qo) son consideradas como funciones de H%g(Qn) extendiéndolas

por cero fuera de Q. Recalcamos que H[1~3 () representa la clausura en H(Q,) del conjunto
de funciones C3°(Q, UT), n > 0.

El siguiente resultado muestra que si la frontera de Qg es C!, entonces ) es estable en el
sentido de Definicién 2.5.3. Este es uno de los resultados pivote de cual obtendremos nuestros
principales teoremas sobre dependencia continua del autovalor principal con re specto a Q.

Teorema 2.5.4 Sea Qg un dominio acotado de RV con frontera 89 = T UT, de clase C! tal
que T3NT = 0, donde T satisface los mismos requisitos que T'g. Entonces, Qg es estable.

Para demostrar este resultado necesitamos la siguiente versién refinada de Teorema 3.7 en
[52).

Teorema 2.5.5 Sea Q un dominio acotado de RN de clase C! con frontera
MN=Teuly, ToenI;=0,

y consideremos cualguier subdominio propio Qy C Q de clase C! con frontera
8% =Tur;, TIInr, =0,

donde T3 satisface los mismos requisitos que T'g. Denotemos por HII\O(QO) a la clausura en H'(Qp)
0
del conjunto de funciones CZ°(Q UT ).  Entonces,

Hll,g(Qo) ={ue HY() : suppucy}.
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En la prueba de este resultado usaremos el siguiente bien conocido concepto.

Definicién 2.5.6 Se dice que Qg satisface la propiedad del segmento si para cada z € 8y eziste
un entorno Uy de = y un vector v, € RV \ {0} tal que paru cada t € (0,1)

Uz N Qo + tvy C No.
Nota 2.5.7 Si Qg es de clase C!, entonces satisface la propiedad del segmento.
Demostracién del Teorema 2.5.5: Sea u € H!(Q) tal que
supp u C Qo.
Ya que 'y € QN3N y Qp es un subdominio de §2, existe € > 0 tal que
UenQcQ, U¢:=T, + B,

donde B es la bola de radio € centrada en el origen. Ademss, ya que T3 N T = @, € puede ser
elegido suficientemente pequeo tal que

Uenrd =0. (2.5.1)

Sea n € C°(U*) tal que .
n(z) =1 paracada r € Uz2.

Ya que u € H}(Q), u € H'(Qp). Por eso, debido a que el conjunto de restricciones
{#las = ¥ €CPRY)}

es denso en H!(f)), existe una sucesién ¥, € CX(RN), n > 1, tal que

lim_||9nlag — ull (a0 = 0. (2.5.2)
Consideremos las nuevas funciones

én = (Mn)lae, m21.
Gracias a (2.5.1), para cada n > 1 tenemos que

£n €CP(QUTY).

Ademds, gracias a (2.5.2),
Jim_{l&n — ull g1(q) = 0- (2.5.3)

Por Nota 2.5.7, Qp satisface la propiedad del segmento. Por eso, para cada r € I'J existe un
entorno U, de z y un vector vz € RV \ {0} tal que para cada t € (0,1)

Uz (o + tvg C Q. (2.5.4)
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Por la compacidad de I‘g existe un nimero natural m > 1 y m puntos z; € Fg, 1 <j <m, tales

que
m

roclyvus,.
J=1

Sea Upn+1 un conjunto abierto tal que Upnyy C Qg y el sistema

{Uzu"'v UzmyUm+1 }

. s A £
nos proporciona un recubrimiento de Qo \ Uz, y sea

{B1, s By B }
una particién de la unidad subordinada a ese recubrimiento. Tomemos
vi=Bi(l=nu, 1<j<m+l,
y consideremos las traslaciones
V5= 5(- — tvg;), 1<j<m, O<t<l.

Por construccion,
SUpPP Ym+1 C Supp Pms1 C Unt1

¥ U1 C Qo. Por eso,
Tm+1 € H(} (QO)

y por tanto, existe una sucesién ™! € C°(Qp), n > 1, tal que

lim ”E::H'l - ’ym+1||H1(Qo) =0. (2.5.5)

n—co
Ademés, ya que estamos asumiendo que supp u C {Jo, para cada 1 < j < m obtenemos que
supp B C Uz, Nsupp u C Uz; N Q.
De este modo, gracias a (2.5.4),
supp’y;CU,_-jﬁQo+tvszQo, 1<j<m, 0<t<l.

Y por eso,
v e Hj(Qo), 1<j<m, 0<t<l. (2.5.6)

Por la continuidad del operador traslacién, para cada nimero natural n > 1 existe t, € (0,1)
tal que

, 1<j<m. (2.5.7)

S|

e = ¥ill o) <
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Ademas, gracias a (2.5.6), para cadan > 1y 1 < j < m existe

& € C2(Q)

tal que
e = Eilleae) < % (2.5.8)
Por tanto, gracias a (2.5.7) y (2.5.8), obtenemos que
lim 62~ llm@y =0, 1<j<m. (25.9)
Ahora, consideremos la sucesién
m+1
Pn = En + ;s%, n>1.

Por construccién, para cada n > 1 tenemos que
en €CX(QUTY).

Ademss, gracias a (2.5.3), (2.5.5) y (2.5.9),
m+1
dmpn=mut 3 Bl=nju e H'(%).
J=

En (% \ U# tenemos que
m+1

Jj=1

mientras que 7 = 1 en U%. Asi,
nli_'rxgocpn =u en H'YQ),

¥y por tanto,
u € H, l{g (Qo) .

Para mostrar la otra inclusién consideremos v € HII.O(QO). Por definicién, existe una sucesién
]
pon €CC(PUl), n21, (2.5.10)

tal que
nll_’n(}° llon — ‘u.”Hx(Qo) =0. (2.5.11)
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Ahora, consideremos la nueva sucesién

¢n:={<pn en QUI, n>1.

0 en Q\(QuUly), -
Gracias a (2.5.10), (2.5.11), y debido a que TN Ty = @, tenemos que
Yo €CC(QUT), n2>1.

Ademés, ¥, n > 1, es una sucesién de Cauchy en H!(f2). De este modo, existe ¥ € H 1(Q) tal
que

Jim |[¢on — i) = 0. (2.5.12)

En particular,
lim ¥, =% ct.p.en Q,

n—o0

);poreso¢=(')enQ\Qo, ya que ¥, =0 en 2\ Qp para cada n > 1. Asi,

supp ¥ C Qp.
Por otra parte, se sigue de (2.5.12) que
Jim_{|vinlao — ¥laollmiay) =0- (25.13)
Ademas, por definicién,
¢n=Ynla,, n2=1.

De este modo, obtenemos de (2.5.11) y (2.5.13) que

u=1q,.

Por tanto, u € H(Q) y
supp u C (.
Esto concluye la demostracién. 0O

Ahora estamos en disposicién de probar el Teorema 2.5.4.

Demostracién del Teorema 2.5.4: Sea Q,, n > 1, una sucesién de dominios acotados reg-
ulares convergiendo a (g desde el exterior en el sentido de Definicién 2.5.1(a). Tenemos que
probar que

) Hep(Q) = Hrl.g (Qo). (2.5.14)
n=1

Si 4 = Qo, entonces Q, = Qp para cada n > 1 y por tanto, (2.5.14) se verifica. Por lo tanto,
para el resto de la prueba asumiremos que € es un subdominio propio de Q;.
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Asumamos que
o0
1
u € n Hpvol (Qn) .
n=1
Entonces, se sigue por definicién que
u e HY(Q,), supp u C n>1,

¥ por eso,

Qn=ﬁo.

s

u e HY(Q), supp v C

n=1

Por tanto, gracias al Teorema 2.5.5,
u€ Hllg(Qo) : (2.5.15)

Ahora, asumamos que (2.5.15) y fijemos n > 1. Si Qy = Q,, entonces
u € Hll*g (Qn) s

mientras que si p es un subdominio propio de {2, la extensién de u por cero fuera de Q,
digamos i, satisface

i@ € Hin ().

Esto concluye la demostracién. a

2.6 Dependencia continua respecto de (2

En esta seccién analizamos la dependencia continua de o[£, B(b)] con respecto a perturbaciones
del dominio Q2 alrededor de su frontera Dirichlet I'g en el caso particular en el que 9, es la derivada
conormal con respecto a L, es decir, cuando la condicién (1.4.15) es satisfecha. Por lo tanto, para
el resto de esta seccién serd asumida la condicién (1.4.15), aunque creemos que esta condicién
es necesitada exclusivamente por razones técnicas.

Denotemos por 1 > 0 la constante de elipticidad del operador £. Entonces, gracias a (1.4.15),

tenemos que
N

(wn) = 3 aynmi 2 pinf® =4 >0,
1,j=1
y por tanto, v es un campo vectorial exterior y no tangente. También, destaquemos que si
aij € C1(Q), 1 £ 4,5 < N, entonces v € C}(T';,RY), ya que I'; es de clase C2.
La dependencia continua del autovalor principal con respecto al dominio est4 basada en el
siguiente resultado, el cual nos proporciona la dependencia continua desde el erterior.
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Teorema 2.6.1 (Dependencia continua exterior) Asumamos que
a; €CHQ), weC(@), 1<ij<N, (2.6.1)

y que la condicidn (1.4.15) es satisfecha.
Sea Qy un subdominio propio de Q con frontera de clase C? tal que

0 =T3ulr,, I©inr=0,

donde 1‘8 satisface los mismos requisitos que I'g, y sea Qn, n > 1, una sucesion de dominios
acotados de RN de clase C? convergiendo a Qp desde el exterior y tal que Q, C Q, n > 1. Para
cada n > 0, denotemos por Bn(b) al operador de frontera definido por

_Ju en I,
Bn(b)u '_{ d,u + bu en Iy,

donde
I3:=02\T1, n2>0,

y denotemos por (oS [L, Ba(b)], pn) al auto-par principal asociado con (L, B,L(b),Q), donde es
asumido que la autofuncién principal estd normalizada tal que

loalaan =1, n20.
Entonces, @ € Wgo(b)(ﬂo) Y
Jim o[£, Ba(0)] = o1°[£,Bo(®)],  lim llenley — @oll s (g = 0.
Demostracién: La existencia y la unicidad de los auto-pares principales
(o[£, Ba(®)) o),  n20,
estd garantizada por el Teorema 12.1 de [4]. Por construccién, para cada n > 1
WC1 CRCQ,
y por eso, gracias a la Proposicién 2.2.2 obtenemos que
oL, Ba(0)] < o7 (£, Bas1 (0)] S o[£, Bo(b)],  n > 1.

Por tanto, el limite
of := lim o7"(L, Ba(b)] (2.6.2)

estd bien definido. Tenemos que demostrar que

of = o0(L, By(b)). (2.6.3)
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Gracias al Teorema 12.1 de [4],
®n € Wgn(b)(Qn) C Hz(Qn), n > 0.

Ahora, tomemos

N en {ln,
‘p"'“{ 0 en Q\Q., 20

Ya que ¢n € H(2) ¥ ¢n =0 en ['], para cada n > 0 tenemos que @, € H'(Q2). Ademds,
Nonllm) = llenllary =1, n=0. (2.6.4)

Asi, ya que H(f) estéd incluido de forma compacta en L?(Q2), existe una subsucesién de @y,
n > 1, reetiquetada por n, tal que

Jim ||Gn — @lz2) =0 (2.6.5)

para alguna funcién @ € L?(Q). En particular,

nli.ngo &n(z) = @(z) ct.p.en Q. (2.6.6)
Ademads, afirmamos que )
supp ¢ C {p. (2.6.7)
En efecto, escojamos
2@ 0= (] M.
=1

Entonces, ya que {,, 7 > 1, es una sucesién decreciente de conjuntos compactos, existe un
nimero natural ng > 1 tal que z ¢ (), para cada n > ng. Por eso,

én(z) =0, n>ng.

De este modo,
lim Go(z) =0 . si z¢& Q.
Por la unicidad del limite en (2.6.6) tenemos que

(,5=0 en Q\Qo,

y por lo tanto (2.6.7) estd probado. Observar que ¢,(z) > 0 paracadaz € Q, UIl'y yn >0, ya
que ¢, es fuertemente positiva en Q,. En particular, pn(z) > 0 para cada z € QqUT; y n > 0.
Por eso, (2.6.6) implica

>0 en Q. (2.6.8)
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Ahora analizamos el comportamiento limite de las trazas ¢,, n > 1, en [';. Por la regularidad
requerida sobre 9, se sigue del teorema de traza (e.g. Teorema 8.7 de [52]) que existe un
operador lineal continuo

1
"1 := H'(Qg) — W2 (T1)

tal que
miu=u|r, paracada u€ H(Q). (2.6.9)

Tal operador es denominado operador traza sobre I';.
Para cada n > 1, denotemos por i, la inclusién canénica

in: HY(Qp) = HY(Q);

in €s la restriccién a Qg de las funciones de H'((,,). Obsérvese que para cada n > 1

llénll cearr@n), o)) < 1- (2.6.10)
Ahora, tomando
Th:i=moin, n21,
obtenemos de (2.6.10) que
[Tl < vl n>1.

C(H (@)W (T) L Qo)W ()]

En particular, estos operadores estdn uniformemente acotados. Ademds, para cada n > 1 ten-
emos que

Onlry = in(n)ley = Tagn € W3 (T1),

y por eso

||<Pn|r1 ” = IlTnSan” < ”'71”

w2 () w2 () CE @Q)WE T’

donde hemos utilizado la condicién de normalizacién.

Por otra parte, la inclusién Wy (I'1) < L2(T'1) es compacta, ya que I'; es compacto (e.g.
Teorema 7.10 de [52]), y por tanto existe una subsucesién de @,, n > 1, de nuevo etiquetada
por n, tal que

im |lnlr, — ¢ llLyry) =0 (2.6.11)

n—o0

para alguna @* € Lo(I").
Ahora probamos que la correspondiente sucesién @, n > 1, es una sucesién de Cauchy en
HY (). Gracias a (2.6.5) esto muestra que

Jim_{|Gn — @l 1) =0. (2.6.12)
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En efecto, supongamos que k y m son numeros naturales tales que 1 < k < m. Entonces,
Q,n C Q4 y debido a que £ es fuertemente uniformemente eliptico en (2, integrando por partes
y teniendo en cuenta que ¢, = 0 en I'§ para cada n > 1 obtenemos

/-‘”V(‘bk - (ﬁm)"%z(s}) < Zﬁj:l fn aijg%(‘ﬁk - ‘ﬁm) 5?‘,;(951: - @m)
= SN {Un, i3 5 + o, o 2 -2 o, 050 B2}
= - zyj=1 {fnk %(ag%&f)wk + Ja.. %(aij%%?‘)wm -2/q.. %(aij%gf‘)‘PM}
+2§Yj=1 Jr, @ij %ﬁfcpknj + %ez-'-}(pmnj - 2%‘§§<pmnj} .
De esta relacién, gracias al hecho de que ¢, es la autofuncién principal asociada con
of = o[£, Ba(b)], n20,

obtenemos que

ulV(@e = m)y) < Jo,lotor — T, &3 — coprlex
+ Jo, 0T 0m — i &% — aopmlom
-2 fn,,.[”’f‘Pk - va=1 &i%f‘ — C0Pk]Pm
+3No Jr, @i {%ﬁfsoknj + Qfﬁwpmnj - 2%§f¢mnj} :

donde los coeficientes &; € C(Q), 1 < i < N, son los dados por (1.4.14). Reagrupando términos
en (2.6.13) se sigue que

(2.6.13)

plIV(@k - em)} ) S of fo, Puler — @m) + (07" = of) Jo,, V5
+of Ja., em(om — ) + Zil fnk Gi(Pm — 90k)%§{‘
+3 ) fo,. Giom e (Px — Pm) (2.6.14)
+ ka aopk(Pm — vk) + fn,,, agPm(Pk = Pm)
+ 201 Jr, @i {(sak—som)%%f + <Pm3%(tpm—99k)} nj.

Ahora, estimaremos cada uno de los términos del segundo miembro de (2.6.14). Obsérvese que,
gracias a (2.6.4), se desprenden las siguientes estimaciones

Nonllza@) <1, V@l <1, n2>0. (2.6.15)

Ademss, o7, n > 1, es una sucesién creciente acotada superiormente por o9, por construccién.
Usando este hecho junto con la desigualdad de Holder y (2.6.15) se obtiene

‘U'f /m ok — Sbm)‘ < oY @k = BmllLa@) » (2.6.16)

(oF -ob) [ k| <lor o, (26.17)
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7% [ omlom = 0| < 021 1m = Belacor
N

~ Opk
> [, iom = o 3

/ a0p(Gm - sak)l < llcollzuaylFm = Bella@) »

N
< (Z ”&i“Lw(Q)> Pm — Brllza(@)

i=1

\/ﬂ N (P ‘Pm)l < lleoll oo () 1Pm = GrllLa@) -
Con objeto de estimar las integrales sobre I'y debemos recordar que para cada n > 1
Oyon+bpon=0 en I},
donde
N
V,-:=Za,-jnj, 1<i<N.
i=1
Asi, para cada niimero natural n > 0 tenemos que
N N
Oy O .
igl aija—z:nj = ; Vi%:_l = (VSOmV> = Oyn = —bn,

Y por eso
N
]
o‘ijb_m'_(()om — @) = —=b(om — ¢x).
1,J=1 3
Por tanto,

| SNmt Sy s (on — om)3ms| = |Jp, Bok(om — ox)]

< bl oo (ry) Nk lry ooy 1 (o = m)Ies llLa(ryy »

| SNt Jry @i Pm s (om = 0I5 = |Jr, bem( = o)

Unicamente queda por estimar el término

N
- 0
Ik =) /Q ai‘Pma—xi(‘Pk ~ Pm).

i=1

(2.6.18)

(2.6.19)

(2.6.20)

(2.6.21)

(2.6.22)

< |bllzeory) lemlrs ol (r = @m)IrullLa(ry) -

(2.6.23)

(2.6.24)

Ya que & € C(f), con el fin de desarrollar una integracién por partes en (2.6.24) debemos
aproximar cada uno de los coeficientes &;, 1 < i < N, por una sucesién de coeficientes regulares,

denotada por o, n > 1.
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Fijemos 6 > 0 y consideremos el entorno tubular de Q2 de radio § > 0,
Qs := Q + Bs(0).
Para cada 1 < i < N, sea &; una extensién continua de &; a RV tal que
G €Cc(Q5), il vy = Gl L) - (2.6.25)

Ahora, consideremos la funcién

1
elel?-1 si |z] <1
)= ’
) {o si ol 21,

y la aprozimacion de la identidad asociada

In¥p(n), neN.

P = ( . p)”
Observar que para cada n > 1 la funcién p, satisface
pn€CC(RY),  supppn CBL(0),  £a20, ol mmy =1.
Entonces, para cada 1 < 7 < N la nueva sucesién

of i= pn*x Gy, n>1,

es de clase C°(RY) y converge a & uniformemente en cualquier subconjunto compacto de R
(e.g. Teorema 8.1.3 de [22]). En particular,

lim ||of|g = GillLe@) =0, 1<i<N, (2.6.26)

n—oo

ya que &;lq = &;. Ademds, gracias a (2.6.25), se sigue de la desigualdad de Young que

lofllre@my) S Mol @mlléilliemyy = 1GillLw@, 1S6SN, n2x1,  (2627)
y
|| ”Lm(RN) < || ||L1(RN)”a1”L°°(Q)’ 1<i<N, n2x1. (2.6.28)
ya que
n
9ol _ 9pn 1<i<N, n>1.

" 1
63:,- c’)a:,- ’

Por otro parte, paracada 1 <i<Nyn=>1

0 n - Bp
I3l = ([, g s
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y por eso (2.6.28) implica

” ||L°°(R. vy < (/ p)~! n||—||L1(RN)||a=||L.,°(n), 1<i<N, n>1. (26.29)

Ahora, volviendo a (2.6.24) obtenemos que para cada n > 1

8 al 9
=3 [ (6= aP)om (o = o) + > [ efomgtoc=gm). (2630

1=1

Ahora estimamos cada uno de los términos del segundo miembro de (2.6.30). Aplicando la
desigualdad de Holder se sigue facilmente que

|21 fo (6= 02)om 2 (06— m)| < (z,_l 166 = 0P o)) 18l o) IV (= Bl o
<23 ||~ ofllro (o) -

Ademads, integrando por partes se obtiene

Z/ upma%(wk—wm) Z/ (sox— tpm)a (%%HZ/ P om(Pe—Pm)ni,

i=1 =1 =1
Y por eso,
12X Jo,, 07 0ma 0k — 0m)| < (S 10220 w)) 1V Bmll o) 1Bk = Brmlliacey
8a? ~ ~ -
+ (Zﬁ.l 135N 2o ®)) 1Em 2oy 1Bk = Bl acer
+ (S 0 zo(rmy) 9mlrs Lo (0 =@m) oy llzacry -

De este modo, sustituyendo estas estimaciones en (2.6.30) y usando (2.6.15), (2.6.27) y (2.6.29)
obtenemos que para cualquier n > 1

Ikl < 2T, llés —of lle(n)'*'Ez_l &ill Lo () lemlr, Lo iy 1 (06— 0m) ey Lo(ry)
+ T8, (1+ Urw 271122l 2y @) 16l Lo |k = Bl ooy -

Ahora, fijemos € > 0. Gracias a (2.6.26) existe n > 1 tal que

22 llé: = afllz o) <

i=1

.hlm

Por eso, gracias a (2.6.5) y (2.6.11), existe ng > 1 tal que para cualquier ng < A < m
k] < 5. (2.6.31)

Por tanto, sustituyendo (2.6.16 —2.6.21) y (2.6.22 — 2.6.23) en (2.6.14) y usando (2.6.2), (2.6.5),
(2.6.11), y (2.6.31), se sigue facilmente que existe kg > ng tal que para cada kg < k <m

pIV(Br = Bm)l} e < €
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Esto prueba que ¢ € H!(2) y completa la demostracién de (2.6.12). Observar que
@l (@) = lim [1@nllare) = Hm llenllmia,) =1 (2.6.32)
Ademss, si 4! representa el operador traza de H'(f) sobre I'1, entonces
lenlr, = @l llzay) = 1 (@n = Dllzary < I e, Lo lPn — Gllen ()
y por eso, gracias a (2.6.12),
,nll,rlg'o "‘p‘nlrl - ¢|F1”L2(F1) =0.

Asi, gracias a (2.6.11) obtenemos que

Plr, =" (2.6.33)
Denotemos por

o= las (2.6.34)
Ya que ¢nla, = Pnlog, Por (2.6.12) tenemos que ¢ € H(Qp) y que

Jim [lenloe — ll1(00) =0,
Ademss, gracias a (2.6.7) y (2.6.32),
lell o) = Il 1) =1- (2.6.35)

De este modo, gracias a (2.6.8), ¢ > 0 en . Ahora mostramos que ¢ es una solucién débil de

Lo=0fyp en g,
{ Bo(b)p =0 en 89, (2.6.36)

donde oF es el limite (2.6.2) y By(b) es el operador de frontera definido por

Ju en I,
Bo(b)u := { O,u+bu en I';.

En efecto, ya que ¢ € H(Q) y supp @ C Qg se sigue de Teorema 2.5.5 que @ € Hll,g(Qo), y por
eso p = @lg, € Hllng(ﬂo)- Ahora, tomemos

£€C(QUTh).
Entonces, multiplicando la ecuacién

Lon =0Tpn en Q,, n>1,
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por &, integrando en Qy, aplicando de férmula de integracién por partes y teniendo en cuenta
que supp & C Qo UT', se sigue

69011 65 / / / / Opn
UZ- ~/Qo ij 8z, axJ Z % §+ appné = o] ené +1§ Qij—— oz, En] ’
para cada n > 1. Ademads, aplicando que
ay(pn+b(pn=0 €en Fl, nZl,

se verifica

Oon N 9o,
Z a'j - 6”‘3‘ = Zul 621 = (Ven, V)€ = 0,pn€ = =bpnr €,

i,j=1 i=1

y por eso para cada n > 1 obtenemos que
ason 65 / awn / /
= b 6.
Ya que @, = ¢Ir, ¥
Am llon = llayee =0,  lim |lealr, — @lryllzyry) =0,
pasando al limite cuando n — oo en (2.6.37) el teorema de la convergencia dominada implica

que
Z/s'zo "gz§;+z/ a13<p§+/ O‘O‘Pf—Ul/ € - /b¢€

i,j=1

De este modo, ¢ € 1o(&'lo) es una solucién débil de (2.6.36) y para cada w > —o$®[L, By(b)]

la funcién ¢ € LF (Qo) nos proporciona una autofuncién positiva de (w + £3)~! asociada al
autovalor (w+of ) . Gracias a la prueba de Teorema 12.1 de [4], el radio espectral del operador
(wmega+ L2)~! en Qp debe ser igual a (w+0of)~L. Por otra parte, gracias al teorema de Krein-
Rutman (cf. [47] App. 3.2),

spr (w+ £2)7 = (w + oi2[L, By(b)]) L.
Por tanto,
of = o{0[L, Bo(b))].

Ademss, por la unicidad de la autofuncién principal ¢ = ¢g. Esto concluye la demostracién del
resultado, ya que el argumento es vélido a lo largo de cualquier subsucesién. i

Supongamos que {2 es un subdominio propio estable de Q2 con frontera 09y = TJUT; donde
[gNT; =0y Ty es de clase C2. Aunque el autovalor principal o{[L, By(b)] pudiera no estar
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definido, ya que no estamos imponiendo ninguna condicién de regularidad sobre I'}, la prueba
del Teorema 2.6.1 todavia nos proporciona una condicién suficiente para la existencia de un
autovalor con el cual hay asociada una autofuncién positiva. Por supuesto, excepto en el caso
cuando I‘8 es de clase C2, es desconocido si es o no tnico el autovalor principal. Precisamente se
verifica el siguiente resultado.

Teorema 2.6.2 Supongamos (2.6.1) y (1.4.15). Sea Qg un subdominio propio estable de Q con
frontera

0 =TJur;, TInr =0,

donde Ty es de clase C? y I'J satisface los mismos requisitos que L. Asumamos ademds que
existe una sucesion Qn, n > 1, de dominios acotados de RN de clase C? convergiendo a
desde el exterior y tal que Q, C Q, n > 1. Denotemos por (o[£, Ba(b)], ¥n) al auto-par
principal asociado con (L, Bn(b), ), donde la autofuncidn principal es normalizada tal que

lenllm@,y =1, n21.

Entonces, eziste una subsucesion de ¢n, n > 1, de nuevo etiquetada por n, y una funcién
pE Hrl‘g (Q0) tal que

Jim_ |lonlay — @llHi(ae) =0,
¥ @ es una solucidn positiva débil de (2.6.36).
Demostracién: Sea _; un subdominio propio de clase C2 de Q tal que
00 =T5lul
con I'y 1A'y = 0. Entonces, para cada n > 1 tenemos que
o} := o[£, B, (b)] < 07 [L, B(b,R-1)],

y por eso el limite

of := lim o}
n—oo

estd bien definido. Ahora, la construccidn de ¢ tal que
Jim_ 1, = Bl =0 (2.6.38)

a lo largo de alguna subsucesién @, m > 1, de @n, n > 1, puede ser llevada a cabo con el
mismo argumento de la prueba del Teorema 2.6.1. Pero ahora para probar que

¢ = @la, € Hpg()

no podemos utilizar el Teorema 2.5.5 como en la prueba del Teorema 2.6.1. va que aqui no
estamos requiriendo que I'J sea regular. En lugar de ese argumento utilizamos el siguiente. Ya
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que para cada m > 1 tenemos que @n,, € H(Q,.) ¥ Q.. m > 1, es una sucesién decreciente
de dominios, necesariamente

Pnm € n Hllg(nnk) . m21,
k=1

Por eso, (2.6.38) implica
(=<}
pe () HI]:‘S(QHI:) = H%g(ﬂo),
k=1

ya que estamos asumiendo que {J es estable. Por tanto, obtenemos de (2.6.38) que p € H ra ().
Finalmente, el mismo argumento de la demostracién del Teorema 2.6.1 muestra que ¢ es una
solucién positiva débil de (2.6.36). Esto concluye la demostracién. a

El siguiente resultado nos proporciona la dependencia continua desde el interior.

Teorema 2.6.3 (Dei)endencia continua exterior) Supongamos (2.6.1) y (1.4.15). Sea Qq
un subdominio propio de Q con frontera de clase C? tal que

8 =TquTy, TIYnr =0,

donde 1"8 satisface los mismos requisitos que Iy y sea Q,, n > 1, una sucesidn de dominios
acotados de RN de clase C? convergiendo a Qy desde el interior. Para cada n > 0, denotemos
por B,(b) al operador de frontera definido por

_Ju en I,
Bn(b)u = { O,u + bu en I,

donde
Iy :=00,\T1, n>0,

y denotemos por (03[, Ba(b)),¥n) al auto-par principal asociado con (L, Ba(b).92,), donde la
autofuncidn principal es normalizada tal que

leallar@ny =1, n20.
Entonces, g € Wgo(b)(ﬂo) y
. Qn - 82 i 3 =
Jim 07" [C, Ba(b)] = 01°[L, Bo(®)],  lim [|&n = wollzr1(,) =0-

donde

5 . {wn en Qn, n>0.

0 en QO\Qn’
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Demostracién: La existencia y la unicidad de los auto-pares principales
(oL, Ba(O)],0n), 120,
estd garantizada por Teorema 12.1 de [4]. Definamos
ol = o [L,Ba(b)], n2>0.
Por construccidn, para cadan > 1
Qn C Q1 C o,

y por eso, gracias a la Proposicién 2.2.2 obtenemos que

0?20?'*'120'?, n>1.
Por tanto, el limite
of = Jim o7 (2.6.39)
I 0

estd bien definido. Tenemos que probar que o] = o7. .
La prueba del Teorema 2.6.1 puede ser ficilmente adaptada para mostrar la existencia de
@ € H' (), ¢ > 0, y de una subsucesién @n,,, m > 1, de @n, n > 1, verificando

Aim _lén,, — &llayae) = 0- (2.6.40)
Ya que @, € Hllg () para cada m > 1, (2.6.40) implica
pE Hrlxg(Qo) .

Ademsds, adaptando la prueba del Teorema 2.6.1 se puede ver ficilmente que ¢ nos proporciona
una solucién positiva débil de

E(ﬁ = 0{95 €en Qo ,
{ Bo(b)p=0 - endQp. (2.6.41)

Por tanto,
P =40, U{ = 0’? .

Esto concluye la demostracién, ya que el mismo argumento funciona a lo largo de cualquier
subsucesién de ¢p, n > 1. a

Como una consecuencia inmediata, del Teorema 2.6.1 y Teorema 2.6.3 obtenemos la depen-
dencia continua del autovalor principal con respecto al dominio, la cual establece lo siguiente.
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Teorema 2.6.4 (Dependencia continua) Supongamos (2.6.1) y (1.4.15). Sea Qo un subdo-
minio propio de Q con frontera de clase C? tal que

3Qo=r8UF1, 1"801‘1=0),

donde T satisface los mismos requisitos que Lo y sea Qn, n > 1, una sucesidn de dominios
acotados de Q de clase C? convergiendo a Qo. Para cada n > 0, denotemos por By (b) al operador
de frontera definido por

_Ju en I7,
Bn(b)u := { d,u + bu en I,
donde
Ig:=00,\I, n2>0.
Entonces,

lim o[£, Ba(b)] = o1°[£, Bo(b)] - (2.6.42)

Demostracién: Por definicién, existen dos sucesiones de dominios acotados regulares, Qf y
QF, n > 1, tales que . converge a Qg desde el interior, Q2 lo hace desde el exterior, cuando
n— oo,y

AL cwn,, QUAQCOE, - n>1.

En particular,
L. cf, na>1,

y gracias a la Proposicién 2.2.2
oL, B(b,QL)] 2 o (L, B(b, Q)] > 0T [L, B(b, QE)). (2.6.43)
Por otra parte, debido al Teorema 2.6.1 y al Teorema 2.6.3 obtenemos que
Jim o (£,B(6,Q8)] = oL, B(b, )], lim o[£, B(,0)] = o[£, B, )]

Por tanto, (2.6.42) se sigue de (2.6.43). Esto concluye la demostracién. o

Nota 2.6.5 Si Qo es un subdominio propio de Q con frontera 8Q = I'§ UT,, donde [N
Iy =0, I satisface los mismos requisitos que T'g, 'y es de clase C% y no requerimos ninguna
regularidad sobre T'Q, entonces para cualquier sucesidn Qn, n > 1, de subdominios de Qg de clase
C? convergiendo a Qo desde el interior cuando n — oo, el limite (2.6.39) estd bien definido y
nos proporciona un autovalor asociado con el cual hay una solucidn positiva débil de (2.6.41).
La prueba de este hecho puede ser ficilmente obtenida adaptando la prueba del Teorema 2.6.3,
y por tanto omitimos sus detalles. Debe ser destacado que, ezcepto en el caso cuando I es de
clase C2, of pudiera no ser el dnico autovalor con una autofuncidn positiva débil asociada. De
hecho, gracias al Teorema 2.6.2, si suponemos que )y es estable, entonces of nos proporciona
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otro autovalor asociado con el cual hay una solucién positiva débil. Excepto cuando 1"8 es de
clase C%, es desconocido si se verifica o no la igualdad

of =of . (2.6.44)

Seria de gran interés caracterizar la clase de todos los dominios para los cuales (2.6.44) se
verifica, ya que estos dominios nos proporcionarian la familia de dominios que poseen un unico
autovalor principal. Conjeturamos que (2.6.44) es cierto si, y sélamente si, Qg es estable en el
sentido de la Definicién 2.5.3.

Debe ser destacado que el Teorema 2.6.4 nos proporciona una substancial extensién del Teo-
rema 4.2 de [35] incluso en el caso particular de que I'} = @, ya que los requisitos de regularidad
aqui pedidos sobre los coeficientes del operador diferencial, son substancialmente mas débiles
que los asumidos en [35].

2.7 Dependencia continua respecto de b(zx)

En esta seccién analizamos la dependencia continua de
o1(b) := o[L, B(b)] . (2.7.1)

con respecto a la funcién peso b(z) en el caso particular en el que 9, es la derivada conormal con
respecto a L, es decir, cuando la condicién (1.4.15) es satisfecha. Con fin de establecer nuestro
principal resultado necesitamos la siguiente notacién.

Definicién 2.7.1 Por 0(Loo(T1), L1(T'1)) denotamos la topologia débil x de Loo(T'y). Asi, dada
una sucesién b, € C(I'1), n = 1, se dice que
7}5& b, =0 en o(Loo(T1),L1(T'1)) (2.7.2)
st
[ e

para cada & € Li(T).

Teorema 2.7.2 Supongamos Iy # 0, (1.4.15) y (2.6.1), y sea b, € C(T'1), n > 1. una sucesidn
arbitraria satisfaciendo (2.7.2). Para cada n > 1 denotemos por ¢, a la autofuncién principal
asociada con o := o1(b,) normalizada tal que

lonllmr@ =1, n=1. (2.7.3)
Entonces,
Jim o = a1(b), Jim_ [lon — @llare) =0, (2.7.4)

donde ¢ representa la autofuncidn principal asociada con o1(b), normalizada tal que

lelaqy =1.
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Demostracién: Gracias a las hip6tesis generales sobre {2, la existencia y la unicidad de los auto-
pares principales (67, ¢,), n > 1, y (01(b), ) estd garantizada por Teorema 12.1 de [4]. Ademas,
gracias a (2.7.2), obtenemos del Teorema de Banach-Steinhaus que b,, n > 1, estd uniformemente
acotada en Loo(I'1) (e.g. Proposicién II1.12(iii) de [11]). En otras palabras, existe una constante
C > 0 para la cual

"bn"L“(l"l) < C’ n21l.

De este modo, gracias a Proposicién 2.2.5 obtenemos que
o1(-C) < of £ 01(C), n>1,
y por tanto, existe una subsucesién de o, n 2> 1, reetiquetada por n, tal que
o = nanéo ol €R

est4 bien definido. Gracias a Teorema 12.1 de [4], para cadan > 1

e € Wi,y (Q) € HA(Q),
y por eso, gracias a (2.7.3), existe una subsucesién de ¢, reetiquetada por n, tal que

Jim_ flon = @oollzy(@) =0 (2.7.5)

para alguna @e € La(Q), ya que la inclusién H(Q) — L2(f2) es compacta. Como el argumento
previo es valido a lo largo de cualquier subsucesién y el auto-par principal (o1(b), ) es tnico,
para completar la demostracién del teorema es suficiente mostrar que

o’ =01(d), Yo =9, (2.7.6)
y que de hecho
Jim [lon = @llgr@) = 0. (2.7.7)

Gracias a (2.7.5),
lim ¢n = Yoo ct.p.en 2,

n—0

y
Yoo = 0 en (2,

ya que @n > 0 para cadan > 1. En lo que concierne a la trazas de las funciones ¢,, n > 1, sobre
'y, el mismo argumento de la prueba del Teorema 2.6.1 muestra que existe una subsucesién de
©n, n > 1, de nuevo etiquetada por n, y una funcién ¢, € Lo(T'1) tal que

Jim, llpnlr, = ¢allzaqrs) = 0. (279
En particular, existe una constante M >0 tal que

llenlr, lle(rl) <M, n>1. (2.7.9)
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Ahora adaptamos el argumento de la prueba del Teorema 2.6.1 para mostrar que ¢,, n > 1, es
una sucesién de Cauchy en H(Q). En efecto, argumentando como en la prueba del Teorema
2.6.1 para cada par de niimeros naturales 1 < k < m tenemos que para cualquier n > 1

plVier - ‘Pm)“%,(n) < of Jaer(or — om) + (o7 — at) Ja s
+°',1c Ja em(om — k) + zﬁ_-l Ja &i(pm ~ ‘Pk)%%f
+ 2112\;1 JalGi — a?)gamg%(cpk —om) + T, Ja O‘?‘ng%(‘ﬂk —m) (2.7.10)
+ Ja a0pk(Pm — ) + Jq 20pm Pk — Pm)
+ 2Nt Iy @5 { (= 0m) 3 + om g (Pm—0k) } mj

donde & € C(Q), 1 < i < N, son los coeficientes definidos por (1.4.14) y para cada 1 < i < N,
al, n > 1, es una sucesién de clase C°(RN) tal que

Jim |lof = Gill oo () =0- (2.7.11)

Supongamos que af*, 1 < i < N, n > 1, ha sido construida como en la prueba del Teorema 2.6.1.
Gracias a (2.7.3), para cada n > 1 tenemos que

lenllza@) £ 1, IIVenllzy) S 1, (2.7.12)

y por tanto, argumentando como en la prueba del Teorema 2:6.1 nos proporciona las siguientes
estimaciones

7% [ ntox = om)| < sup{ioti} ok = mlzacey, (2743)
Y AR (2.7.14)
7t [ omliom = 00| < sup(161} lom — el zacer (27.15)
Nor. Ok A
Y. [ @(om = oG] < (X Nz ) lom = @hllzaey (27.16)
=170 Ti i=1
Va 0Pk (Pm — ‘Pk)l < lleoll Lo (@) lom — @kl L) (2.7.17)
Un 0pm(Pk — <Pm)‘ < llaol w@llem — exllLy() » (2.7.18)

N 9 N
3 [ (& = a)emz(px = om)| <23 1~ oo (2.7.19)
i=17/% Ti i=1

‘Zf-’_-l fa a?wmg";—,.(wk—wm)l < TN Nl Lo @llemir Lo Mok —om)Ir Loy

v o305 ’ (2.7.20)
+ T (14 Uaw 00122 oy mry) Nl a0k = Prmllzageny-
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Por otra parte, para cada n > 1 tenemos

au‘Pn = "bn(ﬂn on I' )
y por eso, gracias a (1.4.15), )

L N 0
Z aij_az_ nj = bk, Z as‘j‘a?(‘/’m — @) = —bmpm + brp .
i,j=1 * ij=1 !
De este modo,
Z Opx
> / @ij(x — <Pm)79;nj = / b (om — ¢k) (2.7.21)
ij=1 N 1 | Y
N
g
Z / aij¢ma_x'_(¢m - ‘Pk)nj = / (bk‘Pk - bm‘Pm)(Pm . (2.7.22)
ij=1"T1 i I

Ademds, gracias al hecho de que b,, n > 1, estd uniformemente acotada, utilizando (2.7.9) se
sigue

’ /r bkpk(pm — k)| < Cll(Ym — @k)IryllLa(ry) » (2.7.23)
1

donde C > 0 es una cierta constante independiente de k y m. Similarmente,

|, (560 — bmpm)om| < |fry Beom (0 = 0m)| + |, FBa(bk = bim)|

B (2.7.24)
< Clitem — eRlrallzacry) + |, 2 (bx = bm)|

Ademads,

Jr, @b — b))

< |y (B = )5k = b)| + | fr, #2056 = )
< 2supg>; {|bx[} ”‘Pm+<;0m||Lg(1"1)||<Pm—90~~||L,(1-1)-%-lfp1 wg(bk—bm)l ,

Yy por eso, ya que b, k > 1, esta uniformemente acotada en Lo(I'1) y s una sucesién de Cauchy
para la topologia w*, obtenemos de (2.7.8) y (2.7.24) que para cada € > 0 existe un niimero
natural ng > 1 tal que para todo k,m > ng

€
1

Finalmente, utilizando (2.7.21 — 2.7.22) y sustituyendo (2.7.13 — 2.7.20), (2.7.23) y (2.7.25) en
(2.7.10) se sigue ficilmente que existe kg > ng tal que

H"V((Pk - ‘Pm)llig(n) S. €, k’ m 2 kO .
Gracias a (2.7.5) esto muestra que

lim |lon — ‘Poo”Hl(Q) =0. (2.7.26)

n—oo
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Ademds, por la continuidad del operador traza de H!(Q2) sobre I'y, existe una constante C' > 0
tal que para cadan > 1

1(#n = woo)IrsllLa(rs) < C llen —Psollrrya) »

y por eso (2.7.26) implica
,}Lngo llonlr, = @oolr, llza(ry) = 0- (2.7.27)

Por tanto, gracias a (2.7.8),
<Poo|I‘1 = Qs

Similarmente, ya que @n|r, = 0 para cada n > 1, por la continuidad del operador traza de
H'(Q) sobre I'y obtenemos que

(Pooll‘o =0.

En particular,
Yoo € HII-O(Q) .
Observar que, gracias a (2.7.3), se sigue de (2.7.26) que

loooll a1y = 1-
Asi, ya que ¢, > 0 para cadan > 1,
Yoo > 0.
Ahora probaremos que ¢ nos proporciona una solucién débil de
Lpoo = 07°Pco en (2,
{ B(b)p = 0 en 89, (2.7.28)

donde o{° = lim,—c o7. Ya es conocido que g € Hll‘o (©). Ahora, tomemos
gec(ury).
Entonces, multiplicando la ecuacién
Lon =0Tyn en (2, n>1,

por £, integrando en {2, aplicando la férmula de integracién por partes y teniendo en cuenta que
supp £ C 2UT; se sigue

Z/ maa:"giﬁ“Zf €+/ao¢n£—61/<ﬁn§+ Z/ a.,‘Z‘Z’:gn,,

i,j=1 ij=1

para cada n > 1. Asi, se sigue de

Ovpn = —brpn =0 en Iy, n>1,
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que para cadan > 1

Z/ J%f;: tg&i +Z/ 'a(pnf'*'/ 010<Pn§—0'1/90n€ / brpn €. (2.7.29)

i,5=1

Ademds, se obtiene facilmente de (2.7.26) y (2.7.27) que

lim "((Pn.§ 90005)|P1”L2(I"1) =0,

n—00
y por eso (2.7.2) implica que
lingo / bponé = / bpo .
n— |9 I

De este modo, pasando al limite cuando 7 — co en (2.7.29) el teorema de convergencia dominada
implica que

Z/ 1186(20036:2 Z/ 'a(pcof‘*'/aO‘Poof—Ul /‘POOE / byt

i,7=1

Y por tanto @ € HE, () es una solucién positiva débil de (2.7.28). Esto muestra que para cada
w > —01(b) la funcién pe, € L3 () nos proporciona una autofuncién positiva de (w + L3)=
asociada con el autovalor (w + 0§°)~!. Gracias a la prueba de Teorema 12.1 de [4], el radio
espectral del operador (w + £2)~! en Q debe ser igual a (w + 0$°)~1. Por otra parte, gracias al
teorema de Krein-Rutman (cf. [47] App. 3.2),

spr (w+ L2)™! = (w+a1(b)) L.

Por tanto,

o® =o1(b).
Ademés, por la unicidad de la autofuncién principal, oo = ¢. Esto concluye la demostracién
del resultado, ya que el argumento es vélido a lo largo de cualquier subsucesién. O

Nota 2.7.3 (a) La condicidn (2.7.2) es satisfecha si
Jim_[lbn — bl (0) = 0.

(b) La prueba del Teorema 2.7.2 nos proporciona la ezistencia de un autovalor principal para
(£,B(b),8), no necesariamente tnico, para una amplia clase de funciones b € Leo(I'1), no
necesariamente continuas. En efecto, si b es el limite puntual de una sucesidn uniformemente
acotada b, € C(T'1), n > 1, entonces se sigue del teorema de convergencia dominada de Lebesgue
que b, es débilmente * convergente a b, y el argumento de la prueba del Teorema 2.7.2 muestra
que of° estd bien definido y que asociado con él hay una autofuncidén principal P € Hrl-o(Q).



50 Propiedades de Autovalores Principales

2.8 Comportamiento asintético de o[, B(b)] cuando minp, b
00

En esta seccién analizamos el comportamiento del autovalor .principal (2.7.1) cuando minr, b 1
co. El resultado principal establece que éste converge al autovalor principal del problema de
Dirichlet en 2. Para obten er este resultado no requerimos que (1.4.15) sea. satisfecha.

Teorema 2.8.1 Supongamos I'y # 0,
a; €CH(Q), weC(@), 1<ij<N, (2.8.1)
y sea b, € C(T'1), » > 1, una sucesidn arbitraria tal que

lim minb, = co. (2.8.2)

n—oo I'

Definamos
o := oil[L, B(bn)], n>1,

y para cada n > 1 denotemos por ¢, a la autofuncidn principal asociada con o7, normalizada
tal que

lenllzr@) =1, n>1. (2.8.3)
Entonces,

lim of =0,  lim |lpn = pollma) =0, (2.84)

n-—00

donde (9, o) es el auto-par principal asociado con el problema de Dirichlet en Q.

Demostracién: Ya que se verifica la condicién (2.8.2), sin pérdida de generalidad podemos
suponer que
minb, >0, n2l. (2.8.5)
1

Ahora, combinando Proposicién 2.2.1 con Proposicién 2.2.5 obtenemos de (2.8.5) que
a(0) <ot <ad, n>1. (2.8.6)

Asi, existe o$° € [01(0),09] y una subsucesién de by, n > 1, reetiquetada por n, tal que

O . N n
o = r}l{rgoal . (2.8.7)
En lo siguiente mostraremos que
o =0o). (2.8.8)

Gracias al Teorema 12.1 de [4] tenemos que

on € Wi, () C H}(Q), n21.
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De este modo, se sigue de (2.8.3) y (2.8.6) que existe una constante C; > 0 tal que

l{(oT — a0)enlizy@) < loT1 <. C1 yon2l. (2.8.9)

Asi, por las estimaciones L”? de Agmon, Douglis y Nirenberg [2], existe una constante C; > 0
tal que

lenlla2) < C2,  n2>1. (2.8.10)

Ademés, ya que H(Q) — L3(f) es compacta, se sigue de (2.8.3) que existe una subsucesién de
¥n, n 2 1, reetiquetada por 7, y una funcién ¢ € Ly(f2) tal que

Jim_flon — @llz,@) =0. (2.8.11)
Necesariamente,
nl_1_.rxgo Pn=1¢ ct.p.en Q,
y por eso

¢2>0.
Para completar la prueba del teorema es suficiente mostar que (0§°, %) = (09, o) y que
Jim_|lon — @llgra) =0, -

ya que el argumento previo es vilido a lo largo de cualquier subsucesién de b,, n > 1.
Denotemos por ji, j2 a las inclusiones compactas

3 1
W) = Lo(Ty),  ja: W@ (Th) = Lo(Th),
Yy por . 1
n € LIHAQ),WZ(T1)), 2 € LHY(Q),WF(T1)),

a los correspondientes operadores traza sobre I'y. Ya que ¢, € H3(Q), para cada n > 1 tenemos
que

3 . 1 .
onlr, € WF(T1) B La(Th),  Vipnlr, € W5 (T1) B Ly(Ty),
y por eso, se sigue de (2.8.10) que

lonleillaryy = Hlenle)llae) < lailllealr g
. . Wz (Pl)
< lalllivlillenll gz < laalllimliCa.

A

Similarmente,

IVealry oy < ||J'2||||V<Pn|r1||W§(F1)S||J'2||||’72||||V<Pn||m(n)
2
N72lllv2llllenll 220y < Na2lllv2llCa -

IA
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Por tanto, existe una constante C3 > 0 tal que

lenlrilliary £ C3y IV@nlryllpa@) £Cay - n21. (2.8.12)
Ahora, tomando
ﬂn:=minbna n2>1,
ry
se sigue de
Ovpn=~bnpn en I, n2>1,
que
(aVSon)z = b?;‘P?; 2 ﬂ?x‘P?x en I, n21,
Yy por eso

903311‘1 < ﬁ;2(6V¢ﬂ)2IF1 < :B;2|”|2|V‘pnll"1 |2 ’ n>1,

donde | - | representa la norma euclidea de R". De este modo, aplicando (2.8.12) se obtiene que

lenle Iz, < B2WRIVenlr 12 o0y < B2IWIPCE,  n21,
y por eso (2.8.2) implica
nll.nolo ”‘Pnlm "Lz(I‘x) =0. - (2'8'13)

En particular,
Jim oq|r, =0 ct.p.en Ty.

Por otra parte, por construccién tenemos que gn|r, = 0 para cada n > 1. Por tanto, obtenemos
de (2.8.13) que

Jim_{lonlaallz,@n) =0. (2.8.14)

Ahora mostramos que ¢,, n > 1, es una sucesién de Cauchy en H'(f2). Combinando este hecho
con (2.8.11) se deduce que

lim [lon — @l =0, llellm@ =1. (2.8.15)

n—o0

En efecto, argumentando como en la prueba del Teorema 2.7.2 obtenemos que paracada 1 < k <
m la estimacién (2.7.10) es satisfecha, al igual que las estimaciones (2.7.12 — 2.7.20). Ademads,

|21 Jry ii(or = om)52ms| < TNy sl (@) IVoRIT: zaqrny 10k —@m)lny lLacray
< Cs TNich il oo (@)l (0 — @m)Iny llLacry) »
donde hemos utilizado (2.8.12). Similarmente,

\Eﬁf:x Jr, @iim g (om — ‘Pk)nj‘ < TNcilleisll Lo @) l@mlry Loy IV (0m—@)Iry ll Larn)
< 2C3 TN Newjllzoo@llemir lacry) -
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Por tanto, gracias a (2.8.14), para cada € > 0 existe un nimero natural ny > 0 tal que para cada
k, m 2 ng tenemos

N
>
i,j=1

Finalmente, sustituyendo (2.7.13 — 2.7.20) y (2.8.16) en (2.7.10) se sigue facilmente que existe
ko = ng tal que

} 2 SN G
/P o {(<pk—<pm) 3e. T P o (om sak)}ng <3 (2.8.16)

“”V((pk - ‘Pm)”%g(ﬂ) S €, k; m 2 ko .

Esto completa la prueba de (2.8.15), y en particular muestra que ¢ € H*(Q) y que ¢ > 0.
Ahora averiguamos el comportamiento de ¢ sobre Q2. Denotemos por j a la inclusién com-
pacta

J: WE(89) = Ly(69),
y por
7€ LH'(®), W (09),
al operador traza sobre Q. Ya que ¢, — ¢ € H!(f), para cada n > 1 tenemos que

1
(on — ¥)|on € WF(0Q),

y por eso

- < |7 - = |7 -
Ion = lonllzaons < o = @loal, 3 ., = lillkr(on )]

wi o)
< 71lvINlen = @ll ey -

De este modo, (2.8.15) implica
Jim {|(wn — ¥)loallya0) =0,
y por tanto, gracias a (2.8.14),
7(®) = ¢lag =0.
En particular, (2.8.15) implica que
v € H}(Q). (2.8.17)

Ahora, el mismo argumento utilizado en las pruebas de Teorema 2.6.1 y Teorema 2.7.2 muestra
que ¢ es una solucién positiva débil de

Lo =0 en (2,
{ =0 en 8. (2.8.18)
Por tanto, por la unicidad del auto-par principal, obtenemos que
(05°, %) = (o7, o) -
Esto concluye la demostracién. a

Como una consecuencia inmediata del Teorema 2.8.1 obtenemos el siguiente resultado.
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Corolario 2.8.2 Supongamos (2.8.1). Entonces,

o[£, D)= sup ofl[L,B(D). (2.8.19)
beC(T1) :

Demostracién: Gracias a la Proposicién 2.2.1,

sup oil[L, B(b)] < oL, D).
beC(I'y)

Ademds, debido al Teorema 2.8.1 tenemos que
nll'nolo ‘7? [£,B(n)] = a?[‘CvD] .

Esto concluye la demostracién. a

2.9 Variando la medida de 2
En esta seccién mostramos que si la medida de Lebesgue de {2 es suficientemente pequea y
minr, b es suficientemente grande, entonces (£, B(b), 2) satisface el principio del maximo fuerte,
es decir, o§}[C, B(b)] > 0. Este resultado est4 basado en la siguiente generalizacién del Teorema
5.1 de [35].
Teorema 2.9.1 Supongamos (1.4.11) y
1 1 _1 -
ZHBIVIQI™V p 2 |Gloo s (2.9.1)

donde
Bi:={z RN : |z| <1}, Ti:=0P'[-A,D], (2.9.2)

| - | representa la medida de Lebesgue en RN, pu > 0 es la constante de elipticidad de £ en Q, y
N 2
Q= (&1’ ooy &N) ’ laloo = Slﬁ;p (Z d?) ’ (293)
i=1
donde &; € Loo(2), 1 < i < N, son los coeficientes definidos en (1.4.14). Entonces,
Q 2i01-2 - 3 L1,
o1 [£, D] 2 pZa| BV [QI7F — |6l T | BV |QTF +infao. (2.9.9)

En particular, \ ,
1}3?{% oL, D)|QF > uLi|Bi|F . (2.9.5)
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Nota 2.9.2 (a) La estimacidn (2.9.1) es satisfecha si || es suficientemente pequea. (b) Supong-
amos que £ = —A. Entonces, gracias a la desigualdad de Faber [18] y Krahn [31], entre todos los
dominios con una medida de Lebesgue prefijada, ||, la bola tiene el autovalor principal mds pe-
queo, ba jo condiciones de frontera Dirichlet homogéneas. Asi, para cada dominio Q la siguiente
estimacidon es satisfecha

oL, DIINIF 2 Tu|B|¥ (2.9.6)

y por tanto, la estimacion (2.9.5) es dptima.

Demostracién del Teorema 2.9.1: Denotemos por ¢ > 0 a la autofuncién principal asociada
con o[£, D]. Entonces, multiplicando la ecuacién diferencial

Lo =0y PIc, Dle
por ¢, integrando en 2 y aplicando la férmula de integracién por partes se sigue
Op dp Nor. Op
A F ol f ot [t o
D] o JX“:I 7 bz; bz; ; 0 50z T o 0¥ (2.9.7)
Debido al hecho de que L es fuertemente uniformemente eliptico en §2 obtenemos que
9 9 / 2
2:1 / 5 5 2 Jo VeI (2.9.8)

Ademds, se sigue de la desigualdad de Hoélder que

chw

i=1

= || et )| < [ 0161176 < 16loli@lza@ Ve lace
Y por eso

Z / aatpam > —|&loollell L@ Vel Lae) - (2.9.9)
i=1 i

De este modo, sustituyendo (2.9.8) y (2.9.9) en (2.9.7) se verifica que

||V<P||L2(n)( Vel L)
llellzo (o) lellzaca)

oL, D] > - |a|,,°) +infap. (2.9.10)

Por otra parte, utilizando la caracterizacién variacional de of}[—A, D), se sigue de (2.9.6) que
2
MY%‘— > o |B ¥ F. (2.9.11)
Jay

Asi, gracias a (2.9.11) y (2.9.1),

v ‘PHL,(Q)

>zB%JQ ¥ >l
Tl = FH1BIIUTY 2 (e
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Finalmente, (2.9.4) se sigue sustituyendo (2.9.11) en (2.9.10). Esto concluye la demostracién. O

Ahora, como una consecuencia inmediata del Teorema 2.8.1 y Teorema 2.9.1, obtenemos el
siguiente resultado. ' ©

Corolario 2.9.3 Supongamos (2.8.1). Entonces,

lim inf lim oL, BO)] |V > pS1|Bu|F . 2.9.12
B8 et F (2:8.12)
minp1 b /' co

En particular, o[£, B(b)] puede ser tan grande como nosotros deseemos, tomando  con |
suficientemente pequea y b € C(I'1) con minr, b suficientemente grande.

2.10 Explosién de potenciales no negativos. Clase A(Q2) de po-
tenciales admisibles en (2

En esta seccién introducimos una clase de potenciales no negativos V' € Lo (f2) para los que

Jim o [L + AV, B(d)] = of* (L, B(b, Q)] , (2.10.1)

donde g es el subconjunto abierto méximal de 2 donde V se anula y B(b, ) representa el
operador de frontera introducido en (1.1.5). En la préxima seccién utilizaremos (2.10.1) para
caracterizar la existencia de autovalores principales de una amplia clase de problemas lineales
de valores en la frontera con peso, de la forma

Lop=cWyp en 2,
{B@¢=O en 89, (2.10.2)
donde W € Loo() es un potencial con signo indefinido. Recalcamos que por un autovalor
principal de (2.10.2) entendemos un valor de o para el cual el problema admite una solucién
positiva . Como ya fue comentado en la Seccién 2.1, el andlisis de (2.10.2) es central desde el
punto de vista de las aplicaciones de la teoria que estamos desarrollando a las ciencias aplicadas
y a la ingenierfa. Algunas versiones de (2.10.1) sustanci almente mds débiles fueron utilizadas
por J. Lépez-Gémez en [17], para resolver algunos problemas clésicos abiertos, propuestos por
Simon en [48] en el contexto del andlisis semicldsico de operadores de Schrédinger. Por tanto,
(2.10.1) tiene interés en si mismo.

Ahora introducimos la clase de potenciales admisibles, denotados en lo sucesivo por A(f2),
para los cuales (2.10.1) se verifica.
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Definicién 2.10.1 Se dice que V € Loo(2), V > 0, es un potencial admisible en Q si eziste un
subconjunto abierto Qg de  y un subconjunto compacto K de Q con medida de Lebesgue cero
tal que

Kn(@uly) =0,  ° (2.10.3)
Q,:={z€Q : V(z)>0} =0\ ((UK), (2.10.4)

y se verifica cada una de las siguientes condiciones:

(A1)

(A2)

(A43)

(A4)

Qo posee un nimero finito de componentes de clase C2, digamos Q{;, 1 <5 <m, tal que
BN =0sii#4,y

dist(I',8020N Q) > 0. (2.10.5)
Asi, si denotamos por I“i, 1 £ i < m, las componentes de Ty, entonces para cada 1 <
i <y o bien T} C 8% o I NN = 0. Ademds, si T C 8, entonces I't debe ser una
componente de 0. En efecto, si I'{ N 8 # O pero I' no es una componente de 6,
entonces dist(T'}, 00 N Q) = 0.

Denotemos por {iy,...,ip} al subconjunto de {1,...,n} para el cual 1"{ No = 0 s
y sélamente si, j € {41,...,i,}. Entonces, V estd separada de cero en cada subconjunto
compacto de

P
Q.uyry.
j=1
Observar que si 'y C 08, entonces inicamente estamos imponiendo que V esté separada
de cero en cada subconjunto compacto de Q.

Denotemos por T, 1 < i < ng, a las componentes de Ty, y sea {i1,...,iq} el subconjunto

de {1, ...,mn0} para el cual (8% U K) ﬂI‘% # 0 si, y sélamente s, j € {iy, ...,i5}. Entonces,
V estd separada de cero en cada subconjunto compacto de

2, U[UJTH\ (R UK.
j=1

Observar que si (0Q U K)NTg =0, entonces unicamente estamos imponiendo que V esté
separada de cero en cada subconjunto compacto de Q..

Para cada 1 > 0 ezisten un nimero natural £(n) > 1 y €(n) subconjuntos abiertos de RY,
G],1<j<¥n), con|G)| <n, 1 <j <£(n), tales que

GInGl=0 si i#j,

y para cada 1 < j < €(n) el conjunto abierto G;-’ N es conezo y de clase C2.
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La familia de todos los potenciales admisibles en Q serd denotada por A(Q).

También, en lo sucesivo denotaremos por A*(Q) a la clase de funciones peso consistentes
en elementos V € A(Q) para los cuales Qp = 0. Observar que si V € AT(Q) entonces

KNT1=0, Qu:={zeQ:V(x)>0}=0\K,

y st denotamos por I"f,, 1<14 <ng, a las componentes de T'g y por {i1,...,74} al subconjunto de

{1,...,n0} para el cual KNTY # 0 si ,y sélamente si, j € {41,...,iq}, entonces V estd separada
de cero en cada subconjunto compacto de

7 .
QU U(UT§\K).
j=1

Cuando asumimos ademds que K N Ty = @, entonces unicamente estarmos imponiendo que V
esté separada de cero en cada subconjunto compacto de 2. UI'1. Ademds, se verifica la condicién

(A4).
Para establecer nuestro principal resultado necesitamos introducir el siguiente concepto.

Definicién 2.10.2 Sea Qo un subconjunto abierto de 2 verificando los requisitos (Al) de la
Definicién 2.10.1. Entonces, el autovalor principal de (L, B(b,Q%), ) es definido por

of0(L, B(b, ) == min o1°[L, B(b, ).

Nota 2.10.3 Ya que Qg es de clase C?, se sigue de (2.10.5) que cada uno de los autovalores

principales a?%[ﬁ, B(b, Q*(’;)], 1 < j < m, estd bien definido. Esto muestra la consistencia de la
Definicion 2.10.2.

El principal resultado de esta seccién establece lo siguiente.

Teorema 2.10.4 Supongamos (2.6.1) y V € A(Q). Asumamos ademds que (1.4.15) se verifica
en I'y N 8Qg. Entonces, (2.10.1) es satisfecho.

Demostracién: Gracias a la Proposicién 2.2.2 y debido al hecho de que V' = 0 en g, para
cadal < j<my A €R tenemos que

oL + AV, B(b)] < o1°(L, B(b, 2)],

Y por €so
o[L + AV, B(b)] < o[L, B(b, Q)] . (2.10.6)

Ademis, gracias a la Proposicién 2.2.3, la aplicacién

A — P()) := oL + AV, B(b)]
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es creciente. De este modo, limy » P(X) estd bien definido y debido a (2.10.6)

Jim P() < of :=0{o[L, B(®, 9.0)] :

Por tanto, para completar la demostracién de (2.10.1) resta probar que para cada € > 0 existe
A = A(e) € R tal que

P(A)>0d—¢ (2.10.7)
si A > A. Observar que (2.10.7) puede ser escrito equivalentemente en la forma
oL+ AV — o) +¢,B(b)] >0 (2.10.8)

¥ que, gracias al Teorema 1.3.4, (2.10.8) es satisfecho si, y sélamente si,
(L+ AV - o) +¢,B(b),Q) (2.10.9)

posee una supersolucién positiva estricta para cada A > A. El resto de la prueba est4 dedicado a
la construccién de una supersolucién positiva estricta de (2.10.9) para valores grandes de A. En
la construccién de ésta necesitamos distinguir entre varias situaciones d iferentes de acuerdo a
la estructura del conjunto de anulacién del potencial, Qp. En un principio consideramos el caso
més simple cuando (Yo es conexo y K = (). Después, consideraremos el caso general.

Paso 1: Supongamos
m=1, K=90.

Necesariamente, o bien ' N 8Q = @ o o N 89 # 0. Supongamos
ToN o =0. (2.10.10)

Para cada k € {0,1}, denotemos por Pi, 1 £ j £ ng, a las componentes de I'y. Denotemos
por {%1,...,%p} al subconjunto de {1,...,n;} para el cual 1"{ NoQp = 0, si y sélamente si ,
J € {#1,...,3p}. Observar que, gracias a (A1) de Definicién 2.10.1, I"{ es una componente de Qg
para cada j € {1,...,n1}\ {i1,...,5p}.

Fijemos € > 0 y para cada é > 0 suficientemente pequeo consideremos los entornos tubulares
de radio

Q5:=(Q + Bs) N, (2.10.11)
NP =T+ Bs)NQ, 1<j<ng, (2.10.12)
Npd =@+ Bs)NQ, € {i1,mip}, (2.10.13)

donde Bs C R¥ es la bola de radio § centrada en el origen. Observar que 2y debe poseer a lo
més un nimero finito de agujeros, ya que es de clase C2. Gracias a (2.10.10), existe §o > 0 tal
que para cada 0 < § < 6y

no . o - .
0%\ (T1Nd%) C Oy, NN =0, |JNP\TocC Qs
j=1 j=1
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Ademas, ya que 1"{ NT =0 sii# ], existe §; € (0,8) tal que para cada 0 < § < &
NEINN7 =0 si (i,8) #(,k), k,£€{0,1}.
Ademss, ya que
P
o N U lej =0,
=1

existe &3 € (0, 6;) tal que para cada 0 < § < 62

- p —1 s .

QsN U _/\fs"’ =0

=1

Por construccién, tenemos que (g es un subdominio propio de Qs y que lims\ o Qs = Qg en el
sentido de la Definicién 2.5.1. Asi, se sigue de la Proposicién 2.2.2 y Teorema 2.6.1 que

limoy (L, B(b, Q)] = o[£, B(b, Q)] =02, oL, B(b,%)] <0?, 0<6<éy,

ya que se verifica (1.4.15) en cada una de las componentes de I'; N 8Q. Por tanto, existe
83 € (0,67) tal que

oL, B(b,0%)] < 0 < o[£, B(b, %) +€¢  sit 0< < b3. (2.10.14)
Por otra parte, ya que limg\ g |N'°’j | =0 para cada 1 < j < nyg, se sigue del Teorema 2.9.1 que

h\mcr1 LD =0, 1<j<no,

y por eso existe 84 € (0, 83) tal que para cada 0 < § < 64

UN:’J [£,D])>a), 1<j<ng. (2.10.15)

Fijemos 6§ € (0,8;), y denotemos por ¢, zp&, i E {t1, .}y 56, 1<j <mng,alas autofuncxones

principales asociadas con o[£, B(b, )], o] a [E B,N™), i € {i1,-mip}, y ‘71 [E D], 1<
Jj < no, respectivamente, y consideremos la funcién positiva ® :  — [0, 00) definida por

©s en Q;,
Y e A‘/}"", 1<j<p,
d .= fg en .A-f?’j 1<i<ng, (2.10.16)

G en Q\(quup_ %"’UUJ 1Af‘g_"j),

donde {5 es cualquier extensién positiva regular de

p . m
esUJwiul &

j=1 j=1
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desde

] Lnj No'j

F=

nlm
|

%005

(YT ._n
Nl

hasta Q la cual es separada de cero en

Q Q% L=J l’UL—JlNO

Observar que (5 existe, ya que las funciones Wlangnn, '(,ba Iaw“ I\r 1<j<py §516N°’\I‘”
1 £ j < nyg, estas separadas de cero. Ademds,

®(z)>0 paracada z €.

Si I'1 C 98, entonces en la definicién de &(x) debemos borrar las 'w' .

1)
5 S
Para completar la prueba de (2.10.1) en el caso (2.10.10) resta mostrar que existe A = A(e)
tal que ® nos proporciona una supersolucién estricta de (2.10.9) para cada A > A. En efecto, ya
que V' > 0, se sigue de (2.10.14) que en Q_g_ se desprende la siguiente estimacién para cada A > 0
(L+AV =l + )@ = (L+AV — o] +€)ps 2 (o1°[L, B(b, )] - of + €)os > 0

Similarmente, gracias a (2.10.15), obtenemos que para cada 1 < j < ng en N7 se verifica

(L+AV =0 +6)@ = (L+ IV -0 + )€l > (cr1 [£ D) -o) +€)€l > 0.
Ahora, observar que gracias a (A2) de Definicién 2.10.1 existe una constante w > 0 tal que

V>w>0 en Q\(QsuU U Ny, (2.10.17)
=1 ?
ya que

le

ng . p .
Q\(Qgu UA/_g'J)_cmu Ury.
i=1 j=
De este modo, gracias a (2.10.17), paracada 1 < j < pen N : " tenemos que

(L+AV =00+ )8 = (L+AV — o0+ )i > (o7
supuesto

[€,B(b,N;™)] = 0 + € + M)yl >0,

A > max {w™ (?—e—al [c B(d,N;))), 0},
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mientras que en

P . no .
0\ (@5 U N u | Ag9)
2 j=1 2 =1 L2

a

tenemos que
(L+AV -0+ 6@ =(L+AV —0d +€)¢ > (L~ 09+ €)¢ + M5 > 0

si A > 0 si suficientemente grande, ya que (£~ 09 +€)(s es independiente de ) y (s est4 separada
de cero. Finalmente, por construccién,

Bb)®=D& =0 en IY), 1<j<no,

Bb)® = (3, +byyf =0 en T¥, 1<j<p,

y
B(b)® = (8, + b)ps =0 en 0QNIy.
Esto completa la prueba del teorema cuando la condicién (2.10.10) es satisfecha.

Ahora, supongamos que
LondNy #0, (2.10.18)

en lugar de (2.10.10). Denotemos por [}, 1 < i < g, a las componentes de I, y sea {i1,...,%4}
el subconjunto de {1, ...,n0} para el cual 8 NTY # O si y sélamente si j € {41,...,1}.
Fijemos € > 0 y dado n > 0 suficientemente pequeo consideremos el nuevo dominio soporte

q .
Gy,=Qu(JT§ +B,).
v

Fijemos n > 0 y sean &;j = &;; € C}(Gy), & € C(Gy), Go € Loo(G) extensiones regulares desde
2 a G, de los coeficientes a;; = aji, ai, ap, 1 £ 4,j < N, respectivamente. Ahora, consideremos
el operador diferencial

2 Xy & Y_ 9
£:=—'Z—: a‘jm+;ai%§+a° en G,,.
i,j=1 i=1
Ya que L es fuertemente uniformemente eliptico en {2 con constante de elipticidad p > 0, se
sigue facilmente que existe 7j € (0,7) tal que L es fuertemente uniformemente eliptico en G5 con
constante de elipticidad 4. Tomemos

y consideremos el nuevo potencial
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y el nuevo operador de frontera

500 | D en, O0\TI,
B(b)'_{ d,+b, e Iy. *

De (.A3) de Definicién 2.10.1 se sigue facilmente que V pertenece a la clase A(Q) de potenciales
admisibles en Q. Adem4s, por construccién

QO=Q0, (aﬂ\rl)ﬂaﬁ():@.

De este modo, la condicién (2.10.10) es satisfecha para el nuevo problema en Q, y por eso existe
A = A(€) y una funcién positiva function & : @ — [0,00) con $(z) > 0 para cada z € Q la cual
es una supersolucién estricta de

(L + AV - 52 +¢,B(b),9)
para cada A > A, donde
59 = o0 (£, B(b, )] = o[, B(b, Q)] = o?.
Tomemos
d:=dlg.
En Q tenemos que para cada A > A

(L+AV —0d+6)®=(L+ AV -5+ €8 >0.
Ademais,

T .
d(z) =®(z) >0 paracada z € |JI{, (2.10.19)
=1
ya que Uq___lI‘:,j cQy )
(G +b)®|r, = (0, +b)®|r, >0,

9 .
- i
®=0=0 en To\JTY¥.
=1
De este modo, B(b)2 > 0 en 89, y por tanto & nos proporciona una supersolucién positiva
estricta de (2.10.9) para cada A > A. Esto completa la demostracién del teorema cuando Qg es
conexoy K = 0.

Paso 2: Ahora, supongamos que estamos trabajando bajo las condiciones generales del teorema
¥ que en adiccién
FoN(OWUK)=0. (2.10.20)
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Entonces, (2.10.3) implica
KcQ, QcQuly, KnQ=0. (2.10.21)

En particular, o

dist(To,QUK) >0,  dist(ly,K) >0,  dist(K,Q) >0. (2.10.22)
Denotemos por Qf,, 1 <i < m, alas componentes de gy y definamos

ot = oML, BB, )], 1<i<m.
Sin pérdida de generalidad podemos asumir que
a{ﬁa’iﬂ, 1<i<m-1.

Fijemos n > 0. Gracias a (A4) de Definicién 2.10.1, existe un nimero natural £(n) > 1 y £(n)
conjuntos abiertos G7 C RN, 1< j < €(n), con |G]| <7, 1 < j < £(n), tales que

&(n)
Kcl|J@n®) vy GInGl=0 si i#j,
i=1 :

y para cada 1 < j < £(n) el conjunto abierto G;-’ NQ es conexo y de clase C2. Gracias a (2.10.21),
podemos elegir los G7’s tales que

{n) tn)
Kc|JGlca, |UGInQ=0. (2.10.23)
j=1 j=1

En efecto, ya que _
dist(K,QUTouUTIy) >0,

existe un conjunto abierto G tal que
Kce, GcQ, GnQy=0.
Por eso, para tener (2.10.23) es suficiente tomar G N G;’ , en lugar de G;’ ,1<j<en).
Argumentando como en la prueba del Teorema 2.9.1 se sigue facilmente que existe 7o > 0
tal que para cadan € (0,m0) y 1 < j < €(n)
G7 2 _2 - by 1 1 .
2 J[AC,D] > #21|B1|Nn N — |a|°°212|31|'177] N +lI§1!fao .

Por tanto, existe m € (0,70) tal que para cada n € (0,71)

m in oL D 2.10.24
o7 <15r;1$1121(n)01 £,D]. (2.10.24)
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Sin pérdida de generalidad podemos asumir que
G? G, ,

o’ L, D] <oy L, D], 1<j<8m)—-1.

Ahora, fijemos 1 € (0,m) y para cada § > 0 y 1 < i < m consideremos el conjunto abierto
:;- = (Qé,-*-Ba)ﬂQ.
Ya que 3 N (Y, = @ si i # j, existe 6 > 0 tal que para cada 0 < § < &
AN =0 si i#j7. (2.10.25)

Ademss, gracias a (2.10.23), existe §; € (0,6o) tal que para cada 0 < 6§ < &;

£{(n) _ m
(U&Hn(J %) =0. (2.10.26)
i=1 i=1
Ahora, consideremos los potenciales
Vv en &, .
V; ] { 1 en Q \ Qz, 1 S.Z s m. (2.10-27)

Gracias a (2.10.4), (2.10.25) y (2.10.26),

m
Qn U@\ c .,
i=1
y por eso para cada 1 < 2 £ m el potencial V; estd separado de cero en cada subconjunto
compacto de {4, ya que V estd separada de cero en cada subconjunto compacto de Q. Sean
I}, 1 < j < ny, las componentes de I'y y para cada 1 < i < m denotemos por {jy, ..., jip,} al

subconjunto de {1, ...,n1} para el cual 1"{ N oY = 0 si y sélamente si j € {ji, ..., jip; }. Entonces,
para cada 1 < 7 < m tenemos que

pi
oG N U I =0.
k=1
En particular,

. p‘. .
dist(89%, | J T{*) >0, 1<i<m,
k=1

y por eso existe 6, € (0,6,) tal que paracada1<i<my0<§ < §

P _.
(U T +Bs)n Q5 =0. (2.10.28)
k=1
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Fijemos 6 € (0, 62). Entonces, se sigue de (2.10.28) que paracada 1 <i<m

Pi . _
Vi=1 e (|JI¥+BsnAQ,
k=1

y por eso para cada 1 < i < m el potencial V; estd separado de cero en cada subconjunto
compacto de

Pi
Q4+ U U F‘ik .
k=1
Por tanto,
V,e AQ), 1<i<m.

Observar que para cada 1 < i < m el conjunto de anulacién asociado a V; es Q, el cual es
conexo, y que el correspondiente K es el conjunto vacio, ya que (2.10.23) y (2.10.26) implican
que :

Kn(QuIy) =0, 1<i<m.
De este modo, cada uno de estos potenciales se encuentra dentro del marco abstracto de trabajo
del Paso 1, y por lo tanto para cada € > 0 existe A; = A1(e) > 0 y m funciones regulares

& :0—[0,00), 1<i<m,
tales que
®;(z) >0, z€Q, 1<i<m, (2.10.29)

y para cada 1 < i < m la funcién ®; es una supersolucién estricta de
(L + \V; — o0 (L, B(b, Q)] + ¢, B(b), Q)

para cada A > A;.
Ahora, consideremos los potenciales

~ 0 en &7

— -1 ) < . A0,

{0 2fe rsicw (21030
Fijemos 1 < j < £(n). Por construccién, el conjunto de anulacién de V, esta dado por G;-’ el cual
es conexo y de clase C2. Ademas, gracias a (2.10.23), @;’ C Q. Asi, existe p > 0 tal que V; = 1
en (I + B,) N, y por eso )
Vie A(Q), 1<7<{(n).

De este modo, cada uno de estos potenciales se encuentra dentro del marco abstracto de trabajo
del Paso 1, y por tanto existe A2 = Ag(e) > 0 y £(n) funciones regulares

$;:0—[0,00), 1<j<en),
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tales que
®,(z) >0, ze, 1<j<n), (2.10.31)

y para cada 1 < j < 4(n) la funcién &; es una supersolucién estricta de

. "
(L +AV; - 077 [£, B, GT)] + ¢, B(3), Q)
para cada A > Ag. Observar que ya que G_';’ Cc1<j5<n),
B(b,G))=D, 1<j<{n),
¥y por eso
c? a? ,
oy’ [£,B(b,G])] =0, [£, D], 1<j<{n). (2.10.32)

Sean I‘ 1 £ j £ m, las componentes de I'y y denotemos por {y,...,4,} al subconjunto de
{1,. nl} para el cual 1Y N30 = 0 si y sélamente si j € {3y, ... yip}. Gracias a (A1) de Definicién
2.10 1, 1"7 es una componente de dQp para cada j € {1,...,n1} \ {41, ...,3p}. Adem4s,

UF NoYp =10

I=1
¥ por eso

L
dist(| J I'Y,800) > 0. (2.10.33)
i=1

Ahora, consideremos los entornos tubulares de radio § definidos por (2.10.12) y (2.10.13). Gracias
a (2.10.20), (2.10.23) y (2.10.33), existe 63 € (0, 62) tal que para cada 0 < 6§ < &3

£(n)
(U NPy U N2y (U Qlu U Gn = (2.10.34)
J=1 j=1 j=1
Ademés, ya que I NT% = 0 si (i, £) # (j, k), existe 64 € (0,63) tal que para cada 0 < & < 6,
NEINNF =0 si (5,8 # (,k), k,Le{0,1}. (2.10.35)

Ademds, ya que lims\ o INso’jl = 0 para cada 1 < j < nyp, se sigue del Teorema 2.9.1 que existe
85 € (0, 64) tal que para cada 0 < § < 65

A% 12, ] > oL BB, =ef, 15 <no. (2.10.36)

asociadas a o) N [£ BN, i € {in, . ip}, ¥ 0] [£ D), 1 £ j < ng, respectivamente.

Ahora, denotemos por ¥, i € {41,.. ,zp} y 55, < _7‘ < nop, a las autofunciones principales
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Gracias a (2.10.26), (2.10.34) y (2.10.35), la siguiente funcién estd bien definida
(P, en O, 1<i<m,

®; en Ci?, 1<j<n),

¥ en Ng¥, 1<j<p,

§ e A, 1<j<m,

G en 0\ (UR B UUR G UL A} LU A3

(2.10.37)

\

donde (s es cualquier extensién positiva regular de

m 7) " P no
U U ®; U U vl é
i1=1 = = J._]_
desde
m £(n)
U UUG”UU 1"uU./\/"
i=1 j=1 j=1

hasta § la cual est4 separada de cero. Esta existe ya que, gracias a (2.10.23), (2.10.29) y (2.10.31),
las funciones

Bilog\rys Bilaer,  1Sism, 1<j5<4n),

son positivas y separadas de cero, lo mismo que las funciones

w.’s"lw;.f,-m, ezu,w;.i\ro, 1<j<p, 1<i<nmo.

Como en Paso 1, en la definicién de &(z) debemos borrar las ¢zj s si ') C 0.
Para cada 1 < i < m se sigue de la definicién de ®; que en Qf las siguientes relaciones son
satisfechas para cada A > A;

(£+1\V—a{2°[£,8(b,ﬂo)] +e6)®=(L+ AV — ol +6)®; > (L+\V; — ol +€®; >0,

yaqueV=Vy _
oL, B(b, Q)] = o} < o,

mientras que, gracias a (2.10.24), para cada 1 < j < £(n) se sigue de la definicién de <i>j que en
G’;’ las siguientes relaciones son satisfechas para cada A > A2

(L + AV = oS0[L, B(b, Q)] + €)@ > (L + AV —ol +68; > (L+2\V; —al’[ﬁ D} +¢)d; >0,

yaqueVZYA/j:OenG';?.
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Gracias a (A2) de Definicién 2.10.1, V es positiva y separada de cero en cada subconjunto
compacto de

) S
Quyry,
j=1
Y por eso existe w > 0 tal que

V>w>0 en UNI"’

J_

De este modo, paracadal <j<pen N, il " tenemos que para cada A > 0
2

(£ + AV = of[L, B, Q)| + 08 2 (62 [£, B, M) o} + e+ Ay >0

si A es suficientemente grande mientras que debido a (2.10.36) para cada 1 < j < ng se sigue de
la definicién de ® y 65 que en /\/'0 para cada A > 0 tenemos que

(L+ AV = ai0[L, B(b, Q)] + €)@ > (al [z: ’D] -0t +e)el > 0.

E
. )
Q\(UQ‘U UeGlu UN“’UUNO
i=1 i=1

tenemos que
(LHAV =0+ =(L+ NV —ad +€)¢ > (L=0d+€)¢ +Ms >0

si A > 0 es suficientemente grande, ya que (£ — 09 +€)(s es independiente de A y (s estd separada
de cero.
Finalmente, _ '
Bb)»=Dd=¢,=0 en I}, 1<j<ng,
Bb)®=(8,+b)®= (8, +byyf =0 en I'Y, 1<j<p,
y para cada 1 < j < m tal que 696 NT; # 0 tenemos que
Bb)®=(8,+b)2= (8, +b)®; >0 en IUNT, =06NT,.

Asi
Bb)® >0 en 01,

y por tanto la funcién @ definida por (2.10.37) nos proporciona una supersolucién positiva
estricta de (2.10.9) si A > 0 es suficientemente grande. Esto completa la demostracién del
teorema cuando la condicién (2.10.20) es satisfecha.
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Ahora, supongamos que
CoN(0QWUK) #0. (2.10.38)

Sean I , 1 < j < ng, las componentes de Iy, denotemos-por {é1,...,1q} al subconjunto de
{1,...,mp} para el cual

)N (@ UK) #0

si y sélamente si j € {41,...,4q}, y para cada n > 0 suficientemente pequeo consideremos el
conjunto abierto

- q
Q:=Gp:=QU(|JT§ +B,).
=1

El resto de la demostracién consiste en construir £, V y B(b), como en la prueba del Paso 1
para el caso cuando la condicién (2.10.18) es satisfecha, por lo que Qo =Qo, K=K, y

f‘oﬂ(aﬁoUR’)=®.

Argumentando como en la prueba de la segunda parte del Paso 1, pero esta vez utilizando el
resultado del Paso 2 bajo condicién (2.10.20), en lugar del resultado del Paso 1 bajo condicién
(2.10.10), la presente situacién es abarcada. Esto concluye la demostracién del teorema. a

Argumentando como en la prueba del Teorema 2.10.4 en el caso particular en el que a € A(Q)
y Qo = 0, se sigue facilmente el préximo resultado. Debe ser destacado que debido al hecho de
que no se necesita el Teorema 2.6.1 para demostrar el Teorema 2.10.5, la regularidad requerida
sobre los coeficientes del operador £ es mds débil que la necesitada en el Teorema 2.10.4. Ademis,
la condicién (1.4.15) sobre I'y no es requerida.

Teorema 2.10.5 Supongamos que
i ECANNWL(Q), i, ap€Lo(R), 1<i,j<N.
Asumamos en adiccion que V € AT(Q), es decir, V € A(R) y Qo = 0. Entonces

. Q —
Ah/_n;o o1’ [£ + AV, B(b)] = +o0.

2.11 Autovalores principales para problemas con pesos

En esta seccién utilizamos la teoria desarrollada en las secciones previas para analizar la exis-

tencia y multiplicidad de los autovalores principales del problema lineal de valores en la frontera
con peso

Lo=AWyp en (2,

{ B(b)p = 0 en 80, (2.11.1)
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donde A € R y W € Loo(Q2). Un autovalor principal de (2.11.1) es cualquier valor de ) para
el que el problema posee una solucién positiva ¢. Asi, por la unicidad del auto-par principal
asociado a

(L =W, B(b),Q),

los autovalores principales de (2.11.1) estdn dados por los ceros de la aplicacién

(A := oL - AW, B(b)], A€eR. (2.11.2)
El siguiente resultado nos proporciona algunas propiedades generales de ().
Teorema 2.11.1 La aplicacidn X()) definida por (2.11.2) satisface las siguientes propiedades:

a) (M) es real holomorfa y céncava. Por tanto, o bien £”(A\) = 0 para cada A € R, o bien
eriste un conjunto discreto Z C R tal que £”()) < 0 para cada A € R\ Z. Por discreto es
entendido que Z N K es finito para cada subconjunto compacto K de R.

b) Asumamos que eziste un subconjunto abierto Dy C Q para el cual infp, W > 0. Entonces,

Jim B(}) = —oo. (2.11.3)

Si ademds W > 0 en Q, entonces ¥'(\) < 0 para cada X € R.
c) Asumamos que eziste un subconjunto abierto D_ C Q para el cualsup, W < 0. Entonces,

A{‘,E‘wz(’\) =-00. (2.11.4)

Si ademds W < 0 en Q, entonces £'(A) > 0 para cada X € R.
d) Asumamos que existen dos subconjuntos abiertos Dy y D_ of Q para los cuales

infW >0, supW < 0. (2.11.5)
Dy D_

Entonces, las condiciones (2.11.3) y (2.11.4) son satisfechas. En particular, eziste \g € R
para el cual

L(Ao) = sup T(A).
AER
Ademds, T'(Mg) =0, T'(X) > 0 si A < Ao, y Z'(X) < 0 8i A > Ap. Por tanto, A\g es tnico.

Nota 2.11.2 En el Teorema 2.11.1(a) la primera opcién puede ocurrir. En efecto, si W es
constante, entonces
(X)) = oL, B(b)] - A\W.

De este modo, ©'(\) = =W y £"(A) = 0 para cada X € R.
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Demostracién del Teorema 2.11.1: (a) Definamos
L) =L-2W.
Si L(A), A € R, es considerada como una familia de operado;es cerrados con dominio comin
D(L(N)) = W (),

y valores en L%(f), entonces es real holomorfa de tipo (A) en el sentido de T. Kato (cf. [30],
Capitulo VII, §2). En efecto, para toda v € L*(2) y u € Wj,(Q), el La-producto [ vL(A)u es
real holomorfo en A. Por tanto, obtenemos de Teoremas 1.7, 1.8 de Capitulo VII, §1.3, de [30]
que £(X) es real holomorfa en A. Ademds, si ¢(A) representa la autofuncién principal asociada
a I(\), normalizada tal que [ ¢?(\) = 1, entonces la aplicacién

R — Ly(Q)
N S:(/\) (2.11.6)

es real holomorfa también. La concavidad de la aplicacién A — X()\) es una consecuencia del
Teorema 2.4.1. De estos hechos se sigue facilmente que £"(\) < 0 para cada A € R. Finalmente,
ya que £”()) es real holomorfa, se sigue del teorema de identidad que alguna de las siguientes
opciones ocurre: O bien &” = 0, o £” se anula en un conjunto discreto, posiblemente vacio. Esto
completa la prueba de la Parte (a).

(b) Asumamos que existe un subconjunto abierto D C 2 para el cual infp, W > 0. Sean
z4 € D, y R > 0 tales que Bg(z+) C D4. Entonces, Proposicién 2.2.2 implica

B(\) = oP[L ~ AW, Bb)] < o2 (L - AW, D],

ya que
B(b, Br(z+)) =D.

De este modo, para cada A > 0 obtenemos que
T(A) < oBRED L D) - A inf W,
+

y por tanto
lim ¥(\) = —o0.
A/ o0

Esto muestra (2.11.3). Supongamos W > 0. Entonces, se sigue de Proposicién 2.2.3 que £'(A) < 0
para cada A € R. Asumamos que existe A\; € R tal que

(A1) =0.

Entonces, para cada A < A; tenemos que

A
0>\ = A ="(s)ds >0,
1
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ya que £’ < 0, y por eso &' = 0 en (—o0, A1]. Asi, se sigue del teorema de identidad que &' =0
en R, y por tanto T debe ser constante. Esto contradice (2.11.3) y muestra que £’()\) < 0 para
cualquier A € R. .

(c) Se sigue facilmente aplicando Part (b) a la nueva funcién

£(\):=Z(=)), A€R,

asociada al potencial —W.
(d) Es suficiente mostrar que £'(A) > 0 si A < Ao, mientras que X'(A) < 0'si A > Aq. Por
definicién,
='(Ag) = 0.

Asumamos que existe A; < Ag tal que
(M) £0.
Entonces,
0>%'(\) = /: £'(A)dr >0,
ya que £” < 0, y por eso

A .
(M) = A 'S0y dx = 0.
0

De este modo, £” = 0 en [A1, Ao} y por lo tanto, gracias al teorema de identidad, obtenemos que
¥" =0 en R. Por eso, existen dos constantes a, b € R tales que

T(\)=aA+b, A€R.

Este hecho contradice (2.11.5). Por tanto, £'(A) > 0 para todo A < Ao.
Ahora, asumamos que existe Az > Ag tal que

Z'(A2) 2 0.
Entonces,
Az
0< ()= / S'(N)dA <0,
Ao
y por eso

A
T(Ag) = A "N dr =0.
0

Asi, £" = 0 en [Ag, A2] y por lo tanto, gracias al teorema de identidad, obtenemos que =0
en R. Por eso, existen dos constantes a, b € R tales que

T(\)=ar+b, A€R.
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Este hecho contradice (2.11.5). Por tanto, £'(A) < 0 para todo A > Ag. Esto concluye la de-
mostracién del teorema. O

Del Teorema 2.11.1 se obtiene ficilmente la siguiente caracterizacién de la existencia de auto-
valores principales para el problema lineal de valores en la frontera con peso (2.11.1).

Teorema 2.11.3 Las siguientes afirmaciones son ciertas:

a) Asumamos que W > 0 y que eziste un subconjunto abierto Dy C § tal que infp + W >0.
Entonces, (2.11.1) posee un autovalor principal si, y sélamente si,

dim Z0) > 0. (2.11.7)

Ademds, es tnico si existe. Denotémosle por A,. Entonces, A1 es un autovalor simple de
(L= MW, W) en el sentido de [14].

b) Asumamos que W < 0 y que eriste un subconjunto abierto D_ C ) tal que supp,_ W < 0.
Entonces, (2.11.1) posee un autovalor principal si, y sélamente si,

,\h/'rgo Z(A)>0. (2.11.8)

Ademds, es inico si eriste. Denotémosle por A\1. Entonces, A1 es un autovalor simple de
(L= MW, W) en el sentido de [14].

c) Asumamos que eristen dos subconjuntos abiertos Dy y D_ of Q para los cuales (2.11.5)
es satisfecha, y sea A9 € R el dnico valor de A para el cual £'(\) = 0. Entonces, (2.11.1)
posee un autovalor principal si, y sélamente si, (o) > 0. Ademds, \g es el 1inico autovalor
principal de (2.11.1) si £(A\g) = 0, mientras que (2.11.1) posee ezactamente dos autovalores
principales, digamos A_ < Ay, si £(\g) > 0. Ademds, en este caso

A< X < A+,
y A+ es un autovalor simple de (L — AW, W) en el sentido de [14].

Demostracién: Los resultados de existencia y multiplicidad son una consecuencia inmediata
del Teorema 2.11.1. Unicamente resta mostrar la simplicidad de cualquier autovalor, digamos
A1, de (2.11.1) cuando £'()\;) # 0.

Como en la prueba del Teorema 2.11.1, denotemos por ¢(A) a la autofuncién principal
asociada a £()), normalizada tal que [, ¢?()\) = 1. Entonces, ya sabemos que es real holomorfa,
y por eso dif erenciando

(£ = W)p(A) = SN)e()

con respecto a A se sigue que

(L= AW)¢'(A) = We(X) = Z'(N)p(X) + Z(N)¢'(N).
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De este modo, tomando
pr:=p(M), 1i=¢(M),
obtenemos que - .
(L= MW)p) = Wp + Z'(M)er, (2.11.9)
ya que, por definicién, £();) = 0.
Recalcamos que A es un autovalor simple de (£ — A\ W, W) si, y sélamente si,

W1 € R[C - W) (2.11.10)
Supongamos £'(A1) # 0 y Wi, € R[L — \;W]. Entonces se sigue de (2.11.9) que
E’(/\])(ﬂl € R[E - /\1W} ,

y por eso
1 € R[L — W],

lo cual es imposible, ya que
N[£ — W] = span[¢y]

y (A1) = 0 es un autovalor algebraicamente simple de £—X; W. Por tanto, la condicién (2.11.10)
se verifica. Reciprocamente, se sigue de (2.11.9) que la condicién (2.11.10) falla si £'(A;) = 0.
Esto concluye la demostracién del teorema. o

Nota 2.11.4 (a) Bajo las hipdtesis del Teorema 2.11.3(a) tenemos que, A\; > 0 si y sdlamente
si o[£, B(b)] > 0, y A1 =0 si y sélamente si o[, B(b)] = 0.

(b) Bajo las hipdtesis del Teorema 2.11.3(b), Ay > 0 si y sélamente si oQ[L,B(b)] < 0, y
A =0 si y sélamente si o}[C, B(b)] = 0.

(c) Bajo las hipdteis del Teorema 2.11.3(c), asumamos ademds que £()\g) = 0. Entonces,
Ao > 0 si y sélamente si £'(0) > 0, mientras que Ao = 0 si y sélamente si o[£, B(b)] = 0.
Ahora, supongamos L(Ag) > 0. Entonces, A\_ < 0 < A4 si o}[L,B(b)] > 0, 0 = A_ < A} si
ofY[£,B(B)] =0 y T'(0) > 0, A\_ < Ay =0 si o[£, BB)] =0y 2'0)<0,0< A < Ay si
oL, B(b)] <0 y £'(0) > 0, y A~ < A < 0 si oR[£, B(b)] < 0 y £'(0) < 0.

(d) El Teorema 2.11.3 es sustancialmente mds general que el cldsico resultado de Hess y
Kato [26] (cf. [25] también), donde junto al hecho de que los coeficientes del operador diferen-

cial y el operador de frontera son mds restrictivos que los aqui considerados, fue requerido que
oL, B(b)] > 0.

El siguiente resultado nos proporciona algunas condiciones suficientes en términos de la
funcién peso W para que (2.11.1) pueda poseer un autovalor principal. En un principio consid-
eraremos el caso de un potencial con signo definido. Después abordaremos el caso general.

Teorema 2.11.5 Supongamos W € Loo(R) y W > 0. Entonces, las siguientes afirmaciones son
ciertas:
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a) SiinfqW > 0, entonces (2.11.1) posee un dnico autovalor principal.

b) SiinfqW =0, W es admisible en el sentido de la Definicidn 2.10.1, (2.6.1) es satisfecho
y (1.4.15) se verifica en T'y N 09y, entonces (2.11.1) posee un autovalor principal si, y
sélemante si,

ai®[L, B(b, Q)] > 0. (2.11.11)

Ademds, si existe es inico.

Similarmente, el problema (2.11.1) posee un tnico autovalor principal si supq W < 0, mientras
que cuando supqW = 0, —W es admisible en el sentido de la Definicién 2.10.1, (2.6.1) es
satisfecho y (1.4.15) se verifica en I'y N0y, entonces (2.11.1) posee un autovalor principal si, y
solamente si, (2.11.11) es satisfecho. Ademds, si existe es tnico.

Demostracién: (a) Supongamos infq W > 0. Entonces, para cada A < 0 tenemos que
Z(A) = o[£ ~ AW, B(b)] 2 of'(C, B(b)] - Ainf W,

Y por eso
lim E(A) =o0.
A\, ~o0

Por tanto, (2.11.7) se verifica y Teorema 2.11.3(a) completa la prueba.
(b) Supongamos infq W = 0, W € A(Q), (2.6.1), y que (1.4.15) se verifica en I'; N 9.
Entonces, gracias al Teorema 2.10.4,

dm () = o[£, B(b, Q)] .

De este modo, (2.11.7) ocurre si, y sélamente si, (2.11.11) es satisfecho. Gracias al Teorema
2.11.3(a), esto completa la prueba si W > 0.
SiW <0, en lugar de W > 0, es suficiente aplicar el reaultado ya obtenido a la nueva funcién

E(\):=%(-)), Ie€R,

asociada al potencial —W. O

Cuando W cambia de signo y .
ot (L, B(b)] >0,

se sigue del Teorema 2.11.3(c) que (2.11.1) posee dos autovalores principales; uno negativo y el
otro positivo. Si (£, B(b), ) no satisface el principio del maximo fuerte, entonces se verifican los
siguientes resultados.

Teorema 2.11.6 Supongamos (2.6.1) y
o[£, B(b)] < 0. (2.11.12)
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Sea W € Loo(Y) un potencial para el cual existen dos subconjuntos abiertos Dy, D_ C  tales
que la condicidn (2.11.5) es satisfecha. Tomemos

Wt :=max {W,0}, W :=W*-w,
y asumamos que alguna de las siguientes dos condiciones es satisfecha:

a) W+ € A(Q), la clase de potenciales admisibles en Q, (1.4.15) es satisfecho en T1N 00T, y

+ Yi(A
oL BORN >0, W ey < max +) (2.1113)

af —A

donde QF representa el conjunto abierto de anulacidn asociado a W+, cuya ezistencia estd
0 Yy
garantizada por la Definicion 2.10.1,

T (N =0 - AW, B(b)], AIeR,
y AT < 0 representa el inico A para el cual £,.()\) = 0.

b) W~ € A(Q), la clase de potenciales admisibles en , (1.4.15) es satisfecho en 1NN, y

B BOI) >0, W iae < max I, (21114

donde Qy representa el conjunto abierto de anulacidn asociado a W™, cuya existencia estd
garantizada por la Definicion 2.10.1,

_(\):=0dL+IW™,B()], AIeR,
y A] > 0 representa el unico A para el cual T_()) =0.

Entonces, (2.11.1) posee exactamente dos autovalores principales. Ademds, en el caso (a) los dos
autovalores principales son negativos, mientras que en el caso (b) los dos autovalores principales
de (2.11.1) son positivos.

Nota 2.11.7 Gracias al Corolario 2.9.3, (2.11.13) es satisfecho si |0F| es suficientemente pe-
quea, b es suficientemente grande, y W™~ es suficientemente pequea, mientras que (2.11.14) se
verifica si |y | es suficientemente pequea, b es suficientemente grande y W+ es suficientemente
pequea. De hecho, gracias al Teorema 2.9.1, siT1 N8O =0, y |QF| y W~ son suficientemente
pequeas, entonces la resctriccidn sobre b es innecesaria para tener (2.11.13). Similarmente, si
InoQg =0, y || y W+ son suficientemente pequeas, entonces la restriccidon sobre b es
innecesaria para tener (2.11.14).



78 Propiedades de Autovalores Principales

Demostracién del Teorema 2.11.8: En un principio demostraremos que (2.11.13) y (2.11.14)
tienen sentido. Supongamos

T £, B(b,98)]> 0.

Entonces, la existencia y la unicidad de A} esté garantizada por el Teorema 2.11.5(b). Ademss,
A} < 0y, gracias al Teorema 2.11.1(b),

= (A}) <0.

De este modo,
AF A

Por otra parte, para cada A < A tenemos que

Z+(})
X >0,
y debido al Teorema 2.10.4
im =) g,
AN\—co —A

Por tanto,

max Z+() € (0,00)

A A

estd bien definido. En particular, (2.11.13) tiene sentido. Similarmente, se sigue ficilmente que
(2.11.14) tiene sentido.

Supongamos que la condicién (a) es satisfecha. Entonces, existe A< Af <0 tal que

Z+(_5\)
X

L]

W™l Leo(e) <

Yy por eso
oL = AW, B(b)] > —MW ||y -

De este modo,
S(A) = o[ — AW, Bb)] > o[£ — AW, B(b)] + MW | Loo() 2 0,

yaque A< 0y W= < |[W—| Loo()- El Teorema 2.11.3(c) completa la demostracion de este resul-
tado cuando la condicién (a) es satisfecha. El argumento previo puede ser ficilmente adaptado
para probar el teorema cuando, en lugar de (a), la condicién (b) es satisfecha. Es to concluye la
demostracién. a
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Teorema 2.11.8 Supongamos (2.6.1) y
oL, B(b)] = 0. . (2.11.15)

Sea W € Lo(f2) un potencial para el que existen dos subconjuntos abiertos D, D_ C Q tales
que se verifica la condicion (2.11.5). Tomemos

W+ := max {W, 0}, W™ =Ww*-w,
y supongamos que alguna de las siguientes dos condiciones es satisfecha:

a) W* € A(Q), la clase de potenciales admisibles en 2, (1.4.15) es satisfecha en T1N NS, y
Y
Wl Loty < max ==, (2.11.16)

donde Qf representa el conjunto abierto de anulacidén asociado a W+ y

i) :=0dL - AWT,BB)], AeR.

b) W~ € A(Q), la clase de potenciales admisibles en Q2, (1.4.15) es satisfecha en T1 N3Ny, y

()
w+ el )
W™l oo (@ < max ==,

(2.11.17)
donde Qy representa el conjunto abierto de anulacién asociado a W~ y
-\ :=0od[L+IW™,BOb)], IeR.
Entonces, (2.11.1) posee ezactamente dos autovalores principales. Ademds, en el caso (a) uno

de ellos es cero y el otro es negativo, mientras que en el caso (b) uno de ellos es cero y el otro
es positivo.

Demostracién: En un principio mostraremos que (2.11.16) y (2.11.17) tienen sentido. Gracias
a (2.11.15),
4+(0) = o¥[L, B(b)] =0,

y por eso debido a la monotonia del autovalor principal con respecto al dominio
o [, B, 0F)] > 0.
Ademss, gracias al Teorema 2.11.1(b),
T, (0)<0.
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De este modo .
lim -ﬁ =-%/(0) >0.

A0 =)
Por otra parte, para cada A < 0 tenemos que
RO
y debido al Teorema 2.10.4
«\{i.r?oo .E—t%\_). =0.

Por tanto,

Z: (V)
mex — € (0,00)
estd bien definido. En particular, (2.11.16) tiene sentido. Similarmente, se sigue ficilmente que
(2.11.17) tiene sentido. .
Supongamos que la condicién (a) es satisfecha. Entonces, existe A < 0 tal que

- Ze(A
W™ Lo < *_'—(-,\),
y por eso ) )
oP[L = AW*, Bb)] > =W || oo -

De este modo,
£(A) = o€ — AW, B(b)] > o[£ = AW+, BE)] + AW |1 y(0) > 0,

ya que A < 0. Ahora, el Teorema 2.11.3(c) completa la demostracién del resultado cuando la
condicién (a) es satisfecha. El argumento previo puede ser ficilmente adaptado para probar el
teorema cuando, en lugar de (a), la con dicién (b) es satisfecha. Esto concluye la demostracién.
(]



Capitulo 3

Soluciones positivas de una clase
general de problemas sublineales

En este capitulo estudiamos la existencia y estructura del conjunto de soluciones positivas, de una
clase muy general de problemas sublineales elipticos de valores en la frontera con pesos y con no
linealidades no necesariamente mondtonas, sujetos a condiciones de frontera no clésicas de tipo
mixto. Nuestros resultados proporcionan extensiones sustanciales de algunos resultados previos
encontrados en [32], [19] y [20]. Monotonia, teoria local y global de bifurcacién y argumentos de
continuacién global son, entre otras, las técnicas utilizadas para llevar a cabo nuestro anilisis
matematico.

3.1 Introduccién

En este capitulo empezamos caracterizando la existencia de soluciones positivas del problema
sublineal eliptico de valores en la frontera con peso

{ Lu = AW (z)u ~ a(z) f(z, u)u en 2,

B(b)u =0 en 89, (3.1.1)

donde a(z) € Loo(f2) pertenece a cierta clase de potenciales no negativos y W € Loo(2). Después
analizamos la estructura del diagrama de soluciones positivas de (3.1.1), de acuerdo al signo del
potencial W en el conjunto de anulacién de a(z), denotado en lo sucesivo por 0. Finalmente,
averiguamos el crecimiento puntual de las soluciones positivas de (3.1.1) en Q2 y en algunas
regiones de su frontera, cuando A se aproxima al valor de bifurcacién a soluciones positivas de
(3.1.1) desde infinito. La existencia de valores de A para los que el problema exhibe bifurcacién
desde infinito se debe al hecho de que 09 3 0.

A lo largo de este capitulo supondremos lo siguiente:

81



82 Soluciones positivas de una clase general de problemas sublineales

a)

b)

Q es un dominio acotado en RY, N > 1, de clase C?, es decir,  es una subvariedad
N-dimensional compacta y conexa de clase C? de RV con frontera 99 de clase C2.

A € R es considerado como un pardmetro de bifurcacién y continuacién, W € L (Q) es
un potencial en frente de A, y

L=— Y E S ai)
== i% *4i(2) 5o z; ; % (z) 5= + ao(2) (3.1.2)

es uniformemente fuertemente eliptico en £ con
Qij = Qj; € cy(Q), a; € C(Q), ap € Loo(9), 1<i,7<N. (3.1.3)
En lo sucesivo denotaremos por 4 > 0 a la constante de elipticidad de £ en Q2. Entonces,
para cada £ € RV \ {0} y z € ) tendremos que
N

Y (@& > plelP.

=1

a € Lo(f2), a > 0, es un potencial admisible en 2, en el sentido de la Definicién 2.10.1.
Es decir, a es un potencial para el cual existen un subconjunto abierto N0 de Qyun
subconjunto compacto de K de ) con medida de Lebesgue cero tal que

Kn(dur,) =0, (3.1.4)
QF:={zeQ :a(x)>0}=0\(QQUK), (3.1.5)

y se verifica cada una de las siguientes condiciones:

(A1) Q9 posee un nimero finito de componentes de clase €2, digamos Q97,1 < j < m,
tales que Q*NQA%W =0sii#j, y
dist(['1,802N Q) > 0. (3.1.6)
Asi, si denotamos por I'}, 1 < i < ny, a las componentes de 'y, entonces para cada
1<i<ny,obienTi Cc Q8 0o i NONY = 0. Ademas, si I'} C 099, entonces I} debe
ser una componente de Q0. En efecto, si I N8Q2 # @ pero I'} no es una componente
de 609, entonces dist(I'}, 002 N Q) = 0.

(A2) Denotemos por {1y, ...,ip} al subconjunto de {1,...,n;} para el cual rinad =0si, y
sélamente si, j € {i1,...,ip}. Entonces, a estd separado de cero en cada subconjunto
compacto de

p
QrfuJry.
i=1

Observar que si I'1 C 809, entonces tinicamente estamos imponiendo que a esté
separado de cero en cada subconjunto compacto de Q7.
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(A3) Denotemos por I}, 1 < i < ng, a las componentes de I'g, y sea {1, ...,74} €l subcon-
junto de {1,...,n0} para el cual (8Q2 U K) NTY # 0 si, y sélamente si, j € {i1, .. 3q}
Entonces, a estd separado de cero en cada subconjunto compacto de

g
QFur§ \ (000 UK)).
=1
Observar que si (923U K)NTo = @, entonces inicamente estamos imponiendo que a
esté separado de cero en cada subconjunto compacto de }.
(A4) Para cada 7 > 0 existen un nimero natural £(n) > 1 y £(n) subconjuntos abiertos de
RY, G],1<j < €(n), con |G| < n, 1 < j < £(n), tales que
GING]=0 si i#j,
&(n)
xcay,
j=1
y para cada 1 < j < £(n) el conjunto abierto G’;’ N Q es conexo y de clase C2.

En lo sucesivo, para cada @ € Lo(f2), @ > 0 verificando las hipétesis (A1) ~ (A4) de c),
serd denotado por a € A(Q). .

d) B(b) representa al operador de frontera

_ ) u en Iy,
B(b)u := { B,u + bu en T, (3.1.7)

donde I'p y Iy son dos subconjuntos disjuntos abiertos y cerrados de 99 con ['yUT'; = 89,
beC (Fl),
v = (u,...,vn) € C}(T'1,RY)

es cualquier campo vectorial exterior y no tangente verificando

N
y; = Za,-,-nj, 1<i<N; (3.1.8)
j=1
sobre I'; N 99, donde n = (ny,...,ny) denota la normal exterior unitaria a Q sobre Iy
Ou = (Vu,v).

Asi, (3.1.8) implica que si 'y N 902 # 0, entonces v es el campo conormal sobre I'y N HQY
y Oyu representa la derivada cornormal de u sobre 'y N9Q%; ysi ' N 0098 = 9, entonces
v € C}(I'1, RV) es cualquier campo vectorial exterior y no tangente a 2 sobre I';. Ademds,
Lo y 'y poseen un nimero finito de componentes conexas. De este modo, B(b) es el operador
de Dirichlet sobre I'g, denotado en lo sucesivo por D, y el operador de Neumann o de
derivada regular oblicua de primer orden sobre I';. Debe ser destacado que o bien I'g o [y
puede ser el conjunto vacio.
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e) La funcién f :  x [0,c0) — R satisface las siguientes hipétesis:

fecClQx[0,0);R), h/ngo f(z,u) =+oo uniformementeen Q. (3.1.9)

Obsérvese que (3.1.9) implica que para cada M > 0, existe X(M) > 0, uniforme en 2, tal

que

f(z,6)>M paracada z€Q y €£>X(M). (3.1.10)
En lo sucesivo denotaremos por X(M) a cualquier constante positiva fija verificando
(3.1.10).

Debe ser destacado que f(z,0) € C}(Q, R) y no hay ninguna restriccién de signo sobre f(z,0)
en Q. También, en lo sucesivo denotaremos por I¢(z) a la funcién

Ij(e) = juf f(@,6),
y por p(z, f) al-conjunto
p(z, f)={n=>0: f(z,n) = éggf(w, )} (3.1.11)

Ademsés, .
My := mjn{o) min{f(:z:,E) : (x,f) € x [O,X(O)] }}a
est4 bien definido, ya que f satisface (3.1.9). Se ve ficilmente que
M, < I4(z) < f(z,0) € C}(Q, R)
para cada z € Q y, por ello, Iy € Loo(f2).

Ahora introducimos algunas notaciones. En lo sucesivo consideraremos los siguientes oper-
adores diferenciales

L := L +a(z)If(z), L := L+ a(z)f(z,0),
y paracada A€ R
LY=L= IW(z), LQO):=L-2W(), L) :=L-W(z).

Observar que estos operadores son uniformemente fuertemente elipticos en 2, con la misma
constante de elipticidad g > 0 que £. Ademés, consideraremos las aplicaciones

SN = odL(N), BO)], £ :=0PI£(),BO)], Z():=0f[L(),B®), (3112

0
So(A) = a2 [L(N), B(6, Q)] (3.1.13)
todas ellas definidas paracada A€ R, y

Aa,f):={2eR : E(N) <0< Te(N) }.
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Obsérvese que ya que a > 0, gracias a la Proposicién 2.2.2 y a la Proposicién 2.2.3, para cada f
verificando (3.1.9) y A € R, las aplicaciones definidas por (3.1.12) y (3.1.13) satisfacen

SN <0 < ZH(A). - (3.1.14)

En todo este capitulo, representaremos las soluciones positivas de (3.1.1) como pares (), u)) o
simplemente como uy, donde A es el pardmetro de bifurcacién. Ademés, para cada potencial a €
A(Q) y f verificando (3.1.9), denotaremos por A(a, f) al conjunto de valores de A para los cuales
(3.1.1) posee al menos una solucién positiva. Se debe destacar que ya que la aplicacién u — f(-,u)
no es necesariamente monétona en [0,00), (3.1.1) puede exhibir més de una solucién positiva
para cada A € A(a, f). Asi, la expresién (A, u,) o simplemente uy, denotaré cualquier solucién
positiva de (3.1.1) para el valor A del pardmetro. Para cada A € A(a, f), J()) representars
cualquier conjunto tal que {u} : i € J(A)} nos proporcione el conjunto de soluciones positivas
de (3.1.1).

Los problemas semilineales elipticos de valores en la frontera del tipo (3.1.1) han atraido
un gran interés durante las 1ltimas décadas, por las aplicaciones que en ecologia matemadtica y
quimica tiene su modelo parabdlico

Ou+ Lu = AW (z)u — a(z)f(z,u)u en £ x (0,00)
Bbu=0 en 90 x (0,00) (3.1.15)
u(-,0) =up en (.

Estos problemas parabdlicos describen la dindmica de las soluciones positivas de muchas ecua-
ciones de reaccidén-difusién utilizadas para modelizar una gran variedad de fenémenos en las
ciencias aplicadas y la ingenieria. En estos problemas, A puede ser el inverso de un coeficiente de
difusién d := % en frente de £ cuando A > 0. Desde el punto de vista de las aplicaciones uno estd
interesado en analizar cémo varia la dindmica de las soluciones positivas del modelo parabdlico
(3.1.15) cuando la difusién, o equivalentemente A, cambia. En dindmica de poblaciones, el Prob-
lema (3.1.15) nos proporciona la evolucién de una especie que obedece una ley generalizada de
crecimiento logistico [40], [42]. Tipicamente, u representa la densidad de la poblacién, ¢;; son los
coeficientes de difusividad de la especie u, los coeficientes o/ s decriben los efectos de transporte,
—ap(z) + A\W(z) es la tasa de natalidad o mortandad de la especie, de acuerdo con su signo,
f(z,u) describe el efecto limite del aumento de poblacién, y el coeficiente a(z) mide el estrés de
la poblacién en Q7. Asi, las soluciones positivas de (3.1.1) son los equilibrios positivos de (3.1.15)
y por tanto, el andlisis de la existencia, multiplicidad y estabilidad de las soluciones positivas
de (3.1.1) es absolutamente necesario para tener un conocimiento completo del comportamiento
asintético de las soluciones positivas del problema de evolucién (3.1.15).

En lo que al andlisis matemadtico contenido en este capitulo concierne, se debe destacar que
nuestras condiciones de frontera generales y nuestra no linealidad, f(z,u), no se encuentran
dentro del marco cldsico, ya que estamos tratando con condiciones de frontera mixtas donde b
puede ser negativa en alguna subregién de alguna de las componentes de I'; y anularse en otras
subregiones de estas componentes, y ademds, la funcién f(z,0) puede ser diferente de cero en
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). También se debe observar que no estamos imponiendo ninguna restriccién sobre el signo de
f(z,0) en Q. Agunos trabajos previos discutiendo esta clase de problemas son [12],[43],[19],{20]
y [38], aunque nuestro marco de trabajo es lo suficientemente general como para incluir los
modelos especiales considerados en estas referencias, donde b'no cambia de signo y f(z,0) debe
ser idénticamente cero. Nuestros resultados estdén motivados por {32], [19] y [20]. En [19], se
supone que Q es un dominio acotado de R, N > 1, donde 6Q € C?*” para algin v € (0,1)
y o bien 0 =Ty o 90 = I'1. Ademds, £ es un operador del tipo (3.1.2) con ajj, a;, ap €
C'(Q), 4,7 =1,...,N y el operador de frontera B(b) es o bien el operador de Dirichlet, es decir,
B(b)u := Du = usi; =0, o el operador de Neumann si ['g = @ and b = 0, es decir, B(b)u := d,u,
o el operador de Robin si I'g = 0 y b # 0, es decir, B(b)u := 8,u + bu, donde en ambos casos
v € C1*7(0Q, RV) es un campo vectorial exterior y no tangente y b € C1*+7(99) es no negativa
en OS). También, los potenciales a, W € C?(2), a > 0, y la funcién f : @ x [0,00) — R esde
clase C"1+7, verificando f(z,0) =0,

f(z,u) >0, Ouf(z,u) >0 paratodo ©u>0, z€Q

Eli/‘x{.laf(:r:,f)=oo, paracada z€Q.

También, si denotamos por 020 al subconjunto abierto maximal de Q2 donde se anula el coeficnte
a(z), es decir,
Q:={zeQ : a(z) =0},

entonces 0 es un €2+’ —subdominio de € tal que o bien 23 C  si B(b) es el operador de
Dirichlet, o Q0 ¢ Q if B(b) es el operador de frontera de tipo Neumann o Robin. Bajo estas
hipétesis, en las Secciones 3 y 4 de {19] fue analizada la existencia de las soluciones positivas de
(3.1.1), lo mismo que la estructura de este conjunto de soluciones, en el caso especial en que o
bien Ty =0, 0o =0y b > 0en . En las Secciones 2 y 3 de [20] fue analizada la existencia
de soluciones positivas de (3.1.1), al igual que el crecimiento puntual a infinito en QJ, en el caso
especial en el que  es un dominio acotado cuya frontera es de clase C''!, £:= -A, B(b) :=D,
W =1, f(z,u) := u" + g(z,u), 7 > 0 donde g : 2 x [0,00) = R, g € C(Q x [0,00);R) es
localmente Lipschitz continua en § x [0, co) con respecto a u y verifica las siguientes condiciones
de crecimiento

limg(,u)=0 y lim 9tw) _ 0 uniformementeen .
ul0 u/o0 U
Observar, que si tomamos 0 := {z € Q : a(z) > 0}, entonces O} C Q posee un niimero finito
de componentes, digamos 7, ,1 < j < £, tales que OFnQf, =0sii#j, cada QF; es de
clase C!, y Q0 := Q\ Q7 es conexo si N > 2. El objetivo principal de este capitulo es generalizar
a nuestro marco general de trabajo, los resultados de las Secciones 3 y 4 de [19] y algunos de los
resultados de las Secciones 2 y 3 de [20]. Sin embargo, debe ser destacado que nuestras extesiones
est4n lejos de ser obvias, ya que estamos trabajando con una clase muy general de potenciales
para los que las técnicas desarrolladas en las anteriores referencias no funcionan, ademds de las
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nuevas técnicas necesitadas para tratar el caso en el que b cambia de signo. En este capitulo
introduciremos una amplia clase de potenciales no negativos en 2, denotada por A(f2), que nos
permitird extender los resultados de las Secciones 3 y 4 de [19], y alguno de los resultados de
las Secciones 2 y 3 de [20], concernientes a la existencia de soluciones positivas y a la estructura
del conjunto de soluciones positivas de (3.1.1), al caso en que estamos tratando con condiciones
no clésicas, en el sentido de que no estamos imponiendo ninguna restriccién de signo ni sobre
la funcién peso en la frontera b € C(I';), ni sobre f(z,0) € C}(Q). Observar que el Problema
(3.1.1) puede exhibir més de una solucién positiva en el rango de valores del pardmetro A para
el que existe alguna solucién, por la pérdida de la monotonia de la no linealidad.

Las principales herramientas técnicas utilizadas para obtener los resultados de este capitulo
son: la caracterizacién del principio del médximo fuerte en términos de la positividad del autovalor
principal y en términos de la existencia de una supersolucién positiva estricta, debida a H. Amann
y J. Lépez-Gémez 5], donde la caracterizacién previa de J. Lépez-Gémez & M. Molina-Meyer
[36] fue generalizada, los resultados de monotonia de o[£, B(b)] respecto del potencial y del
dominio subyacente y los resultados de dependencia continua del autovalor principal respecto
a perturbaciones del dominio alrededor de su frontera Dirichlet, probados en el Capitulo 2.
La caracterizacién del principio del méaximo fuerte es la clave técnica para obtener muchos de
los resultados de comparacién usados en este capitulo. También serdn utilizados los teoremas
principales de [14] and [46].

Ahora resumimos los principales resultados de este capitulo. Para enunciar y discutir nuestras
aportaciones, necesitamos el siguiente resultado obtenido en [19, Theorem 3.5, Proposition 4.1].

Teorema 3.1.1 Bajo las hipdtesis de [19] el Probema (3.1.1) posee una solucidn positiva si, y
sélamente si,

o[ — AW, B(b)] < 0 < o[£ — AW, D).

Para probar la condicién necesaria en el anterior resultado, se utilizé 12 monotonia del autovalor
principal respecto del dominio subyacente y respecto del potencial. La condicién suficiente fue
obtenida utilizando el método de sub y supersoluciones (cf. [3]), mediante la construccién de
una adecuada subsolucién positiva estricta y una adecuada supersolucién positiva estricta del
problema (3.1.1). La construccién de tal supersolucién positiva estricta fue posible, gracias a la
dependencia continua respecto del dominio del autovalor principal del problema de Dirichlet (cf.
(35]). En este capitulo, adoptando la misma metodologia que en [19], pero esta vez usando la
monotonia del autovalor principal con respecto al potencial y con respecto al dominio subyacente
probadas en la Proposicién 2.2.3 y la Proposicién 2.2.2, podemos demostrar la siguiente condicién
necesaria para la existencia de soluciones positivas de (3.1.1) en nuestro marco mas general.

Proposicién 3.1.2 Si (A, uy) es una solucidn positiva de (3.1.1), entonces
£(A) <0< Zo(N).
Si ademds eriste un subconjunto medible @ C Q con |Q| > 0 verificando

P(z’f)={0}’r a(z) >0, T €Q,
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donde p(z, f) estd definido en (3.1.11), entonces
Z(A) <0< Zo(N).

Similarmente, en este capitulo obtenemos una condicién suficiente para la existencia de una
solucién positiva de (3.1.1), mediante la utilizacién del método de sub y supersoluciones (cf. (3]).
La construccién de la subsolucién positiva estricta es folklore y se sigue del esquema de [19]. Un
problema técnicamente mds complicado es la construccién de la supersolucién positiva estricta
en nuestro marco general. En lo referente a la existencia y construccién de la supersolucién
positiva estricta de (3.1.1), probamos el siguiente resultado:

Teorema 3.1.3 Bajo las condiciones generales de la introduccidn, (3.1.1) posee una super-
solucidn positiva estricta arbitrariamente grande y alejada de cero en 2, si A € R satisface

Eo(/\) >0.

En nuestro marco de trabajo, la construccién de la supersolucién positiva estricta es técnicamente
més complicada que en [19], ya que la estructura del conjunto de anulacién del potencial a puede
ser mds enrevesada que en [19] y ademds, no estamos imponiendo ninguna restriccién sobre el
signo de b en I';, pudiendo b anularse en alguna regién de alguna de las componentes de I';, siendo
negativa en otras regiones de esas componentes. Tal construccién estd basada en el Teorema
2.6.1. A saber, la dependencia continua del autovalor principal con respecto a perturbaciones
del dominio alrededor de su frontera Dirichlet. El resultado obtenido en este trabajo mejora
sustancialmente el obtenido originariamente en [35] para el caso especial en que B(b) = D y
[y = 0. Durante la construccién de la supersolucién positiva, debemos aumentar ligeramente el
conjunto Q0 y este es el momento en el que es necesitada la dependencia continua del autovalor
principal con respecto a perturbaciones del dominio alrededor de su frontera Dirichlet. Adem4s,
para la construccién de la supersolucion positiva anteriormente mencionada, también es necesario
utilizar el crecimiento a infinito del autovalor principal del problema de Dirichlet cuando la
medida de Lebesgue del dominio subyacente tiende a 0 (cf. Teorema 2.9.1 de Capitulo 2). Como
una consecuencia inmediata del Teorema 3.1.3, utilizando el método de sub y supersoluciones
(cf. [3]), obtenemos la siguiente condicién suficiente para la existencia de soluciones positivas de
(3.1.1); resultado que combinado con la Proposicién 3.1.2 proporciona una versién més general
del Teorema 3.5 de [19].

Teorema 3.1.4 El Problema (3.1.1) posee una solucidn positiva si
£()\) <0 < To(N).

Si suponemos ademds que 8, f(z,u) > 0 para cada each (z,u) € 2 x (0, 00), entonces se cumple
el siguiente resultado.

Teorema 3.1.5 Supongamos
Oy f(z,u) >0, (z,u) € 2 x(0,00).

Entonces, las siguientes afirmaciones son verdaderas:
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i) El problema (3.1.1) posee una solucidn positiva si, y sélamente si,

£\ <0< Zo(A). (3.1.16)
Ademds, la solucidn positiva es unica si existe. En lo sucesivo ésta serd denotada por u,.

i) Cada solucién positiva de (3.1.1) es no degenerada, es decir, la linealizacién de (3.1.1) en
cualquier solucion positiva dnicamente posee la solucidn u = 0.

i) La aplicacidn B
Afa,f) — CHQ)

SR (3.1.17)

es continua. Ademds, si W > 0 (resp. W < 0) en Q, entonces la aplicacidn (3.1.17) es
puntualmente creciente, (resp. decreciente).

w) Las soluciones positivas de (3.1.1) estdn uniformemente acotadas en Loo(Q) en cualquier
subconjunto compacto de A(a, f).

v) El conjunto de valores de bifurcacidn a soluciones positivas de (3.1.1) desde la rama trivial
(Ayu) = (A,0) estd dado por

O:={AeR : £() =0}.
vi) Supongamos ademds (3.1.16) y sea Mg tal que
Zo(Ao) =

Entonces,
A luallze @) =

En particular, A es un valor de bifurcacion desde infinito a soluciones positivas de (3.1.1).

Debemos resaltar que no estamos imponiendo ninguna restriccién sobre el signo de f(z,0) y
que por tanto nuestro resultado proporciona una mejora sustancial de los resultados previos
existentes en la literatura (e.g. (19, Seccién 4], (20, Teorema 2.4, Teorema 2.5]).

En este capitulo, también realizamos un anilisis pormenorizado de la acotacién y estructura
del conjunto de soluciones positivas de (3.1.1) en nuestro marco general, de acuerdo con el
signo del potencial W en el conjunto de anulacién Q0 del potencial a; caracterizando ademss, el
conjunto de valores del pardmetro A donde las soluciones positivas de (3.1.1) bifurcan desde la
rama trivial y desde infinito. Entre otros resultados, obtenemos los siguientes:

Teorema 3.1.6 Las soluciones positivas de (3.1.1) estdn uniformemente acotadas en Loo(R)
en cada subconjunto compacto de A(a f). En particular, para cada subconjunto compacto D de
Aa,f) con DN A(a, f) #0 y cada p > 1, eziste una constante C(D,p) tal que

lillwzey S C(D,p)  paratodo  (Ai) € (DN A, ) x T(N).
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Teorema 3.1.7 Sean Ay tal que To(Xg) = 0 y {u } cualguier familia de soluciones positivas
de (3.1.1) con (A,1) € A(a, f) x J()). Entonces,

. i _ .
Am il @ =00, * i€ I().
En particular, Ao es una valor de bifurcacion desde infinito a soluciones positivas de (3.1.1).

Teorema 3.1.8 Sea
O:={AeR : £\ =0},

y supongamos que W satisface o biena) o b) o c) del Teorema 2.11.3. Entonces, las siguientes
afirmaciones son ciertas:

i) Si Ao es un valor de bifurcacidn a soluciones positivas de (3.1.1) desde la rama trivial
(A u) = (A,0), entonces Ao € O.

i) Sidg €0y .

2'(Xo) #0, (3.1.18)

entonces Ao es un valor de bifurcacién & soluciones positivas de (3.1.1) desde la rama triv-
ial. Ademds, si denotamos por (E(Xo), Po) al auto-par principal de (f(:\o),B(b),Q) yporY a
cualquier complemento de span [@g] en U, entonces eziste € > 0 y una aplicacién diferenciable

(A(s),9(s)) : (~e,¢) = RxY (3.1.19)
tal que ((A(0),3(0)) = (Xo,0) ¥ la curva (A(s),u(s)) definida por
Ms) =X +Do)s+0(s),  u(s) =s(@o+y(s)), s€(-¢0),

con D(Ag) := N(0), es una curva de soluciones de (3.1.1) para s € (—¢,¢). Ademds, eziste
un entorno Z de (A,0) en R x U tal que (A, u) € Z es una solucidn positiva de (3.1.1) si, y
sélamente si, (\,u) = (A(s),u(s)) para algin s € (0,8) con 6 <e.

Ademds, (3.1.18) se cumple si, y sélamente si,

[ weoss £0,
(Y]
donde @} > 0 representa la autofuncién principal del operador adjunto £*(Xo) de L(Xo), v
fﬂi’ a(z)auf(z1 0)95%‘/36
Ja Wogs ‘
iii) Sea Ao € O tal que ﬁ’(}\o) = 0 y supongamos que (3.1.1) no posee ninguna solucién
positiva en A = Xg. Entonces, Ag es un valor de bifurcacién a soluciones positivas de (3.1.1)

desde la rama trivial (A, u) = (A, 0).
1v) Supongamos ademds que

D(Xo) =

Ouf(z,u) >0  para cada  (z,u) € Q x (0,00).

Entonces, Ay € R es un valor de bifurcacién a soluciones positivas de (3.1.1) desde la rama
trivial (A, u) = (A, 0) si, y sdlamente si, \g € O.
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Observar que bajo nuestras hipdtesis generales, las demostraciones de los Teoremas 3.1.6, 3.1.7
y 3.1.8 son técnicamente mas complicadas que las demostraciones de los resultados ya existentes
en su linea, debido a la posible no unicidad de solucién. pos1t1va como consecuencia de la pérdida
de la monotonia de la no linealidad f(z,u).

Otro problema que analizaremos en este capitulo es el crecimiento puntual a infinito de las
soluciones positivas de (3.1.1) en Q3 y Q3 N T, en el caso especial en el que o bien W > 0,
oW < 0en ), y A se aproxima al valor de bifurcacién desde infinito a soluciones positivas de
(3.1.1). En esta direccién el resultado principal establece lo siguiente:

Teorema 3.1.9 Sea {u}} cualquier familia de soluciones positivas de (3.1.1), (),3) € Afa, f) x
J(A) yT¥,1 < k < ny las componentes de T'y. Supongamos que W > 0 en Q y que existe un
subconjunto abierto Dy C Q9 para el que

inf W > 0.
Dy

Supongamos ademds que
lim Xo()\) > 0.
A\, —o0

Denotemos por Ag a la dnica raiz real de £o(\). Entonces,

p
lim ui(z) =00, zeU|JTY, ieJ(), (3.1.20)
A=A =1

donde {ky,kz,...,kp } representa el subconjunto de {1,...n1} para el cual T¥ N QY £ 0 55, y
solamente si, k € { k1,ko,...,kp}.

Ademds, (3.1.20) se cumple uniformemente en cada subconjunto compacto de Q9 UU
En partzcular eristen \y € A(a, f) prézimo a Ao y para cada subconjunto compacto K de
Qu U;’___ 1"1 una constante y(K) > 0, tal que la siguiente estimacidn se verifica en K

kJ

u,\>log( ’\1)“/(") ie JO)

para cada A comprendido entre A1 y Ag.

El mismo resultado se cumple st W < 0 en Q y ademds suponemos que existe un subconjunto
abierto D_ C Q9 para el cual

supW <0
D-
Ah/r%o Zo(A) > 0.

Este resultado extiende algunos resultados previos obtenidos en [37], [20], [38] para el caso
especial en que B(b) =
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Ahora brevemente describiremos las distribucién de este capitulo. La Seccién 3.2 contiene las
demostraciones de la Proposicién 3.1.2 y de los Teoremas 3.1.3 y 3.1.4. La Seccién 3.3 contiene
las demostraciones de los Teoremas 3.1.5, 3.1.6, 3.1.7, y 3.1.8 y un pormenorizado andlisis de la
acotacién y estructura de A(a, f), averiguando el diagrama gldbal de bifurcacién de las soluciones
positivas de (3.1.1), de acuerdo al signo del potencial W en 2 y QF. Ademsds en esta seccién
caracterizaremos A(a, f). La Seccién 3.4 contiene la demostracién del Teorema 3.1.9.

3.2 Existencia de soluciones positivas

En esta seccién analizamos la existencia de soluciones positivas de (3.1.1). En un principio obten-
emos una condicién necesaria para la existencia de una solucién positiva. Después, utilizamos
el método de sub y supersoluciones para obtener una condicién suficiente para la existencia de
tal solucién positiva. La construccién de la supersolucién estd basada en el Teorema 2.6.1 y
Teorema 2.9.1.

Definicién 3.2.1 Se dice que una funcidnu : Q — [0,00) es una solucidn positiva de (3.1.1),
siue€ W2(Q) conp>N yu>0.

Lema 3.2.2 Supongamos que (Ao, %) es una solucidn positivd de (3.1.1). Entonces, ug es fuerte-
mente positiva en 2 y ug € Wg(b) (). Ademds,

oT[L = AW +a(-) (-, uo()), B(b)] = 0.

En particular, para cada y € (0,1) tenemos que ug € C1'7(ﬁ), y up es dos veces continuamente
diferenciable c.t.p. en Q.

Proof: Sea (A, u) = (Mo, ug) una solucién positiva de (3.1.1). Por definicién, existe p > N tal
que ug € sz (€2). Por eso, gracias al Teorema de Morrey, ug € Loo(€2). De este modo,

a(-)f (- u0()) € Leo(Q)

¥ ug satisface
EoUo =0 en
B(b)up =0 en 00,

donde
Lo = L(Xo) + a(-)f (-, uo("))-

En otras palabras, ug es una autofuncién positiva de £g asociada con el autovalor 0. Asi, por la
unicidad del auto-par principal, (0,ug) es el auto-par principal de Ly en Q y por tanto,

ot Lo, BB =0,  ug€ W5y (D),



Existencia de soluciones positivas 93

y ug es fuertemente positiva en 2 (cf. [4 Teorema 12.1]). Las restantes afirmaciones se siguen
facilmente de la inclusién W2(Q) C % () para cada p > N, y Teorema VIIL1 de [49. g

Ahora, definamos
U:= Wg(b)(Q) y V= LZ(Q) y

y denotemos por U* al cono de funciones no negativas de U y por F(\,u) := R x U+ — V al
operador definido por

F\u) =LA )u+a()f(-,u)u, (Mu) eRxUT, (3.2.1)

cuyos ceros son los pares de soluciones no negativas (A, u) de (3.1.1). Debe ser destacado que
gracias al Lema 3.2.2, (3.1.1) admite dos tipos de soluciones no negativas. A saber, u =0 y las
soluciones positivas de (3.1.1), las cuales son fuertemente positivas en Q.

El siguiente resultado nos proporciona una condicién necesaria para la existencia de solu-
ciones positivas.

Proposicién 3.2.3 Si (A, u,) es una solucidén positiva de (3.1.1), entonces
£(A) <0< So(N). (3.2.2)
Si ademds existe un subconjunto medible Q C Q con |Q| > 0 verificando
p(z,f)={0}, a(z)>0, z€Q (3.2.3)
donde p(z, f) estd definida en (3.1.11), entonces
£(\) <0 < Zo(N). (3.2.4)

Demostracion: En efecto, si (A, u,) es una solucién positiva de (3.1.1), entonces uy € Loo(f),
F(-,ur(:)) € Lo(R) y (0,un) es el auto-par principal asociado con

(£(A) +a()f (- ua(), B(b), Q).
Ademis, ya que u) es fuertemente positiva en , para cada z € ) tenemos que
I;(@) < £(@,un(2).
Asi, teniendo en cuenta que a > 0 y gracias a la Proposicién 2.2.3, obtenemos que
= oT[L(A) + a(2)f(z,ua), BOY)] = 0P [£(N), BB)] = £(N).
Ademss, ya que Q0 C Q, la Proposicién 2.2.2 implica que
= of{L(N) + a(a) f(z,un), BB)] < o [£(X), B(b,09)] = To(N).

Esto completa la demostracién de (3.2.2).
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Ahora probamos (3.2.4) bajo la condicién (3.2.3). Supongamos que existe un subconjunto
medible @ C 2 con |{Q] > 0 satisfaciendo (3.2.3). Entonces, para cada z € Q y £ > 0 se verifica

f(z,8) > f(z,0). * - (3.2.5)

De este modo, si (A, u,) es una solucién positiva de (3.1.1), entonces debido al hecho de que u),
es fuertemente positiva en (2, se sigue de (3.2.3) y (3.2.5) que

f(z,0) = If(z) < f(z,ur(z)) paracada z€ Q. (3.2.6)
Ademds, ya que a(z) > 0 para cada z € Q, se sigue de (3.2.6) que para cada z € Q,
a(z)If(z) < a(z)f(z, ur(z)). (3.2.71)
Asi, gracias a la Proposicién 2.2.3 y (3.2.7), obtenemos que
0 = oT[L(N) + a(z)f(z, ua), B()] > oT[L(N), B()] = ().
Esto completa la prueba de (3.2.4) y concluye la demostracién de la proposicién. a

El siguiente resultado nos proporciona una condicién suficiente para la existencia de solu-
ciones positivas. :

Teorema 3.2.4 Bajo las hipdtesis generales de la introduccidn, (3.1.1) posee una solucién pos-
itiva si .
E(A) <0 < Zg(A). (3.2.8)
Para demostrar este teorema necesitamos los dos préximos resultados.
Proposicién 3.2.5 Bajo las hipdtesis generales de la introduccidn, para cada A € R verificando
£(\) <0, (3.2.9)

el problema (3.1.1) posee una subsolucidn positiva estricta arbitrariamente pequena.

Proof: En efecto, tomemos A verificando (3.2.9). Denotemos por (£()), $») al auto-par principal
asociado con (L(A), B(b),?), y definamos

Ly = EPA

donde & > 0 es suficientemente pequefio. Entonces

(L) + a(2) (2, u))ux = €BA(E) + a(z)(f(z,682) - £(2,0))).
Ademaés, debido a (3.1.9) tenemos que

lim(f(@, ) = £(2,0)) = 0
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y por eso, eligiendo € > 0 suficientemente pequefio y teniendo en cuenta (3.2.9), obtenemos que

(£) +a(@)f (@ 3)r <0

Por otra parte,
B(b)u, = eB(b)@r =0,
y por tanto, u, nos proporciona la subsolucién positiva estricta requerida. Esto concluye la

demostracién. g

Teorema 3.2.6 Bajo las hipdtesis generales de la introduccidn, (3.1.1) posee una supersolucién
positiva estricta arbitrariamente grande y alejada de cero en (), supuesto que A € R satisface

To(A) > 0. (3.2.10)

Demostracién: En efecto, tomemos A satisfaciendo (3.2.10) y definamos por
0
L1:=L(\), To:=To(N)=cTe[Ly, B(5,Q0)] > 0.

Para construir la supersolucién positiva estricta de (3.1.1) para este valor de \, necesitamos dis-
tinguir entre varias situaciones diferentes de acuerdo a la estructura del conjunto abierto méximal
de anulacién Q2 del potencial a que se encuentra en frente de la no linealidad. En un principio
consideraremos el caso més simple cuando Q9 es conexo y K = (). Después, consideraremos el
caso general.

Paso 1: Supongamos
m=1, K=0.

Necesariamente, o bien I'o N 902 = 0 0 Ty N NQ # 0. Supongamos
Tono =0. (3.2.11)

Para cada k € {0,1}, denotemos por I‘{, 1 < j < ng, a las componentes de I'y. Denotemos por
{#1,...,%p} al subconjunto de {1,...,n;} para el cual [N3NQ = Bsi, y sélamentessi, j € {iy,..., ip}.
Observar que, ya que a € A(Q), gracias a (A1), I'{ es una componente de Q2 para cada
J€{Lm}\ {i, ...}

Para cada § > 0 suficientemente pequefio consideremos los entornos tubulares de radio § > 0

Qs:= (0 +B;)NQ,
N§? = (@§+Bs),  NM:=NnQ, 1<j<no, (3.2.12)
N =] +Bs)NQ,  j € {i1,nip}, (3.2.13)
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donde Bs C RY es la bola de radio § centrada en el origen. Observar que 09 debe poseer a lo
més un ndimero finito de agujeros, ya que es de clase C2. Gracias a (3.2.11), existe §p > 0 tal que
para cada 0 < § < §p

A

o . no - .
s\ (M1ndd) cf, nUN =0, |JNP\Tocqf.
=1 i=1

Ademsds, ya que I‘f; NT% =0 si (4,1) # (4, k), existe §; € (0, 6p) tal que para cada 0 < § < &;
NEANE =0 s (3,0 #0G,k), k,L€{0,1}.
También, ya que

P
oan|Jry =0,
j=1
existe &2 € (0,6,) tal que para cada 0 < § < 62

p .
Qaﬂ UA'/‘;"" =0.
Jj=1

Por construccién, tenemos que Q0 es un subdominio propio de Q5 y que limg\ 0% = Q0 en el
sentido de la Definicién 2.5.1-a). Asi, se sigue de la Proposicién 2.2.2 y del Teorema 2.6.1 que

oLy, B(b, Q)] < To, 0<6<by

lim o1¥(L1, B(b, Q)] = o > 0,

ya que se cumple la condicién (3.1.8) en cada una de las componentes de 'y N 8Q2. Por tanto,
existe &3 € (0,82) tal que

o[£, B(b, Q)] > -)';—0 >0 si 0<6<63. (3.2.14)
Por otra parte, para cada 0 < § < §3 consideremos el nuevo dominio soporte
ng .
MHs:= QU | J N (3.2.15)
i=1

y sean &; = &;; € C1(Hs), & € C(Hs), &o, W € Loo(Hs) extensiones regulares desde { hasta
Hs de los coeficientes aij = aji, i, a9, W, 1 < 4,5 < N, respectivamente, del operador L;.
Ahora, consideremos el nuevo operador diferencial

N 2 N
5 3 & 2 Y& o ¥ :
Ll = - O!,‘j(ﬂ))m + la,'(m)a—mi + ao(:z:) - AW(.’E) n Ha. (3216)

i,j=1 i=
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Ya que £, es fuertemente uniformemente eliptico en {2 con constante de elipticidad p > 0,
se sigue facilmente que existe 6; € (0,03) tal que para cada 0 < § < &4 el operador L; es
fuertemente uniformemente eliptico en H; con constante de elipticidad mayor que 4. Entonces,

ya que limg\ o |/\/0 | = 0 para cada 1 < j < ng, se sigue del Téorema 2.9.1 que existe 05 € (0,64)
tal que para cada 0 < § < &5

o1¢ [£1,D] >0, 1<j<ng. (3.2.17)

Fijemos § € (0, 85), y denotemos por @5, ¥4, i € {i1, .. yiphs &,j e{1,... ,no} a las autofunciones
principales asocxadas con los autovalores principales o7%[L1, B(b, Q5)], o) N [Ll, B(b,N;™), i€

{t1,...,ip} ¥ ‘71 [El,’D], J € {1,...,n0} respectivamente. Entonces, definamos la funcién
positiva
T:=kd

donde k > 0 es una constante suficientemente grande que serd determinada més adelante y
® : 2 — [0, 00) esta definida por

ps en ﬁ.@. ’
W e A3, 1<j<p,
P = : =D i

5; €n Q,J’ 15]3"01

2

- - - 1' : X
G en Q\(@gUULL NV UUR NP,
donde (s es cualquier extensién positiva y regular de
p . m
wsUlUvivlUé,
J=1 =1

desde

O Vil Lj
I=1 % j=1

mo.
ul

hasta £, la cual est4 alejada de cero en

(g U LPJ ;"’UUN(’

J=1

Observar que (5 existe, ya que las funciones

walangnn, ’/’;jla/v;""\r?’ 1<j<p E}laNg.:', 1<j<ng

estdn alejadas de cero. Ademds, debe ser destacado que por construccién ®(z) es positiva y
alejada de cero en ().
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Si I'y ¢ 892, entonces en la definicién de $(z) debemos borrar las ¢;j ’s. Para completar la
demostracién del Paso 1 en el caso (3.2.11) falta probar que existe & > 0 suficientemente grande
tal que 7 := k® nos proporciona una supersolucién positiva estricta de (3.1.1) para cada k > &.
En efecto, fijamos )

X=X (1) >0,
donde X(1) est4 definida en (3.1.10). Ya que ;s est4 separada de cero en s existe k; > 0 tal
que para cada k > k1 > 0 se verifica lo siguiente en § s

kps > k105 > X1 > 0,
y por eso, para cada k> x; > 0

flz,kps)>1, z€Qs. (3.2.18)

[~ T

Entonces, ya que a > 0, se sigue de (3.2.14) y (3.2.18) que en Q2 5 se verifica la siguiente estimacién
paracada k> x; >0

(L1 + a(z) f(z,T))T = kps(o 2 [L1, B, )] + a(z) f (2, kps)) >
> kos(22 + a(2) 2 ks 2 >0,
Similarmente, ya que §g, 1 £ j < ny, estd alejada de cero en ng'j , existe kg > k1 > 0 tal que
para cada k > k2 > 0 se desprende lo siguiente en Ng Y
ke 2 ko€l >4,  1<j<mo,
y poreso,paracada k> ke >0y1<j<ng
flz,k€)>1, =€ /\72’ (3.2.19)

Ademdés, por construccion

El'N;.j =L;.

De este modo, se sigue de (3.2.17) y (3.2.19) que paracada 1 < j <mgy k > k2 > 0, en N_ﬁ_""
2

se verifica la siguiente estimacion
LN X
(L1 + a(z) f(z,T))T = k€l (0} ® [L1,D)] + a(z) f(z, kE})) >

> kel(ol" [£1, D]+ ala)) 2 keol 124,D] >0,
yaquea 2> 0.
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Ahora, notemos que ya que a € A(R), gracias a (\A2) y debido al hecho de que

Q;UUNO")CQ‘*UUI‘

J=1

existe una constante w > 0 tal que

a>w>0 en Q\(QaUUNO (3.2.20)
=1

Ahora denotamos por

M := max{ |af’?"[51,3(b,/v;"f)]| :j=1,...,p} (3.2.21)

y fijamos
Ay = X(1+ —) > 0.

Ya que ¢§" es fuertemente positiva en Nal " est4 alejada de cero en N ;’i", Y por eso existe
K3 > k2 > 0 tal que para cada k > k3 > 0 se verifica la siguiente estimacién en N ; 4
2
kYf 2 kW >4 >0, 1<j<p
y asi, paracada k> k3 > 0
M;s .
fl ki) >1+=2>0, zeN. (3.2.22)
2

De este modo, gracias a (3.2.20) y (3 2.22) tenemos que paracada k> k3 >0y 1 < j <p, se
verifica la siguiente estimacién en N "’

(L1 + (&) f (2,08 = kb (02 (1, Bb, NP + a(e) f . k) >

: i . .
> Ky (o} (L1, BONF Y] +w+ Ms) 2 ki > 0.

Por otra parte, por construccién existe wy > 0 tal que

G2w1>0 en 0\ (Qsu UN“’UUN" (3.2.23)

sU
: J=1 Jj=1

Fijemos
L
X3 = X(1+ LEM) >0
Wun
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donde w es la constante positiva definida por (3.2.20). Entonces, existe k4 > k3 > 0 tal que para
cadak>k4>0

k(s > Kk4ls > kawy > A3 > 0 (3.2.24)
Asi, debido al hecho de que £;({s) es independiente de k, para cada k > x4 > 0 tenemos que
1£1¢5 )11 () S D L A
[z, k¢s) > 1+w—wl', T GQ\(Q%UJQIN% UJL;JINg ). (3.2.25)

Por tanto, gracias a (3.2.20), (3.2.23), (3.2.25) obtenemos que en

P . mo ,
Q\ Qs U N U | )
LR Y s

se verifica la siguiente estimacién
(L1 +a(z)f(z, 7))@ > k(L1Gs + |1£16s]| o) +wwn) 2 kwwy >0

supuesto k 2> k4.
Finalmente, por construccién,

Bbyg=kBb)®=kDEl >0 en T}, 1<j<mno,

BT =kBB)® =k(d, +b)yf =0 en T, 1<j<p,

y

B(b)T = kB(b)® = k(d, +b)ps =0 en 8QINT;.
Por eso, tenemos que para cada k > k4 > 0 la funcién 7@ := k® estd alejada de cero en 2 y
satisface

LT +a(z)f(z,)T>0 enQ
Bb)y>0 en 0Q).

Por tanto, T nos proporciona la requerida supersolucién positiva estricta. Esto completa la
demostracién del Paso 1 bajo condicién (3.2.11).
Ahora, supongamos
ToNo #£0, (3.2.26)

en lugar de (3.2.11). Denotemos por [}, 1 < i < ng, a las componentes de Ty, y sea {i1,...,iq}
el subconjunto de {1,...,ng} para el cual Q2 NTY # 0 si, y sélamente si, j € {1, ..., %}
Dado n > 0 suficientemente pequefio consideremos el nuevo dominio soporte

q .
Gp:=Qu(|JT§ +B,),
~
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donde B,, C RY es la bola de radio 7 centrada en el origen. Fijemos n > 0y sean &;; =
@ji € CHGy), & € C(Gy), Go, W € Loo(Gy) extensiones regulares desde {} hasta Gy de los
coeficientes a;; = aJ,, o, ag, W, 1 < 4,j < N, respectivamente, del operador £;. Ademas sea
f € C}{(Gy x [0,00), R) una extensién regular desde  x [0, c0) hasta G, % [0,00) de la funcién
f tal que

liTm flz, u) =400  uniformemente en G,.
uloo
Ahora, consideremos el operador diferencial

N
~ o | . =
= — Z & (T) m—n— e 8:1:_, + ga,—(z)ga—:; +ao(z) —AW(z) en G,.

$,7=1

Ya que £ es fuertemente uniformemente eliptico en O con constante de elipticidad u > 0, se
ve ficilmente que existe 7 € (0,7) tal que £; es fuertemente uniformemente eliptico en Gj con
constante de elipticidad §. Tomemos

consideremos el potencial auxiliar

el operador de frontera auxiliar

sy | D en 9Q\T,
B(b) '_{ o, +b en I'y;

y los problemas sublineales de valores en la frontera asociados

(3.2.27)

Liv+éd(@)f(r,u)u=0 en O
B(bu=0 en O

De (A3), se sigue ficilmente que @ pertenece a la clase A() de potenciales admisibles en €.
Ademds, por construccién

=00, (8Q\)NaL =9.

Observar que ahora

£ := al [L:l,B(bQ )] = o[£y, Bb,00)] =50 >0,

S - 1)
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De este modo, la condicién (3.2.11) es satisfecha para el nuevo problema en Q, y por eso por
los anteriores argumentos, existe una supersolucién positiva estricta arbitrariamente grande de
(3.2.27), digamos 1, satisfaciendo

Lii+a(x)f(z,B)a>0 enf
{ B(b)@ > 0 en 8. (3.2.28)
Definamos
U= .ﬁlﬁ .
Entonces, gracias a (3.2.28) tenemos que en ) se desprende lo siguiente
(L1 +a(z)f(2,7))T = (L1 + &(z) f(z, ) > 0. (3.2.29)
Ademis, tenemos que sobre 912 se verifica lo siguiente
(z) =%(z) >0 paracada z €Ty, (3.2.30)
y -—
0y +b)u(z) = (8, + d)u(z) =0  paracada z €.
Por tanto,

BT >0 en 80

y gracias a (3.2.29), obtenemos que % nos proporciona una supersolucién positiva estricta arbi-
trariamente grande de (3.1.1) bajo condicién (3.2.26). Esto concluye la demostracién del teorema
cuando QY es conexo y K = 0.

Step 2: Ahora, supongamos que estamos trabajando bajo las condiciones generales del teorema
y que ademads

LoN (02 UK) =90. (3.2.31)
Entonces, (3.1.4) implica

KcqQ, caur, Knl=0. (3.2.32)
En particular,
dist(To, QU K) >0,  dist(l1,K) >0,  dist(K,09) >0.
Denotemos por 29, 1 < i < m, a las componentes de of Q0 y definamos por
b= a’??"i[ﬁl,B(b, %491, 1<i<m.
Sin pérdida de generalidad podemos asumir que

h<Titt, 1<i<m-—1.
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Entonces, por Definicién 1.2.1 y gracias a (3.2.10) obtenemos que

0<To=X)<TH<... S IR (3.2.33)

-

Fijemos > 0. Gracias a (A4), existe un nimero natural £(n) > 1 y £(n) conjuntos abiertos
G] CRV,1<5 < {(n), con |G]| <, 1 £j < £(n), tales que

&(n)
KcJ@GInQ) y GInG]=0 si i#j,

=1

y para cada 1 < j < £(n) el conjunto abierto G] N es conexo y de clase C2. Gracias a (3.2.32),
podemos elegir los G7’s tal que

U n
Kc|JGlca, UGInY=0. (3.2.34)

En efecto, ya que _
dist(K,Q0uTouly) >0,

existe un conjunto abierto G tal que
Kcag, Gcq, Gnl=0.

Por eso, para tener (3.2.34) es suficiente considerar G N G7, en lugar de G7, 1 < j < £(n).
Argumentando como en la demostracién del Teorema 2.9.1 es ficilmente visto que existe
no > 0 tal que para cada n € (0,70) y 1 < j < £(n)

G? 1
01" [£1,D) 2 k| BilFnF — |8leoTF |Br ¥ ¥ + inf(co — AW);

donde £;, B; y & estdn definidos en (2.9.2) y (2.9.3). Por tanto, existe m € (0,70) tal que para
cada n € (0,m)

. a
lsglsl?(n)al (£4,D] > 0. (3.2.35)

Sin pérdida de generalidad podemos asumir que

0< oI [L, D] < oML, D], 1<j<f(n)—1. (3.2.36)
Ahora, fijemos 7 € (0,71) y paracada § >0 y 1 < i < m consideremos el conjunto abierto
Qi == (Q% + Bs) Q.
Ya que 0%* N Q%7 = 0 si i # j, existe 6o > 0 tal que para cada 0 < § < &g

AN =0 si i#j. (3.2.37)
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Ademds, gracias a (3.2.34), existe &; € (0,8p) tal que para cada 0 < 6 < &

£(n) _ m
(UGHn(U D) =@. . (3.2.38)
j=1 i=1

Ahora, consideremos los potenciales

a en Qg, .
;1= =07 . <i<m.
. {1 en Q\Q§, lsism

Gracias a (3.1.5), (3.2.37) y (3.2.38),

m
anJ@\ 09" caf,

i=1
y por eso para cada 1 < i < m el potencial a; esta alejado de cero en cada subconjunto compacto
de QF, ya que a esté alejada de cero en cada subconjunto compacto de Q}. Denotemos por I,
1 < j < m, a las componentes de T, y para cada: 1 £ i £ m, denotemos por {ji,...,Jp;}
al subconjunto de {1,...,n;} para el cual I'} N 8QY* = 0 si, y sélamente si, j € {j1,...,Jp; }-
Entonces, para cada 1 < i < m tenemos que

. p‘. 3
392.:0 U T =0.
k=1

En particular,
P
dist(8Q%%, | JTP#) >0, 1<i<m,
k=1

y por eso, existe 8, € (0,81) tal que paracadal1<i<my0<é < é

pi X _.
(L Tf +Bs)n Qi =0. (3.2.39)
k=1

Fijemos § € (0, 82). Entonces, se sigue de (3.2.39) que paracada 1 <i<m

Pi . _
ai=1 en (UF’I"+Bg)ﬂQ,

k=1
y asi, para cada 1 < i < m el potencial a; estd alejado de cero en cada subconjunto compacto
de

Pi .
Qfu .

k=1

Por tanto,
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Observar que para cada 1 < i < m el conjunto de anulacién asociado con a; es Q9% el cual es
conexo, y que el correspondiente K es el conjunto vacio, ya que (3.2.34) y (3.2.38) implican

Kn(ul) =0, 1<i<m.

De este modo, cada uno de estos potenciales se encuentra en el marco abstracto de trabajo del
Paso 1. Ademds, gracias a (3.2.33), tenemos que

t>0 1<i<m.
Por tanto, por los resultados del Paso 1, existen m funciones regulares
%i: = [0,00), 1<i<m,
tal que %; es positiva y alejada de cero en Q y para cada 1 < i <m se desprende lo siguiente

L13; + a,-(a:)f(a:,ﬂ;)ﬂ,— >0 en 0
{ BT > 0 en 00 (3.2.40)

Ahora, consideremos los potenciales

. 0 en Gn )
aj.-—{l en Q\Gr’ 15]5£("7)°

Fijemos 1 < j < €(n). Por construccién, el conjunto de anulacién de &; estd dado por G" el cual
es conexo y de clase C2. Ademss, gracias a (3.2.34), G" C Q. De este modo, existe p > 0 tal que
éj=1en (T'1 + B,) N, y por eso

a; € AQ), 1<j<4(n).

Por tanto, cada uno de estos potenciales se encuentra dentro del marco abstracto de trabajo del
Paso 1. Ademsés, ya que G'7 C Q para cada 1 < j < £(n), tenemos que

B(b,G])=D, 1<j<{(mn),
y gracias a (3.2.36) obtenemos que
G" G7
Entonces, por los resultados del Paso 1, obtenemos que existen £(n) funciones regulares
ﬁjtﬁ‘—)[0,00), 15]S£(’7)7

tal que ; es positiva y alejada de cero en § y para cada 1 < j < £(n) se desprende lo siguiente

B(b)i; > 0 en OQ.
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Sean 1"{, 1 £ j < ny, las componentes de I'; y denotemos por {iy,...,ip} al subconjunto de

{1,...,n1} para el cual I‘j N&NY = 0 si, y sélamente si, j € {i,...,ip}. Gracias a (A1), I‘1 es una
componente de 90 para cada j € {1,...,n1} \ {i1, .. -+ip}. En particular,

p
Urinend=o,
e
Y por eso
|
dist(| J I'Y,809) > 0. (3.2.42)
Jj=1
Ahora, consideremos los entornos tubulares de radio § > 0 definidos por (3.2.12),(3. 2 13) y

(3.2.15) y el operador £, definido por (3.2.16). Gracias a (3.2.31), (3.2.34) y (3.2.42), existe
83 € (0, 62) tal que para cada 0 < § < &3

£(n)
(U N3ty U Ny ( U Mulyéh= (3.2.43)
Jj=1 Jj=1 j=1 Jj=1

Ademis, ya que I‘f; NT% = 0si (4,€) # (j, k), existe 64 € (0,63) tal que para cada 0 < § < &4
NEANE =0 s (,0#3G,k), k,2e{0,1}. (3.2.44)

También, ya que lims\ o l/\-ff'j | =0 para cada 1 < j < ng, se sigue del Teorema 2.9.1 que existe
s € (0,64) tal que para cada 0 < § < 85

Ngd o x :
o ¢ [£1,D] >0, 1<j<ng. (3.2.45)

Fijemos 6 € (0,65) y denotemos por Ui, i € {in,iph ¥ 56, 1 < j < no, a las autofunciones
principales asociadas con aff‘ [£1, BN, 5 € {i1ynrip}s ¥ af/o [£1,D], 1 < j < no, respec-
tivamente. Gracias a (3.2.38), (3.2.43) y (3.2.44), la siguiente funcién estd bien definida

[ T; en Qf, 1<i<m,

i en G;-’,' 1<j<4n),

¥i e N, 1<j<p,

& en N§’ 1<j < mo,

G en 8\ (URi O UUD GO A} DU ADY) 5

\

donde (s es cualquier extension positiva y regular de

£(n)

no
Uu,UUu,UU«ﬁ vl g

i=1 =1 i=1
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desde o
m 4(n
Ui UUG"’UUNI”UUNO
i=] =1 Jj=1 j=1.

hasta ; la cual est4 alejada de cero. Esta existe ya que las funciones
Glaopr, s Gilagn,  1<i<m, 1<5<n),
son positivas y alejadas de cero, lo mismo que las funciones

¢ﬂm§wn' Glovgiog)  15JSp, 1Sismo,

como resultado del hecho de que (3.2.34),(3.2.43) ,(3.2.44) sean satisfechos y debido a que %; y
1i; estdn alejadas de cero en 2 paracada 1 <i<my 1< j < £(n), respectivamente.

Como en el Paso 1, en la definicién de ®(z) debemos borrar las 1,06 ssi Ty ¢ 600,
Ahora, consideremos la siguiente funcién

U=k (3.2.46)

donde k£ > 0 es una constante suficientemente grande que serd determinada mas adelante. Para
completar la demostracién del Paso 2 bajo las condiciones (3.2.31), falta mostrar que existe & > 0
suficientemente grande tal que la funcién definida por (3.2.46) nos proporciona una supersolucién
positiva estricta de (3.1.1) para cada k > k, la cual estd alejada de cero en ). Ahora definimos
para cada 1 < i < m las funciones

6() =F( (")) € Leo(9),
y para cada 1 < i < m fijamos

X = X(|gillLw(@) >0,  Xi:= max {X}>0.

1<i<m
Entonces, ya que T; est4 alejada de cero en {2, existe una constante @; > 0 tal que
TL2w; >0 en Q,
Yy por eso, existe k1 > 0 tal que para cada k > k; > 0

Ko >R@; >X% > X, 1<i<m.

Entonces, para cada 1 <7 <m y k > &1 > 0 se desprende lo siguiente

f@ k) > lilen, =€, (3:2.47)
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y por tanto de la definicién de @; y Aj, ya que a = a; en 2} y gracias a (3.2.40) y (3.2.47),
obtenemos que para cada 1 < i <my k > &; > 0, se verifica la siguiente estimacién en Qfs

L1T + a(z) f(z, B)T = k(L17T; + ai(z) f bz, KT:)T;) =
= k(L1 + ai(2) f(z, T))T + kai(z)T( f (z, k@) — f(z, W) >
> ka;(z);(||gill Lo () — 9i(2)) 2 0,
es decir, paracadal1<i<men Qf,
(L1 + a(2) f(z, kw:)) (k@) > 0

para cada k > &; > 0. Similarmente, ahora consideramos para cada 1 < j < £(n) la funcién

9i() = £(85()) € Loo().-
Definamos i 3 R
%= X(14@) >0, Ap:= max {X;}>0.
Ya que por construccién @; est4 alejada de cero en {2, existe una constante @; > 0 tal que
4; >w; >0 en (—Z.
y por eso, existe K > K1 > 0 tal que para cada k> k2 >0
ki > Row; > X > X5,  1<j<En).
De este modo, paracada 1 <j<{f(n)y k> k2 >0
f(@,kiz) > |gillce(@ 20, z € (3.2.48)

Por eso, gracias a (3.2.48) y (3.2.41) y teniendo en cuenta que a > a; = 0 en GJ, se sigue
de la definicidén de 4i; que se verifica la siguiente estimacién en G? paracada 1 < j < ¥n)y
k>ky>0,
Ly + a(z) f(z, )T > k(L1835 + d;(z) f(z, kiij)i;) =
= k(L1 + 8;(z) f(z, 8;)d5) + ké; (2)d;(f (2, ki) - f(z,45)) =
= k(L1385 + 4;(z) f (=, 8;)d;) > 0,
es decir, para cada 1 < j < £(n),

(L1 + a(z)f(z, kitj))(ka;) >0 en G}, k>K>0.

7 y

Similarmente, definiendo }
X3:=X (1) >0;
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y teniendo en cuenta que 56 y 1 £j < np, estd alejada de cero en N?” , existe K3 > Ky > 0 tal
que paracada k> kK3 >0y 1<j<ng

kel > Ral> X >0 en NI,
2
Asi,paracadal1<j<mnoyk>k3>0
flz,k€)>1, ze J\Tg"' : (3.2.49)

Por tanto, gracias a (3.2.45) y (3.2.49), se sigue de la definicién de @ que para cada 1 < j < ng
se verifica la siguiente estimacién en

L1T + a(z) f(z,T)T = kei,'(af’g Y (£1,D] + a(z) f(z, ke})) >

> kel (o4 (21, D] + ale)) = kelo e [£1,D] > 0
para cada k > &3 > 0.
Ahora, observar que ya que a € A(Q), gracias a (\A2) y debido al hecho de que

¢(n)
UQ‘UGG"UUNO”)CQ"’UUP

i=1 I=1 7=1 j=1
existe una constante w > 0 tal que

£(n)
a>w>0 en Q\(UQ‘UUG”UUNO”) (3.2.50)

=1 J=1 i=1
Consideremos la M; > 0 definida por (3.2.21) y fijemos

5 1+ M,
Xy = X( 8

)>0.

Entonces, ya que ¢5 estd alejada de cero en N} 5”, existe K4 > K3 > 0 tal que para cada
k>k4>0

kyg > Ravf 2% >0, 1<j<p,
yporeso,paracadal1<j<pyk>&4 >0 )
;. 1+ M, _14s
flz, k) > +w £>0, xeNg"’. (3.2.51)

De este modo, de la definicién de 1,1:5 y gracias a (3.2.50) y (3.2. 51), obtenemos que para cada
1<7<pyk=Rs>0, se verifica la siguiente estimacién en N i

LT+ o(@) (o, T = ke (0 (L4, B(b, N3] +a(z)f(z, k) >
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. 1,44 . .
> kg (020 (L1, BONI)] + My +1) 2 k¥ >0

Por otra parte, por construccién existe w; > 0 tal que

£(n) no _
GG>wi>0  en Q\(UQ‘UUG”UU “’uUNf,_’")cQ;*.
i=1 i=1 j=t 2

Definamos L1l
By = (1 4 E1Gle@)
W

Entonces, existe K5 > K4 > 0 tal que para cada k > &5 > 0
k(s > RsCs > Rswn > X5 > 0.

De este modo, debido al hecho de que £1({s) es independiente de k, se sigue de (3.2
para cada k >'&5 > 0 se desprende lo siguiente

f(z,k¢s) > 1+

1£16s 1l Lo () >0
w1

en Q\ (UR, % UUS GTU LS, A'r_g{""‘ v, Ngﬂ'). Por tanto, gracias a (3.2.50), (3
(3.2.54), en el conjunto

&(n)
n\(UQ;u UGy UN;‘JU UN°
i=1 i=1 i=1

se verifica la siguiente estimacién
L1+ a(z) f(z, )T > k(L1(s + ww1 + || L16s]l oo () = hwwr > 0

para cada k > Ks.
Finalmente, sobre la frontera tenemos que

BR)a=kBb)®=kDO® =k >0 en T, 1<j<mo;
B(b)T = kB(b)® = k(8, + )@ =k(d, + b} =0 en Ty, 1<j<p;
y para cada 1 < i < m tal que 90 NI # B, se sigue que
B(b)T = kB(b)® = k(3, + b)® = k(d, +b)@m =0 en QNI =003 NIy,
por construccién. De este modo

ByZ>0 en OQ.

(3.2.52)

(3.2.53)

.53) que

(3.2.54)

2.52) y
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Entonces, la funcién % definida por (3.2.46) satisface
(L13 + a(z)f(z, )3, B(b)ﬁ') >0

y por tanto nos proporciona una supersolucién positiva estricta de (3.1.1) para cada k > &5 > 0.
Observar que dicha supersolucién est4 alejada de cero en . Esto concluye la demostracién del
teorema bajo condicién (3.2.31).

Ahora, supongamos

Ton(0QCUK) #0, (3.2.55)

en lugar de (3.2.31). Denotemos por I‘g, 1 £ j < no, a las componentes de Ty, y por {i;, ey ig}
al subconjunto de {1, ...,mg} para el cual

TiN(@QQUK) #0

si, y s6lamente si, j € {i1,...,q}. Ademés, para cada 7 > 0 suficientemente pequefio consideremos
el conjunto abierto

~ 7 .
Q:=G,:=QU(|JT§ +By).
Jj=1

El resto de la demostracién consiste en construir £y, &, f y B(b), como en la demostracién del
Paso 1 para el caso cuando se verifica la condicién (3.2.26), porloque Q2 =00, K = K, y

fon (002U &) =0,

donde Iy = 89 \ I'1. Argumentando como en la demostracién de la segunda parte del Paso 1,
pero esta vez utilizando el resultado del Paso 2 bajo condicién (3.2.31), en lugar del resultado
del Paso 1 bajo condicién (3.2.11), se cubre la presente situacién. Esto concluye la demostracién
del teorema. 0

Ahora ya estamos en condiciones de probar el Teorema 3.2.4.

Demostracién del Teorema 3.2.4: Gracias a la Proposicién 3.2.5 y al Teorema 3.2.6,
para cada A verificando (3.2.8), el problema (3.1.1) posee una subsolucién positiva estricta u,
arbitrariamente pequefia y una supersolucién positiva estricta %) arbitrariamente grande. De
este modo, por la construccién de u, realizada en la Proposicién 3.2.5 y la construccién de T
hecha en el Teorema 3.2.6, es posible tomar u, suficientemente pequefia y %, suficientemente
grande tal que

0<uy <T@

Asi, aplicando el método de sub y supersoluciones (cf. [3]), inferimos la existencia de al menos
una solucién positiva u, de (3.1.1) verificando

0<u) <uy<T,

supuesto que ) satisface (3.2.8). Esto concluye la demostracién del teorema. O

BIBLIOTECA
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Nota 3.2.7 Argumentando como en la demostracién del Teorema 3.2.6 en el caso particular
cuando a € A*(R), es decir, en el caso especial en el quea € A(Q) y N2 =0 (cf. Seccién 2.10), se
sigue fdcilmente que (3.1.1) posee una supersolucidn positiva estricta arbitrariamente grande para
cada A € R. Ademds, en este caso particular, la condicidn (3.1.8) sobre I'y no es requerida, ya
que no es necesario aplicar el Teorema 2.6.1. También, la tnica regularidad necesitada sobre los
coeficientes del operador L es la requerida para tener garantizada la existencia de los autovalores
principales y aplicar el Teorema 2.9.1, es decir,

i ECA)NWL(Q), @eLo(?), 0LigN. (3.2.56)

Ahora, argumentando como en la demostracién de la Proposicién 3.2.3, del Teorema 3.2.4, de
la Proposicién 3.2.5, del Teorema 3.2.6 y teniendo en cuenta la Nota 3.2.7, se sigue facilmente
el siguiente resultado.

Teorema 3.2.8 Supongamos a € AH(Q), es decir, a € A(R) y Q0 = 0. Asumamos ademds
(3.2.56). Entonces, las siguientes afirmaciones son ciertas:

i) Si (\,u)) es una solucidn positiva de (3.1.1), entonces

£\ <0.

ii) Para cada A € R verificando :
£(\) <0,

(3.1.1) posee una subsolucién positiva estricta suficientemente pequeria.

i1i) Para cada A € R, (3.}.1) posee una supersolucién positiva estricta arbitrariamente grande
y alejada de cero en Q.

iv) Para cada A € R verificando _
£\ <0,

- (3.1.1) posee una solucidn positiva.

3.3 Estructura del diagrama de soluciones positivas

En esta seccién analizamos el comportamiento de las soluciones positivas de (3.1.1) cuando A
tiende a OA(a, f) y averiguamos la estructura global del diagrama de soluciones positivas de
(3.1.1), de acuerdo al signo del potencial W € Loo(Q2) en Q8 y QF, respectivamente. También,
utilizamos la teoria desarrollada en las secciones previas para caracterizar la estructura de A(a, f)
cuando W tiene signo constante en {2 y en algunos casos cuando W cambia de signo en (2.
Ademas obtendremos un resultado local de multiplicidad para las soluciones positivas de (3.1.1)
en un entorno de los valores de bifurcacién a soluciones positivas de (3.1.1) desde la rama trivial
(A, u) = (A,0).
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El siguiente lema es crucial, para comparar las soluciones positivas de (3.1.1) con las solu-
ciones positivas de un problema sublineal auxiliar de valores en la frontera de tipo mixto donde
la no linealidad f(z,u) es monétona. Dicho lema es una de las principales herramientas técnicas
para obtener muchos de los resultados de esta seccién.

Lema 3.3.1 Sea f(z,u) verificando (3.1.9). Entonces existe g, h € C}([0,00),R) tal que

Oug(u) >0,  Guh(u)>0, u2>0, (3.3.1)
9(u) < f(z,u) <h(u), (z,u) € Qx[0,00); (3.3.2)

Y
9(0) < Iy(z), =zel (3.3.3)

Demostracién: En efecto, ya que f € C}(Q x [0, 00), R), para cada u € [0, 00) las funciones
.m(u) := min f(z,u) € R, M(u) ;= max f(z,u) € R
zef zef

estdn bien definidas. Ademds, ya que f(z,u) satisface (3.1.9), tenemos que

lim m(u) = 400, lim M(u) =
u/+00 u/ +oo .

¥ por eso, existe una sucesién creciente de niimeros reales positivos {N,;}32, tal que
m(u)>n si u>N,
para cada n € N. Ahora, tomemos Ny :=0,
T <min{l , min{m(u) : 0 <u < M }}
y consideremos las siguientes sucesiones crecientes de nimeros reales

} T-1 sin=0,
N, := T sin=1,
n—-1 sin>1,

y -
M, :=n+max{M(u) : 0<u< N, }, n>1.

Es claro que las sucesiones {N,}32, y {Mn}22, son crecientes. Para mostrar (3.3.1) y (3.3.2) es
suficiente construir dos funciones regulares g, h € C1([0, 00), R) verificando (3.3.1) cuyas graficas
pasen por los puntos } .

(N‘n)Nn)’ (N —laMn); n21,

respectivamente. Tales funciones verificardn

g(u) < m(u) £ f(z,u) < M(u) < h(u)
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para cada (z,u) € Q x [0,0); y esto prueba (3.3.2).
Falta entonces por demostrar que es posible tomar g satisfaciendo (3.3.3). En efecto, si
la funcién g ya elegida satisface (3.3.3), entonces el resultado estd probado. De lo contrario,

supongamos que g no satisface (3.3.3). Entonces, ya que I #(z) € Loo(Q), existe una constante
k € R tal que

k < min{ g(0), Iy(z) }, zeQ.
Asi, para obtener (3.3.3) es suficiente tomar & € R tal que

k> g(0)-k>0,

y considerar la nueva funcién .

g:=g-—=k.
Entonces, § € C}([0,00), R) y satisface (3.3.1), (3.3.2) y (3.3.3). Esto concluye la demostracién.
a

El siguiente teorema nos proporciona una mejora sustancial de alguno de los resultados de [19]
por tratar el caso de no-linealidades generales monétonas y condiciones de frontera generales.
Debe ser destacado que aqui no estamos asumiendo que nuestra no-linealidad sea nula en el
origen(u = 0). Esta puede tomar cualquier valor en u = 0, no necesariamente constante. La
prueba de la unicidad de solucién positiva en el siguiente teorema, estd basada en la demostracién
del Teorema 2.1 en (38].

Teorema 3.3.2 Supongamos
Ouf(z,u) >0, (z,u) € N x (0,00). (3.34)
Entonces, las siguientes afirmaciones son ciertas:
i) El problema (3.1.1) posee una solucién positiva si, y sdlamente s,
£()) <0 < Zo(N). (3.3.5)
Ademds, la solucidn positiva es unica si existe. En lo sucesivo ésta serd denotada por uy.

i) Cada solucidén positiva de (3.1.1) es no degenerada, es decir, la linealizacidn de (3.1.1) en
cualquier solucién positiva inicamente posee la solucidn u = 0.

ii1) La aplicacion ~
A(a,f) — CHQ)

AR (3.3.6)

es continua. Ademds, si W > 0(resp. W < 0) en Q, entonces la aplicacién (3.3.6) es
puntualmente creciente, (resp. decreciente).

i) Las soluciones positivas de (3.1.1) estdn uniformemente acotadas en Loo(Q) en cada sub-
conjunto compacto de A(a, f).
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v) El conjunto de valores de bifurcacidn a soluciones positivas de (3.1.1) desde la rama trivial
(Ayu) = (A,0) estd dado por

O:={AeR : £()\)=0}.
vi) Supongamos ademds (3.3.5) y sea Mg tal que

Lo(Ao) =0. (3.3.7)

Entonces,
A {|all o) = oo (3.3.8)
En particular, Ag es una valor de bifurcacidn desde infinito a soluciones positivas de (3.1.1).

Proof: i) En efecto, por la monotonia de f en su segundo argumento tenemos que
If(z) = f(z,0), zeQ (3.3.9)
y por eso, para cada A € R
' LN =£0),  £0) =20,

Observar que ahora el conjunto Q definido en la Proposicién 3.2.3 puede ser tomado como Q.
Asi, gracias a la Proposicién 3.2.3 y Teorema 3.2.4, obtenemos que (3.1.1) posee una solucién
positiva si, y slamente si, A satisface (3.3.5).

Ahora, argumentando como en (38, Teorema 2.1], probamos la unicidad de la solucién positiva
de (3.1.1) para cada ) satisfaciendo (3.3.5). Tomemos A satisfaciendo (3.3.5) y sean u}, i =1,2
dos soluciones positivas de (3.1.1) para el valor A del pardmetro, u} # u2. Entonces, por la
existencia y unicidad del autovalor principal

oQ[L(N) + a(z) f(z,ud), B)] =0, i=1,2; (3.3.10)

y

(L) +a(@)g@) (i - 1]) =0 en, (33.11)

B(b)(u} —u?) =0 en 9Q, e
donde . . 22

. = T C L C I
f(z, u(x)) si u}(z) = u}(2)

Ademés, ya que u} # u2, por la monotonia de f en su segundo argumento, tenemos que

9() > £ uA (). (3.3.12)

Asi, se sigue de (3.3.10), (3.3.12) y la monotonia del autovalor principal con respecto al potencial
que

oT[L() + a(z)g(z), BB) 2 oT{L(N) + a(z) f(z,u}), B(b)] =0.
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Observar que puede ocurrir que g(z) = f(z,u}) en QF, y por ello en la desigualdad previa no
podemos sustituir > por > sin ningiin trabajo adiccional. Asumamos

o2[L(N) + a(z)g(z), B()] >O.

Entonces, cero no puede ser un autovalor de £(A) + a(z)g(z), y por eso obtenemos de (3.3.11)

que u} = u, lo cual es imposible. De este modo,

oTIL(A) + a(2)g(z), B(b)] =0

y u} # u2. Entonces, por la simplicidad del autovalor principal, se sigue de (3.3.11) que existe
B € R\ {0} tal que '
u}\ - u?\ = ﬁ‘P)

donde ¢ > 0 representa a la autofuncién principal asociada con el autovalor principal o} [£()\) +
a(z)g(z), B(b)];  es fuertemente positiva en . Asi, o bien u}(z) < u3(z) paracadaz € Q o
ul(z) > ui(z) para cada z € Q. En cualquiera de estas situaciones tenemos que g(z) > f(z, ul)
para cada z € Q. Por tanto, por la monotonia del autovalor principal con respecto al potencial
y (3.3.10) obtenemos que

oT1L(N) + a(z)g(z), B)] > oT[L(N) + a(2) f(z, u}), B)] =0,

lo cual implica u} = u2. Esta contradiccién demuestra la unicidad de la solucién positiva de
(3.1.1) para cada A satisfaciendo (3.3.5). Esto concluye la demostracién de Parte (i).
1) En efecto, si (A,ux) es una solucién positiva de (3.1.1), entonces por la unicidad del
autovalor principal
L) + a(z) f(z,uy), B(b)] = 0. (3.3.13)

Ademds, debido a (3.3.4) tenemos que
a(-)0uf(-yu) >0, u>0. (3.3.14)

De este modo, usando (3.3.13), (3.3.14) y la monotonia del autovalor principal con respecto al
potencial, obtenemos que

oTIDuF (A, 12), B()] = o [L(X) + a(2)(f (2, ) + Buf (2, ur)un), B(b)] >0,

donde F(\,u) es el operador definido en (3.2.1) y por ello, (A, uy) es no degenerada.

(47) En efecto, sea A« € A(a, f). Entonces, 7) implica que A, satisface (3.3.5). Ademds, por la
continuidad de las aplicaciones £()) y Zo()) (cf. Teorema 2.11.1-a)), existe & > 0 suficientemente
pequernio tal que :

Z(A\) <0< Zp(N) (3.3.15)

para cada A € (A, — €, M\ +€) y por eso, 1) implica que
(A =&, A +€) CAle,f). (3.3.16)
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Sea An, n 2 1, un sucesién de niimeros reales tal que
lim A, = A, MmE(Ae—g,Ate), n2>1. (3.3.17)
n=—00 . .

Gracias a (3.3.16) y (3.3.17), se sigue de %) que para cada n € N, el problema (3.1.1) posee una
tnica solucién positiva asociada con A = Ap, digamos u,,. Ademds, gracias al Teorema 3.2.6,
existe una supersolucién positiva estricta uniforme de (3.1.1) para todo A € (A, — ¢, A, +¢).
Denotaremos a ésta por %. Entonces, por (3.3.4) y gracias al principio del maximo, se sigue de
la unicidad de solucién positiva de (3.1.1) que

ur <% paracada A€ (A—g, A +6).
Asi, existe C > 0 tal que
lusllzo(@ S C paracada A€ (M —¢g, A +6)
y por eso, existe M > 0 suficientemente grande tal que
|ILux, — cotr,llLe@) = (AW — ao)ua, — a(z) (2, ur,)rallLe@) S M paracadane N.

Entonces, por las estimaciones L,—elipticas de Agmon, Doughs & Nirenberg (cf. [2]), para cada
P > 1 existe una constante C(p) > 0 tal que

s llwz) < C(p) para cualquier 7 € N. (3.3.18)

Ahora fijamos p > N. Sean M > —a}[L,B(b)] v J : B(b) () — Lp(2) el operador inclusién,
el cual es compacto. Consideremos el operador

K\ u) := (L + M)HOW() + M)Tu - a(-) (-, Tu)Ty], (3.3.19)

el cual es compacto, como un operador en W2 2,B(5) (), p > N. De este modo, para cadan € N
la funcién uy, satisface la siguiente ecuacién de punto fijo

K, up,) = Ow = M) (L + M) Y (Wuy,) +uy, - (3.3.20)

Entonces, gracias a (3.3.18) y ya que K(A*,:) es compacto considerado como un operador en

Wg, B(b) (92), podemos extraer una subsucesién de uy, , n > 1, de nuevo etiquetada por n, tal que
lim K, un,) =u* en Whgg)(Q) (3.3.21)

para alguna u* € W2 o5(5)(§)- Ademads, ya que (L+M )Y (Wu,y,), n > 1, estd acotada y Ay — A

cuando n — o0,
Jim (L =2)(L+ M)"Y(Wuy,) =0. (3.3.22)

De este modo, tomando limites en (3.3.20), se sigue de (3.3.21) y (3.3.22) que
Jim uy, =u y u'=K(,u"). (3.3.23)
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Por tanto, ©* es una solucién de (3.1.1) para A = A,. Ademds, ya que uy, > 0 para cadan € N,
obtenemos que u* > 0. Asi, la Proposicién 3.3.8 implica que o bien u* =0 o u* es fuertemente
positiva en (2. Ahora, teniendo en cuenta que A, satisface (3.3.5), a afirmacién v) implica que
A = A, no puede ser un valor de bifurcacién a soluciones positivas de (3.1.1) desde la rama trivial
(A, u) = (A,0). De este modo, u* > 0 y de la unicidad de la solucién positiva de (3.1.1), se sigue
que u* = u,,. Por tanto, gracias a (1.1.6) se infiere que
nl.l-{%ou'\" =uy, en CHR).

Ya que este argumento se aplica a lo largo de cualquier subsucesién, la continuidad de la apli-
cacién A — uy estd desmostrada.

Ahora probamos el cardcter creciente de la aplicacién (3.3.6) cuando W > 0 en Q. En efecto,
por diferenciacién con respecto a A se obtiene

D, F(), u,\)%u,\ =Wuy,>0 en Q
B(b)fxur =0 en 0Q.

Adems4s, argumentando como en la prueba de Parte ii), obtenemos que
oL [DuF (N uy), B(b)] > 0

y por ello, se sigue el principio del méximo que fxu,\ es fuertemente positiva en 2. Por tanto,
la aplicacién A — u)y es puntualmente creciente. Este argumento puede ser facilmente adaptado
para probar el correspondiente resultado cuando W < 0.

(iv) Razonaremos por reduccién al absurdo. Si existe un subconjunto compacto D de A(a, f)
tal que las soluciones positivas de (3.1.1) no estdn acotadas en Ly (f2) en D, entonces existen
una subsucesién (An,uz,), An € D, n € N, de soluciones positivas de (3.1.1) y un A* € D tal
que

nango An = A%, nll»rgo ”’u,\n"Lw(Q) = 00. (3.3.24)

Ademis, ya que A\* € D C A(a, f), existe una funcién ux. > 0 tal que (A*,u)-) es una solucién
positiva de (3.1.1) y gracias a ), ux» es la tnica solucién positiva de (3.1.1) para A = A"
Entonces, por la continuidad de la rama de soluciones positivas en un entorno de A* (cf. iii)) y
gracias a la unicidad de la solucién positiva, se sigue que

: — (\* 116
T}Lngo(An,uAn) =(A,ux) en RxC(Q).

Esto contradice (3.3.24) y completa la demostracién.
v) Esta afirmacién serd demostrada en un contexto mds general en el Teorema 3.3.10-iv).
vi) En efecto, supongamos (3.3.5) y sea Ag verificando (3.3.7). Entonces, gracias a (3.1.14)
y debido a la concavidad de la aplicacién Zg()) (cf. Teorema 2.11.1-a)), existe € > 0 suficiente-
mente pequerio tal que o bien

$(\) <0< Zo(\) paracada A€ (Mo, Ao +¢) (3.3.25)
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o
(M) <0< Zo()\) paracada A€ (Ag—e¢, ) (3.3.26)

Supongamos que (3.3.25) es satisfecho. Entonces, por ‘el Teorgma 3.2.4 tenemos que
(X0, A0 +€) C A(a, f). (3.3.27)

Asi, si asumimos que (3.3.8) falla, existe una constante C > 0 y una sucesién (Anyuy,) de
soluciones positivas de (3.1.1) con {A,}32; C (Mo, Ao +¢) tal que

nlg{.lo An =g, ”’ILA,‘”LN(Q) <C, paratodo neN. (3.3.28)

Entonces, gracias a las estimaciones L,—elipticas de Agmon, Douglis & Nirenberg (cf. [2]), para
cadap > N uno puede adaptar el argumento de la prueba de Parte iii) para mostrar la existencia
de u* € W2(Q) satisfaciendo

Jim uy, =u*  en WZ(Q)

{ L(Ao)u* +a(z)f(r,v*)u* =0 enQ,
B(b)u* =0 en 0Q.

Ya que uy, >0, n € N, necesariamente (Ao, u*) es una solucién no negativa de (3.1.1). Supong-
amos u* > 0 en (. Entonces, por la unicidad del autovalor principal y gracias a la Proposicién
2.2.2, obtenemos que

0=0P[L() + a(z)f(z,u"), B})] < Zo(Mo)

y esto contadice (3.3.7). Entonces, necesariamente u* = 0. De este modo, A\g es un valor de
bifurcacién a soluciones positivas de (3.1.1) desde la rama trivial y Parte v) y (3.1.14) implican
que )

0= X(Ao) < Zg(Ao),

lo cual, de nuevo, es una contradiccién con (3.3.7). Por tanto, (3.3.8) se verifica. Esto concluye
la demostracién bajo condicién (3.3.25). Este argumento puede ser ficilmente adaptado para
completar los detalles de la prueba en el caso (3.3.26). 0

Nota 3.3.3 Debe ser destacado que para obtener la unicidad de la solucidn positiva del problema
(3.1.1), la condicidén (3.1.8) sobre I'y N N2 no es necesitada.

Argumentando como en la demostracién del Teorema 3.3.2 en el caso particular cuando a €
A*(Q), es decir, cuando a € A(Q) y Q) = 0, gracias al Teorema 3.2.8, se obtiene ficilmente el
siguiente resultado.

Teorema 3.3.4 Supongamos (3.2.56) y que a € A*(R). Entonces, (3.1.1) posee una solucién
positiva si, y sélamente si,

(A <0.

Ademds, la solucién positiva es tnica si existe.



120 Soluciones positivas de una clase general de problemas sublineales

Nota 3.3.5 Debe ser destacado que en el Teorema 3.3.4 no es requerida la condicién (3.1.8)
sobre I'y.

En los préximos cuatro resultados, extenderemos la teoria de [19] y [20] a nuestro marco
general, estimando el subconjunto de \'s para los cuales (3.1.1) admite una solucién positiva.
En la demostracién de cada uno de ellos, adoptaremos la siguiente notacién

i:()‘a f) = U{Z[L(’\) + a’(z)If(x): B(b)] ’ 2(Aa .f) = O'{I[AC(/\) + a’(z)f(ma 0)’ B(b)] ’
para sefialar asi la dependencia en f de las aplicaciones £(}) y (V).

Teorema 3.3.6 Bajo las condiciones generales de la introduccidén, las soluciones positivas de
(3.1.1) estdn uniformemente acotadas en Loo(S2) en cada subconjunto compacto de A(a, f). En
particular, para cada subconjunto compacto D de A(a,f) con DN A(a,f) # 0 y cada p > 1,
eriste una constante C(D,p) tal que

luilwz@) S C(D,p)  paratodo  (A,4) € (DNA(a, f)) x T(N).

Demostracién: En un principio mostraremos la existencia de cotas a priori uniformes para
las soluciones positivas de (3.1.1) en cada subconjunto compacto de A(a, f). En efecto, ya que
f(z,u) satisface (3.1.9), se sigue del Lema 3.3.1 que existe g € C}([0, 00), R) verificando (3.3.1),
(3.3.2) y (3.3.3). Ahora, para cada A € A(a,g) consideramos el siguiente problema sublineal de
valores en la frontera de tipo mixto

{ L(A\)u+a(z)g(u)u=0 enQ,

B(bju =0 en 80. (3.3.29)

Gracias al Teorema 3.3.2-i), ya es sabido que el problema (3.3.29) posee una tnica solucién
positiva para cada A € A(a, g), la cual en lo sucesivo serd denotada por 6|y 4. Ademss,

Ala,g) ={X€R : T(A,g) <0< Ze(\)}. (3.3.30)

Ahora afirmamos que )
A(a, f) C Aa, 9). (3.3.31)

En efecto, si A € A(a, f) entonces
£\, ) <0< (). (3.3.32)
Ademsis, debido a (3.3.3) y ya que a > 0, tenemos que
a(z)g(0) < a(z)If(z) VzeQ.

De hecho, en cualquier z € 2} la desigualdad previa es estricta. De este modo, por la monoton{a
del autovalor principal con respecto al potencial, obtenemos que

£(A,9) = of'[L(X) + a(z)g(0), BO)] < Z(\, f);
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y por eso, (3.3.32) implica :
Z(A9) <0< Z(N).

Por ello, se sigue de (3.3.30) que A € A(a, g). Esto completa la prueba de (3.3.31).

Ahora, para cada A € A(g, f), J()) representard cualquier conjunto tal que {u} : i€
J(X) } nos proporcione el conjunto de soluciones positivas de (3.1.1).

Ahora afirmamos que para cada A € A(a, f) se desprende lo siguiente

uy <Opg, paratodo i€ J(N). (3.3.33)

En efecto, sea (),1) € A(a, f) x J(A). Entonces, (3.3.31) implica que A € A(a,g) y por tanto,
existe una tnica solucién positiva [y g de (3.3.29). Ademds, gracias a (3.3.2) la funcién u}
satisface

0=L(A)u +a(@)f(z,ui)ud 2 LA +a(@)g(wi)d  en  Q,
y .
B(b)u) =0 en onN.

Asi, para cada i € J()), 4}, es una subsolucién positiva de (3.3.29) y por tanto, por la unicidad
de la solucién positiva de (3.3.29) (cf. Teorema 3.3.2-i)) y el principio del méximo fuerte, (3.3.33)
se verifica para cada A € A(a, f) (cf. 38, Proposicién 5.5]). -

Sea D un subconjunto compacto de A(a, f) tal que DN A(a, f) # 0. Por (3.3.31), D es un
subconjunto compacto de A(a, g) y gracias al Teorema 3.3.2-iv), existe M (D) > 0 tal que

10 gl < M(D)  paracualquier A€ D. (3.3.34)

Por tanto, si existe una sucesién de soluciones positivas de (3.1.1), (An,uj‘n), con A\, € DN
Ala,f), ne N, i€ J(\), tal que

lim ||}, [ Lq() = 0,

n—oo

obtenemos ademds por (3.3.33) que

nlinolo 100rn .1l oo (1) = 00

lo cual contradice (3.3.34). Esto completa la demostracién de la existencia de cotas a priori
uniformes en Ly, para las soluciones positivas de (3.1.1) en cada subconjunto compacto D de
Aa, f) con DN A(a, f) #0.

Ahora, ya que

luAizeat) < M(D)  para cualquier (i) € (DN A(a, f)) x T(A)
¥y ux es una solucién de (3.1.1), existe una constante M(D) tal que

||£uf\||L°°(g) < M(D) para cualquier (), 1) € (DN A(a, f)) x J(A).
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De este modo, para cada p > 1 existe una constante M (D,p) tal que
I£ullz,@) < M(D,p)  para cualquier (A,4) € (DN A(a, f)) x T(N)

y por las estimaciones elipticas L, de Agmon, Douglis y Nirenberg (cf. [2]), se sigue la existencia
de una constante C(D,p) > 0 tal que

luAllwze) < C(D,p)  para cualquier (A,i) € (DNA(e, ) x T(X).

Esto concluye la demostracion del resultado. O

Proposicién 3.3.7 Supongamos que

inf A(a, f) = —o0. (3.3.35)

Entonces,
SIIx)pW >0 (3.3.36)

en cada subconjunto abierto D de Q9. Ademds,

a) SiW >0 en Q, entonces existe C > 0 tal que

limsup|lu}llzo@ SC, i€ T(N).
A\ —o0

b) Si existe un subconjunto abierto D_ C 2\ Q0 para el cual sup,_ W < 0, entonces

lm inf il Loty = +00, i€ T(N).

Demostracién: En efecto, si existe un subconjunto abierto D ¢ Q9 tal que

supW <0,
D

entonces por el Teorema 2.11.1-c) tenemos que

a\{l,lzloo 20()‘) =%

y por ello
inf{AeR : Zyp(A) >0} €R.

Ademds, gracias a la Proposicién 3.2.3,

Ala,fc{AeR : Typ(A) >0}
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¥y por tanto,

inf A(a, f) €R,

lo cual contradice (3.3.35). Esto concluye la prueba de (3.3.36).

Ahora probamos Parte a). Observar que, gracias al Lema 3.3.1, existe g € C!([0,0),R)
satisfaciendo (3.3.1) y (3.3.2). Entonces, considerando el problema (3.3.29) y argumentando
como en la demostracién del Teorema 3.3.6, obtenemos (3.3.31). En particular, se sigue de
(3.3.35) que

inf A(a, g) = —oo.

Para probar Parte a) razonaremos por reduccién al absurdo. Supongamos que existe una sucesién
{M}s21 C A(a, f) tal que

lim A\, = —c0, sug ”uf\.."Leo(Q) =00, i€J(An). (3.3.37)
ne

n—oo

Observar que (3.3.31) implica
{)‘"}:.;1 Cc A(a’yg)

y por eso, por la unicidad de la solucién positiva de (3.3.29), para cada ), existe una tnica
solucién positiva de (3.3.29), denotada por Orn,g)- Ademds, ya que W > 0 en 2, se sigue del
Teorema 3.3.2-iii) que la aplicacién A — |6}, 4jllz..(n) €s creciente y por ello, existe C' > 0 tal
que

sup 0rn 01| oo (@) = 1012 gl Le() = C > 0, (3.3.38)

donde A\* := max,en{Mn}. Ahora, argumentando como en la prueba del Teorema 3.3.6, se
obtiene que

ldnllzeo(@) < Wpngllze@ VYnEN, paracada (n,i) € N x J(A,).

De este modo, teniendo en cuenta (3.3.38), obtenemos que
sUp [t | zoo() < 5UP (112, gillLeo() = C > O,
neN neN

lo cual contradice (3.3.37). Esta contradiccién concluye la demostracién de Parte a).
Ahora probamos Parte b). Razonaremos por reduccién al absurdo. Supongamos que existe un
subconjunto D_ C Q\ 20 para el cual supp,_ W < 0, C > 0 y una sucesién {A\,}22, C A(a, f)

tal que
lim A, = —o00, Sup ”u:\,,"Lco(Q) <C, ieJ(\).
neN

n—o

Entonces, ya que f € C}(Q2 x [0,00), R), tenemos que

flz,ud,) < Il Leo(@ixo,cpy = M 2 0, para cualquier (n,i) € N x J(An). (3.3.39)
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De este modo, teniendo en cuenta (3.3.39), gracias a la unicidad del autovalor principal y a su
monotonia con respecto al potencial, se desprende la siguiente estimacién para cada n € N

0= o[ — MW +a(z)f(z,u,), B)] € oL+ a(z)M — MW, B(b)], i€ T(\). (3.3.40)
Por ello, se sigue del Teorema 2.11.1-c), que
Jim of'(C + a(e)M — AW, B(b)] = —o0,
lo cual contradice (3.3.40). Esto completa la prueba de Parte b) y concluye la demostracién de
la proposicién. O

Adaptando el argumento de la demostracién de la Proposicién 3.3.7 y usando el Teorema 2.11.1-
b), en lugar del Teorema 2.11.1-c), se sigue ficilmente el préximo resultado en la linea de la
Proposicién 3.3.7 para el caso en el que sup A(a, f) = oo.

Proposicién 3.3.8 Supongamos
sup A(a, f) = oo.

Entonces,
inffW <0
D

en cada subconjunto abierto D de Q3. Ademds,

a) Si W <0 en(, entonces existe C > 0 tal que

limsup Jujllz @) SC, i€ T(A).
A/o0

b) Si existe un subconjunto abierto Dy C Q\ QO para el cual infp, W > 0, entonces

1{\11/1.13.}f luileo(@) = +00, i€ T(N).

Teorema 3.3.9 Sea \g tal que Lo(Mo) =0 y {u}, } cualquier familia de soluciones positivas de
(3.1.1) con (A,2) € A(a, f) x J(A). Entonces,

i i@ =00, i€ TN
En particular, Mg es un valor de bifurcacion desde infinito a soluciones positivas de (3.1.1).

Demostracién: En efecto, ya que f(z,u) satisface (3.1.9), se sigue del Lema 3.3.1 que existe
h € C}([0,00), R) satisfaciendo (3.3.1) y (3.3.2). Ahora, para cada A € A(a,h) consideramos el
siguiente problema sublineal de valores en la frontera de tipo mixto

{LQM+M@M@u=O en Q,

B(bju =0 en 80, (3.3.41)
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Gracias al Teorema 3.3.2-i), el problema (3.3.41) posee una tnica solucién positiva para cada
A € A(a, h), la cual en lo sucesivo serd denotada por Opnp Y

A(a,h) ={X : £(\,h) <0 <Te(N) }. (3.3.42)

Ahora afirmamos que
A(a,h) C Aa, f). (3.3.43)
En efecto, (3.3.2) implica

f(z,0) <h(0) paracada z€,

y por ello,
a(z)f(z,0) < a(z)h(0) paracada z€Q,

ya que @ > 0. Ademds, para cada z € Q} la desigualdad previa es estricta. Entonces, por la
monotonia del autovalor principal con respecto al potencial, se sigue que

£\ f) <P £(N) + a(2)h(0), B(b)] = £(A, b).
De este modo, teniendo en cuenta (3.3.42), para cada A € A(a, h)
£\ f) <0< Zo(N).

Ahora el Teorema 3.2.4 completa la prueba de (3.3.43). Ahora ya disponemos de los resultados
necesarios para demostrar el terorema.
Gracias al Teorema 3.2.4,

o € OA(a, f) NOA(a, h) # 0.

Ademés, por la continuidad y concavidad de £g(\) y £()) (cf. Teorema 2.11.1-a)) se sigue de
(3.1.14) que existe £ > 0 tal que o bien

£\, h) <0< Zo(N)

es satisfecho para cada A € (Ao — €, Ao), o es satisfecho para cada A € (Ag, Ao + €). Por eso, el
Teorema 3.3.2-i) y (3.3.43) implican que o bien

(Ao =& 20) C Ala,h) C Ae, f), (3.3.44)

(A0, A0 +€) C A(a, ) C A(a, f). (3.3.45)

Sin pérdida de ganeralidad supongamos (3.3.44) y denotemos por J()) a la familia tal que
(A, u) es una solucién positiva de (3.1.1) si, y sélamente si, u = u}, para algiin i € J(A). Fijemos
(A1) € (Ao —&,X0) X T(X) C Afa, f) x T(X). Se sigue de (3.3.2) que la funcién u} satisface

0 = L)} + a(z)f(z, ud)ul < L)Y + a(z)h(ud )ud, en Q,
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y
B(b)u} =0 en on.

Asi, para cada i € J()), u} es una supersolucién positiva de (3.3.41) y debido a la unicidad de
solucién positiva de (3.3.41) (cf. Teorema 3.3.2-1)), se sigue del principio del méximo que

u) >0pn, paracada i€ J(}),

(cf. [38, Proposicién 5.5]). De este modo,

18l o) < Nuhllzwa) paracada (A,4) € (Ao —&,20) X J(X). (3.3.46)

Ademss, gracias al Teorema 3.3.2-vi), se verifica lo siguiente

Hm 0 pllLeo () = +oo.
A/

Por tanto, se sigue de (3.3.46) que

m [[4i]| L@y = +00, i€ T(N).
A/
Esto concluye la demostracién del teorema bajo condicién (3.3.44). Este argumento puede ser

ficilmente adaptado para completar los detalles de la desmostracién en el caso (3.3.45). Esto
concluye la demostracién del teorema. O

En el préximo resultado, analizamos el conjunto de valores de bifurcacién a soluciones posi-
tivas de (3.1.1) desde la rama trivial (A, u) = (A, 0).

Teorema 3.3.10 Sea }
O:={)AeR : X(N\) =0},

y asumamos que W satisface o bien a) o b) o c) del Teorema 2.11.3. Entonces, las siguientes
afirmaciones son ciertas:

i) Si Ao es un valor de bifurcacién a soluciones positivas de (3.1.1) desde la rama trivial
(A, u) = (A,0), entonces X € O.

W) Sil€e0y )

(X)) #0, (3.3.47)
entonces Mg es un valor de bifurcacién a soluciones positivas de (3.1.1) desde la rama triv-
ial. Ademds, si denotamos por (£(Xo), Go) al auto-par principal de (L£(o), B(b),) y por Y a
cualquier complemente de span [@g] en U, entonces eziste € > 0 y una funcién diferenciable

(M(s),y(s)) : (—e,6) = RxY (3.3.48)
tal que ((A(0),3(0)) = (X0,0) y la curva (A(8),u(s)) definida por

M) =Xo+D(Ao)s+o(s), u(s)=s(@+u(s), s€(-5¢), (3.3.49)
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con D(Xg) 1= N (0), es una curva de soluciones de (3.1.1) para s € (—¢,€). Ademds, existe
un entorno Z de ()\0,0) en R x U tal que (\,u) € Z es una solucidn positiva de (3.1.1) 55, y
sélamente si, (\,u) = (A(s),u(s)) para algiin s € (0,6) con 6 <e.

Ademds, (3.3.47) se verifica si, y sélamente si,

| waogs # 0, (3.3.50)
donde @y > 0 representa la autofuncidén principal del operador adjunto L£*(Xg) de LX), y en
este caso -

Jar a(z)0.f(z,0)5355

fn W¢0¢0 .
ii1) Sea g € O tal que ¥’ (:\o) = 0 y supongamos que (3.1.1) no posee ninguna solucién
positiva en A = Xg. Entonces, Ay es un valor de bifurcacidn e soluciones positivas de (3.1.1)

desde la rama trivial (A, u) = (A,0).
iv) Supongamos ademds que

D(X) = (3.3.51)

Ouf(z,u) >0  para cada  (z,u) € N x (0,00). (3.3.52)

Entonces, Ao € R es un valor de bifurcacion a soluciones positivas de (3.1.1) desde la rama
trivial (A, u) = (),0) si, y sélamente si, Ao € O.

Demostracién: Las soluciones positivas de (3.1.1) son los ceros del operador
H:RxUt-U,
definido por
H\w) =u~ (L+ M) OW() + M)Tu = () (-, Tu)Tu],
donde J : Ut — Lp(R) es el operador inclucién, el cual es compacto, y
M > —a¥lL,B(b)].

Ademss,
H(N\,0)=0 paracada A€ER

y
D H(A,0) :=T — T(\);

donde para cada A € R, T(A) : U* — U es el operador definido por
T() = (L+ M) DWW () + M —a(-)f(-,0)]T
e T es el operador identidad en U+, También,

DuxH(A,0) := —(L + M)W,
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Gracias a la compacidad de 7()\) considerado como un operador en U+, para cada A € R
tenemos que el operador D, H(A,0) es un operador de Fredholm de indice 0. Ademds,

N [DH(,0)] = N [£(N)]-

Ahora probamos ). En efecto, si Ag es un valor de bifurcacién a soluciones positivas de (3.1.1)
desde la rama trivial (A, u) = (), 0), necesariamente dim N[D,H()g,0)] > 1y por eso,

N{L(A)] #0.

Asi, se sigue de la unicidad del auto-par principal del problema (£(Xo), B(b), ), que E(}o) = 0
y por tanto, i) estd probado.

i5) Sea Ag € O satisfaciendo (3.3.47). En este caso, se sigue del Teorema 2.11.3 que X es
un autovalor simple de de (£(Jo), W, B(b), () en el sentido de la Definicién 1.2.3. Por eso, si @
denota la autofuncién principal de £(Xo) asociada con £()X) = 0, entonces

N [DyH(Xo,0)] = N [£(Xo)] = span[@o)] _ (3.3.53)
y
W € RIL(o). (3.3.54)
Ademis, : }
Dy aH(Ao,0)@o & R[DyH(X0,0)]; (3.3.55)

porque si (3.3.55) no es satisfecho, entonces W € R[L(Xg)] y esto contradice (3.3.54). Asi,
debido al hecho de que D,H(Ag,0) es un operador de Fredholm de indice 0 y gracias a (3.3.53),
(3.3.55), obtenemos que

dim N[D.H()o,0)] = codim R[DyH(Xo,0)] = 1
y - -~
DyyH(X,0)00 € R [DuH(A0,0)].

Por tanto, 0 es un D), u'H(S\o, 0)—autovalor simple de D,,'H(:\o, 0) y (14, Lema 1.1} implica que o
es un valor de bifurcacién a soluciones positivas de (3.1.1) desde la rama trivial (A, u) = (},0)
y todas las afirmaciones sobre la aplicacién (3.3.48) y la curva (3.3.49) son satisfechas.

Ahora probamos que (3.3.47) se verifica si, y sélamente si, (3.3.50) es satisfecho. En efecto,
denotemos por @()) a la autofuncién principal asociada con (), normalizada tal que

[Fw=1

Ya es conocido que £()) es real holomorfa, y por ello diferenciando la relacién

LNE(N) =ZN@()
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con respecto a A, se obtiene
LOVE' () - WD) = E'(Ne(N) + ENF ).
Asi, definiendo : :
Po:=4(Xo),  @o:=¢ (),
obtenemos que . L
£(X0)@h = Wego + £ (Ro)po, (3.3.56)

ya que, por definicién, £(1o) = 0. De este modo, multiplicando (3.3.56) por ¢} e integrando por
partes en {2, se sigue que

| waogs = -£Go) [ @i (3.3.57)

Por eso, ya que [ @o@p > 0, (3.3.57) implica el resultado.

Ahora demostramos (3.3.51). En efecto, sustituyendo (3.3.49) en (3.1.1), teniendo en cuenta
que X(Ag) = 0y la definicién de @y, identificando términos de primer y segundo orden, se obtiene
que

L(Mo)go=0 en 0 (3.3.58)

D(o)Weo = a(2),f(z, 0)5L. (3.3.59)

La condicién (3.3.58) no proporciona ninguna informacién adiccional, pero multiplicando por
$o” en ambos lados de (3.3.59) e integrando en {2, obtenemos que si la condicién (3.3.50) es
satisfecha, entonces (3.3.51) se verifica. Esto concluye la demostracién de 44).

ii5) En efecto, si Ag € O y £'(Ag) = 0, entonces se sigue del Teorema 2.11.1 que W satisface
las hipétesis del Teorema 2.11.3-c) y por ello, Ao es tnico y satisface

sup £(A) = £(Xg) =0.
AER

De este modo, se sigue de (3.1.14) que existe £ > 0 tal que
£(\) <0< Zg(\) paracada Ae(Mg—¢gdo+e))\ {Xo}

Y por eso, : ; R
(’\0 "5”\0+€) - A(a,f)

También, se sigue del Teorema 3.2.4 que
(Ro—&,X0+¢)\ {X} CAfa, f).
Sea (An,ua,), 7 2> 1, cualquier sucesién de soluciones positivas de (3.1.1) tal que

An € (Mo, Ao +¢), Lim Aq =Jo.
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Se puede observar facilmente que cada solucién positiva (An,un,), n > 1, satisface la ecuacién
de punto fijo

K(X0,ur,) = (Ao = An)(L + M)-I(WU,\,.) +ua, ,

donde K(A,u) es el operador compacto en W2 0852, p > N, definido por (3.3.19). Ahora,
gracias a la existencia de cotas a priori umformes en Lo para las soluciones positivas de (3.1.1)

en [Ag, Ag + €) (cf. Teorema 3.3.6), se sigue mediante un argumento estindar de compacidad, la
exitencia de una subsucesién de (\,,u,, ), reetiquetada por n, satisfaciendo

lim (An,up,) = (Ro,u")  en  RxW3Q), (3.3.60)

para alguna solucién no negativa u* de (3.1.1). Ya que (3.1.1) no admite ninguna solucién
positiva en A = Ag, necesariamente u* = 0. Asi,

lim (An,up,) = (R0,0)  en  Rx W2(Q)

y por tanto, Ag es un valor de bifurcacién a soluciones positivas de (3.1.1) desde la rama trivial
(A, ) = (A, 0). Debe ser destacado que el mismo resultado puede ser obtenido si limp—.e0 An = Ag
¥ An € (Ao — €, %), n > 1. Esto concluye la prueba de iis).

iv) La condicién necesaria se sigue de 7). Ahora demostramos la condicién suficiente. En
efecto, tomemos Ay € @ . Entonces, o bien

£'(X) #0, (3.3.61)

(X)) =0. (3.3.62)

Supongamos que (3.3.61) es satisfecho. Entonces el resultado se sigue de #i) . Supongamos ahora
que (3.3.62) es satisfecho. Gracias a (3.3.52) se sigue del Teorema 3.3.2-i) que

Aa, f)={reR : £(A\) <0< Zo(\)}

y por eso, Ao & A(a, f). Ahora, el resultado se sigue ficilmente de iii). Esto concluye la de-
mostracién del teorema. a

Ahora, nuestro principal propésito es utilizar la teoria ya desarrollada para averiguar la
estructura de A(a, f) de acuerdo al signo de W € Loo(£2) en Q0. En nuestro anlisis la continuidad
y concavidad de las aplicaciones £()), £(A) y £o()\) mostradas por el Teorema 2.4.1 y Teorema
2.11.1-a) jugardn un papel esencial. Obsérvese que cada una de estas aplicaciones tiene a lo
sumo dos raices reales, las cuales en lo sucesivo seran denotadas por A,, i y A, i=1,2
respectivamente. Para cada una de estas aplicaciones, usaremos el subindice i = 1 si la raiz
es tnica, mientras que usaremos ¢ = 1,2 cuando tenga dos. Con estas notaciones, tomaremos
A < A2, AL < Ao y )\? < /\g, respectivamente. Debe ser destacado que debido al Teorema 3.3.9,
las raices reales /\? ,i =1,2, son valores de bifurcacién desde infinito a soluciones positivas de
(3.1.1). También debe ser mencionado que si existe un subconjunto abierto D, C 2 para el
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cual infp, W > 0y ademds W > 0en Q y lim,\\_oo f](,\) > 0, entonces se sigue del Teorema
2.11.1-b) y Teorema 2.11.3-a) que la aplicacién 5(N) posee una Unica raiz real, digamos A1, tal
que £'(A1) < 0. Asi, Teorema 3.3.10-ii) implica que ) es un valor de bifurcacién a soluciones
positivas de (3.1.1) desde la rama trivial (A, u) = (), 0). Similarmente, si existen dos subconjuntos
abiertos Dy y D~ de Q2 para los cuales infp, W > 0 y supp_ W < 0 y ademds supg £(\) > 0,
entonces gracias al Teorema 2.11.1-d) y Teorema 2.11.3-c), la aplicacién £\ posee exactamente
dos raices reales, digamos );, i = 1,2 con A\; < X, satisfaciendo & M)>0y % (R2) <0y por
eso, el Teorema 3.3.10-ii) implica que X;, 3 = 1,2 son valores de bifurcacién a soluciones positivas
de (3.1.1) desde la rama trivial (A, u) = (), 0). En lo sucesivo denotaremos por C*(};) al continuo
de soluciones positivas de (3.1.1) emanando desde la rama trivial (A\,u) = (),0) en A = = i y
por P5(C*(N:)) a su A-proyeccién. Por un continuo entendemos un conjunto cerrado y conexo.
También, denotaremos por D();) al escalar definido por (3.3.49), si la condicién (3.3.47) es
satisfecha.

En nuestro anélisis haremos uso del siguiente concepto.

Definicién 3.3.11 Se dice que W cambia de signo en D C , si ezisten dos subconjuntos
abiertos Dy y D_ of D para los cuales

i1_1)1£W>0, sgf)W<0.‘
Proposicién 3.3.12 Supongamos que W cambia de signo en 2. Entonces
Ala,f) #0  si, y sélamente si, ilelg Lo(A) > 0. (3.3.63)
Supongamos ademds A(a, f) # 0. Entonces A(a, f) estd acotado y
i) supyer () < 0 implica A(a, f) = (A, A) ;
ii) supyer £(A) = 0 implica (A, A9\ {A1} € A(a, f) € (A, M) ;
iii) supyer Z(A) > 0 implica (A2, A1) U (A2, A3) C A(a, f) C (A9, 19).

Ademds, en el caso iii) las siguientes afirmaciones son ciertas:

a) Si R
sup () >0, (3.3.64)
AR
entonces . )
CH) c (A, ] xU,  CH(hg) C [Ag, M) x U. (3.3.65)
b) Supongamos (3.2.3) y )
sup () =0. (3.3.66)
AER

Entonces _ )
Crm) c ML\ xU,  CtOo)c (A, M\) xU. (3.3.67)
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¢) En ambos casos, a) y b), Ct(X;) es no acotado en U y (N0, +00) € CH(N), i=1,2.

Demostracién: En efecto, ya que W cambia de signo en 09, gracias al Teorema 2.11.1-d)
tenemos que '
,\E?oo £(\) = ~o0, ’\_1_1’21:1002(/\) = —00, ’\li‘gloo To(A) = —c0. (3.3.68)

Asf, por la concavidad de las aplicaciones £(\) y Eo()\) (cf. Teorema 2.11.1-a)) y teniendo en
cuenta (3.1.14) y (3.3.68), se sigue que

sup To(A) >0  si, y sélamentesi, {A€R : £()) <0< Zo(\)} #0.
AER

De este modo, la Proposicién 3.2.3 y el Teorema 3.2.4 implican la equivalencia (3.3.63). Supong-
amos ahora que A(a, f) # @. Observar que en este caso, se sigue de los argumentos pre-
vios que la aplicacién Lg()) tiene exactamente dos raices reales, denotadas en lo sucesivo por
A2, i =1,2con A} < AJ. Entonces, ya que supycg Zo(A) > 0, se sigue de (3.3.68) que el conjunto
{Ae R : Zo()\) > 0} estd acotado y gracias a la Proposicién 3.2.3, inferimos que A(a, f) estd
acotado. Por otra parte, teniendo en cuenta (3.1.14), (3.3.68), Proposicién 3.2.3 y Teorema 3.2.4,
las afirmaciones 1),11) y 4i%) se siguen ficilmente.

Ahora probamos iii) — a) ,1i4) — b) y i) — c). Supongamos iii) y (3.3.64). Entonces, gracias
a la Proposicién 3.2.3,

A, f)c{AeR : () <0< ZoN)} = (A, M]U[Ag, AD).

Ahora, ya que C+(:\,-) es conexo y debido al Teorema 3.3.10, Xi,i=1,2 es un valor de bifur-
cacién a soluciones positivas de (3.1.1) desde la rama trivial (A, u) = (A,0), se sigue (3.3.65).
Similarmente, si i) es satisfecho, asumimos (3.2.3) y ademés suponemos (3.3.66), en lugar de
(3.3.64), entonces obtenemos que

Aa, f) € (O, M) U (3, A9).

Ya que C*(\:), i = 1,2 es cerrado y conexo, también tenemos (3.3.67).

Ahora, en cada uno de los casos iii) — a) y i) — b) se sigue de la alternativa global de
Rabinowitz [46], que o bien C*(M), i = 1,2 es no acotado en R x U o existe algin A} con
A # X, €l cual es un valor de bifurcacién a soluciones positivas de (3.1.1) desde la rama tnvw.l

(/\ u) = (A, 0), satisfaciendo
CT (%) N [{(Au) = (L0} (A, 0)] = (X, 0).

De este modo, bajo cualquiera de las condiciones de a) o b), gracias al Teorema 3.3.10, se sigue
que A; ¥ Az son los tdnicos valores de bifurcacién a soluciones positivas de (3.1.1) desde la rama
trivial (A, u) = (A,0) en PA(C*(\1)) ¥ Pa(C*(X2)), respectivamente. Entonces, necesariamente
C+(XA;), 4 =1,2 es no acotado en R x Y. Ademds, ya que su A—proyeccién estd acotada, nece-
sariamente su I —proyeccién es no acotada. Ademds, ya que por el Teorema 3.3.6 tenemos cotas
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a priori uniformes para las soluciones positivas de (3.1.1) en cualquier subconjunto compacto
de A(a, f), inferimos del Teorema 3.3.9 que (AN, 00) € C*(\),i = 1,2. Esto concluye la de-
mostracién del resultado. ) 0

Proposicién 3.3.13 Supongamos que W € A(Q9), es decir, W es un potencial admisible en
08 y que ademds eziste un subconjunto abierto D_ C Q\ Q9 para el cual

supW <. (3.3.69)
Entonces,
Ala,f) #0  si, y sélamente si, . 1L, BB, Q)] > 0; (3.3.70)

donde Qg'w representa el subconjunto abierto mdzimal de QO donde W es nula, es decir,
Qw = (W)W
Supongamos ademds A(a, f) # 0. Entonces
i) supyer 2(A) < 0 implica A(a, f) = (o0, A9) ;
ii) supyer £(X) = 0 implica (—o0, \d) \ {\1} C A(a, f) C (o0, AD);
iti) supyer Z(A) > 0 implica (—00, A1) U (A2, A}) C A(a, f) C (—00, A9).
Ademds, en el caso iii) las siguientes afirmaciones son ciertas:
a) Si las hipétesis de iii) — a) de la Proposicidn 8.8.12 son satisfechas, entonces

Ct(A1) C (=00, A1) xU,  CT(A2) Cc [Ag,N)) x U, (3.3.71)

b) Si las hipdtesis de iii) — b) de la Proposicién 8.3.12 son satisfechas, entonces

Ct(M) C (o0, A1) xU, C*(Aa)c (A, \) x U. (3.3.72)

c¢) En ambos casos, iit) —a) y 1ii) —b), C*(X1) es no acotado en A y U, C*(X2) es no acotado
enU y (A, 4+00) € C*t(Xa).

Demostracién: En efecto, ya. que W € A(9), el conjunto 09 aw satisface (Al) en Q8 y por
ello, el autovalor principal o, . WL, B(b,Q2 )] estd bien definido. Ademés, ya que

809 nFlcﬂonI‘1=6920I‘1,
a,W a
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y debido al hecho de que (3.1.8) se verifica sobre Q9 NT';, tenemos que (3.1.8) se verifica sobre
GQS,W NT'1. De este modo, gracias al Teorema 2.10.4, se desprende

m To(A) = oy T 12, 86,90 ). (3.3.73)
Tomemos
QFw = (Wi,

el cual est4 bien definido ya que W € A(QQ). Gracias a (A2) tenemos que W est4 alejada de
cero en cada subconjunto compacto de QIW y por ello, gracias a (3.3.69), W cambia de signo
en (. De este modo, se sigue del Teorema 2.11.1-d) que

Jlim £0) = (3.3.74)

También, el Teorema 2.11.1-b), implica
Ah/ngc To()) = —o0. (3.3.75)

Ademss, ya que W > 0 en 9, por la monotonia del autovalor principal con respecto al potencial,
se sigue que Zg(\) es decreciente. Para probar (3.3.70) argumentamos como sigue. Supongamos
A(a, f) # 0 y tomemos A, € A(a, f). Entonces, gracias a la Proposicién 3.2.3, tenemos que
To(As) > 0 y ya que Xg()) es decreciente, obtenemos que

Jm_To(3) >0.
Ahora, (3.3.73) completa la prueba de la condicién necesaria. Reciprocamente, si

Q) w 0
o, " [L,B(b,Q%w)] >0,
entonces obtenemos de (3.3.73) y (3.3.74) que existe A* € R verificando
() <0 < Zo(A") (3.3.76)

y por eso, el Teorema 3.2.4 implica que A\* € A(a, f). Esto concluye la prueba de (3.3.70).
Supongamos ahora que A(a, f) # 0. Observar que en este caso, se sigue de los argumentos
previos que la aplicacién Zo()\) tiene una tnica raiz real, la cual serd denotada en lo sucesivo
por \J. Entonces, ya que Tg()) es decreciente en A, las aplicaciones Lo(A), $£()) son céncavas
y usando (3.3.73), (3.3.74), (3.3.75), (3.1.14), se sigue facilmente de la Proposicién 3.2.3 y el
Teorema 3.2.4, la validez de 1),4i) y 4ii). Similarmente, argumentando como en la Proposicién
3.3.12, obtenemos las afirmaciones iii) — a) y iii) — b). Ahora probamos iii) — c). En efecto,
gracias al Teorema 3.3.10 tenemos que A1 es un valor de bifurcacién a soluciones positivas de
(3.1.1) desde la rama trivial. De este modo, se sigue del Teorema 3.3.10 y la estructura de =),
que ; es el tnico valor de bifurcacién a soluciones positivas de (3.1.1) desde la rama. trivial en
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Pa(Ct(A1)). Por eso, gracias a la alternativa global de Rabinowitz [46], obtenemos que C*(;)
es no acotado en R x U. De este modo, por la existencia de cotas a priori para las soluciones
positivas de (3.1.1) en cada subconjunto compacto de A(a, ) (cf. Teorema 3.3.6), obtenemos que
C*(\;) es no acotado en A. Ademds, gracias a la Proposicién 3.3. 7-b), C* (A1) es no acotado en U.
Similarmente, adaptando los argumentos previos se obtiene facilmente que C*()2) es no acotado
en R xU. También, ya que su A—proyeccién est4 acotada, necesariamente C*(\z) es no acotado
en U y por la existencia de cotas a priori uniformes para las soluciones positivas de (3.1. 1) en
cada subconjunto compacto de A(a, f) (cf. Teorema 3.3.6), obtenemos que (A, +00) € C+(Xy).
Esto completa la prueba de iii) — ¢) y concluye la demostracién del resultado. O

Proposicién 3.3.14 Supongamos que
ié;ng >0 (3.3.77)

y que eziste un subconjunto abierto D_ C Q\ Q9 para el que

slt;p W <0. (3.3.78)
Entonces, A(a, f) # 0 y las afirmaciones i), i) y iii) de la Proposicién 3.3.18 son ciertas.

Ademds, si las hipétesis del caso iii) —a) (resp. 1ii)—b)) de la Proposicién 3.3.13 son satisfechas,
entonces se verifica la condicidn (3.3.71) (resp. (3.3.72)) y en cualquiera de estos casos, C+(};)
es no acotado en A y U, Ct(X2) es no acotado enU y (A2, 4+00) € C+(Xy).

Demostracién: En efecto, gracias a (3.3.77), para cada A < 0 tenemos que
To(A) = o[£ — AW, B(b, Q0)] > o[, B(b, 20)] — Xif W

Por ello, (3.3.77) implica
yim  Eo(A) = +oo. (3.3.79)

Observar que se sigue de (3.3.77) y (3.3.78) que el potencial W cambia de signo en Q. Por eso,
(3.3.74) se verifica y Teorema 2.11.1-b) implica (3.3.75). De este modo, de (3.3.74) y (3.3.79) se
sigue la existencia de A* verificando (3.3.76). Por tanto, el Teorema 3.2.4 implica que A(a, f) # 0.
El resto de la demostracién puede ser llevado a‘cabo adaptando el argumento utilizado en la
demostracién de la Proposicién 3.3.13. Esto concluye la demostracién del resultado. a

Corolario 3.3.15 Supongamos que W satisface, o bien las hipétesis de la Proposicidn 3.9.12,
o de la Proposicién 3.3.13 o de la Proposicidén 3.9.14, y ademds asumamos que

sup £(A) >0
AER

y (3.3.64) son satisfechos. Entonces, las siguientes afirmaciones son verdaderas:
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i) Si C*(\)) emana supercriticamente de (A u) = (\1,0), entonces eziste Al verificando

M<X<h, (3.3.80)
tal que bajo las hipdtesis de la Proposicion 8.8.12 satis}ace
(AL AU (A2, M) € Ala, f); (3.3.81)
mientras que bajo las hipdtesis de la Proposicion 3.3.18 (o Proposicién 8.9.14) verifica
(=00, A{]U (A2, X)) C A(a, f). (3.3.82)

i) Si C*()\g) emana subcriticamente desde (\,u) = (A, 0), entonces existe Ay verificando
Ao <A< Ag, (3.3.83)
tal que bajo las hipdtesis de la Proposicién 3.3.12 satisface

(A, M) U, AD) € A(a, f); (3.3.84)
mientras que bajo las hipdtesis de la Proposicién 3.8.13 (o Proposicién 3.8.14) verifica
(=00, A1) U X5, 2)) € Aa, f). (3.3.85)

iii) Si C+(:\1)~emana supercriticamente de (), u) = (A1,0) y C*()\2) emana subcriticamente de
(A u) = (A2,0), existen A} y A3 verificando

M<A<hi<hsach, (3.3.86)
tal que bajo las hipdtesis de la Proposicion 3.8.12 cumplen que
(A, A7 U (A3, 09) € A(a, f); (3.3.87)

mientras que bajo las hipétesis de la Proposicién 3.83.13 (o Proposicion 3.8.14) verifican
que
(=00, MU [A3,A)) C A(a, f)- (3.3.88)

Demostracién: i) En un principio supondremds que estamos trabajando bajo las hipStesis de
la Proposicién 3.3.12. En efecto, ya que C*(};) emana supercriticamente de (\,u) = (A;,0),
existe € > 0 tal que L 3

(M, M1 +€) CPACT (M) N Afa, f).

Definamos <
Al = sup{A€R : e 'P,\(c+(’\1))} (3.3.89)

Por construccién, tenemos que A< Al < A\1. Ademss, gracias al Terorema 3.3.6, existen cotas a
priori uniformes para las soluciones positivas de (3.1.1) en cada subconjunto compacto de Aa, §),
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en particular en [:\1, ;\1] De este modo, por un argumento natural de compacidad, se sigue que
para cualquier sucesién de soluciones positivas de (3.1.1), digamos (An,%s), con u, = uy, y
AL < An <)\1, n > 1, tal que

lmaa=x,
se desprende que

nllongo Un =",

para alguna solucién no negativa (A},u*) de (3.1.1). Necesariamente u* > 0, ya que ), es el
tnico valor de bifurcacién a soluciones positivas de (3.1.1) desde la rama trivial (\,u) = (A,0)
en (A9, A1] (cf. Teorema 3.3.10-i)) y por construccién A < A1. De este modo, ya que Py (Ct (X))
es conexo, obtenemos que

(A1, N] € A(a, f). (3.3.90)

Ahora demostramos que en este caso, (3.1.1) posee una solucién positiva para A = /\1 En efecto,
ya que sup)cgp £()) > 0, el Teorema 2.11.1-d y Teorema 2.11.3-c) implican que 5 (A1) >0y que
A1 es un autovalor simple de (L, W, B(b),0) en el sentido de la Definicién 1.2.3. Asi, se sigue del
Teorema 3.3.10-ii) que A; es un valor de bifurcacién a soluciones positivas de (3.1.1) desde la
rama trivial (A, z) = (A, 0). De este modo, ya que C* (1) es no acotado en U, (A9, +00) € Ct(h)
y C*(A\1) emana supercriticamente de A1, existen dos soluciones positivas de (3.1.1), digamos
(M, ua), i =1,2, con Adg > Ay > A1 y (Ai,u,) € CH(Ay), 4 = 1,2. Por tanto, ya que C*(X;) es
conexo y debido a hecho de que A; es un autovalor simple de (£, W, B(b),2), se sigue facilmente
que necesariamente existe una solucién positiva de (3.1.1) en A = X;, digamos (Al,u,\ ), con
(/\1,u,\ ) € C+(A1)
Por otra parte, gracias a la Proposicién 3.3.12, tenemos que

(A?vxl) U (:\Za’\g) C A(a,f) (3391)

Por tanto, teniendo en cuenta (3.3.90),(3.3.91) y debido al hecho de que (3.1.1) posee una solucién
positiva para A = Ay, se sigue (3.3.81). Esto completa la prueba de (3.3.81).

Los argumentos previos pueden ser ficilmente adaptados para mostrar (3.3.82) bajo las
hipétesis de la Proposicién 3.3.13 o de la Proposicién 3.3.14, ya que en ambas situaciones el
continuo C*(;) es no acotado en A y en Y.

Para probar i%), es suficiente tomar

X :=inf{A€R : AePy(CH(A))}

y razonar como en el caso ).
i11) Se sigue facilmente de %) y ii). Esto concluye la demostracién del corolario. m)

Nota 3.3.16 1) Resultados similares a los mostrados en el Corolario 8.3.15 se pueden obtener
fdcilmente, si en cualquiera de los casos i) o ii) o iii) del Corolario 8.8.15 asumimos (3.3.66)
en lugar de (3.3.64) y ademds suponemos (3.2.3). Omitiremos los detalles.
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2) Debe ‘ser destacado que bajo las hipdtesis de la Proposicion 3.8.12-iii)-a), si denotamos
por

=sup{A€R : AeP\(C*(A1))}, M:=inf{A€R : AeP\(C*(A))},
pudiera ocurrir que A} < 5\1 < :\2 < A} siendo
A(a'v f) = (’\01 ;\1] U [:\2v ’\g) .

De hecho, o bien A(a, f)N(A, A1), o A(a, £)N[A2, X)) pudiera no ser conezo, ya que la ezistencia
de una o varias componentes del conjunto de soluciones positivas de (3.1.1), aisladas y separadas
de C* (M) i =1,2, no puede ser ezcluida. Similarmente, en el caso 1ii) — b) pudiera ocurrir que
Al < A1 < A3 siendo

A(aw f) = ()‘?’ x1] U [:\27 Ag)

con A} < X; < A; < Ag < A3, Incluso mds, o bien A(a, £)N(A, A1) 0 A(a, £)N(A1, A9) no necesita
ser conezo. Situaciones similares a éstas ya descritas pudieran ocurrir bajo las hipdtesis de la
Proposicién 8.8.13-ii1) y Proposicién 3.8.14-iii).

Ahora damos un resultado de multiplicidad local de las soluciones positivas de (3.1.1).

Corolario 3.3.17 Supongamos que W satisface, o bien las hipdtesis de la Proposicidn 3.9.12,
o de la Proposicién 3.3.13 o de la Proposicién 3.3.14. Asumamos ademds que supyeg £(\) > 0
y que o bien (3.3.64) es satisfecho o se verifican (3.3.66) y (3.2.3). Entonces, las siguientes
afirmaciones son ciertas:

i) 8i C*()\1) emana supercriticamente desde (\,u) = (A1,0), entonces existe € > 0 tal que
(3.1.1) posee al menos dos soluciones positivas para cada A € (A1, M1 +€) y al menos una
solucidn positiva para A = Ay.

ii) 8i C*(Xg) emana subcriticamente desde (\,u) = ()2,0), entonces eziste ¢ > 0 tal que
(3.1.1) posee al menos dos soluciones positivas para cada A € (A2 — &, A2) v al menos una
solucién positiva para A = A

Proof: i) Ya que bajo las actuales hipétesis se verifica que 2()\1) =0y % (/\1) > 0, se sigue
del Teorema 2.11.3-c) y Teorema 3.3.10-ii) que A; es un autovalor simple de (£, W, B(b),Q) en
el sentido de la Definicién 1.2.3 y un valor de bifurcacién a soluciones positivas de (3.1.1) desde
la rama trivial (\,u) = (),0). Ademds, gracias al Teorema 3.3.10-ii), existe p; > 0 tal que
en B 1(/\1) el conjunto de soluciones positivas de (3.1.1) estd dado por la curva de soluciones
positivas (3.3.49), donde B,, (A1) representa la bola de radio p; > 0 centrada en (A1,0). Ademés,
argumentando como en la demostracién del Corolario 3.3.15, obtenemos que existe una solucién
positiva de (3.1.1) en A = A1, digamos (A1, 1), con (A,@1) € CH(A1). Sea p2 € (0,p1) tal
que (A1,%1) € Bpy(M) y (A2, u2), con A1 < Mg, la solucién positiva de (3.1.1) obtenida como
inteseccién de la curva de soluciones positivas (3.3.49) con

{hw) eRxU : [[(Mu)llrxu=p2}-
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Tenemos que (A2, uz) € C*(A1). Asi, ya que C+(A1) es conexo, existe un subcontinuo de C*+(};),
digamos C; (/\1) conectando (Ag, u2) con (/\1,u1) Ahora, por la estructura del conjnto de solu-
ciones positivas de (3.1.1) dada por el Teorema 3.3.10-ii), necesariamente C (A1) est4 localizado
en el exterior de Bj,()1). Por tanto, para cada A € (,\1,/\2) existen al menos dos soluciones
positivas de (3.1.1), una en el interior de la bola B,,()\1) y otra fuera de la bola By, (A1).

Este argumento puede ser ficilmente adaptado para mostrar Parte ii). Esto concluye la
demostracién. 0

Nota 3.3.18 Observar que si se cumple (3.3.50) y D(A;) > 0, entonces C*t(A) emana su-
percriticamente desde (\,u) = (M1,0) y podemos aplicar el Corolario 3.3.15-i) y_Corolario
$.8.17-i). Similarmente, cuando se cumple (3.3.50) y D(Ag) < 0, entonces C*+(X2) emana
subcriticamente desde (\,u) = (A2,0) y podemos aplicar el Corolano 3.8.15-it) y Corolario
3.8.17-13).

Teorema 3.3.19 Supongamos que W € A(Q) y denotemos por 0%, C Q al subconjunto abierto
mdzrimal donde W es nula. Observar que QY satisface (Al). Asumamos ademds que v es el
campo conormal sobre 0%, NTy y que

inf W > 0. . (3.3.92)

Entonces, A(a, f) # 0 y las siguientes afirmaciones son ciertas:
i) Sioy W[L B(b,99,)] <0, entonces A(a, f) = (—o0, AY).
i) Sioy ""[L', B(b,9%)] <0< 0y W[E B(b,9%,)], entonces o bien

(a) Aa,f) = (-00,A9), o
(b) A(a’ f) (AI’A );
(c) Aa, f) = [A*,A]) para algiin \* satisfaciendo

£ <0< £(%). (3.3.93)

i) Si o'IW[L B(b,99,)] > 0, entonces o bien

(a) Ale,f) = (’\1»)‘ ), 0
(b) A(a, f) = [A\*,A) para algiin A\* satisfaciendo

S <0< EO) (3.3.94)

con al menos una de las desigualdades de forma estricta.
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Ademds, en los casos ii) — (b), i) — (c) y 444), C*(\;) es no acotado en U y
(A, +00) € C*(Ra),

mientras que en el caso i) — (a), C*t(A;) es acotado en U .y no acotado en A, st
(A, +00) € C*(M1).

Demostracién: Ya que W € A() y v es el campo conormal sobre 80, N Ty, se sigue del
Teorema 2.10.4 que

hm () = o, W[L', B(b,Q%)], 11m 2()\) =0, “’[L B(b, Q% w)l- (3.3.95)
Ademis, por la monotonfa del autovalor principal con respecto al potencial, para cada A < 0

So(A) = o[£ — AW, B(b,Q0)] > o4, B(b, 20 )| = Ainf W

y por eso, (3.3.92) implica
Jm_Eo(3) = +oo. (3.3.96)

Por otra parte, yaque W >0en Qy se venﬁca (3.3.92), se sigue del Teorema 2.11.1-b) que las
aplicaciones £()), £()\) y To()) son decrecientes y

AB‘Too 3()) = —o0, B‘Too £(\) = —oo, ’\;1&_100 To(A) = —c0. (3.3.97)

También, gracias a (3.3.95) y debido al hecho de que £()\) y £()\) son decrecientes, tenemos que

sup £ = o™ (Z, B(5,0%)], sup £ = o[£, B(b,0%)]. (3.3.98)

En particular, deducimos que Zo()) tiene una tnica raiz real denotada por A}, y que cada una

de las aplicaciones £(\) y £(A) tiene a lo sumo una umca ralz real, denotada por A; y A
0

respectivamente, de acuerdo al signo de a’?w (£, B(b,9%)] y o W[E B(b,99,)], respectivamente.

Ahora probamos que A(a, f) # 0. En efecto, se obtiene ficilmente de (3.1.14), (3.3.96),
utilizando ademés la continuidad de £()\) y o()), que existe X satisfaciendo

=) <0< Zo(R).

Asi, gracias al Teorema 3.2.4, A € A(a, f) y por eso A(a, f) # 0.

Ahora probamos que si (A;,%1) es una solucién positiva de (3.1.1) para algiin A; € A(a, f),
entonces (3.1.1) posee una solucién positiva para cada A € [A1, AY), es decir, [\, A}) C A(a, f).
En efecto, ya que W > 0 en Q y (A;,u;) es una solucién positiva de (3.1.1), para cada A > A,
se desprende

0 = L(M)uy + a(z) f(z,u1)ur > L)y + a(z) f(z,u1)wy en Q,



Estructura del diagrama de soluciones positivas 141

B(b)u; =0 en onN;

es decir, u; es una subsolucién positiva estricta de (3.1.1)'para cada A > )\;. Ademis, gracias
al Teorema 3.2.6, para cada A < A} existe una supersolucién positiva estricta arbitrariamente
grande de (3.1.1), alejada de cero en (). En particular, para cada A\; < A < A}, u; es una
subsolucién positiva estricta de (3.1.1) y existe una supersolucién positiva estricta de (3.1.1),
digamos @, , satisfaciendo 0 < u; < @y. De este modo, aplicando el método de sub y supersolu-
ciones (e.g. [3]), obtenemos que (3.1.1) posee una solucién positiva para cada A € (A1, A}) y por
tanto

[Ala A(1)) Cc A(a" f) .
En particular, A(a, f) es conexo.

Ahora probamos Parte 7). Supongamos o, W[L B(b,99,)] < 0. Entonces usando los resulta-
dos (3.1.14), (3.3.95), (3.3.96), (3.3.97), (3.3.98) y el hecho de que las aplicaciones £()) y £())
son decrecientes, se sigue que

E(\) <0< Zo()) paracada A€ (—oo,)).

Por eso, la Proposicién 3.2.3 y el Teorema 3.2.4 implican que A(a, f) = (—oo, A). Esto completa
la demostracién de Parte 7).

0 -~
Observar que si las hip6tesis de Parte ) fallan, entonces a?“’ (£,B(5,99)] >0y ya que

W2, B(b,0%)] < o7 (£, Bk, 0%)], (3.3.99)

puede ocurrir que o bien

0 < o[£, B(b,0%)] < 0% (£, Bb,0%)],

oW (£, B(b,99,)] < 0 < o[£, B(b, 0%)].

Entonces, para probar Parte ii) y Parte ii7) necesitamos distinguir entre los dos diferentes
ultimos casos.

Demostracién de la Parte ii). Supongamos o, "’[L B(,09,)] <0< o, W[[Z B(b, ). En
este caso la aplicacién £()\) tiene una tnica raiz real denotada en lo sucesivo por A;. Ademss,
se sigue ficilmente que para cada A € (A;, \)) se verifica que

£()\) <0< Zp(N)
y por eso, el Teorema 3.2.4 implica que’

(A1, A)) € Aa, f) - (3.3.100)
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Entonces, o bien (3.1.1) no admite una solucién positiva si A < A1, o existe una solucién positiva
de (3.1.1) para algiin A\ < A, digamos (A1, u;). En el primer caso, utilizando (3.3.100) se sigue
de la Proposicién 3.2.3 que ; .

AMa, f) = (A, 2). -~

Esto completa la prueba de i) — (b).
En el segundo caso, gracias a la Proposicién 3.2.3 y al Teorema 3.2.4, o bien

inf A(a, f) = —o0,

infA(a, f) €R.
Asi, si inf A(a, f) = —oco debido al hecho de que A(a, f) es conexo, obtenemos que

A(av f) = (—001 A‘1))

y it) — (a) es mostrado.
Si no es asi, definamos
A* :=inf A(a, f) €R. (3.3.101)

En este caso, se sigue del hecho de que A(a, f) sea conexo que

(AL, AD) C Aa, f).

Ademds, gracias al Teorema 3.3.6, tenemos cotas a priori uniformes para las soluciones positivas
de (3.1.1) en cada subconjunto compacto de A(a, f). Asi, las soluciones positivas de (3.1.1) estan
uniformemente acotadas en [A*, A\ +¢] para algiin & > 0 satisfaciendo A1+€ < M. Ahora, por un
argumento estdndar de compacidad, podemos inferir la existencia de una sucesién de soluciones
positivas de (3.1.1), digamos (An,us), con A* < A, < A +¢ n>1 tal que

JLI%O(AMUT») = (’\ au‘)’

para alguna solucién no negativa u* de (3.1.1) en A = A*. De este modo, debido a que A = }; es
el dnico valor de bifurcacién a soluciones positivas de (3.1.1) desde la rama trivial (A, u) = (4,0)
(cf. Teorema 3.3.10-i)-ii)), o bien A* < A1 y entonces u* > 0, 0 A* = X; y (3.1.1) posee una
solucién positiva u* en A;. Por tanto, si (3.3.101) es satisfecho y (3.1.1) posee una solucién
positiva para algin A; < A;, o bien A(a, f) = [A\*, \}) para algtin X* verificando

() <0< (A,
o A(a, f) = [A1, A9). Esto completa la prueba de n) - (c).

Demostracién de Parte ii¢). Supongamos o “'[.C B(b,9%,)] > 0. En este caso, gracias a
la Proposicién 3.2.3 se sigue de (3.3.98) que A(a, f) estd acotado inferiormente. Ahora, los
mismos argumentos utilizados para demostrar Parte ii) pueden ser usados para completar la
demostracién de la Parte iiz).
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Finalmente, debido a que ); es el tnico valor de bifurcacién a soluciones positivas de (3.1.1)
desde la rama trivial (cf. Teorema 3.3.10-i),ii)), se sigue de la alternativa global de Rabinowitz
[46], que C* (A1) es no acotado en R x U. Por otra parte, en los casos 1) — (b), i) — (c) o iit)
la A—proyeccién de C*(X1) est4 acotada. Por tanto, en estos ¢asos obtenemos que C*(A1) esno
acotado en U. Ademds, en cualquiera de estos casos, por la existencia de cotas a priori uniformes
para las soluciones p031t1vas de (3.1.1) en cada subconjunto compacto de A(a, f), (cf. Teorema
3.3.6), tenemos que (A, +00) € C"'(/\l)

En el caso i) — (a), si ademés (A}, +c0) & C*(}\;), entonces se sigue de la existencia de
cotas a priori uniformes para las soluciones positivas de (3.1.1) en cada subconjunto compacto
de A(a, f) (cf. Teorema 3.3.6) que la A—proyeccién de C*(};) es no acotada, ya que por la
alternativa global de Rabinowitz [46] tenemos que C*()\;) es no acotado en R x U. Ademds, se
sigue de la Proposicién 3.3.7-a), que en este caso la U —proyeccién de C*+(];) est4 acotada. Esto
concluye la demostracién del teorema. . a)

Teorema 3.3.20 Supongamos que W € A(R) N .A(QQ). Denotemos por QO aw al subconjunto

abierto definido en la Proposicidn 3.3.13 y por O, al subconjunto abierto mdzimal de Q donde
W se anula. Supongamos ademds que v es el campo conormal sobre 8Q%, NT. Entonces,

0
Ala,f) #0  si, y sélamente si, a?"'w (L, B(b,Qg,W)] >0. (3.3.102)
Supongamos ademds (3.3.102). Entonces, todas las afirmaciones del Teorema 3.3.19 son ciertas.

Demostracién: Ya que
892,Wnl‘1 - anr‘l =0Qgﬂl‘1

y (3.1.8) se verifica sobre Q) N Ty, tenemos que (3.1.8) se verifica sobre 6QE,W NT;. Por ello,
el Teorema 2.10.4 implica que

0
(lim Do) = oy (£, B>, W)

Ademss, ya que W > 0 en Q9, la aplicacién £o()\) es decreciente. Ahora, argumentando como
en la demostracién de (3.3.70) en la Proposicién 3.3.13, se sigue (3.3.102). El resto de la de-
mostracién puede ser llevado a cabo adaptando el argumento utilizado en la demostracién del
Teorema 3.3.19. O

Teorema 3.3.21 Supongamos que
ing > 0. (3.3.103)

Entonces, A(a, f) # 0. Ademds, o bien

i) Aa, f) = (A, A9) o
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i) Aa, f) = [A\",A9) para algin A* verificando
E(A) <0< E()

con al menos una de las desigualdades de forma estricta. En este caso, si ademds se cumple
(3.2.3), entonces

() <0< EONY.
En cualquiera de estos casos, i) y ii), C*(\)) es no acotado enU y (N}, +o0) € C*+(A).

Demostracién: En efecto, se sigue de la monotonia del autovalor principal con respecto al
potencial, que para cada A < 0

(N = oP[L — AW, B(b)] > o[£, B(b)] - Mnf W
Por eso, (3.3.103) implica
Jdim £0) = +oo. (3.3.104)
Asi, de (3.1.14) y (3.3.104) se desprende que

Jim lim $£(\) = +o0, Jim Zo(2) = +oo. (3.3.105)

Ademés, usando (3.3.103), el Teorema 2.11.1-b) implica que las aplicaciones £(X), £(A) y Zo())
son decrecientes y

,\B'Elooz(/\) —00, '\}1&1&2(/\) = —00, ,\B‘rfoo To(A) = —c0. (3.3.106)

En particular, se sigue de los anteriores hechos que cada una de las aplicaciones previas tiene
una tnica raiz real, denotada por 1\1 ,)\1 y Al, respectivamente. Ahora, usando los resultados
(3.1.14), (3.3.105), (3.3.106) y gracias a la continuidad de £(\) y To()), obtenemos que

$(A\) <0< To(\) paracada A€ (A, A)
y por eso, se sigue del Teorema 3.2.4 que
(Ala A ) C A(a‘a f)

El resto de la demostracién puede ser llevado a cabo adaptando el argumento utilizado en la
demostracién del Teorema 3.3.19-iii). Esto concluye la demostracién del teorema. a

Nota 3.3.22 Obsérvese que si en los resultados previos cambiamos W por —W, entonces pode-
mos obtener ficilmente los correspondientes resultados sobre la estructura de A(a, f) y del con-
tinuo CT(N;), 1 =1,2.
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3.4 Comportamiento puntual de las soluciones positivas

En esta seccién adoptamos los argumentos de [37], [20], [38], para mostrar el crecimiento puntual
a infinito de las soluciones positivas de (3.1.1) en Q9 y sobre 6Q2 NI}, cuando A tiende al valor
de bifurcacién desde infinito, en el caso especial cuando W tiene signo constante en ).

Teorema 3.4.1 Sean {u}} cualquier familia de soluciones positivas de (3.1.1), (A, i) € A(a, f) %
J(N) yT¥,1 < k < ny las componentes de T';. Supongamos que W > 0 en Q Y que eziste un
subcon]unto abierto Dy C QO para el que

ing >0. (3.4.1)
Supongamos ademds que
a\{i,gloo Lo(A) > 0. (3.4.2)
Denotemos por Ag a la unica raiz real de la aplicacidn To(A). Entonces,
,\l_'_u".f}o w(r)=c0, zeQf UJQ H, iego), (3.4.3)

donde { ky, kz,...,kp } representa el subconjunto de {1,...n1} para el cual T¥NGN2 # 0 si, y
sélamente si, k € { k1,k2,...,kp}.

Ademds, se verifica (3.4. 3) uniformemente en cada subconjunto compacto de Q9 U U”_ I‘
En partzcular ezisten A\y € A(a, f) prézimo a A9 y para cada subconjunto compacto K de

Qu Uy 1"1 una constante y(K) > 0, tal que la siguiente estimacién se cumple en K

u,\>log( "1)“’“‘) ie I\ (3.4.4)

para cada A comprendido entre A1 y Ao.

El mismo resultado se verifica si W < 0 en Q y ademds asumimos que eziste un subconjunto
abierto D_ C Q9 para el cual

supW < 0 (3.4.5)
D.
Y ) )
Al}x{.lo Zo(A) > 0. (3.4.6)

Demostracién: Supongamos W > 0 en Q0 y asumamos que se verifican (3.4.1), (3.4.2). Entonces,
se sigue del Teorema 2.11.1 y Teorema 2.11.3 que en esta situacién las aplicaciones Zo(A) y £(A)
son decrecientes y Xo()) tiene una tnica raiz real. Denotemos por )¢ a la tnica rafz real de
Zo(A). Usando (3.1.14) y gracias al caracter decreciente de To()), £()), se sigue del Teorema
3.2.4 que existe € > 0 tal que

(Ao —¢&,20) C A(a, f). (3.4.7)
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Por otra parte, gracias al Lema 3.3.1, existe h € C1([0,0),R) satisfaciendo (3.3.1) y (3.3.2).
Ahora, consideremos el problema de valores en la frontera de tipo mixto (3.3.41) y denotemos
por )y 5 & su unica solucién positiva para cada A € A(a,h) (cf. Teorema 3.3.2-i)). Entonces,
argumentando como en el Teorema 3.3.9, se sigue que existe'e; € (0,¢) tal que

(Mo —€1,0) C A(a, h) C A(a, f) (3.4.8)

uy 20, AE(Mo—e1d), i€T(N). (3.4.9)
En particular, utilizando (3.4.8) se sigue de la Proposicién 3.2.3 y Teorema 3.2.4 que

Ao € OA(a, f) N A(a, h) # 0.

Ahora, tomemos A1 € (Ag—¢1, o). Yaque W > 0 en 2, gracias al Teorema 3.3.2-iii), la aplicacién
A — b)) »] es creciente y por eso, se sigue de (3.4.9) que

ud 2004 204, AEPLX), i€T(N). (3.4.10)
Asi, para probar (3.4.3) es suficiente mostrar que para cada z € QQ UI_, F’f’
,\li»n,\lo 9[,\,;,] (z) =00. (3.4.11)
En efecto, diferenciando (3.3.41) con respecto a A se desprende que

L) + a(2) 0 18uh(Bpan) + BOpa)0psy =Woapy en  Q (3.4.12)

B(b)opx =0 e 99, (3.4.13)

para cada A € [A,Ag), donde 9[,\,,,] representa la derivada de |y » con respecto a A. De este
modo, ya que a es nula en Q0 y W > 0, se sigue de (3.4.10) y (3.4.12) que para cada X € [\, Ag)
se verifica lo siguiente

[:(;\)9.[,\,;,] = WB[,\'h] > WG[A“,,] in Qg . (3.4.14)

Ademss, ya que 9[;\,;.] > 0 y gracias a (3.4.13), se sigue de la definicién del operador de frontera
B(5,93), que
B(b,Q2)0n =0 en 892 (3.4.15)

Por otro parte, la solucién )y, 4 es fuertemente positiva en Q (cf. Lema 3.2.2) y por eso, existe
¢ > 0 tal que

W, n = Wi en Qg ) (3.4.16)
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donde g representa la autofuncién principal asociada con £y(Ag). De este modo, ya que Zo(A) >
0 para cada A € [Aq, Ao), gracias a la caracterizacién del principio del maximo (cf. Teorema 1.34),
se sigue de (3.4.14),(3.4.15) y (3.4.16) que para cada A € [A1, Ao)

Biah = L7 (Wl py) 2 L7HN)(Wepo) = ;ocfxsoo, (3.4.17)

donde £71(\) representa al operador inverso de £(\) en Q0 y por ello,
/\li’n:\lo O py(z) = +00 (3.4.18)

para cada z € Q2 tal que wo(z) > 0. Asi, debido al hecho de que (g es fuertemente positiva en
09, tenemos que
P
wo(z) >0, para cada mGQEUUI‘I’,
J=1
y por ello, (3.4.17) implica que

. p :
lim px pj(z) = +o0, paracada ze€QlU U I'"f’ .
Ao ' j=1

Observar que gracias a (Al), se sigue que F’f’ coMy I"lc" es una componente de Q0 para cada
1 < j < p. Esto completa la prueba de (3.4.11) y consecuentemente (3.4.3) es mostrado.
Ademds, ya que g es fuertemente positiva en 09, se sigue que g est4 alejada de cero en

cada subconjunto compacto de Q0 U, I y por eso, (3.4.17) junto con (3.4.10 implican que
a j=1+1 q
(3.4.3) se verifica uniformemente en cualquier subconjunto compacto de Q3 UP_, I'Y7. Adems,

si K es un subconjunto compacto de Q% U Ug=1 I"fj , debido a que 6}y, 4 es fuertemente positiva
en ), se sigue de (3.4.10) y (3.4.17) que la siguiente estimacién es satisfecha
; Ao = A1y y(K) Ap = A1\4(K)
u)(Z) = O\ p)(Z) > O, 1y (2) + log(To—_T)‘Y > log(m—)‘f , ze€K

para cada (A, %) € [A1, Ao) X J(A); donde ¥(K) := cinfg wp > 0. Esto concluye la demostracién
del teorema cuando W > 0 en Q y se cumplen (3.4.1) y (3.4.2).

Ahora supongamos que W < 0 en Q y ademés (3.4.5) y (3.4.6) se verifican. Entonces,
adaptando el argumento previo obtenemos que £()) y Zo()) son crecientes y que existe 1 > 0
suficientemente pequefio tal que

(’\O’AO + 51) C A(a') h') C A(aa f) .

Ademds, la aplicacién A — 0[5 ) es decreciente y (3.4.10) es satisfecho para cada A € (g, A1)
con A; € (Mg, Ao + €1) fijo. De este modo, argumentando como en el caso en el que W > 0 en £,
obtenemos que

P
lim 6|y 4j(z) = —c0, paracada z€QJU U I‘lfj ,
A—2o ' Jj=1
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y por ello, (3.4.3) es mostrado. Ademss, de (3.4.10) obtenemos que (3.4.3) es satisfecho uni-

formemente en cualquier subconjunto compacto de QEUU‘}___I I”f’, y de nuevo (3.4.4) es obtenido
para cada A € (o, A1]. Esto completa la demostracién del teorema cuando W < O en Q y (3.4.5),
(3.4.6) son satisfechos. Esto concluye la demostracién del teorema. o

Nota 3.4.2 Observar que ya que la funcidn b}y, p) s fuertemente positiva en ) (cf. Lema 3.2.2),
O, estd alejada de cero en cada subconjunto compacto D de QUT'1. Ahora, dado un subcon-
junto compacto D de QUT,, definamos

C(D) = zlélg 0[)‘1';;](1‘) >0.

Entonces, bajo las hipdtesis del Teorema 3.4.1, se sigue de (3.4.10) que existe € > 0 suficiente-
mente pequerio independiente de D, tal que

uy(z)>2C(D)>0, =zeD, ieJ(),

se verifica o bien para cada A € (Ao — €,A9) 8t W > 0 en Q, o para cada A € (Mg, Ao + &) si
W <0 en Q. En otras palabras, si W tiene signo constante en 1, existe € > 0 tal que la familia
de soluciones positivas de (3.1.1)

{6+ (i) € (o= %0 +8) MA@ ) x TN}

estd uniformemente alejada de cero en cada subconjunto compacto de QUT';.



Capitulo 4

Variaciéon de dominios y condiciones
de frontera en una clase general de
problemas sublineales

Este capitulo analiza la dependencia continua con respecto-a perturbaciones del dominio y
condiciones de frontera, de las soluciones positivas de una clase muy general de problemas
sublineales elipticos de valores en la frontera con pesos. También averigua el comportamiento
asintético de las soluciones positivas de esa clase de problemas sublineales, cuando la funcién
peso en la frontera b(z) explota. Para llevar a cabo este andlisis utilizaremos entre otros la
caracterizacién del principio del maximo fuerte debida a H. Amann y J. Lépez-Gémez [5], los
resultados sobre dependencia continua de autovalores principales demostrados en el Capitulo 2,
y los resultados sobre existencia y unicidad de soluciones positivas para problemas sublineales
elipticos de valores en la frontera, demostrados en el Capitulo 3.

4.1 Introduccién

Es este capitulo analizamos la dependencia continua con respecto a perturbaciones del dominio
Q y condiciones de frontera, de las soluciones positivas del siguiente problema sublineal eliptico
de valores en la frontera de tipo mixto con peso

{ Lu = AW (z)u - a(z) f (2, u)u en {2, (4.1.1)

Bb)u=0 en 012,

donde a € Ly (0) pertenece a un cierta clase de potenciales no negativos que serd introducida
més adelante y W € Loo(f2). A lo largo de este capitulo supondremos que:
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2)

b)

c)

d)

Variacién de dominios y condiciones de frontera en una clase general de problemas sublineales

Q es un dominio acotado de RN, N > 1, de clase C2, es decir, { es una subvariedad
N-dimensional compacta y conexa de RV con frontera 8Q de clase C2.

AGR,WGL&(Q) y

N 02 N a
L:=- ‘;::1 aij(x)m + g ai(z)z + ao(z) (4.1.2)

es un operador diferencial lineal eliptico de segundo orden en §2 con coeficientes
oij=a; €CY(Q), aieC), a€Llx(Q), 1<i,j<N, (4.1.3)

el cual es uniformemente fuertemente eliptico en 2. En lo sucesivo denotaremos por p > 0
a la constante de elipticidad de £ en Q. Entonces, para cada £ € RV \ {0} y z € { tenemos

que
N

3 ouij(z) &85 > mle.

i,j=1
B(b) representa al operador de frontera

— u en I‘0 s
B(b)u := { B,u + bu en Ty (4.1.4)

donde 'y y I'; son dos subconjuntos disjuntos abiertos y cerrados de 052 con I'yUT'; = 99,
be C(Pl): y
v=(,..,vy) € CY(T;;RY)

es cualquier campo vectorial exterior y no tangente. Necesariamente, I'g y I'1 poseen un
nimero finito de componentes conexas. Observar que B(b) es el operador de frontera de
Dirichlet sobre I'g, denotado en lo sucesivo por D, y el operador de frontera de Neumann
o de derivada regular oblicua de primer orden sobre I';. Debe ser destacado que o bien I'p
o I'1 puede ser el conjunto vacio.

La funcién f : © x [0,00) — R satisface

fec x [0,00);R), li/m f(z,u) = 400 uniformemente en Q, (4.1.5)
u/ o0

Ouf(hu)>0  paracada u=>0. (4.1.6)

Destacaremos que B
f(-,0) e CH{4R)

y que no hay ninguna restriccién de signo sobre f(-,0) en Q. Ademads, (4.1.6) implica
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e) En lo que a la funcién peso a € Lo (Q?) concierne, supondremos que a es un potencial
admisible en Q, es decir, a € A(Q), donde A(Q) es la clase de funciones peso a en (,
reales, no negativas, medibles y acotadas, para las cuales existe un subconjunto abierto Q9
de Q y un subconjunto compacto K de {} con medida de Lebesgue cero tal que

Kn@Surl,y) =0, (4.1.7)
QF={zeQ :a(z)>0} =0\ (QCUK), (4.1.8)

y que se verifica cada una de las siguientes cuatro condiciones:

(A1)

(A2)

(A3)

(A4)

Q3 posee un nimero finito de componentes conexas de clase C2, digamos Q97; 1 <
j < m, tales que QX NA%W =P siij,y

dist (T',800N Q) > 0. (4.1.9)
Asi, si denotamos por I“i, 1< 12_ < ny, a las componentes de Iy, entonces para cada
1< i< njobien T €000 NANYS = 0. Ademds, si '} C QY, entonces I} debe

ser una componente de Q0. En efecto, si [, N9 # @ pero I'} no es una componente
de 999, entonces dist (I'},000N Q) = 0.

Denotemos por {4, ...,3p} al subconjunto de {1,...,n1} para el cual T NN =0 s,
y sélamente si, j € {i1,...,%ip}. Entonces, a est4 alejada de cero en cada subconjunto
compacto de

p .

i
QrulJyry.
=1

Observar que si I'; C 909, entonces tnicamente estamos imponiendo que a esté
alejada de cero en cada subconjunto compacto de 2.

Denotemos por I, 1 < i < ng, a las componentes de T'g, y sea {i1,...,%,} €l subcon-
junto de {1,...,mo} para el cual (8QQU K) NI} # 0 si, y sélamente si, j € {i1,...,34}.
Entonces, a estéd alejada de cero en cada subconjunto compacto de

L
QF u[JTd \ (9 U K)].
i=1

Observar que si (6Q2 U K)NTy = @, entonces dnicamente estamos imponiendo que a
esté alejada de cero en cada subconjunto compacto de Q7.
Para cada 1 > 0 existen un nimero natural £(n) > 1 y £(n) subconjuntos abiertos de
RN, G],1<j < £(n), con |G]| <, 1 < j < £(n), tales que

o ¢(n)

GInG]=0 s i#j, Kc|JG7,

J=1

y para cada 1 < j < £(n) el conjunto abierto G7 N Q es conexo y de clase C2.



182 Variacion de dominios y condiciones de frontera en una clase general de problemas sublineales

Debemos destacar que bajo estas hipGtesis generales, la teoria abstracta desarrollada en los
Capitulos 2 y 3 puede ser aplicada para trabajar con (4.1.1).

En lo sucesivo también consideraremos la clase de funciones peso A*(Q2) consistente en los
elementos a € A(Q) para los que Q% = @ (cf. Seccién 2.10). *

Ahora introducimos alguna notacién general. De aqui en adelante denotaremos por £ al
operador diferencial auxiliar

L:=L+a()f(-0), (4.1.10)

y para cada A € R, representaremos por £()) y £(A) a los operadores auxiliares
LAY :=L=AW, L) :=L-W. (4.1.11)

Se debe destacar, que los operadores definidos por (4.1.10) y (4.1.11) son uniformemente fuerte-
mente elipticos en 2 con la misma constante de elipticidad u > 0 que L.

En lo sucesivo nos referiremos al problema (4.1.1) como problema P[),, B(b)]. También,
denotaremos por A[Q2, B(b)] al conjunto de valores de A € R para los cuales P[A, 2, B(b)] posee
una solucién positiva. En el caso particular de que B(b) = D denotaremos por

PI\Q,B(b)] = PAQ,D],  AlQ,B()] = A2, D).

Algunos resultados pioneros en el marco de soluciones débiles para condiciones de frontera
de tipo Robin clésicas, se pueden encontrar en E.N.Dancer & D.Daners [16], donde se realizé un
detallado anélisis del comportamiento limite de las soluciones de ciertos problemas de valores en
la frontera de tipo Robin, cuando una sucesién de dominios {2, converge a 2 en un sentido muy
débil. Ya que las condiciones de frontera alli consideradas son condiciones de frontera de tipo
Robin césicas, es decir, 'y = 0 y la funcién peso en la frontera b(z) est4 acotada inferiormente por
una constante positiva, para desarrollar su andlisis Dancer y Daners pudieron utilizar resultados
globales de invertibilidad. Debido al hecho de que en este capitulo estamos trabajando bajo
condiciones de frontera generales de tipo mixto y en particular, la funcién peso en la frontera
b(z) se puede anular en algunas regiones de alguna de las componentes de I';, siendo ademds
negativa en otras regiones de estas componentes, para obtener la dependencia continua de las
soluciones positivas de (4.1.1) con respecto a perturbaciones del dominio 2 alrededor de su
frontera Dirichlet I'g, debemos realizar un pormenorizado andlisis sobre el comportamiento de
las trazas de las soluciones en los dominios aproximantes, para obtener asi la convergencia en
H(£2) de tales soluciones positivas. Precisamente, demostraremos los siguientes resultados sobre
dependencia continua de soluciones positivas de (4.1.1), con respecto a perturbaciones exteriores
e interiores del dominio alrededor de su frontera Dirichlet.

Teorema 4.1.1 (Dependencia continua exterior) Supongamos (1.4.15). Sea Qo un subdo-
minio propio de Q con frontera de clase C? tal que

BQo=F8UP1, FgﬂF1=0,
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donde I'd satisface los mismos requisitos que L'y, y sea Q, C Q, n > 1, una sucesidn de dominios
acotados de RV de clase C? convergiendo a Qg desde el exterior en el sentido de la Definicidén
2.5.1. Para cada n € N U {0} denotemos por Bn(b) al operador de frontera definido por

u en I,
Bn(byu :=
oyu + bu en I'y,

donde
Ig:=00,\T1, n € NU{0}.

Supongamos ademds que

a€AQ), A€ Al,Bo(d)]
y que eziste ng € N tal que
o0 oo
a€ ﬂ A, AE ﬂ A[QmBn(b)]
n=ng n=ng

y para cada n > 0 denotemos por un a la dnica solucidn positiva de P[A,Qy, B,(b)]; debe ser
destacado que la unicidad estd garantizada por el Teorema 3.3.2. Entonces,

Jim |lun|o, — uollz(ae) =0-

Teorema 4.1.2 (Dependencia continua interior) Supongamos (1.4.15). Sea Qg un subdo-
minio propio de Q con frontera de clase C? tal que

690=I‘8UI‘1, I‘8n1‘1=0,

donde T'§ satisface los mismos requisitos que Ty, y sea Q, C 2, n > 1, una sucesidn de dominios
acotados de RN de clase C? convergiendo a Qg desde el interior en el sentido de la Definicidn
2.5.1. Para cada n € NU {0} denotemos por B,(b) al operador de frontera definido por

en [7,

u
B (b)u := { d,u + bu en I,

donde
0 =00 \T1, n € NU{0}.

Supongamos ademds que
ac A(Qo) y A€ A[QOs BO(b)] )

y que existe ng € N tal que

ae () AQ), A€ (] Al Bad),

n=ng n=ngp
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y para cada n > 0, denotemos por un a la tnica solucidn positive de P[A,Qy, Bo(b)]; debe ser
destacado que la unicidad estd garantizada por el Teorema 3.3.2. Entonces,

Jim [|En — uollzr(aq) =0+
donde

o oup en Q,
“"'“{ 0 en M\, =

Ahora, combinando el Teorema 4.1.1 con el Teorema 4.1.2 obtenemos el siguiente resultado:

Teorema 4.1.3 (Dependencia continua) Supongamos (1.4.15). Sea Qg un subdominio pro-
pio de Q con frontera de clase C? tal que

0 =Tur;, TIdnl;=0,

donde I‘g satisface los mismos requisitos que g, y sea U, C N, n > 1, una sucesion de dominios
acotados de RN de clase C? convergiendo a Q en el sentido de la Definicidn 2.5.1.

Sean QL y QF, n > 1, dos sucesiones de dominios acotados en Q tales que %, n > 1,
converge a g desde el interior, QF, n > 1, converge a Qo desde el exterior y

A cpn,, QU COZ, nx1.

Para cada

Qec0:={Q,0,0L,0F : n>1},
denotemos por B(b,Q) al operador de frontera definido por

~ o U en 6(2 \ Fl s

Supongamos ademds que
a € ‘A(QO) ’ A€ A[Qm BO(b)] )

y que eziste ng € N tal que

ae () [AR) NAQL) N A@QE)]

n=ng

xe () (Aln B(b, Q)] N AIRL, B(b, Q5] 1 AIRE, B(b, Q5))).

n=ng

Denotemos por ug a la tnica solucidn positiva de P[A,Q, B(b, Q)] y para cada n > ng, denote-

mos por un, ul, uE a las unicas soluciones positivas de

P\, B, ),  PQLBG,QL,  PAQEBO,QE),
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respectivamente. Ahora, definamos

I I
~T — Up en Qn . S
Un {0 en Mo\, - "2L
y
. Uy en Q,
== >
Un {o en Q\Q,, "=}
Entonces,
lim Jlugla, — vollaiee) =0, lim |la) — woll (e =0,
y
ﬂf;SuoSUfiﬂo, ﬁfgsﬁnlﬂosuflﬂo» en QO) nzng.
Por tanto,
nll,ngc "ﬁﬂlﬂo - uO”L,(Qo’) =0, PE [1) OO) .

Otra propiedad que analizaremos en este capitulo serd la dependencia continua de las solu-
ciones positivas de (4.1.1) respecto de la funcién peso en la frontera b(z). En este sentido, nuestro
principal resultado establece lo siguiente:

Teorema 4.1.4 Denotemos por 0(Loo(T'1), L1(T'1)) a la topologia débil de Loo(T';). Supongamos
I #0 y (1.4.15). Sea b, € C(T1), n > 0, una sucesién verificando

nlg!go bp =bo en 0(Loo(T1), L1(T1)) . (4.1.12)
Sean by, by € C(T1) yno € N tales que

bi<bu<b, n=0, nxno, (41.13)
cuya eristencia estd garantizada por (4.1.12). Supongamos ademds que
2 v oo
A € A[R, B(bo)] N (AR, B(b:)IN () A2, B(bn)] - (4.1.14)
=1 n=ng

Para cada n > ng, denotemos por u, a la unica solucidn positiva de P[A,Q, B(b,)], y por ug a
la vinica solucidn positiva de P[A,Q, B(by)], cuya existencia estd garantizada por (4.1.14) y cuya
unicidad por el Teorema 3.3.2. Entonces,

Jim [un — uolgr () =0.
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Parece que éste es el primer resultado general disponible en la literatura, concerniente a la
dependencia continua con respecto a b(z) de las soluciones positivas de un problema de valores
en la frontera del tipo (4.1.1). Debe ser destacado que el Teorema 4.1.4 es un resultado muy
general con consecuencias muy fuertes. Por ejemplo, Theorem 4.1.4 es esencial en el analisis del
comportamiento de las soluciones positivas de problemas de valores en la frontera con condiciones
de frontera no lineales.

Finalmente, es este capitulo averiguaremos el comportamiento asintético de las soluciones
positivas de (4.1.1) cuando

n%in b(z) / oo.

En este sentido, nuestro principal resultado establece que éstas convergen a la solucién positiva
del problema de Dirichlet P\, 2, D). El resultado es el siguiente:

Teorema 4.1.5 Supongamos Iy # 0. Sea b, € C(I'1), n > 1, una sucesién verificando

lim minb, = co.
n—oo '
Asumamos que
A€ AQ,D].

Supongamos ademds que eziste ng € N tal que

e ﬁ AR, B(b,)].

n=ngy

Para cada n > ng, denotemos por u, a la unica solucidn positiva de P[A,Q, B(b,)]. Entonces,
Jim_[lun — upllmre) =0,

donde up es la vnica solucidn positiva del problema de Dirichlet P[A,Q, D] .

Una vez que hemos discutido algunos de los principales resultados de este capitulo, pasamos
a describir brevemente su organizacién. En la Seccién 4.2 damos un resultado de comparacién
entre la tinica solucién positiva de (4.1.1) y cualquier sub o supersolucién positiva de (4.1.1), en la
Seccién 4.3 demostramos que el hecho de pertenecer a la clse A(Q2) o A*(f2) se hereda a cualquier
subdominio abierto de Q satisfaciendo determinadas propiedades estructurales, en la Seccién 4.4
demostramos el Teorema 4.1.1, en la Seccién 4.5 demostramos el Teorema 4.1.2, en la Seccién 4.6
combinamos el Teorema 4.1.1 con el Teorema 4.1.2 para demostrar el Teorema 4.1.3, en la Seccién
4.7 demostramos el Teorema 4.1.4 y finalmente, en la Seccién 4.8 demostramos el Teorema 4.1.5.
Ademis, en las Secciones 4.4, 4.5, 4.7 y 4.8 proporcionamos condiciones suficientes bajo las cuales
est4 garantizado el marco abstracto de trabajo que permite aplicar los diferentes resultados de
dependencia continua de soluciones positivas de problemas sublineales elipticos.
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4.2 Un teorema de comparacion

En esta seccién, como una consecuencia del Teorema 1.3.4, mostramos un teorema de com-
paracién entre la solucién positiva y cualquier supersolucién positiva (resp. subsolucién positiva)
de un problema eliptico del tipo (4.1.1).

Teorema 4.2.1 Para cada V € Lo(2), sea el problema

(G- o 8 @

Supongamos que (4.2.1) posee una solucién positiva, p > N, yu € Wg(ﬂ) es una supersolucidn
positiva (resp. subsolucidn positiva) de (4.2.1). Entonces,

u>0 (resp. u<9),
donde 0 representa la unica solucidn positiva de (4.2.1).

Demostracién: Supongamos que u € Wg(ﬂ), p > N es una supersolucién positiva de (4.2.1).
Necesariamente, o bien © = 8 o u # 6. Si u = 8 el resultado estd probado. Supongamos entonces
que .
uFo. (4.2.2)

En este caso, u debe ser una supersolucién positiva estricta de (4.2.1). En efecto, si no es asi,
por la unicidad de solucién positiva del problema (4.2.1) se deduce que u = 6, lo cual contradice
(4.2.2). Entonces,

(L+V+ag—AW)(u—-6)>0 en Q,
{ B(b)(u—6) >0 en 89, (4.2.3)
con alguna de las desigualdades de forma estricta, donde
o= i RIOLG een
Por la monotonia de f en su segundo argumento, se sigue ficilmente que
9>f(+6) e Q,

ya que u # 8. Asi, gracias a la Proposicién 2.2.3 y al Lema 3.2.2, obtenemos que

L+ V +ag— AW, B(b)] > odL+V +af(-,0) — AW, B(b)] =0. (4.2.4)

Debe ser destacado que pudiera ocurrir que g = f(-,8) en QF . Por eso, > no puede ser sustituido
por > en (4.2.4) sin ningin trabajo adiccional. Supongamos

oL +V +ag - AW, B(b)] =0 (4.2.5)
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y denotemos por ¢ > 0 a la autofuncién principal de (£ + V + ag — AW, B(b), 2). Entonces, se
sigue de (4.2.3) que para cada x > 0 la funcién

G=u—0+Kkp ° -

nos proporciona una supersolucién estricta de (£ + V + ag — AW, B(5), Q). Ademis, ya que ¢
es fuertemente positiva en 2, % > 0 si « es suficientemente grande. De este modo, se sigue del
Teorema 1.3.4 que

oL +V +ag - AW, B(b)] > 0, (4.2.6)

lo cual contradice (4.2.5). Por tanto, necesariamente se cumple (4.2.6) y cero no puede ser un
autovalor de (L + V + ag — AW, B(b), ). De este modo, gracias al Teorema 1.3.4, se sigue
de (4.2.3) y (4.2.6) que u > 0, siendo ésta la desigualdad deseada. Este argumento puede ser
facilmente adaptado para completar la prueba del teorema. m|

4.3 Estar en la clase A((2) es hereditario

En esta seccién probaremos que el hecho de estar en A(2) o A*(2) se hereda a cualquier
subdominio abierto de 2 satisfaciendo adecuadas propiedades estructurales. En lo sucesivo,
siempre que a € A(Q) y  sea un subdominio abierto de Q tal que a € A(f), denotaremos por
[Q]2 al subconjunto abierto méximal de  donde el potencial a se anula (recordar la definicién
de la clase A(Q2)).

Teorema 4.3.1 Supongamos a € A(Q) y sean 0, QF y K los correspondientes conjuntos de
la definicion de clase A(Q). Sea Q un subdominio abierto de Q de clase C? verificando

dist (8Q,00N Q) > 0. (4.3.1)

Entonces, las siguientes afirmaciones son ciertas:

i) SiANA#£0, QANQ es de clase C? y

BN NAHLNN) =N NaY, (4.3.2)
entonces a € A() y ) )
Qe =02nQ.
i) SilnQ=0y
"\ KcQf, (4.3.3)
para cada componente I* de 3Q N Q satisfaciendo
MNK#0,

entonces a € AT(Q).
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In particular, sia € A*(Q), entonces a € AH(()).

Demostracién: Primeramente debe ser observado que gracias a (4.3.1), cada componente
I de AQ satisface o bien I ¢ 90 0 NN = 0 y si I' ¢ 89, entonces I* debe ser una componente
de 8. En particular, si denotamos porI'{ , 1 <i <, alas componentes de I', entonces, para
cadal<i<mny,obienI% c Qo rin BQ 0. Ademss, si I'} C 88, entonces I} debe ser una
componente de 8. Denotaremos por {i1,...,15,} al subconjunto de {1,.. ,nl} para el cual

i c 0 si, y sélamente si, i € {1, 15,

Ahora probamos ). Supongamos que Q0N Q es no vacio y de clase C2. Ya que a € A(N),
existe un subconjunto abierto Q2 de  y un subconjunto compacto K de ) con medida de
Lebesgue cero tal que

Kn(@luly) =0, (4.3.4)

Qf ={zeQ : a(z)>0}=0\(QQUK), (4.3.5)

y se verifica cada una de las cuatro condiciones (A1) — (A4) de la introduccién. En particular,
dist (', 008N Q) > 0. (4.3.6)

Observar, que gracias a (4.3.6), cada una de las componentes de '}, 1 < i < n,, of I'; satisface
o bien

i cand
o
rinond=9.
Ademés, si I'{ € 809, entonces I'{ debe ser una componente de 9Q2.
Definiendo por

- - -~ ~ ~ =0 -~
Q:=00n0, K:=KnQ, Or:=0\(QuUK),
mostraremos que el conjunto abierto _ ;
(9 = 02
y el conjunto compacto K satisfacen todos los requisitos de la definicién de la clase A(Q) En
efecto, denotemos por 3%, 1 < i < m a las componentes de 0. Es conocido de la definicién de

clase A(f2) que .
QN0 =0 si  i#j.

Ya que Q9 es el subconjunto abierto maximal de  donde a se anula, 0 es el subconjunto
abierto méximal de € donde a se anula. Ademas, ya que

M=nna={)%nd=)@na (43.7)

=1 i=1

es de clase C?, obtenemos que %% N ) es de clase C? para cada 1 < i < m. Ademss,

QNN NQ =0 (4.3.8)
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si ¢ # j, porque
0% N2 = 9.

Debe ser observado que alguno de los conjuntos Q% N Q, 1 < i < m puede ser el conjunto
vacfo. De este modo, gracias a la reguaridad de 9% N Q, para cada 1 < i < m, obtenemos
que Qg"' N ) posee un nimero finito de componentes de clase C2 con clausuras mutuamente dis
juntas. Por eso, gracias a (4.3.7) y (4.3.8), 20 posee un nimero finito de componentes de clase
C? cuyas respectivas clausuras son mutuamente disjuntas. También, ya que K es un subconjunto
compacto de {2 con medida de Lebesgue cero, K esun subconjunto compacto de ) con medida
de Lebesgue cero, y ya que K ¢ Ky £ ¢ Q9,

En@ ur) cKn@ury).
Por eso, gracias a (4.3.4),
~ =0
Kn(Q,ury)=0.
Adems4s, gracias a (4.3.5),

(ze®: a(z)>0}=0n @\ (CUK) =0\ @ UuR),
por la definicién de 0 y K. Por tanto,

Qf ={zef : a(z)>0} =0\ (L UK).

Para completar la prueba de la Parte (i) resta mostrar que se cumplen (A1)-(.A4).
Ya que Q0 posee un nimero finito de componentes de clase C? cuyas respectivas clausuras
son mutuamente disjuntas, para completar la prueba de (.4;) es suficiente demostrar que

dist (1,002 N Q) > 0. (4.3.9)
En efecto, ya que } ; ;
a8 = a2 nQ) c 08 U aA,
tenemos que . . . . _
N c@ERuatyn=002nQcaning,
porque 8 N = 0. Asi, ya que a € A(Q),
dist (1,802 N Q) > dist (I, 0091 Q) >0,

lo cual completa la prueba de (4.3.9).

Esto completa la demostracién de (.A1) para a en .

Gracias a (4.3.9), para cada i € {41,...,43,}, la componente I} de I'; N 8Q (cf. el principio
de la demostracién) satisface o bien I'i € 99 o [} N3O = 0. Ademss, si 'l ¢ 809, entonces
It debe ser una componente de 8Q. Sin pérdida de generalidad podemos asumir que existe

1<z <My
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tal que, para cada 1 < k < 713, ' _
I c a0 n ol
si, y s6lamente si, ’ ‘o
1< k<.

Entonces, por construccién, tenemos

-~ r-ll s -~ - ﬁz -
rna=Jr¥, TinenoQd=Jre,
k=1

k=1
y -
-~ 0 n‘ .
i
aﬂa N U Plh = 0
k=fig+1
si fig < 7.

Ahora probamos (A2) para a en ). Utilizando las notaciones previas, para probar (A2)
debemos demostrar que a estd alejada de cero en cada subconjunto compacto de

- ﬁl .
ofu U 1.
k=rig+1
Para demostrar lo anterior, utilizaremos la siguiente identidad
iy .
aon |J ry=0. (4.3.10)
k=fig+1
Para probar (4.3.10) razonamos por reduccién al absurdo asumiendo que existe

fia+1<k<m

para el cual )
TFNand #0.
Entonces, gracias a (4.3.6), _
Iy cond
Yy por eso, _ ;
It co0lnof, (4.3.11)
ya que, por construccidn, I"i" c 89 (cf. el principio de la demostracién del teorema). Asi, ya que
NN ad calnf) =a0?, (4.3.12)

se sigue de (4.3.11) y (4.3.12) que
I¥ =TFnadnalt crirnafe,
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lo cual es imposible, ya que por construccién,
r¥nal=0.

Esta contradiccién demuestra (4.3.10). Por otra parte,

O ={zeQt:az)>0lc{ze: alx)>0} =0} (4.3.13)
y por tanto, (4.3.10) y (4.3.13) implican
-~ ﬁl . ﬁl .
Qfu | rrcofu {J rFcofum\ong). (4.3.14)
k=fig+1 k=fig+1

Ya que a € A(), a estd alejada de cero en cualquier subconjunto compacto de
QF u(T1\09)).
De este modo, gracias a (4.3.14), a estd alejada de cero en cada subconjunto compacto de
- ﬁl 3
Qtu |J ry
k=nig+1

y por tanto, (A2) es satisfecha por a en Q. Esto completa de demostracién de (A2) para a en .
Ahora probamos (.A3) para a en Q. Recalcamos que gracias a (4.3.1), cada componente I'*
de 992 cumple o bien
Ir* c o9,
o
r*not=0.

Ademss, si I'* C 69, entonces I'* debe ser una componente de 8. De este modo,
I = (ToNaQ)u (T NN UBLNQ),

y n . - a
dist ([; N80, Tond) >0,  dist(T;Nd%, 83NQ) >0, i=0,1. (4.3.15)

Denotemos por I'§, 1 < i < ng a las componentes de I'g y_por I‘{, 1 < j < m; alas componentes
deT;. Sean ademés, '}, 1 < i < Ay las componentes de o0NTy, I, 1 < j < #; las componentes
de 00N, y I%, 1 < I < iy las componentes de 8Q N Q. Asi, tenemos que

7io i A . iz
nTy=rs, oanmh=rf, aena=rs.
Gracias a (4.3.15) tenemos que

dist (T5,T5) >0, 1<1<#y, 1<i<,
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dist (T5,T9) >0, 1<i<@;,  1<j<y,

y L
dist(T],T5) >0, 1<j<f, - 1<i<g.

Ahora, sea {i1,...,1,} el subconjunto de {1,...,7g} tal que Iy N (B8 U K) # 0 si, y sélamente
si, 1 € {i1,...,9p}, ¥ {l1,..., g} el subconjunto de {1,...,72} tal que T4 N (BQ2 U K) # 0 si, y
sélamente si, [ € {l1,...,l,}. Sea T el subconjunto de {1,...,no} tal que T§{N (602 U K) # 0 si,
y sélamente si, i € Z.

Ahora probamos que

{i1,...,5} C T, (4.3.16)

y por ello, '
0N (BQUK) #0,

para cada @ € {41,...,%,}. Para demostrar (4.3.16) razonaremos por reduccién al absurdo asum-
iendo que existe i € {41,...,ip} tal que i € Z. Entonces,

NONRUK)#D0 vy Tin@LUK)=0 (4.3.17)
se cumplen y ya que
TiN@BVUK)cTin(QQUK) cTin (800 U K) =0,

llegamos a contradiccién con (4.3.17). Esto demuestra (4.3.16).
Ahora, para demostrar (A3) para a en (2 debemos demostrar que a esté alejada de cero en
cada subconjunto compacto de

P . B q . .
QrulUrg\@RQuE)ull Iy \ (608U K)).
k=1 k=1
En efecto, ya que por construccién
q ~
Urs coetng,
k=1

obtenemos que
[0 I\ QU K)] c (80N Q)\ (80U K) = (82N Q) \ (82 N ) U k), (4.3.18)
k=1

ya que gracias a (A1) para a en ) tenemos que (9 = Q8 N Q. Asi, gracias a (4.3.2), se sigue de
(4.3.18) que

[qu I3\ (03U K)] € (80nQ)\ (Q2UEK) = (82nQ) \ (QUK) c O\ (QQUK) = QF, (4.3.19)
k=1
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ya que por definicién de K,
Enadin0=KnQnalnQ=KnalnQ.
Por otra parte, debe ser destacado que |
g\ @WUK)=T¢\(@QUK), 1<k<p, (4.3.20)
ya que L . ‘
@RUK)NTY = (0% UK)NTY,
porque Uh_, I‘f)" c d0NTy. Por eso, se sigue de (4.3.16) y (4.3.20) que

[O T\ (00U K)] = [LPJ Ie \ (0QUK)] c [T\ (899 U K)]. (4.3.21)
k=1 k=1 i€z

Entonces, ya que QF C QF, se sigue de (4.3.19) y (4.3.21) que

Gt ol i\ (@2 U ) UL T\ (R0 UR)] c QF U Th\ (00U K)).  (43.22)
k=1 k=1 i€l

Por tanto, debido al hecho de que a est4 alejada de cero en cada subconjunto compacto de
0F ulUTo\ (0% UK)),
i€l

porque a € A(f), se sigue de (4.3.22) que a est4 alejada de cero en cada subconjunto compacto
de

-~ p » -~ - q -~ ~

Qr (U e\ @u R Ul T3\ (U K)).

k=1 k=1
Esto completa la demostracién de (A3) para a en Q.
Ahora probamos (A4) para a en Q. En efecto, sea n > 0. Entonces, ya que a € A(f),

existe un ndmero natural £() > 1y £(n) subconjuntos abiertos de RV, G7,1<j < €(n), con
IG7| <1, 1 < j < £(n), tales que

GInGl=0 s i#j, KclJG7, (4.3.23)
y para cada 1 < j < £(n) el conjunto abierto G" N Q es conexo y de clase C2.
Sin pérdida de generalidad podemos suponer que G’7 N # 0 para cada 1 < j < £(n). Ya

que GT N Q es de clase C? para cada 1 < j < £(n), ¥ Q es de clase C2, el conjunto G N
posee un niimero finito de componentes con clausuras mutuamente disjunt as. Para cada n>0
y 1 < j < £(n), denotemos por N(7,7) al nimero de componentes de G" NQ vy por

{GI*, 1<k<N(n.5)},
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a la familia de componentes de G’] N . Ahora, para cada n1>0y1<j<¢n), consideremos
los conjuntos

GI*:=G* +B.(0), 1<k<N(@nj),
donde B,(0) es la bola de radio € > 0 centrada en el origen. Gracias a (4.3.23) y ya que para

cada 1 < j < £(n) las clausuras de G;."k, 1 £ k £ N(n,j) son mutuamente disjuntas, existe

€o > 0 tal que
=yl

=mk . . .
G, NG; =0 si (4,0) # k), (4.3.24)
para cada € € (0,&9). Observar que ya que G;-”k es conexo paracada 1 < j < 4(n), 1 <k <
N(n,7), cada uno de los conjuntos C;’;?'k es conexo. Ahora, ya que

£(n)
Kc|Ja],
]

tenemos que
. . ) .t NGmg)
K=KnQc{@nocly U é&r. (4.3.25)
i=1 j=1 k=1
Ademds, ya que .
IG7*| <|GTl<n, 1<j<in), 1<k<N@,j),

existe €3 € (0,¢p) tal que
IGF*1<n, 1<j<em), 1<k<N@,J), (4.3.26)

para cada 0 < € < €;. Ademds, ya que G’;?’k es conexo y { es de clase €2, existe &5 € (0,€1) tal
que G’g’k N Q es conexo para cada parepsilon € (0,e2), 1<5<€(n), 1<k<N(nj.

Fijemos € € (0,e2). Supongamos que é;-”k N eC?paracadal < j < n),1 <k <
N(n,j). Entonces, gracias a (4.3.24), (4.3.25), (4.3.26) y ya que é;-"k N Q es conexo y de clase
C?, obtenemos que existe un nimero natur al £(n) con

1< &(n) < &n)N(n,5),

y Z(n) subconjuntos abiertos de R", denotados por é;-"k, cumpliendo los requisitos de (.A4) para
aen Q. En particular, . .
kc U G;g.k ) (4.3.27)
1<5<¢(m)
1<k<N(n.5)

Ahora, supongamos que existe un conjunto @;?’k para el cual é;-"k nQ ¢ C2. Entonces, gracias a
(4.3.27)
dist(K,0 |J @G>0,

1<5<en)
1Sk<N(n,j)



168  Variacién de dominios y condiciones de frontera en una clase general de problemas sublineales

y por eso, existe un subconjunto abierto @;?'k de RY tal que é’;’k N es conexo y
= =Mk A a2k x A =
KNG  cGMcG) car, GEMnhec.

Entonces, sustituyendo C:"}"‘ por é;’"‘, obtenemos que de nuevo (A4) es satisfecho para a en (.

La prueba de (.44) para a en ) est4 completa.
Esto concluye la demostracién de 1).

i4) La demostracién de i) puede ser fécilmente adaptada para demostrar que a € A*(Q)
supuesto que 23 NQ = @ y (4.3.3) es satisfecho por cada componente I'* de 82 N Q verificando
I*NK #0.

Finalmente, supongamos que a € A+(f). Entonces Q2 = @ y por eso, Q2N = @ y se verifica
la condicién (4.3.3). Ahora, 4i) implica el resultado.

Esto concluye la demostracién del teorema. O

Como una consecuencia inmediata del Teorema 4.3.1 se sigue ficilmente el siguiente corolario.

Corolario 4.3.2 Supongamos a,V € A(Q), sean Q3, QF y K los correspondientes conjuntos
de la definicién de a € A() y QF, QF y Kv los correspondientes conjuntos de la definicidn de
V € A(Q). Supongamos ademds que Q) es conezo y

dist (To,00% N Q) > 0. (4.3.28)
Entonces, las siguientes afirmaciones son ciertas: '
i) SiQ%nQY £0, Q3NQY es de clase C? y
02y N NaANQY) =39 N NAY,
entonces a € A(QY) y
[V =02naf.

i) SiQ0NQY =0y (4.3.3) es satisfecho por cada componente I'* de QY N Q cumpliendo
[ NK #0, entonces a € AT(QY,).

iii) Sia € AT(), entonces a € AT(Q)).

Demostracién: Ya que V € A(f2), existe el correspondiente subconjunto abierto maximal de
2 donde V se anula, denotado por QY, verificando

dist (T, 8Q%, N Q) >0 (4.3.29)
y con un nimero finito de componentes de clase C? con clausuras mutuamente disjuntas. En-
tonces, ya que 92 = I'g U, se sigue de (4.3.28) y (4.3.29) que

dist (80, 803 N Q) > 0,
y por eso, ya que a € A(Q), tomando }

Q:=q%,
el resultado se sigue como una inmediata consecuencia del Teorema 4.3.1.
Esto concluye la demostracién del corolario. a
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4.4 Dependencia continua exterior

En esta seccién analizamos la dependencia continua de las soluciones positivas de (4.1.1), con
respecto a perturbaciones exteriores del dominio Q alrededot de su frontera Dirichlet I'g en el
caso especial en el que J, es la derivada conormal con respecto a £. Por tanto, a lo largo de
toda la seccién asumiremos que se verifica (1.4.15).

En lo sucesivo nos referiremos al problema (4.1.1) como el problema P[), Q, B(b)]. También,
denotaremos por A[(, B(b)] al conjunto de valores de A € R para los cuales P[), 2, B(b)] posee
una solucién positiva.

El siguiente resultado nos proporciona la dependencia continua exterior de las soluciones
positivas de P, Q, B(b)].

Teorema 4.4.1 (Dependencia continua exterior) Supongamos (1.4.15). Sea Qg un subdo-
minio propio de Q con frontera de clase C? tal que

aQo=F8UF1, r‘8r11‘1=0,

donde 1"8 satisface los mismos requisitos que g, y sea 0, C Q, n > 1, una sucesién de dominios
acotados de RN de clase C? convergiendo a Qy desde el exterior. Para cada n € N U {0}
denotemos por B, (b) al operador de frontera definido por

u en I,
Bp(b)u := (4.4.1)
d,u+ bu en I,

donde
0 =00, \T, n e NU{0}.

Supongamos ademds que
ae€ A(Qo) , AE A[Qo, Bo(b)]

y que eziste ng € N tal que
a€ [ A@), A€ [) AlQn,Ba(d)] (4.4.2)
n=ngo n=ngp

y para cada n > 0 denotemos por u, a la 1inica solucién positiva de P[\,Qn, B,(b)]; debe ser
destacado que la unicidad estd garantizada por el Teorema 3.3.2. Entonces,

Jim_[|un|ay — vollg1(aq) = 0- (44.3)

Demostracién: Supongamos (4.4.2). Sin pérdida de generalidad podemos asumnir que ng = 1.
Entonces, gracias al Teorema3.3.2, el problema P([A,Q,, B, (b)], n € N U {0}, posee una tnica
solucién positiva, denotada en lo sucesivo por u,. Ademas, gracias al Lema3.2.2,

un € WE () C HY(Q,), neNu{0},
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¥ un es fuertemente positiva en Q,,. En lo sucesivo para cadan € N U {0} definimos

i = Un en Q,,
"1 0 en Q\ Q.

Ya que u, € H(Qn) ¥ un = 0 sobre I'}, tenemos que i, € H}(Q) y
l@nllmr) = lunlliny, n€NU{0}. (4.4.9)
Ademds, ya que u, es fuertemente positiva en Q,, 'y = 0, \ I'§ para cadan e NU {0} y
QOCQ‘n.+1CQﬂ.a nEN7

se sigue facilmente que

Lup = A\Wup —af(,un)un  en  Qap neN
Bny1(b)un 20 en OQny1 '
y
Lup = \Wu, —af(-,un)un en o
{ Bo(b)un >0 en 0 neN.

De este modo, para cada n € N la funcién u,, es una supersolucién positiva de P[\, Qn1, Bry1(b)]
y P[A,Qo, Bo(b)]. Por eso, gracias al Teorema4.2.1, obtenemos que

Un|Qnyr = Uns1 >0,  Unlg, 2w >0, n>1.
Por tanto, en (2 tenemos que
0 < dig < finyy < fin <8, nEN. (4.4.5)
Ahora, tomando
M := |1l L) »

se sigue de (4.4.5) que
ltnllz0) S M, n e NU {0}, (4.4.6)

y por eso,

linllza@ < MIQE,  neNU{0}. (4.4.7)
Ahora, Ahora mostraremos que existe M >0 tal que

linllm@) <M, neNU{0}. (4.4.8)
En efecto, ya que 0, C  para cada n > 0 y L es fuertemente uniformemente eliptico en Q,
integrando por partes y utilizando que u, = 0 sobre [}, 4n = 0 en Q\ Qp, Gnlo, = tn ¥y
un, € H2(Qy), n > 0, se obtiene que
/*“Vﬁn”%z(n) < 2%’:1 Ja aij%u';".‘%%? = 29,’,':1 Jan aij%‘f,‘?%';

->N 1o, 3‘%(%3' %‘;‘;?)“n + i Jr, o %?“n”j
~ TN Jo, i un = Thiat fo, Fal §run + Thimt Jr, 038 uan;



Dependencia continua exterior 189

De esta relacién, teniendo en cuenta que u, es una solucién de P[), Q,, By, (b)] obtenemos que

HVEaly) < [, [OW = af () — o) = Eaz-—]un+2 [ asgzuny, (649)

$,j=1
donde los coeficientes & € C(Q), 1 < i < N, estdn dados por (1.4.14). De este modo, ya que
fp =0en Q\Q, y in € H(Q) para cada n € N, se sigue de (4.4.9) que

WVl 0y < [ W = af (. ) —aoli - [ Zaﬁ"ﬂﬁw S [ ougetunn;. (4410

i,7=1,
Por otra parte, por construccion tenemos que
Otun +bu, =0 en I, neN,
donde v = (1, ..., vn) satisface
V,-:=Za.-jn,-, IS'LSN,
i=1

ya que estamos suponiendo que se verifica (1.4.15). Asi, para cada nimero natural n > 1 tenemos
que

N
Z_ a‘] a Z U‘ au" V’ll,n, ) allu‘n = —b'un )
ij=1
Y por eso
Z ij—=— Zu" Upnj = —b’u2 (4.4.11)
ij=1

Ahora, sustituyendo (4.4.11) en (4.4.10) y usando que i@n|r, = u.|r, se obtiene que

Otin _ .
#llvunlle(Q) < / [/\W - af( ,Un) - ao]u —/ Za;—a?un bu?, . (4412)
Q01 i 8

Ahora procedemos a estimar cada uno de los términos del segundo miembro de (4.4.12). Gracias
a (4.4.6),

LW = af(, ) - aoli?| < d02I0, (4413)

donde
My = Wl (@) + lall L) 11l 2o xio0 + 120l eae -

I

Ademas,

< M2||bl|Log (o L1l (4.4.14)



170 Variacion de dominios y condiciones de frontera en una clase general de problemas sublineales

donde |I';| representa la medida de Lebesgue (N — 1)-dimensional de T}.
Ahora, definiendo

N 1
- 2
M, = ; "Oti||L°°(n) ) € =(-A’;—2) ) (4.4.15)
donde p > 0 es la constante de elipticidad de £, y utilizando la desigualdad de Holder se verifica
que

/ Z a,%—ﬂn

r—l

<2||0&||Lm(n)/ |€—||€ lgn| < My llVUn"L,(n)"' §llﬂnll"£2m)-

=1

De este modo, (4.4.15) implica

Otin .
Za=—“n

o Rt ox;

Por eso, gracias a (4.4.7), (4.4.13), (4.4.14) y (4.4.16), obtenemos de (4.4.12) que

< Byoa 2 ME,. o
< 51 Vin|Z,0) + leun“z,,(m : (4.4.16)

HIVinly ) < Ms + SVl

donde 1
M3 := M?(My Q] + [Ibll oo (o) IT1]) + -QIM%’MzIQI .

De este modo,

2M3
IVinal}, @ S — " (4.4.17)

y por tanto, gracias a (4.4.7) y (4.4.17), obtenemos que
|tn || 12 < M, neN,
donde ;
M o= (M2|n| + 21;43) .
Esto completa la prueba de (4.4.8).
Ahora, gracias a (4.4.5) y (4.4.8), a lo largo de alguna subsucesién, de nuevo etiquetada por

n, tenemos que
0<L:= lim |[inllz(q)- (4.4.18)

En lo sucesivo nos restringiremos a tratar con las funciones de esa subsucesién. Ya que H*(Q)
estd incluido de forma compacta en Lo(f2), se sigue de (4.4.8) que existe & € L3(Q2) y una
subsucesién de %,, n > 1, reetiquetada por n, tal que

nan(::lo l|tn — 'l.l.”Lz(Q) =0. (4.4.19)
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Para completar la demostracién del Teorema es suficiente mostrar que (4.4.18) y (4.4.19) impli-
can

Jim [13n ~ @l =0, suwpp@cC o,  day =0,

ya que este argumento puede ser repetido a lo largo de cualquier subsucesién. De hecho, es
suficiente probar la validez de la primera relacién a lo largo de alguna subsucesién, ya que ug es
la tnica solucién positiva débil de P[A, g, Bo(b)].

Definamos
. Un - Un
Uy 1= 7, Un i =UlQ, =57 n € NuU{0}.
Sl P R T ey o}
Por construccién, 9, € H(R), v, € H2(Qy,),
Unlave, =0, lOallae) = lvnllm@,) =1, neNU{0}, (4.4.20)

Y Vn €s una solucién positiva de

{ Ly, = \ Wy, ~ af(',un)vn en (4421)

Bn(b)vn =0 en BQ,, ,
ya que u, es una solucién positiva de P[A, Qp, B, (b)]. Ademds, (4.4.5) y (4.4.6) implican

_ ltnl Lo () < M M
il e = ll@nllzy@ ~ lollza(a)

19n 1| Lo () (4.4.22)

Ahora, ya que H'(f) estd incluido de forma compacta en Ly(f2), obtenemos de (4.4.20) que
existe ¥ € L2(2) y una subsucesién de ¥, n 2 1, etiquetada por n, tal que

Jim_ (13 — 9l za(e) = 0. (4.4.23)
En particular,
'}Lngoﬁn =7 ctp.en Q. (4.4.24)

En lo sucesivo nos restringiremos a trabajar con las funciones de esa subsucesién. Ahora afir-
mamos que

supp 7 C {p. (4..4.25)
En efecto, tomemos
o0
n=1

Entonces, ya que ), n > 1, es una sucesién no creciente de conjuntos compactos, existe un
niimero natural ng > 1 tal que z & ), para cada n > ng. Asi, #,(z) = 0 para cada n > ng, y
por eso

nli’ngovn(z) =0 si z¢Qo.
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Por tanto, la unicidad del limite en (4.4.24) implica que

1=0 en Q\ Q.

Esto demuestra (4.4.25).

Observar que () > 0 para cada z € Q, UT; y n € N U {0}, ya que ¥, es fuertemente
positiva en Q,. Por eso, #,(z) > 0 para cada z € Qo UT'; y n € NU {0}, ya que Q5 C Q,,. De
este modo, (4.4.24) implica que

720 en Q. : (4.4.26)

Ahora, analizaremos el comportamiento limite de las trazas de ¥,,n > 1, sobre I';. Por la
regularidad requerida sobre 9, se sigue del teorema de traza (e.g. Teorema 8.7 of [52]) que el
operador traza sobre I'y L

" Hl(Qo) — W22 (Fl)

(4.4.27)
u = U=y,

estd bien definido y es un operador lineal y continuo. Ahora, para cada n € N denotemos por
in a la inclusién candnica

in . HI(Qn) - HI(QO) )

es decir, la restriccién a € de las funciones de H(f,). Observar que para cada n > 1

llinll 2zt (@a),m(Q0)) S 1- (4.4.28)

Entonces, definiendo
Thi=m01in, n>1,

obtenemos de (4.4.28) que

I T n>1.

< lmll

C(H @) W TL)) CH Qo) WE ()]

Asi, los operadores traza Ty, n > 1, estdn uniformemente acotados. Ademds, para cada n > 1
tenemos que

1
vnll‘l =Thv, € W22 (Pl) .
Por eso, (4.4.20) implica

= ||Thvn
Tl e

< "71" n2 17

||'7an1 I = ||vnlr, |l

wi ) w () L Qo) WE ()
y ya que la inclusién L
W (T1) — L2(T)

es compacta, porque I'; es compacto (e.g. Teorema 7.10 de [52]), existen v* € Ly(T';) y una
subsucesién de 7,, n > 1, de nuevo etiquetada por n, tal que

Jim_[|9n|ry — v%[lzy(ry) =0- (4.4.29)
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En lo sucesivo nos restringiremos a trabajar con funciones de esa subsucesién.
Ahora probaremos que #,, n > 1, es una sucesién de Cauchy en H*(2). Observar que, gracias
a (4.4.23), esto implica que

,}eréo on — 9l g1y = 0. (4.4.30)
En efecto, sean k y m dos nimeros naturales tales que 1 < k < m. Entonces, 0, C Qi y, ya

que L es fuertemente uniformemente eliptico en 2, integrando por partes y usando que v, =0
sobre I'g, in =0 en (2\ Q) UTF y 9n|q, = vn, n > 1, se obtiene

plIV(@e - 'Um)"L (Q) 'J=1 fn a‘JW.(v’c - ‘Um) r(”k — 'Um)
—_ Zt J—IUQ,‘ 0113;‘;' 3z; + me a,J-&f B’b 2fﬂ... aq 8::. ]
= ~Tlial, ol () + Jo, Sty (o5 32) = 2, iy (0532
+ Z',J"l Jry alJ("’km'f“ + Um-g-“ 2?),,,3-15)11,J

Asi, ya que v,, n > 1, es una solucién positiva de (4.4.21), obtenemos de la desigualdad previa
que .

BV (B - ||L,(Q) < fn,, MWk = af (-, ue)ve — 21—1 a,E& - aovk]’vk
+ Jo, AW m — af (-, tm)vm = E,=1 a,-a-m QQVUm|Vm
-2 fn AWy - af( » Uk)VE — Zi—-l asa‘k QQUk|Vm
+E=a—1 Ir, c;vz,,('uka—’1 + vm—a-m 2vm#)n_, ,

donde las funciones & € C(Q), 1 < i < N, son las dadas por (1.4.14). Reagrupando términos en
(4.4.31) obtenemos

plIV(5x - ‘Um)”z,,(n) < fnk (AW —ao) (Vg = T )vx + fQ (AW -ag)(vm — Uk )VUm
+ fn,¢ af(, uk)(Um — vk)ve + [q,, @f (1 uk) (Vi = vm)vm
av[f (-, uk) = £(-, um)] (4.4.32)
+ Z;:l fak @i(Um — ”k) : + 21—1 fnm as”ma?(”k = Um)
+ =1 Jr, il (vk — vm)};’f + U gz (Um — WE) ]

Ahora estimaremos cada uno de los términos del segundo miembro de (4.4.32). Observar que
(4.4.20) implica

(4.4.31)

[Onlla@) €1, [VEnllr,@) <1,  neNuU{0}. (4.4.33)
De este modo, gracias a la desigualdad de Hélder, obtenemos de (4.4.6) y (4.4.33) que
o, (AW — ao)(vk — Tm)vk| < AW — aollL (@) 1Tk — TmllLy(0) » (4.4.34)
O3 — c0)(vm = 0Jm| < 1AW = a0z 15 = Ty (4439
' /n X af (s uk) (Im — V) Vk| < llall oo @) | fll Loo@x o, a1 Tk = Fmll o) » (4.4.36)
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‘ /Q af (-, uk) (Vk — vm)Vm| < llall oo @)l f Il oo @x (0,00 1Tk = Fmll Ly(q) » (4.4.37)
y
5 ., 8tim W3 < [om - vkuL,m) 5" laluiey (4.4.38)
i=1 i=1

Ademss, gracias a (4.4.6) y (4.1.5), se sigue facilmente que

|£(yur) = FCrum)l S 10 f(, ')”Lw(ﬂx[O,M])luk - Uml,
Y por eso
[ avlrue) = £ uml| < Cllomlzoiey [ lome = u)],

donde
= |6} 2o (@) 106 f | Lo (@2x[0,M]) -
De este modo, utilizando la desigualdad de Holder obtenemos de (4.4.22) y (4.4.33) que

[ ardlru) = s )| < Ik = Tl (44.39)

~ |lto ”La(ﬂ)

Con el fin de estimar las integrales sobre I'; uno debe recordar que
Oyn +bvy, =0 en I'1, n€eN,

ya que v, es una solucién positiva de (4.4.21). Entonces, se sigue de la hipétesis (1.4.15) que
para cadan € N

N N
> o520y = 3 2R = (Vun, 1) = Byt = ~bm,

7 .
ij=1 9z; = O
y por eso
Z Qij = 6 - 'uk)nj =-b (vm - ‘Uk) .
1,j=1
Por tanto,

|S8ica S, ook — vm)32ens| = |fr, bk (vm — ve)| (4.4.40)

< 1b)l o ray 1okl | oy (K = vm) e, lacryy s

lfl“x bm (v — ”'")l (4.4.41)
18l Lo (py 1omIrs Lo @y (O =vm) Imy [l Lo(ry) -

S8 Jr, 0450m (m = we)j|

in |l
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Unicamente falta por estimar el término

N
- 0

Ya que & € C(), 1 < i £ N, con el objeto de realizar una integracién por partes en (4.4.42),
debemos aproximar cada uno de estos coeficientes por una sucesién de funciones regulares,
digamos o', n > 1,1 < i < N. Fijemos § > 0 y consideremos el entorno tubular de Q de radio
6§ >0,

Qs :=Q + B5(0).

Para cada 1 < i < N, sea & una extensién continua de &; a RV tal que
G €C(), il o@mmy = lGillLo@) - (4.4.43)

Ahora, consideremos la funcién

—i .
= J et si |z] <1,
p(z): { 0 i lo|>1, (4.4.44)

y la aprozimacidn de la identidad asociada
pni=([ 7 "pn), meN.
Observar que para cada n > 1 la funcién p, verifica
pn €CERY),  supppaCBi(0), P20,  lpallzmmy=1.
Entonces, para cada 1 < i < N la nueva sucesién
o == pax64, n>1,

es de clase C°(RY) y converge a é; uniformemente en cualquier subconjunto compacto de RN
(e.g. Teorema 8.1.3 de [22]). En particular,

lim [loflo — Gill @y =0, 1Si<N, (44.45)

ya que &;|q = &;. Ademds, gracias a (4.4.43), se sigue de la desigualdad de Young que para cada
n=>1

oM@y S lonllz,@mylléillce@myy = Gill@), 1<i< N, (4.4.46)

ool 0 - :
[ PRCR -2 PREE I PRCRE RS R (4447)
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ya que
n

9f 0,4 1<i<N, n>1.

6:5,- 63;.- ]
Ademés,yaquepa.raca.da1<i<Nyn>1 T

1222 sy = ([, Al ey
(4.4.47) implica
1B oy < ([, 70l e N Gy, 1SN, (44.48)

para cada n > 1. Ahora, yendo a (4.4.42) obtenemos que para cadan > 1

Ik = Z / (@i —of )vm—(wc vm)+Z / o} Um (vk—vm) (4.4.49)

i=1 i=1

Ahora estimaremos cada uno de los términos del segundo miembro de (4.4.49). Aplicando la
desigualdad de Hoélder y utilizando (4.4.33) se sigue ficilmente que

SN Jon (G-l om 24| < (DX, 6~ (@) [5mll o) IV (B —=5m) gy

<20 16 — oPllreoca) -

Ademas, integrando por partes se obtiene

Z/ avm (vk—vm)*-— /(vk—vm)a (of vm)+2/a'um(vk—-vm)n,,

=1 =1 =1

y por eso,

T, fo, aPtmz (v = vm)| € (S 102z @) 1V3ml ooy 15 = Smll 2oy
8a? - - -
+ ézﬁil 13 ooy ) Nl a1 = Bmll aco

+ (S, o2l zoo@ry) Homlrs ol @k = vm)lellLacry) -

De este modo, sustituyendo estas estimaciones en (4.4.49) y usando (4.4.33), (4.4.46) y (4.4.48)
obtenemos que

Imkl < TN, (2“5‘:’ = Pl (@) + Gl Lo lvmlr, | Lo | (Ve —vm)r, ||L2(I‘1))
+T, (1 +(fav p)"In |22 ||L1(RN)) il Loo () 10K = Tmll ()

para cada n > 1. Ahora, fijemos € > 0. Gracias a (4.4.45), existe n > 1 tal que

22"0«—0 |Leo) S 4

i=1
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Por eso, gracias a (4.4.23) y (4.4.29), existe ng > 1 tal que para cadang < k<m

| Imk] < % L (4.4.50)

Por tanto, sustituyendo (4.4.34 — 4.4.41) y (4.4.50) en (4.4.32) y utilizando (4.4.19), (4.4.23) y
(4.4.29), se sigue fécilmente que existe ko > ng tal que para cada kg < k < m

£V (5 = 3m) 13,0 < €.
Esto muestra que 7 € H1(Q2) y completa la prueba de (4.4.30). Observar, que gracias a (4.4.20),

ol ) = Hm |[Fnllgrq) = 1. (4.4.51)

n—o0

Ademds, si ! representa al operador traza de H'(Q) sobre I';, entonces

1Balry = Blrullzaqry) = 17 (B = DllLary) < IV Ner@), Lo l9n = 3l

y por eso, (4.4.30) implica
im [|Zn]r, = 9lr, lizq(ry) =0-

n—o0

De este modo, gracias a (4.4.29), obtenemos que
B, =v°. (4.4.52)

Ahora, definamos
v = 3|, . (4.4.53)

Ya que por construccién vp|q, = alq,, se sigue de (4.4.30) que v € H(y) y
Jim_ |lvalo, — vlla10e) =0. (4.4.54)
Ademas, gracias a (4.4.25) y (4.4.51),
ol e o) = ol ey = 1. (4.4.55)
Por otra parte,

lliin — @l Ly(a) + . 1
|znl 22 |tn || 11 ()

donde L es la constante definida por (4.4.18). Asi, se sigue de (4.4.18) y (4.4.19) que

@ 1], .
- f”L,(m < - Z‘ NGl zy(q) »

e
”'Un - Z"Lz(ﬂ) = " ”ﬁn”}'{l(ﬂ)

. - U
A [|9n = Zllzy@) = 0.

De este modo, gracias a (4.4.19) y (4.4.30), obtenemos que
@=Lt en LyQ). (4.4.56)
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Ademds, gracias a (4.4.25), (4.4.26), (4.4.54), (4.4.55), y (4.4.56) tenemos que
i€ H'(Q), suppacfy, @>0. (4.4.57)

Definamos por
u = d|g, .

Gracias a (4.4.54) y (4.4.56), tenemos que
. u
u=Lv y  lim |lvsle ~ 7l ey =0- (4.4.58)

A continuacién mostraremos que u es una solucién débil de P[A,Qo, Bo(b)]. En efecto, ya que
7 € HY(R) y supp 7 C Qy, se sigue del Teorema 2.5.5 que ¥ € Hll,g (Q). Asi, v € HIEg (Q0) y por
esou=Lv € Hll,g (Q%). Ahora, tomemos

§€C(QUT).
Entonces, multiplicando las ecuaciones diferenciales

Lvp = AWy, — af('au'n)'vng n2>1,

por £, integrando en 2, aplicando la férmula de integracién por partes y teniendo en cuenta
que supp € C Qo UT"; se obtiene

N1 Jo, aum‘“?&g‘ + TN Jo, BRBE+ fo, @ovné = Joo (AW = af (-, un))uné
+ Zﬂ’j=1 Jr, o %";‘,-‘ £n;j,

para cada n > 1, donde los coeficientes &;, 1 < i < N, estdn dados por (1.4.14). Ademds, usando
que
ayvn+bvn=0 en I‘l, 'nZl,

se desprende que
N Ovn
Z a‘J a §’n’J ZV‘I a (vvn, ) ayvn§ = —bvnf,
i,4=1
y por eso, para cada n > 1 obtenemos que
AW=af(,un))oné~ | bunE. (44 59
,;/ 4 9z bz ,Z 0y BB ot o, 200E = [ QW =af(un))onl = | bund. (4.4.59)
De este modo, usando (4.4.6), 9|r, =v|r, ¥

Jim Jlun = ully@) =0, lim llvnlog = vl =0, lim llwnley = vlryllzary) =0,
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y pasando al limite cuando 7 — oo en (4.4.59), el teorema de convergencia dominada implica
v 8§
,Z_: /ﬂo " 3 B ano £+/ agv = / (AW = af(-,u))wé - / buE. (44.60)
Finalmente, multiplicando (4.4.60) por L y teniendo en cuenta que u = Lv se infiere que
+ 1—" = AW — Y —_ /
;_121 /90 i 3:2:, am] Z a 32, Q aguf Qo( af(-,u))ué - bug

para cada § € C°(Q UT'). Por tanto, u € Hr° (RQ0), © > 0, es una solucién positiva débil de
P[X, Qo, Bo(b)). Ya que ug es la tnica solucién posmva de P{\, Qg, Bo(b)), necesariamente

up=u= Lv. (4.4.61)
Ahora, gracias a (4.4.54), se sigue de (4.4.61) que
. up

A llvnla, = T-lla1g0e) = 0- (4.4.62)

Ademss, ya que

_ U 1. 1
unlay — o = {|tnllm(q) [('Unlﬂo - zq) + ('Z - m;l(—m) 'u,o] )

se sigue de (4.4.8) que

N Ug 1 1
—u < Ml - L i
l[unle — uoll 30y < [” nlfo = 7 llrscao) lL n a2 ()

IIUOIIHI(no)l :

Por tanto, gracias a (4.4.18) y (4.4.62), concluimos que

lim [lunla, — ol g1, = 0.

n—oo

Esto muestra la validez de (4.4.3) a lo largo de la subsucesién con la que hemos venido trabajando.
Como el argumento previo funciona a lo largo de cualquier subsucesién, la demostracién del
teorema estd completa. a

El siguiente resultado nos proporciona algunas condiciones suficientes que garantizan (4.4.2).
Por tanto, bajo estas condiciones se verifica la conclusién del Teorema 4.4.1.

Teorema 4.4.2 Sea Qo un subdominio propio de Q con frontera de clase C? tal que
% =TJuT;, TInon=0,

donde I'} satisface los mismos requisitos que I'y, y sea 0, C Q, n > 1, una sucesidn de dominios
acotados de RV de clase C? convergiendo a Qg desde el exterior. Para cada nimero naturaln > 0
sea Bn(b) el operador de frontera definido por (4.4.1) y sean Q9, QF y K los correspondientes
conjuntos de la definicién de a € A(RY). Entonces, las siguientes afirmaciones son ciertas:
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Supongamos Q0 c Q. Entonces,

a€ A, [22=0, n>o0. (4.4.63)

n=0

Supongamos ademds, que A € A[Qp, Bo(b)] y (1.4.15) se verifica sobre T'1 N NS, Entonces,

Ae ﬁ Aln, Ba(b)]. (4.4.64)

n=0

Supongamos {1 N Q8 = (. Entonces,

a € At (Qp) (4.4.65)
y existe ng € N tal que
o0
a€ [] AT (). (4.4.66)
n=ng

Supongamos ademds, que A € A[, Bo(b)]. Entonces,

re ﬁ AlQn, Bn(b)]- (4.4.67)

n=ng

Supongamos
BN #0, AXnp=0

y que cada componente I'* de I'J para la cual T* N K # O satisface
*\KcQr.

Asumamos ademds, que eziste ng € N tal que Q9NQ, es de clase C? y (4.3.2) es satisfecho
por §2 := Q, para cada n > ng. Entonces,

[o ]
a€ AN (), ac () A ¥ [@L=0200Q,, n>np.  (4.468)
n=ng

Supongamos ademds que
A € A[Qo, Bo(b)] -

Entonces,

A€ ﬁ A2, Ba(b)] (4.4.69)

n=ng
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(d) Supongamos
QWN#0, NReC?,  QIN(Q\Q)#0,

y que existe ng € N tal que Q° NQn, n > ng, es un subdommzo propio de Q de clase C2.
Asumamos ademds, que (4.3. 2) es satisfecho por Q= Qo y Q1= , n > ng. Entonces,

a€ A(Q), [Q2=02n8 (4.4.70)

a€ () AQ), [W0=03NnQ, n2>n. (4.4.71)

n=ngQ

Supongamos ademds que A € A[Qo, Bo(b)] y (1.4.15) se cumple sobre T'yNA[Q)3. Entonces,
eziste mg € N, mg 2 ng, tal que

A€ ﬁ A, Ba(b)] . (4.4.72)

n=mg

(e) Supongamos a € AH(Q), es decir, Q0 = 0. Entonces,
0 .
a€ ) At (), (4.4.73)
n=0

es decir, a € A(Qn) y [Q]3 = 0 para cadan > 0. Supongamos ademds que A € A[Qo, By(b)].
Entonces

Ae ﬁ AlQn, Ba(b)]. (4.4.74)

n=0

Ademds, en cada uno de los cinco casos anteriores, suponiendo que A € A[Qq, Bo(b)] y (1.4.15)
se verifica sobre I'y y denotando por uy a la tnica solucién positiva de P[A,Q,,Bn(b)], cuya
eristencia estd garantizada para n suficientemente grande, se sigue del Teorema 4.4.1 que

Jim_[lunlay — uollzr(no) = 0, (4.4.75)
donde ug es la unica solucién positiva de P, Qp, By(b)].

Demostracién: Ya que 2, es una sucesién de dominios acotados de R convergiendo a Qg
desde el exterior, sin pérdida de generalidad podemos suponer que [} C Q, n > 0, donde
3 := 00y \ T'; satisface los mismos requisitos que I'). Entonces,

dist(T3,T1) >0,  dist(T2,To) >0, n>0,
¥y por eso

dist (89, 80, N Q) = dist (9, T2, ) = dist ([ UTo,IT) >0, n>0. (4.4.76)
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Por tanto, se verifica la condicién (4.3.1) para cada Q,, n > 0.
También debe ser destacado que ya que lims_,o0 2n = o desde el exterior, tenemos que
Qo CQ,  dist(T1,00 NNW) =dist (3T >0, n>1
¥ por eso, gracias a la Proposicién 2.2.2 obtenemos que
oI [L(N), Ba(b)] < aiR[£(N), Bo(b)] . (4.4.77)
Ahora probaremos cada una de las afirmaciones por separado.
Parte (a): Supongamos 2 C . Entonces, para cada n € N U {0} tenemos que
RPN, =00#£0, Qn,=00eC?, n>0
ya que Q3 C Qg C Qp, n > 0. Adem4s se cumple (4.3.2) para cada Q,, n > 0, ya que
NN =TF, Q2nQ,) =009, 2N =208,

para cada n > 0. Asi, ya que a € A(Q), gracias a (4.4.76) y (4.3.2) se sigue del Teorema 4.3.1
que

a€ [ A), WP=00n0.=02¢c?, n>o0.

n=0
Esto completa la prueba de (4.4.63).
Observar que

agﬂ"]g[ﬁ( A), B(b,[2]0)] = a¥2 [£(A),B(b,Q0)], n>0. (4.4.78)

Ahora, supongamos que
AE A[Qo,Bo(b)] ,

y (1.4.15) se verifica sobre I'y N Q2. Entonces, gracias al Teorema 3.3.2,
o[E(N), Bo(b)] < 0 < o=[£(N), B(b,Q2)], (4.4.79)
ya que (1.4.15) se verifica sobre I'; N 999, Adem4s, gracias a (4.4.77),
oD EN), Ba(®)] < oD[EN), Bo(®)], n20, (4.4.80)
ya que Qg C Qy, n > 1. De este modo, gracias a (4.4.78), (4.4.79) y (4.4.80), obtenemos que
o (E(N), Ba(b)] < 0 < o™ RIL(N), BB, (0], n20.

Por tanto, ya que (1.4.15) se verifica sobre I'; N 9[,]8 = I'; N 9N, se sigue de nuevo del
Teorema 3.3.2 que A € A[Qy,, Bn(b)] para cada n > 0, lo cual completa la prueba de (4.4.64).
Esto concluye la demostracién de Parte (a).
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Parte (b): Supongamos Qg N 2% = (. Entonces,
dist (9022, 82) > 0,

Y por €so,
dist (899, 9) > 0. (4.4.81)

Ademsés
NN = 1"8 .

Sea I'* una componente de I'J verificando que ™ N K # (. Entonces, gracias a (4.4.81) se sigue
que

I*\KcQqQf,
y por eso, (4.3.3) es satisfecho por . Entonces, gracias a (4.3.3) y (4.4.76) se sigue del Teorema
4.3.1 that a € AT (Qp).

_ Similarmente, ya que Q, es una sucesién de dominios acotados de R" convergiendo a
desde el exterior, existe ng € N tal que

anﬁn=0, nZnO'
Asi, .
dist (093, T3) >0, n>ng. (4.4.82)
Ademis,
00, NQ =T3.

De este modo, si I';;, es una componente de I'} verificando que I'; N K # 0, entonces gracias a
(4.4.82),
L\KcQf,

y por eso, (4.3.3) es satisfecho por cada Oy, n > ng. Asi, gracias a (4.4.76) y (4.3.3), se sigue del
Teorema 4.3.1 que

o0
a€ [ AT ().
n=ng
Esto demuestra (4.4.65) y (4.4.66).
Supongamos ademds que A € A[{do, Bo(b)]. Entonces, gracias al Teorema3.3.4 y (4.4.77)

obtenemos que _ .
o [L(N), Ba(b)] < oR[E(N), Bo(b)] <0, n>mg.

Por tanto, gracias de nuevo al Teorema 3.3.4, se verifica la condicién (4.4.67).

Esto completa la demostracién de Parte (b).

Parte (c): Supongamos Q2N Qy =0, Q9N #0 y I\ K C QF, para cada componente
I'* de I'J cumpliendo I'* N K # 0. Entonces, ya que

80 NQ =T,
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tenemos que cada componente I'™* de 92y N Q para la cual I'™* N K # 0, satisface
*\Kcqt.

Entonces, (4.3.3) es satisfecho por { = Q y gracias a (4.4.76), se sigue del Teorema 4.3.1 que
a € A*(Qp). )
Por otra parte, ya que {2 Ny # 0, obtenemos que

2N, #0, neN,
para n suficientemente grande. De este modo, ya que existe ng € N tal que 20N Q, € C2y

(4.3.2) es satisfecho por Q:=Q,, n > ng, gracias a (4.4.76) se sigue del Teorema 4.3.1 que

o0
a€ (] AQ) ¥ QL =00NnQ,, n>ng.

n=ngp

Esto prueba (4.4.68).
Ahora, ya que Qp N Q3 = @, necesariamente

nl}_,ngo )2l =0,

donde |- | representa la medida de Lebesgue N-dimensional. Por tanto, gracias al Teorema 2.9.1,
podemos aumentar ng, si es necesario, para que

A™EL(0), D] >0,  n>no, (4.4.83)

ya que
B(b, [0 =D, n>ng.

De este modo, (4.4.83) puede ser escrito en la forma
0 <ol™R[L(N),BG, 10,10,  n2mo. (4.4.84)

Ahora, supongamos A € A[Q, By(b)]. Entonces, gracias al Teorema 3.3.4 y (4.4.77), obtenemos
que

oI [£(N), Ba(b)] < oP[£(N), Bo(®)] <0, n20,
¥y por eso, (4.4.84) implica que
oP[E(N), Ba(B)] < 0 < iR [L(N), BG, []Q)],  n>no.

Por tanto, gracias al Teorema 3.3.2, se verifica la condicién (4.4.69). Debe ser destacado que
ahora, para aplicar el Teorema 3.3.2, no es necesitada la condicién (1.4.15) ya que [1N8[Q.)8 = 0.
Esto completa la demostracién de Parte (c).
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Parte (d): Ya que Q0N Qo # 0, QAN Qy € C? y (4.3.2) es satisfecho por €} := 0, gracias a
(4.4.76), se sigue del Teorema 4.3.1 que

c€AQ), [WI=0INR,.
Ademsés, ya que lim, o (Q2 N Q) = Q8 N desde el exterior,
N, £0,

para n suficientemente grande y por eso, gracias a (4.4.76) y ya que (4.3.2) y 29N Q,, € €2 son
satisfechos por Q! = Q., n > ng, se sigue del Teorema 4.3.1 que

a€ ﬂ AQn), Qe =00NQ,, n>ne.

n=np

Asi, (4.4.70) y (4.4.71) se verifican. Por eso,
dist (T'1,8[20)3 N QW) > 0.
En particular, los autovalores principales
o RIL(N, BG, I, n2no,

estdn bien definidos.
Ahora, supongamos que A € A[Q, Bo(b)] y (1.4.15) se verifica sobre I'; N 8[Q]2. Entonces,
Teorema 3.3.2 implica que

o [£(N), Bo(B)] < 0 < oiI2{£(0), B(b, [Q0]0)] . (4.4.85)
Ademis, ya que limp—.oo[20]2 = [Q0]? desde el exterior, tenemos que
1N 8[Q2)2 =T N3],

¥ ya que (1.4.15) se verifica sobre I'1 N 9[€2%)]3, se sigue que (1.4.15) se verifica sobre I'y N [2y]0.
Por otra parte, gracias a (4.4.77),

o [L(N), Ba(b)] < R[£(N), Bo(b)], n>mo. (4.4.86)
Ademds, el Teorema 2.6.1 implica que
lim o™IB[2(), B, [21)] = IR IL(N), B, [20]2)], (4.4.87)

ya que (1.4.15) se verifica sobre I'y N 8[2)Q. De este modo, combinando (4.4.85) con (4.4.86) y
(4.4.87), obtenemos que existe mgy > ng tal que

o E(N), Ba(B)] < 0 < oS [L(0), B, [Q]D)],  n 2 mo.
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Por tanto, gracias al Teorema 3.3.2, se verifica (4.4.72), ya que (1.4.15) se cumple sobre T'; N
8[2]3.

Esto completa la demostracién de Parte (d).
Parte (e): Supongamos que a € A*(2). Entonces, gracias a (4.4.76),(4.4.73) se sigue del
Teorema 4.3.1.

Ahora, supongamos A € A[Q, Bo(b)]. Entonces, gracias a (4.4.77) y al Teorema 3.3.4, tenemos
que ; )

ot [£(N), Ba(®)] < oT°[£(N), Bo(b)] <0,  n20,

y por eso, gracias de nuevo al Teorema 3.3.4, se verifica la condicién (4.4.74).
Esto completa la demostracién de Parte (e).
La tdltima afirmacién del teorema es una consecuencia inmediata del Teorema4.4.1.
Esto concluye la demostracién del teorema. a

4.5 - Dependencia continua interior

En esta seccién analizamos la dependencia continua de las soluciones positivas de (4.1.1) con
respecto a perturbaciones interiores del dominio {2 alrededor de su frontera Dirichlet Ig, en el
caso especial en el que d, e s la derivada conormal con respecto a L. Por tanto, a lo largo de
toda esta seccién asumiremos que se cumple (1.4.15).

Como en la Seccién 4.4, nos referiremos al problema (4.1.1) como el problema P[\, Q, B(b)],
y denotaremos por A[Q2, B(b)] al conjunto de valores de A € R para los que P[A,Q2, B(b)] posee
una solucién positiva.

El siguiente resultado nos proporciona la dependencia continua interior de las soluciones
positivas de P\, Q, B(b)].

Teorema 4.5.1 (Dependencia continua interior) Supongamos (1.4.15). Sea Qg un subdo-
minio propio de Q con frontera de clase C? tal que

890=F8UF1, F?,nI‘1=0,

donde I"8 satisface los mismos requisitos que Iy, y sea Q, C N, n > 1, una sucesion de dominios
acotados de RN de clase C? convergiendo a Qg desde el interior. Para cada n € N U {0}
denotemos por B, (b) al operador de frontera definido por

_Ju en I'g,
B,(b)u:= { 8,4 + bu en T, (4.5.1)

donde
I"&::BQ,.\I‘I, nENU{O}.

Supongamos ademds que
a € A(QO) s A€ A[QO, BO(b)] ’
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y que eziste ng € N tal que
oo [~}
a€ ﬂ A(2,), A€ n AR, Ba(b)], (4.5.2)
n=ng n=ng

y para cada n > 0, denotemos por u, a la tinica solucidn positiva de P[\,Q,, B,(b)]; debe ser
destacado que la unicidad estd garantizada por el Teorema 8.3.2. Entonces,

nl_l_.nol‘) "'&n - UOHHI(QO) =0, (453)
donde
) un en Q,
un Lt { 0 en QO \ Q‘m n 2 1 . (4.54)

Demostracién: Supongamos (4.5.2). Entonces, gracias al Teorema 3.3.2, el problema de valores
en la frontera P[A, Q,, Bn(b)], n > ny, tiene una tnica solucién positiva, denotada en lo su cesivo
por u,. Ademds, gracias al Lema 3.2.2,

Un € Wg,.(b) () € H*(,), n2mng,

Y un es fuertemente positiva en Q. Ya que un, € H(Q,) y u, = 0 en I'}, tenemos que i, €
HY(Q) y
lEnllar (o) = lunllar@), n2n0. (4.5.5)

Ademds, ya que u, es fuertemente positiva en ,, I'y = 0Q, \ I'§ para cada n € NU {0} y
2 C Q1 C D, neN,

se sigue ficilmente que

Luntr = AWuny1 —af(, Uns1)unsr  en Qn n>n
Ba(b)uns1 >0 en OQn, = o,
y
Lug = A\Wug — af(-,ug)up en Q,
{ B (b)ug >0 en 00, n2mno.

De este modo, para cada n > ng la funcién 4,1 es una supersolucién positiva de P[A, Qn, Bp(b))
Yy up es una supersolucion positiva de P[A, Qy, By (b)]. Por eso, gracias al Teorema 4.2.1, tenemos
que

Until, 2 un >0,  wlo, 2un >0, nng.

Por tanto, en (p tenemos que

0 <iny Stn<tnt1<u, nN2ng. (4.5.6)
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Ahora, tomando
M = ||uol| o (2) »
se sigue de (4.5.6) que '
ltnlle@o) S M, n2no. (4.5.7)

Ahora, cambiando  por p, la demostracién del Teorema 4.4.1 puede ser facilmente adaptada
para probar que existe u € H'(fg) y una subsucesién de i, n > ng, etiquetada de nuevo por
n, tal que

lim "'l'lln - u||H1(Qo) =0.

n—oo

Ya que i, € Hll.g(ﬂo), n > ng, el Teorema2.5.5 implica que u € H}o(). Ademds, se sigue
facilmente que u nos proporciona una solucién positiva débil de P[A, Q, Bo(b)]. Ya que u puede
ser considerada como una autofuncién principal para un operador eliptico de segundo orden, u
nos proporciona una solucién positiva de P[), g, Bo(b)]. De este modo, gracias a la unicidad
de ug, u = ug. Como el argumento previo es vélido a lo largo de cualquier subsucesién de i,
n > ng, la demostracién del teorema estd completa. O

El siguiente resultado nos proporciona algunas condiciones suficientes que garantizan la

condicién (4.5.2). Por tanto, bajo esas condiciones se verifica.la conclusién del Teorema 4.5.1.

Teorema 4.5.2 Sea Q un subdominio propio de Q con frontera de clase C? tal que
Ny =T3ur;, TIInon=0,

donde T satisface los mismos requisitos que Ty, y sea O, n > 1 una sucesién de dominios
acotados de RN de clase C? convergiendo a Qg desde el interior. Para cada n > 0 denotemos
por B, (b) al operador de frontera definido por (4.5.1) y sean Q3, QF y K los correspondientes
conjuntos de la definicion de a € A(Q). Entonces, las siguientes afirm aciones son ciertas:

(a) Supongamos que Q8NQy = 0 y cada componente I'* de 'Y para la cual T*NK # 0, satisface
*\KcQf.
Entonces,

a€ ﬁ AT(Qn). (4.5.8)

n=0

Supongamos ademds que A € A[Qo, Bo(b)] y (1.4.15) se cumple sobre I'y. Entonces, eriste
ng € N tal que

A€ ﬁ A2, Ba(b)] . (4.5.9)

n=ng
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(b) Supongamos que
WNQW#0, Pnec?, QPnO,eC?

y (4.3.2) es satisfecho por Q = Qg y Q = O, paran € N suficientemente grande. Entonces,

a€A(Q),  [Qol =98N, (4.5.10)
y eziste ng € N tal que
e o]
a€ [ A), [Q)3=0INn0,. (4.5.11)
n=ng

Supongamos ademds que A € A[Q, Bo(b)] y (1.4.15) se cumple sobre I'y. Entonces, eziste
mg € N, mg > ng tal que

re ﬁ AlQn, Ba(b)] . (4.5.12)

n=mo

Ademds, en cualquiera de los dos casos anteriores, suponiendo que A € A[Q, Bo(b)] y (1.4.15)
se cumple sobre I'y, se sigue del Teorema 4.5.1 que

nango |in — uO"Hx(Qo) =0, (4.5.13)

donde i, es la extensién a Qo definida por (4.5.4), cuya ezistencia estd garantizada para n
suficientemente grande, y ug es la tunica solucidn positiva de P[), g, Bo(b)].

Demostracién: Una vez probadas las Partes (a) y (b), la relacién (4.5.13) se sigue como una
consecuencia del Teorema 4.5.1.

Primeramente destacamos que al igual que en el Teorema 4.4.2, (4.4.76) es satisfecho.
Ahora demostraremos cada una de las afirmaciones separadamente.
Parte (a): Supongamos que 22N = @ y que cada componente I'* de I' para la cual T*NK # 0,
satisface I'* \ K C QF. Entonces, ya que

QN =TY,
obtenemos que cada componente I'* de 8Qp N2 para la cual I'™ N K # 0, satisface
*"\KcqQ.

De este modo, (4.3.3) es satisfecho por §) := Qg y gracias a (4.4.76), se sigue del Teorema, 4.3.1
que a € A*(Q).
Por otra parte, ya que {2, es una sucesién de dominios acotados de R" convergiendo a Qg
desde el interior, tenemos que
Q, C Qo, n>0,
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y ya que Q3N Qg = 0, obtenemos que
Qg NnQ,=0, n>0.
Entonces, ya que .
0, NQ=T7 C N,
tenemos que cada componente I}, de cada I'}, para la cual I N K # 0, satisface
TA\KCIg\KCcQ\KcCQf,

ya que Q0N Qg = 0. Asi, (4.3.3) es satisfecho por  := Q,, n € N, y gracias a (4.4.76) se sigue
del Teorema 4.3.1 que

(o <]
a€ ﬂ AT(Q),
n=0
ya que a € A(Q). Esto demuestra (4.5.8).
Ahora, supongamos que
A€ A[Qo, Bo(b)] ,

y (1.4.15) se verifica sobre I';. Entonces, gracias al Teorema 3.3.4
o®[L(M), Bo(b)] < 0. . (4.5.14)

Por otra parte, ya que limy, 0o Qn = o desde el interior, y debido al hecho de que (1.4.15) se
verifica sobre I'y, se sigue del Teorema 2.6.3 que

lim o [£(N), Ba(b)] = aR[L(N), Bo(b)] - (4.5.15)
De este modo, combinando (4.5.14) y (4.5.15), obtenemos que existe ng € N tal que
o [L£(N), Ba(b)] < O, n>ng

y por eso, el Teorema 3.3.4 implica el resultado. Esto prueba (4.5.9).
Esto concluye la demostracién de Parte (a).

Parte (b): Supongamos que Q0 NQ #0y QN QY es de clase C2. Entonces, ya que (4.3.2) es
satisfecho por = Qo, gracias a (4.4.76) se sigue del Teorema 4.3.1 que

a € A(Q), [90]2 = 92 NQ.
Ademis, ya que limp—o0 Qn = Qo desde el interior, existe ng € N tal que
AN, #0, n>no,

y ya que Q8N Q, € C? y (4.3.2) es satisfecho por Q) := Q, para n suficientemente grande,
aumentando ng si es necesario, gracias a (4.4.76) se sigue del Teorema 4.3.1 que

o0
a€ ﬂ A(n), Q. =nQ, eC?, n>ng.

n=no
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Esto prueba (4.5.10) y (4.5.11). Por ello, los autovalores principales

B IL(N), B, [Qa1Q), 72 o,

estdn bien definidos.
Supongamos ahora que A € A[Q, By(b)] y (1.4.15) se verifica sobre I'y. Entonces, el Teorema
3.3.2 implica que .
o[£, B(b, Q)] < 0 < ol [£(N), B(b, [Q0]2)] . (4.5.16)
Ademds, ya que limp 00 2 = Qg desde el interior, tenemos que [Q2,]2 es una sucesién de abiertos
regulares convergiendo a [Q20]0 desde su interior, y por eso se sigue del Teorema 2.6.3 que

Az o7 (£(N), B(5, Q)] = o [£(N), B(b, Qo) (45.17)
y .
Jim oi™RILN), B(b, [0a12)] = IR (£(), B, [202)] (45.18)

ya que (1.4.15) se verifica sobre I';. De este modo, obtenemos de (4.5.16), (4.5.17) y (4.5.18)
que existe mg € N, mg > ng tal que

o [£(N), B, )] < 0 < oi™R[L(N), BB, []0)], n>mo.

Ahora, el Teorema 3.3.2 completa la prueba de Parte (b).
Esto concluye la demostracién del teorema. =)

4.6 Dependencia continua
Como una consecuencia inmediata de los Teoremas4.4.1y 4.5.1 se obtiene el siguiente resultado.

Teorema 4.6.1 (Dependencia continua) Supongamos (1.4.15). Sea Qo un subdominio pro-
pio de  con frontera de clase C? tal que

p=T3uln, TINT =0,

donde T3 satisface los mismos requisitos que Lo, y sea Qn C Q, n > 1, una sucesidn de dominios
acotados de RN de clase C? convergiendo a Q.

Sean QL y QF, n > 1, dos sucesiones de dominios acotados en Q tales que Q%, n > 1,
converge a Qq desde el interior, QF, n > 1, converge a Qy desde el exterior y

Q,I,CQoﬂQn, QoUQnCQf, n>1.

Para cada

Qe0:={0,2,,0L,08 : n>1},
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denotemos por B(b,Q) al operador de frontera definido por

= _Ju en, 0Q\T,
B(b, )u '_{ d,u + bu en I'.

Supongamos ademds que
a € A(f0), A € A[Q9, Bo(b)],
y que eziste ng € N tal que

ae (] [A©@n) N AL N AQE)]

n=ng

A€ ) (Al B, 2.)] N ALQL, Bb, OL)] 1 AIRE, B(5,25))).

n=ng

(4.6.1)

(4.6.2)

(4.6.3)

(4.6.4)

Denotemos por ug a la vnica solucién positiva de P[A, Qo, B(b, )] y para cada n > ng, denote-

Mos por un, ul, uZ a las dnicas soluciones positivas de
P\, B0,%)],  P)OLBGB,QL,  -P)QE B@b,QE),

respectivamente. Ahora, definamos por

I I
. u, en
=9 n n e I n2>1,
0 en Q\Q,,

)

- Un en

Up 1= n>1

" { 0 en Q\Q,, =
Entonces,
. E - s ~I —
nl_];{%o "un IQo - uo”H‘(Qo) =0, nlivngo ”un - uo”H‘(Qo) =0,
y
ﬂ-{;suosuflﬂo’ ﬁﬁsﬂnlﬂosuflﬂot en QO, nZno-

Por tanto,

n]i_ngc Ninlao = voll,20) =0 pE€(1,0).

(4.6.5)

(4.6.6)

(4.6.7)
(4.6.8)

(4.6.9)

Demostracién: Las relaciones (4.6.7) se siguen directamente del Teorema 4.4.1 y Teorema 4.5.1.
Las relaciones (4.6.8) se siguen muy fécilmente combinando la unicidad de las soluciones positivas

con el Teorema4.2.1. Ahora, se sigue trivialmente de (4.6.7) y (4.6.8) que

nllonc}o "ﬁnlﬂo - uOHIa(QO) =0

(4.6.10)
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y por eso, (4.6.10) implica que
Jim Inlo, — uollz,0 =0, 1SpS2. (@5.11)
Ademis, argumentando como en (4.4.5), se sigue de (4.6.8) y Teorema 4.2.1 que

finloy S uplay S Ul la,, n2mo. (4.6.12)
De este modo, tomando
M = [[uf] || o)

obtenemos de (4.6.12) que
"ﬁﬂ"Loo(ﬂo) <M, n2>ng. (4613)

Por eso, gracias a la cota uniforme en Lo (€20) dada por (4.6.13), se sigue de (4.6.10) que

im ||tn|a, — uollz, @) =0, P €[2,00). (4.6.14)

n—oo

Ahora, (4.6.11) y (4.6.14) completan la demostracién del teorema.
Esto concluye la demostracién del teorema. a

Adaptando la demostracién del Teorema4.4.2 y del Teorema 4.5.2 uno puede fécilmente

obtener condiciones bastante simples sobre a y sobre los s, para que (4.6.2) implique (4.6.3)
y (4.6.4).

4.7 Dependencia continua respecto de b(z)

En esta seccién analizamos la dependencia continua de las soluciones positivas del problema
P[), Q, B(b)] con respecto a la funcién peso b(z), en el caso especial en el que 9, es la derivada
conormal con respecto a L, es decir, cuando la condicién (1.4.15) es satisfecha. Para establecer
nuestro principal resultado necesitamos la siguiente notacién, ya introducida en la Seccién 2.7.

Definicién 4.7.1 Denotaremos por 0(Loo(T'1), L1(T'1)) @ la topologia débil x de Loo(I). Ast,
dada una sucesién b, € C(I'1), n > 1, se dice que

nli_.néob" =b en o(Loo(l1),L1(T)),

st

I / bt = / b
n—vngo n n§ I E
para cada § € L1(Ty).

Nuestro principal resultado establece lo siguiente.
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Teorema 4.7.2 Supongamos T'y # @ y (1.4.15). Sea b, € C(T'1), n > 0, una sucesién satisfa-
ciendo

nl_l_.nolo b, = bg en 0(Loo(T'y), L1(T1)) - (4.7.1)
Sean by, by € C(T'1) y no € N tales que
by<b,<by, n=0 n>ng, (4.7.2)

cuya ezistencia estd garantizada por (4.7.1). Supongamos ademds que

A€ A[Q,Bbo)] N (21 AR, B(b) N ﬁ A[Q, B(bn)). (4.7.3)

i=1 n=ng

Para cada n > ng, denotemos por un, a la inica solucidn positiva de P[A,Q,B(b,)], y por ug a
la nica solucién positiva de P[\,Q, B(bp)], cuya ezistencia y unicidad estdn garantizadas por
(4.7.3) y Teor ema 3.3.2. Entonces,

nlg%o |lun — 'U.()”HI(Q) =0. (4.7.4)

Demostracién: Gracias a (4.7.1) obtenemos del Teorema de Banach-Steinhaus que b, , 7 > 0
es una sucesién uniformemente acotada en Loo(I'1) (e.g. Proposicién III.12(iii) de [11]). En otras
palabras, existe una constante C' > 0 para la cual

[bnllLoo(ry) £C,  n20. (4.7.5)

Sean by, by funciones continuas sobre I'; verificando (4.7.2) y supongamos (4.7.3). Sin pérdida
de generalidad podemos suponer que ng = 1. Entonces, gracias al Teorema 3.3.2, el problema
P[)\, Q,B(bn)], n € N U {0}, tiene una iinica solucién positiva, denotada en lo sucesivo por un.
Ademds, gracias al Lema3.2.2,

un € Wi, () C HX(Q), neNU{0},

¥ un es fuertemente positiva en 2. Sea i; nica solucién positiva de P[A, (2, B(b:)), i =1,2, cuya
existencia y unicidad estdn garantizadas por (4.7.3) y Teorema 3.3.2. Gracias de nuevo al Lema
3.2.2,

% € W (@), i=12

y @i, i = 1,2 es fuertemente positiva en {). Entonces, gracias a (4.7.2) y ya que u, es una solucién
positiva de P[A, 2, B(by)], se desprende que
Lup = A\Wup —af(:,un)un en
{ B(b)un <0 < Blbo)un e o, "ENUIOH
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Asi, paracadan >0 la funcién un es una subsolucién positiva de P[\, 2, B( b1)] y una super-
solucién positiva de P[A, 2, B(bg)] Por eso, gracias al Teorema4.2.1, obtenemos que

O<ipg<un <y, neNU{0}. (4.7.6)

Ahora, definiendo
M := ||t (q)
se sigue de (4.7.6) que
lunllio@) < M, neNU{0}, (4.7.7)

¥ por eso, \
"uﬂ“L2(ﬂ) S M Inl2 ’ neNU {0} . (4.7.8)

Ahora, demostraremos que existe M > 0 tal que
lunlley < M,  neNu{o}. (4.7.9)

En efecto, ya que £ es fuertemente uniformemente eliptico en 2, integrando por partes y uti-
lizando que up, = 0 sobre [y y u, € H2(Q), n > 0, se sigue que

#lVunl}, ) < 21,1—1 Ja an?‘z‘?f“
= - Et,g—l fﬂ B—(QU Tn)u‘n + ZI,J—I fI"1 Q5 %bu"n.?

= ~Zliat fo it un — Thio fo B Bun + TNy Jr, 032 unn;
De esta relacién, teniendo en cuenta que u, es una solucién de P[A, Q, B(b,)] obtenemos que
IVl ) < / (AW = af(-, un) — ao)un — za, = ‘]u,.+ Z / oy 2 a ®uani, (4.7.10)
i=]1 $,7=1

donde los coeficientes & € C(Q2), 1 < i < N, son los dados por (1.4.14). Por otra parte, por
construccién tenemos que

Oyun+bpun=0 en T;, neNU{0}
donde v = (1, ..., UN) satisface
ui:=201,-jnj, ].S_iSN,
Jj=1

ya que estamos suponiendo (1.4.15). De este modo, para cada n € N U {0} tenemos que

N
Z a‘l] a Z Vz (V'Um, V) auun = _bnun )

i,J=1



1968 Variacién de dominios y condiciones de frontera en una clase general de problemas sublineales
y por eso
LN
U,
Y a; Unnj =__b,,93 . (4.7.11)
1 ,

Ahora, sustituyendo (4.7.11) en (4.7.10) se obtiene

5 un
;J,IIVun”Lg(n) </[/\W af(-, un) — aglul —-/ Z e -/r' baul . (4.7.12)
1

Ahora procedemos a estimar cada uno de los términos del segundo miembro de (4.7.12). Gracias
a (4.7.7),

|29 = a7 um) = ao| < M08, (4.7.13)

donde
M = INIW Lo @) + 18l Lo (@) 1 1| 2o @x0,04]) F N0l Loo(e) -

F

donde |I';| representa la medida de Lebesgue (N — 1)-d1men51ona.l de I'.
Tomando

< CM?1y|, (4.7.14)

N Y
My:=) |l&lin@, €= (I—W—z) ; (4.7.15)
i=]1

donde u > 0 es la constante de elipticidad de £, y usando la desigualdad de Holder se verifica
que

I Za.%un

De este modo, (4.7.15) implica

N 2

-~ Ou - £ M2
Z{ "a‘"’*w(ﬂ)/n |53_9;:| e~ un| < M23||Vun||%2(n) + 2_82“'”71”%2(9)'
1=

i&‘a_u,.u ElIVenllty ) + 22u |12 (4.7.16)
a2 %5z, | = g1V inllLa@ + g, nllza) 7.

Por eso, gracias a (4.7.8), (4.7.13), (4.7.14) y (4.7.16), obtenemos de (4.7.12) que

BVl < Ms+ Sl Vunl ) (47.17)

donde 1
Mj .= M*(My|Q| + C|T|) + mMzzMQlQI .
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De este modo, se sigue de (4.7.17) que

oM
IVunll?, ) < —/f . (4.7.18)

y por tanto, gracias a (4.7.8) y (4.7.18), obtenemos que
lunll ) < M, neNu{0},

donde N
M= (M2|Q| + -2%43) '
Esto completa la prueba de (4.7.9).
Ahora, gracias a (4.7.6) y (4.7.9), a lo largo de alguna subsucesién, de nuevo etiquetada por
n, tenemos que
0<L:= nllonclo “un”H"(ﬂ) . (4.7.19)

En lo sucesivo nos restringiremos a tratar con funciones de esa subsucesién. Ya que H(Q) est4
incluido de forma compacta en L3(f2), se sigue de (4.7.9) que existe u € Ly(f2) y una subsucesién
de un, n > 1, reetiquetada por n, tal que

nango ||u,, - u]le(n) =0. ° (4.7.20)

Para completar la demostracién del teorema es suficiente mostrar que (4.7.19) y (4.7.20) implican
que

Jim lun —ullpn@=0 y w=uo,
ya que este argumento puede ser repetido a lo largo de cualquier subsucesién. De hecho, es
suficiente probar la validez de la primera relacién a lo largo de alguna subsucesién, ya que ug es
la tnica solucién positiva débil de P[A, 2, B(bo)].

Definamos
Up

Vp 1=
Nunllmi(q)

, n € NuU{0}.

Por construccién, v, € H(f),
vl =1, neNuU{o0}, (4.7.21)
Y Un es una solucién positiva de

Ly, = \Ww, —af(:,un)vn en 2
{ B(bn)vn =0 en 0Q, (47:22)

ya que u, es una solucién positiva de P{\,Q, B(b,)]. Ademss, (4.7.6) y (4.7.7) implican

_ lunllze () <M M
lualli@) = lunllza@ = la2llzy@)

lvnll Lot (4.7.23)
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Ya que H(f2) estd incluido de forma compacta en L(2), obtenemos de (4.7.21) que existe
v € L2(f2) y una subsucesién de v,, n > 1, etiquetada por n, tal que

JLIIg.o ”’Un - v“Lg(Q) = d - (4724)
En particular,
lim v, =v ct.p.en , (4.7.25)
n—o0

v2>0 en 2,

ya que v, > 0 para cada n > 0. En lo sucesivo nos restringiremos a considerar esa subsucesién.

En lo que a las trazas de las funciones v,, n > 0, sobre I'y concierne, el mismo argumento
de la demostracién del Teorema 4.4.1 muestra que existen v, € L2(T';) y una subsucesién de vy,
n > 0, de nuevo etiquetada por n, tal que

,}H%o llvalr, - 'U*“Lz(n) =0. (4.7.26)

En lo sucesivo nos restringiremos a considerar esa subsucesién. En particular, existe My > 0 tal
que
"vnlrl "52(1"1) <My, neNU {0} . (4.7.27)

Ahora adaptamos el argumento de la demostracién del Teorema 4.4.1 para mostrar que vn, 7 > 1,
es una sucesién de Cauchy en H!(Q2). Observar, que gracias a (4.7.24), esto implica

nll-nolo ”'Un - ’U”Hl(Q) =0. (4.7.28)

En efecto, argumentando como en la demostracién del Teorema 4.4.1, para cada par de niimeros
naturales 1 < k < m tenemos que

plIVER =)l < JaAW —0)(vk = vm)ve + [o(AW —ao)(vm — vk)vm
+ [a af (-, ur) (m — vk)vk + fq @f (:, uk) (Vk — Vm)vm
+ fqavd[f (- ur) — FCoum)] + T, fo Gi(vm — ve) §& (4.7.29)
+Ti Ja(és - a?)vma%(vk —vm) + &1 Ja of Um g2 (Vk — Um)
+ Zﬁ’j:l Jr, @isl(ve - ”m)%";’? + ”mg%;(”m —ve)Iny s

donde &; € C(), 1 < ¢ < N, son los coeficientes definidos por (1.4.14) y paracada 1 <i < N,
a?, n > 1, es una sucesién de clase C°(RN) tal que

. n_ = —_
Jim Jlof — Gullzg(e) =0- (4.7.30)

Suponemos que a?, 1 < i £ N, n > 1, han sido construidos como en la prueba del Teorema
4.4.1. Gracias a (4.7.21), para cada n > 1 tenemos que

“”‘n"Lg(Q) <1, “VU""L'z(Q) <1, neNU {0} ’ (4731)
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y por tanto, argumentando como en la prueba del Teorema 4.4.1, se desprenden las siguientes
estimaciones

‘/ﬂ(/\W — a9)(Vk — Vm )k

< IAW = agllz(siy o — Umlly(0) » (4.7.32)

\/ﬂ(/\W — ) (Vm — Vk)Um

SNIAW = eollzo(0) 1V ~ vmll o) » (4.7.33)
| afCoue)om = vi)un
Vn af(,uk)(vk — Vm)vm

< llall oo @) 1 f Il Lo (2x 0,0 10k = V]l Loy » (4.7.34)

< llall zeo@) 1 f | 2o (@x 0,3y Mok = vl » (4.7.35)

Z / &i(vm ~ vk)— < lvm — vkl zy () Z 18]l o) » (4.7.36)
i=1 i=1

5 [ @ 0PV~ )] < 23 165 = ol (47.37)
i=1 i=1

i fa a"vm;?;—(vk—vm)l < T Ml 2o (@ omlry o 10k =vm)iry [ gy

- (4.7.38)
+ 2 (14 Urw 0)7 11225y vy ) 165 2oyl = vmllzacay

donde p es la funcién definida por (4.4.44). Adem4s, gracias a (4.7.7) y (4.1.5), se sigue ficilmente
que

|£(Cyue) = FCrum)l < 110uf (1 )|l Loo(@x[o,m]) [tk — ]
Yy por eso

| o) = £ uml| < i Pomlzagey [ ook = ],
donde
C1 = ||all oo (@) |0uf || Lo (2x(0,0]) -
De este modo, utilizando la desigualdad de Hélder obtenemos de (4.7.23) y (4.7.31) que
oM
JavRi v = £ um)]| < =

= |l2lizy )

lluk = umllL, () - (4.7.39)

Por otra parte, para cada n > 0 tenemos que
Oyvn +bpvp, =0 en I,

ya que v, es una solucién positiva de (4.7.22). Entonces, se sigue de la condicién (1.4.15) que

N ka
Z a,_, j= Z = (Vug,v) = Opv = —bi v,

i,j=1 i=1
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y por eso .
0
Z aij'—‘('vm - ‘Uk.)nj = brvk — bmvm .
= o .
Por tanto,
N
ka /
o;i(Ve — U ) =—n; = b ve (v — v .
t}::l/r,l i(Vk = Um) b k (Vm — Vi) (4.7.40)
y
N
(7]

i,j=1
Gracias al hecho de que b,, n > 1, estd uniformemente acotada y utilizando (4.7.5) y (4.7.27) se
obtiene

< CMyl[(vm — ’Uk)|I‘1 "Lz(I‘1) ) (4.7.42)

/ b Vi (Um — Uk)
r,

donde C > 0 y My > 0 son constantes independientes de k y m. Similarmente,

| fr, (0kk = bmUm)vm| < | fr, bk¥m(0k — vm)| + | Jr, v2(bk = b))

4.7.43
< CMlem = wllry oy + ey 906 =)l 4T

Ademss,

| fp, v2. bk = bm)| < | fp, (vF — v2) (b — bin)| + | fir, V2 (0% — brm)|
< 2supps {[Bk[Hlvm + vallaoy) lom — vall oy + 1 fr, 22(0% = b))

y por eso, ya que bg, k > 1, est4 uniformemente acotada en Leo(I'1) y es una sucesién de Cauchy
para la topologia w*, obtenemos de (4.7.26) y (4.7.43) que para cada € > 0 existe un nimero
natural 79 > 1 tal que para todo k,m 2> fig

/F (bkVk — brm¥m)Um| < % (4.7.44)
1

Finalmente, usando (4.7.40) y (4.7.41) y sustituyendo (4.7.32) — (4.7.39), (4.7.42) y (4.7.43) en
(4.7.29) se sigue facilmente que existe ko > 7ig tal que

1V (vk - 'Um)"%g(a) <e, k,m>ko.
Gracias a (4.7.24) esto prueba que
lim lvn —vllgey =0, vE HY(Q). (4.7.45)

Ademas, por la continuidad del operdor traza de H(Q) sobre I';, existe una constante C2 > 0
tal que para cadan > 1

l(vn = v)Ir, ||Lg(r,) < Cellvn - v||H1(n) )
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y por eso (4.7.45) implica
Jim_{|lvalr, — vl 2oy =0- (4.7.46)

L]

Por tanto, gracias a (4.7.26),
v|p, = ..

Similarmente, ya que v,|r, = 0 para cada n > 1, por la continuidad del operador traza de H! Q)
sobre I'g obtenemos que

v|p,, =0.

En particular,
v € H},(Q).

Observar, que gracias a (4.7.21), se sigue de (4.7.45) que

vl =1.
Asi, ya que v, > 0 para cadan > 1,
v>0.
Por otra parte,
u Un u llun — ullLy) 1 1
Up — — =|-———m—m—-= < - == ,
” n L"Lz(ﬂ) " ”un”Hl(ﬂ) L”Lz(ﬂ) ”un”Hl(ﬂ) "un”Hl(Q) L ” ”Lz(Q)

donde L es la constante definida por (4.7.19). De este modo, se sigue de (4.7.19) y (4.7.20) que

. U
lim "’Un - z”Lg(Q) =0. (4747)

n—o0
Asi, gracias a (4.7.24) y (4.7.47), obtenemos que
u=Lv en Lo(9). (4.7.48)

En lo sucesivo probaremos que u es una solucién débil de P[A,Q B(bg)]. Ya conocemos que
v € H} (Q) y por eso, gracias a (4.7.48), obtenemos que

u € HE(Q).

Ahora, tomemos
EeC(rury).

Entonces, multiplicando las ecuaciones diferenciales

Ly = AWup —af(-,Un)vn, n>1,
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por &, integrando en 2, aplicando la férmula de integracién por partes y teniendo en cuenta que
suppé C QUT'; se obtiene

s [ aug gai s / aige+ [ aguat = [ OW = (o) + 3 / g €y,

1,J=1 i= i,Jj=1

para cada n > 1, donde los coeficientes &;, 1 < 7 < N, estdn dados por (1.4.14). Adem4s, usando
que
ayvn'l"bnvn:o en Fl, nZl,

se verifica

N
Z a‘J Z V‘ 61’1: (V'Uﬂr V)E = Gyun€ = —bpvn§,

ij=1
y por eso para cada n > 1 obtenemos que

ﬁvn 6{ ‘an
1,12—1/ ij 0:1:, axJ / £+/ aO'Unf /(AW af( un))vnf / bn ‘Unf (4 749)
De este modo, usando (4.7.1), (4.7.7) y

lim [lun —ullga) =0, Um |lva = vllg(e) =0, lim Jlvalr, —vlr |,y =0,

y pasando al limite cuando n — oo en (4.7.49), el teorema de la convergencia dominada implica
3~ [ dv € +Z/ ; §+/ awg = [ (W ~af( g~ [ bove. (4750
i dz; z;

Finalmente, multiplicando (4.7.50) por L y teniendo en cuenta que u = Lv se sigue

S [ovmma +3 [ gt [ ook = [OW -afC. g - [ mut
Py ¥ 8z; Bz; o oz;
para cada £ € C°(QUT). Por tanto, u € Hrl-o(ﬂ), u > 0, es una solucién positiva débil de
P[A,Q, B(bg)] y ya que ug es la tnica solucién positiva de P[A, 2, B(bp)], necesariamente
yo=u=Lv. (4.7.51)
Ahora, gracias a (4.7.51), se sigue de (4.7.28) que
lim |lv, - —||Hl(a) 0. (4.7.52)

n-—+00

ug 1 L
Un — ug = ||unl| g1(q) (”n - ‘f) ™~ lunll g1 (q) ol

Ademais, ya que
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se sigue de (4.7.9) que

- U 1 1
lun = uoll ey < M [“vn - fllm(m + ‘— ||uo||m(n)] :

L™ [uallag

Por tanto, gracias a (4.7.19) y (4.7.52), concluimos que
Jim_ [lun — uollgr(q) = 0.

Esto muestra la validez de (4.7.4) a lo largo de la subsucesién con la que hemos estado trabajando.
Como el argumento previo funciona a lo largo de cualquier subsucesién, la prueba del teorema
estd completa. Esto concluye la demostracién d el teorema. O

El siguiente resultado nos proporciona algunas condiciones suficientes due garantizan la
condicién (4.7.3). Por tanto, bajo esas condiciones se verifica la conclusién del Teorema 4.7.2.

Teorema 4.7.3 Supongamos I'y # 0 y (1.4.15). Sea by € C(T'1), n > 0, una sucesién verifi-
cando (4.7.1). Asumamos ademds que o bien a € A*(Q) o0 a € A(Q). Entonces, las siguientes
afirmaciones son ciertas:

i) Si
A € A[Q, B(bo)] , (4.7.53)
entonces, existe ng € N tal que
oo
Ae () AlQ,B(bn)]. (4.7.54)
n=ngo
Si ademds )
A e AR, B(:) (4.7.55)
i=1

para algin par de funciones continuas by, by sobre Ty verificando
51 S < 82 ’ n=0, n2ng, (4756)

entonces se verifica (4.7.4), donde u, representa a la Unica solucién positiva del problema
P[),Q,B(bs)], cuya ezistencia para n suficientemente grande es garantizada por (4.7.54), y
ug representa a la unica solucidn positiva de P\, 2, B(by)], cuya ezistencia es garantizada

por (4.7.53).
i) Si
2
Ae [ AQ,Bb:)], (4.7.57)

i=1
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para algun par de funciones continuas 51, 52 sobre I'y verificando
by<b,<by, n=0, n>ng,  (4.7.58)
para algin ng € N, entonces
o0
X € A[Q,B(bo) N () AlQ,B(b)], (4.7.59)
n=ng

y se verifica (4.7.4), donde u, y ug representan las mismas funciones que en 1), cuya
existencia es garantizada por (4.7.59).

Demostracién: Desmostraremos cada una de las afirmaciones separadamente.
Part i): En un principio probaremos (4.7.54) por separado en cada una de las situaciones
a€ AT (Q) yae AQ).
Supongamos que a € A*(2) y (4.7.53) se verifica. Entonces, gracias al Teorema 3.3.4 tenemos
que
o[£(N), B(b)] < 0. (4.7.60)

Por otra parte, ya que

lim b, =bp en  o(Loo(T1),L1(l1)),

n-—=00

se sigue del Teorema 2.7.2 que _
lim oR(E(N), B(ba)] = o2E(N), Bl (47.61)
Entonces, combinando (4.7.60) y (4.7.61), obtenemos que existe ng € N tal que
of[L(N), B(b)] <0,  n2no,

y gracias de nuevo al Teorema 3.3.4 obtenemos que

A€E ﬁ A[Q, B(b,)] .

n=ng

Esto prueba (4.7.54) en el caso particular cuando a € A*(R).
Ahora supongamos que a € A(Q) y (4.7.53) se verifica. Entonces, se sigue del Teorema 3.3.2
que

oL, Blbo)] < 0 < o2 [L(N), B(bo, 22)]. (4.7.62)

Por otra parte, necesariamente se verifica o bien

o8NT; #0 (4.7.63)
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)
o8N, =0. (4.7.64)
Supongamos que se cumple (4.7.63). Entonces, gracias a (4.7.1), se sigue del Teorema 2.7.2 que
lim oP[£(N), B(ba)] = oT[£()), B(bo)] (4.7.65)

Y . Qo 0 9 0
,}Lngo Ul a[‘c(’\)a B(bm Qa)] = 0’1 G[L(’\)7B(b0’ Qa)] ’ (4766)

ya que (1.4.15) se verifica sobre I'y. De este modo, gracias a (4.7.62), obtenemos de (4.7.65) y
(4.7.66) que existe ng € N tal que

oRE(N), B(ba)] < 0 < 02[L(N), B3, O], 7> g,

y por eso, el Teorema 3.3.2 implica que

Aefﬁmnmm»

n=ng

Esto completa la demostracién de (4.7.54) en el caso particular en el que a € A(Q) y (4.7.63) es
satisfecho.

Supongamos ahora que a € A(QQ) y (4.7.64) es satisfecho. Entonces
o5 [L(N), B(ba, O0)] = o [L(N), D], n 20, (4.7.67)

ya que
B(b,, ) =D, n>0.

De este modo, gracias a (4.7.62) y (4.7.67)
oS (L(N), B(bn, Q9] = o2 [L(N),D] >0, n20. (4.7.68)

Entonces, argumentando como en el caso previo, (4.7.62), (4.7.65), (4.7.68) y el Teorema 3.3.2
implican (4.7.54). Esto completa la demostracién de (4.7.54) cuando a € A(Q) bajo condicién
(4.7.64).

Ahora, en ambos casos a € A*(R) y a € A(R), si ademés (4.7.55) y (4.7.56) son satisfechos,
se sigue del Teorema 4.7.2 que (4.7.4) se verifica.

Esto concluye la demostracién de Parte i).

Parte ii): En un principio probaremos (4.7.59) separadamente en cada una de las situaciones
a € AT (Q) y a € A). .

Supongamos que a € A*(Q) y (4.7.57) se verifica para by, by € C(T';) verificando (4.7.58).
Entonces, gracias a (4.7.57), se sigue del Teorema 3.3.4 que

o [£(N), B(b2)] < 0. (4.7.69)
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Por eso, gracias a (4.7.58) y (4.7.69), se sigue de la Proposicién 2.2.5 que
oT£(N), B(ba)] < of[£(X), B(b2)] <0, n=0 y n>nq.
Por tanto, gracias de nuevo al Teorema 3.3.4, tenemos que
o«
A€ A[Q,B(bo) N (] AlQ,B(bn)].
n=ng

Esto prueba (4.7.59) en el caso particular cuando a € AT(Q). X
Ahora, supongamos que @ € A(Q2) y (4.7.57) se verifica para by, ba € C(I'1) verificando
(4.7.58). Entonces, se sigue del Teorema 3.3.2 que

oL, BB < 0 < o= [L(N), B(B:, Q0)],  i=1,2. (4.7.70)
De este modo, gracias a (4.7.58) y (4.7.70), se sigue de la Proposicién 2.2.5 que
o £(A), B(bn)] < of(£(N), B(ba)] <0,

o2 [L(N), B(ba, Q)] = 0B L(N), B(b1; 02)] > 0,

paran = 0 y cada n > ng. Por tanto, gracias de nuevo al Teorema 3.3.2, obtenemos que

X € A[Q, B(bo)] N ﬁ A[Q, B(bo)).

n=ng

Esto prueba (4.7.59) en el caso particular cuando a € A(f2).

Adem4s, en ambos casos a € AT(Q2) y a € A(Q) se sigue del Teorema 4.7.2 que (4.7.4) es
satisfecho.

Esto completa la prueba de Parte ii) y concluye la demostracién del teorema. O

4.8 Comportamiento asintético de las soluciones positivas del
problema P[), 2, B(b)] cuando minr b / o0

En esta seccién analizamos el comportamiento de las soluciones positivas del problema sublineal
P[)\, Q,B(b)] cuando minr, b T co. El principal resultado de esta seccién establece que éstas
convergen a la solucién positiva del problema de Dirichlet P[A, 2, D]. Para obtener este resultado
no requerimos que se verifique la condicién (1.4.15).

Teorema 4.8.1 Supongamos I’y # 0. Sea b, € C(T'1), n > 1, una sucesidén verificando

lim minb, = 0. (4.8.1)

n—o0 Fl
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Asumamos que

A€ A[Q,D]. (4.8.2)
Supongamos ademds que eziste ng € N tal que :
0
A€ [ A[Q,B(bn)]. (4.8.3)
n=ng

Para cada n 2 ng, denotemos por un a la tnica solucidn positiva de P\, Q, B(b,)]. Entonces,
nll.ngo || un — UD”HI(Q) =0, (4.8.4)
donde up es la inica solucién positiva del problema de Dirichlet P[A,Q, D] .

Demostracién: Ya que se verifica la condicién (4.8.1), sin pérdida de generalidad podemos
suponer que
minb, >0, nx1l. (4.8.5)
1

Ademsds, gracias a (4.8.1), existe fig € N tal que

supb; < minb, , n > fig ;
| Y r
y por eso
by < b, n>fg. (4.8.6)

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que (4.8.3) y (4.8.6) son satisfechos para n > nq.
Por otra parte, gracias a (4.8.3), se sigue del Teorema 3.3.2 que P[\,Q, B(b,)], n > ng posee
una unica solucién positiva, denotada en lo sucesivo por u,. Ademss, gracias al Lema 3.2.2,

un € Wi, 1(Q) C H3(Q), n>no, (4.8.7)

Y un es fuertemente positiva en 2. Entonces, gracias a (4.8.6) y ya que u,, es una solucién positiva
de P[\, Q, B(b,)], tenemos que

n2no

Lun = \Wu, —af(,un)un en Q
B(b1)un < B(bn)un =0 en 0N,

y por ello, u, es una subsolucién positiva de P[A,Q, B(b1)], n > no. Entonces, gracias al Teorema
4.2.1 tenemos que

un < up, n>ng. (4.8.8)

De la misma forma, es conocido que la solucién positiva del problema de Dirichlet P[A,Q, D],
denotada por up, cuya existencia estd garantizada por (4.8.2), satisface

up =0 y dup <0 en N=Tyuly,
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y por eso,
B(b)up <0, n>ng.

De este modo tenemos que ‘ SR

{ C'U,D =AWUD_a'f("uD)uD en nZno

B(bs)up <0 en OS2,

¥y por eso, up es una subsolucién positiva estricta del problema P[\, 2, B(b,)], n > ng. Entonces,
gracias al Teorema 4.2.1, tenemos que

up < Un, n2ng, (489)

y asi, se sigue de (4.8.8) y (4.8.9) que

O<up<un<uy, n>ny. (4.8.10)
Ahora, definiendo
M := |lur| Lo (@) » (4.8.11)
se sigue de (4.8.10) que
luallie@y S M, n2nq, (4.8.12)
y por ello,
lunllzae) < MIQIE,  n2no. (4.8.13)

Por otra parte, gracias a (4.8.5) tenemos que
/ bn'u'r2|.>0’ n2ng,
r,

y por ello, argumentando como en la prueba del Teorema 4.7.2 obtenemos que

#||Vun||%2(9) < JoAW —af (- un) - ao]uﬁ - Ja ):iN=1 &i%u;f.‘un - f[‘l brul
< fﬂ[’\W - a'f('7 u‘n) - aO]u?z - fﬂ E{il &i%?un .

Entonces, siguiendo un proceso similar al mostrado en la demostracién del Teorema 4.7.2, obten-
emos que existe C > 0 tal que

IVunlit, <€, n>no,
y gracias a (4.8.13), se sigue la existencia de una constante positiva M > 0 tal que
lunllzry@y < M,  n2mno. (4.8.14)

Ademss, gracias a (4.8.10) y (4.8.14), a lo largo de alguna subsucesién, de nuevo etiquetada por
n, tenemos que
O0<L:= nll.ngo "'U.nllﬂx(g) . (4815)
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En lo sucesivo nos restringiremos a tratar con funciones de esa subsucesién. Ya que H(f)
estd incluido de forma compacta en La(f2), se sigue de (4.8.14) que existen u € Ly(Q) y una
subsucesién de un, n > 1, reetiquetada por n, tal que.

)

Jim llum = ullz50) =0. (48.16)

Para completar la demostracién del teorema es suficiente mostrar que (4.8.15) y (4.8.16) implican
que

Am Jus —ullm@=0 y uw=up,
ya que este argumento puede ser repetido a lo largo de cualquier subsucesién. Definamos

Up

Up 1= Tt |
lunll a2 (q)

n> 1.

Por construccidn y gracias a (4.8.7), vn € H2(02) N Lo (Q),
”vﬂ”HI(ﬂ) =1, n2>1, (4817)
y Vn es una solucién positiva de

{ Lvp = AW, — af(',un)vn en 0 (4818)

B(by)vn =0 en 00,

ya que un es una solucién positiva de P[), 2, B(b,)]. Ademas, (4.8.10) y (4.8.12) implican

lunllLoo(@) M M
vnllz @) = =@ o < . 48.19
el = o ey = Tl = Toolom (48.19)
También, se sigue de (4.8.17) que
lvnllzy@) <1, IVonll, ) €1, n>1. (4.8.20)

Ahora, ya que H'() estd incluido de forma compacta en Ly(f2), obtenemos de (4.8.17) que
existen v € L2(Q) y una subsucesién de v,, n > 1, etiquetada por n, tal que

Jim_[jon — v[| L) = 0. (4.8.21)
En particular,
nlgrgo Up=v ctp.en Q, (4.8.22)

v2>20 in Q,

ya que v, > 0 para cada n > 0. En lo sucesivo nos restringiremos a considerar esa subsucesién.
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Por otra parte, ya que gracias a (4.8.18)

I(£ = @0)vallLy() = AW — ao)un — a(z) (2, un)vnllLo(@) < Cillvnllza(ey s (4.8.23)

con
C1 = AW = aoll oo (@) + el L@ 1 F s M Loo(@x[0,807) »
se sigue de (4.8.20) que
IL = ao)vallLy) £ C1y  n21. (4.8.24)

De este modo, gracias a (4.8.20) y (4.8.24) se sigue de las estimaciones LP de Agmon, Douglis y
Nirenberg [2], que existe una constante Cz > 0 tal que

lwallg2) £ C2y, n2>1. (4.8.25)
Denotemos por j1, j2 a las inclusiones compactas
3 1
h: WP () = Lo(Th),  Ja: Wy (T1) — La(Th),
Y por . N
m € LHXQ),WF(T1)), 72 € L(HNQ), WS (T)),

a los correspondientes operadores traza sobre I';. Ya que v, € H2(Q), para cada n > ng tenemos
que

3 ; i j
valr, € WF (1) B Lo(Th),  Vn|r, € WE(T1) B La(Th),
¥y por eso, se sigue de (4.8.25) que
"vnll‘x "Lz(f‘x) = l‘.?:l(vnlf‘x)"La(IH) < "jll!"vnllﬁ "Wga(rl)
< allimllllvallzz2) < WilllimllCa.

A

Similarmente,

IVonlr |z, £ ||J'2||||an|r1||W§(r1) < llg2llllv2llIVnl 1)
2
l72llIv2lllvnll 2y < lld2lflivellCa-

IA

Por tanto, existe una constante C3 > 0 tal que
lonlrlzary € G35 IVenlrllaey SCs,  m2 1. (4.8.26)
Ademd4s, ya que v, es una solucién positiva de (4.8.18) tenemos que
OyUn = —bnVn en Iy, n>1. (4.8.27)

Ahora, definiendo
,B,,:=nr1‘inb,,>0, n>1,
1
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se sigue de (4.8.27) que

(Byvun)? = 202 > 22 en I, n21,

y por eso
Uﬁlrx < ﬂ;z(avvn)zlf'l < ﬂr—;ZIVPIV”nII'lIz ) n2>1,

donde | - | representa la norma euclidea de R". Asi, aplicando (4.8.26) se sigue
lonle, 12,y < B WP IVonlry 1 oy < BR2WPCE,  n>1,

y por eso (4.8.1) implica .
nll’ngo ”'UHIP1 ||L2(I‘1) =0. (4'8'28)

En pafticula.r,
,}Lnéo Unlr, =0 ct.p.en I.

Por otra parte, por construccién tenemos que vn|r, = 0 para cadan > 1, ya que us|r, =0, n > 1.
Por tanto, obtenemos de (4.8.28) que

lim [[valogllz,o0) =0- (4.8.29)

n—oo

Ahora mostramos que vn, 1 > 1, es una sucesién de Cauchy en H!(Q2). Combinando este hecho
con (4.8.17) y (4.8.21) se llega a que

Jim [lon = vl =0, vl =1. (4.8.30)

En efecto, argumentando como en la demostracién del Teorema 4.7.2 obtenemos que para cada
par de nimeros naturales 1 < k < m la estimacién (4.7.29) es satisfecha, lo mismo que las
estimaciones (4.7.31) — (4.7.38). Ademss,

|22'j=1 Jr, aij(ve — vm),%‘f"ﬂ < Nt il oo @ 1V VEIT 2o (o) | (W = vm) T gy
< C3 TN el Lo @) | (W = vm)Iry Il za(ry) »

donde hemos utilizado (4.8.26). Similarmente,

=1 Jr, 0maE; (vm — vk)njl < Ehictllesill Lo @lvmlr o) IV (m—vi) ey Loy
< 203 TN el Lo (@ llomlry llLary) -

Por tanto, gracias a (4.8.29), para cada € > 0 existe un nimero natural iy > 1 tal que para cada
k,m > fig tenemos

>

i,j=1

< (4.8.31)

G N

Ov 0
-/1.‘1 Qij {('Uk""-’m)'a_mi + vm.a_xi(vm"vk)} nj
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También, de la misma forma que en la demostracién del Teorema 4.7.2, gracias a la desigualdad
de Holder obtenemos de (4.8.19) que

| / a2 [F(-uk) = £ um)]| < ik = umllza) (4.8.32)

= lup ”La(ﬂ)
donde
= ||a]l Lo (@) 106 Fll Lo (1 [0,11)
Finalmente, sustituyendo (4.7.32) — (4.7.38), (4.8.31) y (4.8.32) en (4.7.29) se sigue fécilmente
que existe kg > fig tal que
[J."V('Uk - vm)”%g(ﬂ) <e, k,m2 ’?'0 .

Esto completa la prueba de (4.8.30) y en particular muestra que v € H!(f).
Ahora averiguamos el comportamiento de v sobre 0€2. Denotemos por j a la inclusién com-
pacta

i WE(00) = Ly(09),

Yy por 1 .
Y€ E(Hl (Q)’ VV2i (aﬂ)) H

al operador traza sobre 0. Ya que v, —v € H(f), para cada n > 1 tenemos que

(vn — )|on € Wi (59),

Y por eso
(o = Monlzatomy < Wl = 0ol g o = 130 =l 3
< glllvillen - vllm(m -
De este modo, (4.8.30) implica
Jim_|(vn — v)laallzaen) = 0,
y por tanto, gracias a (4.8.29),
v|aq =0.
En particular,
v € H}(Q), (4.8.33)

ya que v € H1(2). Ademds, ya que v, > 0 para cada n > 1, se sigue de (4.8.30) que

v>0.
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Por otra parte,

1

llun — ull () 1
lunllgr@y L

lunllay@) -

u u
llom = 220y — 7lza0) < lull (),

Up
= ||
lunll #1(q)

donde L > 0 es la constante definida por (4.8.15). As, se sigue de (4.8.15) y (4.8.16) que

. u
lim [lvn = Fllzy@) =0, (4.8.34)

n—co
¥y por eso, gracias a (4.8.21) y (4.8.34), obtenemos que
u=Lv in Ly(9). (4.8.35)
Asi, u >0y u € H}(Q), ya que
L>0, wv>0, wveH}N).

Ahora, el mismo argumento utilizado en la demostracién del Teorema 4.6.1 y del Teorema
4.7.2 muestra que u es una solucién débil de P[A,§,D)]. Por eso, u € H}(Q), u > 0, es una
solucién positiva débil de P[A,Q,D] y ya que up es la tnica solucién positiva de P[), 2, D),
necesariamente

up=u= Lv. . (4.8.36)

Ahora, gracias a (4.8.36), se sigue de (4.8.30) que
. Up
nllonolo ”'Un - T“HI(Q) =0. (4837)

Ademsés, ya que

up 1 1
Un — up = |[unll () L R lunll 1) w0l

se sigue de (4.8.14) que
r__t
L |lunllge

- u
lun — upllm@) S M [llvn - TD”HI(Q) + ||uD||H1(Q)] .

Por tanto, gracias a (4.8.15) y (4.8.37), concluimos que
Jim |lun — up|lgn(g) =0.

Esto muestra la validez de (4.8.4) a lo largo de la subsucesién con la que hemos venido trabajando.
Como el argumento previo funciona a lo largo de cualquier subsucesién, la demostracién del
resultado est4 completa. Esto concluye la demost racién del teorema. O

El siguiente resultado nos proporciona algunas condiciones suficientes que garantizan (4.8.3),
supuesto que (4.8.2) es satisfecho. Por tanto, bajo estas condiciones suficientes se verifica la
conclusién del Teorema 4.8.1.
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Teorema 4.8.2 Supongamos I'1 # 0. Sea b, € C(T'1), n > 1, una sucesidn verificando (4.8.1).
Supongamos ademds que

A€AQ,D], . (4.8.38)
y que o bien a € AT()) 0 a € A(Q). Entonces, existe ng € N tal que
(= <]
e ) AlQ,B(bn)]. (4.8.39)
n=ng

Ademds, en ambos casos, suponiendo que A € A2, D] y denotando por un, a la tnica solucidn
positiva de P[\,Q, B(by)], cuya ezistencia es garantizada para n suficientemente grande, se sigue
del Teorema 4.8.1 que

nl—l-ongo ||u,, - uD“H1(Q) = 0, (4840)
donde up es la tnica solucidn positiva del problema de Dirichlet P[A,Q,D].

Demostracién: Una vez probado (4.8.39), la relacién (4.8.40) se sigue como una consecuencia
del Teorema 4.8.1.

Ahora, demostraremos (4.8.39) separadamente en cada una de las situaciones a € A*(Q) y
a € A(f).

Supongamos que a € A+ (). Entonces, gracias a (4.8.38), se sigue del Teorema 3.3.4 que

oL(N), D] < 0. (4.8.41)
Por otra parte, ya que
lim minb, = +o0, (4.8.42)
n—co I
se sigue del Teorema 2.8.1 que
lim of'[£(A), B(ba)] = o L(N), D). (4.8.43)

De este modo, combinando (4.8.41) y (4.8.43), se sigue que existe ng € N tal que
oML(N), B(bs)] <0, n>ng,

y por eso, gracias de nuevo al Teorema 3.3.4, obtenemos que

Ae ﬁ A[Q, B(by)] .

n=ng

Esto prueba (4.8.39) en el caso particular cuando a € A*(Q).
Ahora supongamos que a € A(f2). Entonces, gracias a (4.8.38), se sigue del Teorema 3.3.2
que
oQIE(N), D] < 0 < oS=[L(N), D). (4.8.44)
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Por otra parte, necesariamente o bien

o2NT #0 _ (4.8.45)

%N, =0. (4.8.46)

Supongamos que (4.8.45) es satisfecho. Entonces, gracias a (4.8.1), se sigue del Teorema 2.8.1
que

Jim oT(E(), BGa)] = oP1L(), D) (48.47
y
Jim o%(£(X), B(on, QD) = o[£, D). (48.48)

Asi, gracias a (4.8.44), se sigue de (4.8.47) y (4.8.48) que existe ng € N tal que
oQE(N), B(ba)] < 0 < a2 [L(N), B(6a, 20)], n>nmg. (4.8.49)
De este modo, gracias a (4.8.49), el Teorema 3.3.2 implica que
[}
A€ [ AR, B(b)).
n=ng

Esto completa la prueba del resultado en el caso especial de que a € A(R) y se verifique (4.8.45).
Ahora supongamos que a € A(Q?) y se cumple (4.8.46). Entonces,

(L), B(bs, Q)] = oT[L(N), D], n 320,

Ya que
B(b‘mng)=D’ nZO)

Y por eso, gracias a (4.8.44) tenemos que
o2 LN, B(6s, 0] >0, n 20, (4.8.50)

Ahora, argumentando como en la demostracién de la situacién previa, (4.8.44), (4.8.47), (4.8.50)
y el Teorema 3.3.2 implican (4.8.39), supuesto a ‘€ A(Q) y (4.8.46).

Esto completa la prueba del resultado en el caso particular en el que a € A(R).

Esto concluye la demostracién del teorema. O
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Capitulo 5

Explosiéon de potenciales en una clase
general de problemas sublineales

En este capitulo analizamos el comportamiento asintético, cuando un cierto potencial explota, de
las soluciones positivas de una clase general de problemas sublineales de valores en la frontera de
tipo mixto con pesos. Nuestro principal resultado es una sustancial extensién de [34, Seccién 4]
y tiene un gran nimero de aplicaciones en ecologia matematica como, por ejemplo, en el an4lisis
del efecto de la competicién ilimitada entre especies biolégicas en presencia de refugios, analisis
que serd llevado a cabo en un trabajo préximo. Como en los capitulos previos, las principales
herramientas técnicas utilizadas para desarrollar el anélisis matemaético de este capitulo son, la
caracterizacién del principio del méximo [5], los resultados referentes a dependencia continua de
autovalores principales respecto a perturbaciones del dominio alrededor de su frontera Dirich-
let, demostrados en el Capitulo 2, asi como los resultados de dependencia continua respecto a
perturbaciones del dominio alrededor de su frontera Dirichlet de las soluciones positivas de la
clase general de problemas de valores en la frontera tratada en el Capitulo 4.

5.1 Introduccién

En este capitulo analizamos el comportamiento asintético cuando v / oo de las soluciones
positivas del siguiente problema sublineal eliptico de valores en la frontera de tipo mixto con
peso
1.1
B(b)u =0 en 8Q, (5.1.1)
donde a,V € L (f2) pertenecen a una cierta clase de potenciales no negativos que serd intro-
ducida més adelante y W € Loo(Q).

{ Lu+4V(z)u = AW (z)u — a(z)f(z,u)u en Q

A lo largo de todo este capitulo supondremos que:

217
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a)

b)

c)

d)

Explosicn de potenciales en una clase general de problemas sublineales

Q es un dominio acotado en R¥, N > 1, de clase C2, es decir, ) es una subvariedad
N-dimensional compacta y conexa de RN con frontera 9Q de clase C2.

BLAER,W € Lo(Q) y S

y # & d
L=~ Z a,J(x)-a-;:ém—J + ;ai(x)ax

tj=1

- + ao(z) , (5.1.2)

es un operador diferencial lineal eliptico de segundo orden en 2 con
aj=ai €CHQ), @eC)), aeLlo(f), 1<i,j<N, (5.1.3)

siendo uniformemente fuertemente eliptico en §2. En lo sucesivo denotaremos por x> 0 a
la constante de elipticidad de £ en Q. Entonces, para cada £ € RN\ {0} y z € ) tendremos

que
N

> aij(@)&t; > plel.

hj=1
B(b) representa al operador de frontera

_]u en I,
B(b)u .—{ 8,4 + bu en Ty, (5.1.4)

donde I’y y I'; son dos subconjuntos disjuntos abiertos y cerrados de 92 con I'gUT'; = 91,
be C(Fl), y
v= (UI) ooy VN) € cl(rlv RN)

es cualquier campo vectorial exterior y no tangente. Necesariamente, I'o y I'; poseen un
ndmero finito de componentes conexas. Observar que, B(b) es el operador de frontera de
Dirichlet sobre Iy, denotado en lo sucesivo por D, y el operador de frontera de Neumann
o de derivada regular oblicua de primer orden sobre I';. Debe ser destacado que o bien I’y
o I'y puede ser el conjunto vacio.

La funcién f : @ x [0,00) — R satisface
fecYQx[0,00);R), li/m f(z,u) = +00 uniformemente en , (5.1.5)
u,/ 00

y
Ouf(-,u)>0  paracada u2>0. (5.1.6)

Debe ser destacado que ~
f(-,0) eCH (4 R)

y que no hay ninguna restriccién sobre el signo de f(:,0) en Q. Ademas, (5.1.6) implica
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En lo sucesivo denotaremos por L al operador diferencial auxiliar

L:=CL+ a()f(-,0), (5.1.7)
y para cada A € R, £()\) y £()) representarén a los operadores auxiliares
LA :=L=2W, L) :=L-\W. (5.1.8)

Se debe mencionar que los operadores definidos por (5.1.7) y (5.1.8) son uniformemente
elipticos en {2, con la misma constante de elipticidad x > 0 que L.

En lo que a las funciones peso a,V € Loo(S2) concierne, asumiremos que a,V € A(Q),
donde A(Q2) es la clase general de funciones peso, reales medibles acotadas y no negativas
en (2, introducida en la Definicién 2.10.1. En lo siguiente denotaremos por

Q0 9, K,
a los correspondientes conjuntos de la definicién de a € A(Q), y por
Q“J/ Q$ ) Ky,

a los correspondientes conjuntos de la definicién de V' € A(2). Observar que (2.10.3),
(2.10.4), (2.10.5) y (A1) — (A4) son satisfechos por a en Q con sus respectivos conjuntos
Q9, QF y K, lo mismo que V en Q con sus respectivos conjuntos Q%, QF vy Kv.

Ademds, en todo este capitulo supondremos que QY es conexo y que
0% =rdu(80% Nry), TIInan=0, (5.1.9)
donde I'J satisface los mismos requisitos que I'g. Se debe destacar que, como V € A((),
dist (T'1,80% N Q) > 0.

Por eso, si denotamos por I'{, 1 < i < n; a las componentes de I';, entonces para cada
1<i<mobienT} C N oTiNQY = 0. Ademss, si 't € dNY,, entonces I} debe ser
una componente de 9QY.

También, en lo sucesivo supondremos que Q3 y QY satisfacen alguna de las hipétesis
(a), (b), (c), (d) o (e) del Teorema 4.4.2, donde en este teorema Y, juega el papel de g,
¥ que existe alguna sucesién Q5, § > 0 de dominios acotados de RV convergiendo a QY
desde el exterior, cumpliendo los requisitos del Teorema 4.4.2 con

npuaY csca,

para cada 6 > 0 suficientemente pequeo.

De aqui en adelante denotaremos por
Qv =Y =02na},
cuando a € A(QY) y Q8N QY # 0.
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Con el fin de enunciar el resultado principal de este capitulo, hemos de introducir las sigu-
ientes notaciones. En lo sucesivo, nos referiremos al problema (5.1.1) como P[y, A, Q, B(b)] y
denotaremos por Aly, {2, B(b)] al conjunto de valores.de A € R para los cuales Py, A,Q, B(b)]
posee una solucién positiva. En el caso particular en el que ¥ =0, 0 V = 0 en 2, denotaremos
por

P\, Q,B()] == P[0,)Q,B()],  A[Q,B(b)] := A[0,Q, B(b)] .

También, ya que el Teorema 3.3.2 garantiza la unicidad de la solucién positiva de P[y, A, Q, B(b)]
supuesta su existencia, en el caso particular en el que A € Afy,Q,B(b)] denotaremos por
Uk vaw,B(r) & 18 tnica solucién positiva de Ply, A, Q, B(b)].

El resultado principal de este capitulo proporciona una versién muy general, y refinada, del
Teorema 4.1 de [34] y que tiene una gran nimero de aplicaciones en ecologia matemética como,
por ejemplo, en el anélisis del efecto de la competicién ilimitada entre especies biol6gicas en
presencia de refugios. El resultado establece lo siguiente.

Teorema 5.1.1 Sean los problemas Ply, \,Q, B(b)] y P[)\, Y, B(b,09)]. Supongamos que
X € A[QY, B(b, Q)] N Aly,Q, B(b)] (5.1.10)

para cada v > 0 suficientemente grande. Supongamos ademds que (1.4.15) se verifica sobre
'hn 60?,. Entonces,

o

. Q —
715120 ”u{L-I-'yV,AW/,B(b)] - u[[;‘,,,\ms(b,n%)]"L,(n“’,) =0, pE(l,00), (5.1.11)
)
lim ||uf2+,yv,,\ms(b)]||1,w(x) =0, (5.1.12)

v/

en cada subconjunto compacto K de Q\ QY. En particular,

Y 0
U waeay) € v

c.t.p. en Q. (5.1.13)
en Q\Q?,,

o ULV AW,BH)] = {
La demostracién del Teorema 5.1.1 estd basada en la construccién de adecuadas supersoluciones
positivas estrictas del problema Py, \,Q, B(b)] para cada v > 0 suficientemente grande. Tal
construccién es técnicamente muy delicada. Durante la construccién de estas supersoluciones,
debemos aumentar ligeramente el conjunto abierto méximal de anulacién QY de V en Q y éste
es el momento en el que hemos de recurrir a los resultados de dependencia continua respecto
a perturbaciones del dominio de las soluciones positivas de problemas sublineales, demostrados
en el Capitulo 4. La Seccién 5.2 estd enteramente dedicada a demostrar el Teorema 5.1.1 y
dar condiciones suficientes bajo las cuales se cumple (5.1.10). Por tanto, bajo esas condiciones
suficientes las conclusiones del Teorema 5.1.1 estdn garantizadas.
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5.2 Explosionando la amplitud de un potencial

En esta seccién analizamos el comportamiento asintético cuando v oo de las soluciones
positivas de (5.1.1). Debe ser tenido en mente que ya que estamos suponiendo que a,V € A(Q),
la existencia de los conjuntos Q) y QY estd garantizada. Ademds, ya que a lo largo de esta
seccidn serd necesario tratar con el problema

P, 0%,B(5b,09%)],

debe ser destacado que ya que V € A(Q) y Q) es conexo, el conjunto 0 es un subconjunto
abierto conexo de € de clase C2 verificando

dist (I'1, 009 N Q) = dist ([1,TY) > 0. (5.2.1)

Por tanto, el problema P[), 2}, B(b, ;)] se encuentra dentro del marco abstracto de trabajo
del Capitulo 3, lo mismo que los problemas P[, s, B(b,Q5)], § > 0, para cada sucesién Qs de
dominios acotados de RV convergiendo a Q?, desde el exterior y cumpliendo los requisitos del
Teorema 4.4.2.

Nuestro principal propésito en esta seccién es demostrar el Teorema 5.1.1. El siguiente re-
sultado combinado con el Teorema 4.2.1, nos proporciona las herramientas técnicas bésicas para
obtener el Teorema 5.1.1.

Proposicién 5.2.1 Supongamos que
A€ A[QY,B(b,09))] (5.2.2)

y (1.4.15) se verifica sobre T'y N 69Y,.
Entonces, para cada § > 0 suficientemente pequerio, existen un nimero real A(6) > 0 y una
funcidn positiva is satisfaciendo:

i) s es una supersolucidn positiva estricta de Py, A, Q, B(b)] para cada v > A(6) > 0.

1) Las siguientes convergencias son satisfechas:

. _ (91
Yim s — i wseanylnag) = 0, (5.2.3)
y .
Lim |25l o 2y = O, (5.2.4)

en cualquier subconjunto compacto K de 4\ Y. En particular,

uﬂg’ en 9
}i\rl% g = [L,«\W,(li?(b,ﬂ“’,)] v ctp. en Q. (5.2.5)

en Q\QY,
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Demostracién: Parte i) Sean A satisfaciendo (5.2.2) y los operadores
Ly:=LA) vy Li=LO).

Ya que (5.1.9) es satisfecho,

aQ(‘); NTy=0,
y por eso necesariamente, o bien TN K =0 o TgN K # 0.
Supongamos
ToNK =0. (5.2.6)
Entonces, (2.10.3) y (5.1.9) implican .
Kcq, ycaur,, KnQd=0. (5.2.7)
En particular,
dist(To, Y UK) >0,  dist([1,K) >0, dist(K,Q%) > 0. (5.2.8)

Sean > 0. Gracias a (.44), existe un nimero natural £(n) > 1 y £(n) conjuntos abiertos G C RV,
1< j < 4(n), con |G]| <, tales que

£(n)
KclJ@In®), GInGl=0 si i#j,
=1

y para cada 1 < j < £(n), el conjunto abierto G" N es conexo y de clase C2. Gracias a (5.2.7),
podemos elegir los G]’s para que

&n) n) _
Kcl|JGlca, |UGInay=0. (5.2.9)
j=1 j=1

En efecto, ya que
dist(K, % UToUTy) >0,

existe un conjunto abiero G tal que
KcG, Gcg, Gnod=

Por eso, para tener (5.2.9) es suficiente considerar GN G;?, en lugar de G7, 1 < j < £(n).
Ademis, gracias a (5.2.9), para cada 7 > 0 existen ¢ := £(n) > 0 suficientemente pequefio y
conjuntos abiertos G7° de clase C? satisfaciendo

G]CcGICGl+B:, 1<j<{n),
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y
t(n) ¢(n) tn) _
kcUGclUerca, [6f<m UG na) =0, (5.2.10)
j=1 j=1 i1

donde B, representa la bola de radio ¢ centrada en el origen. Asi, ya que

. .,E = <i<
lim|G7¢|=0, 1<j<¢mn),
se sigue el Teorema 2.9.1 que existe 7o > 0 tal que para cada 7 € (0,70) y 1 < j < £(n)

GT* -
3 3
lsrjpé?(n) o’ [£1,D] >0, (5.2.11)
donde ¢ := ¢(n). Fijemos n € (0, 7). _
Ahora, para cada k € {0,1}, denotemos por I}, 1 < j < ny, a las componentes de TI'%.
Denotemos por {1, ...,%} al subconjunto de {1,..., n1} para el cual 1] NANY, = 0 si, y slamente

si, j € {i1,...,ip}. Gracias a (Al) para V en , T es una componente de 90Q% para cada
je€{1,..,n1}\ {%1,..,ip}. Entonces, tenemos que

!
Urina) =0, (5.2.12)
j=1 '
Y por eso,
P . .
dist(| ) I'{,09%) > 0. (5.2.13)
Jj=1

Consideremos cualquier sucesién Q4, § > 0 de dominios acotados de RV convergiendo a Q?,
desde el exterior cuando 6 \, 0, satisfaciendo los requisitos del Teorema 4.4.2 y

juad casca, (5.2.14
0

para cada 6 > 0 suficientemente pequefio. Debe ser destacado que ya que la sucesién 5 converge
a 9 desde el exterior, se desprende lo siguiente

0% NT; =80;NT;. (5.2.15)

Sean ademds para cada § > 0 suficientemente pequeiio, los entornos tubulares de radio § > 0,
NP =T+ Bs)NQ, 1<j<ng, (5.2.16)
N7 =D+ Bs)NQ, € {i1,mip}, (5.2.17)

donde Bs C R es la bola de radio § centrada en el origen. Gracias a (5.1.9), (5.2.6) y (5.2.10),
existe 81 > 0 tal que paracada0 <6 < &

£(n) ng X
QcQ, UGrnl;=0, 82%\T1cqy, |JN\TocOf. (5.2.18)
Jj=1 Jj=1
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También, gracias a (5.1.9), (5.2.6) y (5.2.12), existe & € (0,61) tal que para cada 0 < & < §;

(n)
U Ny U N2 n(@su )G = (5.2.19)
j=1 j=1

Ademés, ya que 1"{; NT% =0 si (4,8) # (j, k), existe 85 € (0, 62) tal que para cada 0 < 6 < 83
/\-ff'jﬂﬁf'i=0 si (’L,e)#(],k), k,fe {0’1} (5220)

También, ya que limgs\o |J\/}§J | = 0 para cada 1 < j < ng, se sigue del Teorema 2.9.1 que existe
84 € (0,43) tal que para cada 0 < 6 < &4

N 2 .
oy¢ [£1,D]>0, 1<j <ng. (5.2.21)

Ahora mostramos que en el caso particular en el que a € A(QY) y Q0 av * 0, (1.4.15) se
verifica sobre I'y N 8020 . En efecto, ya que QY es un subconjunto de 0, tenemos que

rinanly, crinQ) =rinoay, (5.2.22)

y por eso, ya que (1.4.15) se verifica sobre 'y N 90, se sigue de (5.2.22) que (1.4.15) se verifica
sobre I’y N 602,‘,

Entonces, ya que A € A[QY, B(b,Q%)], Qs, § > 0 satisface los requisitos del Teorema 4.4.2 y
(1.4.15) se verifica sobre I'; N Bﬂg’v, se sigue del Teorema 4.4.2 que existe 5 € (0, 84) tal que

Ae () AlQs,B(,0)]. (5.2.23)
§€(0,8s)

Ademds, gracias a la unicidad de solucién positiva del problema P[A,Qs, B(b, Qs)], garantizada
por Teorema 3.3.2 para cada A € A[Qs, B(b, Q%s)], se sigue de (5.2.23) que para cada § € (0, 6s),
el problema P[)\, s, B(b,€5)] posee una tnica solucién positiva, denotada por ”[L:G,AW, B(b:05)]"
Definamos o

Ug = u[AE,AW,B(b,Qg)] y 6 € (0, 65) .

Fijemos § € (0,85) y tomemos

£(n)
H} = UG"UU.N’;”UU
2 =1 =1

Denotemos por ‘¢r6, i€ {i1,.0iph, Y {5, 1< _7 < ny, a las autofunciones principales asociadas con

o) Ny’ [£1,B(b N5 " )Ny i € {i1,.%}, ¥ af’o [£1,D], 1 € j < ng, respectivamente, normalizadas
tal que

Wil =1 Il esy =1, i€{n.id, 1Sisn.  (5224)
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Tambxen, denotemos por 0%, 1 £ j £ £n), a las autofunciones prmcxpales asociadas con
’ [El, D), normalizadas tal que

Bz =1, 1< <im). (5.2.25)

Ahora, consideremos la funcién positiva @5 : Q — [0,00) definida por

((us; en Q% ,
6% en G, 1<j <),
' 1,5 .
g5 :={ 6% en N, lsj<p, (5.2.26)
s en A9, 1<j<no,
-3 _
¢ e \@unD),
. 2
donde (s es cualquier extensién positiva y regular de
£(n) ng
u5UU6m9’UU61/) u | 8¢
=1 J=1 I=1

desde Qs U H 7 hasta Q, la cual est4 alejada de cero en 2\ (Qa UH 7’) Obsérvese que (5 existe

ya que Ias func10nes _
U.slaag\rl  Olegr, 1L5 <),

son positivas y alejadas de cero, lo mismo que las funciones
¢5 |8N ’\1‘1’ Egla/v;ﬁ\poy 1<j<p, 1<i<ne.
Silh C BQ?,, entonces en la definicién de 15 debemos borrar las 61112’ s, 1<j<p.
Gracias a (5.2.18), (5.2.19) y (5.2.20), la funcién s estd bien definida. Ademsis,
gs5(z) >0 paracada z€Q.

Para completar la prueba de la Parte i) bajo condicién (5.2.6) falta mostrar que existe
A = A(6) > 0 tal que %s nos proporciona una supersoluclon estricta de P[y, A, 2, B(b)] para
cada v > A(6). En efecto, yaque V >0y U, ¢ Qs se sigue por construccién que en Qo

la siguiente estimacién es satisfecha para cada vy > 0,
(L1+9V + a(z) f(z,B5))8s = (L1 + vV + a(z) f(z, us))us = ¥YVus > 0.
También, ya que 619% >0en G;?, 1< j <4(n), se sigue de (5.1.6) que

f(z,69) > f(z,0), =zeG],
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y por eso, la siguiente estimacién se verifica en G‘;’ paracaday >0y 1< j < 4(n),
(L1+7V + (@) f(z,6))s = 6(L1 + 1V + a(2) f (2, 693))] =

= 507 (£1, D] + 4V +a(z)(f(z,68]) ~ F(z,0)) 2 60’7 (L1, D]o].

De este modo, gracias a (5.2.11), en C{'” , 1 £ j < 4(n) la siguiente estimacién se desprende para
caday >0 ‘

Lias +vVis + a(z) f(z,ts)as > 0.
Similarmente, ya que 662 >0en Ng’j, 1 < j € ny, se sigue de (5.1.6) que

f(z.66) > f(z,0), zeNg, 1<j<m,
y por eso, en Ng’j ,1<j <ngse desprende lo siguiente para cada v > 0

(L1 +V + a(z) f(z,Ts))Ts = §(L1 +7V + a(z) f(z, 66))¢] =

= (oA (£1,D] 49V + alo)(£(z,88)) ~ £z, )] 2 601 [£1, D).

Asi, gracias a (5.2.21), en Ng ¥ 1 < j < ng la siguiente estimacién se verifica para cada vy > 0

L1s + Vs + a(z) f(z,8s)us > 0.
Ahora, observar que ya que V € A(R), gracias a (,A2) existe una constante w > 0 tal que

V>w>0 (5.2.27)

en cada subconjunto compacto de Q3 UUS_, I'Y. En particular,

4 . p .
V>w>0 en (@\(@UH])UU N cabulJTIy. (5.2.28)
’ : j=1

: ~
De este modo, ya que 6¢;’ >0en .N';‘i’, 1<j gp, se sigue de (5.1.6) que
f@bwg) > f0), ceN, 1<j<p,
y por eso, gra.cias a (5.2.28) en NV %1 i , 1 < j < p, se desprende la siguiente estimacién
(L1 +1V +a(2) £z, 8s))Ts = 6(L1 +V + o) (=, 695 )y =

— 56 (£1, BO,NEY + 4V + ala) (F(z, 865 — F(z, 00 2
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> 6(2 (£1, B(o,NI)] +yw)p¥ > 0
supuesto que . )
- Ny 2 L
7> Mi(6) =w" max {10 [£1,B(b,N9))|} > 0.

Por otra parte, ya que {2\ (© sUH 7) C Q3 se sigue de (5.2.28) que existe A2(8) > 0 con
2

A2(6) > A(6) > 0,

tal que la siguiente estimacién se verifica en (0 \ (Q g U HY)
2

(L1 49V +a(2) f(z,85)) 85 = (L1 +V +a(z) f(x,$5))C > (L1 + a(2) f (2, C5) + yw)Cs > 0,

para cada v > Az(6) > 0, ya que w > 0, (5 est4 alejada de cero en )\ (Q% U] Hg) y (L1 +

a(z) f(z,¢s))¢s es independiente de 4.
Finalmente, por construccidn, en la frontera se desprende lo siguiente

B(b)is=6DEl =0 en Iy, 1<j<no,

B(b)as; =6(8, +b)vy =0 en I'Y, 1<j<p,

y gracias a (5.2.15),
B(b)is =(8,+bus=0 en Q% NT;.
Asi,
B(b)i; =0 en 9.

Por tanto, para cada § > 0 suficientemente pequeiio existe
A(6) :== Aq(8) >0,

tal que bajo condicién (5.2.6) la funcién positiva s definida por (5.2.26), nos proporciona una
supersolucién positiva estricta de P[y, A, 2, B(b)] para cada v > A(6) > 0.
Esto completa la demostracién de la Parte i) cuando la condicién (5.2.6) es satisfecha.
Ahora, supongamos
ToNK #0, (5.2.20)

en lugar de (5.2.6). Denotemos por I}, 1 < i < ng, a las componentes de 'y, y sea {i1, .y iq} €l
subconjunto de {1, ...,ng} para el cual

KNIy #0

si, y sélamente si, j € {i1,...,%4}.
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Dado p > 0 suficientemente pequefio, consideremos el nuevo dominio soporte

q9 .
G, =Qu(JT§+B;).
j=1

donde B, C RY es la bola de radio p centrada en el origen. Fijemos p > 0 y sean &;; = &j; €
CY(G,), & € C(G,), G, W € Loo(G,) extensiones regulares desde {2 hasta G, de los coeficientes
oij = aji, ai, 1 £ 4,7 < N, a9 y W respectivamente. Ahora, consideremos el operador diferencial
auxiliar

- N o o2 N 8 .
Lyi=— .Zl a,-j(z)m + z;a,-(x)a—x-_ +ao(z) = AW(z) en G,.
1,3: = b4

Ya que £ es fuertemente uniformemente eliptico en {2 con constante de elipticidad g > 0, se
sigue fécilmente que existe j € (0,p) tal que £; es fuertemente uniformemente eliptico en G;
con constante de elipticidad 5. Tomemos

:=Gj;,
consideremos los potenciales auxiliares

- {1 en Q\Q, ‘-,_={ 1 en Q\Q,

=1a e Q , V en Q,
y el nuevo operador de frontera

s | D en O0\Ty,
B(b) .—{ ay+b en Pl.

Ademss, sea f € CI(S=2 x [0,00), R) una extensién regular desde {2 x [0, c0) hasta Q x [0,00) de
la funcién f, tal que

lim f(z,u) =400 uniformemente en €.
u ‘o0

De (A3) se sigue ficilmente que los potenciales auxiliares @, V' pertenecen a la clase A(Q) de
potenciales admisibles en Q. Ademds, por construccién

-~ q . d
M=0, Q=0yc, K=Kc@, UIjcQ, (5.2.30)
=1
donde K es el correspondiente conjunto K de la definicién de A(Q) Por eso,

(0Q\T) N BOL UK) =0. (5.2.31)
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Ademis gracias a (5.2.30), tenemos que (1.4.15) se verifica sobre I'; N 652“’-,,
00, = 02N 0% = 02nd = 02y,

B(5,92) = B(b,0%) = B(5,99)

A€ A[OY, B(b,Q%)] = A[QY, B(b,Q))].

De este modo gracias a (5.2.31), la condicién (5.2.6) es satisfecha para el nuevo problema en (1 y
por tanto, nos encontramos en el marco abstracto de trabajo de la Parte i) bajo condicién (5.2.6),
pero ahora para el nuevo problema en Q. Consecuentemente, por los resultados de Parte i), para
cada 6 > 0 suficientemente pequefio existen A(§) > 0 y una funcién positiva i : Q- [0,00)
satisfaciendo .

ts(z) >0 paracada z €

y
(_:51 + 9V +é(z) f(z, i5))is>0 en
{ B(b)is = 0 en 80 (5.2.32)
para cada vy > A(6) > 0. Ahora, definamos
s 1= gl . (5.2.33)

Entonces, por construccién y gracias a (5.2.32), tenemos que en 2 se verifica lo siguiente
(L1 +9V +a(z)f(z,6))s = (L1 +V + () f(z, @s))isla > 0, (5.2.34)

para cada v > A(§) > 0.
Ademds, por construccién, tenemos que en 95 se verifica

T
tg(z) =ds(z) >0 paracada z€ | JT§ #0, (5.2.35)
j=1

ya que U‘Jl:ll"f,’ cy

q .
Gg=1s=0 en Po\UPBj;
j=1
(B +b)as= (0, +b)is=0 en TIy.
Por tanto,
B(b)is >0 en o0Q,

y gracias a (5.2.34) obtenemos que para cada § > 0 suficientemente pequefio la funcién s
definida por (5.2.33), s nos proporciona una supersolucién positiva estricta de P[y, A, 2, B(b)]
para cada v > A(§) > 0. Esto completa la demostracién de la Parte i) bajo condicién (5.2. 29).
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Esto concluye la demostracién de la Parte i).

Parte ii) Primeramente recalcamos, como ya fue probado en Parte i), que debido al hecho
de que (1.4.15) se verifica sobre I'; N 8Q), tenemos que (1:4.15) es satisfecho sobre I'; N 802 ,,,
suupuesto Q0 |, # 0. '

Ahora demostraremos separadamente la Parte ii) en cada una de las situaciones (5.2.6) o
(5.2.29).

Supongamos (5.2.6) y sea Qs la sucesién de dominios acotados de R convergiendo a Qj
desde el exterior, considerada en la Parte i). Entonces, ya que A € A[Q%, B(b,Q9)] v (1.4.15) se
verifica sobre I'; N 8§20 1/, se sigue del Teorema 4.4.2 que existe 6 > 0 tal que

xe ) AlQsB(,95)]. (5.2.36)
6€(0,8)
Definamos para cada § € (0, §o) 0
Us = UL AWB(5,05)]

cuya existencia y unicidad estdn garantizadas por (5.2.36) y Teorema 3.3.2 (Nota 3.3.3). En-
tonces, ya que A € A[QY, B(b,99)] y (1.4.15) se verifica sobre I'y N 909, se sigue de nuevo del
Teorema 4.4.2 que

. Qo ,__
%1{(1) llus — u[c‘,,,\mB(b,ﬂ“’,)] |72 ag)=0. (5.2.37)

Por tanto, ya que por construccién la supersolucién positiva estricta %s; definida por (5.2.26)
satisface

Tglqo, = uslag
se sigue de (5.2.37) que
lim ||@s — uV =0
o 25 — wicswaag gy =0-
Esto demuestra (5.2.3).

Ahora probamos (5.2.4). En efecto, por construccién, se sigue de (5.2.24) y (5.2.25) que para
cada 6 > 0 suficientemente pequefio se verifica que

"ﬁ6”Lm(H§) <é, (5.2.38)

donde @; es la supersolucién positiva estricta definida por (E:>_.2.26).
Ahora, sea K cualquier subconjunto compacto de Q \ Qf. Por construccién, existe &y :=
8o(K) > 0 suficientemente pequefio tal que

KcQ\ Q-‘,— , paracada 6¢€(0,6). (5.2.39)
De este modo, se sigue de (5.2.38) y (5.2.39) que

“'56”1;@(1«1}1;) <6, |Esllremnan) = NCsll Lo (a7

§ §
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¥y por eso,
1851l £oo (1) < max{8, llC&l'Leo(K\H )} (5.2.40)

Entonces, ya que (s es cualquier extensién positiva y regular de

&(n) no
ugs U Uw{qu&J) u | 6¢}
J=1 J=1 j=1

desde
{(n)
s U Uc';;'u UN""U UN‘“

2 J=1 Jj=1

a Q, y ya que gracias a (5.2.24) y (5.2.25)

Jim 169 oo e = lim lswil,_ i gi{rg,llﬁfZIle<Arg'f)=°’

tomando limites en la expresién (5.2.40) cuando é \, 0, obtenemos (5.2.4).

Finalmente, (5.2.5) se sigue facilmente de (5.2.3) y (5.2.4). Esto completa la demostracién
de la Parte ii) bajo la condicién (5.2.6).

Ahora probamos (5.2.3), (5.2.4) y (5.2.5) bajo condicién (5 2.29).

Supongamos (5.2.29). Entonces, argumentando como en la situacién (5.2.6), tenemos que
la supersolucién positiva estricta 4s construida en ) en la Parte i) bajo la condicién (5.2.29)
satisface

. = o)) _
}1{% 25 u[ﬁ‘.’:\W,B'(b,ﬁ% N ”H*(ﬁ“’.,) =0, (5.2.41)
donde ) ]
L:=L) +\W.
Ademss, teniendo en cuenta que por construccién
Q=9 ca, (5.2.42)

tenemos que
55|ﬁ% = 1ig, B(b 2 )—B(b Qf ) B(b f )

donde ;s es la supersolucién positiva estricta definida por (5.2.33) y

Asi, se sigue de (5.2.41) que

}i{f}, ll2s - [c wBwas e (ag) =0
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Esto demuestra (5.2.3) bajo condicién (5.2.29).
De la misma forma, argumentado en {2 como en la situacién (5.2.6) tenemos que

Jim [1Tgll ) =0 * - (5.2.43)

en cualquier subconjunto compax:to K de \ QV, en particular (5.2.43) se verifica en cualquier
subconjunto compacto K de 2\ 0%, ya que

= = ~ . =0 = 0
O\ =0\0p c O\ Qyp.
Ahora (5.2.4) se sigue teniendo en cuenta que
tslo\no, = Ts -

Esto prueba (5.2.4) bajo condicién (5.2.29).

Ahora, (5.2.5) bajo condicién (5.2.29) se obtiene facilmente de (5.2. 3) y (5.2.4) bajo condicién
(5.2.29). Esto completa la demostracién de la Parte ii).

Esto concluye la demostracién de la proposicién. 0O

Ahora ya estamos en condiciones de poder demostrar el Teorema 5.1.1.

Demostracién del Teorema 5.1.1 En efecto, ya que A € A[QY, B(b,Q3)] N Aly,Q, B(b)]
para cada v > 0 suficientemente grande, gracias a la unicidad de solucién positiva de los prob-
lemas

PAQBO)] vy PAY,BGOY,
garantizada por Teorema 3.3.2 (Nota 3.3.3), la existencia y unicidad de
Q sV
ULrvawBE) Y YAwBG)]

estdn garantizadas para cada 4 > 0 suficientemente grande. Ademds, por construccién

LOVLpvams) + @) @ vk evawsu)ulemvawee =0 e W (5244
y Q
B(b)uizyvow,se) = 0-
Ademsis, ya que V € A(Q) tenemos que

dist (1,009 NQ) >0 (5.2.45)

y por eso, el operador de frontera B(b,2Y,) definido por (1.1.5) est4 bien definido. De este modo,
por construccién

{ Wrvawae 8 W NG
0

0y, Q —
B(b, Q)i yvawBe) = en 800N0Q,
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y ya que u’[}: VAW,B(5)] € fuertemente positiva en 2, obtenemos que

B(b, O )it v aws ) >.0. (5.2.46)

Asi, (5.2.44) y (5.2.46) implican que uf}: +VAW,B(b) €8 una supersolucién positiva estricta del

problema P[), Q) B(b, Q%)) paray > 0 suficientemente grande. Por eso, el Teorema 4.2.1 implica
que

Q af
UL rqvawseylag, 2 “[c‘,',\vws(b,ne,n , (5.2.47)
para v > 0 suficientemente grande. Ahora, sea la funcién
a9 ~0
= Ycowseayy W
0 en Q\QJ.

Entonces, ya que ug: +vaw,B() > 0 en 2, teniendo en cuenta (5.2.47), se desprende que

U < uﬁ:_*_.’vyxw/’s(b)] ’ (5.2.48)

para cada v > 0 suficientemente grande. .

Por otra parte, ya que A € A[Q), B(b,Q))] y (1.4.15) se verifica sobre ['; NAQY,, se sigue de la
Proposicién 5.2.1 que para cada § > 0 suficientemente pequefio, existe un nimero real A(d) >0
y una funcién positiva @5 tal que @5 es una supersolucién positiva estricta de Py, A, 2, B(b)]
para cada vy > A(6) > 0, y las convergencias dadas por (5.2.3) y (5.2.4) son satisfechas. Ademds,
gracias al Teorema 4.2.1 se sigue que

U&HV,AW/,B(I))] < i para ¥ > A(é) > 0. (5.2.49)
Por eso, se sigue de (5.2.48) y (5.2.49) que
Ue < U&HV,AVV,B(I))] < s , v > A(&) >0. (5-250)

En particular, gracias a (5.2.50) tenemos que

af,

Y aw,B(6,09)) = tlgo, < “ﬁ:ﬂv,,\w,a(b)]lng, < tglae, 7> A(6)>0, (5.2.51)

y por eso,

v0) e
”u&ﬂv«\W.B(b)I —u{L‘,,,\W,B(b,Q“’,)]"Ln(Q(",) < llas - u[t‘,,,\mB(b,nQ,)]”Ln(n“’,)v 7> A(8) >0. (5.2.52)

Entonces, tomando limites en la expresién (5.2.52) cuando v / oo, obtenemos que

. Q Q) _ (91 .
71}120 i qvawsen = “[L‘,,Ams(b,ng,)]”h(ﬂ?,) < llas - “[c‘,’,\ma(b,ng,)]"h(ﬂ?,) ' (5.2.53)
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Y ya que gracias a la Proposicién 5.2.1

. _ 93
}l\r.% llzs — u[C‘.,z\W,B(b,Q“’,)] “Lz(ﬂg,)~= 0, (5.2.54)

tomando limites en la expresién (5.2.53) cuando § \ 0, se sigue de (5.2.54) que
li 1] Qf —
Jim Nugerqvawae) = vichwae.aglza@g) =0- (5.2.55)
Ahora, sea §p > 0 suficientemente pequefio. Entonces, gracias a (5.2.51) tenemos que
"u?LMV,AVV,B(b)] ||L°°(n“’,) < "'L_"Jo”L.,,(QQ,)x v > A(80) > 0. (5.2.56)

Por eso, gracias a la cota uniforme en L (QY) dada por (5.2.56) para uﬁ: +vawae) ¥ > Ao),

y la convergencia dada por (5.2.55), obtenemos que
. ol
'rh/‘rgo ““&+~IV,AW.B(I»)] - “[c‘,f,\ma(b,ng,)]"Lp(ﬂ%) =0, pe€[200). (5.2.57)

Por tanto, gracias a (5.2.57), obtenemos que

. Q Q9 _
dim luizrvawsel ~ Ycawseagili@) =0, PE[L00).

Esto prueba (5.1.11). o
Ahora demostramos (5.1.12). En efecto, sea K un subconjunto compacto de 2\{},. Entonces,
gracias a (5.2.50) tenemos que

0= 'ule < u&ﬂV,AVV,B(b)]IK < 'EGIK ) v > A(a) >0, (5258)
para cada 6 > 0 suficientemente pequetio, y por eso

6t v awse) | Letr) < lBsllLe@), 7> A(6) > 0. (5.2.59)

Entonces, tomando limites en la expresién (5.2.59) cuando v / oo, obtenemos que
0< lim Nt o vaw By | Loo () < 1861l Lo i) » (5.2.60)
y ya que gracias a la Proposicién 5.2.1
lim 86| Loo () =0 (5.2.61)
tomando limites en la expresién (5.2.60) cuando 6 \, 0 se sigue de (5.2.61) que

Jim oz syvamsenlliete) =0
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Esto demuestra (5.1.12).
Ahora, (5.1.13) se sigue facilmente de (5.1.11) y (5.1.12).
Esto concluye la demostracién del teorema. . . o

El siguiente resultado nos proporciona algunas condiciones suficientes que garantizan
A € Aly,Q, B(b)]

para cada v > 0 suficientemente grande, supuesto que A € A[QY,, B(b,Q,)]. Por tanto, bajo estas
condiciones se verifican las conclusiones del Teorema 5.1.1.

Teorema 5.2.2 Sean los problemas Ply, A, Q, B(b)] y P\, 9%, B(b, Q)] Supongamos que
A€ A, B(b,0%)], (5.2.62)
y que o bien
: Qyec?, acAR)), VeA,
si 0y #0, o bien
a€ AT(QY)), VeArQ),

i Q0 ayv =0.

Asumamos ademds que (1.4.15) se verifica sobre 1 N (690 U 009). Entonces,

A € Aly,Q, B(b)]
para cada v > 0 suficientemente grande y ademds (5.1.11), (5.1.12) y (5.1.13) son satisfechos.

Demostracién: Necesariamente o bien Q0 av#Do Q0 oy =0.

Supongamos que Qa,v # 0. En este caso, 92,‘, es de clase C? y ya que (1.4.15) se verifica
sobre I'; N 80QY,, argumentando como en la demostracién de la Parte i) de la Proposicién 5.2.1,
obtenemos que (1.4.15) se verifica sobre 'y N BQS,V.

Ahora averiguamos la estructura de los conjuntos A[Q%, B(6,Q9)] y A[v, Q, B(b)] paray > 0
suﬁclentemente grande. Ya que a € A(QY) tenemos que el conjunto abierto méximal de anulacién
de a en 0,

QY =0lna) =0l ec?

y debido al hecho de que (1.4.15) se verifica sobre I'; N ana v» Teorema 3.3.2 implica que
AlQY,B(3,9%) :={Ae€R : o V[C(/\) B(b,0%)] <0< al“V[L(A) B(®,Q0)}. (5.2.63)

Similarmente, ya que a € A(Q) y (1.4.15) se verifica sobre I'y N 999, se sigue del Teorema 3.3.2
que

Ay, Q,B(b)] == (A€ R : oP[E(N) + 7V, BO)] < 0 < oB[L(N) +1V, BB, 0]} (5.2.64
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Ahora mostramos que A € A[y,Q, B(b)] para cada vy > 0 suficientemente grande. En efecto,
ya que V € A(R9) tenemos que el conjunto de anulacién de V' en QO es

099 =09 N2 =02, & €2

y debido al hecho de que (1.4.15) se verifica sobre I'; N 692",, se sigue del Teorema 2.10.4 que
hm al [L()\) +4V, B(b,Q0)] = al“"[ﬁ(/\) B(b, 0 a V)] (5.2.65)

Similarmente, ya que V € A(f) y (1.4.15) se verifica sobre I'; N99QY,, se sigue del Teorema 2.10.4
que

hm n oy L) +4V, BO)] = 0y "[L'.(/\) B(b,09)]. (5.2.66)
De este modo, ya que A € A[QY, B(b,29)), se deduce de (5.2.63), (5.2.65) y (5.2.66) que
lim oL +4V,BO)] <0,  lim oo [L(N) +1V,B(b, %] >0 (5.2.67)
v/ 00 v/ %0
y por eso, para cada 7 > 0 suficientemente grande se desprende que

RIE(N) +1V, B(b)] < 0 < B (L(N) + AV, B(b, 20)] . (5.2.68)

Entonces, teniendo en cuenta (5.2.64), se sigue de (5.2.68) que A € A[y,Q, B(b)], para caday > 0
suficientemente grande. Ahora, el Teorema 5.1.1 implica el resultado en el caso particular en el
que Q0 av 7 0.

Ahora supongamos que 3, = (). Para demostrar el resultado en este caso, primeramente
averiguaremos la estructura de los conjuntos A[QY B(b 99) y Aly,Q, B(b)] para cada v > 0
suficientemente grande. Ya que 92,‘, =0yae AH(Q)), se sigue del Teorema 3.3.4 que

A[RY,B®,)] = {Ae R : oV [E(N), B(b,Q%)] < 0} . (5.2.69)

Similarmente, ya que a € A(R2) y (1.4.15) se verifica sobre I'; N 993, se sigue del Teorema 3.3.2
que (5.2.64) es satisfecho.

Ahora demostraremos que A € Aly,Q, B(b)] para cada v > 0 suficientemente grande. En
efecto, ya que V € A(Q) y (1.4.15) se verifica sobre I'y N 00, se sigue del Teorema 2.10.4 que
(5.2.66) es satisfecho. De este modo, ya que A € A[QY, B(b,QY,)] se sigue de (5.2.66) y (5.2.69)
que

711/m o [L(N) + vV, B(b)] < 0. (5.2.70)

Similarmente, ya que Q3 =0y V € A*(Q9), el Teorema 2.10.5 implica que

lim o [L(N) +V, B(b,90)] = +o0. (5.2.71)
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Entonces, se sigue de (5.2.70) y (5.2.71) que para cada 7 > 0 suficientemente grande se verifica
oPIE(N) +9V, Bb)] < 0 < o2 [L() + 1V, B(6,09)]. (5.2.72)

Por tanto, (5.2.64) y (5.2.72) implican que \ € A[7,Q,B(b)], para cada v > 0 suficientemente
grande. Ahora, el Teorema 5.1.1 implica el resultado.
Esto concluye la demostracién del teorema. O

Nota 5.2.3 Debe ser destacado que el Corolario 4.3.2 nos proporciona condiciones suficientes
para tener que a € A(QY) yV € A(QQ) en el caso particular en el que Q° av 7 9, 0 para tener
que a € A*(QY) y V e AH(Q) en el caso particular en el que QO oy =0.

Teorema 5.2.4 Sean los problemas Ply, A, Q, B(b)] y P\, Q%, B(b,Q%)]. Supongamos que
A € A[QY,B(b,0Y%)].
Asumamos ademds que a € A*(Q) y (1.4.15) se verifica sobre T'y N 8NY,. Entonces,
A € Aly,Q, B(b)]
para cada vy > 0 suficientemente grande y ademds (5.1.11), (5.1.12) y (5.1.13) son satisfechos.

Demostracién: Primeramente averiguaremos la estructura de los conjuntos A[QY, B(b,Q%)] y
Ay, Q, B(b)] para cada v > 0 suficientemente grande. Ya que a € A*(Q), el Corolario 4.3.2
implica que a € A+(02Y,) y por eso, se sigue del Teorema 3.3.4 que

AY,B(,0%)] = {AeR : oTV[E(N), B(5,0)] < 0}. (5.2.73)
Similarmente, ya que a € A*(Q), se sigue del Teorema 3.3.4 que
Ay, ,BO) = {reR : o [L(N) +1V,B(b)] < 0}. (5.2.74)

Ahora probaremos que A € Afy, Q, B(b)] para cada v > 0 suficientemente grande. En efecto,
ya que V € A(Q) y (1.4.15) se verifica sobre I'; N 90Y,, se sigue del Teorema 2.10.4 que

lim of QIE(N) +1V, BO)] = W [£(N), B(b,0%)] (5.2.75)

¥ ya que A € A[QY, B(b,Q)], obtenemos de (5.2.73) y (5.2.75) que
oT[L(\) +V,B(b)) <0, (5.2.76)

para cada v > 0 suficientemente grande. Por eso, teniendo en cuenta (5.2.74), se sigue del
Teorema (5.2.76) que A € Afy,, B(b)], para cada ¥ > 0 suficientemente grande. Ahora, el
Teorema 5.1.1 implica el resultado.

Esto concluye la demostracién del teorema. =)
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Nota 5.2.5 Debe ser destacado que si V € AT(Q), entonces no tiene sentido analizar el compor-
tamiento limite cuando v /* oo de las soluciones positivas de (5.1.1). En efecto, si V € A*(Q),
entonces el Teorema 2.10.5 implica que

71i/n;1° o{L(A) + 4V, B(b)] = +o0, , (5.2.77)

y ya que gracias al Teorema 3.8.2 (si a € A(R)) o al Teorema 8.3.4 (si a € A*(Q)), tenemos
que

Aly, ,BB)] C{AeR : oL(N) +4V,B(b)] < 0}, (5.2.78)

se sigue de (5.2.77) y (5.2.78) que para cada A € R, eziste vy := vYo(\) > 0 suficientemente
grande, tal que A & Aly,Q, B(b)] para cada v > 7.
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