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Resumen

Este trabajo estd dedicado al estudio de los elementos
semidefinidos positivos (los psd) y las sumas de cuadrados
(las sos) de los anillos analiticos reales de dimensién 2, es
decir, de los gérmenes de superficie analitica real. Los dos
resultados principales que obtenemos son los siguientes:

I. La finitud del nimero de Pitdgoras de un germen de
superficie arbitrario, que acotamos en funcién de la multi-
plicidad y la codimension, y

II. La determinacién de todos los gérmenes de super-
ficie sumergida para los que psd = sos, y que segun de-
mostraremos tienen todos ntimero de Pitagoras 2.
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Preliminares

1. Planteamiento general.

En el estudio de los gérmenes semidefinidos positivos (= psd) y de las sumas de cuadra-
dos (= sos) los dos problemas principales son:

e Problema cualitativo: Estudiar si todo germen semidefinido positivo es suma de
cuadrados.

e Problema cuantitativo: Estudiar si existe p € N tal que todo elemento que es suma
de cuadrados se puede expresar como suma de p cuadrados.

Estos dos problemas se pueden formular en un anillo arbitrario A mediante el espectro
real.

Sea A un anillo conmutativo unitario. Un cono primo de A es un par o = (Ppa, <q)
formado por un ideal primo p, de A y un orden <, del cuerpo residual k(o)) = cf(A/pa);
denotaremos k() la clausura real del cuerpo ordenado (k(a),<,). Sia € A, denotamos
por a(a) la imagen de a por el homomorfismo candnico de A en k(«), de modo que las
exTpresiones

a(a) >0
a(a) >0
ala) =0
tienen un significado evidente. El espectro real de A, que se denota Spec,.(A), es el espacio

topoldgico cuyos puntos son los conos primos de A y cuya topologia viene dada por la base
de abiertos

v

9
Y

U(ay,... ,a,) ={a € Spec,(A) | a1(a} >0,...,a,(a) > 0}

donde ay,... ,a, es una familia finita de elementos de A. Para la teoria general del
espectro real nos remitimos a [BCR] y [AnBrRz].

Asi, los conos primos forman un espacio en el que los elementos de A se ven como
funciones. Para formular el problema cualitativo en este ambito general consideramos el
conjunto P(A) C A de los f € A tales que f(a) > 0 para todo cono primo « € Spec,(A)



y el conjunto XY (A) C A de los elementos f € A que son suma de cuadrados en A;
los elementos de P(A) son los psd de A, y los de Y(A) los sos de A. Evidentemente,
Y(A) C P(A) y el problema consiste en determinar si P(A) = X(A) o en caso de que no
se de la igualdad, estimar la diferencia P(A) \ X(A). Para el problema cuantitativo, se
define el nimero de Pitdgoras p(A) de A como el nimero

p(A) =min{g e N | Z(A) = X, (A)}

siendo X4(A) el conjunto de los elementos de A que son suma de ¢ cuadrados en A; en el
caso de que tal nimero no exista, decimos que p(A) es infinito.

Determinar si p(A) es finito es ya un problema delicado. Ademas, si lo es, digamos
p(A) = p, el problema cualitativo P(A) = X(A) se reduce a ver si P(A) = Xp(A), esto es,
a determinar cuando las ecuaciones

f:Y12+...+Yp2 para f psd

tienen solucion.

2. Algunos resultados conocidos.

Como es bien sabido todo esto tiene su origen en el célebre problema decimoséptimo
de Hilbert, que consistia en estudiar si todo polinomio > 0 sobre R" es suma de cuadrados
de funciones racionales (pues puede no serlo de polinomios como probé el propio Hilbert)
y que fue afirmativamente resuelto por E. Artin en 1927 ([E.Ar]).

De modo natural, el mismo problema se plantea para otras funciones: regulares, de
Nash, analiticas,... en variedades reales, y también para gérmenes. Que la formulacién
natural para funciones equivalga a la abstracta mediante el espectro real es una conse-
cuencia, fundamentalmente, del Principio de Tarski, como se explica con detalle en [BCR]
y [AnBrRz].

Mencionemos brevemente algunos resultados destacables acerca del problema decimo-
séptimo de Hilbert. E. Artin demostrd que si V' C R™ es un conjunto algebraico irreducible,
entonces toda funcién polinomial sobre V' no negativa en un abierto Zariski no vacio de V'
es suma de cuadrados de funciones racionales de V' (|E.Ar]). Por otra parte, si M C R"
es una variedad de Nash conexa, entonces toda funcién de Nash sobre M es suma de
cuadrados en el cuerpo de fracciones del anillo de las funciones de Nash ([Ms]). En lo
referente a variedades analiticas reales y conexas, se sabe que si M es compacta entonces
toda funcién analitica no negativa en M es suma de cuadrados de funciones meromorfas

en M ([Jw],[Rz2]).

Para referirnos al problema cuantitativo, sea V' C R™ un conjunto algebraico irre-
ducible, P[V] su anillo de funciones polinémicas y (V') = c¢f(P[V]) su cuerpo de funciones
racionales. Consideramos los nimeros de Pitdgoras p[V] = p(P[V]), p(V) = p(K(V)), ¥y
se cumple:



Si dim V' = 1 entonces p[V] < +o0. Por ejemplo, p[R] = 2, ([Ch et al]).

Si dim V' = 2 se piensa que p[V] = 400, pues p[R?] = +oco ([Ch et al]).

Si dim V' > 3 entonces p[V] = 400 ([Ch et al]).

Si dimV = n entonces n + 2 < p(V) < 2™ con lo que para n = 2 se tiene que
p(V) =4 ([Pf], [Ca et al]).

Por otra parte, si M C R" es una variedad de Nash conexa de dimensién d entonces el
niimero de Pitdgoras del cuerpo de funciones racionales de Nash es < 2¢ ([BCR]). En lo
referente a variedades analiticas reales cabe destacar que si M es una superficie conexa
no compacta (resp. compacta) entonces toda funcién psd es suma de dos (resp. tres)
cuadrados de funciones analiticas en M ([BoKuSh]).

En esta memoria vamos a estudiar los dos problemas para gérmenes analiticos. Em-
pecemos introduciendo la terminologia y notacién bésica que emplearemos en lo sucesivo.
Sea X un germen de conjunto analitico en el origen; denotaremos por O(X) al anillo de
gérmenes de funcién analitica sobre X y por M(X) a su anillo total de fracciones. En
particular, O(R") = R{z}, x = (z1,... ,2,); el orden de una serie f € K{z}, con K=R o
C, se denotara por w(f) y el cuerpo de fracciones de K{z} por K({z}). Si X C R" se tiene
que O(X) = R{z}/I, siendo I el ideal de gérmenes de funcién analitica que se anulan sobre
X. Un germen f € O(X) es semidefinido positivo o psd si algtin representante de f es > 0
en algin representante de X (resp. de X \ {0}); denotaremos P(X) al conjunto de todos
los gérmenes psd en X. Ademds denotaremos por X'(X) (resp. X,;(X)) al conjunto de los
f que son suma de cuadrados (resp. ¢ cuadrados) de elementos de O(X). Finalmente,
denotaremos por p[X| al nimero de Pitdgoras de O(X) y por p(X) al de M(X).

Para los gérmenes analiticos de dimensién 2 se sabe que p(R2) = p[R2] = 2 ([BoRi)).
Ademds, se tiene el siguiente resultado (que puede considerarse folklore) que proporciona
una acotacion superior de p(X).

Proposicion 0.1 S5i X C R"™ es un germen analitico de dimension 2, entonces

Demostracién. En primer lugar, como dim X = 2, se cumple que O(X) es un O(R?)-
médulo finitamente generado (véase [Rz3, I1]) y M(X) es un M(R?)-espacio vectorial de
dimensién finita digamos m. Para demostrar que X (M(X)) = Yy, (M (X)) basta con
probar que toda forma cuadratica Q = >_\_; Li(z1,... ,zm)? sobre M(R?) = R({z,y}) se
puede expresar como suma de 2m cuadrados de formas lineales sobre R({z,y}).

Para ver eso, como () es una forma cuadrética sobre R({z, y}) existe una matriz M €
M (R({z,y})) tal que Q = zMz', z = (z1,...,2zm). Por el teorema de diagonalizacién
sobre un cuerpo, existen D, P € M, (R({z,y})), D diagonal y P invertible, tales que
M = PDP!. Ademds, como D = P'M(P™ )y Q =3""_, Li(z1,... ,2m)?, entonces los



elementos de la diagonal principal de D son suma de cuadrados, y como p[R2] = 2, de dos
cuadrados. De esta forma, como Q = (zP)D(zP)?!, se tiene

a? + b3 H,
a3 + b3 Hy
Q= (zP)D(zP)' = (Hy, H ... , Hp) . :
aZ, + b2, H,,
siendo Hi(z),... , Hn(z) formas lineales sobre R({z,y}). Asi,

m m

m
Q=S Hia? 111 = Y Ha? 4> Y
1 =1

=1 i=

y por tanto, ) se expresa como suma de 2m cuadrados de formas lineales sobre R({x, y})
como se queria. |

Es importante observar que este mismo argumento se podria utilizar para acotar p(X),
en dimension cualquiera d, si conociésemos una cota para p(Rg). Pero, aunque se conjetura
que 2971 es tal cota, s6lo se sabe que p(R3) < 8 ([Jw]).

3. Finitud del niimero de Pitagoras.

Vamos a analizar ahora el invariante p[X]. En primer lugar, tenemos:

Teorema 0.2 ([Ch et al]) Si A es un anillo local reqular de dimension mayor o igual que
3, entonces p(A) = +o0.

De este importante resultado se deduce facilmente el siguiente.

Corolario 0.3 ([Rz4]) Si X C R" es un germen analitico de dimension mayor o igual
que 4, o de dimensidon 3 y regular, entonces p[X] = 400

Ademas, como los anillos locales regulares de dimensién 3 tienen ntimero de Pitdgoras
infinito, se espera que lo mismo ocurra para todos los anillos analiticos locales de dimensién
3. En lo referente a la dimensién 1 hay informacién mas precisa: el nimero de Pitagoras
de un germen de curva es menor o igual que su multiplicidad ([Qz]). Por lo anterior, en
dimension > 1 los gérmenes con nimero de Pitdgoras finito deben buscarse en dimensién
2, y algunos ya se conocen ([Rz4]). El ejemplo més antiguo es el ya mencionado antes:
pIRZ] = 2.

El resultado central del capitulo I de esta memoria es la acotacion del numero de
Pitigoras de cualquier germen analitico de dimension 2, mediante el teorema que enun-
ciamos a continuacion. La demostracién de dicho teorema, en la seccion 1.4, se inspira en



el argumento de la Proposiciéon 0.1 anterior, pero requiere la diagonalizacién de formas
cuadréticas sobre R{z,y} que desarrollamos en la seccién 1.2.

Teorema 0.4 St X C R" es un germen analitico de dimension 2, entonces
E(logy(w(I(X)) +1)] < p[X] < 2 multrp (X)) codim(X)

donde EH representa la parte entera.

Aqui w(I(X)) es el minimo orden de un elemento de I(X) y multp(X) la multiplicidad
total de X, es decir, la suma de las multiplicidades de todas sus componentes irreducibles
y no s6lo de sus componentes de dimension méxima. Explicaremos esto tltimo con detalle
en la seccién 1.3.

Siw(I(X)) < 2, la cota inferior no dice nada, pero tenemos:
Proposicién 0.5 Si X es un germen analitico de dimension > 2 se cumple que p[X]| > 2.

Demostracion. Supongamos que existe X C R” germen analitico de dimensién > 2 tal
que p[X] = 1. Entonces para cada germen de curva Y C X se cumple que p[Y] = 1
(pues O(Y) es un cociente de O(X)) y, por [CaRz|, mult(Y) = embdim(Y) < n. Esto
contradice el hecho de que en cualquier germen analitico de dimensién > 2 existen curvas
de multiplicidad arbitrariamente alta. |

En la seccion 1.5 veremos que no se puede obtener una cota superior del niimero de
Pitdgoras que dependa sdlo de la multiplicidad y por tanto, es necesario introducir el
concepto de la multiplicidad total.

4. El problema cualitativo, en general.

De nuevo tenemos un resultado especial para dimension > 3 que reduce la cuestion a
dimensiéon < 3 y de hecho < 2.

Teorema 0.6 ([Schl]) Sea A un anillo local regular de dimension > 3. Entonces X(A) #
P(A).

Segun deciamos, de este resultado deducimos:

Corolario 0.7 Si X C R" es un germen analitico de dimension d > 4 entonces X(X) #
P(X).



Demostracion. En efecto, si X4 es una componente irreducible de X de dimension d, por
el lema de seleccién de curvas, existe un germen de curva v C X tal que v ¢ Sing X y
el ideal de 7 es un ideal primo de O(X) de altura d — 1, tal que A = O(X), es un anillo
local regular de dimensién d —1 > 3. Por 0.6 existe f/g € P(A) \ X(A) con g & p.

Sea h € O(X) una ecuacién del germen de conjunto analitico formado por la unién de
las componentes irreducibles de X que no contienen a v y del lugar singular de X,;. El
elemento F = h%g?f /g pertenece, claramente, a P(A) y es, por tanto, positivo en todos los
érdenes de cf(A), que es, de hecho, el cuerpo de funciones meromorfas de Xy. Asi, F' >0
en X4y 0 en el resto de las componentes irreducibles de X, con lo que F' € P(X). Pero
F ¢ Y (X), pues si F es sos en O(X), como hg ¢ p es unidad en A, resultaria f/g € X (A).

]

Digamos también que se espera Y # P para cualquier germen de dimensiéon 3. En
cuanto a dimensién 1 se sabe que una curva X C R” cumple X'(X) = P(X) si y solo si
es la unién de n rectas independientes. Esto es facil de probar para curvas del plano, y
en todo caso es consecuencia de un teorema general para anillos locales de dimensién 1

([Sch2]).

5. El problema cualitativo para gérmenes de superficie.

Vemos pues, que los gérmenes para los que X' = P, deben tener dimensiéon 2. Sin
embargo, se conocen numerosos ejemplos para los que X' # P y muy pocos para los que
Y = P, todos ellos gérmenes de superficie en R? de multiplicidad 2. Comentemos en
este punto que presentamos en la seccién I1.6, Ultima de la memoria, algunos ejemplos
mas, diferentes por ser gérmenes de superficie con dimensién de inmersién y multiplicidad
arbitrariamente grandes. En todo caso, es razonable empezar por caracterizar los gérmenes
de superficie de R3 para los que P = X. Hacemos esto en el capitulo II probando el teorema
que sigue:

Teorema 0.8 Los gérmenes de superficie singular X C R3 tales que P(X) = X(X) son
exactamente los siguientes

(i) 22 — 2% — y® = 0 (Singularidad de Brieskorn)
(ii) 22 — 2% — 292 =0
(iii) 22 — 2% —y* =0

(iv) 22 — 22 =0 (Par de planos)

(v) 2?2 —x? —y*> =0 (Cono)

(vi) 22 —x? —y* =0, k >3 (Deformaciones del par de planos)



(vii) 2* — 2%y = 0 (Paraguas de Whitney)
(viii) 2> — 22y +1° =0
(iz) 22 — 2%y — (—=1)ky* =0, k > 4 (Deformaciones del Paraguas de Whitney)

Ademds, en todos estos casos p[X]| = p(X) = 2.

La primera parte del enunciado anterior, esto es, que si P(X) = X (X) el germen X
estd en la lista anterior, estd parcialmente en [Rz4]. Para completar los argumentos alli
dados necesitamos el siguiente lema general.

Lema 0.9 Sea X C R™ un germen analitico tal que P(X) = X (X). Entonces
w(I(X)) =2.

Demostracion. Empezamos elegiendo una serie F' € I(X) de orden r > 0. Después de
un cambio lineal podemos suponer

~1
F=x +a_1x; "+ + a1z, + ao,

donde a; € R{y},y = (21,... ,2p-1) y w(aj) > 7 —j para 0 < j <r — 1. Ademds, existe
M > 0 tal que |a;| < M|y||".

En efecto, digamos que f = ay,... ,a,_1 tiene orden > s. Como w(f?) = 2s podemos
escribir f2 = Z|u|:2s a,(y)y”, vy asi, en un entorno del origen se tiene que

WP < Y alyl”= Y allyl®l=l =yl Y el
|v|=2s lv|=2s lv|=2s

siendo ¢, = 1+ |a,(0)| y 2 =y/[|ly[l. La funcién -, 5, c|2” estd acotada en |z[| = 1,
flI? < M||y||*® con lo que ||f]] < M||y||*. Esto muestra nuestra

digamos por M > 0, y asi
afirmacion.

Ahora, para cada entero k € N consideramos la forma cuadrética

gr = k(2T + - +ap ) —ap
y afirmamos que para k suficientemente grande g es psd en X.

(k)

En efecto, en caso contrario X contiene una sucesion k) = (y(k),:vn ) — 0 tal que
ge(z®)) <0, 0 sea
0 <kpr < |z], con pp=Ily™].

Como F € I(X), es F(z®)) =0, y se tiene

r—1 r—1
2P =13 ™) @B < 3 Jay (@) laB <
7=0 7=0
r—1 i (o r—1 |x£lk)’r ® r—1 1
Mzopk ]’l.n |] < MZO kT_j = M‘xn |TZO kr_j'
J= J= J=



1 1
Al ser |ac£1k)\” > 0 obtenemos 1 < M (E +- 4 E) , contradiccién.
Una vez visto que g € P(X) para k suficientemente grande, veamos que g ¢ X(X)
si w(I(X)) > 3. En efecto, si g; fuera suma de cuadrados en O(X) entonces

gr="hi+--+hI+h,

con h; € R{z},h € I(X) y w(h) > 3. De este modo, igualando formas iniciales en la
expresién anterior encontramos ay, ... ,a, € R[x,... ,z,] tales que

2 2
g =ai+ - +al,

lo que es imposible. [ |

Del resultado anterior se deduce que si X C R? tiene la propiedad P(X) = X(X)
entonces w(I(X)) = 2 y podemos aplicar [Rz4], donde se prueba que en ese caso X estd
en la lista.

La segunda parte del enunciado de 0.8, y la més delicada, es probar P = X para
los gérmenes de la lista. En [Rz4] se hace esto para la singularidad de Brieskorn, el par
de planos y el paraguas de Whitney. La demostracion para la singularidad de Brieskorn
es completamente andloga a la del plano y utiliza esencialmente que es factorial y su
complexificado también (una propiedad que la caracteriza, [Br|). Para el par de planos y
el paraguas de Whitney las demostraciones son especificas de cada caso.

Nosotros desarrollamos un método que nos permite demostrar la propiedad P = Xy
para todos los gérmenes de la lista anterior, a partir del caso factorial (el plano y la
singularidad de Brieskorn). La demostracién se desglosa en varias etapas:

1. Reduccion polinomial (11.2): consideramos la superficie algebraica asociada al germen
dado, es decir, la superficie de R? con la misma ecuacién que ese germen, y probamos
que el conjunto de polinomios definidos positivos en esa superficie es denso en el
conjunto de germenes de funcién psd de dicho germen.

2. FExplosion: utilizando una explosion adecuada, obtenemos una equivalencia birregu-
lar entre un abierto denso de la superficie asociada al germen y un abierto denso
del plano o de la superficie de Brieskorn. Esto agrupa los gérmenes anteriores de la
siguiente manera:

(a) Explosiones de la singularidad de Brieskorn (IL.3): que son 2% — x3

yz2—x3—y4:0.

—:Uy3:0

(b) Familia del par de planos (11.4): formada por el cono, las deformaciones del par
de planos y el propio par de planos.

(¢c) Familia del paraguas de Whitney (IL5): formada por 22 — 2%y + y3 = 0, las
deformaciones del paraguas de Whitney y el propio paraguas.



3. Solucion en el caso polinomial: utilizando la equivalencia birregular anterior, el
hecho de que el plano y la singularidad de Brieskorn poseen la propiedad P = X5 y
ciertas ecuaciones estandar de sumas de cuadrados, demostramos que todo polinomio
definido positivo sobre la superficie es suma de dos cuadrados de gérmenes de funcién
analitica.

4. Solucion en el caso general: extendemos la propiedad anterior de polinomios a
gérmenes de funcién analitica utilizando el Teorema de Aproximacién de M. Artin
([Ku et al, II], [M.Ar]), que enunciamos a continuacién.

Teorema 0.10 Sean K=R o C y F = (Fy,... ,F,) e K{z}[y]", x = (z1,... ,xn),
Y= (Y1,-..,Ym) un sistema de polinomios. Entonces eziste una funcion v: N — N
con la siguiente propiedad:

Para cada ¢ > 1, si § = (1,... ,Um) € K{z}™ cumple F(7) =0 mod m*(%),
entonces existe y € K{z}™ tal que F(y) =0 e y =y mod m°.

Para el par de planos y el paraguas de Whitney, la nueva demostracién es una especie
de paso al limite del resultado que cumplen sus deformaciones.

Senalamos que primero trataremos el cono de forma independiente (II.1). Lo hacemos
por dos motivos: (i) esta demostracién directa fue anterior en el tiempo e ilustra bien
algunas ideas bésicas de la reduccién polinomial; (7i) la demostracion se basa en la prueba
de Polya ([PoSz]) de que todo polinomio sobre la circunferencia es suma de dos cuadrados
de polinomios; nuestro tratamiento directo del cono es una especie de parametrizacion
respecto al radio de este argumento, lo que es tal vez la razén intuitiva més poderosa para
esperar el resultado.






Capitulo I

Numeros de Pitagoras

1 Sumas de dos cuadrados en dos variables

El objetivo de esta seccién es demostrar que todo elemento semidefinido positivo (=psd)
de R{x}[y] se puede expresar como suma de dos cuadrados de elementos de R{x}[y].

Notaciones 1.1 Dado K = R o C, denotaremos por {2k al anillo de series de Puiseux
convergentes con coeficientes en K, por &g a su cuerpo de fracciones y por K({z}) al
cuerpo de fracciones de K{z}. Si a € Qg denotaremos q(a) = min{n € N| o € K{z'/"}}
ywla)=r/nsia=az’"+ a4 oS = 3 € Pk con a, 3 € Qg entonces

a(p) = min{n € N| @ € K({z'/"}}) = m. c.m{q(a), a(8)} y w(p) = w(a) — w(5)
Observacién 1.2 El cuerpo R({z}) admite dos tinicos érdenes que son los siguientes:

e (R({z}),<) orden en el que x es positivo y cuyo cierre real es (Pg,id).

Si f=ar2" + arp12" T 4 .-+, entonces f > 0 para este orden si y sélo si a, > 0, y
f/g>0siysdlosi fg > 0.

e (R({z}),=<) orden en el que = es negativo y cuyo cierre real es (Pg,0), siendo o :
R({z}) = Pr : fz) = f(—2).
Si f=a,2"+a,, 12" 4 -, entonces f = 0 para este orden si y sélo si (—1)"a, > 0,
y f/g > 0siysélosi fg 0.

La unicidad de estos érdenes es debida a que todo elemento f € R{x} admite una expresién
del tipo f = exPg? siendo € = £1,p = 0,1,9 € R{x}.

Proposicién 1.3 Sea f € R({z})[y], f # 0. Las afirmaciones siguientes son equivalentes:

a) f es un elemento psd del anillo R({x})[y].
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b) f es un elemento psd del cuerpo cf(R{z}[y]).

c¢) Ezisten v € N, € > 0 tales que z*"f € R{z}[y] y estd definida y es > 0 en la region
(—e,e) xR.

d) Para cada & € P las series de Puiseux f(x,§), f(—x,§) son elementos positivos de
Op.

Demostracion.
Vamos a probar la siguiente cadena de implicaciones a) = b) = ¢) = d) = b) = a).

a) = b) Trivial.

b) = ¢) Como f es psd en cf(R{z}[y]), entonces f > 0 en todos los érdenes de este cuer-
po y por tanto, es suma de cuadrados ([BCR, 1.1.11]); con lo que existen ai,... ,am,b €

R({z})[y], b # 0 tales que

Luego existen ¢ > 0 y r € N tales que 22" f € R{z}[y] y b*>f > 0 en la regién (—¢,¢) x R,
r # 0. De esta forma, como b # 0 se deduce que z?"f es, por continuidad, > 0 en
(—e,e) x R.

c) = d) Sea & € Pr. Si f(z,£) = 0 ya hemos terminado, por tanto podemos suponer

que f(z,€) # 0. Existen series hi,hs € R{t}, ¢ € Ny 0 < § < £/ tales que £ =
ha (z1/9)
hi(xl/‘?)

en (—¢,¢) x R entonces para 0 < t = /9 < § se cumple que

tzT‘Jf t4 hl (t) _ artr + ar+1t7"+1 + ...
" ha(t) I

y por tanto a, > 0, con lo que

€ ®g, ¢ = q(&) y las series hy, hy convergen en el intervalo (0,8). Como z%" f > 0

conr,s >0

r/q (r+1)/a o ...
_ ax Tt a1 +
f(m7£) - $27‘+(S/q) Z 0

Andlogamente, f(—z,&) > 0.

d) = b) Supongamos ahora que existe un orden en R({z})[y] tal que f < 0,. Entonces,
por el Teorema de Artin-Lang, véase por ejemplo [La, XI], existe un R({z})-homomorfismo
¢ : R({z})[y] — Pr tal que ¢(f) < 0. Ahora, por la descripcién en 1.1.2 de los dos
tnicos érdenes de R({z}) y sus respectivos cierres reales, si ¢(y) = &, resulta que ¢(f) =
f(ex,&) <0 con € = £1, contradiccién.

b) = a) Sea o = (pn, <q) un cono primo del anillo R({z})[y], veamos que « induce un
orden en R({z})[y] y por tanto, en su cuerpo de fracciones. Recordamos que p,, es un ideal
primo de R({z})[y] y que <, es un orden del cuerpo residual x(a) = cf(R({z})[y]/pa)-
En efecto, como R({z})[y] es un DIP entonces existe P, € R({z})[y] polinomio ménico

irreducible tal que p, = (P,). Sea, ahora, g € R({z})[y], g # 0; al ser R({z})[y] un DIP y
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en particular un DFU, entonces existen k(g) € Ny hy € R({z})[y] tales que g = thf(g)
y Po { hg. De esta forma, decimos que g >, 0 si hy + po >4 0 como elemento de x(a

k().
Es claro que >, es un orden de R({z})[y], v asi, como f es psd en cf(R({z})[y]) en-
tonces f >, 0 y por tanto f + p, >4 0, es decir, f(a) > 0. Como esto ocurre para todo

cono primo de R({z})[y], entonces f es psd en R({z})[y]. [ |

Para demostrar el resultado que anunciabamos al inicio de esta seccidn, necesitamos
el siguiente lema previo.

Lema 1.4 Sea P € R({z})[y]. Entonces, si £ = g(z'/9), g = q(&), es raiz de P se cumple
que ng = g(eF /121 9) es raiz de P((—1)*z,v) para cada k € N .

Demostracién. Como ¢ es rafz de P, si hacemos t = /9 obtenemos que:
P(t%,9(t)) = P(x,9("/9)) = P(x,§) = 0
Consideramos ahora 7, para k € N. Si hacemos s = eF™/42:1/4 resulta
P((=1)Fz, ) = P((=1)"z, g(e"/921/9)) = P(s9, g(s)) = 0,

como pretendiamos. [ |

Definicion y Proposicion 1.5 Para cada £ € O¢, escrita como £ = xp/q(ao + ayz/m +
agx?®" + .Y con p/q € Q y ap + arz'/" + agx¥" + - € C{z'/"}, se define la serie
conjugada de & como

E: xP/Q(a—O + a—lxl/r + a—2x2/r P )

De esta forma la aplicacion o(&) = € es un automorfismo de ®c, cuyo cuerpo fijo es Pg.
Teorema 1.6 P(R{z}[y]) = Z2(R{z}[y]).

Demostracion.  Sea f = ap(z)y™ + an—1(x)y" L + -+ + a1(2)y + ap(z) € P(R{z}y]).
Como f > 0, entonces existe € > 0 tal que f esta definida y es psd en (—¢,¢) x R.
Vamos a demostrar en varias etapas que f € Xo(R{z}[y]):

Paso I. Veamos que grad, (f) es par y que ap, > 0 en (—¢,¢). De esta forma, en particular,
an, = u? con u € R{z}.

En efecto, sea xg € (—¢,¢) tal que an(zo) # 0, entonces el polinomio f(xo,y) =
an(20)y"™ + an—1(z0)y™ L + - + a1(x0)y + ap(z0) es > 0 en R y tiene grado n. Pero,
para |y| suficientemente grande se cumple que sign(f(zo,y)) = sign(an(zo)y™) de donde
se deduce que n es par y an(zo) > 0. Por tanto, grad,(f) es par y a, > 0 en (—¢,¢).
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Paso II: Consideramos el polinomio

g=L by by 4 b € R({a))]

an

siendo b; = S—fl La descomposicién en polinomios irreducibles de g en R({z})[y] es de la
forma:

2
T S ' S T '
22 +1 2p5 i K _ 172
g=[1 17" = (ITe 1177 | [[e=m]]@
i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 i=1
siendo Aj, pj > 0, @4, P; polinomios ménicos irreducibles del anillo R({x})[y] (todos dis-

tintos) y H =[[,_, Q?i szl P]Hj'

Para demostrar que f € X2(R{z}[y]) vamos a comprobar que cada Q; = A? + B?
siendo A;, B; € R({z})[y] ya que entonces

f=anH*[] Qi = anH* [[ (A} + BY) = a, H*(A> + B?)
=1 =1
= u?H*(A? + B?) = (uHA)? + (uHB)?,

siendo A% + B2 =[]_,(A? + B?), A, B € R({z})[y]. Ademas,
0 < wa(f) =2min{w, (uHA),w,(UHB)}
con lo que wy(uHA),wz(uHB) > 0 y por tanto uHA,uHB € R{z}[y], lo que hace que

f e La(R{z}y]).

Paso IIT: Veamos, pues, que Q; = A? + B? con A;, B; € R({z})[y].

En primer lugar, Q; no tiene raices en ®r. Supongamos que ; tiene una raiz £ € Pp;
como cada Q; es irreducible sobre R({z}), entonces ¢ es una raiz de multiplicidad impar
de g y por tanto de f. Pero esto es imposible ya que:

e Siw(&) > 0 entonces f no es psd en un entorno del origen.

e Siw(§) = 0 entonces £ = ¢p + ¢ siendo ¢p € R,w(¢) > 0 con lo que f no es psd en
un entorno del punto (0, ¢p).

e Siw(&) < 0 entonces el polinomio w” f(z,1/w) es psd y tiene una raiz de multiplici-
dad impar en Qg, v esto ya hemos visto que es una contradiccién.

Por tanto, ); no tiene raices en ®p.

En segundo lugar, @; es reducible sobre C({z})[y]. Supongamos que Q; fuera irre-
ducible; como Q; € R({x})[y], si £ es raiz de @; también lo es {. Ademds, por [Che, 8.3,
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al ser Q; irreducible sobre C({z})[y], se cumple que si & = g(x/9) con ¢ = q(£) es raiz de

Q;, entonces
q—1

Qi = [[ (v — g(e2im/aziiay),
§=0
Como € es raiz de Q; entonces existe j € {0, g 1} tal que € = g(e2™/131/9) y por
tanto g(s) = g(e¥™/4s). Por 1.1.4, n = g(eF™/921/9) es rafz de Q;((—1)Fz,y) para cada
k € N. Ahora

77 = (@ 1) = gl ) =
(eI 1111 — g2 i) = g (eI 11/ .

Asi nj € Og y es rafz de Q;((—1)/z,y), y por tanto raiz de multiplicidad impar de
f((=1)iz,y) en ®g, lo que es imposible, como ya hemos visto, porque f((—1)7z,y) es
>0 en R2.

Por tanto, @; es reducible en C({z})[y]: Q; = R;S;, siendo R; el irreducible de { y 5
el irreducible de &, y tales que S; = R;. Asi Q; = RiR; = A’ + B? con R; = A; +/—1B;
y Ai, B; € R({z})[y]. [ |

2 Diagonalizacién sobre dos variables

El objetivo de esta seccién es demostrar que las formas cuadraticas semidefinidas positivas
sobre R{x}[y] son diagonalizables y, como consecuencia, que un anillo A que es un médulo
con n generadores sobre R{z}[y] o R{z,y} cumple p(A4) < 2n.

La demostracién de este resultado esta basada en las ideas desarrolladas por Djokovié
en [Dj] para demostrar que dada una matriz a € 9, (R[z]) psd existen by, by € M, (R[x])
tales a = bib; + bhby. En lo sucesivo, una matriz diagonal a se denotard a = (as,... ,a,)
siendo a1, ... ,an los elementos de la diagonal principal de a. Utilizaremos el siguiente
resultado bésico de dominios de ideales principales ([Hu, VIIL.2]):

Teorema 2.1 Sean R un dominio de ideales principales y a € My (R) una matriz de
rango r. Entonces existen dos matrices invertibles u,v y una diagonal

e={(er,...,e,0,...,0),

tales que eilea|...|er y a = uev; ademds, los ideales (e1), (€2),...,(er) son unicos, y los
elementos e, es, ... , e, de la diagonal de e se llaman factores invariantes de a. La matriz
diagonal e = (eq,...,e.,0,...,0) es una matriz de factores invariantes de a.

Dada una matriz a = (a;;)1<i j<n con coeficientes en C({z})[y] consideramos su tras-

puesta conjugada a* = at = (@j;)i<ij<n- A lo largo de toda la seccién utilizaremos
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frecuentemente que C({x})[y] es un dominio de factorizacién tinica (DFU). Empezamos
con el siguiente lema.

Lema 2.2 Sea a una matriz con coeficientes en C({z})[y] de rango r tal que a = a*.
Entonces existen a1 € M (CH{z})[y]) v v € M, (C({z})[y]) invertible, tales que a =

0
u* (Cg 0) u y det(ay) # 0.

Demostracion. Si a = uev como en el teorema anterior, entonces a = uev(u*) " lu* =

uepu* con p = v(u*)~! invertible. Como a = a* entonces ep = p*e* y como e =
(e1,...,er,0,...,0) es diagonal, tenemos
€ipP11 €1p12 -+ €1Pin
: pnér -+ Dpre 0 -+ 0
ep = ergrl erﬁrQ ergrn _ _ p*e*
. . . Pni€1 - Prn€r 0O - 0
0 0 . 0

0\ . L .
y por tanto p = <1:< ! » ) siendo p; y po matrices invertibles; pues det p = det p; det py #
2

. . . ! 0
0, al ser p invertible. De este modo, si ¢ = (e1,...,e,) entonces ep = (6(])91 0> y

det(e'p1) = det(e’)det(p1) # 0. Ademds, € es una matriz de factores invariantes de
a1 = I.e'p;. [ ]

Observacidén 2.3 Sea a una matriz con coeficientes en C({z})[y] tal que a = a*; entonces
podemos suponer que los factores invariantes de a son elementos de R({z})[y].

En efecto, por 1.2.1 existen dos matrices invertibles u,v y una matriz diagonal e =

(e1,...,er,0,...,0) de factores invariantes, tales que a = uev. Como a = a* = v*e*u*
entonces e* = (e7,...,¢€,,0,...,0) es también una matriz de factores invariantes de a, con
lo que (e;) = (&) parai = 1,...,r. De este modo, para cada i existe u; € C{z}, u; # 0 tal
que € = u;e;. Es sencillo comprobar que u;u; = 1, con lo que u; es de hecho una unidad
de C{z} y asi, existe w; € C{x} tal que w? = w;, y en particular w;w; = 1. Ahora,

Wie; = Wie; = Wiuie; = (Wiw;) wie; = w;e;.
Consideramos, finalmente, la matriz diagonal € = (wyey,... ,wye.,0,...,0) y la matriz

invertible ¢ = (wy,... ,w,,1,...,1). Entonces,
(i) a = ue(qu)
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(ii) € es una matriz de factores invariantes de a con coeficientes en R({z})[y].

Definiciones 2.4 Sea a una matriz con coeficientes en K({z})[y], con K=R o C. En-
tonces:

e Sia=a", para cada z € K({z})" se tiene que z*az € R({z})[y]. Decimos que a >0
sty sélo si z*az > 0, es decir, es psd en R({z})[y] (I.1.8) para cada z € K({z})™.

e Decimos que a es anisétropa si para cada z € K({z})", z # 0, se cumple que z*az #

0.

Observaciones 2.5 (a) Sean b,c € M, (C({x})[y]) tal que det(b) # 0 entonces si a =
b*cb se cumple que a > 0 si y sélo si ¢ > 0.

En primer lugar, a > 0 significa en particular que a = a* y asi, como ademads det(b) # 0,
se tiene que ¢ = c*. Sea z9 € C({z})" y consideramos yo = Adj(b*)zq. Se tiene

0 < yiayo = 25 Adj(b)*b*cb Adj(b')zo = det(b) det(D)ziczo = | det(b)|? 25 czo.

Ahora como | det(b)|? # 0 concluimos que zjczg > 0 y asi ¢ > 0. El reciproco es trivial.
(b) Sia >0, entonces para cada z € C({x})[y]" se cumple que z*az > 0.

En efecto, si z € C({z})[y]",z # 0, tomamos b € M, (C({z})[y]) una matriz con
determinante no nulo cuya primera columna es z. Por la observacion anterior ¢ = b*ab > 0
y entonces z*az = c11 > 0.

(¢c) Sia = a" € M(C{x})[y]) cumple que det(a) # 0 y a > 0, entonces a es
anisotropa.

Sean zyp € C({z})", 20 # 0, y b € M,,(C({x})) una matriz invertible, cuya primera
columna es zy. Como a > 0 y b es invertible, entonces ¢ = b*ab > 0 y det(c) # 0.
Ademéds, ziazg = ujcu; = c11 > 0 (siendo w;, el vector cuya coordenada i-ésima es 1y
todas las deméds son nulas). Si ¢;; = 0 veamos que entonces cij=0para2<j<ny
por tanto det(c) = 0 lo cual es una contradiccién. Si existiera 2 < j < n tal que ¢1; # 0
(digamos j = 2) tomamos zj = (—¢22 — %, c12,0,...,0) # 0y, como ¢ > 0, obtenemos que
ziczg = —(e22 + 1)|c12]? > 0y por tanto, al ser c19 # 0, tendriamos que 1+ co2 < 0 lo que
es falso, pues co2 = ujcug > 0.

Lema 2.6 Sea{ € Pr C P, entonces el polinomio irreducible de § sobre C({x}) pertenece,
de hecho, a R({x})[y].

Demostracion.  En efecto, si €& € &g entonces existe g € R({z}) tal que & = g(z!/9)
siendo ¢ = q(&), y el irreducible de ¢ sobre C({z}) es Q(z,y) = z;%](y — g(eZkmilagl/ay),
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Ademds, se tiene que

g—1 q—1
Q(z,y) = [[ (v — g(e®mi/azi/a)) = T (v — g(em/az1/a))
k=0 k=0
q—1 q—1
= [[ (v — g(e2mifaz'/9)) = T (y — g(e” 2™/ 921/ 9))
k=0 k=0
q—1
= [ (v — g(e e Pmazt/ay) = Q(a,y)
k=0
Con lo que, en efecto, @ € R({z})[y]. [ ]

Proposicién 2.7 Sea a > 0 con det(a) # 0 y supongamos que a = ep siendo e €
M, (R({z})[y]) una matriz de factores invariantes de a y p € M, (C({x})[y]) invertible.
Entonces para cada 1 < i < n existe ¢, = +1 o — 1 tal que g;¢; > 0. De este modo,
reemplazando e; por €;e; podemos suponer que e; > 0 para todo 1.

Demostracion. Supongamos que existen indices i tales que e; no es definido, y sea i = m
el primero de ellos. Como e,, no es definido, tiene una raiz £ € ®r de multiplicidad impar
A(m) y, por tanto, el polinomio irreducible @,, de & sobre C({x})[y] divide a ey,.

Denotamos por (k) la multiplicidad (posiblemente 0) de £ como raiz de ey, es decir,
Ak) = max{r € N: Q} |ex}. Dado que e1,... ,em—1 > 0y e1]...|en, se tiene A(1) <
< Am—=1) < A(m) < A(m+1) <... < A(n).

Veamos que Qp|pij sil <i<m <j < n.

En primer lugar, como a > 0 entonces @, = €mPmm > 0y asi, como A(m) es impar,
se tiene que Q,|pPmm. Por otro lado, como

€1P11 €1P12 cee €1P1m v €1P1n

€2P21 €2p22 ... €2P2m ... €2D2p
ep =

EmPml EmPm2 -+ EmPmm ... EmPmn

€EnPnl €EnPn2  --- EnPnm ...  EnPnn

y ep = p*e* entonces e;p;; = €;p;; = €;D;; v asi, si i < m < j se obtiene que Q,|pij, ya
que A(7) < A(m) < A(j).

Veamos ahora que si i = m < j entonces Qp,|pm;j. En efecto, como ep > 0 si

Uj(ﬁ’?/"):(O?"‘?O’p70""707ﬂ707“"0)



con p, it € C({z})[y] se tiene que
0 < . epny o) = () (b oPns) () g (S nins) (1)

€jPjm  €5Djj I €mPmj  €;Djj H

Ahora, por 1.2.5 (b), si tomamos p = —eppmj, it = €mPmm Obtenemos
empmm(empmmejpjj - egmpmjﬁmj> > 0.

Ademds, como a = ep > 0y det(a) # 0 entonces por 1.2.5 (¢) a es anisétropa. Por tanto,

se tiene que €y,Pmm 7 0y €mPmm = 0 con lo que e,pmme;jpj; — e?ﬂpmjﬁmj > 0.

De esta forma, como ey, |e; se tiene que ej = emd; y asi djpmmpjj — |Pmj|> > 0. Ahora,
como & es rafz de pp,, entonces —|pm;(€)]? > 0, con lo que [py,;(€)|? = 0, lo que implica
que Qm|Pm;j © Qm|Pm; (Pues @, es irreducible). Pero, como £ € ®g entonces (por 1.2.6)
Qm € R({z})[y] y por tanto Qm|pm;-

Finalmente, como

pii(§) .. prm—1(§) 0 . 0
Pt o Pmama®) 0 .0
p(&) = Pm1(§) oo Pmm—1(§) 0 0
pm+171(£) s pm—l—l,m—l(g) pm—l—l,m(g) s pm—i—l,n(&)
pnl'(f) cee pn,m;l(f) pnm(g) cee pnn(ﬁ)

se tiene que det(p)(§) = det(p(€)) = 0, ya que las m primeras filas son linealmente de-
pendientes. Sin embargo, como p es invertible entonces det(p) = g € C({z}) \ {0} y por

tanto, 0 = det(p)(&) = g, contradiccidn. [ |
Lema 2.8 Sean e1,... ,en € R({z})[y] tales que eiles|...len y e; > 0 para 1 < i < n.
Entonces existen ly,. .. 1, € C({x})[y] tales que l1] ... |ln y ei = lil; para 1 <i <mn.

Demostracion. Para demostrarlo vamos a proceder por induccién:

Para n = 1, como e; > 0 entonces e; = tglﬁl con 1y > 0, di € P(R{z}[y]). Por
[.1.6, di € Yo(R{x}[y]) v existen 1,11 € R{z}[y] tales que di = &2 + 72, y, por tanto,
_a?

e1=pr + ;Z—llQ. De este modo, basta tomar [; = t% + i
Supongamos el resultado cierto para n — 1: existen ly,... ,l,—1 € C({z})[y] tales que
l|...|\ln—1y ei =l para 1 < i <n — 1. Entonces, como e,_1|e, tenemos e, = e,_1v,

y asi, como e,—_1,e, > 0, también v, > 0. Por ello, al igual que antes, v, = ¢,qn con
gn € C({z})[y]. De esta forma, e, = ln—1ln—1¢nGn = (ln—19n)(ln—19n) y basta tomar
ln = ln—1Gn- n
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Teorema 2.9 Sea a € M, (C({x})[y]) tal que a > 0 y det(a) # 0. Entonces existen

b,c € M, (C({z})[y]) tales que det(b) # 0, c es invertible, ¢ > 0 y a = b*cb.

Demostracion.  Por 1.2.2, 1.2.3 y 1.2.7 existen u,p € M, (C({x})[y]) invertibles y e €
M, (R({z})[y]) matriz de factores invariantes de a tal que a = u*epu y los elementos de

la diagonal de e son psd. De esta forma, por 1.2.8 existen l1,... ,l, € C({z})[y] tales que
L|...|ln y e; =1il; para 1 < i < n. As{ construimos la matriz | = (l1,... ,l,) que cumple
que e ="l y l1|l2] ... |l,. Como ep = p*e* entonces
hlipn  Lhipe ... Lhpi,
. lalopa1  lalopas ... lalapay
ep=10"lp = ) ) .
Elnpnl Elnan o Elnpnn
Lipin blepar - Inlnber
Lilipiz l2lepaa ... IlnlnDn2 s .
= . . ) =pltl=p'e
Liptn blban - InliPon

Nuestro objetivo es encontrar una matriz ¢ € MM, (C({z})[y]) tal que

haunli ligizle ... hquals
laga1ly  l2qaala ... l2qgonl
Flp =1%ql = , , o
Einll EQnZZQ e Eanln
Igualando las dos expresiones anteriores, y teniendo en cuenta que ly|ls] ... |l,, se deduce
ﬁ% sii<j

qij =\ pii sii=j
; .. .
pijg S11> 7

Finalmente, como
det(e) det(p) = det(ep) = det(I"ql) = det(I*) det(q) det(l) = det(e) det(q)

y det(e) # 0, entonces det(p) = det(q) y, por tanto, ¢ es invertible.

Si tomamos b = lu y ¢ = ¢ obtenemos el resultado deseado. |

A continuacién vamos a demostrar que todo elemento a € M, (C({z})[y]) que es in-
vertible y psd admite una expresién del tipo a = b*b siendo b € M, (C({x})[y]). Para ello
procederemos de forma andloga a la utilizada por Djokovié¢ en [Dj]. Empezamos con unos
preliminares:

20



Definicién 2.10 Sea a € M, (C({z})[y]), decimos que a tiene diagonal dominante si
a;; 0 para 1 <i<n yparaij setiene
grad, (a;) > grad, (a;;),

(si grad, (a;) = 0, esto significa a;; = 0).

Observaciones 2.11 (a) Si a tiene diagonal dominante, entonces

n

grad, (det(a)) = grad, (a;;)
=1

y, en particular, det(a) # 0.
En efecto, det(a) = ayy ... an, + Zaﬁd A15(1) - - - Ano(n) Y COMO a tiene diagonal domi-

nante grad, (a11 .. .an,) > grad, (Zaﬁd A1(1) - - - am(n)>, con lo que
grad, (det(a)) = grad, (a11 ... ann) = > _ grad, (a;)
i=1

(b) Una matriz a € M, (C({z})) C M,(C({z})[y]) con diagonal dominante es, de
hecho, diagonal.

Lema 2.12 Sea a € M, (C({z})[y]) una matriz con diagonal dominante y sea Wy el
C({z})-subespacio de M, x1(C({z})[y]) formado por las matrices z tales que grad,(z;;) <
grad, (a;;) Vi, j. Entonces Muxr(CH{x})[y]) = a Muxrx(C{x})[y]) © W

Demostracion. Es suficiente con probar el caso k = 1, es decir, que

CHzPl]" = a C{zPly]" @ W

donde W = Wj.
En primer lugar, observamos que si z € C({z})[y|" \ {0} entonces y = az ¢ W.
En efecto, sea 1 <r <ntalquez, #0y grady(zr) > grady(zi) para todo 1 < < n.
Como a tiene diagonal dominante entonces para i # r
grady(arizi) < grady(a”) + grady(zT) < grady(awzr)
y por tanto, como y, = ay121 + @r222 + . .. + QprZp + . .. + Arn2Zy Se tiene que grady(yT) =
grad, (arrzr) > grad,(a,), con lo que y ¢ W.

Esto muestra ya que a C({z})[y]*NW = {0} y para completar la demostracién veamos
ahora que a C({z})[y]" + W = C({z})[y]".

21



Para cada d € N sea W(d) el C({x})-subespacio de C({z})[y]™ formados por todos los
vectores z € C({x})[y]" cuyas coordenadas z; satisfacen que grad,(z;) < grad,(a;;) + d
para 1 < i < n. Claramente:

W=W(0)cW1)cW(@)cC--- vy dimgyey)(W(d+1)/W(d))=n
Como cada z € C({z})[y|"™ estd en algin W (d) basta ver que W(d+ 1) C a C({z})[y|" +
W (d).

Sea e; el vector tal que todas sus coordenadas son nulas excepto la i-ésima que es
1. Como det(a) # 0, los vectores {aey,aes,. .. ,aey} son C({z})-linealmente indepen-
dientes y t = >, Miae; = a (D, Mie;) € W, entonces el C({z})-subespacio vectorial de
aCHaDy]» "W (d + 1) c C({z})[y]" generado por {ylaei,ylaes,... ,y%ae,} corta a
W (d) tinicamente en el origen. Por tanto, como dimg((,})(W(d +1)/W(d)) = n entonces
se obtiene que W(d+ 1) C a C({z})[y]" + W(d). [ |

Teorema 2.13 Sea a € M, (C({x})[y]) una matriz anisétropa tal que a = a*. Entonces
ezisten u,d € M, (C({x})[y]), u invertible y d con diagonal dominante, tales que a = u*du.

Demostracion. Como el resultado es trivial para n = 1, supondremos que n > 2. Sea S
el conjunto de todos los pares (b, s) € M, (C({z})[y]) x {1,2,... ,n} tales que:

1. b es congruente con a: existe u € M, (C({z})[y]) invertible tal que b = u*au. En
particular b = b*.

2. 0 < grad,(b11) < grad,(b2) < ... < grady(bss) v, si s > 1, la submatriz b €
M,_1(C({x})[y]) en la esquina superior izquierda de a tiene diagonal dominante.

En el caso en el que s = 1, esto se reduce a que by; # 0

Es claro que S es no vacio, ya que como a es anisétropa, entonces a1; # 0 y por tanto
(a,1) € S. Ahora definimos en S la siguiente relacién equivalencia:

(b,s) ~ (c,7) siy solosi s =1y grad,(bi) = grad,(ci;) para 1 <i <.
Denotemos por R al conjunto cociente S/ ~, y por [b,s] a sus elementos. Dados
dos elementos [b,s] y [¢,7] de R diremos que [b,s] < [c,r] si se cumple una de las dos

condiciones siguientes:

1. Existe k < min{s,r} tal que grad,(b;) = grad,(c;;) para 1 <i < ky grad, (bgx) <
grady(ckk).

2. s > ry grad,(b;) = grad,(c;) para 1 <i <r
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La relacién < estd bien definida y es, de hecho, una relaciéon de orden en R. Ademas, toda
cadena decreciente [b1, s1] > [b2,s2] > -+ en R es necesariamente finita, con lo que R es
inductivo y, por el lema de Zorn, tiene un elemento minimal que denotaremos por [b, s],
siendo (b, s) uno cuaquiera de sus representantes.

En primer lugar, vamos a demostrar que necesariamente s > 1. Supongamos que s = 1,
entonces grad, (bg2) < grad, (b11) porque si no [b,2] € Ry [b,2] < [b,1]. Sea b’ la matriz
que se obtiene a partir de b intercambiando las dos primeras filas de b y después las dos
primeras columnas. Entonces [V/,1] € Ry [V/,1] < [b, 1], lo cual es una contradiccién. Por,
tanto s > 1.

Dividimos la matriz b en submatrices de la siguiente manera

o= (35 1)+ e Ma(Cliah,

donde by tiene diagonal dominante. Por 1.2.12, existe z € M (;_1)x (n—st+1)(C({z})[y]) €
y € W tal que by = bjz +y. Sean

. 1 —=z x . bly
i=(y 7). vmaw= (1Y)

Intercambiando simultdneamente las ultimas n — s + 1 filas y columnas de v, podemos
suponer sin pérdida de generalidad que

grad, (c11) < grad,(c22) < ... < grad, (C(n—s+1)(n—s+1))-
Ahora distinguimos dos casos:
e grad,(c11) < grad,(bs—1,s—1). Entonces, sea r < s — 1 tal que

grad, (b,—1,-1) < grad, (c11) < grad, (by)

Intercambiando en a las filas r-ésima y s-ésima y después las columnas r-ésima y
s-ésima obtenemos un elemento [v/,r 4+ 1] € R tal que [v/,7 + 1] < [b, s] lo cual es
una contradiccion.

° grady(cn) > grady(bS,LS,l), con lo que la submatriz s X s en la esquina superior
izquierda de v tiene diagonal dominante. Si s < n entonces [v,s+1] € Ry [v,s+1] <

[b, s] con lo que llegamos a contradiccién.
De esta forma s = n y, dado que v es simétrica, tiene diagonal dominante. |

Dada una matriz a € M, (C({z})[y]), denotamos (a) = grad, (det(a)). Es claro, que
si & = u es invertible entonces det(u) es una unidad de C({z})[y], y por tanto §(u) = 0.

Teorema 2.14 Seaa = a* € M, (C({z})[y]) una matriz anisétropa e invertible. Entonces
a es congruente a una matriz diagonal d € M, (R({z})).
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Demostracién.  Por el teorema anterior, existen u,d € 9, (C({z})[y]) tales que u es
invertible, d es una matriz con diagonal dominante y a = u*du. Como d es una matriz
con diagonal dominante entonces, por 1.2.11,

0=4(a) =20(u) + 6(d) = 0(d) = grad, (di11) + grad, (da2) + ... + grad, (dnn)

Por tanto, cada d;; € C({z}) \ {0}. Ahora, por 1.2.11(b) d es diagonal. Finalmente, como
d= (u"Y)*a(u™') y a = a*, se tiene que d = d*, y por tanto, d;; = d;; para 1 <i <n. De
este modo, d es una matriz diagonal de 9, (R({z})). [ |

Ya podemos demostrar el siguiente teorema que nos permitird acotar el nimero de
Pitagoras segin anunciabamos al principio.

Teorema 2.15 Sea a € M, (C({z})[y]) tal que a > 0. Entonces existe b € My, (C({x})[y])
tal que a = b*b.

Demostracion.  Por 1.2.2 existen v € M, (C({z})[y]) invertible y a’ € M, (C({z})[y])

/

(r = rg(a)) tales que a = u* “ 0) u, a’ > 0y det(a’) # 0. Ademds, por 1.2.9 existen

0 0
by, c € M, (C({z})[y]) tales que det(by) # 0, c es invertible, ¢ > 0y a’ = bjcb;. Ahora,
como c es > 0 e invertible, entonces por 1.2.5 (c) es anisétropa, y asi por 1.2.14 existen
matrices v € M, (C({z})[y]) invertible y d € M, (R({z})) diagonal y > 0 (por 1.2.5 (a)),
tales que ¢ = v*dv. Como cada d; € R({z}) es psd, existe g; € R({z}) tal que d; = g2.

Por tanto, si g = (g1,...,gr) entonces a’ = bjv*ggub; = (guvby)*(guby). Asi, si tomamos
b= (g %bl 8) u, obtenemos el resultado deseado. |
Corolario 2.16 Sean Ly, Lo,... , L, formas lineales en n variables sobre R = R({z})|y],

R{z}[y] 6 R{x,y}, y o = L? + L3+ --- + L2. Existen formas lineales Q1,Q2, ... ,Qan
sobre R tales que p = Q3 + Q3+ -+ Q3,..

Demostracién.  Supongamos primero R = R({z})[y]. Sea a € M, (R({z})[y]) la matriz
asociada a la forma cuadrética ¢. Como a > 0 entonces para cada z € R({x})" se tiene que
z'az > 0. Esto vale también para z € C({z})". En efecto, si tomamos y = u+iv € C({z})"
tenemos que (u + iv)*a(u + i) = (u' — iv')a(u + ) = (vau + v'av) + i(ulav — v'au) =
utau + vtav > 0.

Asi, por el teorema anterior existe b € M, (C({z})[y]) tal que @ = b*b. Como b = by +iby
con by, by € M, (R({z})[y]) entonces a = (b% — ibk)(by + iba) = biby + bhbo + i (bl by — bby)
y por tanto:

a = b§b1 + bgbg
biby, = bbby
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De este modo, ¢ = zaz! = zb! b1z! + zblbez! (siendo z = (z1,. .. ,z,)) y asi, existen formas
lineales Q1,Q2, . .. , Q2, sobre R({z})[y] tales que ¢ = Q% + Q3 + ... + Q3,.

Pasemos ahora al caso R = R{z}[y]. Sea a € M,(R{z}[y]) C M, (R({z})[y]) la
matriz asociada a la forma cuadritica ¢. Como acabamos de ver existen dos matrices
b1, by € M, (R({x})[y]) tales que a = blby + blbs.

Sean, ahora, c1, ca € My (R{z}[y]), » > 0 tales que by = Ck Operando tenemos
T

e

(1)y2 (142 (2)y2 (2)y2
e )2+ (e )+ () + o+ (o
(21) (zn) (zl) ('m) E]R{a:}[y]

@ii = xr2r

(k)

con lo que necesariamente x’"|cw para cualesquiera i, j,k, y en consecuencia b1, by €

M, (R{z}[y]). Asi, podemos terminar como antes, pero ahora sabemos que las formas
Q; estdn definidas sobre R{z}[y].

Finalmente supongamos R = R{z,y}. Sean m > 0, Ay, el jet de grado m de L;
para 1 < i < r, y consideramos la forma cuadratica ¢,, = A3}, + 43, + - + A%,
sobre R{x}[y], que es semidefinida positiva. Por el caso anterior, existen formas lin-

eales Q1m, Qams - - -  Qan.m sobre R{z}[y] tales que ¢, = Q3,, + Q%,, + -+ Q%n’m =
mod (z,y)™* .

Como esto lo podemos hacer para cada m > 0, por el Teorema de Aproximacién
de M. Artin (0.10), existen Q1,Q2,... ,Q2, formas lineales sobre R{z,y} tales que ¢ =
Qf + Q3+ + Q3. u

Teorema 2.17 Sea A un anillo que es un mddulo finitamente generado, digamos por n
generadores, sobre R = R({z})[y], R{z}[y] 6 R{z,y}. Entonces p(A) < 2n.

Demostracion. Sean y1,ys, ... ,Yn los generadores de A y
f=(any + -+ alnyn)2 + (agiy1 + -+ a2nyn)2 +oot(aryr+ o+ arnyn)2 € LA
Consideramos la forma cuadratica

o =(anzi+ -+ a1nzn)’ + (a2121 + - + a2020)? + -+ + (@121 + - + Gz,

que abreviamos ¢ = zbz!, z = (z1...,2,) y b € M, (R); ¢ es claramente semidefinida
positiva. Entonces, por 1.2.16, existen formas lineales Q1,Q2, ... ,Q2, tales que ¢ =
Q3+ Q3+ -+ Q3,. Finalmente, si denotamos y = (y1, ..., y,) resulta

F=0W)=Q1(y)°+ Q)+ + Qan(y)’

que es una suma de 2n cuadrados en a. |
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3 Multiplicidades

En esta seccion, recordamos algunas propiedades generales de la multiplicidad de un anillo
local, y deducimos una descripciéon particular para anillos analiticos.

(3.1)  Multiplicidad en un anillo local. Sea A un anillo local con cuerpo de coefi-
cientes k e ideal maximal m. Si M es un médulo finitamente generado sobre A tenemos
la funcion caracteristica de M

Ly - k — dim, (M /m*M).
Se demuestra que existe Qs € Q[T tal que
Ly (k) = Qur(k)

para k suficientemente grande; este @y se denomina polinomio caracteristico de M ([Ei,
12.1]). El polinomio caracteristico de M tiene grado d = dima (M), siendo esta la di-
mensién de Krull del anillo A/(ann M), ([Ei, 10.1,12.1]). Su coeficiente director se denota
e(M). En fin, la multiplicidad de M es

mult(M) = d! e(M)

que es un numero entero > 1.

(3.2) Multiplicidad total. Supongamos M = A/I siendo I un ideal radical de altura
r. Escribimos
I:plﬂ...ﬁpsﬂps+1ﬁ...ﬂpl

siendo p1, ... ,ps los asociados primos de altura r, y ps+1,...,p; los de altura > r. Uti-
lizando las sucesiones exactas habituales

0— M =A/(anb) =M =A/a® A/b - M" = A/(a+b) =0

se relacionan los polinomios caracteriticos de los tres médulos M, M', M" del modo sigu-
iente

Qu =Qm +Qu» — Q"
con grad(Q*) < dim M’ ([Ei, 12.2]). De esto se deduce facilmente:

mult(M) = " mult(A/p;).
=1
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Asi pues, la nocién habitual de multiplicidad olvida los asociados primos que no tienen
altura minima, y para poder tenerlos en cuenta se introduce la nocién de multiplicidad
total:

l
multp (M) =) mult(A/p;).
=1

Nosotros necesitamos estas nociones cuando A es el anillo de series convergentes R{x},
x = (x1,...,T,) y M es un cociente de este anillo. Para describir en este caso la multi-
plicidad de forma méds geométrica, es preciso cierto trabajo previo. Empezamos con una
terminologia afinada sobre cambios transversales de coordenadas. En lo sucesivo deno-
taremos O, = R{z} y m, al ideal maximal (x1,... ,2,)Op.

Definicién 3.3 Un polinomio P € R{x1, ... ,zp_1}[zy] se llama especial (con respecto a
Ty) si es distinguido con repecto a Ty, y w(P) = grad, (P).

Proposicion y Definicién 3.4 Sea I un ideal de O, de altura r. Entonces tras un
cambio lineal de coordenadas I N O,—, = (0), y existen polinomios especiales P; € I N
On—i[tn—it+1], 1 <i <r, tales que w(P;) = w(I N Op_j[xn—i+1]). Asi, el homomorfismo

0 0n 0, 0,1

es finito e inyectivo. En esta situacion, diremos que I estd bien sumergido.

Ademds, si el ideal I = p es primo, entonces los polinomios especiales Py, ... , P, son
irreducibles como elementos de Opn_i[xn—i+1] y sus grados (con respecto a T,_;11) son

< [cf(On/p) : cf(Oq)]-
Este cambio lineal de coordenadas se puede hacer de forma simultdnea para una familia
finita de ideales.

Demostracion. Para un ideal general I repitase la demostracién de [Rz3, 11.2.3] eligiendo
en cada paso los P; € I N Op_i[xn—it+1] de orden minimo.

Veamos, ahora, que si I = p es un ideal primo entonces los F; son irreducibles en
On—i[tn—iy1] de grados < [ef(O,/p) : ¢f(Oy)] para 1 < i < r. En efecto, sea d =n —r,
entonces para cada d +1 < j < n consideramos el diagrama

Ou —  Oglty] —  Oufp
! ! !
cf(Oa) — cf(Oa)l0;] — cf(On/p)

siendo #; = z; + I. Sea, ademas, Q); el polinomio irreducible de 6; sobre cf(O4). Como
Oy es integramente cerrado, entonces Q) € Og4[T y por tanto, Q;(x;) € p. Pero, por cémo
hemos elegido los P;, se cumple que

grad, (Pnj1) = w(Pn—j+1) < w(Qj) < grad, (@) < [cf(On/p) : cf(Oa)]-
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Veamos, finalmente, que los P; son también irreducibles. Por reduccién al absurdo, supong-
amos que P; no es irreducible en O,,_;[x,_;11]. Entonces existen polinomios mdnicos
F,G € On_i[rn—i+1] de grados estrictamente menores que el grado de P; tales que P; =
FG. De este modo,

gra‘dibn_i+1 (F) + gradxn_i+1 (G) = gra‘dmn_i+1(3) = w(PZ) = CU(F) + W(G)

y por tanto,

gra‘dwn_i+1(F) = (A)(F)

gradxn_i+1 (G) = CL)(G)
con lo que F,G son especiales y w(F),w(G) < w(P;). Finalmente, como p es primo, se
cumple que F' € p o G € p, contradiccién. |
Proposicion 3.5 Sea p un ideal primo de O, de altura r = n — d, bien sumergido.
Entonces

mult(on/p) = [Cf(on/p) : Cf(od)]
Demostracion. Como p estd bien sumergido, la aplicacion

0045 0,2 On/p

es finita e inyectiva. Sea q = (x1,...,24)O,. Por [ZaSa, VIIL.§10], se cumple que existe
un polinomio Q4 de grado d y coeficiente director [cf(Oyn/p) : ¢f(Oq4)]/d! tal que para k
suficientemente grande

Qqlk) = dimz (O, /[d" +p])
Asi, basta demostrar que para k suficientemente grande la diferencia
dimp (On/[mfi + p]> — dimg (On/[qk + P])
estd acotada por un polinomio de grado < d—1. O equivalentemente, dado que la sucesién
0 — [} +p] /(" +p] = O /[a" +p] = O /[ + 5] = 0
es exacta, que para k suficientemente grande
dimg ([mf +p] /10" + p)])

estd acotada por un polinomio de grado < d — 1. Comprobemos, pues, esta ultima afir-
macion.
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Como p estd bien sumergido existen polinomios especiales P; € p N Op_j[Tn—it1],
1 < i < r, irreducibles en O,,_;[x,_;11] y de grados d; < [ef(On/p) : cf(Oq)] = m.
Entonces, cualquier f € m* + p se puede dividir sucesivamente por ellos hasta obtener

s
f:ZHzP7,+97 g: Z ay/(x/)xzii‘:il,..x;;n’
=1 0<vg41,.-- wn<m
siendo 2’ = (z1,...,2q) y V' = (Was1,--- ,Vn)-
Afirmamos que w(g) > w(f) yasiw(a,) > k—Wagp1+-+vn) si0 < vgii,..., v, < m.

Para ver esto, basta con demostrar que el resto R de la division de Weierstrass de una serie
h entre un polinomio especial P € O,,_;[x,—i+1] cumple que w(R) > w(h). Esto dltimo se
ve por reduccion al absurdo.

En efecto, supongamos que w(h) > w(R) y que las descomposiciones en componentes
homogéneas de P, @, R (siendo @ el cociente de la divisién anterior) son:
Q = U+Qg1+---
R = R+ Rspq+---

Como w(h) > w(R), discutiendo las posibilidades encontramos A+u = sy P,Q\+Rs = 0.
Por tanto,
M= 1> grada:n (RS) = gradxn(‘PH) + gradxn (Q)\) > M,

contradiccion.

Asf, todo elemento de [mF + p] / [q¥ 4+ p] tiene un representante de la forma

g+at+p= Z ay (2w a* +p,
1<vgit,... ,vn<m
con k— || <w(ay) <k—1s11<wv441,...,v, <m. En consecuencia,
dim ([mf +p] /0" + ]
< Z dimg L[z} -2 : k= V| <+ vy <k—1]

0<Vg41,ee sWn<m

_ ¥ <k—cll+d>_<k:—|z/]d—1+d>

0<vg41,--swn<m L

R T LSHUER R (k—\u/\>-~<k—\u/|+<d—1>>]'

d! d!

0S”d+17“' wWn<m L

La peniltima igualdad es consecuencia inmediata de [Ei, 1.10]. De la tltima igualdad se

deduce que dimpg ([mfl + p] / [qF + p]) estd acotada por una suma finita de polinomios de

29



grados < d — 1, con lo que concluye la demostracién. |

Ejemplo 3.6 Si F € O, entonces mult(O,/(F)) = w(F).

Mediante un cambio lineal de coordenadas, podemos suponer que F' es regular con
respecto a x,, de orden w(F') y, de hecho, que F' es un polinomio especial con respecto a
Zpn. En primer lugar, vamos a calcular para k > w(F')

dimg (O, /[(F) +m])

Para ello hay que observar que todo elemento de O,,/[(F)+m£] tiene un tinico representante

del tipo
w(F)—-1

g+ F)+mb = > aual + (F)+m)
1=0

siendo a; € R[z1,... ,xn_1] y grad(a;) < k —i — 1. De este modo,

dimg(On/[(F) +my])
w(F)—1
= Z dimg Lg[zi* 2" s 0<uvy+ - +vpg <k—i—1]
=0

n—1

_w(g):—l i 141 _“(F)‘1<k—i)---(k—i+”—2)
a par n—1 B P (n—1)!

Este sumatorio es un polinomio de grado n — 1 y coeficiente principal (z(f?)!, y por tanto

mult(O,,/(F)) = w(F).

4 Acotaciones

Después del trabajo preparatorio de las secciones anteriores, ya es posible acotar el niimero
de Pitagoras de un germen de superficie en funcién de algunos de sus invariantes numéricos.

Comenzamos con la acotaciéon inferior.

Teorema 4.1 Sea X C R"™ un germen analitico, n > 3. Entonces
pIX] = B logy(w(I(X)) +1)]

stendo EH la parte entera.

Demostracion.  Consideramos un polinomio f € R[z,y] de grado ¢ = 2P — 2 que sea
suma de cuadrados de polinomios, pero no menos de p ([Ch et al]). Homogeneizando f

obtenemos
r1 X9
g(xla s ,mn) = .T%f <_a _> .



Claramente g es sos en R", luego también en X. Si p[X] < p, entonces
g=hi+ - +hl +h
con h € I(X). Siw(I(X)) > g, entonces igualando formas iniciales obtenemos
g=gi+ - +g5

con gi, ... ,gp—1 € R[z1, z2, ;] homogéneos. Deshomogeneizando resulta que f es suma
de p — 1 cuadrados, contradiccion.

Por tanto, si p = E[logy(w(I(X)) + 1)], entonces p[X] > p, como querfamos. [ |

Observaciones 4.2 (a) Si w(I(X)) > 3, p[X] > n. En efecto, se puede repetir el
argumento anterior con g = 2% + - - - + 22 que no es suma de n — 1 cuadrados.

(b) Para dimensién de inmersién n = 3 existen gérmenes de curva y de superficie
con numero de Pitdgoras arbitrariamente alto. En la seccién 1.5, veremos como obtener
gérmenes de curva en R? cuyos ideales tiene érdenes arbitrariamente altos.

Como cota superior tenemos la siguiente:

Teorema 4.3 Sea X C R"™ un germen de superficie. Entonces

p[X] < 2multp(X)eedmX),

Demostracion. Denotaremos por vx al minimo nimero de generadores de O(X) como
Og-médulo. Afirmamos que se cumple que

vx < multT(X)codim(X) )

Por comodidad, vamos a suponer que X es un germen analitico de dimension d. En
primer lugar, sea I(X) = p; N --- N ps la descomposicién primaria reducida de I(X) con
ht(p;) = r; = n — d;. Por 1.3.4 podemos suponer que los ideales p; estdn bien sumergidos,
y entonces por 1.3.5 se cumple que

[cf(On/p:) : f(Oa)] = mult(Oy/p;)  paral<i<s.

Sea P;; el polimomio irreducible de elemento 0;; = z; +p; € Op/p; sobre cf(Oy,) para
1<i<s,d+1<j<n;entonces, por [Rz3, I1.3], se cumple que los P;; son polinomios
distinguidos de Oy, [T] de grados < [cf(O,/pi) : c¢f(Oq,)] = mult(O,/p;).

Consideramos, a continuacién, los polinomios Pj(x(i),xj) = [I;., Py (a:(i),:cj),x(i) =
(x1,...,24,) que son claramente elementos de p; N...Nps = I(X) y cuyos grados (con
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respecto a ;) son < » 7 mult(O,/p;) = multT(X). Por divisién sucesiva por estos Pj,
vemos que
G={z /- alr s 0<van, ... v, < multp(X)}

es un sistema de generadores de O(X) como Og-médulo, y por tanto, yx < multp(X)" 9.

Una vez probado lo anterior, el enunciado resulta inmediatamente de 1.2.17. |

5 Ejemplos

Aqui mostraremos que no se puede obtener una cota superior del nimero de Pitagoras
de un germen de superficie solo en funcién de la multiplicidad, lo que explica el uso de la
multiplicidad total en la seccién anterior. Empezamos demostrando el siguiente resultado
previo.

Proposicién 5.1 Para cada q € N existen gérmenes de curva Y C R cuyo nimero de
Pitdagoras es > q.

Demostracion. Como consecuencia de 1.4.1 basta demostrar que para cada k > 1 existe
un germen de curva irreducible Yy, cuyo ideal primo I(Y;) = pr cumple que w(py) > k; de
hecho, de 1.4.1 se deduce que el germen de curva Y = Yaq tiene niimero de Pitdgoras > gq.

Para ello, consideramos tres enteros ar < br < ¢ primos entre si, y afirmamos que
podemos elegirlos para que el germen de curva parametrizado por & = t%,y = t%, z = ¢
cumpla esa condicién.

En efecto, simplifiquemos la notacién escribiendo a = ag,b = bx,c = ¢k, v p = Pi
que es el nicleo del homomorfismo R{z,y,z} — R{t} : z,y,z — t?, t?. t¢. Buscamos un
sistema de generadores de p como sigue. Sea

F = Zal,xl’lyl’Qz”3 € R{z,y,z}
14

tal que

F(t,t° 1) = i Y att] =0

d=1 \ avi+bro+crz=d

Consideramos los polinomios

Fy= Z a,x” Y22 e 1(Yy),
avi+bro+crz=d

de modo que F' =Y 77, F;. Ahora, se sabe que existen tres binomios

P, = 2% — y*22% Py = yﬁz _ b 2537 P, =27 — gy
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(con ac; = bag + cagz,bf2 = afi + ¢f3,cy3 = avy1 + by2) que generan el nicleo del
homomorfismo R[z,y, 2] — R[t] : x,y, 2z — t%,t°,t¢ (véase, por ejemplo, [Kz, V.§3]). De
este modo, para cada d € N existen polinomios Ag, By, Cqy € Rz, y, 2] tales que F; =
AgPy + BiPg + CqPy, y por tanto F' = P, Y ;Aq+ Pg)> 4 Ba+ Py) ;Cq, con lo que
I(Yy) = (Pa, Pg, Py). Veamos que los 6rdenes wy = w(Py),wg = w(P3),wy = w(Py) son
> k para la siguiente eleccién: a = p un nimero primo > k> +2, b =p(p — 1)+ k y
c= p2 + 1.

(i) wo > k: Como aay = bag + cas > b(as + a3) y a < b, entonces a > g + g, y por
tanto w, = ag + a3. Por otro lado, sustituyendo los valores de a, b y ¢ obtenemos
que

par = ((p — Doz + paz)p + kaz + a3

y asi, p < kag + a3 < k(as + a3) = kw,, lo que significa que w,, > p/k > k.

(11) wg > k: Como bfBs = aff; + ¢f3 > cf3 y b < ¢, entonces fy > (3. Ademds, tenemos

la expresién
(pBs+ B1— (p—1)B2)p = kP2 — B3>0

con lo que kB2 > py B2 > p/k > k. Siwg = o < 1 + B3 hemos terminado.
Por tanto, supongamos que wg = (1 + 3 y f1 < k (en caso contrario no hay
nada que probar). Entonces pfs + 81 > (p —1)B2 > (p — 1)p/k y asi, wg > (3 >
(p=1)/k=p/p=p-1)/k=k/p=(p—2)/k =k

(111) wy > k: Como cyg3 = ay1 + by2 < b(y1 +72) y ¢ > b, entonces 71 + 72 > 73 = wy.
Por otro lado

(pv3— (=12 —)p=Fky2 — 73

y tenemos tres subcasos:

(a) ky2 < 3. Entonces wy =v3 >p > k.
(b) kvy2 = 3. Entonces v2 > 1y wy =73 > k.

(c) kvya > 3. Entonces kv > py pys > (p— 1)y > (p — 1)p/k, con lo que
wy=73=(p—1)/k >k

Corolario 5.2 Para cada q € N existen un gérmenes de superficie analitica X C R3 de
multiplicidad 1 y numero de Pitdgoras > q.

Demostracién. Por el teorema anterior, existe un germen de curva Y C R? cuyo ntmero
de Pitagoras es > ¢q. Sea, ahora, X = Y U {z = 0} que es un germen analitico de di-
mensién 2, tal que mult(X) = mult({z = 0}) = 1 (como consecuencia de 3.2, aunque su
multiplicidad total es mult(Y) + 1 y por tanto alta), y p[X] > p[Y] > ¢ por ser O(Y) un
cociente de O(X). [ |
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Capitulo 11

Sumas de dos cuadrados

1 El cono

El objetivo de esta seccién es demostrar el siguiente teorema, que resuelve el problema
P = X para el germen del cono.

Teorema 1.1 Sea X : 22 = 22 + y? la singularidad del cono. Entonces cualquier germen
analitico no negativo sobre X se puede expresar como suma de dos cuadrados de gérmenes
analiticos.

Demostraremos este resultado en tres etapas. En primer lugar, observamos que O(X) =
R{z,y, 2}/(2* — 22 — y?) es un R{z, y}-médulo libre de rango 2 con base 1,z. En efecto,
dividiendo por 22 — 22 —y? los elementos de O(X) se escriben en la forma f(x, )+ zg(x, )
con f,g € R{z,y}. Con esta escritura, tenemos el siguiente resultado parcial:

Proposicién 1.2 Sean f,g € R[z,y| tales que f+ zg es psd sobre X. Entonces existe un
entero m > 0, tal que 2™ (f + zg) es suma de dos cuadrados de gérmenes analiticos en X.

Demostracion. Estimemos primero los 6rdenes de las series f,g. Para ello, observamos
que un germen de curva plana (at,bt) se eleva a dos gérmenes de curva en el cono, que
son (at,bt, £ct) con ¢ = va? + b?. Como f + zg > 0 en el cono cerca del origen, entonces

0 < f(at,bt) £ ctg(at,bt) = (fpla,b)t? +---) £ (cgq(a, bt + .-,

donde fj, y g4 son las formas iniciales de f y ¢ respectivamente. Si elegimos (a,b) adecua-
dos, tenemos que f,(a,b) # 0y g4(a,b) # 0, con lo que la igualdad anterior implica que
p < q+1,ypespar: p=2n. De esta forma las descomposiciones de f y g en componentes
homogeneas son de la forma

f:f2n+"'+f7‘a g=9gom-1+- -+ Gr-1.

35



En particular, la forma inicial de f + zg es fan + 2g2n—1, ¥ podemos suponer que no se
anula sobre el cono (en caso contrario, reemplazamos f por f — fo, ¥ g POr ¢ — gopn—1 ¥
obtenemos la misma funcién sobre el cono).

Consideramos, a continuacién, la explosién ¢ : ¢ = ut,y = vt,z = t, que aplica el
cilindro Y : u? +v? = 1 sobre el cono. De hecho, ¢ aplica el germen de Y a lo largo de la
circunferencia ¢t = 0, u? + v? = 1 sobre el germen de X en el origen. Componiendo con f
obtenemos

f o= f(tu,tv) + tg(tu, tv) = t*"h(u,v,t),

donde
h(uv U7t) = (fgn(u,’l)) + anfl(ua U)) + t(f2n+1(u7 7)) + an(uﬂ ’U)) +o
4 (fr(u, v) + gr—1(u, v))

Como fan(x,y) + 2g2n—_1(,y) no se anula sobre el cono z? = x2 +y2, entonces fo, (u,v) +
92n—1(u, v) no es idénticamente cero sobre u? 4012 = 1. Ademds, como f + zg es psd sobre
22 = 124y? cerca del origen, se cumple que hy(u,v) > 0 en u?2+v? = 1, y |t| suficientemente
pequeno. En lo sucesivo, nuestro argumento es una especie de revision parametrizada de
la demostracién clasica de que todo polinomio psd sobre la circunferencia es suma de dos
cuadrados de polinomios, como se puede ver en [PoSz].

Consideramos los polinomios trigonométricos para u = cosf, v = sen §:

cos(k#) = Py(u) donde Py tiene grado k, y
sen(kf) = vQx—_1(u) donde Qx_1 tiene grado k — 1.

Entonces, para u? 4+ v? = 1 tenemos la expresion:

h(u,v,t) =~v(t) + M (t)Pi(u) + - - - + A\ (t) Pr(uw)
+ U(Ml(t) + p2(t)Qu(u) + - + Nr(t)Qrfl(u)%

donde g, A\, ux € R[t] tiene grado < r —2n, y A, - no son los dos cero. En lo que sigue
denotaremos por R la parte real, y por < la parte imaginaria (see [Rz1]). De las igualdades

Pi(u) = R((u+ vV—=10)"), vQx 1 (1) = S((u+ vV=1v)"),

deducimos que
h(u,v,t) = v+ Z A ((u+ \/—_11))k) + S ((u + \/—_111)k)
k
=" + Z SO + V=1 (u — V=10)* + L (N = V=1px) (u + V—10)~.
k

Sea ahora w = u + +/—1v, con lo que ww =1y

w'h(u,v,t) = w (W0 + - +1W+ Y0 +Fw + - +F,w")
:fyr_|_...—|—")/1wr_1+,.)/0wr +71wr+1+_”+ﬁrw2r:G(t,w)7
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donde vy, = %()\k + v/ —1ug) para k > 1. No hay que olvidar que las igualdades anteriores
sblo se cumplen si u = cosf, v = sinf, pero independientemente de esto hemos obtenido
este polinomio G(t,w) € C[t,w], y por construccién

G(0,w) = w" (fan(u, v) + gon—1(u,v))

para u? 4+ v%2 = 1, es decir G(0,w) # 0; por tanto, como serie en t, este polinomio tiene
orden 0. A continuacién, vamos a estudiar G(¢, w) como polinomio en w, cuyas raices son
series de Puiseux en la variable .

En primer lugar, dichas raices estan relacionadas por la siguiente propiedad:

(1) Ninguna raiz de G es cero, y si C es raiz, entonces 1/( es también raiz de la misma
multiplicidad.

Sea ¢ una raiz de G. Como G(t,0) =, = %()\T ++v—1uy), v Aryty 00 son las dos cero,
entonces ¢ # 0. Ademads, tenemos que

w?G(t,1/w) = G(w),

y la substitucién w = 1/¢ nos da que G(t,1/¢) = 0. La afirmacién acerca de la multiplici-
dad se deduce, de forma sencilla, derivando la igualdad anterior con respecto w y haciendo
de nuevo la substitucién w = 1/¢.

Vamos a distinguir un caso especial de raices, estudiando para ello la conjugacion sobre
C{t}.
(2) Si ¢ y 1/C son conjugadas, entonces ambas raices tienen orden 0 y multiplicidad par,
y sus polinomios irreducibles pertenecen a C{t}[w].

Intercambiando ¢ y 1/¢ (si es necesario) podemos suponer ¢ = £(t1/9) para una serie
convergente . Recordamos que las series conjugadas de ¢ = ¢ (tl/ ) son las series (¥ =

2w
§(eTkt1/q), 1 <k < q, y que el polinomio irreducible de ¢ es el producto [ [, (w — ¢*), que
es siempre un elemento de C{t}[w]. Supongamos, ahora, que ¥ = 1/{. Esto implica que

L= gen IE() = (e T )

(tras la substitucién t1/7 — e_%ktl/q), y si hacemos n = £(e%kt1/‘1), obtenemos que

7= Z(ef%ktl/q) y que 1 = n7. Ademads, £ deberd tener orden 0.

_ @i

Estudiemos més detenidamente la serie de Puiseux 7. En primer lugar, como (e q k)q =

(—1)*, la substitucién ¢t/ — e~ @ "1/4 transforma el polinomio G(t,w) en el polinomio
G((—=1)*t,w), y ¢ en n. Asf, n es raiz de G((—1)¥t,w) y todo se reduce a probar que 7
tiene multiplicidad par.

Para ello, consideramos la funcién real:

I'(t,0) = h(cos,sin @, (—1)*t) = e "0 G((—1)Ft, ).
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Para s € R tenemos la funcién analitica I's :  — I'((—1)*s, 0). Derivandola sucesivamente

obtenemos que
k

D0(5,0) = > crer G((—1)Fs, ),
=0

con ¢y # 0. De estas identidades se deduce que si € € C es rafz del polinomio G, =
G((=1)ks,w) € C[w], entonces # € R es raiz de la misma multiplicidad de I,. Pero
por construccién, la funcién real I's es > 0 para # € R, de donde se deduce que todas
las raices reales tiene multiplicidad par. Ahora, si 1 tiene multiplicidad p, entonces una
especializacién adecuada nos da una raiz e’ € C de multiplicidad p de G para algin s, y
concluimos que p es par.

Asi finaliza la demostracién de (2), y factorizamos:
(3) Gt w) = @ TT,(w — &) (w — 2).

donde ¢ =7, € C[t], y el factor Q(t,w) € C{t}{w] corresponde a todas las raices de G de
orden 0 y multiplicidad par, con lo que () tiene orden 0. Ademas, intercambiando algunas
Co v 1/, si es necesario, podemos suponer que todas las (;’s tiene orden > 0. Hay que
sefialar que, por (2), las raices ¢, y 1/¢, no son conjugadas.

Después de estas observaciones previas, ya podemos probar que:
(4) El producto [],(w — () es, de hecho, un polinomio de C{t}[w].

Para demostrar la afirmacion, estudiaremos detalladamente las raices conjugadas de las
Co’s. Sean (; y (' series conjugadas. Si ¢’ es conjugada de alguna 1/, entonces ¢ # £y el
orden de (y es cero, con lo que podemos intercambiar ¢y y 1/(,. Por tanto, garantizamos
que ninguna raiz de [[,(w — () es conjugada de una raiz de [], (w - Zi) Ademss, por

la estructura de nuestra factorizacién, ninguna raiz de [[,(w — (¢) es conjugada de alguna
raiz de (). De este modo, concluimos que [[,(w — () es el producto de los polinomios
irreducibles de las (;’s, todos ellos de orden > 0, y, en consecuencia, es un producto de
polinomios de C{t}[w], con lo que es un elemento de este anillo.

Como h(u,v,t) > 0 para |w| = u? +v? = 1 y t real préximo a 0, podemos escribir:

1
h(u,0,8) = [h(u,v,0)] = [wh(u,v,8)] = |G(t,w)| = e |Q%| [ lw — Q|‘w - ?_5‘
y4

‘ c

[T Ce

2 o — 1] = | =€ 2 2
\!Q!]Z[Iw GlICw — 1] ‘HNHQH;[IUJ Gl?,

la tltima igualdad es debida a que |w—C;| = [(,w—1| para |w| = 1y t real. Asi, obtenemos
que
c 2
5 h(u,v,t :‘—‘Q w— ()|
®) 0.0 = | gl TLetw - @)
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Para finalizar, debemos demostrar que el primer factor de la férmula anterior es, en
realidad, un elemento de C{t}. Para ello, analizamos el producto

cH(w — o) (w — Zi) € C{t}[w].
¢ 4

Supongamos que

H(w — ) = wP + ap w4+ aqw + ag,
¢

entonces un calculo sencillo muestra que

1 a Tp— 1
H(w_‘_):w”+?w”‘1+-~+aﬁ w A =
) Cr o @ Qg

Esto, nos permite obtener una expresién explicita de los coeficientes [, = ni/ap de

P(t,w) = H(w — () (w — Ei) = w?P + B2p71w2p*1 + -+ Brw + .
¢ 4

Recordamos que G(t,w) = cQ*P es una serie de orden 0 en ¢, y de hecho, lo mismo se
cumple para cP. En consecuencia, el orden con respecto a t de todos los productos c(y
debe ser > 0, y el de alguno de ellos exactamente 0. En lo sucesivo, denotaremos por ordy
el orden con respecto a t. Como:

1
By = a—o(lﬁol2 o Jopa]? 4 1),

entonces ord:(ap) < orde(c) y asi,
0 < ordy(cf;) = (ords(c) — ordy(ap)) + ordy (),

que es 0 sélo si ords(c) = ordi(ap). Como ords(ap) = ords(ay), se deduce que c¢/ag =
¢/T1;¢e es una unidad a € C{t}, y entonces |a|?> es una unidad de R{t}, y de hecho un
cuadrado, pongamos |a|? = b?, b € R{t}. Ahora, como w = u + v/—1v, podemos escribir

H(u,v,t) = Q [[(w — ¢) € C{t}{u, ]
l

de la forma H = Hy + /—1Ha, Hy, Hy € R{t}[u,v], y |H|*> = H? + H2. La conclusién es
que
h(u,v,t) = b(t)*(Hy(u,v,t)? + Ho(u,v,t)?)

para u? +v? = 1, t pequefio. A continuacién, hacemos el cambio u = z/z,v = y/z,t = z
con lo que

Fl@,y) + zg(x,y) = " h(u, v, t) = 22"b(2)*(H1(x/2,y/2,8)* + Ha(x/2,y/21)%).
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Finalmente hay que observar que como H; y Hs son polinomios en las variables u, v, si
los multiplicamos por una potencia m de z suficientemente grande, obtenemos

2" Hy(z/2,y/2 1), 2" Hy(2/2,y/ 2, t) € R{t}[z,y],

y asi
2(flw,y) + 29(@,)) = 20022 (" Hi(e/2,y/2,0)° + (" Ha(w /2, y/20)°)
es suma de dos cuadrados de funciones analiticas en el cono 22 = 22 + y2. |

El siguiente paso es eliminar el denominador z2™ que aparece en la proposicién anterior:

Proposicién 1.3 Supongamos que z*™(f + zg) es suma de dos cuadrados de gérmenes
analiticos en el cono. Entonces f + zg es, también, suma de dos cuadrados de gérmenes
analiticos.

Demostracion. Por hipétesis, existen series a1, az,b1,b2 € R{z,y} y h € R{z,y, z} tales
que

(22 4 1) (f + 29) = (a1 + 2b1)? + (ag + 2bo)* — (2% — 2% — y?)h.
Por el Teorema Divisién de Weierstrass, h debe ser un polinomio en z, y comparando los

grados de ambos miembros de la igualdad, concluimos que, de hecho, h € R{z,y}, y por
tanto

h=b3 + b3, (22 +9°)™g = 2a1by + 2asbs, (2° + y>)™f — (2% + y*)h = a3 + a3
Ahora, haciendo cuentas, tenemos que:
(@ +y)™f = (2° + y*)h)h = (a] + a3) (0] + 13)
= (a1b1 + agbe)® + (a1b2 — agb1)* = (2 + y*»)*"g* + (a1b2 — azb1)?,

con lo que 22 + y2 divide a a1by — asb;. Como también divide a a1by + asbs, deducimos
que divide a
(a1b2 — agbl)bg + (a1b1 + agbg)bl = al(b% + b%) = (Ilh
—(albg — agbl)bl + ((Ilbl + agbg)bg = ag(b% + bg) = agh.

Supongamos primero que m > 2, y que x? 4 y? no divide a h. Entonces divide a a1 y as,
por tanto (z2+y?)? divide a a?+a3 = (2?2 +y?)" f — (22 +y?)h, con lo que x2+y? divide a h,
contradiccién. Asf, #2 +y? divide h, y entonces divide a (a1 +2b1) + (az +2b2)? = a? +a3.
Factorizando o2 + o en C{z,y, z} llegamos a la conclusién de que z 4 /—1y divide a

a1+ v—1las (0 a su conjugado, pero entonces reemplazamos aa por —ag). De este modo,
tenemos que:

a1+ V—1lag = (x +vV—19)(B1 + V—1/2),
a1 —V—lag = (z — V1Y) (b1 — V—1),
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donde 31, 2 € R{z,y,2}. Asien el cono 22 = 22 + y? tenemos que

(% +y°)"™(f + 29) = of + a5 = (2" + ) (5] + 3),

y simplificando 2% + y? vemos que (2% + y?)™ 1(f + 2g) es suma de dos cuadrados de
gérmenes analiticos.

Repitiendo el argumento anterior, llegamos al final a que f+ zg es suma de dos cuadra-
dos de gérmenes analiticos o a que m = 1 y que z2 +1? divide a a; y as. Si este es el caso,
entonces a; = (22 +y?)a}, ag = (22 + y?)d), y en el cono

22(f 4 2g9) = (ay 4 2b1)% + (a2 + 2b2)? = (22a] + 2b1)% + (22ahy + 2bo)?
=22 ((za'l +b1)% + (zah + b2)2>.

con lo que, de hecho, f 4+ zg es suma de dos cuadrados de funciones analiticas. |

Combinando los dos resultados anteriores, hemos resuelto el problema para funciones
de la forma f 4+ zg donde f, g son polinomios. Para el caso general, sélo necesitamos el
siguiente lema de aproximacién:

Lema 1.4 Sea H un germen de funcion no negativo en el cono. FEntonces, para cada
k > 0 existe un germen de funcion no negativo en el cono f + zg, con f, g polinomios, tal
que H = f + zg mod (z,y, 2)*.

Supongamos este resultado cierto, por un momento. Lo que tenemos que demostrar
es que la ecuacién
H=n?+h}+ (2> 22 —7*n

tiene una solucién h; = hy,hgp = ha,h = h en R{z,y, z}. Por el Teorema de Aproximacién
de M. Artin (0.10), la ecuacién anterior tiene solucién si existe una solucién de la misma
hasta orden k suficientemente grande, es decir, si la congruencia

H=n2+ni+ (-2 -4*h mod (z,y,2)"

tiene solucién para k grande. Pero la funcion psd f + zg suministrada por I1.1.4 es suma
de dos cuadrados por el caso polinomial II.1.2: existen hi,ho,h € R{z,y,z} tales que
f+2z9="n2+h3+ (22 —2%—y*)h. Claramente hi, ho, h son las soluciones hasta orden k
que necesitabamos, con lo que obtenemos el resultado deseado.

Terminamos la seccién con la demostracion del lema.

Demostracion del lema 1.4. En primer lugar, reemplazando H por (z2+y?)* + H podemos
suponer que H sélo se anula en el origen. A continuacién, escribimos H = f + zg con
f,9 € R{z,y}. Si f =0 contiene algin germen de curva plana Y, este germen Y se eleva
a dos gérmenes de curva Y, e Y_ en el cono, correspondientes a z = ++/22 + y2. En estos
gérmenes de curva H = zg > 0, y, z cambia de signo de Y, a Y_, lo cual sélo es posible si g
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se anula en Y, y entonces H se anula en Y e Y_, contra la hipétesis de que sélo se anulaba
en el origen. De este modo, f s6lo se anula en el origen. Ahora usamos de nuevo el truco de
que el cambio z = —z deja el cono invariante, con lo que f + 29 y f — zg s6lo se anulan en
el origen, y lo mismo ocurre para el producto f2 —22¢? = f2 — (22 +3?)g? € R{x,y}. Esto
significa que todas las ramas complejas de f y f2 — (22 + y?)g? son imaginarias. Ahora,
recordamos una consecuencia del algoritmo de Newton (véase [Wk]) para el célculo de
las ramas complejas de un germen de curva plana: los jets de orden r de estas ramas
dependen de los jets de orden s del germen dado, o en otras palabras, si aproximamos el
germen de curva hasta orden s, las ramas de la aproximacién se aproximan a las ramas
del germen dado hasta orden r. De esta forma, si tenemos un germen cuyas ramas son
todas imaginarias, cualquier aproximacion suficiente del germen tiene la misma propiedad.
Aplicando todo esto a fy f? — (2? +12)g? llegamos a que reemplazando f y g por sus jets
de grado suficientemente alto (y > k), f vy f? — (22 +y?)g? tienen sélo ramas imaginarias,
y son > 0. En consecuencia, después de reemplazarlas por sus jets seguimos teniendo

(f+29)+ (f —z9) =2f >0,
(f+29)(f —29) = f*— (" +y°)g* > 0.

Por tanto, f 4+ zg > 0, y hemos terminado. |

2 Reduccién polinomial

Segin hemos visto en el caso del cono, es bueno poder deducir el caso analitico del
polinomial. En esta seccién abordaremos este aspecto en general, y no sélo para el
cono. Dado un germen de superficie analitica en el origen X C R? con una ecuacién
del tipo 22 = F(z,y), F € R[x,y], se define la superficie algebraica asociada a X por
Sx = {(z,y,2) € R3| 22 — F(z,y) = 0} (que cumple que (Sx)o = X) y por P(Sx) el
conjunto de polinomios del tipo P(z,y)+ 2Q(x,y) que son > 0 en todos los puntos de Sx.

Vamos a mostrar cémo el problema P(X) = X (X) se reduce a P(Sx) C Xi(X).
Empezamos con el lema de densidad polinomial siguiente:

Lema 2.1 (Densidad polinomial) Sea Z C R? un germen semianalitico cerrado. Si
f € O(Z) es definido positivo o pd en Z, esto es, f| oy > 0, entonces existe r € N tal
que cualquier g = f mod (z,y)" es asimismo pd en Z.

Para abreviar las notaciones, PT(Z) representa el conjunto de los gérmenes pd en
Z. Recordamos que un polinomio P € R{z}[y] se llama especial (con respecto a y) si es
distinguido con respecto a y, y cumple que w(P) = grad, (P).

Proposicién 2.2 Sean s > 0 un entero y P,Q € R{x}[y| dos polinomios especiales de
gradom. Sean h € (z,y)™ 1 Cc R{xz,y} yV € R{xz,y} una unidad tales que P = QV +h.
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Entonces:

P=Q mod (z,9)"", V=1 mod (z,y)°

Demostracion. Consideramos la descomposicién en componentes homogéneas de P, Q,V
como series:

P = pm~+pmei+- A+ Pmgs+ -

Q = gnt+gme1+ -+ Gnirst+ -
V = v+vy+--+vg+---
donde,
Pm = ym"‘amfl(lﬂ)ymil"‘""i‘al(m)?/'f'ao(x)
Gm = Y+ b1 @)y -+ b (@)Y + bo(x)

y grad, (Pm+k), grad,(gmyx) < m — 1 para cada k > 1.
Como P = QV + h, paracada k=0, ..., s se tiene:

Pmik = Y. vy
i+j=m+k
Veamos por induccién sobre k que pgir = ¢myk paracada k =0,..., sy quevg =1y
v,=0sik=1,...,s.
e Para k£ = 0 es p,, = qgmvo. Haciendo x = 0 obtenemos y™ = wvoy™, y por tanto
vo=1Y Pm = qm-
e Supongamos que si k < s se cumple que p,,4; = ¢m+j paracada j =0,... ,k y que
v=1yv;=0si7=1,...,k En estas hipotesis:
Pmtk+1 = qmAk+100 T Gm4kV1 + -+ @mUk41 = Gmtk+1 + PmUk+1

De esta forma, como
grad, (PmUk+1) = grady (Pm-4k+1 — Gm-+k+1)
S max{grady(pm+k+l)) grady(qm+k+l)} S m — 17

solo puede ser ppmik+1 = Gmik+1 Y Vkt1 = 0.

Las congruencias del enunciado resultan inmediatamente de lo anterior. |

A continuacién debemos entender el comportamiento de las raices de los polinomios
de R{z}[y]. Recordemos que Qx denota el anillo de series convergentes de Puiseux con
coeficientes en K = R o C, y kg su cuerpo de fracciones. El cuerpo ®¢ es el cierre
algebraico de R({z}), y el anillo Qk es la clausura entera de K{z} en ®k. De este modo,
si @ € K{z}[y] es un polinomio ménico entonces sus raices son elementos de {2k; ain mds:
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Proposicién 2.3 Si P € K{x}[y] es un polinomio especial y o € P¢ una raiz de P,
entonces w(a) > 1.

Demostracion. Supongamos que P = y™ + a;,_1(2)y™ L + - + a1(2)y + ap(v) y que
a € &¢ esunaraiz de P con w(a) < 1. Como P es especial, w(P) = my asi w(ag) > m—k.
Como P(z,a) = 0, se tiene o™ = —3 5} ., aipa®, luego

mw(a) = w(a™) > Oggiilm{w(akak)} = kow(a) + w(ak,) > kow(a) +m — ko,

con lo que (m — ko)w(a) > m — ko > 1 y por tanto, w(a) > 1. [ |

Notacién 2.4 Dada una serie f € R{x,y} regular con respecto a y de orden m existen,
por el Teorema de Preparaciéon de Weierstrass, un tnico polinomio distinguido P € R{z}[y]
de grado m y una tnica unidad U € R{xz,y}* tal que f = PU. Denotaremos P = Py y
U = Uy. Nétese que Py es especial con respecto a y.

Lema 2.5 Sean f € R{x,y} una serie regular con respecto a y de orden w(f) = m y
r€N. Sihe (x,y)™ ! se cumple que:

a) f+ h es una serie regular con respecto a y de orden w(f + h) = m.

b) Py = Ppyp mod (z,y)™"

¢) Para cada raiz f € Q¢ de Pyyy existe una raiz o € Qc de Py tal que w(f —a) > 7

Demostracidn.  Veamos en primer lugar que se cumple a). Como h € (z,y)"™ !y f
es una serie regular con respecto a y de orden w(f) = m, entonces w(f) = w(f +h) y

w(f(0,y)) = m < w(h(0,y)) con lo que w((f + h)(0,y)) = w(f(0,y)) =my f+ h es una
serie regular con respecto a y de orden w(f + h) =m.

Para demostrar b) procedemos del siguiente modo. Sabemos que:
o= Pl
fH+h = PppUsyn,

con lo que deducimos que
fylgf+-h:=‘F}+hLy+h

y por tanto
Py = PrpUpnUs 't — UG

Por I1.2.2 (para s = (r—1)m), como Pry Pyp son especiales con respecto a y, obtenemos
que:

f? = f?+h nuxi(x,y)”n

r—1)m

Uf = Uspypn mod (z,y)
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Luego Py — Pyyp = g, donde g € (z,y)"™ C R{z,y} es un polinomio con respecto a y de
grado < m — 1.

Para demostrar ¢) procederemos por reducciéon al absurdo. Supongamos que las series
ai, ...,y son las raices de Py en Q¢ (repetidas cada una con su multiplicidad correspon-
diente) y que w(oy — B) < r para cada i € {1,... ,m}. Como (3 es raiz de Pryp, = Pr+g
entonces 0 = (P + g)(z, 3) = P¢(x, B) + g(z, §) luego w(g(x, B)) = w(Py(z, 3)).

Pero, al ser Py + g especial se tiene (por 11.2.3) w(f) > 1; y asi, como
Pr=(y—ai) - (y— am),
deducimos que

w(g(z,B)) Zw(g) =2 rm>w(f — 1)+ +w(f —am) = w(Pr(z, 5)),

contradiccion. [ ]

Notaciones 2.6 Para cada polinomio P € R{z}[y|, denotaremos por Xc(P) (resp.
Xgr(P)) el conjunto de las raices de P en ®¢ (resp. en ®r). Denotamos 7 la simetria

(x,y) = (—ZL‘,y) y PT = P(_x>y)'

Lema 2.7 Sean f,p € R{z,y} tales que {f =0} \ {0} C {p < 0}. Eziste A € N tal que
sig=h mod (z,y)" entonces {g=0}\ {0} C {p < 0}.

Demostracion. Mediante un cambio lineal podemos suponer que f, ¢ son regulares con
respecto a y de érdenes w(f), w(p) respectivamente. De este modo, f = P;Uy, ¢ = P,U,
siendo Py, P, € R{x}[y] polinomios especiales y Uy, U, unidades de R{z,y}. Ademads,
dado que Py es especial y U, es unidad, cambiando P, por —P, (si es necesario), podemos
suponer

{Pr=0, 2 #0} = {f = 0}\ {0} C {P, <0},

Es sabido que {P; =0, x # 0} es una unién finita de semirramas de gérmen de curva
X1,..., X, que admiten parametrizaciones primitivas

x = g;sTu;i(s), y = gi(s), s >0,

congq >1,e,=+16—1, ui,g; € R{s} y u;(0) > 0. De esta forma, tomando en cada caso
t = s,/qiu; obtenemos reparametrizaciones primitivas de cada X; de la forma

xr = €itqi7 Y= hz(t)7 t>0,

cone; =+16—1,¢ > 1y h; € R{t}. Ademis, es claro que h;(z'/%) € Xg(Pf) (resp.
Xr(Pf)) si e = +1 (resp. € = —1). Reciprocamente, si { = g(z'/7) € Xr(Py) (resp.
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Xg(Pf)) con ¢ =q(§) y g € R{t} entonces el germen D¢ : x =19, y = g(t),t > 0 (resp.
7(Dy¢)) esta contenido en Py =0 y por tanto

U Do = {Pr=02>0}
aE%R(Pf)

UJ s = {Pr=0 z<0}
BEXr (PF)

Veamos ya que existe Ay > 1 tal que {f +h =0, z > 0} C {P, < 0} para h € (z,y)™.

En efecto, sea § € Xc(Py). Distinguiremos dos casos:

a) Si &€ Xr(Py), como {Py =0, x# 0} C {P, <0}, entonces la serie P,(z,£) < 0 en
Qr y asi se cumple que

Py(x,§) = c,a/4 4 - con ¢, < 0.

Veamos ahora que si n € Qg es tal que w(§ —7n) > r/¢+ 1 = m(£), entonces
P,(x,m) <0. Como Py(x,y+2) = Py(z,y)+2Q(x,y, z) con Q € R{x}[y, 2] entonces

Po(z,n) = Pp(z, £+ (n = §)) = Pp(x,£) + (n — Q(z, &, (n — §)) = a4 .

con ¢, < 0, luego Py(z,1n) < 0.

b) Si ¢ € Xc(Pr) \ Xr(Pr) entonces € € Q¢ \ Qr y w(§) > 1 (pues Py es especial) y asi
€ =gt/ = aqtq/q + ath(qH)/q NI aq+rt(q+r‘)/q +--- con ag, € C\R.

Sea ahora 7 € Q¢ tal que w({ —n) > %7’ + 1 =m(§). Entonces n € Q¢ \ Qr, pues
n= aqtq/q_|_aq+1t(q+1)/q_|_. . ._|_aq+rt(q+r)/q+bq+r+1t(q+r+1)/q+. .- con agy, € C\R.

Tomamos, M = max{m(§) : £ € Xc(Pr)}. Como consecuencia de I1.2.5, existe A\; > 1
tal que si h € (z,y)™, entonces:

a) f -+ h es una serie regular con respecto a y de orden w(f + h) = w(f) =m.
b) Py = Py mod (z,y)

c) Para cada n € Q¢ raiz de Py, existe £ € Qc raiz de Py tal que w(n — &) > M,
y por tanto, se cumple que P,(z,7n) < 0 para cada n € Xg(P44); luego,

{Pf-l—h :0,$>0} - {Pcp <0}

Anélogamente utilizando las raices de Pf, encontramos Ay > 1 tal que si h € (z,y)*2
entonces {Pryp, =0, x <0} C {P, <0}.
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Sea, finalmente, A = max{A1, A2}; si h € (z,y)* se tiene que

{f +h =03\ {0} = {Prn =0} \ {0} € {P, <0} = {p <0}

Ahora nos encontramos ya en la situacién adecuada para probar el teorema I1.2.1.

Demostracion del teorema 2.1. Como un germen semianalitico de R? es unién finita
de semirramas cerradas y bandas conexas limitadas por semirramas cerradas, podemos
suponer que Z \ {0} es conexo.

Ahora, sea f € PT(Z). Entonces ZN{f =0} = {0}, y por [Rzl], existe un polinomio
separante ¢ € R[z,y] tal que @[z 0y > 0y @lir—opoy < 0. Por I1.2.7, existe A > 1 tal
que si g = f mod (z,y)* entonces {g = 0} \ {0} C {® < 0}, y de este modo, si g = f
mod (z,y)* entonces {g = 0} N Z = {0}, luego como Z \ {0} es conexo, g tiene signo
constante en Z \ {0}. Garantizamos que ese signo es positivo como sigue.

Por el Lema de Seleccién de Curvas ([AnBrRz, VIII.2.6]), Z contiene una semirrama
que podemos parametrizar por

x=uz(t), y=uy(t), t >0.
Como f € PT(Z) entonces
0< f(z(t),y(t) = ast® + asp1t™ 1+, a5 >0.
Asi, sig=f mod (x,y)" conr > A, s+ 1 resulta
g9(x(t),y(t)) = fz(t),y(t))  mod (x(t),y(t))".
Pero si k +1 > r resulta
wx®ry®)) >k +1>r>s+1

con lo que
g(z(t),yt)) = ast® +--- >0,

y por tanto g € PT(Z). [ |

2

Observaciones 2.8 Sea X C R? un germen analitico de ecuacién 22 — F(z,y) = 0, con

F € Rz, y]. Entonces:

(a) El anillo O(X) es un R{xz,y}-mddulo libre de rango 2, esto es, todo germen de
funcién analitica en X estd representado de forma tnica como f(x,y) + zg(z,y), f,g €
R{x,y}. En [Rz4], se caracterizaron los psd’s de X mediante:

P(X)={f+zg9: fePF >0),f*—Fg*cPR?)}.
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(b) Si consideramos los pd se tiene solo P (X) D {f+zg: f € PT(F >0), f2~Fg¢* €
PT(R?)}, y para el otro contenido tenemos: si f+zg € P(X) entonces (f + (% +y*)™)% —
Fg? € PT(R?) para m suficientemente grande.

En efecto, como f + (22 +y?)™ 4 zg € PT(X) entonces para cada m > 1
(F + (& 4+ ™) — F? € PRY) AP+ (X)

y por tanto,
(f+ (@ +y°)™)? - Fg’> € P(R*) NPT(F >0).

De esta forma,
{(f + (@® +y*)")* = Fg® = 0} C {F < 0} u {0},

con lo que {(f + (22 + y>)™)? — Fg? = 0} = {f + (2> + y*»)™ = 0,9 = 0}. Pero,
{f+(@®>+y*)™ =0}Nn{g =0} # {0} a lo sumo para una cantidad finita de m’s; y por
tanto existe mo > 1 tal que si m > mg entonces (f + (22 + y?)™)? — Fg? € PT(R?).

A continuacién enunciamos el teorema de reduccién polinomial, que anuncidbamos al
principio de la seccién.

Teorema 2.9 (Reduccién polinomial) Sea X C R? un germen analitico de ecuacion
22— F(z,y) =0, con F € R[z,y], F(0,0) =0. Dado k > 1, si P(Sx) C Zi(X), entonces
P(X) = Xp(X).

Demostracion. En primer lugar, veamos que si ¢ = f + zg € P(X) entonces para cada
m > 1 existen P, Q € R[z,y] tales que hy, = P+ 2Q € P(Sx) v w(p — hm) > m.

Lo que vamos a hacer es aplicar de forma adecuada a f, f2 — Fg? el lema de densidad
polinomial (I1.2.1) y I1.2.8 (a). Para ello, necesitariamos que f € PT(F > 0), f> — Fg? €
P*(R?) por lo que tomamos la funcién ¢, = f + (2% +y*)™ + zg € PH(X) que cumple:

o [+z9—pm=(2"+y)" € (z,9)""

o om(z,y,—2) € PH(X)

o f+ @ +y?)" e PH(EF 20)

)

o (f+(z2+y*™)?— Fg? € PT(R?) para m suficientemente grande, digamos m > mq
(por 11.2.8 (b)).

Ahora, por el lema de densidad polinomial (I1.2.1), existe r > 2m tal que:

fHE@+y)"+(x,y)" C PTH(F>0) (i)
(f+ @ +y)™)? = Fg* + (z,y)" C PH(R?) (i)

Consideramos ahora el jet de grado r — 1 de ¢,

ol = foi + (@2 )™+ 2900
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donde fr_1, g-—2 son los jets de grados r — 1,r — 2 de f, g respectivamente.
Vemos que ! € PT(X), para lo cual basta comprobar que
fror+ (@ + ") € PYE 20), (fro1+ (2% +y2)™)° = Fgl o € PH(R?)
lo que resulta de (i), (ii), pues tenemos:

fH+ @+ - [fr—l + (2% + y2)m] =f—fra1€(z,y), (iif)

(f + @ +y)™)? = Fg* = [(fro1 + (a® + y*)™)? = Fgi o]
= (f* = Fg*) = (fie1 = Fgi_s) + 2(a* + )" (f = fr—1) € (w,9)". (iv)
Como ¢! ! € PH(X) entonces existe £ > 0 tal que para cada (z,y,z) € Sx N B:(0)

se cumple que @ 1(x,y,2) > 0 (y sélo vale 0 en el origen). Sea ahora (w,y,z) € {22 —
F(z,y) = 0} tal que ||(z,y, 2)|| > . Entonces

lor (v, 2)| = ’ > az‘jkzx"yjzk( < D> agrllalyl)*
i+jtk<r—1 itjth<r—1
w |aijk|
SO D[ EES = et . TP
i+j+k<r—1 i+j+k<r—1

< M[(a,y,2)|* = M(a® +y* +2%)"
para cierto M > 0.
Por todo esto, h,, = it + M (22 +y> + F)" € P(Sx) y
hin = (f +29) = M(2® +y* + F)" + o5t = (f + 29) € (a,9)*".

De esta forma, para cada m > 1 existe h,, € P(Sx) tal que w(¢ — hy) > m, y por
tanto, si P(Sx) C Xk(X) existen aim, ... , Qkm, gm € R{z,y, 2} tales que

hm:o‘%m+"'+@%m+(z2_F)qm'
Ahora, por el Teorema de Aproximacién de M. Artin (0.10), se tiene que la ecuacién

o=f+zg=Xi+ -+ X;+(Z-F)Y

tiene solucién en R{x,y, z}. [ |

Terminamos esta seccién con un resultado que nos facilitard la demostracion del caso
polinomial en los gérmenes de superficie que son sujeto de estudio.

Proposicién 2.10 Sean P € R{x,y}[z] un polinomio distinguido con respecto a z de
grado m y F, Ay, As, ... A € R{x,y}[z] polinomios de grado < m — 1 tales que F =
A34+A%+- -+ A2+ PQ siendo Q € R{z,y, 2}. Entonces Q € R{x,y}[2] ygrad,(Q) < m—2.
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Demostracién. Dividimos el polinomio A% + A%+ - -+ A% de grado < 2m — 2 entre P en
R{z,y}[z] y obtenemos que

AT+ A3+ + A} = PQ1+ Ry

siendo Q1, Ry € R{z,y}[z] v grad,(Q1) < m — 2,grad,(R;) < m — 1. Por tanto F' =
(@1 + Q)P + Ry, que es una divisién de Weierstrass. Pero, como grad, (F) < grad, (P)
también lo es F = 0P + F, luego por la unicidad de ésta, Q@ = —Q1 € R{z,y}[z] v
grad,(Q) <m — 2. [ |

3 La singularidad de Brieskorn y sus explosiones

El objetivo de esta seccién es demostrar que P = Yo para los dos gérmenes de superficie:

X - 2B -—np=0
Y 22—yt =0

Empezaremos por X. Como consecuencia del Teorema de Reduccién Polinomial (I1.2.9)
es suficiente demostrar el siguiente resultado:

Teorema 3.1 P(Sx) C Ya(X)

Demostracion. En primer lugar, sea

p: {2 -z =0\ {z =0} — {®*—2°—uP=0}\{z=0}

(x,y,2) +— (x,2y,22) = (x,u,v)

(x,y,2) — (z,2y,zz)

que es una equivalencia birregular entre las dos superficies anteriores, cuya inversa es
Y:{? =2 - =0} \{z=0} — {2-2®-ay®=0}\{z=0}

u v
('CC,IUG’U) L <.T,—,—)
r T
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Sea ahora T' € P(Sx); como la ecuacién de Sx es 22 — 23

T = P + 2(). Consideramos

—2y% = 0 podemos suponer que

F(z,u) + vG(x,u)
x2r

rou=p(e2) +Fofn) -

donde F+vG € Rlx,u,v], r € N. Es claro que F+vG es > 0 sobre v2 —2° —u3 = 0, 2 # 0,
y por continuidad, sobre v? — 2% — u? = 0. Como ésta es la superficie de Brieskorn, cuyo
germen en el origen posee la propiedad P = X5 ([Rz4]), existen «, 3,q € R{z,u,v} tales
que

(P +2Q) o0t =F 4+vG = a4 32 + q(v* — 25 — u?),

y asi obtenemos la siguiente igualdad en R{x,y, z}

3

2P+ 2Q)(2,y, 2) = o2(z, vy, 2) + B (w, 2y, 22) + a(a, 2y, 22)2> (22 — o — 0y

Dividimos a(x, 2y, 2), B(z, vy, 22), q(x, Ty, v2) entre 22 —z3—xy> (divisién de Weierstrass)
y aplicando I1.2.10, nos queda una igualdad del tipo

2? (P +2Q) = (a0 + za1)* + (Bo + 281)* — (2* — 2° — 2®)qo (i)

siendo ay, i, qo € R{x,y}. Veamos que 2%|qq y x|a;, B;, de modo que después de dividir
la expresién anterior por 2 podremos reiterar el proceso hasta que

P+ 2Q = (ag + za1)? + (bo + zb1)? — (2% — 2 — 2®) ho (ii)
con a;, bi, ho € R{z,y}. En primer lugar si igualamos coeficientes en (i) obtenemos que:
(0) 2P = a3 + B + go(a® + 2°)
(1) 2*"Q = 2(aou + Bofr)

(2) qo=0of + 3}

Ahora por la ecuacién (0) se obtiene que z|ad + 33, con lo que |y, Fo y como consecuencia
z|qo. Finalmente, de la ecuacién (2), se deduce que z|a2+ 32 y por tanto z|a1, 31 y 22|qo-
|

De esta forma, ya tenemos P(X) = Yy(X).
Trataremos Y de igual manera, viendo que:
Teorema 3.2 P(Sy) C Xs(Y)

Demostracion. Consideramos el germen analitico Z : 22 + zy? — 2% = 0 y la equivalencia
polinomial ¢ : R? — R3: (z,y, 2) — (z,v2y, z — y?), que cumple:

o(Sy) =Sz, o(Y)=272.
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(:c,y,z) = (177 \/iyvz - y2)

Asi P(Sy) C Xa(Y) es equivalente a P(Sz) C X2(Z), y comprobaremos esta ultima
condicién.

Consideramos la equivalencia birregular:

p: {2+ -3 =0)\{z =0} — {W?+22—z23=0}\{z=0}

(x,y,2) +— (x,2,2y) = (z,2,u)

¢

_—

(@,y,2) = (2,2, 2y)

cuya inversa es
Y:{ul+22 -2 =0\ {x =0} — {P+zP-22=0}\{r=0}

(x,z,u) +— (x, 27 z)
z
Sea ahora P € P(Sz), y consideramos

F(x, u, 2)

u
P :P< s Ty ):

donde F(z,z,u) € Rlx,z,u], > 0. Como F es > 0 sobre u? + 2% — za® = 0, # 0, por

continuidad lo es también sobre u? 4 23 — z2? = 0. Pero esta superficie es equivalente a
X, ya discutida, luego existen «, 3,q € R{z, z,u} tales que

2"Poyp=F =a? + 3 + qu? + 2° — 22%)
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y asi obtenemos la siguiente igualdad en R{x,y, z}

TP(2,y,2) = o(z, 2, 2y) + B2(2, 2, 2y) + q(, 2, 2y) 2 (2 + 22 — 2%)
Dividimos a(z, z, zy), 3(z, 2, 2y), q(x, 2, zy) entre 23 — 2% — zy? (divisién de Weierstrass) y
aplicando I1.2.10, nos queda una expresién del tipo

22 (po + pr + par?) = (ap + a1 + apr?)?
+ (B + B1z + B2a?)? — (qo + @) (2® — 22 — zy*) (i)

siendo o, B, pi, ¢i € R{y,z}. Veamos que 2%|q; y z|ci, Bi, de modo que podremos dividir
la expresién anterior por 22 y reiterando el proceso tendremos

(po + p1z + pﬂz)
= (ag + a1z + agx?)? + (bg 4 biz + box?)? — (ho + hyz) (2 — 22 — 2y?) (i)

siendo a;, b, hi € R{y, z}. Igualando coeficientes en (i) obtenemos:
20 = 0+ 6 + a0+ 20
22"p1 = 2(apaq + Bof) + q1 (22 + zy?)

(0)
(1)
(2) 27p2 = af + B} + 2(avaz + Hof2)
(3) qo = 2(a102 + B132)

(4)

Ahora de (0) se sigue que z|a2+/32, con lo que z|ag, Fy y como consecuencia z|qy. Aplicando
00
esto a (2) se deduce que z|a? + 3%, con lo que z|a, 31 y como consecuencia de (1) z|g1. De
(4) resulta que z|a3 4 B2, luego z|ag, B2 v 2%|q1. Finalmente, de (3) deducimos que z2|qo.
[ |

Asi pues, como deciamos, se tiene P(Y) = Xo(Y).

4 El par de planos y sus deformaciones

Denotaremos por X}, al germen en el origen de ecuacién 22 — 22 — y* = 0 para k > 2. En
esta seccion demostramos que P(Xj) = Xo(Xk). Ademads, demostraremos que P = Xy
para el germen en el origen del par de planos, cuya ecuacién es 22 — 22 = 0.

Como consecuencia del teorema de reduccién polinomial (I1.2.9), para probar P(Xj) =
Y9(Xk) es suficiente demostrar el siguiente resultado:

Teorema 4.1 P(Sx,) C Xo(Xy).
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Demostracion.  Consideramos el germen en el origen Yj de ecuacién y* —uv = 0y el
isomorfismo lineal ¢ : R? — R3 : (z,y,2) — (2 — 2,9,z + ) = (u, y,v), que cumple:

©(Sx,) = Sy, ¢(Xk) =Yk

¥

e

(x,y,z)H(z—m,y,z—i—x)

k=2l+1

¥

_

(mvyvz)'_)(z_mvyvz'i_x)

De esta forma para demostrar que P(Sx,) C X2(Xj), basta demostrar que P(Sy,) C
35(Yy).

Para hacer esto, consideramos la aplicacion:

¢:R*—{v=0} — Sy, —{v=0}
k
(y,v) +— (%,y,v)z(u,y,v)

que es una equivalencia birregular entre las dos superficies abiertas anteriores. Dado ahora

P € P(Sy,) tomamos
k

_p(L ) = QW)
PO¢(y,U)—P<U,y,’U)— UQT
conr >0,y Q(y,v) € Rly,v] que es > 0 sobre R?\ {v = 0}, y, por continuidad, sobre R2.
Como P(R2) = X5(R2), existen o, 3 € R{y, v} tales que

v"Pogp=Q =a’+ [

54



y asi obtenemos la siguiente igualdad en R{w,y, v}

v P(u,y,v) = a*(y,v) + B*(y,v) + (¥ — w)q(u,y,v)

con q € R{u,y,v}.

Dividimos P, a, 3 entre 3* —uv (divisién de Weierstrass) y aplicando 11.2.10, nos queda
una expresion del tipo

v (po +p1y+ -+ ey ) = (a0 + a1y + - a1y Th?

+(Bo+Bry+ -+ By = (0 —w) @+ qy + -+ a2y ) (D)
donde oy, B, pi, ¢; € R{u,v}. Afirmamos que v3|qq, ..., qr_2, v|ay, 3 para 0 <i <k —1,

de modo que simplificando la expresién anterior por v? y reiterando el proceso tendremos
lo que queriamos:

(po+p1y+ -+ o1y ) = (a0 + a1y + - - +ap_1y"1)?
+ (bo+ by + -+ b1y 2 — (F —wv)(ho + hiy + - + hi—oy®2)  (id)
con a;, b;, h; € R{u,v}.

Para probar nuestra afirmacion, igualamos coeficientes en (i) y obtenemos:

(1) v¥py —uvgy = a% + ﬂg
(2) vpr—uvqr = 2001 + 20061
(1) Vo —uvg = Yooy + BifB))

(k=1) v"prr—uvgry = Y, (iay+Bi8;) (donde gx—1 = 0)
(k) QP = Diyjk(iag+ BiB;)

(k+1) q = Zz’+j:k+l(aiaj + BiB;)

(Qk - 2) k-2 = 04%71 + ﬁ%,l
Ahora, veamos por induccién que v|ay, G, ¢ para cada l =0,... ,k —1

e Para [ = 0 tenemos que
v*"po — uvqo = of + 33

or tanto, v|a2 + 32, de donde se deduce que v|ag, By v en consecuencia v|q.
y p ) 0 0> q 9 y

e Supongamos que v|ag, Bo, .-, -1, 31-1,40,- - - ,qi—1 para |l < k — 1 y veamos que
v|ay, By, qi- Para ello vamos a distinguir dos casos:
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i) Si 2] <k — 1 entonces:

Vpy —uvgy = Y (i + BiB) +af + B
i-+j=2Li]

Como v|ag, Bo, - .. ,—1, Bi—1, resulta v|ay, G, v de la ecuacién (1) se deduce
que v|q.
ii) Si 2l > k — 1 entonces:

k=Y (ucy+BiBy) +af + 67

i+ =2L,i#]

Como ! < k—1,es 2l —k <1—1y por hipétesis de induccién v|gg;_x. Co-
mo, también por hipétesis de induccion v|ag, fo, .. . , y—1, Fi—1 concluimos que
v]ay, ;. De nuevo, de la ecuacién (1) resulta que v|g;.

Finalmente, de las ecuaciones (k),...,(2k — 2) se deduce que v?|q; si 0 < 1 < k — 2.
|

De este modo, queda demostrado que P(Xy) = Xo(Xg), k> 2.

Terminamos la secciéon deduciendo la propiedad P = X5 para el par de planos:
Corolario 4.2 P(z?2 — 22 = 0) = Xy(2? — 22 = 0)

Demostracion. Sea f + zg € P(2*> — 2% = 0); entonces por 11.2.8 (b) existe mg > 1 tal
que si m > mg entonces:

o f+(z2+yH)™ e P (2?>0) =P (R?

o (f+(@*+y)")? —a%g® € PF(R?)

Por el lema de densidad polinomial (I1.2.1), si m > my, existe r > 2m tal que (f+(z%+
).

y2)™)2 —22g% + (z,y)" € PH(R?), y consideramos la funcién f+ (22 +y?)" +2zg € O(Xa,
Se cumple:

o f+(x2+y*)™m e PT(R?) =PH(z?+y* >0)

o (f+ @+ )" — (@ +y")g? = (f+ @+ )™ -2 —yTg* € (f+ (2® +
y?)™)? — 22g? + (z,y)" € PT(R?),

con lo que, f + (22 + y?)™ + zg € PT(Xg,). Por lo que ya sabemos, existen o, 3,h €
R{z,y, z} tales que :

fH @+ +2zg=0?+ 3> — (22 —2® —y*)h
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Por tanto,

fHzg=a®+ 32— (2> —2>)h  mod (z,y)*™
Como esto lo podemos hacer cualquier m > mg, el Teorema de Aproximaciéon de M. Artin
(0.10) garantiza la existencia de a,b,q € R{z,y, z} tales que

fHzg=a*+1*— (2> —2%)q

Esto concluye la demostracién. |

5 El paraguas de Whitney y sus deformaciones

En esta seccién consideramos los gérmenes
X : 22—x2y+y2k+1:0,k21
Y : 2ty —y? =0, k>2

Vamos a demostrar que se cumple P(Xy) = Xo(Xg) y P(Yi) = Y2(Yr). Ademads, de-
duciremos que P = X, para el paraguas de Whitney, 22 — 22y = 0.

Trataremos primero el germen Xj. Como siempre, el problema se reduce a lo siguiente:
Teorema 5.1 P(Sx,) C Xo(Xy).

Demostracion.  Consideramos el germen Z; : 2% — zy(x — y*) = 0 y la equivalencia
polinomial ¢ : R? — R3 : (z,7, 2) — (x + y*, ¥/2y, ¥/22), que cumple:

©(Sx,) =S8z, ©(Xk) = Zk

Zi: 22 = wy(a — o)

(z,9,2) — (z +y*, V2,

Asi P(Sx,) C Xao(X}) equivale a P(Sgz, ) C Xa(Zy). Para comprobar esto dltimo, consid-
eramos la superficie algebraica My : w?(z — y*) — 2y = 0 y la equivalencia birregular:

0 Mp\{z—y" =0} — Sz \{z-y" =0}
(IE,y,'lU) — (x7y7w(x - yk)) = (.’I?,y, Z)
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(@,y,w) = (z,y, 0z —y"))

cuya inversa es
VS \{z—y* =0} — M\ {z—y* =0}
z
(z,y,2) — (377?!, W)

Sea ahora T € P(Sz,). Como la ecuacién de Sz, es 22 — zy(x — y¥) podemos suponer que

T = P + 2(). Componiendo con ¢ obtenemos la funcién

To¢ = P(x,y) +w(z —y")Q(z,y)
que es > 0 en M. Consideramos, a continuacion, la aplicacion:
X R\ {w? —y=0} — M\ {y=w=0}
wyF
que es una equivalencia analitica entre las dos superficies anteriores. La aplicacién
2, k 2k

2,k
wy wy K wy Hy(y, w)
opox w2 —yY +w vy Y Q FERAL) Rl W

con 2r > grad,, (T o @), y Hi(y,w) € Rly,w] que es > 0 en w? —y # 0, y, por continuidad,
en todo R2.

Por 1.1.6, existen Fy, Fy € R{y}[w], tales que
(w® —y)*" (T o ¢pox) = Ff + F},
y por tanto, se tiene que
(w? = y)*'To¢=Ff + F§ + ((w* - y)z — w?y*)q(z,y, w)

siendo q € Rz, y,w] (ya que es el cociente de dividir el polinomio (w? —y)?"(T o ¢) entre
(w? —y)z — w?y* en el anillo Rz, y, w]).
Ahora, componiendo con ¢! = 1 obtenemos que

z 2 2r z z 22 z
) T=( ) Bl )+ o (e 5)
((x—yk> y) Yy * EAX A pm— * v—yk I TR
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y multiplicando por una potencia suficientemente alta de (z — y*)2, resulta
2
(@ =y (22 =yl —y")*) T = o® + 8° + (2 —wy(z — y*))d

siendo «, 3, ¢ € R{z,y, z}.

Dividimos a, 8, (2% — y(z — yk)Q)%T entre 22 — xy(z — y*) (divisién de Weierstrass) y
aplicando I1.2.10, nos queda

(w - yk)2m((x - yk:)yk-i-l)Qr(P + ZQ) _ (.’E - yk)2m+2ry2r(k:+1)(P + ZQ)
— (Ao+241)> + (Bo + 2B1)? — (22 —ay(z —y*))po (i)

para ciertos A;, B;,po € R{x,y}. Ahora, multiplicamos la ecuacién (i) por (z — y*)2"Fy?m

y tenemos
((z — y*)y)?m T2 (P 1 2Q) = ((x — yF)y) ™ (P + 2Q)
= (g + zon)? + (Bo + 261)> — (22 — ay(x — y*))qo (i)

con a;, Bi,q0 € R{z,y} yn = m +r(k +1). Afirmamos que (z — y*)yloi, B v que
((z — ¥*)y)?|qo, de modo que podremos simplificar ((z — y*)y)? y reiterando el proceso
concluiremos como se queria:

(P+ 2Q) = (ap + za1)2 + (bo + zbl)2 — (z2 —zy(r — yk))h

con a;, bi, h € R{z,y}.

Para ver que efectivamente se tiene esas relaciones de divisiblidad, igualamos coefi-
cientes en (ii) y obtenemos que:

(0) ((z —y*)y)*"P = af + 55 + zy(z — y*)qo
(1) (= —y*)y)*Q = 2(apar + Bobh)

(2) qo = af + 3¢

Ahora, de (0) se sigue (z — y*)y|aZ + 52, con lo que (z — y*)y|ag, Bo ¥ como consecuencia
g Y)Yl 0 q y)y y

(z—y")y|qo. Finalmente, de (2), se deduce que (z—y*)y|a?+3? y por tanto (z—y*)y|ay, B1

v ((z = ¥")y)?|9- m

Una vez estudiado X, tratamos Y;, del mismo modo, demostrando el siguiente resul-
tado:

Teorema 5.2 P(Sy, ) C Xa(Ys).
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Demostracion. Consideramos la equivalencia birregular,

¢: {2 =Py — P\ {y=0} — {u® =22y +y* =01\ {y =0}
(:anaz) — (Zayaxy):(z?%w)

Y. : 2% = x2y —|—y2k

(z,y,2) = (2,y,7y)

con inversa
i {w? =Py + g =0\ {y =0} — {Z-2Py—y*}\{y=0}
(z,9,w) +— (E,y, z)
Yy
Sea ahora T' € P(Sy, ), que podemos suponer de la forma T' = P + 2Q). Consideramos

F(w,y) + 2G(w,y)
y2r

T o1 :P(%,y) —{—zQ(%,y) _

conr >0,y F+2G € Rla,y,w] que es > 0 en w? — 2%y + 3?1 = 0,y # 0, y, por
continuidad, en w? — 2%y + y***1 = 0. Como esta superficie es X}, existen «,3,q €
R{z,u, v} tales que

YI(P+2Q) op = F +2G = o® + % + q(w? — 2y + y* )
y asi obtenemos la siguiente igualdad en R{z,y, z}
v (P+2Q) = (2,5, 2y) + 87 (2,9, 2y) + (2, ¥, 2y) ((wy)” — 2y + ™)

Dividimos «(z,y, zy), (2, y, zy), ¢(z, y, xy) entre 22 — x2y — 3?* (divisién de Weierstrass)
y aplicando I1.2.10, nos queda

¥ (P + 2Q) = (o0 + 2a1)” + (Bo + 2581)° — (2° — 2y — ") (1)

con a, 3, q0 € R{z,y}. Veremos que y?|qo,y|c, 3i, para poder eliminar y? y reiterar el
proceso hasta que

(P + 2Q) = (ag + za1)?> + (bg + 2b1)? — (2% — 2%y — y%)ho (ii)

con a;, b, hg € R{x,y}, que es lo que se requiere. Para ver lo dicho, igualando coeficientes
en (i) resulta:
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(0) y*P = a2 + B2 + qo(2?y + y?¥)
(1) 4*"Q = 2(apar + Bof)

(2) g0 = o + 32

Ahora de (0) resulta y|ad + 32, con lo que ylag, By ¥ como consecuencia y|go. Por (2), se
tiene y|af + B2 y por tanto y|ag, 81 v y?|qo. [ |

Finalmente veamos que P = )5 para el paraguas de Whitney, como consecuencia de
cumplirse lo mismo para sus deformaciones.

Corolario 5.3 P(z? — 2%y = 0) = Xs(2? — 2%y = 0)
Demostracion. Sea f + zg € P(z? — 2%y = 0). Como consecuencia de I1.2.8 (b) existe

mo € N tal que si m > mg entonces:

f+@+y)" € PT(a’y>0)=P"{y>0}u{z=0}) (i)
(f+ @+ )" —a’yg® € PHR?) (i)

Por el lema de densidad polinomial (I1.2.1), dado m > my existe r > 1 tal que
(f + (&% +y*)™)? — *yg® + (z,y)" C PH(R?) (ii)

Sea k = max{r,2(m +1)}, y consideremos la aplicacién f + (2% +y*)™ +zg € O(Y3); que,
de hecho, estd en P(Y}).

En efecto, por (iii)
(f + @ +y2)™)? = (2%y +y*)g? € PH(R?)

y por (i)
f+ @ +y*)™ e PH({y = 0});

luego sélo nos falta probar que f + (22 +y*)™ € P*(—2% — y?*~1 > 0). De nuevo por (i),
F(0,9) +y*™ = y*u(y)
con u € R{y}, u(0) > 0y s < m. De este modo,
f+ @+ )™ = y®u(y) + ah(z,y) >y u(y) — |ollh(@,y)| > v u(y) - clal,

con h € R{z,y} y ¢=|h(0,0)] + 1.

Ahora, si —22 — y%~1 > 0 se cumple

| < Jy/Ft < Jy)Pmr <yl Pt = e t!
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y por tanto
f4 @+ 9™ >y (uly) + cy) > 0.

Como f + (2% +y*)™ + zg € P+ (Y},) existen «, 3, h € R{z,y, 2} tales que :
fH@®+y)"+z2g =0+ 52— (22 — 2’y — ™)

y por tanto,
fH+zg=0a®+3*— (2> —2%y)h  mod (z,y)*".

Como esto vale para cualquier m > mg el Teorema de Aproximaciéon de M. Artin
proporciona a, b, ¢ € R{x,y, z} tales que

f+2zg=0a?+b—(2* —2%)q.

6 Gérmenes de codimensién mayor

En esta seccién vamos a demostrar que para cada n € N existe un germen de superficie
con dimensién de inmersién n + 1 tal que P = XYy, Utilizaremos el cono real de Veronese
S,, C R™ 1 que es la superficie algebraica irreducible de ecuaciones cuadraticas

Fijj =mwj —xi 1wy, 1<i<j<n-—1
y cuya complexificacién estd parametrizada por
1

Y(z,w) = (2%, 2" tw, ..., 2w w™)

(véase [Hal).

Sea X, el germen en el origen de la superficie S,,. Es sencillo comprobar que I(X,,)
es el ideal generado por los mismos polinomios homogéneos Fj; y que mult(X,) = n. Se
verifica:

Proposicién 6.1 P(X,,) = Ya(X,).
La prueba de este hecho ocupa el resto de la seccién. En primer lugar:

Lema 6.2 Sea f € R{xg,21,...,2,}, entonces existen fo, f1,...,fn-1 € R{z,} vy g €
R{xzo, 21, ... ,xn} tales que f — (fo(zn) + S0 filwn)z:i + zog) € 1(Xn).
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Demostracion. Consideramos para cada v = (v1,... ,V,—1) el polinomio homogéneo

Gy =gt — gk gk

n—1 i

siendo d = |v|, 0 <i<nykeN tales que Z?:_lljl/j = nk +1i. Veamos que G, € I(X,,);
para ello, basta observar que:

n—1
G, o N = H(znfjwj)uj _ Zn(dflfk),wnkznfiwi — anfnkfiwnk+i o Zn(dfk)fiwnk+i -0
=1
) (4) ] o
En particular, parau; = (0,... ,n+1,...,0) deducimos que =} —x} x5~ " € I(X,). De este
modo, cualquier f € R{z,...,z,} se puede dividir sucesivamente entre estos polinomios

hasta obtener

f= Z ay (zo, xp) - 2" mod I(X,,).

0<vy,... ,Wp_1<n

Ademés, como los G, € I(X,,), resulta 2%* - 2" = 2@ 1" Fakz,  mod I(X,), y

n—1 n
obtenemos by, by, ... ,b,—1 € R{xg,z,} tales que
n—1
f= Z bi(l‘o, xn)x, + bo(xo, l’n) mod I(Xn)
i=1
Finalmente, como b;(xg, x,) = fi(zn) + z0gi(zo, xn), existe g € R{xg, z1,... ,x,} tal
que

n—1
f=folwn) + Y filwn)wi+2og  mod I(X,).
i=1

Para probar P(X,,) = Y2(X,) procederemos segin nuestra estrategia habitual. Asi,
necesitamos una forma de reduccién polinomial, que es la que sigue:

Lema 6.3 Para cada f € P(X,) y cada k > 1 existe un polinomio f, € P(Sy) tal que
w(f = fx) > k.

Demostracion. Empezamos parametrizando .S,,. Si n es impar, la misma parametrizacién
compleja vy aplica R? sobre S,,. Denotamos v, = 7|g2. Por el contrario, si n es par asf s6lo
obtenemos S, N {xg > 0} y para parametrizar S,, N {xg < 0} necesitamos usar y_ = —~;.
Pero como para n impar —(s,t) = y(—s, —t), concluimos que en todo caso f|g, > 0siy
s6lo si foy, y foy_ son > 0en R? (todo esto resulta facilmente de ser S,, un cono sobre
Sy N{xg =1} y ser v una parametrizacion compleja).

Sean, ahora, k > 1y f € P(X,), y consideramos gy = f + (22 + 23 + ... + 22)*.
Tenemos:
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(i) gr € PT(Xn)
(ii) w(f — gk) =2k >k
Veamos que existe r > 2k tal que
gk + (20, 21, ... ,2,)" C PH(Xy).

Para ello, consideramos los gérmenes gi © V4, gk © ¥—, que son definidos positivos en R2.
Por el lema de densidad polinomial (II1.2.1) existe r > 2k tal que

gk oY+ + (5,8)" gk o - + (s,1)™ C PT(R?).
Y asi, es claro que gi + (20, Z1,- .. ,2n)" C PT(Xy).

Consideramos ahora el jet hy de gi de grado r—1, que como consecuencia de lo anterior,
es pd en X,,. De este modo, existe ¢ > 0 tal que hy es > 0 en S,, N B-(0). Por otra parte,
siy € S, NR* 1\ B.(0), entonces ||y|| > ¢ vy asf,

T I S I S ¥ [ W

0<v|<r—1 0<[y|<r—1
|ay |
< > iyl < Y gzr_V”HyH%SMIIyIIQT
0<v|<r—1 0<[v|<r—1

De esta forma, el polinomio fy, = hx+M (23 +x3+...+22) es > 0en S, y w(f — fi) > k.
|

Combinando como siempre el lema anterior con el Teorema de Aproximacién de M.
Artin resulta una vez més que I1.6.1 se deduce de lo siguiente:

Proposicién 6.4 P(S,) C Xo(X,,).

Demostracion. Sea f € P(S,). Consideramos la equivalencia birregular

bn :RE\{zg =0} — S,\ {zo=0}
2 k

n
1 1 1
(.’L’O,.’L'l) = ('CC()awl?x_v"‘ ) k—10° " 7xn_1
0 $0 0

cuya inversa m es la proyeccién sobre las dos primeras variables. Sea ahora,

2 k n

L7 L M) P(LEO :El)
g:fogbn:f(:ljo,:l?l,—,..., N n71>: 2;

o Tk—1 Zg xj

conr >0,y P € Rlzg,71] que es > 0 en z¢ # 0, y por continuidad, en todo R?. Como
P(R2) = 55(R2), existen a,b € R{xg,x1} tales que

:U%Tg:P:a2+b2,
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y asi, componiendo con 7w obtenemos que

x3 f — (a® + V%) € I(X,). (i)

Por 11.6.2 existen ag,a,...,an—1,b0,01,... ,bp—1 € R{z,} v a,8 € R{xg,z1,... ,2,}
tales que

n—1

a—(ao(xn) + Y ai(zn)zi + 300) € I(Xp),

i=1

n—1

i=1
y por tanto,

h=axf— <<a0(a:n) + "zf a;(zy)z; + :an>2 + (bo(xn) + Ti bi(xn)x; + xoﬁ)2> € I(X,).

i=1 i=1
Tenemos,

0=hoyy=s""(for)

n—1 2 n—1 2
- (GO(tn) + Z ai(t")s" 't + 8" (o 7+)> - <b0(t”) + Z bi(t")s" 't 4 8" (B o ’V+)>
i=1 =1

y contando érdenes con respecto a s

v

N,

n—1
ordy (ao(t”) + Z a;i(t")s" " + s"(a o 'y+)>

i=1
n—1 o

ordg (bo(t") + Z bi(t™)s" 't + " (B o 7+)> > rn.
i=1

Asi se deduce que a;(t"),b;(t") = 0 para 0 < i < n — 1y en consecuencia a;, b; = 0 para
0 <i<n—1. Por tanto, 2% f — 2(a® + 3?) € I(Xy) y como xo & I(X,) que es primo,
concluimos

23 2 f — (o + 7)€ I(X,,).

Asi, podemos recomenzar el argumento desde (i) y al final obtendremos que f € Xo(X,,).
|
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