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Introduccion

La presente memoria se centra en problemas de aproximacién y optimi-
zacién en espacios normados.

El punto de partida ha sido un grupo de trabajos de Durier [15], [16],
[17], [18] y [19] en los que se consideran problemas del tipo siguiente.

Supongamos que tenemos un espacio normado (X,| - ||) y n puntos
ai,...,an en X (n es un nimero natural). Se trata de minimizar funcio-
nes del tipo

o, X — [0,400)

xr — |lz—ai||+...+ ||z —an|

¢, X — [0,400)

x — Jlz—ar|lP+...+ |z —an|?

Poo i X — [0,400)
r — méx {[|z —ail,..., ||z — anll}.

0, en general, alguna funcién andloga a las anteriores

Evidentemente es un problema de optimizacién (minimos de ¢,, ¢, ¢,
etc.) y también lo podemos ver como un problema de aproximacién, de
hecho de aproximacién simultdnea: queremos aproximar, en algin sentido,
ai,...,a, “ala vez”.

Este tipo de problemas tienen una larga historia. Si nos restringimos al
plano euclideo, podemos comenzar con el problema siguiente que planteé el
abogado Fermat (1601-1665):

“Dados tres puntos en el plano euclideo, encuéntrese un cuarto
punto tal que la suma de sus distancias a los tres puntos dados
sea minima”



Este problema fue resuelto de diferentes formas (véase, por ejemplo, el
libro [6]). Pero la solucién geométrica mas conocida y que vamos a ver més
tarde (ver seccién 1.4) es anterior a 1640 y se debe al fisico Torricelli segun
el libro [6], que cita la referencia [51].

No se dio importancia a este problema de Fermat en la vida real hasta
que el economista Weber escribi6, en 1909, el libro [56], donde planted el
problema de la bisqueda de la ubicaciéon de un mercado en un territorio de
modo que la suma de las distancias recorridas desde diferentes fuentes de
suministro de material a dicho mercado sea minima. Con esto el problema
de Fermat paso a tener una gran importancia en las aplicaciones reales.

El problema dual de Fermat aparece muy temprano, y fue planteado
originalmente por Sylvester en 1857 (ver [48]), bajo la forma siguiente:

“Dados tres puntos en el plano euclideo, determinese la ubicacion
de un cuarto punto de tal manera que se minimice la distancia

euclidea de este punto al punto mds lejano de los tres puntos
dados”

Este problema dual tiene la interpretacién geométrica elegante que sigue:
se trata de encontrar el menor circulo que contiene a estos tres puntos dados.
El centro de dicho circulo es, precisamente, donde se sitiia el cuarto punto.
Hemos incluido la solucién en la seccién 1.2.

Dejemos ahora a un lado lo que ocurre en el plano euclideo pues, natu-
ralmente, las versiones de este problema que se han estudiado en los tltimos
afos se refieren a normas arbitrarias, dimensiones arbitrarias y a funciones
a minimizar méas y mas generales.

Dentro del problema podemos considerar varias partes: ;jexiste solucién?
jes unica? jcudl es o cudles son las soluciones? jcémo calcularlas? ; podemos
garantizar que algunas soluciones se encuentran en algin conjunto dado? (=
problemas de “localizacién”) etc.

En relacion con la ultima de las preguntas anteriores hay una primera
conjetura que en principio parece natural:

(C) Si el problema tiene solucion, entonces tiene alguna solu-
cion en el espacio vectorial engendrado por {ay,...,an}, y
mds concretamente, en la envoltura conveza de {aj,...,an}.

De hecho, (C) se ha dado por supuesto en algin trabajo (ver [10]). Sin
embargo (C) es falso en general.

Naturalmente, (C) es cierto cuando trabajamos con una norma euclidea,
es decir, cuando nuestro espacio normado (X, || - ||) es un prehilbert (o IPS,
Inner Product Space). Sin embargo, desde hace tiempo se conocen ejemplos



muy sencillos (en R? con la norma || - ||1, ver Ejemplo 1.9.1) que prueban
que (C) es falso en general.

Una parte de la investigaciéon de Durier [15], [16] y [18] se ha dedicado a
descubrir en qué condiciones (C) o condiciones andlogas a (C) son ciertas.

Comentabamos més arriba que, por supuesto, (C) es cierto si X es un
IPS. Lo que es més sorprendente es que ha ido quedando més y maés claro a
lo largo del tiempo que (C) es cierto sélo si X es un IPS. Por ello podemos
decir que toda esta linea de trabajo se ha convertido en dar caracterizaciones
de los espacios IPS.

Esto en realidad ya podemos encontrarlo en parte en la célebre caracte-
rizacién de Jordan y Von Neumann (ver [28]), que puede ser enunciada de
la siguiente forma (ver seccién 1 de [1]):

Teorema (Jordan-Von Neumann 1935). Sea (X, || - ||) un espacio nor-
mado que tiene dimension mayor o igual que dos, si para cada tres puntos
ai,az,a3 en X la funcion

)
ze€X > lz—al*+ |z - af® + ||z — a3

alcanza su minimo en %(al + as + asz), entonces X es un IPS.

Anos mas tarde, a principios de los 60, encontramos una caracterizacién
que de forma mds clara se relaciona con la conjetura (C). Es el famoso
Teorema de Garkavi [24] y Klee [34], que podemos enunciar ast:

Teorema (Garkavi 1964-Klee 1960). Sea (X, || -||) un espacio normado
de dimension mayor o igual que tres, si para cada tres puntos ai,asz,as en
X la funcion

reX 2= max{|le—all|lz — a2, |z — a3}

tiene algun minimo en la envoltura conveza de {ai,as,as}, entonces X es
un IPS.

El Teorema anterior motivé a Amir a profundizar en la condicién que
aparece en dicho teorema. La idea seria en lugar de considerar todos los
conjuntos de tres puntos del espacio X, considerar solamente los conjuntos
de tres puntos que estdn en la esfera unidad de X . Esto le llevé a considerar
la condicién siguiente [1], que es otra variante de la conjetura (C):

(15.14) Para cada tres puntos ai,az, a3 en la esfera unidad X, si 0
es un minimo de

® [
reX =5 mix{|z—al, |z - al, |z - as}

entonces 0 estd en la envoltura convexa de {a1,as,as}.



(Hemos conservado el nimero (15.14) como en el libro de Amir [1]).

Amir afirma que (15.14) caracteriza a los IPS, y més tarde Durier [18]
generaliza de dos maneras dicha caracterizacion.

Nuestra primer aportacion en esta memoria consiste en dar un ejemplo
para probar que la caracterizacién de Amir es falsa (y por tanto también son
falsas las extensiones de Durier). Esto lo hacemos en el capitulo 2, después
de un capitulo 1 de preliminares.

Una vez visto que la caracterizacién de Amir es falsa, surge la pregunta de
si es posible modificarla para obtener verdaderas caracterizaciones. También
en el capitulo 2, hemos comprobado que si con las dos caracterizaciones
siguientes:

Teorema. Sea (X, | -||) un espacio normado de dimension mayor o igual
que tres. Si X cumple la condicion siguiente:

(GKfo) Para cada tres puntos a1, a2, a3 en la esfera unidad X, la
funcion

reX 2= max{|e—alllz - azl|, |z — a3}

tiene algin minimo en la envoltura convera de {ay,a2,as},

entonces X es un IPS.

Teorema. Sea (X,|| -||) un espacio normado de dimension mayor o igual
que tres. Si X cumple la condicion siguiente:

(Azo) Para cada tres puntos ai,ao,a3 en la esfera unidad X, la
funcion

reX = max{|e - al, |z - asl, |z - as}

tiene algun minimo, y si 0 es minimo necesariamente estd en
la envoltura convera de {a1,asz,as},

entonces X es un IPS.

Hasta ahora nos hemos centrado en las caracterizaciones de los IPS me-
diante la localizacién de los minimos de la funcién ¢__, en torno al Teorema
de Garkavi y Klee. Desde hace tiempo se planted el problema de caracterizar
los IPS mediante los minimos de la funcién ¢, y de ¢, (1 < p < 400), es de-
cir obtener andlogos al Teorema de Garkavi y Klee para estas funciones. Esto



no se ha conseguido hasta muy recientemente, en que Benitez, Fernandez y
Soriano probaron las siguientes teoremas (ver [3], [4], [5])-

Teorema (Benitez-Fernandez-Soriano 2002). Sea (X, | - ||) un espacio
normado de dimension mayor o igual que tres y sea p € (1,400). Si para
cada tres puntos ai, as,az en X la funcion

)
zeX 5 fr—alllf + ||z - a2l + [|lz — as|”

tiene algin minimo en la envoltura convexa de {ai,as,as}, entonces X es
un IPS.

Teorema (Benitez-Fernandez-Soriano 2002). Sea (X, | - ||) un espacio
normado de dimension mayor o igual que tres. Si para cada tres puntos
ai,a9,as3 en X la funcion

reX L |z —ai| + |z — a2 + & — as]]

tiene algin minimo en la envoltura convexa de {ay,az,as}, entonces X es
un IPS.

A la vista de los teoremas anteriores surge la pregunta siguiente ;pode-
mos dar caracterizaciones de los IPS del tipo de (GK3)) y (A%,) cambiando
la funcién ¢, por ¢, 0 ¢,?

Para la funciéon ¢, hemos obtenido una respuesta completamente satis-
factoria. Esto es el contenido del capitulo 3, cuyos resultados principales son
los dos teoremas siguientes:

Teorema. Sea (X, | - ||) un espacio normado de dimension mayor o igual
que tres. Si X cumple la condicion siguiente:

(GKf) Para cada tres puntos ai,a2,a3 en la esfera unidad de X,
la funcion

©
reX 2 -l +lz - asl + o — asl
tiene algin minimo en la envoltura convera de {a1,as2,as},

entonces X es un IPS.

Teorema. Sea (X, | - ||) un espacio normado de dimension mayor o igual
que tres. St X cumple la condicion siguiente:



(A’{) Para cada tres puntos ai,ao,a3 en la esfera unidad de X,
la funcion
©
reX 5 |lz—all+ [z —af + ||z - a3
tiene algun minimo, y si 0 es minimo necesariamente estd en
la envoltura convexa de {a1,as2,as},

entonces X es un IPS.

El capitulo 4 lo dedicamos al mismo tipo de problemas, esta vez con la
funcién ¢, (1 < p < 400). Hemos conseguido probar un teorema completa-
mente analogo al primero de los anteriores:

Teorema. Sea (X,| -||) un espacio normado de dimension mayor o igual
que tres y sea p € (1,4+00), si X cumple la condicion siguiente

(GK?) Para cada tres puntos ay, a2, a3 en la esfera unidad de X,
la funcidén

[}
zeX — |r—all +lz — a2l + l|lz — a3
tiene algiun minimo en la envoltura convera de {a1,as2,as},

entonces X es un IPS.

En lo que respecta a si es valida una caracterizacion mediante una con-
dicién del tipo (A;), hemos tenido que dejarlo como problema abierto.

En el capitulo 4 también ofrecemos una demostracién del primer Teorema
de Benitez, Ferndndez y Soriano que citamos mas arriba (la caracterizacién
de los IPS mediante la localizacién de los minimos de la funcién ¢,, donde
1 < p < 4+00) distinta de la original de Benitez, Ferndndez y Soriano.

En el capitulo 5 estudiamos dos formulaciones de la conjetura (C) intro-
ducidas por Durier [18], que son més sofisticadas que las que hemos visto
hasta ahora: (CvHP);, y (AfHP);,. Completamos el estudio que habfa he-
cho ya Durier y probamos que también son caracterizaciones de los IPS.

Finalmente, en el capitulo 6 hemos estudiado dos tipos de problemas de
aproximacion simultanea éptima.

El primero ha sido estudiado por Hussein, Khalil y Saidi en [45] y tiene
la forma siguiente.

Sea (X, || - ||) un espacio normado e Y un subconjunto de X. Sea N una
norma mondtona en R™ (n > 2), es decir, N((t;)i<i<n) < N((si)1<i<n)



cuando |t;| < |s;| para cada i = 1,...,n. Sea x1,...,z, una familia de n
puntos en X. Se trata de minimizar la funcién

yeY — N(llzr =yl lzn — )

sobre el subconjunto Y.
Cuando esta funcién admite un punto de minimo, éste se llama una
aproximacién N-simultdnea éptima de z1,...,x, en Y.

Como se ve, el objetivo de este problema es aproximar varios puntos
“a la vez”. En este sentido se parece a un problema de busqueda de un
minimo de una funcién del tipo ¢ 0 ¢, 0 ¢, (1 < p < +00) que hemos
visto anteriormente. La diferencia es que ahora, al igual que en los proble-
mas de aproximacién anteriores, queremos aproximar mediante puntos de
un conjunto o subconjunto dado. Es decir, si tomamos Y = X tenemos la
definicién analoga a la que hemos visto previamente al tratar de minimizar
9., 0, 0@, . Naturalmente lo interesante es que Y # X: queremos apro-
ximar puntos de X mediante puntos de Y. Tal problema, se aparta un poco
de los anteriores pues no nos lleva a caracterizaciones de los IPS, sino a estu-
diar un concepto importante en aproximacién simultanea que se denomina
proximinalidad N-simultanea.

Se dice que Y es proximinal N-simultdneamente en X, si cualesquiera n
puntos en X tienen una aproximacion N-simultdnea éptima en Y.

Nuestra aportacién en este capitulo se centra en estudiar algunas condi-
ciones para que un subespacio S de Ly (i, X), sea proximinal N-simultédnea-
mente en Lj(u, X), donde X es un espacio de Banach y (€,%, 1) es un
espacio de medida finita.

El principal resultado que hemos obtenido es el siguiente:

Teorema. Sea N una norma mondtona en R™ (n > 2) y po una restriccion
de p a una sub-o-dlgebra Yo de X. Si X es reflexivo, entonces Ly (po, X) es
proziminal N -simultaneamente en Ly (p, X).

Queremos hacer notar que este resultado, por lo que sabemos, es nuevo
incluso en el caso X = R.

El segundo problema de aproximacion simultanea 6ptima que hemos es-
tudiado en este capitulo 6 tiene como punto de partida un grupo de trabajos
de Li y Watson [36], [37]. En ellos se estudian problemas semejantes a los
anteriores, pero con una nocion de aproximacion simultanea ligeramente
diferente.






Capitulo 1

Resultados preliminares

1.1. ;Qué son el radio y centro de Chebyshev?

Se define el radio de Chebyshev de un conjunto finito de puntos A =
{a1,...,a,} (n > 1) en un espacio normado (X, || - ||), como el menor de los
reales r > 0 tal que existe un xg € X con A C B(zp,r). En este caso, xg
se llama centro de Chebyshev de A, o dicho de otra forma, x¢ es un punto
donde la funcién objetivo siguiente

reX —r(x A= 1H<1§i<X |z — a4l
Sisn

alcanza su minimo sobre X, y el radio de Chebyshev es

r=rx(A4) = zig)f{r(a:,A).

El conjunto de los centros de Chebyshev del conjunto A (quiza vacio) se
denota por

Z(A) = {x €eX: r(z,A) = ylg)f{r(y,A)}

Por supuesto, si la dimensién de X es finita, entonces Z(A) no es vacio.

1.2. Centro de Chebyshev de un triangulo en el
plano euclideo

Si el espacio X es un plano euclideo, el centro de Chebyshev de A =
{a1,a2,a3} y el radio de Chebyshev (r > 0) se hallan conforme a las figuras
siguientes.



10 Capitulo 1

La figura (1.1) refleja el caso en que el tridngulo es acutangulo (los éngu-
los del tridngulo A son estrictamente menores que 7). Entonces el centro de
Chebyshev de A coincide con el circuncentro de este tridngulo, y su radio
de Chebyshev es el radio de esta circunferencia.

La figura (1.2) ilustra el caso en que el tridngulo es o bien obtusangulo o
bien rectdangulo (uno de los angulos de A es superior o igual a 7). Entonces
el centro de Chebyshev de A coincide con el punto medio del lado mayor de
A, y su radio de Chebyhev es la mitad de la longitud de dicho lado.

Figura 1.1: Caso 1
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Resultados preliminares

Figura 1.2: Caso 2
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1.3. ;Qué es un centro de Fermat?

Cuando definfamos el centro de Chebyshev de un conjunto de n (n > 1)
puntos ai,...,a, en un espacio normado (X, | - ||), lo que se buscaba era
encontrar el minimo de la funcién

z€X — [|(lz —al,.... lz — anl)]| .
donde || - ||oo es la usual norma del maximo en R™.
Si en el planteamiento anterior sustituimos || - ||o por || - |1 (la usual

norma de la suma en R™) lo que obtenemos es el centro de Fermat.

Con precisién: Un centro de Fermat de un conjunto finito A C X formado
por ai,...,a,, es un punto donde la suma de las distancias de este punto a
las puntos que forman tal conjunto sea minima. Es decir, un punto donde
la funcién objetivo siguiente

n
reX —riz A) = Z||5U—aiH
=1

alcanza su minimo en X.
El conjunto de los centros de Fermat del conjunto A (quizd vacio) se
denota por

ZHA) = {a: € X: rl(z,A) = inf rl(y,A)}.
yeX
Por supuesto si la dimensién del espacio X es finita, entonces el conjunto
Z'(A) no es vacfo.

1.4. Centro de Fermat de un tridngulo en el plano
euclideo

Si el espacio X es un plano euclidiano, la determinacién del centro de
Fermat de un conjunto de tres puntos se divide en dos casos.

La figura (1.3) refleja el caso en que los angulos del tridngulo A son
estrictamente menores que %’r En esta situacién tal punto fue encontrado
por Torricelli antes de 1640, segun el libro [6], que cita las referencias [51] y
[22]. Este punto es la interseccién de las circunferencias circunscritas a los
tridngulos equildteros exteriores construidos sobre los lados del tridngulo A,

y se conoce como “ punto de Fermat ” o “ punto de Torricelli ”.

La figura (1.4) refleja el caso en que uno de los dngulos es superior o

igual a %” Este caso ha sido tratado por muchos autores, y el primero en

enunciarlo explicitamente fue Cavalieri (antes de 1647, segtin el libro [6], que
cita [8]). Tal punto es el vértice de dicho dngulo.
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Figura 1.3: Caso 1

az = T

T

ayi az

Figura 1.4: Caso 2
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1.5. ;Qué es un p-centro?

Si en el planteamiento de centros de Chebyshev (o en el de centros de
Fermat) sustituimos || - || (0 || - [[1) por || - ||, (la usual norma de la p-suma
en R™) lo que obtenemos es el p-centro.

En concreto: un p-centro de un conjunto finito A C X formado por
ai,...,an, €s un punto donde la suma de las distancias con potencia p €
(1,00) de este punto a las puntos que forman tal conjunto sea minima. Es
decir, un punto donde la funcién objetivo siguiente

1
n »
reX —rP(x,A) = <Z||x—aiﬂp>
=1

alcanza su minimo en X.
El conjunto de los p-centros del conjunto A (quizé vacio) se denota por

Z"(A) = {x e X: rP(x,A) :yiél)ffrp(y,A)}.

Por supuesto si la dimensién del espacio X es finita, entonces el conjunto
Z"(A) no es vacio.

1.6. 2-centro de un triangulo en el plano euclideo

Si el espacio X es un plano euclideo el 2-centro (o baricentro o centro de
gravedad) del tridngulo {a1, as, a3}, es el punto z¢ = 3(a1 + as + a3) como
indica la figura siguiente.

as

Figura 1.5:

1.7. Norma monotona

Se dice que una norma 7y en R™ (n > 2) es mondtona si para cada
t = (ti)i<i<n ¥ § = (8i)1<i<n dos vectores en R", tales que |t;| < |s;| para
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cada i =1,...,n, tenemos que

() < (s).
Una norma monotona en R” serd llamada una n-norma mondtona.
Ejemplo 1.7.1. Las normas cldsicas de ¢, para 1 < p < oo, son monotonas.

Lema 1.7.2 (Lema 2 de [45]). Sean > 2 y sea v una n-norma mondtona
y sea t = (ti)1<i<n ¥ S = (8i)1<i<n dos vectores en R™. Si |t;| < |s;| para
cada i =1,...,n, entonces y(t) < y(s).

Demostracion. Denotamos \; = 2—1 paracadat=1,...,ny A = 1r£1é<x A

B <Isn
Por las hipétesis tenemos A; € [0,1) para cada i = 1,...,n, asi que A < 1.
Por tanto t; < As; para cada ¢ = 1,...,n. Luego

Yty tn) < Y(ASL, s ASR) = AY(S1, -5 8n) < (81, .-, Sn)-

1.8. ;Qué es un ~-centro?

Si ahora, en vez de trabajar con || - ||, || - [[1 0 || - ||, consideramos una
norma monétona arbitraria v lo que obtenemos es el vy-centro.

En concreto: un «-centro de un conjunto finito A C X formado por
ai,...,ay, es un punto donde la funcién objetivo siguiente

reX — G'(A)(z) = 7(”3@ —aill,...,||Jz — an||)

alcanza su minimo en X.
El conjunto de los y-centros del conjunto A (quizé vacio) se denota por

MY(A) = {x €X: G(A)(@) = inf GV(A)(y)}.

Por supuesto si la dimensién del espacio X es finita, entonces el conjunto
M7(A) no es vacio.

Nota 1.8.1. En este trabajo conservamos la notacién empleada por Amir
en su libro [1] para representar el conjunto de los centros de Chebyshev
y la funcion que determina éstos. Asimismo, y con una notacion andlo-
ga, representamos las funciones que determinan los centros de Fermat y
los p-centros. Para ambos conjuntos de centros, sequimos las notaciones de
Benitez, Ferndndez y Soriano en (3], [4] y [5]. Respecto a los y-centros, y el
conjunto que definen, conservamos la notacion debida a Durier en [18].
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Nota 1.8.2. Sea v una n-norma mondtona, A = {a,...,an} un subcon-
Junto finito de X, y sea w = (wi,...,w,) una n-familia positiva.

Se dice que g € X es un y-centro con pesos w de A, si es un punto
donde la funcidn siguiente

z€X — GL(A)(x) =v(willz —all,...,wnllz — anl])

alcanza su minimo en X.
El conjunto de los y-centros del conjunto A (quizd vacio) se denota por

MI(A) = {2 € X+ GLA) = Inf GLA)w) }.

Observacién 1.8.3. Sea v una n-norma mondtona, w = (wi,...,wy) una
n-familia positiva y t = (t;)1<i<n € R™.

(1) Siy(t) = ||t]oo = sup |ti| yw1 =+ =wy =1, la funcion GL(A)(+)
<isn

se denota porr(-, A), y M (A) por Z(A), y es el conjunto de los centros
de Chebyshev de A.

(2) Si~v(t) = |t]h = i |ti], la funcion GL(A)(-) se denota por r1(-, A) y
i=1

MJ(A) por ZL(A), y es el conjunto de los centros de Fermat de A con
Pesos w.

1
(3) Siv(t) =|tl], = < > \ti]p) T eonl< p < 0o, GL(A)(+) se denota por
i=1
B (-, A), y MJ(A) por Z.(A), y es el conjunto de los p-centros de A
con pesos w.

1.9. Localizacién del v-centro

Sea (X, || - ||) un espacio normado. Por sencillez supongamos dim(X) <
+00. Sea 7y una n-norma monétona y tomamos un conjunto finito {aq, ..., a,}
en X. ;Donde estd el (o algun) y-centro de {a1,...,an}?

La primera respuesta inocente que podiamos dar es que el conjunto tiene
algtin y-centro en su envoltura convexa. De hecho esto se ha utilizado en la
literatura (ver [10]). Sin embargo, es falso. En realidad es falso en situaciones
muy sencillas.

Ejemplo 1.9.1. En (R3,]| - ||), si tomamos a; = (1,0,0), az = (0,1,0) y
az = (0, 0, 1).

Se verifica facilmente que (0,0, 0) es el centro de Chebyshev, de Fermat,
y el p-centro de {a1,a2,as}. Sin embargo (0,0,0) no estd en la envoltura
convexa de {a1,as,as}.
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En las secciones siguientes vamos a ver que si podemos encontrar centros
(v-centros, p-centros, etc) de conjuntos finitos en su envoltura convexa en
dos casos importantes: en los IPS y en espacios de dimensién dos.

Desde luego son hechos conocidos pero hemos incluido demostraciones
por comodidad del lector, y en el segundo caso (espacio de dimensién dos)
también porque no hemos encontrado pruebas sencillas y explicitas en la
literatura.

Una vez que queda claro que en los IPS y los espacios bidimensionales
podemos encontrar centros de los conjunto finitos en su envoltura convexa,
el hecho notable es que son los dos unicos casos en que esto sucede.

En los capitulos 2, 3, 4 y 5 recogemos varios resultados conocidos que
precisen esta idea y hacemos algunas aportaciones en esta direccién. En
definitiva lo que se obtiene son distintos caracterizaciones de de los IPS en
dimension mayor o igual que tres.

Nota 1.9.2. Aunqgue hemos mencionado conjuntos finitos en realidad vamos
a trabajar casi exclusivamente con conjuntos de tres puntos, o lo que es lo
mismo, con tridngulos.

Observamos que los conjuntos de uno o dos puntos son demasiado trivia-
les. Si tomamos solamente un punto, evidentemente su centro (sea cual sea)
es €l mismo. Si tomamos un par de puntos, es fdcil probar que sus centros
estdn siempre en su envoltura convezxa, es decir, en el segmento que definen.

Por otra parte, veremos que por la caracterizacion de los IPS nos basta
con conjuntos de tres puntos. No es preciso tomar mds puntos.

1.10. ~-centro de un conjunto finito en un IPS

Antes de nada recordemos un resultado de la proyeccién sobre un convexo
cerrado en un IPS siguiente.

Teorema 1.10.1. Sea (X, || -||) un espacio IPS y sea K C X un convezo
cerrado no vacio. Entonces para todo x € X, existe yg € K unico tal que

— = inf ||z —y||.
lz = oll = inf Jlz —y]
El punto yg, se caracteriza por la propiedad:

<x—yo,Y—Yo ><0 para todo y € K.

Se escribe yo = P,z = Proyeccion de x sobre K.
Ademds, se verifica

|Pex1 — Pyxal| < ||lz1 — 22|  para todo z1,x9 € X.
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Demostracion. Véase pagina 79-80 de [7]. O

La proposicién siguiente es una consecuencia inmediata del teorema an-
terior.

Proposicién 1.10.2. Sea (X, | - ||) un espacio IPS, y sea A = {a,...,an}
un conjunto en X . Entonces para cada x € X, existe un punto xg € conv(A)
tal que

[0 — ail| < [l — a4l

para cada i =1,...,n.

Demostracion. Esta claro que conv(A) es un convexo cerrado.
Sea x € X. Por el Teorema 1.10.1, existe un tnico punto zy € conv(A)
tal que Pione(a)(z) = 20, ¥y

[[Peonviay () = Peonviay (@) || < |2 — ail

paracadai=1,...,n.
Por tanto
[0 — ail| < [l — aill
para cadai=1,...,n. O

Proposicién 1.10.3. Sea (X,| - ||) un espacio IPS. Sea n > 2, v una
n-norma mondétona, w una n-familia positiva y sea A = {ay,...,a,} C X.
Entonces, el conjunto A tiene un unico vy-centro, ademds estd en su envoltura
convexa.

Demostracion. Probamos primero la existencia de un ~y-centro de A. Sea
x € X. Por la Proposicién 1.10.2, existe un zp € conv(A) tal que

lzo — aill < |lz — aill

para cadai=1,...,n.
Puesto que v es una norma mondtona, entonces

G (A)(xo) < GL(A) (). (1.1)

Estd claro que conv(A) es un compacto y GJ(A) es una funcién continua.
Por tanto, el Teorema de Weirstrass garantiza que la funciéon GJ,(A)
alcanza su minimo sobre conv(A). Es decir, existe yg € conv(A) tal que

GL(A)(yo) < GJ(A)(y) paratodo y € conv(A).
Por la igualdad (1.1), tenemos que

G (A)(yo) < GL(A) (o) < GL(A)(2).
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Puesto que x es un punto arbitrario en X, entonces 1y es un minimo
absoluto de la funcién GJ(A). Ademés yo € conv(A).

Para la unicidad, veamos primero que la funcién GJ;(A) es estrictamente
convexa. En efecto: Sea z,y € X con x #y ,y sea A € (0,1).

Puesto que X es un espacio estrictamente convexo, y para cada i =
1,...,n, x —a; y y — a; son linealmente independientes, entonces para cada
1=1,...,n, tenemos que

Az = ai) + (1 = A)(y — a) || < Allz = aill + (1 = A)lly — ail.
Por el Lema 1.7.2, obtenemos que
GLA) Mz + (1 = AN)y) < AGL(A)(x) + (1 = A)GL(A) ()

Ahora la unicidad de y-centro con pesos w, es una consecuencia directa
de la convexidad estricta de la funcién GJ,(A).

Por 1ltimo, hemos visto en la existencia que la funcién GJ,(A) tiene por
lo menos un minimo en la envoltura convexa de A y hemos visto también que
este minimo es dnico. Por lo tanto, el conjunto A tiente un tinico vy-centro
y estd en su envoltura convexa. O

1.11. EIl Teorema de Helly. Una consecuencia

El teorema de Helly es una de los resultados fundamentales de la teoria
de conjuntos convexos. Puede verse pagina 196 de [42].
Nos dice lo siguiente:

Teorema 1.11.1 (Helly). Sea {C; : i € I} una coleccion finita de con-
Juntos convezos en R™ (no necesariamente cerrados). Si cada subcoleccion
de a lo sumo n + 1 subconjuntos tiene interseccion no vacia, entonces la
coleccion entera tiene interseccion no vacia.

De este teorema se sigue la siguiente proposicién, que ya se puede ver
en Wendell y Hurter [57], Durier [18] y Benitez, Ferndndez y Soriano [4].
Aunque dan una demostracién que no se apoya en el Teorema de Helly.

Como se vera la idea de la prueba es muy simple y ya aparece més o
menos en Kakutani [30] pagina 97.

Proposicién 1.11.2. Sea (X, || - ||) un espacio normado de dimension dos,
Yy sean ai, .. .,a, n puntos en X. Entonces para cada x € X existe un punto
xo en la envoltura convera de {ay,...,a,} tal que

lzo — ail| < |z — aif

para cada i =1,...,n.
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Demostracion. El resultado es evidente para n < 2, suponemos que n > 3.
Denotemos por T' a la envoltura convexa de {ai,...,a,}. Sea x € X,
parai=1,...,n, tomamos r; = |la; — z||, y denotamos

Bi={yecX : |la; —yl <}

Es facil comprobar que cada tres miembros de la familia de conjuntos
convexos {B1, ..., By, T} tenga interseccién no vacia. Entonces el Teorema
1.11.1 de Helly en dimensién dos garantiza que la familia tiene interseccién
no vacia, es decir, existe xg € TN By N---N By. Por tanto esta claro que xg
satisface la caracteristica deseada. O

1.12. Los ~-centros de un conjunto finito en un
espacio de dimension dos

La proposicién siguiente es una consecuencia inmediata de la anterior.

Proposicién 1.12.1. Sea n > 2 y sea v una n-norma mondtona, w una
n-familia positiva. Sea A = {ay,...,a,} un conjunto en X. Entonces, si
dim(X) = 2, se tiene

M7 (A) Nconv(A) # 0.

w

Demostracion. Sea A = {ai,...,a,} un conjunto finito en el espacio X de
dimensién dos. Por la proposiciéon 1.11.2, tenemos que para cada x € X
existe un punto zo € conv(A) tal que

[0 = asl| < [l = ail],

paracadai=1,...,n.
Puesto que la norma v es monétona y w es positiva, entonces

G (A)(xo) < GL(A)().

Por tanto

GLA) (o) < inf GL(A)(a).

Luego
xo € MJ(A) Nconv(A).

O
Corolario 1.12.2. En un espacio de dimension dos, cada conjunto finito

tiene un centro de Chebyshev (o oco-centro), de Fermat (o 1-centro) y un
p-centro (p € (1,00)) en su envoltura conveza.
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Nota 1.12.3. La proposicion precedente afirma que un conjunto finito en
un espacio de dimension dos, tiene un ~y-centro en su envoltura convera.
Esto no significa que tal conjunto no pueda tener otro y-centro fuera de su
envoltura conveza.

El ejemplo que viene a continuacién expresa claramente que un conjunto
de tres puntos en (R2, || - |1) tiene centros de Chebyshev en su envoltura
convexa y fuera de ella como muestra la figura 1.6.

Ejemplo 1.12.4. En (R27 H : H1)7 st ap = (170)7 az = (07 1)7 asz = (%7%)7
entonces

Z({al,ag,ag}):{(t,t) : OStSZ}:[O,a}, donde a = (%,%)

Por tanto

Z({a1,az2,a3}) Nconv({ay,as,as}) #0, y
Z({a1,az,a3}) € conv({ai,az,as}).

Figura 1.6:

1.13. ~-centros y espacios afines bidimensional

Vamos a destacar aqui una consecuencia sencilla pero importante de lo
visto en las secciones 1.11 y 1.12. Naturalmente, es bien conocida en su
versién general o en alguno de sus particulares (véase Corolario 1.13.3).
Aparece o ha sido utilizado al menos en Wendell y Hurter [57], Durier [16]
y [18] y Benitez, Fernandez y Soriano [3], [4], [5].
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Proposicién 1.13.1. Sea X un espacio normado y A = {ay,as,a3} C X.
Sea v una 3-norma mondtona y w una 3-familia positiva.

MI(A)Naff(A) #0  siy solo si MJ(A) Nconv(A) # 0.

Demostracion. Sea A = {a1,a2,a3} un conjunto de X y sea w una 3-familia
positiva.

Por supuesto, si M (A) N conv(A) # 0 entonces, M (A) Naff(A) # 0,
tenemos que probar solamente el inverso.

Tomando una translacién en caso de necesidad, podemos suponer que el
espacio afin generalizado por A = {a1, a2, as} pasa por 0 es decir que es un
espacio vectorial de dimensién dos, lo denotemos Y.

Por nuestra hipétesis existe zg € Y tal que

G (A) (o) < GL(A)(x)

paracadaxz €Y.
Por la Proposicién 1.11.2 existe z{, € conv(A) tal que

lzg — aill < ||lzo — all

parat=1,2,3.
Puesto que w; > 0 para ¢ = 1,2,3 y v mondtona, tenemos que

GL(A)(xp) < GL(A)(w0) < GL(A) (),
para todo x € X. Esto concluye nuestra prueba. O

Nota 1.13.2. La notacion Z°~ (A) significa el conjunto de los centros de
Chebyshev (0 co-centros) del conjunto A.

Corolario 1.13.3. Sea X un espacio normado y A = {a1,a2,a3} C X. Sea
p € [1,00].

Z'(A)Naff(A) # 0  siysolosi Z (A)Nconv(A) # 0.

Nota 1.13.4. La notacion ry(A) significa el radio de Chebyshev del con-
gunto A = {a1,az,a3} en el subconjunto Y, es decir,

ry(A) = inf r(z, A).
zeY

Corolario 1.13.5. Sea (X,| - ||) un espacio normado de dimension dos, y
A = {ay,az,a3} un conjunto de tres puntos en X. Entonces

rconv(A)(A) =rx(A).
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Demostracion. Sea A = {ai, a2, a3} un conjunto de tres puntos en el espacio
X de dimensién dos. Por el Corolario 1.12.2, existe x¢ € conv(A) tal que

r(xg, A) = x1€n§( r(z,A) < e Cigli;(A)r(y, A) < r(xg,A).

Por tanto
Tconv(A) (A) = rX(A)'
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Capitulo 2

Caracterizacion de IPS mediante

centros de Chebyshev

2.1. Caracterizaciéon de Garkavi y Klee

La caracterizacion basica de los espacios IPS mediante el radio y centros
de Chebyshev se debe a Garkavi y Klee (véase por ejemplo [24], [34] y la
secci6én 15 de [1]). Recordamos aqui dos versiones de esta caracterizacion.

Nota 2.1.1. Mantendremos en esta seccion el nimero (15.2) asignado en
el libro de Amir [1].

Teorema 2.1.2 (Garkavi-Klee. Version 1). Sea X un espacio normado
de dimension al menos tres. Entonces X es un espacio IPS si y sdlo si se
cumple la condicion siguiente:

(15.2) Para cada subespacio Y de X de dimension dos y para cada
conjunto A = {ay,az,a3} C Y, rx(A) =ry(A).

Demostracion. Véase [1] pagina 119. O

Nétese que la condicién rx(A) = 7y (A) significa que A tiene el mismo
radio de Chebyshev tanto si lo consideramos en el espacio bidimensional
Y como si lo consideramos sumergido en todo X. Esto significa que si xg
es centro de Chebyshev de A en Y también es centro de Chebyshev A en
todo X. Pero como Y tiene dimension dos, por el Corolario 1.12.2, podemos
suponer que xo € conv(A). En resumen, (15.2) es equivalente a la siguiente
condicion.

25



26 Capitulo 2

(GKw) Cada conjunto de tres puntos en X tiene un centro de Chebys-
hev en su envoltura conveza.

Por ello el Teorema anterior se puede escribir también de la siguiente
forma:

Teorema 2.1.3 (Garkavi-Klee. Version 2). Sea X un espacio normado
de dimension al menos tres. Entonces, X es un IPS si y solo si se cumple
la condicion siguiente:

(GKw) Cada conjunto de tres puntos en X tiene un centro de Chebys-
hev en su envoltura convexa.

2.2. Una caracterizacion de Amir erronea

Las propiedades (15.2) y (GKs) motivaron que Amir diera el resultado
que aparece a continuacion. La condicién de Garkavi y Klee se expresa me-
diante centros de Chebyshev de los conjuntos de tres puntos de X. La idea
de Amir es trabajar en la misma linea, pero en lugar de utilizar todos los
conjuntos de tres puntos, utiliza solamente los conjuntos de tres puntos que
estan en la esfera unidad.

Teorema 2.2.1 (Amir [1]). Sea X un espacio normado de dimension al
menos tres. Entonces X es un espacio IPS si y sdlo si se cumple la condicion
stguiente:

(15.14) Para cada tres puntos aj,ag,as3 de norma uno en X, si
rx({a1,a2,as}) =1, entonces 0 estd en la envoltura conve-
za de {ayi,az,a3}.

Puesto que a1, as, ag tienen norma uno, rx({ai, as,as}) = 1 senala que 0
es un centro de Chebyshev de {ay, ag, ag}. Por lo tanto, la condicién (15.14)
se transforma en

(15.14%) Siay,as,as tienen norma uno en X y 0 es centro de Chebys-
hev de {a1,as, a3}, entonces 0 estd en su envoltura convexa.

Nota 2.2.2. El nidmero (15.14) como en el libro de Amir [1].

Cuando intentabamos entender bien la caracterizacién (15.14) descubri-
mos que no podiamos reproducir la prueba de Amir. Por supuesto, si X
es un IPS, la condicién (15.14) se cumple. El problema es como probar el
inverso. Finalmente hemos descubierto que habia un error: Veremos que el
Teorema 2.2.1 de Amir es falso.
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2.3. Dos caracterizaciones de Durier errdneas

La propiedad (15.14) de Amir motivé que Durier diera los resultados
siguientes.

Teorema 2.3.1 (Parte (1) del Teorema 4.1 de [18]). Supongamos que
dim(X) > 3. Sean > 3.

X es un IPS si y solo si, para cada conjunto A de n puntos en Sx,
tenemos que

0€ Z(A) = 0 € conv(A).

Teorema 2.3.2 (Parte (1) del Teorema 4.2 de [18]). Supongamos que
dim(X) > 3. Sean > 3 y v una n-norma mondtona. X es un IPS si y sdlo
si, para cada conjunto A de n puntos en Sx, tenemos que

J w>0, 0e€MI(A) = 0¢€conv(A).

Puesto que estas caracterizaciones de Durier son unas extensiones de
(15.14) de Amir y esta ultima es falsa, entonces las de Durier son falsas
también.

2.4. ;Dénde “falla” la demostracion de Amir?

Expliquemos a continuacién el problema que hemos encontrado en la
demostracién de Amir. Para la demostracion del Teorema 2.2.1, Amir decia
que “(15.14) implica (15.2) es inmediato por el Lema 15.1”7, que es el que
aparece bajo la nota siguiente.

Nota 2.4.1. La notacién span(s,A) significa el espacio vectorial generado
por el punto s y el conjunto A.

Lema 2.4.2 (Lema 15.1 de [1]). Sea (X,| - ||) un espacio normado. Si
el conjunto A = {a1,az,a3} en X satisface vx(A) < Teonv(a)(A), entonces
ezriste s € X tal que

(@) s —all = lls — aall = [Is — as]],
(ZZ) r(87 A) = Tspan(s,A)(A) < Tconv(A) (A)

Como tanto el enunciado como la demostraciéon de este lema presentan
algunos dificultades, nos vamos a dedicar a ellos en detalle las subsecciones
siguientes.
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2.4.1. En torno al “Lema 15.1 de Amir”

En relacién con este lema, resaltamos aqui dos cosas.
La primera, que su enunciado contiene una errata. Para ser méas precisos,
en [1] Amir dice 7(2, A) = ropan(z,a) () < Teonv(a)(A) en vez de

T<p7 A) = T'span(p,A) (A) < Tconv(A) (A)7

tal como lo hemos enunciado anteriormente. Pero el enunciado tal como
estd en [1] no tiene sentido. Es claramente falso:
Puesto que z € A = {x,y, z}, tendriamos

T(Z’ A) = Tspan(z,A) (A) < Tconv(A) (A) < T(Z’ A),

lo que es imposible.

Leyendo la demostracién que aparece en [1] resulta claro que la intencién
del autor era escribirlo tal como lo hemos escrito nosotros.

La segunda cosa que queremos resaltar sobre el lema se refiere a su
demostracién. Aunque la idea que empleé Amir en su demostracion es cierta,
tal como estd expresada es bastante oscura. Ademds, contiene una errata
también. Cuando dice que reony(a)(A) > rp(A) para algtin subespacio F' de
dimensién dos tal que F' D A, comete un error. Y esto porque, en dimension
dos por el corolario 1.13.5, se tiene que

Tconv(A) (A) = TF(A)

Puesto que la demostracion de Amir de su Lema 15.1, como hemos dicho,
es oscura y tiene una errata, vamos a ver aqui una demostracién detallada.
Seguimos la idea de Amir, pero vamos a ver un resultado un poco mas
general que el suyo, que utilizaremos luego. De este resultado el Lema 15.1
de Amir serd una consecuencia sencilla. Un lema previo nos servira de ayuda.

Lema 2.4.3. Sea (X, || - ||) un espacio normado, sea A = {a1,a2,a3} un
conjunto en X y supongamos que A tiene un centro de Chebyshev s. En-

tonces el mdzimo r(s,A) = 1n<1§i<X3 llai — s|| se alcanza por lo menos en dos
<i<

puntos, es decir, existen iy, jo € {1,2,3}, con io # jo, tal que

(s, 8) = mdx llas — | = flai, — sl = llas, — ]

Demostracion. Denotamos r = r(s,A) y suponemos por ejemplo que
[s —arl| <|[s —as| =r

Debemos demostrar que [|s — asl| = [[s — asl| = r. Si asumimos que
|s — az|] < ||s — ag|| = r, por la continuidad de la norma, existe s’ € [s, as]
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tal que

Is" = asl < lIs — as],
Is" = azl <Is — as],
Is" = ax]l < lIs — as]l.

Esto significa que r(s’, A) < r(s,A) = r cuél contradice que s es un centro
de Chebyshev de A. O

Lema 2.4.4. Sea (X, | -||) un espacio normado, y sea A = {a1,a2,a3} un
conjunto en X que tiene algun centro de Chebysheuv.
Sirx(A) < Teonv(a)(A), entonces A tiene un centro de Chebyshev xo que
satisface

[0 = a1]] = [lwo — az|| = |lzo — asl|. (2.1)

Demostracion. Sea s un centro de Chebyshev del conjunto A que no estd en
su envoltura convexa. Denotamos r = r(s, A).

Supongamos que s no cumple (2.1). Por el Lema 2.4.3 podemos suponer,
sin la pérdida de generalidad, que

Is —aill <lls = azl = ||s — as|| =

Nuestro objetivo ahora es encontrar otro centro de Chebyshev de A que no
estd en su envoltura convexa, y que satisface la condicién (2.1).
Noétese primero que

laz + as]| < [laz = || + [|s — aa]| = 2r.

Por otra parte veamos que ||az + ag|| = 2r. Asumamos que esto no es el
caso, entonces, puesto que m = %(ag +ag3) es el punto mediado del segmento
[az, as], tenemos que

lm — az|| = |[m — as|| <.

En otras palabras, m €B (ag,r)N B (as,r), donde B (a,r) es la bola abierta
de centro a y de radio r. Por lo tanto

[m, s) B (ag,m)N B (as,r).

Como ||s — a;|| < r, entonces por la continuidad de la norma existe
5 € [m, s) satisface
Is — a1l <r.

o [¢]
Por otra parte, tenemos s € [m, s) CB (a2, )N B (a3, ). Asi que

Is—asl|<r y |s—as||<r
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Sigue (3, A) < r(s,A) = r, cudl es una contradiccién con el hecho de que s
es un centro de Chebyshev de A. Esto demuestra que

laz — a3 = 2r,

Yy que

1
lm = az|| = |m — as|| = Sllaz — as| = 7.
Supongamos ahora ||m — a1|| < r, entonces
lm —a1]] < [lm — as|| = [|m — as|| = r,
eso significa que m es un centro de Chebyshev de A, y como m esti en
la envoltura convexa de este tridangulo, obtenemos una contradiccion con el
hecho de que rx(A) < 7eonv(a)(A), por lo tanto
lm — a1|| > r.
La igualdad ||az — as|| = 2r implica que
B(ag,r)N B(ag,r) C{z € X : ||z —az2|| = ||x —as|]| =1},

donde B(a, ) es la bola cerrada de centro a y de radio r. Por tanto, como
m, s pertenecen a B(az,r) N B(as,r), conseguimos que

[m,s| C B(az,7) N B(as,r) C{x € X : ||z —az|]| = ||z —as|| =7}.

Para terminar consideramos una funcién f definida y continua sobre
[0,1] de forma siguiente a cada ¢ € [0, 1] asociamos

f(@) = t(s — ar) + (L = t)(m — ar)],

tenemos f(0) = ||m—aq|| > ry f(1) = ||s—a1]| < r, entonces por el Teorema
de Bolzano existe tg € [0,1] tal que f(to) =,

xo = tos + (1 —to)m € [m, s].

Por tanto

|zo — a1| = llzo — a2 = |lzo — a3| =,

y ademads xg es un centro de Chebyshev de A. O

Ahora el “Lema 15.1 de Amir” es un simple corolario del Lema 2.4.4:
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2.4.2. Demostracion del “Lema 15.1 de Amir”
La condicién rx(A) < Teonv(a)(A) implica que existe xg € X tal que

T'(JJ(), A) < rconv(A)(A>'

Tomemos Y = span(xg, A). Como dim(Y) < oo (dimensién de Y es finito),
entonces todo conjunto de tres puntos en Y tiene centro de Chebyshev en Y.
Podemos aplicar el Lema 2.4.4. Por tanto existe s € Y centro de Chebyshev
de A en Y tal que las condiciones (i) y (ii) del Lema 2.4.2 se cumplen.

2.4.3. La “demostracion” que Amir dio de “(15.14) implica
(15.2)”

En lo que sigue, reproducimos la demostracién que Amir dio de “(15.14)
implica (15.2)”. En ella, y bajo su forma contrarreciproca, dado un espacio
X, se pretende demostrar que si existe un subespacio Y de dimension dos,
y un conjunto A = {aj,as,a3} C Y tal que rx(A) # ry(A), entonces existe
un conjunto T, formado por tres puntos en la esfera unidad de X, tal que 0
es un centro de Chebyshev de T en X, y 0 no esta en la envoltura convexa
de T.

Se hace lo siguiente, supongamos que existen un subespacio Y de dimen-
sién dos en X, y un conjunto A = {aj,as,a3} C Y tal que rx(A) # ry(A),
es decir,

Tx(A) <7y (A) < Teonvia) (D).

Por el Lema 2.4.2 existe s € X tal que

(@) s —ar] = [|s = az| = [|s — a3,
(ZZ) 7’(87 A) = rspan(s,A) < 7,conv(A) (A)

La parte (i7) significa que s es un centro de Chebyshev de A en el sub-
espacio span(s,A), y s ¢ conv(A). Por la translaciéon x — ¢(z) = = — s, se
obtiene que 0 es un centro de Chebyshev del conjunto

Ao = {a1 — S,a9 — s,a3 —S}
en span(s,A), y 0 ¢ conv(Ag). Si tomamos

ay — S ag — S asz — S
uy u1 u1

Cllar=sl T e =l T flas — sl

Conseguimos que 0 sea un centro de Chebyshev en el subespacio span(s, A),
del conjunto T = {uq,ug,us} que estd en la esfera unidad de X, y que 0 no
esté en la envoltura convexa de T.
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Hasta aqui todo funciona bien, es decir, tenemos la existencia de un
conjunto T en la esfera unidad de X tal que 0 es su centro de Chebyshev
en span(s,A), y 0 no estd en la envoltura convexa de dicho conjunto. Sin
embargo, el problema de esta demostracién es tratar de demostrar que 0 es
un centro de Chebyshev de T en todo el espacio X. Esto, en principio, no
se puede garantizar.

Evidentemente, si dim(.X) = 3 entonces la idea anterior nos da la demos-
tracién de (15.14) implica (15.2). Veremos en la seccién 1.6 en qué espacios,
siguiendo la idea de Amir con alguna modificacién del Lema 2.4.2, obtene-
mos también que (15.14) implica (15.2).

Con este problema en mente, hemos construido un ejemplo de un espacio
normado que satisface la condicién (15.14) sin que sea un IPS.

2.5. Contraejemplo a la caracterizacién (15.14) de
Amir

Para construir nuestro ejemplo, necesitamos algunos resultados previos.
Recordemos que si C es un conjunto convexo en un espacio vectorial X, el
funcional de Minkowski (o gauge) pe asociada a C' estd definido para cada
x € X por

pe(z) = inf {p >0 : lle € C}.

Vamos a usar lo fuertemente relacionados que estdn las (semi)normas y los
funcionales de Minkowski de conjuntos convexos (véase por ejemplo 1.33,
1.34, 1.35 de [44]). En particular, utilizaremos el resultado bien conocido
siguiente.

Lema 2.5.1. Sea (X, || - ||) un espacio normado y Bx = {x € X |jz| <1}
su bola unidad, entonces

pey (z) = ||
para cada x € X.

Demostracion. Por supuesto pip, (0) = [|0]| = 0. Ahora tomemos un vector
x # 0. La igualdad Hﬁ“ = 1 implica que 7 € Bx, y pey (z) < |lz||. De
otro lado, si 1z € By esto significa que tenemos H%JJH = %HxH <1y porlo
tanto ||z|| < p. Asi que ||z]| < pp, (). O

Podemos ahora probar nuestro lema principal. Su objetivo fundamental
es el siguiente. Dados tres puntos de norma uno en un espacio normado,
queremos ampliar el espacio normado pasando a otro “mayor”, extendiendo
la norma, de manera que en el nuevo espacio normado 0 no es centro de
Chebyshev de estas tres puntos dados.
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Lema 2.5.2. Sea X un espacio vectorial y sea Y un hiperplano en X. Sea
|| - || una norma en'Y y ai,aq,as tres puntos deferentes que tienen norma
uno en Y. Sea u un punto en X \'Y y denotamos

a:méx{’ “Z;JH :1§z’,j§3}.
Entonces existe una norma || - |lo en X tal que:
(@) yllo=llyll  para cada yeY, y

(1) |lu—aillo <a para cada i=1,2,3.

Demostracion. Sea By la bola unidad cerrada de (Y, || - ||), y tomemos
3
A=U{-t(u—a),t(u—a)}, y B=conv(ByUA).
i=1

Esta claro que B es un conjunto equilibrado, absorbente y convexo en X
ademads no contiene ningtin subespacio no trivial. Por lo tanto, su funcional
de Minkowski es una norma en X. Denotémosla || - [|o. Obviamente, esta
norma satisface (ii). Por lo tanto tenemos que demostrar solamente que
satisface (i). Por eso hay que demostrar primero que B, coincide con BNY'.
Por supuesto, By € BNY. Por la otra inclusién. Note primero que B puede
verla como la envoltura convexa de

By U conv(A™) Uconv(A™)

donde AT = {L(u—ay),L(u—az), L(u—a3)}y A= =—-A".

Sea y € BNY. Puesto y pertenece a B, existe y; € By, y € conv(A™)
y y3 € conv(A~), y nimeros no negativos A1, A2, A3 tal que A\ + Ao+ A3 =1
Y ¥ = Ay1 + Aay2 + A3ys. Ahora, desde y2 € conv(A1) y y3 € conv(A™),
deducimos que existen los nﬁmeros no negativos al, s, as, 01, B2, B3, tal que

Z%—Zﬁz—l yQ—ZaZa( u—a;) eys= Zﬂz (a; — u). Por lo tanto,

tenemos

3 3
A A

yz>\13/1+§Zai(u—ai)+525j(aj—u)~

i=1 j=1

Asi que
3 N 3
=A A2 — A3) — ia; .
Y Y1+ — ( 2 3)u Z} o ;aa

Desde y, y1, a1, a2, a3 pertenezcan a Y, y de u no pertenece a Y, se consigue
que A2 — A3 = 0. Denotemos p = Ay = A3. Tenemos

3
y=My1+ — (Zﬁjaj Z%‘%‘).
i=1
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Por tanto y = Ajy1 + 2uyo, donde

3 3
1
y0:2a<glﬁja3— ElOzi(Li).
Jj= 1=

Para todo 4,5 € {1, 2,3}, puesto y;; = i(aj — a;). Es inmediato ver que

3 3
=305 <Z ai%j)
j=1 i=1

pero cada y;; pertenece a By, deducimos que yo pertenece a By, también.

Ahora, desde la igualdad y = Ay1 + 2uy0, y €l hecho que A\ + 2u =
A1+ X2 + A3 = 1, conseguimos que y pertenece a By, como desedbamos.
Finalmente, la igualdad B N'Y = By implica que (i) se cumple. Note que
dado y € Y y ¢ un numero real no nulo, esta claro que ty € BNY siy
solamente si ty € B. Por tanto usando el Lema 2.5.1 obtenemos que para
cadayeY

1 1
lyllo = inf{p>0:pyeB}: inf{p>0:pyeBﬂY}

) 1
_ mf{p>o:pyeBy}= Iyl

Ahora agregamos la convexidad estricta al resultado precedente.

Lema 2.5.3. Sea X un espacio vectorial y sea Y un hiperplano en X. Sea
|- I una norma estrictamente convexa en'Y y a1, as, as tres puntos diferentes
que tienen norma uno en'Y tal que 0 ¢ conv({a1,az,as}). Sea u un punto
en X \'Y y denotamos

a=mix{|“ 5] : 1< <3},
Entonces existe una norma estrictamente conveza || - ||s en X tal que:
(@) lylls = llyll para cada y €Y, y

(i) |lu—aills < %L para cada i=1,2,3.

Demostracion. Segin el Lema 2.5.2 existe una norma || - [|o en X verifica
lyllo = |lyll para y € Y y ||lu — ai]jo < a para i = 1,2,3. Entonces desde
que Y es un hiperplano en X y u no pertenece a Y podemos definir en X
la norma siguiente

1
Iy + oulll = (Il +6%)”
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paray € Y y 6 € R. Esta norma es estrictamente convexa porque || - || es
estrictamente convexa. Ademads, obviamente es una extensién de | - ||. Por
otra parte, como 0 ¢ conv({a1, az,as}), esta claro que 0 # a;+a; y a; # —a;
por i,j = 1,2,3. Por lo tanto, por la convexidad estricta de || - || se tiene que

a < 1.

Tomamos un € > 0 tal que

1
(1-e)a+eV2< —|2—a7

porque lim (1 —Na+AV2=a< 132,
A—0F

Consideramos en X la norma siguiente
zlls = (1 = e)llzllo + ell[]]-

Esta norma es estrictamente convexa como consecuencia de la convexidad
estricta de ||| -|||. Por otra parte, (i) se cumple porque ||-||o ¥ |||+ ||| coinciden
con | -] enY.

Finalmente, para cada ¢ = 1,2, 3 tenemos

1+«
2

por lo tanto (i7) se tiene, también. O

lu—aills = (1=e)llu—aillo+elllu—af| < (1-e)atev2<

Observacion 2.5.4. Como ya hicimos notar en la demostracion anterior,
gracias a la convexidad estricta de la norma tenemos o < 1, y por tanto
a+1
2

Por esta ultima desigualdad, la parte (ii) del lema anterior implica que 0 no
es centro de Chebyshev de {a1,az,az} en (X, -|s)-

< 1.

Podemos ahora dar la construccién de nuestro ejemplo.

Ejemplo: Existe un espacio normado real (X, || - ||) tal que
(1) (X,|I-I) noes un IPS.
(2) (X, - satisface (15.14).
Utilizaremos la reformulacién siguiente de (15.14) (o equivalente, (15.14”)):

(15.14”) Si ay,az2,a3 son tres puntos de norma uno en X tal que
0 ¢ conv({a1,as,as}), entonces existe u € X tal que
|lu—a;l| <1 parai=1,2,3.
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2.5.1. La idea de la construccién del ejemplo

Primero explicaremos la idea de nuestra construccién. Tomamos como
punto de partida un espacio normado estrictamente convexo de dimensién
tres que no sea un IPS. Veremos en la seccién 1.6 que para los espacios de
dimisién finita, IPS es equivalente a (15.14”). Asi que en el espacio tomado
(15.14”) no se cumple. Por lo tanto, sabemos que en nuestro espacio existe
lo que podemos llamar una “mala terna ” : es decir, tres puntos aq, as, as
de norma uno en X tal que 0 ¢ conv({aj,as,as}), y tales que no hay un
u en nuestra espacio satisface ||u — a;|| < 1 par i = 1,2,3. Pero deseamos
que (15.14 ”) se cumpla, y no deseamos que “mala terna”
podemos aplicar el Lema 2.5.3. Anadimos una dimensién a nuestro espa-
cio de forma que a1, as,as ya no forman una “mala terna ”. Por supuesto
esto no es suficiente porque nuestro espacio no solo tiene uno, si no tiene
muchas “malas ternas ”. Usando la separabilidad del espacio podemos con-
seguir algo como la “densidad ” de la sucesién de “malas ternas ”, y esto
nos conducird a una construcciéon por induccién. Tenemos sin embargo un
problema adicional: cada vez que anadimos una dimension a nuestro espacio
el conjunto de “malas ternas ” crece. Encontramos una construccién que
soluciona estos problemas simultaneamente.

exista. Por eso

Comencemos con la construccién de nuestro ejemplo.

2.5.2. Construccion del ejemplo

Nuestro espacio X es el espacio vectorial de las sucesiones de nimeros
reales con una cantidad finita de términos no nulos. En este espacio vector
consideramos el espacio vectorial de dimensién tres X; dado por

X1 = {(t1,t2,t3,0,0,...) : t1,t2, t3 € R}
que es un hiperplano en
Xy = {(t1, b2, t3,14,0,0,...) : t1, b2, t3,t4 € R}.
En general, para cada nimero natural n > 1 que tomaremos

Xn - {(tlth) oo 7tn)tn+17tn+270707 .. ) : tl)t27 [ 7tn7tn+1atn+2 S R}

Asi que
X1CX2C"'CXHCX7L+1C...

y cada X, es un hiperplano en X,.;. El espacio X es la uniéon de esta
sucesion creciente de estos espacios que tienen dimensién finita. Hemos dicho
que tomamos como punto de partida “ un espacio normado estrictamente
convexo de dimension tres y que no sea un IPS 7. Tomamos en X; una
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norma estrictamente convexa no euclidiana, que denotamos por || - ||;. Por
supuesto, la norma || - [|; no tiene nada que ver con la norma de ¢;. (que no
es estrictamente convexa). Por ejemplo, puede ser cualquiera de las normas
de £, donde 1 < p < o0, p # 2.

Como la esfera unidad de (X7, || - ||1) es separable, existe una sucesion
1 2 3
{ (a(l,k)’ A(1k) a(Lk)) };@1
de triples, de vectores que tienen norma uno en (X,| - |[1) tal que para

cada ¢ > 0 y cada triple (2!, 22, 2%) de vectores que tienen norma uno en
(X1, |- |l1), existe un k € N tal que

para i = 1,2, 3. Claramente, podemos suponer que para cada k € N las vec-

tores a%l k) a%l k)’ a?l ) SOn linealmente independientes. Por esto suposicién

tenemos 0 ¢ CODV({G%l,k;)? a%l,k)’ a:())l,k:)}) para cada k € N.

Para nuestra construccién inductiva, necesitamos una biyeccién 7 de
N sobre N x N verificando lo siguiente: para cada n € N, si denotamos
m(n) = (m,k) € N x N, tenemos m < n. Podemos tomar, por ejemplo, la
enumeracién usual de N x N, (véase por ejemplo, apéndice A: A6 de [11]):
(1,1), (1,2), (2,1), (3,1), (2,2), (1,3), (1,4), (2,3), (3,2), (4,1), (5,1), ...

Ahora apliquemos el Lema 2.5.3 al espacio X5. Tomamos X; como el
hiperplano Y. La condicién que verifica m garantiza que (1) tiene la forma
(1,k), por tanto el triple (a;(l),ai(l),ai(l)) es un termino de la sucesién
tomada arriba. Tomamos este triple, cuyos vectores son de norma uno, y
es = (0,0,0,1,0,...) como el punto u en X \ Y. Segin el Lema, existe una
norma estrictamente convexa || - ||2 en Xo tal que:

CL‘i — aéLk)Hl <e

@)zl = lll2 para cada = € X1, y

(i) He4 — a;(l)Hz < %%H para cada 7=1,2,3,

donde ' ,
at _aj
(1) w(1)H 1< .<3}
— 5 |, 1=his3y

Repitamos el procedimiento anterior con (X, || - ||2). Existe una sucesién

{ (a%&k)’ a%2,k)7 a?Z,k)) }kzl

de triples, de vectores linealmente independientes, y que tienen norma uno
en (Xo,| - |l2) tal que para cada e > 0 y cada triple (x!, 2% 23) de vectores
que tienen norma uno en (Xo, || - ||2), existe un k& € N tal que

Qr(1) = Max {

zt — a%zk)HQ <eg
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para ¢ = 1,2,3. Note una vez mas que la independencia lineal garantiza
que 0 ¢ conv({aé’k), aé’k), a?2,k)})' Por la condicién que verifica m, el par
m(2) tiene cualquier forma (1,k) o la forma (2,k). Por lo tanto el triple
(a}r@),ai@),ai (2)) es termino de las dos sucesiones tomadas arriba, y en

cualquier caso las ajr(Q) tienen norma uno (Xa, | - [|2).

El Lema precedente nos garantiza la existencia de una norma || - ||3 en
X3 estrictamente convexa tal que

(@) |zllz = [lzlls para cada =€ Xa, y

Oéﬂ(2)+1
2

(14) ‘ es — a;(z)Hg < para cada i =1,2,3,

donde e5 = (0,0,0,0,1,0,...), y

Hﬁw‘ﬁwﬂ

aw(g):méx{ 5 : 1§i,j§3}.

2

Entonces, por la induccién, conseguimos en cada espacio vectorial X,

una norma || - ||, estrictamente convexa y una sucesién
1 2 3
{ (“<n,k>> A(n,k)> a(m«)) },@
de triples linealmente independientes y de norma uno en (X,, || - ||») tal que
para cada triple (z', 22, 23) de norma uno en (X,, || - |[») y para cada ¢ > 0

existe un k € N tal que

|

para i = 1,2, 3. Por esa construcciéon tenemos también:

i i
r —a <e€
(n’k)Hn

(a) Para cadan € N, la norma || - ||,,+1 es una extensién de || - ||,,, es decir,
|z||lnt1 = ||z]|n para todo z € X, y

(b) Para cadan e N

i On(n) +1
et = ngo |, < g
n+2
para i = 1,2, 3, donde e,43 = (0,0,...,0,1,0,0,...) y
a:'r(n) _agr(n)
V() = Inéx{Hf 1<igs 3}.

Como sabemos 7(n) tiene la forma (m, k) donde 1 < m < n, los vectores
a;(n) tienen norma uno en alguno de los espacios

(X ([ M) s (X [ )
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Por otra parte, puesto que cada norma es una extensién del anterior, pode-

mos asegurar que air(n) tienen norma uno en (X, || - ||n)-
oo
En X = |J X, definimos una norma de forma siguiente
n=1
]l = [l
para z € X. Esta norma coincide con || - ||, en cada X,,. Por lo tanto, esa
norma es estrictamente convexa por definicion.
Como (X1, || -]]1) es un subespacio de (X, || -||), y que no es un IPS, esta
claro que (X, || - ||) tampoco es un IPS. Por lo tanto, satisface (1).

Falta solamente demostrar que también (2) se cumple. Veamos que
(15.14 * °) est4 satisfecho. Sea (a!,a?,a®) un triple de vectores que tienen

norma uno en (X, ||-||) tal que 0 ¢ conv({a', a?, a}). Entonces existe m € N
tal que (al,a?,a®) es un triple unitario de vectores en (X, || - |lm). Como
0 ¢ conv({at,a? a®}) y | - || es estrictamente convexo, tenemos
L qJ
Oz:méX{Ha 2"“ H 1§i,j§3}<1.

Sea € > 0 tal que o+ 3¢ < 1, y sea k € N tal que

para i = 1,2,3. Es inmediato ver que a(,, ) < a + €. Tomamos n € N tal
que 7(n) = (m, k). Recordamos que m < n. Por (b), tenemos

y por lo tanto, parai=1,2,3

i i —
i, =]

ai — aém’k)H <e

o g Um,k) +1
nt8 T Omp) || < T 9

i _
€n+3 — aﬂ(n) il - ‘

el = = e
a(myk)—i-l
< e+ -5

< epatgl_ovienl o

2.6. ;Cuédndo la condicién (15.14) de Amir carac-
teriza un IPS?

Aqui vamos a probar siguiendo la idea de Amir, que la condicién (15.14)
implica que X es un IPS cuando cada conjunto de tres puntos en X tiene
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un centro de Chebyshev (por ejemplo si dimensién de X es finito, si X es
reflexivo,...).

Presentamos ahora el Teorema de Amir con un hipétesis anadida.

Teorema 2.6.1 (Teorema (15.14) de [1] “corregido”). Sea X un espa-
cio normado de dimension al menos tres. Supongamos que cada conjunto en
X de tres puntos tiene un centro de Chebyshev. Entonces X es un espacio
IPS si y sdlo si se cumple la condicion siguiente:

(15.14) Para cada tres puntos ai,ag,as de norma uno en X, si
rx({a1,a2,a3}) =1, entonces 0 estd en la envoltura conve-
za de {ai,as,as}.

Demostracion. Supongamos que X no es un IPS, entonces por el Teorema
2.1.2 existe un subespacio Y de X de dimensién dos y existe un triangulo
A ={a1,az,a3} CY tal que

TX(A) < Tconv(A) (A)

Por el Lema 2.4.4 existe un centro de Chebyshev xg del tridngulo A que
no estd en su envoltura convexa y que satisface

[zo — a1 = [[zo — a2 = ([0 — as|.
Hig:‘f“ para i = 1,2,3 y T = {a;,as,a3}. Esta
claro que el tridngulo T estd en la esfera unidad de X. Como x¢ ¢ conv(A)
conseguimos con una translacion que, 0 no pertenece a la envoltura convexa
de T y ademaés 0 es un centro de Chebyshev de T en X, lo que conclui nuestra
prueba. ]

Denotamos ahora a; =

Corolario 2.6.2. Sea X un espacio normado de dimension al menos tres.
Si dim(X) < oo 0 X reflexivo, entonces X es un IPS si y sdlo si se cumple
la condicion (15.14).

2.7. Dos caracterizaciones de IPS mediante cen-
tros de Chebyshev de puntos de norma uno

Después de probar que la condicién (15.14) de Amir no caracteriza un
IPS es natural preguntarse si es posible modificar tal condicién de manera
que si lo haga. Es decir, jpodemos dar una caracterizacién expresada exclu-
sivamente en términos del centro de Chebyshev de conjuntos de tres puntos
de morma uno?, o mas concretamente, ;podemos dar una caracterizacién
del tipo (GKs) del Teorema 2.1.3 de Garakavi y Klee pero considerando
solamente los puntos de norma uno? y en la misma linea, ;se puede anadir
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un requisito adicional a dicha condicién de Amir a fin de obtener una carac-
terizacion de IPS?

En lo que sigue presentamos dos caracterizaciones de los IPS obtenidas
al hilo de las preguntas mencionadas anteriormente. Para probar estos re-
sultados expongamos un lema que serd 1util en la demostracion. Tal lema
estd inspirado por el Lema 15.1 de [1].

Lema 2.7.1. Sea (X,| -||) un espacio normado y sea A = {a1,as,a3} un
conjunto en X que tiene algin centro de Chebyshev. Entonces, se tiene uno
de los asertos siguientes:

(a) A tiene un centro de Chebyshev equidistante a las tres puntos a1, as, as,
es decir, existe s, € Z(A) tal que

lar = soll = llag = soll = [laz = soll-

(b) A tiene un centro de Chebyshev en el punto medio de uno de las seg-
mentos formados por ay,asz,as, es decir, existen iq, jo € {1,2,3} dis-
tintos tal que W € Z(A).

Demostracion. Supongamos que (a) no se cumple. Tomamos s € Z(A) y
denotamos r = r(s,A). Por el Lema 2.4.3 podemos suponer, sin la pérdida
de generalidad, que

Is = arll <lls — azll = [|s — az| = 7.

Nuestro objetivo ahora es demostrar que m = %(ag + a3) es un centro
de Chebyshev de A. Esto terminard la prueba.
Notemos primero que

laz + az|| < laz = s|| + [s — as|| = 2r.

Por otra parte veamos que ||az + as|| = 2r. Asumamos que esto no es
el caso, entonces, puesto que m es el punto mediano del segmento [ag, as],
tenemos que

m — az|| = [lm — as|| <.
En otras palabras, m 6}03 (az,m)N é (as,r), por lo tanto

o

o
[m,s) CB (a2,7)N B (as,r).
Como ||s — a1|| < r, entonces existe 5 € [m, s) satisface

IIs —a1] < r.

o

o
Por otra parte, tenemos s € [m, s) CB (az,7)N B (as, ). Por lo tanto

Is—asl|<r y |s—as||<r
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Tenemos que r(35,A) < (s, A) = r, cudl es una contradiccién con el hecho
de que s es un centro de Chebyshev de A. Esto demuestra que

lag — as|| = 2r

y que

1
lm = az|| = |m — as|| = Sllaz — as| = 7.

Demostremos ahora que m es un centro de Chebyshev del conjunto A. Si
|lm—ai]|| < r,laconclusién estd clara. Por tanto asumimos que ||m—aq|| > r,
y deciamos una contradiccion.

La igualdad ||ag — as|| = 2r implica que

B(az,r) N Blag,r) C{z e X : ||z — a2 = ||z —as]| =7}
Por tanto, como m, s pertenecen a B(ag,r) N B(as,r), Sigue
[m,s] C B(ag,7) N B(as,r) C{zx € X : ||z —as|| = ||z —as| =1}

La funcién = — ||z — a1|| toma en m un valor mayor que r, y en s un
valor mas pequeno que r, por lo tanto, se tiene que, por el Teorema de

Bolzano, en un cierto punto s, € [m, s], tenemos que ||s, — a1|| = r. Pero
[m,s] C B(aa,r) N B(as,r) C{z € X : |[xr —as]| = ||z — a3]| = r} implica
que

180 = a1ll = [lso — azl| = llso — asl| = r-

Esta es la contradiccion deseada porque estamos asumiendo que “(a) no
cumple”. O

Presentamos ahora la primera caracterizacion nueva de un IPS.

Teorema 2.7.2. Sea X un espacio normado de dimensién al menos tres.
Entonces X es un espacio IPS si y solo si se cumple la condicion siguiente:

(GKgO) Cada conjunto de tres puntos en la esfera unidad de X tiene
un centro de Chebyshev en su envoltura conveza.

Demostracion. Esta claro que si X es un IPS, la condicién (GKgo) se cum-
ple. Reciprocamente, supongamos que X no es un IPS. Por el Teorema de
Garkavi-Klee, esto significa que (GKs) no se cumple. Podemos encontrar
un conjunto A = {ay, az,as} en X tal que Z(A)Nconv(A) = (). Por lo tanto
existe yp € X \ conv(A), tal que

r(yo, A) = 1121?53 lla; — yol| < r(xz,A) paratodo x € conv(A).
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Denotemos por Y el subespacio lineal generado por {ai, a2, as,yo}, y sea
s € Y un centro de Chebyshev de A = {a1,a2,as} en el subespacio Y de
dimension finita, es decir

r(s,A) = 1rglgi<x?’ |la; — s|| <r(y,A) paratodo yeY.

En particular, tomando y = yy deducimos que
r(s,A) <r(yo,A) <r(x,A) paratodo z € conv(A). (2.2)

Esta desigualdad implica que s ¢ conv(A). Por lo tanto, la condicién (b) en
el Lema 2.7.1 no se puede satisfacer, y asi que su condicién (a) se cumple.
Por lo tanto podemos asumir que

r(s,A) = |lag — s]| = |laz — s|| = ||ag — s|| < r(x,A) paratodo z €Y.
Denotamos (s, A) = 7 y tomamos u; = =%, ug = =% yz = “=2

Entonces Ag = {u1,ug,u3} es un tridngulo en la esfera unidad de X. Obser-
vamos que Ay se obtiene de A con una translacién y una homotecia: para
ser exactos Ag = ¢(A), donde ¢(x) = L=, Asi pues, por una verificacién
directa, conseguimos de (2.2) que

(0, A¢) = r(¢(s), p(A)) < r(¢(z), p(A)) para todo z € conv(A).

Por tanto
r(0,Ag) < r(z,4¢) paratodo x € conv(Ap).

Por supuesto, esto implica que Ag no tiene ningtin centro de Chebyshev en
su envoltura convexa, y éste significa que (GKEO) no se cumple.
O

Aqui se da la segunda caracterizacién nueva de un IPS.

Teorema 2.7.3. Sea X un espacio normado de dimension al menos tres.
Entonces X es un espacio IPS si y sélo si se cumple la condicion siguiente:

(Aio) Si a1, a9,as tienen norma uno en X, entonces el conjunto
{a1,a2,a3} tiene algin centro de Chebyshev, y si 0 es su
centro de Chebyshev, entonces 0 estd en su envoltura con-
vexa.

Demostracion. Esta claro que si X es un IPS, la condicién (A;O) se cumple.
Por otra parte, probemos que (A:o) implica (GKfo) . Sea A = {a1,a2,a3}
un conjunto de tres puntos en la esfera unidad de X. Deseamos demostrar
que Z(A) Nconv(A) # (. La hipdtesis implica que Z(A) # (. Por tanto
estamos en uno de los casos (a) o (b) descritos en el Lema 2.7.1. Si estamos
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en caso (b) entonces claramente Z(A) N conv(A) # (), supongamos que
estamos en caso (a). Esto significa que existe s, € Z(A) tal que

(50, 8) = [la1 = ol = llag = 5ol = [laz = soll-

Denotamos 7(s,, A) = r y tomamos u; = “20 up = 2% et

Entonces Ag = {uy,u2,us} es un tridngulo en la esfera unidad de X. Obser-
vamos que A se obtiene de A con una translaciéon y una homotecia: para
ser exacto Ag = ¢(A), donde ¢(x) = **=. Por lo tanto, una verificacién
directa demuestra que ¢(s,) = 0 € Z(Ap). Nuestra hipétesis implica que
?(s0) = 0 € conv(Ag) = conv(¢(A)). Por supuesto, sigue que s, € conv(A).

Por lo tanto conseguimos Z(A) Nconv(A) # (), como desedbamos.

, Uz =

O

En el diagrama siguiente, resumimos las caracterizaciones de los espa-
cios TIPS, obtenidas usando algunas propiedades geométricas del conjunto
formado por los centros de Chebyshev de un conjunto de tres puntos.

Sea X un espacio normado de dimension al menos tres. Entonces tenemos
que

X satisface (GK) <= X satisface (GKEO) < X satisface (A%)

0

X es un IPS

ug
X satisface (15.14)
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Caracterizacion de IPS mediante
centros de Fermat

3.1. Una caracterizacién de IPS analoga a la de
Garkavi y Klee

Recordemos aqui la caracterizacién de Garkavi y Klee:
Un espacio es IPS si y s6lo si satisface la propiedad siguiente:

(GK«) Cada conjunto de tres puntos en X tiene un centro de
Chebyshev en su envoltura convexa.

Si sustituimos en (GKy) “centros de Chebyshev” por “centros de Fermat”
se obtiene la propiedad siguiente:

(GK;) Cada conjunto de tres puntos en X tiene un centro de Fer-
mat en su envoltura convexa.

De manera natural surgié el problema de decidir si la propiedad (GKj)
caracteriza los IPS.

Este problema fue presentado como problema abierto en innumerables
trabajos (destaquemos, por ejemplo, [6] (pagina 274), [15], [57]).

La respuesta de dicha pregunta ha resistido hasta el ano 2002, y fue
respondida afirmativamente por Benitez, Ferndndez y Soriano en [5]. Recor-
demos aqui este resultado.

Teorema 3.1.1 (Teorema 15 de [5]). Sea X un espacio normado de
dimension al menos tres. Entonces X es un IPS si y sdlo si se cumple la
condicion siguiente:

(GK1) Cada conjunto de tres puntos en X tiene un centro de Fer-
mat en su envoltura convexa.

45
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3.2. Dos caracterizaciones de IPS mediante cen-
tros de Fermat de puntos de norma uno

Hemos visto que en el Teorema 2.1.3 de Garkavi y Klee cambiamos “cen-
tros de Chebyshev” por “centros de Fermat” seguimos teniendo una carac-
terizacion de los IPS: es el Teorema 3.1.1 de Benitez, Fernandez y Soriano.

Es natural preguntarse si también podemos cambiar “centros de Chebys-
hev” por “centros de Fermat” en las caracterizaciones (GK3.) y (A%,) del
capitulo anterior.

Veremos en esta seccién que la respuesta es afirmativa (Teoremas 3.2.1 y
3.2.2). Asi quedara claro que también ahora podemos dar caracterizaciones
en las que aparecen solamente ternas de puntos de la esfera unidad.

Teorema 3.2.1. Sea X un espacio normado de dimension al menos tres.
Entonces X es un espacio IPS si y sélo si se cumple la condicion siguiente:

(GK‘?) Cada conjunto de tres puntos en la esfera unidad de X tiene
un centro de Fermat en su envoltura convera.

Teorema 3.2.2. Sea X un espacio normado de dimension al menos tres.
Entonces X es un espacio IPS si y sélo si se cumple la condicion siguiente:

(A”{) Si a1, as,as tienen norma uno en X, entonces el conjunto
{a1, a9, a3} tiene algun centro de Fermat, y si 0 es su centro
de Fermat, entonces O estd en su envoltura conveza.

Pero para probar estas teoremas necesitamos un trabajo previo, que
hacemos es la seccién siguiente.

3.3. Descripciéon geométrica del conjunto de los
centros de Fermat

Una descripcién geométrica del conjunto de los centros de Fermat, en
un espacio de dimensién finita, fue obtenida por Durier y Michelot, usando
técnicas de anélisis convexo (véase [19]). En esta seccién recordemos algunos
resultados (véase [16] y [18]) de descripcion geométrica de tal conjunto en un
espacio normado arbitrario (de dimensién finita o infinita) debidos a Durier,
basados en la teoria de aproximacion dptima.

Una aproximacion éptima se define de la forma siguiente. Se dice que un
punto yo en un subespacio cerrado Y de X es una aproximacion optima de
reXayY,si

_ — inf llz —
lz — ol ylngx yll,

y se denota el conjunto de los aproximaciones éptimas de z a Y por

Pr(a)={yeY: |z —yll = inf o —2]].
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El conjunto Py (x) puede ser vacio. Por supuesto si Y es un subespacio
de dimensién finita, entonces Py (x) no es vacio.

Recordemos a continuacién una caracterizacion del punto de aproxima-
ciéon optimo. Tal caracterizacion se obtiene por un uso simple del teorema
de Hahn-Banach, y resultara util para demostrar el resultado de Durier.

Teorema 3.3.1. Sea (X,| -||) un espacio de normado, Y un subespacio
cerrado de X, v € X \Y y sea yo € Y. Tenemos yo € Py (x) si y sdlo si
existe f € X* con las caracteristicas siguientes:

e lfll=1,
e f(yy=0 paratodo yeY,

o flz—wo)=llz—wol
Demostracion. véase [47] pagina 18. O

Para un estudio mas profundo de esta teoria de mejor aproximacién
consultase, por ejemplo, [27] o [47].

Aqui daremos dos resultados de Durier y sus demostraciones. Aunque la
demostracién del primero estd detallada en [16] y del segundo en [18], por
comodidad al lector la recordamos aqui. Para ello, introducimos algunas
notaciones que figuran en [16].

Sea f € Bx+. Denotemos por N(f) el cono convexo

N(f)={zeX : f(z) =[]}

Se denota por X" (n > 2) al espacio producto dotado de la norma
siguiente.

n
Para (z1,...,20) € X", |21, z0)llh =) |zl
=1

Y se denota por (X *)n a su espacio dual dotado de la norma dual siguiente.

Para (fh"‘?fn) € (X*)n ) H’(f177fn)|||00 = max ”fz”7

1<i<n

donde || - || es la norma del espacio dual X* de X.
El producto escalar en la dualidad entre (X *)n y X™ sera definido para
cada F' = (f1,...,fn) € (X*)n y cada u = (z1,...,2,) € X" por

n
< Fu>=>Y < fiz>
=1

donde < -,- > se denota al producto escalar en la dualidad entre X* y X.
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Observacién 3.3.2. Sea A = {ay,...,an} un conjunto en X. Se verifica
inmediatamente que

xo € ZY(A)  siysolosi (x0,...,20) € Piag(xny(@1, ..., an).
Donde
diag(X™) = {(z,...,x2) : x € X}.
g(X™) = {( ) }

n

Teorema 3.3.3 (Teorema 2 de [16]). Sea A = {ay,...,a,} un conjunto
finito en X.

(1)  Si Z(A) no es vacio, entonces existe (f1,..., fn) € (X*)" que satis-
n
face max [|fil =1y > fi =0 tal que

ZHA) = () (a;i = N(fi))
=1

n
(2) Si existe (f1,...,fn) € (X*)" satisface méx ||fil| =1y > fi =0 tal
n

que () (a;i — N(fi)) #0, entonces

i=1

(a; — N(fi)) = Z'(A).

-

1

)

Demostracion. (1) Puesto que Z'(A) no es vacio, tomemos un punto = €
Z'(A). Esto significa que

(7,...,7) € Pgiag(xny(a1-..,an).

Por el Teorema 3.3.1, esto es equivalente a la existencia de (f1,..., fn) €
(X*)™ tal que

(s fa)llloo = méx [Ifil] = 1,

1<i<n

< (f1yeo s fn)y(yyo oy y) >>:Zfi(y) =0 paratodo ye€ X,
i=1
< (f1,---sfn) (a1 —x,...,an — ) >>=Zfi(ai—:v)
i=1

= (a1 = 2,....an = 2)[[[1 = Y llai — 2. (3.1)
i=1
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Como || fi|| <1 para cadai=1,...,n, la igualdad (3.1) es equivalente a
fila; —x) = ||la; — z|| paracadai=1,...,n. (3.2)

De otras palabras la igualdad (3.2) es equivalente a

n

T € ﬂ (ai—N(fZ-)).

=1

Esto concluye la prueba de la primera parte.

(2) Supongamos que existe (f1,..., fn) € (X*)" satisface 1121;i<x Ifill =1
<i<n
n n
y > fi =0tal que () (a; — N(f;)) # 0.
i=1 i=1
n
Sea z € [ (a; — N(fi)). Esto es equivalente a
i=1

n n
> filai—w) =" |la; — |-
i=1 i=1
Por el Teorema 3.3.1, esto es equivalente a

(.7), ce ,.I') € Pdiag(Xn)(al e ,an). (33)
Dicho de otras palabras (6.2) es equivalente a decir que x € Z!(A). O

Corolario 3.3.4 (Corolario 2.3 de [18]). Sea A = {ai,...,a,} y A’
el conjunto formado por los puntos al donde a, = N\a; parai =1,...,n.
Supongamos que 0 € Z1(A). Entonces

(1) Si A\; >0 para todo i, entonces 0 € Z'(A').

(2)  Si0< N <1 para todo i, entonces 0 € Z*(A') C Z1(A).

(3)  Si A= \>0 para todo i, entonces Z'(A") = \Z1(A).

Demostracion. Como 0 € Z*(A), tenemos por el Teorema 3.3.3, la existencia

n
de fi,..., fn € X* que satisfacen lrgix 1fill =1y Y fi = 0tal que Z1(A) =
<i<n ;

=1

—

@
Il
=

(a; — N(fi)). Ast que 0 € a; — N(fi) para cada i = 1,...,n. Por tanto
a; — b; donde b; € N(f;) para cada i =1,...,n. Luego
filai) = fi(bi) = [|bi]| = [las]| = 1,

para cada i = 1,...,n. Ademds como 1I£1§i<x Il fill = 1, tenemos || f;|| = 1 para
<i<n

cadai=1,...,n.
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(1) Como para cada i = 1,...,n existe b; € N(f;) tal que 0 = a; — b;
y Ai > 0, tenemos 0 = a; — A\;b; y fi(Aibi) = || \ibi]| para cada i = 1,...,n.

Lo que afirma que
n

0¢ () (a;— N(fi))
i=1
Aplicamos la parte (2) del Teorema 3.3.3 para obtener que

n

0€ () (aj—N(f) = 2" (4).

i=1

(2) Desde la parte (1), tenemos 0 € () (a} — N(f;)) = Z'(A'). Si
i=1

z € Z1(A), entonces x = a, — ¢; donde ¢; € 5\7(]2) para cada i = 1,...,n.
Asi que x = a; — (\d; + (1 — N\j)a;) donde ¢; = \;jd; para cada i =1,...,n.
Como para cada @ = 1,...,n tenemos d;,a; € N(f;), 0 < \; < 1y N(fi)

convexo, entonces
n

S ﬂ (ai — N(fl)) = ZI(A).
i=1
Por tanto 0 € Z1(4’) C Z1(A).
(3) Desde r'(A\z,\A) = Arl(x, A), obtenemos Z'(A') = \Z}(A). O

3.4. Demostracion de los Teoremas 3.2.1 y 3.2.2

Para probar los Teoremas 3.2.1 y 3.2.2 expongamos un lema que serd ttil
en la demostracion.

Nota 3.4.1. La notacion Z%,(A) significa el conjunto de los centros de Fer-
mat en Y del conjunto A, es decir,

Zi(A) = {y cY: rl(y, A) = Zig)f/rl(z,A)}.

Lema 3.4.2. Sea X un espacio normado de dimension por lo menos tres,
y supongamos que X no es un IPS, entonces existe un subespacio Y de X

y un conjunto A de tres puntos de mnorma uno en Y tal que 0 € Z}l/(A) Y
ZL(A) N conv(A) = 0.

Demostracion. Supongamos que X no es un IPS. Por el Teorema 3.1.1 de
Benitez-Fernandez-Soriano, existe un conjunto T = {a1, as, a3} en X tal que
ZY(T) N conv(T) = 0. Por lo tanto, existe yo € X tal que

(yo, T) < r'(z, T) para todo x € conv(T).
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Entonces, si denotamos por Y el subespacio generado por {ai,as2,as,yo},
tenemos que
Z3-(T) N conv(T) = 0,

Si aplicamos el Teorema de la separacion de Hahn-Banach en Y al con-
junto compacto convexo Z%,(T) y conv(T), Deducimos que existen una forma
lineal y* en Y y un cierto ntimero real « tal que

y*(y) < a < y*(z) paratodo y € ZH(T) ytodo z € conv(T).

Por supuesto, podemos asumir que existe b € Z-(T) tal que y*(b) = a. Por
otra parte, por medio de la translacién x — x — b, podemos suponer que
b=0y a=0. Por tanto

y*(y) <0 < y*(z) paratodo y € Zy(T) ytodo z € conv(T).

Notese ahora que la desigualdad precedente implica que a; # 0 para ¢ =
1,2,3. Denotamos A = min{|a1||, [laz|, |las||} y tomamos a} = fa; para
i=1,2, 3 Las partes (1) y (3) del corolario 3.3.4 garantizan que si denotamos

A= { } entones 0 € ZL(A) y

|a} é
y*(y) <0 < y*(z) paratodo y € Zy-(A) ytodo z € conv(A).

Por supuesto A es un conjunto de tres puntos en la esfera unidad de X.
Finalmente, la desigualdad precedente implica que Z-(A) y conv(A) son
disjuntos y esto termina la prueba. ]

Ya podemos dar las demostraciones de las Teoremas 3.2.1 y 3.2.2.

3.4.1. Demostracion del Teorema 3.2.1

Recordemos que lo que vamos a demostrar es que un espacio X es IPS
si y sOlo si se cumple la condicion siguiente:

(GK‘E) Cada conjunto de tres puntos en la esfera unidad de X tiene
un centro de Fermat en su envoltura convexa.

En efecto, estd claro que si X es un IPS, la condicién (GKf ) se cumple.
Reciprocamente, asumimos que X no es un IPS. Por el Lema 3.4.2, existe
un subespacio Y de X y un conjunto A formado por tres puntos de norma
uno en Y tal que 0 € ZJ(A) y ZL(A) Nconv(A) = . Por lo tanto

min{r'(y,A) : y€ Y} <min{r'(z,A) : z € conv(A)}
Pero esto implica

inf r'(z,A) <min r'(y,A) < mim rl(z,A).
zeX yey z€ conv(A)

Entonces, sigue que Z'(A) y conv(A) son disjuntos, y esto termina la prueba.
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3.4.2. Demostracion del Teorema 3.2.2

En lo que sigue se prueba que un espacio X es IPS si y sélo si se cumple
la condicién siguiente:

(A’{) Si a1, a9, as tienen norma uno en X, entoncesel conjunto
{a1,a9,as3} tiene algin centro de Fermat, y si 0 es su centro
de Fermat, entonces 0 estd en su envoltura convezxa.

En efecto, esta claro que si X es un IPS, la condicién (A’{) se cumple.

Por otra parte, probemos que (AT) implica (GKf) .Sea T = {a1,a2,a3}
un conjunto de tres puntos en la esfera unidad de X.

Debemos probar que Z'(T)Nconv(T) # ). Por nuestra hipétesis tenemos
que, Z'(T) # ). Tomamos b € Z'(T) (asumimos que b # a; para i = 1,2,3,
si no tendrfamos trivialmente Z'(T) N conv(T) # (). Entonces 0 € Z1(A),
donde A = {a; — b,as — b,a3 — b}.

Tomamos A = min{|ja; — b||, ||az — b]|,|las — b]|}. Como A es un nimero
positivo, entonces podemos definir a; = %(ai—b) parai = 1,2, 3. Por la parte
(1) del corolario 3.3.4, tenemos que 0 € Z'(A’), donde A" = {a},d}, a}}.
Notemos que tenemos ||af|| > 1 para i = 1,2, 3. Por lo tanto, sigue las partes
(1) y (2) del corolario 3.3.4, tenemos que

0eczY(A") c ZYA),

donde A" = {HZ}“, IIZ?H’ HZ;)II}' La hipdtesis implica que O pertenece al
1 2 3
conv(A”). Entonces podemos verificar ficilmente que b pertenece a conv(T).

Esto termina la prueba de esta parte.

En el diagrama siguiente, resumimos las nuevas caracterizaciones de los
espacios IPS, obtenidas usando algunas propiedades geométricas del conjun-
to formado por los centros de Fermat de un conjunto de tres puntos.

Sea X un espacio normado de dimension al menos tres. Entonces tenemos
que

X satisface (GK;1) <= X satisface (GK‘?) < X satisface (A7)

)

X es un IPS



Capitulo 4

Caracterizacion de IPS mediante
p-centros

4.1. Una caracterizacion de IPS andaloga a la de
Garkavi y Klee

En los capitulos anteriores hemos incluido las caracterizaciones de los
IPS mediante centros de Chebyshev (Teorema 2.1.2 de Garkavi y Klee) y
mediante centros de Fermat (Teorema 3.1.1 de Benitez, Fernandez y Soria-
no).

Es natural preguntarse si también se puede caracterizar los IPS mediante
p-centros de una forma anéloga.

Este problema lo resolvieron igualmente Benitez, Ferndndez y Soriano
de nuevo de forma afirmativa. Primero en el caso p = 2 en [3], y en segundo
lugar en el caso p € (1,00) en [4].

Aqui daremos este resultado.

Teorema 4.1.1 (Teorema 7 de [4]). Sea X un espacio normado de di-
mension al menos tres y sea 1 < p < oo. Entonces X es un IPS si y sélo si
se cumple la condicion siguiente:

(GKp) Cada conjunto de tres puntos en X tiene un p-centro de en
su envoltura convexa.

Si seguimos con las ideas de los capitulos anteriores, es natural pregun-
tarse si la caracterizacion anterior es valida si utilizamos solamente puntos
de mnorma uno. O mas concretamente si son validas caracterizaciones con
condiciones analogas a las (GKfO), (A%, (GKls ), (A7), referidas ahora a
los p-centros.

53
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Hemos conseguido una respuesta parcial a esta pregunta, hemos visto
que la condicién andloga a (GKgo) o} (GKf ) si nos da una caracterizacién,
pero no sabemos qué ocurre en el otro caso. Es decir, probaremos el siguiente
teorema:

Teorema 4.1.2. Sea X un espacio normado de dimension al menos tres
y sea p € (1,00). Entonces X es un espacio IPS si y sdlo si se cumple la
condicion siguiente:

(GKg) Cada conjunto de tres puntos en la esfera unidad de X tiene
un p-centro en su envoltura conveza.

Problema abierto 4.1.3. Dado un espacio normado X yp € (1,00) con-
sideremos la condicion

(A;) Si a1, as, a3 tienen norma uno en X, entonces el conjun-
to {ai,as,a3} tiene algin p-centro, y si 0 es su p-centro,
entonces 0 estd en su envoltura conveza.

LEs cierto que si X es un espacio normado de dimension mayor o igual que
tres yp € (1,00), X es un IPS si y solo si X cumple la condicion (AI”;)?

Benitez, Ferndndez y Soriano probaron el Teorema 4.1.1 (caracterizacién
mediante p-centros) antes de su Teorema 3.1.1 (caracterizacién mediante
centros de Fermat (o 1-centros)). Por ello las demostraciones que dan de
estos dos teoremas son independientes. Nosotros también vamos a dar otra
demostracién independiente del Teorema 4.1.1 (ver seccién 4.5).

Sin embargo, en realidad podemos ver el Teorema 4.1.1 (caracterizacién
mediante p-centros) como una consecuencia del Teorema 3.1.1 (caracteri-
zacién mediante centros de Fermat (o 1-centros)). Bastaria observar que
nosotros obtenemos el Teorema 4.1.2 como consecuencia del Teorema 3.1.1
(caracterizaciéon mediante centros de Fermat (o 1-centros)), sin utilizar el
Teorema 4.1.1 (caracterizacién mediante p-centros), y por este ultimo teo-
rema es, por supuesto, un corolario inmediato del Teorema 4.1.2.

Para todo esto necesitamos algiin trabajo previo.

4.2. Notaciones y resultados preliminares

En esta capitulo (X, || -||) serd un espacio normado, p € (1, 00).
Se denota por Eg(X ) al espacio normado dotado de la norma siguiente.

1
P

3
Para (w1,2,73) € £5(X) ,  |||(z1, 22, 23)|l], = (Z H%'Hp>
=1
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Es bien conocido que el dual de EI?;(X ) es isometricamente isomorfo a
Zg(X*) donde ¢ el conjugado de p, e.d. % + % = 1 y donde dado u =
(21,29, 73) € LX)y F = (f1, f2, f3) € £3(X*) la dualidad viene defini-
da por

n
<L Fu>= Z < fi,x; >
i=1
donde < -,- > se denota al producto escalar en la dualidad entre X* y X.
Sea Sx y Sx- las esferas unidades de X y de su espacio dual topolégico
X,
Sea a € X se denota por Ja al conjunto siguiente

Ja={f€Sx- : f(a)=[lall}.

Por el Teorema de Hahn-Banach, se tiene que, para cada a € X, el conjunto
Ja no es vacio.

Observaciéon 4.2.1. Sea A = {aj,a2,a3} un conjunto en X y sea p €
(1,00). Sea v = (a1, az,a3). Se verifica inmediatamente que

zo € Z'(A) siysdlosi ug = (xg,x0,70) € Piag(x3y(v)-

Donde
diag(X3) = {u=(z,2,2) : z€ X},

Paingxn(v) = {1 € ding(X%) < o —ully = inf o~ wll,}.

Aqui daremos dos resultados preliminares que figuran en [4]. El primer
lema ha sido demostrada en [4] por el concepto de subdiferencial, nosotros en
este trabajo lo vamos a demostrar usando la teoria de aproximacion 6ptima,
concretamente el Teorema 3.3.1. Veremos mas tarde que el lema también es
cierto si p =1 (ver el Lema 4.3.1).

Lema 4.2.2 (Lema 1 de [4]). Sea A = {a1, a2, a3} un conjunto en X y sea
€ (1,00). Entonces 0 € Z'(A) si y solo si existen f; € Ja; parai=1,2,3
tal que
lax [P~ f1 + laz|P~ fo + [las|[P~" f5 = 0.
Demostracion. Por el Teorema 3.3.1, tenemos que 0 € Z*(A) si y sélo si
existen g1, g2, 93 € X* satisfacen
p

lgull? + llg2ll? + llgsl|* =1 donde ¢ = 1 (4.1)

91(z) + g2(z) + g3(x) =0 para todo =z € X, (4.2)
1

g1(a1) + g2(az) + g3(az) = (larll” + [laz||” + [las]|”) (4.3)
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Observamos primero que por las igualdades (4.1) y (4.2), puede ocurrir
que como mucho una y sélo una de las funciones g1, g2 y g3 se anula.

Caso 1: Supongamos que g; # 0 para cada i = 1,2, 3.

Usando las igualdades (4.1), (4.3) y la desigualdad de Holder para con-
seguir que

3 3 3
(Z Haz’Hp) = Z il llasll = Zgi(ai)- (4.4)
i=1 =1

i=1

Denotamos f; = ﬁ para cada i = 1,2, 3. Por tanto, la igualdad (4.2)
es equivalente a

lgullfr + llg2llf2 + llgsll f3 = 0, (4.5)

donde f; € Sx+ para cada i =1,2,3.
Probamos ahora que

_ Mt -
fieJa; y |lgil| = ————— paracadai=1,2,3.

3
(z ||az-||p>
=1

Por la segunda parte de la igualdad (4.4), obtenemos que

3 3
> llgillllaill = llgill fi(as)-
=1 i=1

Q|

Por tanto \
Z lgill (fi(a:) — |las||) = 0.
i=1

Como ||g;||(fi(a;) — |Jai]|) > 0 para cada i = 1,2, 3 entonces tenemos
fi(a;) = ||a;|| para cada i=1,2,3.

Por otra parte, como tenemos la igualdad en la desigualdad de Holder
para las sucesiones (||a2~||)1<i<3 y (Hgi”)1<i<3 entonces existe un o > 0 tal

que ||a;||P = al|gi||? para cada i = 1,2, 3, asi que

1
llg:ill = —lHain_l para cada ¢ =1,2,3.
o

3
Usando la primera parte de la igualdad (4.4), para obtener que ae = >_ ||a;]|P.
i=1
Por lo tanto

P
llgil| = ——————~ paracadai=1,2,3.
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Sustituimos el valor de ||g;|| para cada ¢ = 1,2,3 en (4.5) para obtener que
laa [P~ f1 + llaz P~ fo + flas|P~* f3 = 0. (4.6)

Caso 2: Sin perdida de generalidad, podemos suponer por ejemplo que
g3 = 0. Por tanto las igualdades (4.1) y (4.2) se simplifican respectivamente
a

lgall* + llg2ll* =1y g1 +92=0.

1
1\«
lonh = el = (5) "

Aplicamos ahora la desigualdad de Holder a (4.3) para obtener que,

Asi que

1
3 »
(Z Hai\|p> = g1(a1) + g2(a3) < [[grllllas ]l + llg2ll[[az]]
i=1

-y (;);uaiu

=1

5 1
P
()
i=1
Asi que ag = 0.

Por tanto, si en las hipétesis tenemos ag # 0, entonces lo que supuesto
es falso. Sin embargo si en las hipétesis se tiene que as = 0, entonces la
igualdad (4.6) se simplifica a

lax [P~ f1 + llaz [P~ f2 = 0. (4.7)
O

IN

Observaciéon 4.2.3. Sea p € (1,00), si 0 es un p-centro del conjunto
{a1,a9,0}, se ve claramente que por la igualdad (4.7), se tiene que

lar|| = flaz]|

Aunque la demostracion del lema siguiente esté bien detallada en [4], lo
recordamos aqui para comodidad del lector.

Lema 4.2.4 (Lema 2 de [4]). Sea A = {a1,a2,a3} un conjunto en X,
p>1ysea0¢c Z (A). Sea f; € Ja; para cada i =1,2,3 tal que

HalH 1f1 ||CL2|| 1f2 ||a3H 1f3 =0,
sea T € Zp A), entonces
Y )

x € ker(f1) Nker(f2) Nker(fs),
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y para cada r,s,t € [0, 1],

a1l = llar —rzll, f1 € J(a1 —rz),
laz|l = a2 — sz, f2 € J(a1 — sx),
las| = llas —tzll, fs3 € J(a1 —tz).

Demostracion. Puesto que 0y # € Z"(A), entonces la funcién ¥ definida
en R de forma siguiente:

3
tER— T(t) = la; — ta|
i=1

alcanza su minimoent =0y ¢t = 1.
Probamos primero que 0 € Zp({al —rx,ag — rr,as — rx}) para cada
r € [0,1]. En efecto, por la convexidad tenemos que,

3 3
D llai —rallP = llr(a; — @) + (1= r)ail|
i=1 i=1

3 3
<ry lai—allP + (1 —r) Y llail”.
=1 =1

Usando 0 y = € Z"(A), para obtener que,
3 3
Z |la; — z||P < Z |la; —rz —y||’ paratodo ye€ X,
i=1 i=1

3

3
Z l|lai||P < Z |la; —rz —y||P paratodo ye€ X.
i=1 i=1

Por tanto
3 3
ZH%—WJHP < ZHai—Tx—pr para todo y € X.
i=1 i=1

Esto significa que 0 € Z" ({ay — rz,as — rx, a3 — r}).
Por otras palabras, para r € [0,1], 7z € Z"(A). Asi que

3 3 3
D llag —ral? =" llaill” = llailP! fila:)
=1 i=1 =1

3 3
=D llaalP fiai —ra) < llagPHlag — vzl (4.8)
i=1 =1
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Por la desigualdad de Holder, tenemos que

ZHasz Hlai —rafl < (ZH%H”) B <ZH@ —me>
23: lai[”

con igualdad si y sélo si
llai|]| = ||a; —rz|| paracada ¢=1,2,3.

Por otra parte, de (4.8) obtenemos que

ZHGZHP ' filaq) Z”a P~ fi(ai — ra).

Asi que
3
Z Hain_l<fi(ai) — fila; — rm)) =0.
i=1

Puesto que f;(a;) — fi(a; —rx) > 0 para cada i = 1,2, 3, entonces
||az'”p_1 (fz’(ai) — fila; — rx)) =0 paracada +=1,23.

Podemos suponer que todos los punto aj, ag,as no nulos (si a lo sumo
uno de ellos es nulo el lema es trivial).
Por tanto

filar) = fi(ar —rx) = fi(ar) — rfi(z).
Asi que
rfi(z) =0
Como 7 es un numero arbitrario en [0, 1], se obtiene también
(1—r)fi(z) =0
Por tanto
fi(z) =0.
Para terminar, sabemos que
filar —rz) = fi(ar) = |lar]| = [laz —rz]].
Esto significa que
fi € J(ar —rz).
Finalmente, por el mismo razonamiento se tiene que
fo(z) =0 y fa€ J(ag—sx) paracada se€[0,1], vy
f3(x)=0 y f3e€ J(ag—tx) paracada te€|0,1].
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4.3. La relaciéon entre los p-centros y centros de
Fermat

Antes de examinar la relacién existente entre los p-centros (p e (1, oo)) y
los centros de Fermat de un conjunto de tres puntos, recordemos un resultado
que describe los centros de Fermat con pesos de tal conjunto andlogo al Lema
4.2.2.

Lema 4.3.1 (Proposicién 1 de [5]). Sea A = {a1,a2,a3} un conjunto en
X, y sea w = (wy,w2,ws) una familia de tres numeros positivos. Entonces,
0 € ZL(A) si y sélo si existe f; € Ja; para cada i =1,2,3 tal que

wi fi1 +wafo+wsfz =0.

Demostracion. Por el Teorema 3.3.1, se tiene que 0 € Z1(A) si y sélo si
existen f1, fo, f3 € X* satisfacen

11(f1; f2; f3) oo = max{[[ f1l, L/l [[ f3]]} = 1 (4.9)
w1 fi(x) +wafo(x) +wsfs(x) =0 paratodo =€ X, (4.10)
wifi(ar) + wafalaz) + wsfs(as) = willar| + wallaz + wsllas|.  (4.11)

Por las igualdades (4.9) y (4.11) se tiene que, para cada i = 1,2, 3,
filai) = llaill y  |Ifill = 1.
O

Lema 4.3.2 (Lema 5.2 de [18]). Sea A = {a1,a2,a3} un conjunto en X,
tal que 0 ¢ A yp>1. Sea w = ([Jar||P1, [|az|[P~1, [|as|[P~1). Entonces,

0ecZ(A) siysdlosi 0e ZL(A).

Demostracion. Por el Lema 4.2.2 tenemos que 0 € Z" (A) si y sélo si existen
fi € Ja; para i =1,2,3 tal que

lax [P~ f1 + llaz| P~ fo + llas|[P~H f5 = 0. (4.12)
La igualdad (4.12) es equivalente a
wifi +waf2 +wsfz =0.
Por tanto, el Lema 4.3.1 garantiza que esto es equivalente a 0 € Z1(A). O

El corolario siguiente es un caso particular del lema anterior, es decir
cuando w = (1,1,1).
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Corolario 4.3.3. Sea X un espacio normado, y sea A = {ay,as,a3} en la
esfera unidad de X y p > 1. Entonces,

0ecZ'(A) siysdlosi 0 ZHA).

La proposicién siguiente conecta entre el conjunto de los centros de Fer-
mat y el conjunto de los p-centros bajo algunos condiciones concretas parti-
culares.

Proposicién 4.3.4. Sea X un espacio normado, y sea A = {aq,az,a3} en
la esfera unidad de X yp > 1. Si 0 € Z°(A) entonces, Z"(A) C ZH(A).

Demostracion. Tomamos = € Z" (A). El Lema 4.2.4 implica que
llai|| = |la;i — z|| para cada i€ {1,2,3}.
Asi que
P10, A) = llar]| + laall + lag|) = lax — ]| + llaz — o] + llas — 7] = r'(z, A).
Por lo tanto, z € Z*(A). O

4.4. Demostracion del Teorema 4.1.2

Recordemos que lo que vamos a demostrar es que un espacio X es IPS
si y solo si se cumple la condicién siguiente:

(GKS) Cada conjunto de tres puntos en la esfera unidad de X tiene
un p-centro en su envoltura conveza.

Es bien sabido que X es IPS implica (GKZS; ) Para el inverso, asumimos
que X no es un IPS. Por el Lema 3.4.2, existen un subespacio Y de X y
un tridngulo A con vértices en la esfera unidad de Y tal que 0 € ZL(A) y
Z3-(A) Nconv(A) = 0.

Puesto que 0 € Z{-(A), entonces por el Corolario 4.3.3, tenemos que

0 € Zy(A).
Por tanto por la Proposicion 4.3.4, se tiene que
ZY(A) Nconv(A) = 0.
Asi que
min{r?(y,A) : y € Y} <min{rP(z,A) : = € conv(A)}.
Pero eso implica que

inf rP(x,A) <min rP(y,A) < min rP(x, A).
Inf (z, )_yEY (y,A) b i (z,4)

Entonces, sigue que Z" (A) y conv(A) son disjuntos, y esto termina la prueba.
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4.5. Otra demostracion del Teorema 4.1.1 de Benitez-
Fernandez-Soriano

La prueba original de este teorema se basa en el Teorema de Blaschke y
Kakutani (Teorema 4.5.9) y en la caracterizacién geométrica del sitio donde
estd un p-centro de un conjunto de tres puntos; con precisién, en el Lema
4.2.2.

La demostraciéon que daremos aqui es distinta. No utiliza caracteriza-
ciones geométricas del sitio donde estd un p-centro de un conjunto de tres
puntos. En su lugar se base en la demostracién directa de un lema (Lema
4.5.4) asegura que si fijamos un punto en el interior de la envoltura convexa
de tres puntos dados, podemos “mover” dichos puntos de manera que el
punto fijado se convierte en p-centro de los nuevos puntos. La demostracién
directa de este resultado usa argumentos de homotopia.

Por otra parte, en lugar de usar directamente el Teorema de Blaschke y
Kakutani usamos un refinamiento de dicho teorema probado por Klee (véase
Proposicién 4.5.10). La ventaja de este refinamiento es que también nos va
a ser util para probar un resultado en el capitulo siguiente (véase Teorema
5.1.2).

Los resultados que emplearemos en nuestra prueba estdn recogidos en
las subsecciones 4.5.1 y 4.5.3.

4.5.1. Unos resultados previos a la demostracién

El Lema que aparece a continuacion muestra que un punto de un con-
junto formado por tres puntos es un p-centro (p € (1,00)) de tal conjunto
solamente en casos triviales.

Lema 4.5.1. Sea (X, || - ||) un espacio normado, (p € (1,00)), y sea A =
{a1,a2,0} un conjunto en X.

Si0c Z"(A), entonces ||ay|| = ||az]|| v [a—l —a—i”] C Sx.

laill” lla

Demostracion. Obviamente, podemos suponer que X tiene dimensién dos.
Por la Observacién 4.2.3, tenemos que |la1|| = ||az||.

Esta claro que podemos suponer que ||a1|| = ||az|| = 1. Asi que, proba-
mos ahora que el segmento [a1, —as] esta en la esfera de X. Para eso basta
probar que H%H = 1, en efecto, sea A € [0,1] denotamos m = 5% y

supongamos que ||m|| = 1, tenemos
2m = (Aa1 — (1 = Naz) + ((1 = N)ai — Aa)
asi que

2 § H)\al — (1 — )\)ag” + ||(1 — )\)al — )\CLQH S H)\a1 — (1 — )\)QQH + 1
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por tanto ||[Aa; — (1 — A)az|| = 1.
Supongamos que

al — ag
<1.
|=5=]
Denotamos
al — ag
a3 = ————
a1 — az|

y consideramos en X una nueva norma ||- || que tiene el hexdgono de vértices
ai,a2,as, —ai, —as, —az como la bola unidad.
Por tanto [lai|| = [[axl[a, llazl = llazlln ¥

llz|l < ||z||n paratodo =€ X

por hipétesis, tenemos

laxlly + llazlly = llaxll” + llaz|”
<z —arl]” + [l — azf[” + [l]|”
<l = ally + llz — azll} + [z}
para cada z € X.

Esto significa que 0 es un p-centro del tridngulo A en (X, || - ||n)-
Pero (X, | - ||n) es isométrico a (R2,]| - ||o) por la isometria

R ] lla) — X0+ lln)
(t1,t2) — ti1aq + t2ao

donde || - ||o es la norma que tiene la bola unidad el hexdgono de vértices
(1,0), (0.1), (/llar — azfl, =1/]jar — az])

(_170)7 (07 _1)7 (—1/HCL1 - a2||7 1/Hal - GZH) :

Podemos demostrar sin dificultades que

[t1] + |to] sitity >0
[(t1,t2)la = § [t1] + (llar —az|| = V)[t2| sitita <0y [t1] > [t2]
(lar = azll = Dfta] + [t2|  sitita <0y [ta] < [to]

para cada (t1,t2) € R2.

Por tanto, (0, 0) es p-centro del tridngulo de vértices (0,0), (1,0), (0,1)
en (R?, ||-|la)- La funcién objetivo asociada al tridngulo anterior en (R2, ||-||»)
tiene la forma siguiente:

rP(t,s) = [I(t,s) = (LO)I[& +[[(t,5) = (0, D& + [, 5) = (0, 0)]I5, -
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Ahora consideramos la funcién g como la restringida de rP sobre la di-
recciéon t = s donde t € R. Es decir

g(t) = [I(t,1) = (L,0)[[& + (&, £) = (0, DI + [I(£,2) — (0, 0)][[5, -
Asi conseguimos

g(t) = (2t)? +2(1 — (2 — |la1 — az||)t)” para cada t € (0,1/2) .
Por tanto, g alcanza su minimo sobre R, en el tinico punto

(14 o)t
24 (L4 o)p/rt

to donde 6 =1 —||la; — az|| .

Contradiccién con que 0 es el punto donde ¢ alcanza su minimo sobre R. [

Observacién 4.5.2. Recordamos que se dice que un espacio normado es
estrictamente convexo si su esfera unidad no contiene ningun segmento no
trivial. Por el Lema 4.5.1, estd claro que en un espacio normado estricta-
mente convexo, las vértices no son p-centros de un triangulo.

En la prueba del préximo Lema usaremos la nocién de aplicaciones
homoétopas. A continuacién recordamos la definicién (para més informacién
constltese [12]).

Definicion 4.5.3. Sean E y F dos espacios topoldgicos.

(1) Se dice que dos aplicaciones continuas f1, fo de E en F' son homdtopas
en F, si existe una aplicacion H : E x[0,1] — F tal que, para cada
r e F,

H(z,0) = filz) y H(z,1) = fa(z).

H se llama la homotopia de f1 a fo y decimos que f1 es homdtopa a
foen F.

(2) Sea f un aplicacién de E en F. Se dice que f es homdtopa a cero en
F si f es homdtopa a un aplicacion constante de E en F.

(3) Un aplicacion continua T' de [0,1] en F, se llama un camino en F.
['(0) es la origen del camino T' y llamamos a I'((0,1]) una curva en F
de origen I'(0).

(4) Sea I un camino en F tal que I'(0) =T'(1), y sea yo € F. Se dice que
I’ rodea a yo si I' no es homdtopa a cero en F'\ {yo}.

Lema 4.5.4. Sea (X,| - ||) un espacio normado de dimensién dos, p €
(1,00), y sea A = {a1,a2,a3} un conjunto en X. Si el origen O estd en el
interior de conv(A), entonces existen A1, A2, A3 no negativos, a lo mas uno
nulo, tal que O es p-centro del conjunto A" = {\1a1, Aaag, Azas}.
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Demostracion. Serd 1til tratar aqui no solamente los tridangulos pero en
general los trios arbitrarios (ai,as,as), donde aj,ag,as son puntos en X
cual pueden ser colineal e igualar puede que dos de ellos coinciden.

Note que la definicién del p-centro dada en el sentido de los tridngulos,
se conserva también para los trios. Para probar esta lema consideraremos
dos casos.

Caso 1: (X,|| - ||) es estrictamente convexo. Observamos en este caso
que cada tridngulo tiene un tnico p-centro (basta observar que la funcién
objetivo 7P es estrictamente convexa). Tomando una isometria en caso de
necesidad, podemos suponer, sin la pérdida de generalidad, que

X =R? a; = (1,0), ag = (0,1), yaz € {(t,s) €R? : t+5<0}
Consideramos ahora una funcién f definida sobre
T={(ts)eR? : t,s>0, t+s<1}

de forma siguiente:
f: T — R?
(tv 5) - f(t7 8)

donde f(t,s) es p-centro del trio (tai,sas, (1 —t — s)ag). Por supuesto, la
funcién f es continua.
Por el Corolario 1.12.2, f(t, s) pertenece al envoltura convexa de

{ta1, saz2, (1 —t — s)as}.

Asi que obtenemos facilmente que

1

J(1,0) = ar = (8,0), f(0,1) = faz = (0,8) donde § = 7.

Deducimos que la imagen del segmento [(1,0), (0,1)] por la aplicacién f
es una curva continua y incluida en la envoltura convexa del tridngulo de
vértices a; = (1,0), az = (0,1), (0,0), y conecta (3,0) con (0, 3).

Por otra parte, la Observacion 4.5.2, afirma que esta trayectoria no pasa
por el punto (0,0).

Podemos ver que f actia en los segmentos [(0,1), (0,0)] y [(0,0),(1,0)]
de una manera analoga, y conseguimos que la imagen del borde 9T de T
por f es una curva cerrada continua no contiene el origen (0, 0).

Como 0T es hométopa a cero en T, entonces f(91") es hométopa a cero
en f(T), y como f(0T) no es hométopa a cero en R? \ {(0,0)}, tenemos
f(OT) rodea el punto (0,0), asi que (0,0) debe pertenecer a f(T \ 9T). Por
tanto existe (to,so) € T'\ 0T tal que f(to,s0) = (0,0), estd claro que

A1 =10, Ao =50, A\3=1—1)— 50
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son numeros positivos que satisfacen la condicién requerida.
Caso 2: Dado una norma || - ||, tomamos una sucesién de normas || - ||,
estrictamente convexas tal que

lim ||z|, = ||z||, para todo z € X.
n—oo

(basta tomar | - ||, = |- || + 2| - |[s, donde || - ||s es cualquiera norma
estrictamente convexa, por ejemplo cualquier norma euclidiana).

Para cada n aplicamos el Caso 1, sabemos que hay tres nimeros A7, Ay, A%
positivos, tal que 0 es p-centro del tridngulo {A\a1, Ajaz, Ajagz} en el espacio
- ).

Por supuesto, podemos suponer que A} + Ay + A5 = 1 para cada n € N,
y por la compacidad de [0, 1], suponemos que la sucesién (A}, A5, \§)p>1
converge a (A1, A2, Az).

Es inmediato ver que 0 es p-centro del tridngulo {Ajai, A2ag, Azas} en
(X, |l - |I)- Finalmente, desde A; + A2 + A3 = 1, obtenemos que, por lo menos
uno de los nimeros \; debe ser positivo, y usando otra vez el aserto “ Bay
es p-centro del trio (a1,0,0)”, esta claro que a lo mas uno de ellos puede ser
igual a cero.

Noétese que por esta razén y la hipdtesis en las a;, los puntos de nuestro
trio no son colineales y asi que ellos son realmente vértices del triangulo. [J

Observacién 4.5.5. Por la Observacion 4.5.2, si (X, ||-||) es estrictamente
convezxo, entonces todos numeros \; en el lema precedente son positivos.

Observacion 4.5.6. El lema precedente no es verdad en el caso p = 1.

En efecto, sea A = {a1, as,as} un conjunto de tres puntos en un espacio
normado de dimensién dos.

Supongamos que si el origen 0 estd en el interior de conv(A), entonces
existen Aj, A2, A3 no negativos, a lo mas uno nulo, tal que 0 es centro de
Fermat del conjunto A’ = {\ja1, Agag, Azas}.

En primer lugar, si las \; son positivas, entonces por la parte (1) del
Corolario 3.3.4 se tiene que 0 es un centro de Fermat del conjunto A. Esto
no es verdad siempre, se puede elegir adecuadamente tres puntos en un plano
euclidiano de tal manera que el origen 0 esta en la interior de la envoltura
convexa de estos puntos sin que sea su centro de Fermat.

En segundo lugar, si por ejemplo A3 = 0, entonces por la parte (1) del
Corolario 3.3.4 se tiene que 0 es un centro de Fermat del conjunto {a;, as,0}.
Tampoco esto es verdad, se puede encontrar facilmente en contraejemplo en
un plano euclidiano.

4.5.2. Demostracion del Lema 4.5.4 a partir del Lema 4.2.2

Hemos dado una demostracion del Lema 4.5.4 independiente de los resul-
tados de localizacion de p-centro, sin embargo conviene advertir que también
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lo podemos ver como una consecuencia del Lema 4.2.2. Para demostrarlo ne-
cesitamos el resultado previo siguiente.

Lema 4.5.7. Sea (X,| - ||) un espacio normado de dimension dos y A =
{a1,a2,a3} un conjunto en X. Sea f; € Ja; para i =1,2,3. Si 0 estd en el
interior de conv(A), entonces existen oy, s, a3 > 0, a lo mds uno nulo, tal
que

arfi +asfo+aszf3 =0.

Demostracion. Obviamente, basta probar que 0 € conv({ f1, f2, f3})-
Puesto que 0 estd en la interior de conv(A), entonces existen Aj, Az, A3
positivos con A1 + Ao + A3 = 1, tal que

Ata1 4+ Aoas +A3a3 =0 y a; #0 paracada i=1,2,3.

Por tanto a a a
1 2 3
Mllaalls== + Aallaz| 7= + Aslas|l i =
[lax]l laz | las|
Asi que podemos suponer que ||a;|| = 1 para cada i = 1,2, 3.

Para probar que 0 € conv({f1, f2, f3}), por el Teorema de Hanh-Banach

basta probar que para todo z** € X**, 0 < 1121é<x3 x**(fi). O equivalente-
_1/_

mente, puesto que estamos en dimensién finita, basta probar que para todo
z € X existe i € {1,2,3} tal que 0 < fi(x).

Sea x € X, podemos suponer que z # 0. Como 0 estd en el interior
de conv({a1, az,as}), la semirrecta {Ax : A > 0} corta a alguno de los lados
la;,a] conl < i,j < 3,1 j. Por tanto existe A tal que Aoz pertenece a uno
de estos lados. Evidentemente, si 0 < f;(Aox) = Ao fi(x) se sigue fi(x) > 0.
Por lo tanto, podemos suponer A\g = 1. Por lo tanto supongamos por ejemplo
x € |a1, az]. En este caso existe A € [0, 1] tal que x = Aaj + (1 — A)ag, por lo
tanto

fi@) =X+ (1 =N fi(a2) y folx) = AMfa(ar) +1 = A
Asi que

file) + fa(z) = A1+ fa(ar)) + (1 = ) (1 + fi(a2)).

Como ||la;|| =1y ||fi]| =1 para i = 1,2, entonces
1+ fa(a1) >0 y 1+ fi(az) > 0.
Segui
fi(z) + fa(x) > 0.
Por tanto
fi(x) >0 o fa(z) > 0.
]

Nota 4.5.8. No es dificil dar ejemplos que muestran que en el lema anterior
es esencial la palabra “interior”.
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Demostracion del Lema 4.5.4:

Sea (X, ||-||) un espacio normado de dimensién dos y sea A = {a1, a2, a3}
un conjunto en X tal que 0 estd en el interior de conv(A). Tomemos f; € Ja;
para cada i = 1,2, 3.

Por el lema anterior existen ai, as,asz > 0 a lo méas uno nulo tal que

airfi +azfe +asfs =0.
Sea A\; > 0 tal que
|Xiai||P~! = oy, paracada i=1,2,3.
Por el Lema 4.2.2 tenemos que

0e Zp ({)\10,1, )\2&2, )\3&3}) .

4.5.3. Teorema de Blaschke y Kakutani

El teorema de Blaschke y Kakutani es una de los resultados clasicos que
caracterizan un IPS. Puede verse por ejemplo (12.4) de [1] y [30].
Nos dice lo siguiente:

Teorema 4.5.9 (Blaschke-Kakutani). Un espacio normado X de dimen-
sion por lo menos tres es un IPS si y solo si para cada subespacio Y de X
de dimension dos existe una proyeccion de la norma uno de X sobre Y.

La Proposicién siguiente (véase [34]) es una profundizacién en el signifi-
cado de la caracterizaciéon Blaschke y Kakutani.

Proposicién 4.5.10 (Proposiciéon 4 de [34]). Sea X un espacio normado
con dim(X) = 3, H un hiperplano contiene el origen 0 en X, y sea K la
interseccion de la bola unidad Bx y uno de los semiespacios cerrados que
determina H. Sea P la proyeccion de la morma mds pequena posible de X
sobre H. Entonces tenemos una de las afirmaciones siguientes

(1) P(K)C K con |P||=1,
(2) 0 € Int(conv(P(K) \ K)) con la interior es relativo a H.

Observacién 4.5.11. Con X, H y K en la Proposicién de Klee, tenemos:
X no admite un proyeccion de morma uno sobre H si y solo si existe un
proyeccién P de X sobre H tal que 0 € Int(conv(P(K) \ K)).

El lema siguiente es esencialmente una reformulacién del resultado de
Klee.
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Lema 4.5.12. Sea X un espacio normado con dim(X) = 3, sea x* una fun-
cton linear no nula en X, y denotamos por Y al subespacio de dimensiones
dos {x € X : x*(x) = 0}. Supongamos que no hay proyeccion de norma uno
de X sobre Y. Entonces existe una proyeccion P de X sobreY y existen tres
vectores unitarias uy,uz,u3 en Y = {z € X : 2*(x) > 0} de una manera
que

|P(ui)|| >1 parai=1,2,3

y que O esta en la interior (relativo a Y') del tridngulo que tiene P(uy),
P(uz), P(us) como vértices.

Demostracién. Denotemos por B la bola unidad de X, y por B™ el conjunto
B NY™T. Por la Proposicién 4.5.10 de Klee, existe un proyeccién P de X
sobre Y tal que O esta en la interior (relativo a Y') de la envoltura convexa
de P(B™)\ B*. Por el Teorema de Carathéodory (Teorema 17.1 de [42]),

deducimos que existen tres vectores vi, va, v3, en BT tal que
|P(vi)|| >1 parai=1,2,3

y que 0 es una combinacién convexa de P(v1), P(v2), P(v3). La desigualdad
anterior implica que todas v; no son nulas, asi que podemos tomar u; = ”z—ln

Por supuesto, las vectores u; tienen norma uno en BT C Y. Ademés

1P (us)| = Hp(uzm P 1

Por otra parte, desde que 0 es una combinacién convexa de P(v1), P(v2),
P(v3), es también una combinacién convexa de

>1, parai=1,2,3
o] vl

Pluy) = ——P(v)), Plug) = —— P(vs), Plus) =

P(v3) .
1] [[va]]

1
s
Para terminar nuestra prueba tenemos que demostrar solamente que 0 no es
una combinacién convexa de dos vectores P(u;), puesto que esto garantiza
que O esta en la interior (relativo a Y) de la envoltura convexa de P(uq),
P(ug), P(us3). Si asumimos, por ejemplo, que 0 es una combinacién convexa
de P(u1) y P(uz), entonces existe un A € (0, 1] tal que

P(ul) = —)\P(UQ) 6 P(UQ) = —)\P(ul).

Denotemos x = P(u;) = P(—Muz). Tomamos w € Ker(P)NY ™, w # 0 (por
ejemplo, w = u; — P(u)). Como uj pertenece a Y y —Aug pertenece a
Y™ ={z e X :z2"(z) <0}, hay o, 5 > 0 tal que

uy=z+aw y —Adug=x— Pw .

Por tanto x pertenece a [uj, —Aug]. Pero u; y —Aug estdn en la bola uni-
dad, asi que deducimos que x también esta en la bola unidad. Esto es una
contradiccién porque ||z|| = ||P(up)|| > 1. O
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Ahora ya podemos dar nuestra prueba del Teorema 4.1.1 de Benitez,
Fernéandez y Soriano.

4.5.4. Demostraciéon del Teorema 4.1.1 de Benitez- Fernandez-
Soriano

Recordemos que lo que vamos a demostrar es que un espacio X es IPS
si y sdlo si se cumple la condicién siguiente:

(GKp) Cada conjunto de tres puntos en X tiene un p-centro (p €
(1,00)) en su envoltura conveza.

En efecto, supongamos que X no es un IPS. Podemos suponer que
dim(X) = 3. Por el Teorema 4.5.9 de Blaschke y Kakutani, existe un su-
bespacio Y de dimensién dos de X, tal que X no admite ninguno proyec-
cion sobre Y de norma uno. Tomamos una funcion lineal z* en X tal que
Y = Ker(z*). Por el Lema 4.5.12, existe un proyeccién P de X sobre Y
y tres vectores unitarias uy,uz,u3 en Y+ = {z € X : 2*(z) > 0} de una
manera tal que

|IP(u;)]| >1 parai=1,2,3

y que O esta en la interior ( relativo a Y ) del tridngulo que tiene P(uq),
P(u3), P(us) como vértices. Denotamos P(u;) = x;. Por el Lema 4.5.4,
existen tres nimeros no negativos A, A2, A3 a lo mas uno de ellos igual a
cero, tal que 0 es p-centro de A = {1z, Aawe, A3z3} en Y. Supongamos
por ejemplo que Aj, A2 > 0y A3 = 0. Por el Lema 4.5.1, tenemos

[ x1 T2

, — :| C Sy.
lza]” [l

Como |[|z1]],||z2] > 1, si tomamos A € [0, 1], entonces conseguimos que,

|

T2

22|

T
s = (1= Nzl = [Maall 2 = 1= o]

= Alzaf + (1 = Nzl > 1

es decir
[acl, —.CCQ] N By = P([ul, —UQ]) N By = 0.

Pero recordamos que ui, us € YT, por tanto [u1, —us]NBy # ), por supuesto
eso implica que [z1, —z2] N By # 0, eso es la contradiccién deseada.

Para acabar nuestra prueba observamos que 0 es p-centro del tridngulo
que tiene como vértices A1x1, Aax2, A3x3 en Y, pero no es p-centro de tal
triangulo en X. En efecto, tomamos a € Ker(P)NY ™, a # 0 (por ejemplo,
a =wuj — P(uq)), asi que existen tres nimeros positivos a1, ag, as tal que

u; = T; +o4a0 parai=1,2,3 .



Caracterizacion de IPS mediante p-centros 71

Como para cada i=1,2,3
luill = [z + ciall = 1 < ]|
por la convexidad, deducimos que para cadai = 1,2, 3 y para todo t € (0, o],
i + tal| < [la] -

Asi que, si denotamos 3 = min{\;; : i = 1,2, 3}, entonces

[Aizi + Ball = A

i + 7)\-GH < )\ZHZL‘zH - H)\leH para 7 = 1’273 .
7
Por tanto

A2y +Bal” + [ Ao+ Bal[’ + | Azzs + Ball” < Mz [P +[[Agwa [P + [ Azzs]|” -

Esto termina nuestra prueba.

En el diagrama siguiente, resumimos las caracterizaciones de los espa-
cios TIPS, obtenidas usando algunas propiedades geométricas del conjunto
formado por los p-centros de un conjunto de tres puntos. Obsérvese que
resumiendo lo visto en este capitulo y en los anteriores, las equivalencias
siguientes y anteriores son validas para cualquiera p € [1, o0].

Sea X un espacio normado de dimensién al menos tres. Entonces tenemos
que

X satisface (GK,) <= X satisface (GK? ) <= X esunIPS



72

Capitulo 4



Capitulo 5

Caracterizacion de IPS mediante
~-centros

5.1. Las caracterizaciones (15.15) de Amir y la
propiedad (A~)

Amir da en [1] la caracterizacion siguiente de los IPS de dimensién mayor
o igual que tres:

Un espacio normado (X, | - ||) de dimension mayor o igual que tres es
IPS si y solo si satisface la propiedad siguiente:

(15.15) Para cada tres puntos aj,as,as de norma uno en X, si 0
estd en la envoltura convera de {ai,as,as}, entonces

rx({ai,a2,a3}) = 1.

Nota 5.1.1. Escribimos (15.15) como en [1].

Observemos que (15.15) viene a ser una condicién “dual” a (15.14) que
estudiamos con detalles en el capitulo 2.

Amir indica que la demostracion de la caracterizacién anterior “es in-
mediata por el Lema 15.1”7, sin embargo no hemos sido capaces de ver por
qué. Y como ademads es el mismo argumento que empleaba en la condiciéon
(15.14) (que resulta ser falso, véase capitulo 2) hemos preferido dar una de-
mostracién completa y detallada. Esta demostracién no usa el “Lema 15.1”.

Para ser més precisos, veamos a probar un resultado mas general que el
de Amir, que nos dard la caracterizacién (15.15) como consecuencia inme-
diata.

Puesto que ay, ag, a3 tienen norma uno, rx ({ai, az,as}) = 1 senala que 0
es un centro de Chebyshev de {a1, a2, as}. Por lo tanto, la condicién (15.15)
se transforma en

73
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(15.15’) Para cada tres puntos ay,as,as de norma uno en X, si 0
estd en la envoltura convexa de {a1,az2,as}, entonces O es
centro de Chebyshev de {ai,a2,as}.

Si cambiamos en (15.15%) “centro de Chebyshev” por “y-centro” (7 es
3-norma mondétona) se obtiene la propiedad siguiente:

(A,) Para cada tres puntos ai,asz,az de norma uno en X, si 0
estd en la envoltura convera de {ay,az,as}, entonces 0 es
~v-centro de {ay,az,as}.

De manera natural surgié el problema de decidir si la propiedad (A)
caracteriza los IPS.

El resultado que aparece a continuacién resuelve afirmativamente este
problema.

Teorema 5.1.2. Sea X un espacio normado con dim(X) > 3 y sea v una
3-norma mondtona. Entonces X es un IPS si sélo si se cumple la condicion
siguiente:

(A,) Para cada tres puntos ay,az,a3 de norma uno en X, si 0
estd en la envoltura convera de {ay,az,as}, entonces 0 es
~v-centro de {ay,az,a3}.

Demostracion. Supongamos que X no es un IPS. Podemos suponer que tiene
dimensién tres. Por el criterio de Kakutani-Blaschke (Teorema 4.5.9), tiene
un subespacio de dos dimensiones Y, tal que X no admite ningiin proyeccién
de la norma uno sobre Y. Tomamos una funcion lineal z* en X tales que
Y = Ker(z*). Por el Lema 4.5.12, existe un proyecciéon P de X sobre Y y
existen tres vectores unitarias uy,ug,uz en Y = {x € X : 2*(z) > 0} de
una manera tal que

|P(u;)|| >1 para i=1,2,3

y sea 0 esta la interior (en relacién a Y') de la envoltura convexa del conjunto
formado por los puntos P(u1), P(u2), P(us). Denotamos
a; = ——— para 1 =1,2,3.
R Y

Esta claro que 0 pertenece a la envoltura convexa de A = {aq, az,as}.

Para acabar nuestra prueba tenemos que demostrar solamente que 0 no
es y-centro del conjunto A. Tomamos un vector no nula a en Y+ N Ker(P).
Entonces hay ntmeros positivos 31, 32, 83 tales que u; = P(u;) + [;a para
cada i = 1,2, 3. Por lo tanto, tenemos

[uill = [[P(ui) + Biall = 1 < |[P(us)|| para i=1,2,3.



Caracterizacion de IPS mediante y-centros 75

Luego,
H P(u;) n Bi
[P (i) || ([P (ui)

= ”(ZZ —l—tiaH <1

a
|

para i = 1,2,3, donde t; = HP{}#)H Sit e (0,t], la convexidad de la aplica-
cién t — |la; + ta|| garantiza que ||a; + ta|| < 1. Denotemos

0 =min{t;: i=1,2,3}.
Asi que tenemos
|la; + 6a|| < 1 paracada i=1,2,3.
Por tanto, por el Lema 1.7.2 tenemos

G (A)(0a) = (llar + ball, [|az + Oal|, [|as + Oal))
<L 1L1) = y(Jaall; lazll; lasl)) = G7(A)(0).

Es decir que 0 no es y-centro del conjunto A = {ay, as,as}. O

Por el teorema anterior la caracterizacién (15.15) de Amir es una conse-
cuencia inmediata, cuando v = || - ||0o-

Corolario 5.1.3 (La caracterizacién (15.15) de Amir). Sea X un es-
pacio normado con dim(X) > 3. Entonces X es un IPS si sélo si se cumple
la condicion siguiente:

(15.15) Para cada tres puntos a1, az,as de norma uno en X, si 0
estd en la envoltura convexa de {ai,as,as}, entonces

rx({a1,az,a3}) = 1.

5.2. Propiedades de la envoltura

En principio Durier estudié en [17] la descripcién geométrica del conjunto
de los y-centros de un conjunto finito en un espacio normado. Posteriormente
introdujo en [18], las propiedades siguientes que involucran dichos centros
con la envoltura convexa y afin de tal conjunto.

Definicién 5.2.1 (Definicién 3.1 de [18]). Sea n > 2 y sea v una n-
norma mondtona. Decimos que X satisface (CvH P)},, que se llama la pro-
piedad de la envoltura convexa (respectivamente. (AfHP)), que se llama
la propiedad de la envoltura afz’n) si para cada subconjunto A en X con n
puntos y para cada n-familia positiva w,

M7 (A) Nconv(A) £ 0

w

(respectivamente. M (A) Naff(A) £ 0).
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Nota 5.2.2. Hacemos notar aqui que los resultados de esta seccion y la
siguiente no son generalizaciones de los que estan en los capitulos 2,3 y 4,
pues notese que en las definiciones se pide que se cumplan las condiciones
para toda n-familia positiva w.

Es inmediato ver que si X satisface (CvH P);, entonces satisface (AfH P);,.
Entonces es natural preguntar si el inverso es verdad o no.

Demostramos primero en esta seccién que la respuesta es afirmativa pa-
ra n = 3. A continuacién, en la siguiente seccién demostramos que estas
propiedades son realmente caracteristicas equivalentes para un nimero n
arbitrario.

Proposicién 5.2.3. Las propiedades (CvHP)} y (AfHP)J son equivalen-
tes.

Demostracion. Por supuesto (CvH P)] implica (AfH P)J, tenemos que pro-
bar solamente el inverso.

Sea X un espacio normado que verifica (Af HP)]. Sea A = {a1,a2, a3}
un conjunto de X y sea w una 3-familia positiva.

Tomando una translacion en caso de necesidad, podemos suponer que el
espacio afin generalizado por A = {a,az,a3} pasa por 0 es decir que es un
espacio vectorial de dimensién dos, lo denotemos Y.

Por nuestra hipdtesis existe zg € Y tal que

GL(A)(z0) < GL(A)(x)
para cada z € Y. Por la Proposicién 1.11.2 existe z(, € conv(A) tal que
lzo — aill < llzo — asll
para ¢ = 1,2,3. Como w; > 0 para i = 1,2,3 y v mondtona, obtenemos
GL(A)(x0) < GL(A)(w0) < GL(A)(2)

para todo x € X. Esto concluye nuestra prueba. O

5.3. Dos caracterizaciones de Durier

Durier estudio en [18] las propiedades (CvHP),, y (AfHP)},. Para la
primera obtiene la siguiente caracterizacién:

Teorema 5.3.1 (Teorema 3.8 de [18]). Sea X un espacio normado de
dimension por lo menos tres. Sea n > 3 y v una n-norma mondtona. Si X

satisface (CvHP);,, entonces X es un IPS.

Pero para la segunda obtiene caracterizacion solamente en un caso par-
ticular:



Caracterizacion de IPS mediante y-centros 7

Teorema 5.3.2 (Teorema 3.5 de [18]). Sea X un espacio normado de
dimension por lo menos tres. Sean > 3 y || - |1 la usual norma de la suma
en R". Si X satisface (AfHP)L'', entonces X es un IPS.

Nosotros aqui, gracias al resultado de la seccién anterior podemos dar la
caracterizacion con completa generalidad.

Proposicién 5.3.3. Sea X un espacio normado con dim(X) > 3, y sea
una 3-norma mondtona. Entonces son equivalentes:

(1) X satisface (AfHP)].

(i) X  satisface (CvHP)].

(i) X es un IPS.

Demostracion. (i) = (ii) por la Proposicién 5.2.3.
(73) = (i4i) por el Teorema 5.3.1.
(#41) = (i) por la Proposicién 1.10.3. O

Para probar que las propiedades (CvHP);, y (AfHP);, donde n > 3,
son equivalentes y que caractericen un IPS, introducimos la proposicién
siguiente.

Proposicién 5.3.4 (Proposicién 3.3 de [18]). Sea n > 2 y v una n-
norma mondtona y Sea ' una (n—1)-norma monétona en R"~! dada como

’}//(tl, oo ,tn_l) = ’y(tl, NN 7tn—17 tn—l)-
Si X satisface (CuHP);, (respectivamente. (AfHP);, ), entonces X satis-
face (CvHP)Y (respectivamente. (AfHP)Y ).

n—1 n—1
Demostracion. Sea A’ un subconjunto de n—1 puntosy w’ = (wf,...,w),_4)
una familia de n — 1 numeros positivos.
Elegimos un punto b € conv(A’) tal que b ¢ A’ y consideramos A =
w! w!

n—1 n—1

AU}y w= (w2

Por las hip6tesis, existe un punto x, € conv(A4) = conv(A’) donde la
funcién GJ,(A) alcanza su minimo. Cuando b tiende a a,_1, entonces la
familia (24)pcconv(ar) €std incluida en el conjunto compacto conv(A’), por
tanto tiene un punto de aglomeracién z € conv(A’) donde la funcién G, (A’)

alcanza su minimo.

El argumento es vélido también por la propiedad de la envoltura afin en
lugar de la propiedad de la envoltura convexa usando el hecho siguiente: Si
A C B(0,r), entonces MJ(A) C B(0,2r). O

Teorema 5.3.5. Sea X un espacio normado con dim(X) > 3, y sea v una
n-norma mondtona donde n > 3. Entonces son equivalentes:

(i) X satisface (AfHP),.

(i) X  satisface (CvH P)3,.

(ii5) X es un IPS.
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Demostracion. Supongamos que (i) (respectivamente, (zz)) es satisfecho.
Entonces por la Proposicién 5.3.4 X satisface (AfH P)gl (respectivamente,

(CvH P)g/) para alguna 3-norma mondtona 7. En todos casos deducimos
por la Proposicién 5.3.3 que X es un IPS. Para la reciproco aplicamos la
Proposicion 1.10.3. O

Corolario 5.3.6. Sea X un espacio normado, n un niumero natural y sea
v una n-norma mondtona, entonces tenemos:

(1) Sin =1 o0n =2 entonces todo espacio normado X satisface (AfHP),,
y (CvHP)),.

(2) Sin > 3 entonces todo espacio normado X de dimensién dos satisface
(AfHP)), y (CvHP)).

(3) Sin >3 ydim(X) > 2, entonces las propiedades (AfHP),, y (CvHP);,
se cumplen solamente si el espacio es un IPS.

Demostracion. Es una consecuencia de las Proposiciones 5.3.4, 5.2.3 y el
Teorema 5.3.5. O

5.4. Una caracterizacién mediante «-centros de tres
puntos de norma uno

Usamos las mismas ideas de las caracteristicas que estdn recogidas en la
Definicion 5.2.1. Podemos considerar la variacion siguiente de dichas carac-
teristicas.

Definicion 5.4.1. Sean > 2, y sea v una n-norma monétona. Decimos que
X satisface la condicién S — (CvHP);,, llamado la propiedad de la envoltura
S-conveza (resp. S—(AfHP);, la propiedad de la envoltura S—afz’n) st, para
cada conjunto finito A de n puntos en la esfera unidad de X y para cada
n-familia positiva w, se tiene que

MI(A)Nconv(A) #0 (resp. MJ(A)Naff(A) #0).

Lema 5.4.2 (Corolario 2.5 de [18]). Sea n > 2 y sea v una n-norma
mondtona. Sea A un conjunto de n puntos en la esfera unidad de X y A una
n-familia positiva. Si 0 € Z}\(A), entonces existe una n-familia w positiva
tal que

0c MJ(A) C Zi(A).

Teorema 5.4.3. Sea X un espacio normado de dimension al menos tres, y

sea v una 3-norma mondtona. Entonces son equivalentes.
(i) X esunlIPS.

(i) X  satisface S — (CvHP)].
(1ii) X  satisface S — (AfHP)].
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Demostracion. (i) = (ii) es bien sabido, véase por ejemplo la Proposicién
1.10.3.
(ii) = (iii) es trivial.
(iii) = (i) Supongamos que X no es un IPS. Entonces por el Lema 3.4.2,
existen un subespacio Y de X y un tridngulo A en la esfera unidad de Y
tal que 0 € Z)(A) y Z3-(A) Neconv(A) = (. Estéd claro que por el Corolario
1.13.3, tenemos que Zi(A) N aff(A) = 0.

Por el Lema 5.4.2, existe una 3-familia w positiva tal que

M (A) = {z €Y GUANE) = inf GLAW) | € ZH(A).

yey
Por tanto
M;l’w(A) Naff(A) = 0.
Segui
in}f/ GIL(A)(y) < GL(A)(z) paracada =z € aff(A).
ye
Asi que

in;f( Gl (A)(z) < in}f/ Gl(A)(y) < G)(A)(z) paracada z € aff(A).
TE ye

Concluimos que

MJ(A)Naff(A) = 0.
Esto significa que X no satisface la condicién S — (AfHP)J. O

En el diagrama siguiente, resumimos las nuevas caracterizaciones de los
espacios IPS, obtenidas usando algunas propiedades geométricas del conjun-
to formado por los y-centros de un conjunto de tres puntos, donde v es una
3-norma mondtona.

Sea X un espacio normado de dimensién al menos tres. Entonces tenemos
que

X satisface (AfHP)]; <= X satisface (CvHP)]}

) )

X satisface S— (AfHP)} <= X satisface S— (CvHP)]

) )

X es un IPS = X satisface (A)
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Capitulo 6

Proximinalidad simultanea
en Ly(p, X)

6.1. ;Qué es un aproximacion simultanea 6ptima?

Hay varios tipos de aproximacién simultanea. Para concretar comence-
mos con una definicién que es la que usaremos primero.

Definicién 6.1.1 (Definicién 1 de [45]). Sea (X, ||]|) un espacio normado
e Y un subconjunto de X. Sea n > 2, x1,...,Zn, n puntos en X y sea N
una n-norma mondtona en R™.

Se dice que un punto yg en 'Y, es una aprorimacion N -simultdnea éptima
de x1,...,xn en'Y, si yp minimiza

N(H$1—yH,-..,Hwn—yH), (61)
sobre el subconjunto Y .

Como se ve, el objetivo de la aproximacién simultdanea, naturalmente, es
aproximar varios puntos “a la vez”. En este sentido se parece a un problema
de buisqueda del centro de un conjunto de puntos del tipo de los problemas
que hemos visto en los primeros capitulos. La diferencia es que ahora, al
igual que en los problemas de aproximacion usuales, queremos aproximar
mediante puntos de un conjunto o subconjunto dado. Es decir, si en la
definicién anterior tomamos Y = X tenemos la definicién que ya vimos
de N-centro. Naturalmente lo interesante es Y # X: queremos aproximar
puntos de X mediante puntos de Y.

Un concepto importante en aproximacion es el de subespacio proximinal,
el concepto andlogo en aproximacion simultdnea es el siguiente:

81
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Definicion 6.1.2. Sea X un espacio normado e Y un subconjunto de X.
Sean > 2 y sea N una n-norma mondtona en R™.

Se dice que Y es proziminal N -simultdneamente en X, si cada n puntos
en X, tienen una aproximacion N -simultinea optima en 'Y .

En este capitulo nos vamos a centrar en cuestiones de aproximacion
simulténea en el espacio L;(u, X) para ello empezaremos recordando lo fun-
damental sobre este espacio.

6.2. Algunos cuestiones sobre el espacio L;(u, X)

A partir de ahora y durante lo que resta de este capitulo, (X, ||-||) serd un
espacio de Banach real, Y un subespacio cerrado de X, (2,3, u) un espacio
de medida finita. Las cuestiones bdsicas sobre espacios del tipo Lj(u, X)
pueden verse en [14].

Definicion 6.2.1. Se dice que una funcion f : Q — X es u-medible, si existe
una sucesion (fn)n>1 de funciones simples tal que lim ||f(s) — fu(s)|| =0
- n—oo

u-en c.t.p.

Notacién 1. Denotamos por Li(u, X) al espacio de Banach dotado de su
norma usual de todas funciones definidas en ), con valores en X, pi-medibles
y || fll1 < oo, donde

11 = [ 17l
Q
FEs decir,
Li(p, X)={f:Q— X, fesp—medible y|f|<oo }.

Definicién 6.2.2. Se dice que una sucesion (fn)n>1 en Li(u, X) es unifor-
memente integrable si

lim su/ nlldp =0 .
i sup Allf ldp

Un resultado muy conocido, inspirado en el resultado clasico de Dunford,
nos da la siguiente caracterizacién de los débilmente relativamente compac-
tos de L1(u, X) cuando X y X* tienen la propiedad de Radon-Nikodym.

Teorema 6.2.3 (Teorema IV.2.1 de [14]). Sea (2, X, 1) un espacio de
medida finita y X un espacio de Banach tal que X y X™* tienen la propiedad
de Radon-Nikodym. Un conjunto K de L1(u, X) es débilmente relativamente
compacto st y solo si
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(i) K es acotado,
(ii) K es uniformemente integrable, y

(iii) para cada A € X, el conjunto {fA fdu = f € K} es débilmente
relativamente compacto.

Demostracidon. véase paginas 101-103 de [14]. O

Observacion 6.2.4. Las condiciones en que el Teorema precedente es vdli-
do han sido estudiados por C. Fierro, [20], [21], N. Ghoussoub y P. Saab
[25]. Ellos probaron que la caracterizacion de los débilmente relativamente
compactos de Ly(p, X) que expresa tal teorema es valido para todo medi-
da finita p si y solo si el espacio X y su dual X* tienen la propiedad de
Radon-Nikodym.

Observacién 6.2.5. Todo espacio reflexivo tiene la propiedad de Radon-
Nikodym (Corolario 13, pdgina 76 de [14]).

El lema que viene a continuacién (Lema 2.1.3 de [9]) contiene un re-
sultado que fue descubierto por Kadec y Pelczynski [29] y mejorado por
Rosenthal [43].

Lema 6.2.6 (Kadec-Pelczyniski-Rosenthal, [9]). Sea (2, %, 1) un espa-
cio de medida finita. Si (fn)n>1 €s una sucesion acotada en Li(p, X), en-
tonces existe una subsucesion (fn,)e>1 de (fn)n>1 ¥ una sucesion (Ag)g>1
de conjuntos medibles y disjuntos dos a dos tal que (fnk,XA;)kzl es unifor-
memente integrable.

6.3. Proximinalidad simultdnea en L,(u, X). Pri-
mer caso

Los subespacios S de Lj(p, X) més estudiados son de la forma S =
Li(u,Y) con Y subespacio de X oS = Li(uo,Y) con pp una restriccién de
1 a una sub-o-algebra Xy de 3.

En este tipo de subespacios de Li(u, X) es en los que se ha centrado el
estudio de cuestiones de proximinalidad y proximinalidad simultdnea.

Respeto a los subespacios de la forma L1 (p, Y) se ha estudiado cuestiones
de proximinalidad en [13], [31], [32], [33], [38], [39], [40], [58], y de proximi-
nalidad simultdnea en [45]. En esta tltima linea el principal resultado que
tenemos es el siguiente:

Teorema 6.3.1 (Teorema 4 de [45]). Sea N una n-norma mondtona
en R™ (n > 2). Si Y es reflexivo, entonces Lyi(u,Y) es proximinal N-
simultdneamente en Ly (u, X).
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Respecto al subespacio Li(up, X) de Li(p, X), en el problema de la
proximinalidad se estudié primero el caso X = R en [46], mds tarde se
extendié al caso vectorial (en el que X es un espacio reflexivo) en [41]. El
principal resultado es el de Papageorgiou:

Teorema 6.3.2 (Teorema 1 de [41]). Si X es un espacio reflexivo y ¥
es una sub- o- dlgebra de 3, entonces Li(po, X) proximinal en Ly(u, X)

Como no hemos encontrado en la literatura ningun resultado sobre pro-
ximinalidad simultdanea para este tipo de subespacio, la pregunta natural
que surge es:

“Sea N una m-norma mondtona en R™ (n > 2) y ¥ es una
sub- o- dlgebra de X, jes Li(uo) proziminal N -simultdneamen-
te en Li(pn)? Mds en general, si X es un espacio reflexivo jes
L1 (po, X) proximinal N -simultineamente en Li(pu, X)?”

Vamos a dedicar esta seccién a responder a esta pregunta. Necesitamos
una definicién y algunos lemas previos:

Definicién 6.3.3. Sea (X, ||-||) un espacio normado real e Y un subespacio
de X. Sea N una n-norma mondtona en R™ (n > 2) y sea x1,...,x, € X.
Sea (Yr)k>1 una sucesion en Y.

Decimos que (yi)r>1 €s una sucesion N -simultdneamente aprozimadora
dexy,...,x, enY, si

kliIEoN(Hxl —Yklls-- - H:vn - ka) = zlenf;/ N(|lz1 = 2|, -, [|zn — 2]))-
Lema 6.3.4. Sea (X,| - ||) un espacio normado real e Y un subespacio de
X. Sea N una n-norma mondtona en R" (n > 2) y sea z1,...,x, € X. Sea
(Yk)k>1 una sucesion en Y.

Si (Y )e>1 es una sucesion N -simultdneamente aproximadora de 1, . .., Ty
en'Y y converge débilmente a cierto punto yo € Y, entonces yo es una apro-
ximacion N -simultdinea optima de x1,...,x, en Y.

Demostracion. Por el Teorema de Hahn-Banach, sabemos que para cada
i€{l,...,n}, existe 7 € Sx« tal que

z; (i — yo) = ||zi — yol|-

Puesto que (yg)r>1 converge débilmente al punto yp € Y, entonces

N(llz = oll,- - llzn = oll) = N (27 (21 = w0), - - - 27, (20 — 30))
= N< lim 27 (x1 — yg), ..., lim z) (z, — yk)>
k—o0 k—o0

= N< lim (z}(z1 — k), ..., zp (21 — yk)))

k—o0
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Como N es continua, entonces

N(llzr = ol len = woll) = Mm N(27(@1 = ye), 2@ — ye)).
Por otra parte, como N es n-norma mondtona, tenemos que
N(zi(zr =), zp(@r—yr)) < Nz — vkl - lzn — will),
para todo k > 1. Asfi que
lim N(:U’{(xl —Yk)y -y (T] — yk)) < h’mian(Hxl —yklls - llxn — ka)
k—o00 k—o00
Por tanto
N(||:c1 —yoll, - lxn — yOH) = klirgoN(a:T(:cl —Yk)y ey T — yk))
< h’mian(Hazl —Yklly -y | en — ka)
k—o0
= Zlenflh/N(Hxl - ZH? ceey Hmn - ZH)
Esto significa que yg es una aproximacién N-simultanea éptima de x4, ..., z,
enY. O
Lema 6.3.5. Sea N una n-norma mondtona en R™ (n > 2), fi,...,fn €

Li(p, X) y sea (gr)k>1 C Li(po, X) una sucesion N -simultdneamente apro-
zimadora de f1,..., fn en Li(po, X).
Si (Ag)k>1 C Xo tal que ka w(Ag) = 0, entonces (gkXA;)kzl también es
— 00

una sucesion N -simultdneamente aprorimadora de fi, ..., fn en L1(uo, X).

Demostracion. Sabemos que para cada k > 1,

0 < N(|lfr = gixagllys - 1o = gexag|])
o NG B )
=N</ ldn+ [ 1=l [ Unldn [ ||fn—gk||du)
A A¢ A Ac
NG B )

+N — grlldp, ..., frn — gklldp
</2Hf1 k| /kH 9kl )

— inf N(|fi = hll1ye s | fo =R
e N = Bl = Bl

§N</A Hledu,...,/A anucm) + (N(Hf1 —gkllis e 1 = arlh)

— inf  N(fs =Rl e = R0
w N = bl L = )
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Como kh’m 1(Ar) =0y (gx)k>1 C Li(po, X) es una sucesién N-simultédnea-
—0Q

mente aproximadora de f1,..., f, en Li(ug, X), los dos sumando de la tlti-
ma expresion tienden a cero. Por tanto,

)

— inf N —hll1y- 5 [ fn = Rl
e 4 (Lfr =Rl [ fn = Alln)

klirgoN(Hfl — gexac|y- o || o — grxac

Esto significa que (gnx4c )n>1 €s una sucesion N-simultdneamente apro-
ximadora de fi,..., f, en Li(ug, X). O

Teorema 6.3.6. Sea N una n-norma mondtona en R" (n >2) y ¥g C X
una sub-o-dlgebra de 3. Si X es reflexivo, entonces Ly (o, X) es proximinal
N -simultaneamente en Lyi(u, X).

Demostracion. Sean fi,..., fn € Li(p, X) y sea (gr)k>1 C Li(po, X) una

sucesién N-simultdneamente aproximadora de fi,..., f, en Li(uo, X). Es
decir,

lim N - — = inf N —hl4,... —hl1).
Jm N =gelln, s [1f2 = gkllr) nerh ) (Ifr=Rlls o Lfa = Rll)

Veamos que (gx)r>1 es acotada en Lj(ug, X). Para ello, tenemos que,
para cada k > 1, se tiene,

N, Dllgelly < N = grlln, - L fn = gelly) + N[ falls - 1 fnll)-

Por tanto (gi)k>1 es acotada en Lj(ug, X) puesto que el término de la de-
recha es una sucesion convergente.

Por el Lema 6.2.6 de Kadec-Petczynski-Rosenthal, se tiene que existe una
subsucesién (9k1)1>1 de (gr)k>1 y una sucesién (4;);>1 C o de conjuntos
medibles y disjuntgs dos a dos tal que la sucesién (gkl X A?)l>1 es uniforme-
mente integrable en Lj(po, X). -

Como
> A = u( U Az) < () < oo,
=1 =1

entonces, tenemos que, lh’m w(A;) =0.
—00

Usando el Lema 6.3.5, se obtiene que (gkl X A?)l>1 es una sucesion N-
simultdneamente aproximadora de fi,. .., f, en Ly (uo, X).
Por otra parte, como (le)l21 es acotada y para cada [ > 1 tenemos que

llgroxac |y < llgellr,

entonces, (gleAlc)l>1 es acotada.
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Por 1ltimo observamos que para cada B € X,

K:{/gleAlch : lzl}
B

es acotado en X y por la reflexividad de X se tiene que K es débilmente
relativamente compacto.

Asi obtenemos por el Teorema 6.2.3, que (gk, X Alc) ;>1 €s débilmente re-
lativamente compacta en Lq(ug, X).

Por tanto (gkl X Af) ;> tlene un subsucesion, que converge débilmente a
cierta g € L1(p, X ). Podemos suponer que Ik X A¢ ZL> gen Ly(u, X).
—00

Sabemos que L (o, X) es cerrado y convexo. Por tanto es débilmente
cerrado, asi g € Li(ug, X).

Por el Lema 6.3.4 tenemos que g es un aproximacién N-simultdnea 6pti-
ma de fl,...,fn en Ll(,u(),X). L]

6.4. Aproximacion simultanea en el sentido de Li
y Watson

Li y Watson plantearon en [36] el problema siguiente:

Sea K un compacto, (X, ||-||) un espacio normado. Sea C (K, X) el espacio
de funciones continuas de K en X y sea || - [|4 una norma en C(K, X). Sea
n > 2, |||l una norma en R™ (no necesariamente monétona) y B, la bola
unida de (R™, || - ||,).

Dadas fi, ..., fn € C(K, X). El problema que han considerado Li y Wat-
son en [36] es aproximar estas funciones simultdneamente por las funciones
en un subespacio S de C(K, X), en el sentido de minimizar la siguiente
funcién:

h €S — mix
OleBr

> ailfi—h)
=1

A

Si existia tal funcién hg, Li y Watson la llamaban una aproximacion
simultdnea éptima (best simultaneous approximation).

Li y Watson obtienen caracterizaciones de las aproximaciones simultdneas
optimas y estudian condiciones para tener unicidad de dichos aproximacio-
nes.

Hacemos notar que se puede dar una versién mas general de este tipo
de aproximacién simultdnea en cualquier espacio normado, como muestra la
definicién siguiente:
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Definicién 6.4.1 (Li-Watson [37]). Sea (X, || - ||) un espacio normado e

Y un subespacio de X. Sean > 2 y x1,...,T,, n puntos en X. Sea || - ||,
una norma en R™ y B, la bola unidad de (R™, || - ||;)-
Se dice que un punto yo en Y, es una || - ||r-aprozimacion simultinea
optima en el sentido de Li y Watson de x1,...,xn, St Yo minimiza
n
yey — OrzrééBf Zai(ﬂvi -l (6.2)
=1
sobre el subespacio Y .
Observacién 6.4.2. Si || - ||, es la norma de {1 en R", entonces (6.2) se
simplifica a la expresion siguiente:
n
max ||xx — y|| = méa o (x; — . 6.3
i g —yll = max Z; i(zi —y) (6.3)

En este caso, la expresion (6.3) muestra que decir que un yy € Y es

una || - ||p-aprozimacion simultdnea dptima en el sentido de Li y Watson
de x1,...,xy, € X, es lo mismo que decir que yy es una aproximacion N -
simultdnea optima de x1,...,x, € X, donde N es la norma || - ||oc en R™.

Sin embargo, dejando aparte el caso en que ||-||, coincide con la norma de
01, se puede ver que la nocion de aproximacion simultdnea de Li y Watson
es un concepto distinto del de N -aprorimacion simultdnea que estudiamos
en las secciones anteriores.

Uno de los conceptos importantes de este tipo de aproximacién simultanea,
en el sentido de Li y Watson, es lo que vamos a llamar “la proximinalidad
simultdnea en el sentido de Li y Watson”, que definimos de la manera si-
guiente:

Definicién 6.4.3. Sea (X, || - ||) un espacio normado e Y un subespacio de
X. Sean>2. Sea| |, una norma en R™.
Se dice que Y, es || - ||,-proxziminal simultdineamente en el sentido de Li

y Watson en X, si para cada n puntos en X, tienen una || - ||.-aprozimacion
simultdnea dptima en'Y en el sentido de Li y Watson.

Igualmente como en la seccién 6.3 nos vamos a centrar en cuestiones de
proximinalidad simultanea en el sentido de Li y Watson en L; (i, X).

6.5. Proximinalidad simultanea en el sentido de Li
y Watson en Lq(p, X)

Anélogamente a la seccién 6.3 vamos a estudiar los subespacios de la
forma S = Li(p,Y) con Y subespacio de X y S = Lq(uo,Y) con pp una
restriccién de p a una sub-o-dlgebra ¥ de 3.
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No hemos encontrado en la literatura ningin resultado sobre proximina-
lidad simultédnea en el sentido de Li y Watson en L; (i, X) (no se conoce ni
para X = R).

Vamos a tratar de inspirarnos en los resultados y en las técnicas que han
servido para estudiar la proximinalidad simultanea en el sentido considerado
en las secciénes 6.1 y 6.3. Por ello, nos parece natural examinar estas dos
preguntas:

(1) “Sea || - ||+ una norma en R™ (n > 2). Si un subespacio Y de X es

reflexivo, jes L1(p,Y) || - ||--proziminal simultaneamente en el sentido
de Li y Watson en Li(p, X)?”

(2) “Sea || - || una norma en R™ (n > 2). Si X es un espacio reflexi-
vo y ¥ es una sub-o-dlgebra de ¥, jes Li(po, X) || - ||r-proxziminal
simultdneamente en el sentido de Li y Watson en Ly(p, X)?”

Observacién 6.5.1. Por simplificar las expresiones vamos a enunciar los
resultados de esta seccion con n puntos (n > 2) y sus demostraciones solo
de dos puntos.

Definicién 6.5.2. Sea (X, || - ||) un espacio normado e Y un subespacio de
X. Sean>2, || una norma en R™ y B, la bola unidad de (R™,| - |)-
Sea m > 1.

Definimos en (X™)" una norma ||| - |||1,m de forma siguiente: para cada

(xl = (xil)gigm’ oLat = (x?)1§i§m> e (Xxm)m

m
H‘(ml’ . ,g;n)mlm = - moéj()eBr Z Halx} + ...+ anx?H.
i=1

Denotamos DI(Y) = {(y,...,y) : y € Y™} a la diagonal de (Y™)".
—

Comenzamos esta seccion con la observacién siguiente que nos va ser util
para desarrollar los resultados pretendidos.

Observacidn 6.5.3. Sea (X, |- ||) un espacio de Banach e Y un subespacio
de X. Sean>2, ||, una norma en R" y m > 1.

m m
(1) Si fi = Y wlxa,-- fo = Y alxa, son n funciones simples en
i=1 i=1
Li(pn, X), entonces

mix o1 i+ full = ||| ()2 2 () )
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(2) SiY es refleivo, entonces (V™)1 [lm) y (DR, 1+ lim)

son reflexivos.

De la observacién precedente obtenemos el lema siguiente:

Lema 6.5.4. Sea (X, || - ||) un espacio normado e Y un subespacio de X.
Sean>2vy| |, una norma en R™. Si'Y es reflexivo, entonces

(1) Para todo m > 1, DI(Y) es proziminal en ((X™)™, ||| - |||1,m)-

(2) Y es | - |r-proziminal simultineamente en el sentido de Li y Watson

en (X, |- 1)-

Observacién 6.5.5. Sea X un espacio normado e Y un subespacio de X.
Sean >2, ||, una norma en R™ ym > 1.

Si (YD) 1<i<ms - -+ (¥)1<i<m) € DY) es una aprozimacion dptima del
punto ((z})1<i<ms---, (@) 1<i<m) € (X™)" en DI(Y), entonces para todo
i=1,...,m, se tiene quey?:O cuando :1:11 =...=z7=0.

Teorema 6.5.6. Sea (X,|| -||) un espacio de Banach e Y wun subespacio
cerrado de X. Sean >2 y | - ||, una norma en R™.

Si para todom > 1, D*(Y) es proziminal en ((X™)™, |||-[|l1,m), entonces
cada n funciones simples fi,..., fn € L1(p, X) admiten una g €L1(u,Y),
que es || - ||r-aprozimacion simultdnea optima en el sentido de Li y Watson.

Demostracion. Para simplificar, supondremos n = 2. Por tanto, sean fi, fo
dos funciones simples en L (u, X).

m .
Entonces para cada j = 1,2, fi(s) = > xlxa,(s), donde (4;)i1<i<m es
i=1

una particion finito de €2, y :cf € X paratodoi=1,...,m.
Podemos suponer que p(A;) > 0 para todoi = 1,..., m. Por las hipétesis
del teorema, existe una aproximacion éptima

<(Z?)Zl’ (Z?):il) € Dy'(Y)

de
((n(A)zh)™ ., (u(A)a2)T ) € (X2,
m
Siy) = M(h)z?, entonces, go = Y yPx4, es una funcién simple en
¢ i=1
LI(M7Y)'

Por lo tanto

[ (Gt =) et =) ||,

< H \ (A0} = w1y (A @2 = w1 H

1,m
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para todo h = Z yixA;, € L1(p,Y).

De otro lado tenemos que

HéaX a1 (f1 = g0) + 2(f2 — 90)||, < OI[%EE |a1(f1 — h) + aa(fa — h)|,
(6.4)

m
para toda funcién h = > yixa, € L1(p,Y).
i=1
Necesitamos demostrar que (6.4) se verifica para toda funcién simple
h e Ll(,u, Y)

l
Sea h una funcién simple en L;(u,Y). Entonces h = Y y;xp,, donde

(Bi)1<i<i es un particién finito de Q. Asi que

1<l 1<l
J - —
Z ‘rkiXAkﬂBi J = ]-7 27 y h = Z yk’LXAkﬁBz
1<k<m 1<km

donde, para todo j = 1,2, y para todo k € {1,...,m},
x{m = xi/, para todo i€ {1,...,l}
y para todo i € {1,...,1},
yki = y; para todo k€ {l,...,m}.

Como D7 (Y) es proximinal en (X ml)2 entonces existe en D5 (Y), una

. . . 1<i<l 1<i<!
7z 7 % AN
aproximacion éptima ((zki)lgkgm’ ( kz)1<k<m) de

1<l

((,u(Ak N Bl)x}ﬂ) D ; (M(Ak N Bz)ﬂ?é)

1<km

> e (X2,

Por la Observacién 6.5.5, tenemos que z;;, = 0 cuando (A N BZ):(:,ICZ =
1(Ax N B;)a2, = 0.
Denotamos y;, = u(Ar N By)zy, , yi; = 0 si z;; = 0. Entonces,

1<km

1<i<l

Z YriXAunB; € Li(p,Y).
1<k<m

Por tanto, tenemos que

. w1<i<l 1<i<l
(a0 Botek =), a0 Botat— i3, |

1<l 1<t
< (k0 B ki = ) S0 (A 0 B @ = wed) S5, ||,
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Sea a € B,.. Denotamos \; = % Entonces Z A =1y

1<il

Z Hal(xllci — yii) + oz, — yZJI!u(Ak NB;) =
1<km

= i [ i Hal(x,lm. —yr) t 042($%i - ?J;:z)”,“(Ak N Bz)}
k=1 Li=1

m l
= 8 [ el — i) + st — i) A u |

Tenemos que

Z e (@h; — wis) + aa(afs — yia) | M
i=1

I
= 21 llor(Akiz; — Meivis) + c2(Meiwd; — ey ||
1=

l I ! l
> HOq( > kil — > /\kz'y}f;i) + OéQ( > Akiri — > )\kiyzi)
=1 =1 =1

i=1

1
Sea x} = > Aiyy,;- Entonces
i=1

!
(g — 23) + a2} — 2) || < Y Anillen (@h; — via) + ca(ad; — vi) |-
=1
Asi que
m
> lea(ay — zp) + oo(2f — 27)||p(Ar) <
k=1
1<i<l
< Z Hal(xllfi — i) + 042@% - yltz)H.UJ(Ak N B;).
1<k<m
Por tanto
Iméx Z [ (), — ) + o (e — 2f) | u(Ar) <
1<i<l
< méBX Hal(‘fl%:i — ki) t 02(1%2' - yE&)Hu(Ak N B;).
OEET ) ham

Luego, tenemos que

méx [lar(f1 = go) + az(f2 = o], < méx [lar(fi = k) + az(fo = B
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Para toda funcién simple h € Ly (p,Y).
Sea h € Li(u,Y). Existe una sucesién (A, )m>1 de funciones simples en
Li(p,Y) tal que lim ||h — hp||1 = 0. Como para todo m > 1 se tiene
m—00

méx a1 (fi = g0) + aa(f2 — go) ||, < C%E};X |1 (f1 = hm) + aa(f2 = hum) ||,

[e1Sy 578

Entonces

Ol}ééB% a1 (f1 = g0) + 2(f2 — 90)||; < géaBX |ar(fi = h) + aa(fa — B)||

para todo h € L1(p,Y). O
Observacion 6.5.7. Sea (X, |- ||) un espacio de Banach e Y un subespacio
cerrado de X. Sean >2 y | - |l una norma en R™.

Si para todo m > 1, DI*(Y) es proziminal en (X™)"™, entonces cada n
funciones simples f1,..., fn € L1(p, X) admiten una funcion simple g €
Li(n,Y) como una || - ||-aprozimacion simultinea optima en el sentido de
Li y Watson.

En el caso especial donde Y es un subespacio reflexivo del espacio X,
obtenemos como consecuencia del Teorema 6.5.6, el resultado siguiente:

Corolario 6.5.8. Sea (X, | - ||) un espacio de Banach e Y un subespacio
cerrado de X. Sean >2 y | - ||, una norma en R™.

SiY es reflexivo, entonces cadan funciones simples fi, ..., fn € L1(p, X)
admiten una g € L1(p,Y), que es || - ||-aprozimacion simultdinea dptima en
el sentido de Li y Watson.

Para resolver los dos problemas mencionados anteriormente introducimos
el lema y la definicién siguientes:

Definicién 6.5.9. Sea (X, ||-||) un espacio normado real e Y un subespacio
de X. Sean>2vyuxy,...,o, € X. Sea || - ||, una norma en R™ y B, la bola
unidad de (R™, || - ||,). Sea (yx)k>1 una sucesion en Y.

Decimos que (yi)g>1 es una sucesion || - ||.-simultdneamente aprozima-
dora de x1,...,x, en'Y en el sentido de Li y Watson si

Z o (i — Yi) Z (@ — 2)||-
i=1 i=1

Lema 6.5.10. Sea (X, |- ||) un espacio normado real e Y un subespacio de
X. Sean >2, x1,...,xy € X ysea| |, una norma en R™. Sea (yi)r>1 una
sucesion en'Y . St (yr)k>1 es una sucesion || - ||,-simultdneamente aproxima-
dora de x1,...,xy enY en el sentido de Li y Watson y converge débilmente
a cierto punto yo € Y, entonces yo es una || - ||,-aprozimacion simultinea
optima en el sentido de Li y Watson de x1,...,x, en Y.

= inf max
z€Y «a€eB,

Iim maéax
k—oo a€B,
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Demostracion. Por el Teorema de Hahn-Banach, sabemos que para cada
«a € By, existe x}, € Sy~ tal que

p (Z&i(ﬂfz‘ - yo)) =
i=1

Puesto que (yx)r>1 converge débilmente al punto yo € Y, entonces para

cada o € B,, tenemos que
—hm:L' (Zaz T, — Yy )

Por otra parte, para cada o € B, y cada k > 1, tenemos que

Ty, ( > ai(wi - yk)) <
i—1

Asi que, para cada o € B, y cada k > 1, tenemos que
a;( <rna :z: a <ma

Por tanto, para cada a € B, se tiene que

Zaz

n
>t~
=1

lim 2, g a;i(z; — < liminf max
k—o0 k—oo «a€B,

Luego, para cada a € B,, tenemos que

n

Z Oéi(l‘i - yk)

=1

< liminf max
k—oo «a€B,

= inf max Zaz T — 2)
FAS YOCEB’V‘
Asi que
n n
max g a;(z; — < inf méx g a;(z; —
a€By || 4 z€ Y a€B; || 4
=1 i=1
Esto significa que yp es una || - ||,-aproximacién simultdnea éptima en el

sentido de Li y Watson de z1,...,z, en Y. [



Proximinalidad simultdnea en Li(u, X) 95

Lema 6.5.11. Sea (X, ||-||) un espacio de Banach e Y un subespacio cerrado
de X. Sean>2ysea fi,..., fn € L1(u, X). Sea || - ||, una norma en R™.
Sea (gm)m>1 C L1(p,Y) una sucesion || - ||,-simultdneamente aprozima-
dora de fi,..., fnen L1(p,Y) en el sentido de Liy Watson y sea (Ap)m>1 C
Y tal que Tgl’jnoou(Am) =0, entonces (gmXxac, )m>1 también es una sucesion

| - ||r--simultdneamente aproximadora de fi,..., fn en Li(u,Y') en el sentido
de Li y Watson.

Demostracion. Para simplificar, supondremos n = 2. Por tanto, sean fi, fo
dos funciones en L (p, X).
Sabemos que para cada m > 1 existe (of*, ay') € B, tal que
| (f1 = gmxag,) + a5 (f2 — gmxas)||;

= méx [l (fi = gmxag,) + @2(fo = gmxag, )|

Por otra parte

0 < [[af"(f1 = gmxag,) + 05" (f2 — gmxag, )4

" ety S lealh = m) ool =l

- /A 1o £1(5) + o fols) | dps
+ [ QP ((5) = gmls) + 3 (F2(5) — g (5D
AC

m

_heLifl(fL,Y) OI{IéaXHOq (fr— )+a2(f2—h)H1

< /A 10 £1(5) + Qo) |+ [ (fr — gm) + OB (fr — g,

- hég?(a,Y) géa)i |ar(fr = h) + aa(f2 — )|,

< /A ot f1.(s) + o' fo(s) [ dp + méx [lar (fi = gn) + @2(fo = gm)ly

_heLiln(Z,Y) géai( |a1(f1 — h) + aa(fa — h)||,-

De la hipétesis lim p(A,,) = 0, conseguimos que

m—0o0
lim lei" f1(s) + a3’ fa(s)lldp = 0,
m—0o0 m
y como (gm)m>1 C L1(p,Y) es una sucesion || - ||-simultdneamente aproxi-

madora de fi1, fo en Li(u,Y) en el sentido de Li y Watson, entonces

lim maXHOél fi— gm)+0¢2(f2_9m)H1

m—oo aEB

= ety el (= ez =W,
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Por tanto

lim méax Hal fi— ngA$n> + az(f2 — ngAin)Hl

m—oo aEB,

a2 loat =m0

Luego (gmXx A, Jm>1 €s una sucesion || - [|,-simultdneamente aproximadora

de fi1, fa en L1(p,Y) en el sentido de Li y Watson. O
Teorema 6.5.12. Sea (X, || - ||) un espacio de Banach e Y un subespacio
cerrado de X. Sean >2 y | - ||, una norma en R™.

SiY es reflexivo, entonces L1(u,Y) es ||-||--proziminal simultdineamente
en el sentido de Li y Watson en Li(u, X).

Demostracion. Para simplificar, supondremos n = 2. Por tanto, sean fi, fo
dos funciones en Lj(u, X).

Sean (fim)m>1, ¥ (fam)m>1 dos sucesiones de funciones simples en L; (i, X)
tales que

lim ||fi — fim|l1 =0, para i=1,2. (6.5)
m—00

Por el Corolario 6.5.8 obtenemos que, para todo m > 1, el par de funciones
simples fim, for, admiten una g, € Li(p,Y), que es || - |[,-aproximacién
simultdnea 6ptima en el sentido de Li y Watson.

Por lo tanto tenemos que, para cada m > 1,

Ortréax Hoq Jim = gm) + a2(fom — gm)Hl < CIxrééLBx Hal(flm — h) + ao(fom — Hl
(6.6)

para todo h € Li(u,Y).
Veamos que (gm)m>1 es acotada en Lj(u,Y). Usando la desigualdad
(6.6) con h = 0, se obtiene que, para cada m > 1,

e o + g, < m (i = 90) + o = )]
+ o%%}i Hoélflm + aZf?mHl
< 201‘%% |ar fim + a2f2m”1'
Por tanto
mix e + s g, < 2 mdx [Jal[lfim = il + le | fam — fo]

+2mix o i+ oafe],

Luego (gm)m>1 es acotada en L (i, Y') puesto que el término de la derecha
es una sucesion convergente.
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Aplicamos el Lema 6.2.6 de Kadec-Pelczyniski- Rosenthal para obtener
la existencia de una subsucesion (gm, )r>1 de (gm)m>1 y de una sucesién
(Ak)k>1 de conjuntos medibles y disjuntos dos a dos tal que (gm, X ag )k>1 €s
uniformemente integrable.

Como
Zu(Ak) = N( U Ak) < p(f2) < oo
k=1

k=1
Entonces, se tiene que, kh'm u(Ag) =0.
— 00

Veamos ahora que (gm, )k>1 C L1(p,Y) es una sucesién ||-||-simultdnea-
mente aproximadora de f1, fo en Li(p,Y) en el sentido de Li y Watson.
Para ello, tenemos que, para cada k > 1,

gééB}i Hoq(fl - gmk) +az(f2 — gmk)”l
< gééB)i Hal(flmk — gmk) + 042(f2mk - gmk)”l

+(I1Iééé)§ Hoq(flmk — f1) + aa(fam,, — f2)”1

Sea h € L1(p,Y). De la desigualdad (6.6) obtenemos que

oI}éaXHal gmk)+042(f2—gmk)H1
< mix o (fum, = h) + 0o (fam, — B,
+ éne%}f a1 (fimy, = f1) + aa(fom, — f2)]];-
Por tanto

max Hal 1= 9my) +oa(fo — gmk)Hl

aeB
SgééB)iHOq(fl_ h) +as(fo—h Hl
+ QOrérééB)i Hal(ﬁmk — f1) + a2(fam, — f2)H1
Asi que
Oréréax Hal — Gmy,)+aa(fa — gmk)”1 < géaB)i Hal(fl —h) +as(fo - H1

+ 2mix lea || frome = Al + Lol fom, = |-
De la igualdad (6.5) conseguimos que

Jim mix e1(f1 = gm,) + a2(fo = gm) |,

< o{%éé}f Hal(ﬁ —h)+az(fz2 — h)Hl‘



98 Capitulo 6

Como h es arbitraria en Lj(u,Y'), entonces

kli)ﬂ;o OI}éaX||a1 gmk)+a2(f2_gmk)H1
< ot mix sy = )+ aa(fo = W),
(6.7)

Por otra parte, tenemos que, para cada k > 1

heLlfl(i v CIYIé&BX |ar(fr = h) + aa(f2 — )|,

< Oréréax Hozl f1 = 9gm,,) + aa(fo _gmk)”l‘

Por tanto

neiih ) mxflaa(fi = )+ aa(fo = B,

< lim maxHal fi— gmk)+042(f2—gmk)H1'
k—oo a€eB
(6.8)

Luego de las desigualdades (6.7) y (6.8) concluimos que (gm, )k>1 C L1(p,Y)
es una sucesién | - ||-simultdneamente aproximadora de fi, fo en Li(u,Y).
Usando el Lema 6.5.11 puede verse que (gmk X Ag ) x> €S una sucesion
| - || --simultdneamente aproximadora de fi, fo en Li(p,Y) en el sentido de
Li y Watson.
Ademés (gm,c X Ai) p>1 €8 acotada porque (g, )k>1 es acotada y para cada
k>1

HgkaAz 1 < Hgmk”l

Finalmente observamos que para cada B € X,

K={/gkaA;du : kzl}
B

es acotado en Y y por la reflexividad de Y se tiene que K es débilmente
relativamente compacto.

Asi obtenemos por el Teorema 6.2.3, que (gkaAi) p>1 ©8 débilmente
relativamente compacta en Ly (u,Y).

Por tanto (gmk X Ai) > tiene un subsucesion, que converge débilmente a

cierta g € L1(p1, X). Podemos suponer que g, x ¢ % gen Li(u, X).
— 00

Sabemos que Li(u,Y) es cerrado y convexo. Por tanto es débilmente
cerrado, asi g € L1(p,Y).

Por el Lema 6.5.10 tenemos que g € Li(¢,Y’) es una || - ||,-aproximacién
simultdnea éptima en el sentido de Liy Watson del par f1, fo € Li(p, X). O
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Lema 6.5.13. Sea (X,| - ||) un espacio de Banach y sea ¥y una sub-o-
dlgebra de ¥. Sean > 2 y sea fi,..., fn € L1(u, X). Sea || - ||, una norma
en R™.

Sea (gm)m>1 C Li(po, X) una sucesion || - ||,-simultdneamente apro-
zimadora de fi,...,fn en Li(uo, X) en el sentido de Li y Watson y sea
(Am)m>1 C Xo tal que Tr}l;rnoou(Am) =0, entonces (gmXxAc, )m>1 también es
una sucesion ||+ ||-simultdneamente aprozimadora de f1,..., fn en L1(pg, X)
en el sentido de Li y Watson.

Demostracion. Es idéntico a la demostracion del Lema 6.5.11. O

Teorema 6.5.14. Sea (X, || - ||) un espacio de Banach y sea ¥y una sub-o-
dlgebra de ¥. Sean > 2 y || - ||, una norma en R™.

Si X es reflexivo, entonces L1(po, X) es || - ||r-proziminal simultdnea-
mente en el sentido de Li y Watson en Li(u, X).

Demostracion. Para simplificar, supondremos n = 2. Por tanto, sean fi, fo
dos funciones en Li(u, X). Sea (gm)m>1 € Li(po, X) una sucesién || - |-
simultdneamente aproximadora de fi, fo en Li(up, X) en el sentido de Li y
Watson. Es decir:

by Bigllosth =)+ o=

= lim  max Hoq f1 = gm) + 2(f2 — gm) |-
m—oo  a€B
Veamos que (gm)m>1 es acotada en Lj(uo, X ). Para ello, tenemos que,
para cada m > 1,

mix a1 + azl|lgml], < mix flai(fi = gm) + az(f = gu),

+ mix Ny + 2ol

Por tanto (gm)m>1 es acotada en Lj(uo, X) puesto que el término de la
derecha es una sucesion convergente.

Por el Lema 6.2.6 Kadec-Pelczynski- Rosenthal, tenemos que, existe una
subsucesion (gm, )k>1 de (gm)m>1 y una sucesién (Ag)r>1 C ¥o de conjun-
tos medibles y disjuntos dos a dos tal que (gm, X Ai)kzl es uniformemente
integrable.

Como

> uAr) = u( U Ak> < u(Q) < o0
k=1 k=1

Entonces, se tiene que, kh'm w(Ag) = 0.
—00

Por el Lema 6.5.13 se tiene que (gm,XxAc),, € una sucesion || - -
simultdneamente aproximada de fi, f» en Li(uo, X) en el sentido de Li y
Watson.
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Por otra parte, como (gmk)k21 es acotada y para cada k > 1, tenemos
que,

HgkaAi 1 < HgmkHl

entonces, (gkaAi)k>1 es acotada.
Finalmente observamos que para cada B € X,

K:{/gkaAsz : kzl}
B

es acotado en X y por la reflexividad de X se tiene que K es débilmente
relativamente compacto.

Asi obtenemos por el Teorema 6.2.3, que (gkaAi) x> €s débilmente
relativamente compacta en Lj (o, X). -

Por tanto (ka X Ai) >, tiene un subsucesion, que converge débilmente a

cierta g € L1(p1, X). Podemos suponer que g, X A¢ % gen Li(u,X).
—00

Sabemos que Li (g, X) es cerrado y convexo. Por tanto es débilmente
cerrado, asi g € Lq(po, X).

Por el Lema 6.5.10 tenemos que g € Lq(po, X) es una || - ||~aproximacién
simultanea éptima en el sentido de Li y Watson del par fi, fo € Li(p, X). O
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