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CONTENIDO Y ESTRUCTURA

El contenido de esta memoria se encuentra estructurado en cinco capitulos. Fundamen-
talmente todo el esfuerzo se centra en aplicar el principio de méxima entropia (por el
cual se elige como distribucién tedrica, aquella que maximiza la entropia) tras efectuar
una transformacion lineal de un espacio original de distribuciones de probabilidad dis-
cretas finitas. Posteriormente, se utilizaran los resultados obtenidos en un modelo de
supervivencia censurado aleatoriamente por la derecha, cuyo espacio de probabilidades
se puede obtener, precisamente, mediante una transformacién lineal (determinada) del

espacio de probabilidades asociado al experimento no censurado.

Por ser las medidas de entropia piezas fundamentales de este trabajo, el capitulo I se
dedica a presentar las medidas de informacién (incertidumbre) denominadas entropias,
déandose una vision histérica de su origen y del contexto en el que aparecen, asi como
de su interpretacion en Estadistica. Se habla de la entropia de Shannon y de las propie-
dades que verifica, pasando posteriormente a definir y revisar las medidas generalizadas

de entropia propuestas en la literatura.

La Programacién Matematica tiene también un papel esencial en este trabajo, el capitu-
lo IT esta dedicado en su totalidad a revisar los conceptos y técnicas fundamentales que

se utilizan en Programaciéon Matematica, en especial en programas no lineales.

El capitulo III comienza con la presentacién detallada de la transformacion lineal del
espacio de probabilidades, a continuacion se formula el programa matematico a resol-
ver (de acuerdo con el principio de méxima entropia) y se explica el método a seguir
para conseguir una soluciéon aproximada del mismo, soluciéon que posee dos importantes

cualidades:

1. Se puede considerar bajo determinadas condiciones como solucién del programa

matematico citado independientemente de la medida de entropia considerada.

2. Puede servir como punto inicial en los métodos de optimizaciéon denominados

“métodos de busqueda directa”.

Se analizan posteriormente las caracteristicas de dicha solucion asi como también se es-



tudia el error cometido en los casos prefijados. Por ltimo se desarrollan detalladamente
los célculos necesarios para conseguir la solucion aproximada a partir de las condiciones
necesarias y suficientes de Kuhn-Tucker para programas convexos. Cabe destacar que
esta solucién se obtiene resolviendo sistemas de ecuaciones lineales, lo que facilita con-

siderablemente su célculo.

En el capitulo IV se introduce el Analisis de Supervivencia. Se explican las caracteristi-
cas fundamentales de esta parte de la Estadistica, se presentan los conceptos de censura,
de funcion de riesgo, etc. y se analizan algunos modelos paramétricos y no paramétricos
utilizados para describir el comportamiento de la variable aleatoria no negativa deno-

minada “tiempo de vida”.

En el capitulo V se aplican los resultados obtenidos en el capitulo III a un modelo de
supervivencia con datos agrupados censurado aleatoriamente por la derecha, y se anali-
zan las caracteristicas particulares del mismo que hacen que sea un caso particular entre
los estudiados en el capitulo III. El capitulo acaba con una aplicacion practica en la que

se recogen los resultados para varias distribuciones de censura.

Por ultimo, los apéndices A y B contienen detalladamente todo el soporte algebraico
utilizado a lo largo de los capitulos, especialmente del III. El primero de estos apéndices
estd dedicado a matrices y formas cuadraticas pues constituyen instrumentos impres-
cindibles en todo el proceso mateméatico seguido. El segundo contiene una breve intro-

duccion a los espacios métricos y normados.
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Capitulo 1

Medidas generalizadas de Entropia

1.1. Introduccion

Diversos funcionales han sido propuestos en la literatura estadistica como medidas de
informacion siendo posible clasificarlos para su diferenciacion en tres categorias: medidas

paramétricas, no paramétricas y entropias.

= Medidas paramétricas de informacion: miden la cantidad de informacién aportada
por los datos acerca de un parametro desconocido # y son funciones de 6, siendo

la mds conocida la medida de informacién de Fisher.

» Medidas no paramétricas (conocidas como divergencias): miden la “distancia” o
afinidad entre dos distribuciones, o también la cantidad de informacién aportada
por los datos a favor de una distribucion F; y en contra de otra F3, siendo la

mas conocidad la medida de Kullback-Leibler.

s Medidas de Entropia: miden la informacién contenida en una distribucién, es decir,
la incertidumbre acerca del resultado de un experimento, siendo las entropias de

Shannon y de Rényi las medidas clasicas de este tipo.

Dadas las caracteristicas de este trabajo nos centraremos exclusivamente en las medidas

de entropia.

Las medidas de informacién (incertidumbre) conocidas como entropias tienen su origen

en la Teoria de la Informacion, parte relativamente reciente de las matemaéticas, pues



Capitulo 1. Medidas generalizadas de entropia

comienza a ser tratada con rigor a partir de la década de los cuarenta. Aunque posee
un significado mucho mas amplio (pensemos que el concepto de “informacién” es tan
amplio que podria ser tratado desde un punto de vista puramente filoséfico hasta un
punto de vista estrictamente técnico), la Teoria de la Informacién se puede definir como
el conjunto de problemas tedricos sobre transmision de informacién a través de canales
de comunicacién incluyendo el estudio de medidas de informacion (incertidumbre) y de

métodos 6ptimos de codificacion de la informacién para su transmision.

Los primeros estudios en esta direccién fueron realizados por Nyquist (1924), (1928) y
Hartley (1928). Posteriormente en 1948 aparece el articulo de Claude Elwood Shannon A
Mathematical Theory of Communication, publicado en Bell System Technical Journal,
vol. 27 sobre las propiedades de las fuentes de informacién y de los canales de comunica-
cion utilizados para la transmision de informacién y que marca el comienzo de la Teoria
de la Informacién como teoria matematica. Por la misma época e independientemente
de Shannon, Wiener (1948) obtiene unos resultados similares, sin embargo, hay una
diferencia de enfoques ya que en el modelo de Shannon, a diferencia del de Wiener, los
mensajes son codificados antes de ser transmitidos. Ambos consideran como problema
fundamental de la comunicacion reconstruir exactamente o de la mejor forma posible el

mensaje original a partir de la senal recibida.

Shannon establece las nociones de fuente de informacién, de canal de comunicacion, de
ruido en la transmision, etc, y formula los teoremas fundamentales de la codificacion
que apoyan su teoria. Shannon vio que muchos de los problemas relacionados con la
codificacién, transmision y decodificacién de la informacién se podian tratar desde el
punto de vista de una disciplina sistematica y matematica. La idea clave de la Teoria
de la Informacién de Shannon es que la “informaciéon” puede medirse con una cantidad
numérica (sobre la base de un modelo probabilistico) de forma que muchos problemas
citados anteriormente pueden ser formulados en términos de esta medida de la cantidad

de informacion.

Uno de los primeros problemas que tuvo que resolver Shannon fue el de definir el con-
cepto de “informacion”. Para Shannon este concepto va unido al de “incertidumbre”:

cuanto mas incierto es un resultado, mas informacién nos puede proporcionar cuando

10



Capitulo 1. Medidas generalizadas de entropia

se produce. Un experimento del cual sélo son posibles dos resultados, A y B, con la
misma probabilidad de ocurrir contiene un bit de incertidumbre; y cuando el experi-
mento se realiza, nos proporciona un bit de informacion. Shannon mide la informacion
de un experimento a partir del promedio de las incertidumbres contenidas en cada uno
de los resultados posibles del experimento. Este valor promedio, lo denomina entropia,
nombre que le aconsejé John Van Neumann (a peticién de Shannon) por la similitud de
la expresién matematica de la medida de informacion de Shannon con la utilizada en la
termodindmica estadistica, ya que Shannon rehusaba utilizar el término “informacion”

para su medida, pues consideraba que habia sido utilizado en exceso (ver Tribus 1963).

El origen del concepto de entropia en Fisica, se encuentra en la Termodindmica (rama
de la Fisica que estudia todos aquellos procesos en que interviene el calor). El concepto
de entropia se inicia en la época de la evolucién de la termodinamica clasica, es decir,
cuando esta rama de la Fisica se ocupaba casi exclusivamente del estudio de las maqui-
nas de vapor o, de forma mas general, de las condiciones en las cuales se puede convertir
el calor en trabajo, y no es un concepto probabilistico. En 1824 el fisico francés Sadi
Carnot, en su obra Réflexions sur la puissance motrice du feu et les machines propres
a développer cette puissance propone el principio: “Una maquina térmica no puede fun-
cionar sin el paso de calor de una fuente caliente a una fria”, principio que en 1850,
el fisico aleman Clausius reformula diciendo: “el calor no puede pasar por si mismo de
un cuerpo frio a un cuerpo caliente”, dando lugar a la nocién de “entropia” (término
que pone en circulacién el propio Clausius) definida como una magnitud de estado del
sitema considerado. La determinacion de la entropia de una sustancia se reducia a me-
dir cantidades de calor, es decir, a realizar medidas calorimétricas. A finales del siglo
XIX se empieza a reconocer con Ludwig Boltzmann (creador, junto con J.W. Gibss,
de la Mecanica Estadistica, mediante la cual se puede dar un significado méas profundo
a las leyes y conceptos termodindmicos utilizando la concepcién atémica) la naturale-
za probabilistica de la entropia; de hecho, Boltzmann (1896) fue el primero en dar un
significado probabilistico a la entropia clasica. La entropia se determina en la mecanica
estadistica de una forma totalmente distinta a como se hace en la termodindmica clésica,

pero ambos métodos dan por lo general el mismo resultado.

La conexién entre el concepto de entropia de la fisica y el de informacién es un asunto

11
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todavia abierto, a pesar de las multiples contribuciones al tema que se han producido.
Las opciones van desde quien piensa que solo hay una coincidencia en las férmulas utili-
zadas, hasta quien opina que existe una identidad profunda, algo méas que mera analogia,
(véase por ejemplo el articulo de Weber, Depew, Dyke, Salthe, Schneider, Ulanowicz y
Wicken, 1989). Pero la opinién maés extendida actualmente es que conviene distinguir
tres tipos de entropia: la que se utiliza en termodinamica clésica, la de la mecanica es-
tadistica y la informacional. Entre las dos primeras hay una estrecha y directa relacién,
mientras que la iltima es conceptualmente diferente y sélo se puede identificar con las

anteriores en ciertos contextos fisicos.

Una de las primeras aplicaciones directas de la Teoria de la Informacion fue su utili-
zacion en técnicas destinadas a mantener la seguridad en la trasmision. El articulo de
Shannon, Communication Theory of Secrecy Systems (1949), marca el comienzo de un
estudio matematico basado en la Teoria de la Informacion y que ha dado lugar a técni-
cas muy sofisticadas para asegurar la confidencialidad en las transmisiones, garantizar

la autenticidad del transmisor, etc.

Pasados los anos cuarenta la literatura sobre la Teoria de la Informacién crecié espec-
tacularmente, y encontré aplicacion en ingenierias, ciencias sociales, experimentales y

biolégicas; asi ocurrié en economia, estadistica, psicologia, etc.

En Estadistica, la utilizacion de las herramientas propias de la Teoria de la Informacion
(medidas de informacién) para proporcionar métodos alternativos de estimacién y con-
traste, a los clasicos, forman lo que hoy en dia se conoce como Teoria de la Informacion

FEstadistica.

Las medidas de entropia tratan de cuantificar la incertidumbre asociada a un experi-
mento aleatorio. Pensemos por ejemplo en un experimento aleatorio A con dos posibles
resultados con probabilidades py, ps (p; >0, i = 1,2, p; +py = 1) la incertidumbre
acerca del posible resultado en caso de realizar el experimento depende de las probabi-

lidades de los resultados, pues si se consideran los experimentos

a; Az ay a2

) 2
0.5 0.5 0.999 0.001
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el primer experimento aleatorio contiene mas incertidumbre sobre el resultado que el se-
gundo. Es l6gico pensar que en A, el resultado a; ocurrird “casi seguro”. Las medidas
de entropia asignan un valor numérico a cada distribucién de probabilidad, materiali-
zando la idea intuitiva de mayor o menor incertidumbre. Por otra parte, las medidas
de entropia pueden ser consideradas, también, como medidas para cuantificar el grado
de homogeneidad con que la probabilidad se distribuye entre los distintos sucesos y por

tanto como medidas de la “aleatoriedad” de una variable X, McEliece (1977).

. Qué propiedades serian deseables desde un punto de vista intuitivo para una medida

de incertidumbre?

Dado un experimento aleatorio A cuyos posibles resultados son a4, ...,a, con proba-
bilidades respectivas p1,...,p, (p; >0, i=1,....,n, p1+---+p, =1), una medida

H de la incertidumbre contenida en A o proporcionada por A deberia verificar:

1. Ser funcién de p1,ps,...,pn, por tanto se debe poder escribir como:
H(P> = H(p17p27 v 7pn)

2. Ser una funcién continua de pi,ps, ..., ps, esdecir, pequenos cambios en py,pa, ..., Py

deben producir pequenos cambios en H.

3. Debe conservar el valor numérico asociado a un experimento aleatorio, cuando se

introduce en el experimento un resultado que no puede ocurrir
Hn+1(p17p27 <oy P,y 0) = Hn(p17p27 s 7pn)1
4. Debe ser una funcion simétrica de sus argumentos

H(p17p27 oo 7pn) = H<pa(1)7pa(2)7 o 7pcr(n)>

donde o denota una permutacién de (1,...,n).

'La notacién H,(P) = H(p1,...,pn) se utiliza solamente en aquellos casos en los que resulta

imprescindible destacar el nimero de argumentos.

13
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Debe tomar el valor cero cuando no existe incertidumbre, es decir,

H(p1,p2,...,pn) =0 cuandop; =1 paraalgin i =1,...,n, p;=0 j#1

Debe tomar el valor maximo cuando todos los sucesos del experimento tienen la

misma probabilidad de ocurrir (distribucién uniforme)

1
bPr=p2=" " =Pn=—
n

El valor maximo de H,(P) debe aumentar al crecer n (aumentar el nimero de

los posibles resultados del experimento aleatorio)

Si A y B son dos experimentos aleatorios, independientes (el resultado de uno de

ellos no influye sobre el otro) con posibles resultados {aq,...,a,}, {b1,...,bn} y
probabilidades (pi,...,pn), (q1,-..,¢n) respectivamente, el experimento com-
puesto A X B estd formado por los sucesos {a;Nb;, i=1,....,n, j=1,...,m}
con probabilidades (p;q;, i=1,...,n, j=1,...,m), entonces si

P« Q = (p1q17p1q27 <oy P1dm; - - -5 Pnq, - - 7pnqm)

una buena propiedad seria que se verificase

Hym(Px Q) =H,(P)+ H,(Q) (Aditividad).

14
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1.2. Entropia de Shannon

Sea:

Ny ={P = (p1,p2;---,pn) : pi >0,i=1,....n, Zpizl}
i=1

el conjunto formado por todas las distribuciones de probabilidad asociadas a una variable
aleatoria discreta X que toma un nimero finito de valores x,xs,...,x,; se denomina
entropia de la variable aleatoria X o entropia de la distribucién P = (p1,ps,...,pn) a

la expresion

H(X)=H(p1,...,pa) = — »_ pilogp;
i=1

Los logaritmos se pueden tomar con respecto a cualquier base que sea mayor que la
unidad. En este trabajo, mientras no se diga lo contrario consideraremos base 2. La
indeterminacion py logpy con p, = 0 se resuelve definiendo pglogp, = 0 si pp = 0.
Es decir, la funciéon f(z) = —zlogx definida en (0,00) se extiende por continuidad a
[0,00), definiendo
f(2) = —x logx S? x>0
0 si =0
Histéricamente la entropia de Shannon fue la primera medida de informacién (incer-
tidumbre), proporcionada por un experimento aleatorio, ya que la medida de Hartley
(1928), tnico antecedente de la medida de Shannon, no es una medida de incertidumbre
pues depende del ntimero de resultados y no de la probabilidad de ocurrencia de los

mismos.

Numerosas caracterizaciones se pueden encontrar en la literatura sobre la medida de
Shannon (como solucién de ecuacién funcional, o via axiomédtica), se puede ver por
ejemplo, Chaundy y McLeod (1960), Shannon (1948), Feinstein (1958), Aczél y Daréezy
(1975) y Mathai y Rathie (1975).

La entropia de Shannon verifica un considerable nimero de interesantes propiedades
(entre las que se encuentran todas las citadas anteriormente), ver Taneja (1990), de las

que se han seleccionado las siguientes:

15
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No negatividad. H(P) > 0. La igualdad se cumple si y sélo si p; = 1 para algin
iyp;=0 (J#1)

Continuidad. H(P) es una funcién continua de py,...,p,.
Simetria. H(P) es una funcién simétrica de sus argumentos

H(pi, .. pn) = H(Poqr), - - -, Pon))
siendo o una permutacién de (1,...,n).

Ezxpansibilidad.
H(plv' <. apna()) = H(pla s 7pn)

Propiedad de la suma.

n

H(P)=>_f(p:), donde f(p)=—plogp, 0<p<L1.

i=1
Recursividad.
D1 P2
H(p1,...,pn) = H(p1 +p2,03,---,n) + (01 +p H< : )
(P ) (P 209 )+ 2) pP1+Dp2 p1+ D2
Aditividad.

H(P*Q)=H(P)+ H(Q),

siendo P *Q = (p1q1 -, P1m, P2Q1s - - -, P20y - - - s PnGis - - - > Pnlm),
Pel, Q¢clh,.

Agrupamiento.

H(pi,. .o ypn) = H(prte+pr, Proats - +pn)+ (Zm) H (pl/zpk’ T JMZP’“)
k=1 k=1 k=1

+ ( > pk) H (pr+1/ > Proeopnl Y pk)

k=r41 k=r+41 k=r+1

Valor mdzimo. H(P) alcanza el valor maximo con la distribucién uniforme.

1 1
H(plaapn)SH(_aa_)
n n

1
con la igualdad para p;, = —, Vi=1,....n
n

16



Capitulo 1. Medidas generalizadas de entropia

10.

11.

12.

13.

Propiedades relacionadas con la distribucion uniforme. Sea

qﬁ(n):H(%,..., %) n>2 neN.
Entonces:
) () < o0 + 1)
b) n(n) < (n-+ o0 + 1)
o) Jin [otn+1) - o] o

Concavidad. H(P) es una funcién céncava de P en A,,.
Schur-concavidad

Definicién 1.2.1. Para todo P, QQ € A\, decimos que P estd mayorizada por Q)

que denotamos P < Q) si

a) pay > P = Pm) A1) = 4@) - = ), CON Zp(k) < Z(J(k), 1<m<n,
0

b) Existe una matriz doblemente estocdstica (ag;), ap; >0

que
p(k)zzaqu]' k=1,2,...,n
j=1
es decir py, k=1,...,n, es una media ponderada de las q;, j =1,...,n.

Definicién 1.2.2. Una funcion G : A, — R es Schur-concava en A\, si P<Q
implica G(P) > G(Q).

H(P) es una funcién Schur-céncava de P en A,,.

Sea (p)=H(p, 1 —p), 0<p<1. Entonces

(iv) ¥(p)+ (1 —pv (L) :w(q)+¢(Lp), p,q€0,1), p+g<1.
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Capitulo 1. Medidas generalizadas de entropia

14. Sea ppae = max{pi,...,p,}. Entonces se verifica que

H(pmaza 1 _pmaw) < H(P)

15. Diferencia entre dos entropias. Si

n

Z|pi—%|§9§

i=1

entonces

Y

N | —

H(P)~ HQ)| < ~0log", ¥ P.QE A,

18



Capitulo 1. Medidas generalizadas de entropia

1.3. Medidas generalizadas de entropia

Mas de 30 medidas de entropia aparecen en la literatura de Teoria de la Informacion,
generalizando la entropia de Shannon, entre las que cabe destacar las paramétricas, (in-
troducidas por Rényi 1961), las trigonométricas (introducidas por Aczél y Dardezy 1963)
y las ponderadas (introducidas por Belis y Guiasu 1968). Habitualmente, con el nombre
de entropias generalizadas se denominan aquellas entropias dependientes de parametros
y tales que a partir de ellas, bien como valor particular de los mismos o como paso al

limite, se obtiene la entropia de Shannon.

Hay dos métodos que son los que generalmente se utilizan en la caracterizacion de las en-
tropias: uno consiste en proponer un conjunto de axiomas que debe verificar la entropia
(via axiomadtica) y el otro utiliza ecuaciones funcionales cuya solucién nos conduce a la
entropia (ver como resumen por ejemplo, Aczél y Daréczy 1975 y Taneja 1979). Tres
propiedades aparecen como mas relevantes (juntas o individualmente) en la caracteriza-

cion de las entropias que son: aditividad, recursividad y la propiedad de la suma.

Por tultimo, en cuanto a la utilidad y ventajas que presentan cada una de ellas, hay que
resaltar que estan directamente relacionadas con el problema a tratar. En unos casos se

primara la operatividad algebraica, en otros determinadas propiedades, etc.

1.3.1. Entropias paramétricas

- Entropia de orden r y de orden (r,s)

El primer intento para desarrollar una generalizacion de la entropia de Shannon fue

llevado a cabo por Rényi (1961), el cual definié la entropia de orden r en los siguientes

términos:
H,.(P) L [ i 4 # 1 >0 (1.1)
’ = 0 ], , T . .
1—r g — b
para todo P = (p1,...,ps) € A\, siendo r un pardmetro real. La entropia H, contiene

como caso limite la entropia de Shannon ya que se puede demostrar que

lim H,(P) = H(P)

19



Capitulo 1. Medidas generalizadas de entropia

siendo H(P) la entropia de Shannon.

En cuanto a sus aplicaciones, se pueden consultar entre otros Campbell (1965), Csiszar

(1974), Kieffer (1979), Campbell (1985), Blumer y McEliece (1988).

Aczél y Daréezy (1963); Varma (1966), Kapur (1967) Rathie (1970) generalizan la en-
tropia de orden r, siendo la estudiada por Aczél y Dardczy (1963) la que es conocida

como entropia de orden (7", s) y cuya expresion es:
n

-

E b;
i=1
n

S

E p;
i=1

, r#s, r>0, s>0 (1.2)

siendo r y s pardmetros reales. En particular cuando =1 ¢ s =1 la medida (1.2) se

reduce a (1.1). También se puede demostrar que

pr log p;
=1

lim H, ,(P) = —- . 5>0

n
r—Ss
S
E b;
i=1

que se reduce a la entropia de Shannon para s = 1.

- Entropia de grado s y grado (r,s)

Por motivos operativos, parece mds natural considerar la expresién > " pi como
medida de informacién en lugar de log (>, pi). Por este motivo Havrda y Charvéat

(1967) proponen la siguiente entropia de grado s:

H(P)= (2" -1)! [Zn:pf — 1] , s#£1, >0 (1.3)

para todo P = (p1,...,pn) € A,. La entropia de grado s contiene como caso limite a

la entropia de Shannon pues

lfm H*(P) = H(P)

s—1
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Capitulo 1. Medidas generalizadas de entropia

En el caso particular de s = 2, esta entropia conecta con el indice de Gini, el coeficiente
de Bhattacharyya y la distancia Bayesiana, que se utilizan en otros campos ademés de

la Teoria de la Informacion.

Caracterizaciones de esta entropia pueden consultarse en Havrda y Charvat (1967),

Daréezy (1970).

Sharma y Taneja (1975, 1977) proponen una generalizacién de la entropia H*(P) in-
troduciendo dos pardmetros, conocida como entropia de grado (r,s), cuya expresién
es:

n

H™(P)= (27" =2")7 Y (pf —p}), r#s, r>0, 5>0 (1.4)

i=1

para todo P = (p1,...,p,) € A\, siendo r y s pardmetros reales. En particular, cuando

r =106 s =1 la medida anterior se reduce a la entropia de grado s y cuando r — s

r—s

lim H™*(P) = —2""' Y " pilogp;, >0
i=1

que se reduce a la entropia de Shannon, cuando r = 1.

- Entropia de clase ¢
Arimoto (1971) presenté otra generalizacién de la entropia de Shannon llamada entropia

de clase t y que viene dada por

n

(H(P)= (27— 1! [(Z;ﬁ“) — 1] L t#1 t>0 (1.5)

i=1

para todo P = (p1,...,pn) € A,. En este caso se verifica que

lim H(P) = H(P).

t—1

- Entropias de orden 1 y grado s y orden r y grado s

Sharma y Mittal (1975) introducen y caracterizan dos entropias que denominan entropia

de orden 1 y grado s y entropia de orden r y grado s dadas por las expresiones:
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Capitulo 1. Medidas generalizadas de entropia

Hy(P)= (2" =1)"" [%pz ((3 - 1) sz‘ lngi) - 1] , s#1 (1.6)

=1

s—1

H:(P)= (2" -1)" (i;;;) o I, r#1, s#1, >0 (1.7)

La motivacién de Sharma y Mittal fue generalizar las tres entropias, H,(P), H*(P) y

+H(P). La relacién entre ellas es la siguiente:

1.

Cuando r =s, H:(P)= H(P)= H*(P)

Cuando t =r"'=2—3s, H:(P)= H?t(P) =.H(P)
lim H:(P) = rH,(P)

lim H3 (P) = H;(P)

’)"—>1

lfm H,(P) = lfm H*(P) = lim .H (P) = lim H{(P) = H(P)

r—1 s—1 t—1 s—1

Una relacién detallada de las propiedades que verifican estas entropias puede consultarse

en Taneja (1990). De entre estas merece la pena destacar la no negatividad, continui-

dad, simetria, seudoconcavidad, valor maximo, etc, siendo la propiedad de aditividad

sustituida en la mayoria de los casos por la llamada Seudoaditividad o No aditividad

dada por:

H(P+Q)=H(P)+ H(Q)+CH(P)H(Q)

siendo C' un valor numérico dependiente de la entropia considerada.

- Hypoentropias

Ferreri (1980) introduce un generalizacién de la entropia de Shannon llamada Hypoen-

tropia dada por

n

(1 + )\pk) log(l + )\pk), A>0.
k=1

> =

H\(P) = (1 + %) log(1+)) —

Esta entropia contiene como caso limite la entropia de Shannon ya que
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Capitulo 1. Medidas generalizadas de entropia

lim H,(P) = H(P)

A—00

En Ferreri (1980) se pueden encontrar sus aplicaciones y sus propiedades entre las que
se encuentran la recursividad y la propiedad de la suma y no verifican la propiedad

aditiva.

1.3.2. Entropias trigonométricas

Introducidas por Aczél y Dar6czy (1963), se agrupan en dos clases dependiendo de la
funcién o funciones trigonométricas utilizadas. Por una parte, tenemos la entropia de

Aczél y Daréczy (1963) dada por

1 n n
S(P) = —arct A logp; A logp;) ¢ 1, s>0, >0
(P) = ~aretg {Zp sen(slogp)| 3t eos(slogp >} S#L 550, r
que se reduce a la entropia de Shannon cuando » =1 y s — 1. Por otro lado tenemos,
las entropias de Sharma y Taneja (1977), Sant’anna y Taneja (1985), que utilizan sola-

mente la funcién seno.

Sharma y Taneja (1977) proponen la siguiente entropia trigonométrica con dos pardme-

tros:
n

Zpgsen(slogpi), r>0, s#km, k=0,1,...
i=1

2r—1
Si(P) - _SGTL S

que para r = 1 se convierte en

n

1
Si(P) = Epy— pisen(slogp;), s#km, k=0,1,...
i=1

y cuando s — 0
h’rr% Si(P) = H(P)
siendo H(P) la entropia de Shannon.
En S;(P) se ha utilizado la composicién sen(log(-)) pero también se pueden conse-
guir entropias generalizadas utilizando la composicién log(sen(-)). Por este motivo,

Sant’anna y Taneja (1985) introducen y caracterizan las siguientes entropias trigo-

nométricas dependientes de un parametro:
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L. ZW o9 (2?&%3)) O<s<m
2. Siy(P) = —;n; <%) log (%) L 0<s<m

sen (sp;)
3. 0<s<
;23671 (s/2) T

Las dos primeras se reducen a la entropia de Shannon cuando s — 0 mientras que la
tercera, como caso excepcional, tiende a 1 cuando s — 0, siendo comparable desde el

punto de vista de las aplicaciones a la entropia de Shannon (Sant’ anna y Taneja 1985).

1.3.3. Entropias con ponderaciones

La entropia fue introducida como medida cuantitativa de la informaciéon permitiendo
tratar muchos de los problemas que constituyen la Teoria de la Informacion desde un
punto de vista matematico, pero este resultado cuantitativo no agota todos los aspectos

de la informacion.

En un sistema cibernético? (biolégico o técnico) toda actividad estd encaminada hacia
la realizacion de un fin. El sistema debe disponer entonces de un criterio para poder
diferenciar los sucesos. El criterio cibernético para la diferenciacién cualitativa de los
sucesos consiste en la importancia, la significacién o la utilidad de la informacion que
reportan respecto al fin. La aparicién de un suceso elimina una doble “incertidumbre”:
una de orden cuantitativo relativa a la probabilidad de apariciéon y otra de orden cuali-

tativo relativa a su utilidad para la realizacién del fin.

Basados en este planteamiento, Belis y Guiasu (1968) introducen y caracterizan (Guiasu

1977) la siguiente entropia con ponderaciones:

— > piuilogp;
i=1

2Cibernética es la Ciencia que estudia comparativamente los sistemas de comunicacién y regulacién

automatica de los seres vivos con sistemas electronicos y mecanicos semejantes a aquéllos.
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Capitulo 1. Medidas generalizadas de entropia

donde u; >0, ¢ =1,...,n son los pesos o utilidades asociadas al suceso a; con proba-
bilidad p; de ocurrir, y que permite diferenciar los sucesos segiin su importancia respecto

al fin que se quiere alcanzar.

Basandose en la entropia de Belis y Guiasu, Picard (1979) presenta las siguientes gene-

ralizaciones:

H(P;V) = _ZUiZOQPi/ZUi
i=1 i=1
H,(P;V)=(1-r)"tlog (szlvi/ZvZ) , r#1 r>0
i=1 i=1

H{(P;V)=(2""*-1)"! [e:cpg ((s —1) Zvi logpi | Zv2>]

s—1
r—1

H¥(P;V) = (25 —1)7! (Zpg_lvi/Zvl) —1|,r#1, s#1, r>0, 5s>0.
=1 =1

Otros trabajos sobre medidas de entropias con ponderaciones pueden verse en Emptoz,
H. (1976), Gil, M. A., Pérez, R. y Gil, P. (1989), Pardo, L. (1986), Pardo, J.A. (1985,
1993, 1995), Pardo, J.A. y Pardo, M.C. (1995), etc.

Diversos funcionales se han propuesto en la literatura para recoger en una tnica expre-

sion gran parte de las entropias citadas en este capitulo, ver por ejemplo, Salicri, M.;

Menendez, M. L., Morales, D. y Pardo, L. (1993) y Esteban, M. D.; Morales, D. (1995).

Por dltimo cabe destacar también que en el articulo de Morales, D.; Pardo, L. y Vajda,
I. (1996) se presenta un nuevo método de generar medidas de incertidumbre a partir de

funciones schur-céncavas.
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1.4. Relacion de entropias generalizadas

En la siguiente lista se recogen la mayoria de entropias generalizadas que aparecen en la
literatura por orden cronologico con el nombre de sus respectivos autores, comenzando

con la entropia de Shannon.

» Shannon (1948)
Dy(P) = — il%loypi
i=1
» Rényi (1961)
Py (P) = (1 — 1) log (ipf) , r#1l, r>0
i=1
» Aczél y Dardezy (1963)

O3(P) == pilogpi/ Y v, >0
=1 =1

O4(P) = (s —r)tog (pr/pr) , r#s, r>0 s>0
i=1 i=1

1 n n
o5 (P) = B arctg {prsen(s logpi)/Zpgcos(s logpi)} , s#1,s>0,r>0

=1 =1

» Varma (1966)

1 n
<I>6(P):m_rlog<2p;_m+l), m—1l<r<m, m>1
i—1
1 n
& (P)=—— | ml0<r< > 1
7( ) m(m—r) 0og (;pz )7 r m, m =

» Kapur (1967)

Og(P) = (1 —t)~" log (Zp§+5‘1/2p5>, t#£1, t>0, s>1
=1 =1
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Havrda y Charvdt (1967)

Py(P) = (21— — 1)1 [i:pf - 1] , s#1, s>0
i=1

Belis y Guiasu (1968)

by(P) = —zn:piui logp;, w; >0, i=1,...,n

=1

Rathie (1970)
®4(P) = (1—r)""log (sz“”/pri) 5 >0, i=1...n r#1,1r>0
i=1 i=1
Arimoto (1971)
n t
Bp(P) = (2071 — 1) [(Z;;;”) — 1] L t#1, t>0
i=1
Sharma y Mittal (1975)

Ci3(P) = (27 = 1)~ |exps <(5 —1) ipi lngi) - 1] , s#1, s>0

=1

(I)14(P):(21_8_1)_1 (Zp:> -1 ) T%lv 57&17 r>0
i=1

Sharma y Taneja (1975; 1977)

Py5(P) = —271 Zp: logp;, r>0

=1

Pi6(P) = (2177 —2175)71 Zp: —pl, r#s, r>0, s>0
i=1

n

21"71
sz sen(slogp;), r>0, s#km, k=0,1,...

Sen s <
=1

@17(P) = —
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» Picard (1979)

O5(P) = Z v; logp; | Z v;

i=1

P19(P) = (1—1r)"tlog (pr_lvi/z:vi> , r#1 r>0
i=1 i=1

By (P) = (215 —1) (Zpglvi/zm) —1|,7r#1,s#1,r>0,5>0

» Ferreri (1980)

n

1 1
Doy (P) = (1 + X) log(1+ \) — 3 - (L+ Api)log(1+ Ap;), A>0

=1

» Sant’anna y Taneja (1985)

sen (sp;)
P ;i |
23( Zp og (286n<8/2)> O<s<m

¢24(P):—§(%) log (%), O<s<m

sen (sp;)
P 0<s<
25( ; 2 sen(s/2)’ T

» Kapur (1988)

o6 (P) = — Z logT'(1 +p;), siendo I' la funcién gamma.
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Capitulo 2
Optimizacion

2.1. Convexidad de conjuntos y funciones

2.1.1. Conjuntos convexos

Definicién 2.1.1. Conjunto convezo

Dado un subconjunto S de R™ decimos que es convexo si para cada par de puntos

z, g€ S ytodo A€ [0,1] se verifica que

Z=X+(1-NygeS

Propiedades

1. Sean X, Xs,..., X, subconjuntos convexos de R". Se verifica que
n
ﬂ X, es un conjunto convexo.
i=1

2. La suma de n conjuntos convexos Xi, Xo,..., X, de R" definida como
zn:Xi:{x1+x2+---+xneR" 1T € X1, 79 € Xo, .., Ty € X}
i=1
es un conjunto convexo.
3. El producto de un conjunto convexo X € R" por un nimero real A definido como
AX ={\z:7€X}

es un conjunto convexo.
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4. La combinacion lineal de conjuntos convexos Xi,...,X,, € R"
X=X+ X0+ - A X
es un conjunto convexo.

5. Sea A una transformacién lineal de R™ en R™ definida

AC = {Az :ze€C} C eR”

entonces AC' es un conjunto convexo en R™ para cada conjunto convexo C' € R”

2.1.2. Funciones concavas y convexas

Sea M un subconjunto convexo y no vacio de R® y f una funcién definida de M en

R. Entonces se dice que:

1. La funcién es convexa en M si y solo si para cualesquiera z, y € M y para todo

A € [0, 1] se verifica que:
JOAZ+ (1 =N)y) <Af(2) + (1= A)f(7)

2. La funcion es concava en M siy sélo si para cualesquiera z, ¥y € M y para todo

A € [0, 1] se verifica que:
fOT+ (1 =N)y) = Af(@) + (1= AN f(7)

3. La funcién es estrictamente convexa en M si y sélo si para cualesquiera =, y € M

con T # ¢y y paratodo X\ € (0,1) se verifica que:
Oz + (L= X)) <Af(@)+ (1 =N f(7)

4. La funcién es estrictamente concava en M siy solo si para cualesquiera =, y € M

con T # ¢y y para todo A € (0,1) se verifica que:

AT+ (1 =Ny > A (2)+ (1= A7)
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Propiedades de las funciones concavas y convexas

Sea M un subconjunto convexo de R" y f una funcién definida de M en R.

Si f es convexa en M entonces los conjuntos A, = {Z € M/ f(z) < a} son

convexos para todo a € R

Si f es concava en M entonces los conjuntos Q, = {Z € M/ f(z) > a} son

convexos para todo a € R
Si f es una funcién convexa en M, entonces —f es céncava.

Si f es una funcién estrictamente convexa en M, entonces —f es una funcion

estrictamente céncava.

Si f es una funcién convexa en M y A € R entonces si A > 0, la funcién Af es

convexa y si A < 0 la funcién Af es céncava.

Si {fi/i =1,...,m} es una familia de funciones convexas en M entonces la

m
funcién f = E a;f;i con a; >0, 1 =1,...,m es una funcién convexa en M.
i=1

Si f:R™ — R es una funcién lineal entonces f es concava y convexa.

Condiciones para la convexidad de funciones diferenciables

Proposicién 2.1.1.

Sea M un subconjunto abierto, no vacio y convexo de R™, y f una funcién diferenciable

de M en R. Se verifica que:

1.

La funcién f es convexa en M si y solo si para cualesquiera =, y € M

f@) = f(x) + VI(2)(y - 7)

o bien

Vi) - Vi@)]y—7)=0

donde Vf(z) denota el gradiente de f en Z.
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La funcién f es estrictamente convexa en M si y sélo si para cualesquiera =, y € M

con T #Yy
f@) > f(X)+ V(@) (y—1)
o bien

V@) = V@)l —1)>0

La funcion f es concava en M siy soélo si para cualesquiera =, §y € M se verifica

f@) < (@) + V@)Y —1)

o bien

V@) - Vi@))(yg—7)<0

La funcién f es estrictamente concava en M siy sélo si para cualesquiera z, y € M
con T #y

@) < f@)+ V@) (y—1)
o bien

V@) = VI@))y—1) <0

Definicién 2.1.2. Funcion de clase CP

Sea f: A CR"— R decimos que f es de clase C? en A (abierto) si tiene derivadas

parciales continuas en A hasta el orden p.

Proposicion 2.1.2.

Sea M un subconjunto abierto, no vacio y convexo de R” y f una funcién C?, definida

de M en R, siendo H f(Z) la matriz hessiana de f en Z. Entonces:

1.

La funcion f es concava en M si y solo si para todo £ € M se verifica que
Y Hf(z)y < 0 para cualquier j € R". Es decir, para todo Z € M la forma cua-

dratica con matriz asociada H f(Z) es semidefinida negativa o definida negativa.

Si para todo T € M, se verifica que la forma cuadratica con matriz asociada

H f(Z) es definida negativa, la funcién f es estrictamente céncava en M .
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3. La funcién f es convexa en M si y solo si, para todo T € M se verifica que
yHf(z)y > 0 para cualquier y € R". Es decir, para todo € M la forma

cuadrética con matriz asociada H f(z) es semidefinida positiva o definida positiva.

4. Si para todo Z € M la forma cuadrética con matriz asociada H f(Z) es definida

positiva, la funcion f es estrictamente convexa.

2.1.3. Funciones cuasiconcavas y seudoconcavas

Funciones cuasicéncavas

Sea M un subconjunto convexo y no vacio de R™ y f una funcion definida de M en

R. Entonces se dice que:

1. La funcién f es cuasiconcava en M si y sOlo si para cualesquiera =, y € M y

para todo A € [0, 1] se verifica que:
fOZ + (1= Ngy) > min{f(2), f(7)}

2. La funcién f es estrictamente cuasicéncava en M si y sélo si para cualesquiera

T, € M, con T #7% yparatodo X € (0,1) se verifica que:
fAZ+ (1= XN)y) >min{f(z), f(¥)}

Funciones seudoconcavas

Sea M un subconjunto convexo, abierto y no vacio de R" y f una funcién definida de

M en R, diferenciable en M. Entonces se dice que:

1. La funcién f es seudocéncava en M siy solo si se verifica una de las siguientes

condiciones equivalentes.
Para cualesquiera &, §y € M tales que f(y) > f(Z) se tiene que (g—z)V f(z) > 0.
Para cualesquiera z, y € M tales que (y—2)V f(Z) < 0 se tiene que f(y) < f(z).

2. La funcién f es estrictamente seudocéncava en M siy sélo si se verifica una de

las siguientes condiciones equivalentes.
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Para cualesquiera Z,y € Mcon T # y tales que f(y) > f(Z) se tiene que
(¥ —z)Vf(z) > 0.

Para cualesquiera Z, §y € M, con T #  tales que (y — )V f(Z) <0 se tiene que

f@) < f(x).

Proposicién 2.1.3.

Sea M un subconjunto convexo y abierto de R™ y f una funcién de M en R concava

y diferenciable en M. Entonces se verifica que f es seudocéncava.

Proposicién 2.1.4.

Sea M un subconjunto de R™ convexo y f una funcion de M en R estrictamente

seudoconcava. Entonces se verifica que f es estrictamente cuasicéncava.
Observaciones:

1. Otros autores bajo la denominacién de funcién estrictamente cuasicéncava, enuncian
conceptos distintos. Por otra parte las funciones estrictamente cuasicéncavas son también
denominadas funciones X-céncava, fuertemente cuasicéoncavas, innominadas-concavas,

etc.

2. Para mds informacién sobre concavidad y concavidad débil ver Barbolla y Sanz (1995).
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2.2. Programacién matematica

La palabra “6ptimo” como superlativo de “bueno” significa “sumamente bueno”, “que
no puede ser mejor”. La optimizacion se puede considerar como la buisqueda de la mejor
solucién entre todas las posibles a un problema determinado. En la vida real practica-
mos habitualmente este ejercicio mental cuando elegimos entre diferentes opciones la

mas adecuada.

Una vez transcrito el problema considerado al lenguaje matemaético, es preciso disponer
de técnicas que nos permitan conocer si éste tiene o no solucion y, en caso de tenerla,
cudles son su localizacion y naturaleza. Dada la diversidad de dreas en las que se plan-
tean problemas de optimizacion, éstos tienen caracteristicas muy diferentes. Por ello,
también son necesarias técnicas distintas para poder abordarlos y resolverlos. La teoria
que nos proporciona los resultados y herramientas precisos para estudiar este tipo de

problemas es la Optimizacion Matematica.

El desarrollo de la Optimizacion Matemdtica no es reciente, ya que, aunque las apor-
taciones mas importantes se produjeron en los anos cuarenta y cincuenta del siglo XX,
muchos de los resultados se conocian ya en el siglo XVIII. La Programacion Matemdtica
es una parte de la Teoria de la Optimizacién que incluye una gran variedad de proble-
mas caracterizados fundamentalmente, con respecto a otros problemas de optimizacion,

porque en ellos:

-Existe un unico centro de decision independiente. Lo que permite separar los problemas

de Programacién Matemaética de los de la Teoria de Juegos.

-El tiempo no interviene como tal variable en la formulacién del problema. Lo que nos
permite diferenciar los problemas de Programacién Matematica de los problemas de

Optimizacién Dinamica.

Los problemas de Programacién Matematica pueden definirse como los del célculo del
maximo o minimo de una funcién de una o varias variables, cuando éstas se hallan so-
metidas a un conjunto de restricciones de distintos tipos. De acuerdo con esta definicion,
el objetivo de la Programacién Matemaética es el de calcular el mayor o el menor de los

valores que puede tomar una funciéon de los compatibles con las restricciones que pesan
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Capitulo 2. Optimizacién

sobre sus variables independientes.

Los programas matematicos admiten la siguiente formulacién general:

)

Opt  f(z1,...,2p)

s.a. hy(zy,...,x,) =0

ge(x1, ... xn) <0

(xl,...,xn)ESC]R”)
con f, h;, gj:R" =R i=1...,m, j=1,...,k (m<n).

Los elementos de un programa matematico son los siguientes:

(x1,...,2,) Variables de decisién o eleccién (tenemos que determinar sus valores).
f(@) Funcién objetivo del problema.
Opt. Optimizar la funcién f consiste en encontrar su méaximo y su minimo.

Cuando unicamente se desea hallar el maximo, se escribe mazx, y en

el caso de minimo, min.
hi(Z) Restricciones de igualdad que han de cumplir las posibles soluciones.
g;(Z) <0 Restricciones de desigualdad que han de cumplir las posibles soluciones.
zedC Restricciones conjuntistas (variables enteras, dicotémicas, etc.).
Existe una gran variedad de programas matematicos, con propiedades y métodos de so-

lucién diferentes. Los criterios de clasificacion de dichos programas que habitualmente

se utilizan son:

-Tipo de restricciones que intervienen en la formulacién (sin restricciones, con restric-

ciones de igualdad, etc.).

-Tipo de funciones que intervienen en la formulacién, tanto la que define la funcion
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objetivo como las que definen las restricciones (programas no lineales, lineales, etc.).
-Nimero de variables y de restricciones (pequenos, medianos, etc.).

-Carateristicas de convexidad y diferenciabilidad de los conjuntos y funciones que inter-

vienen en la formulacién (programas diferenciables, convexos, etc.).
Definicién 2.2.1. Maximo y Minimo globales

Dado el programa matematico

Opt f(x1,...,2p)

z=(xy,...,2,) € BCR"

*

1. Se dice que T* € B es maximo global del programa, si se verifica que

f(z) < f(z*), paratodo = € B

*

2. Se dice que T* € B es minimo global del programa, si se verifica que

f(z) > f(z*), paratodo = € B

*

3. Se dice que T* € B es maximo global estricto del programa, si se verifica que

f(z) < f(z*), paratodo T € B con = # "

4. Se dice que z* € B es minimo global estricto del programa, si se verifica que

f(z) > f(z*), paratodo T € B con = # "

Definicién 2.2.2. Madximo y Minimo locales

Dado el programa matematico
Opt f(xy,...,2,)
z=(xy,...,2,) € BCR"

1. Se dice que T* € B es maximo local del programa si existe r > 0 tal que

f(z) < f(z*) paratodo z € B(z",r)N B
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B(z*,r) denota la bola abierta de centro z* y radio r.

2. Se dice que z* € B es minimo local del programa si existe r > 0 tal que
f(z) > f(z*) para todo T € B(z*,r)N B
3. Se dice que z* € B es maximo local estricto del programa si existe » > 0 tal que
f(z) < f(z*) paratodo T € B(Z",r)NB con T # "
4. Se dice que T* € B es minimo local estricto del programa si existe r > 0 tal que
f(z) > f(z*) paratodo T € B(z",r)NB con T # "
Definicién 2.2.3. Punto critico

Dada una funcién f: S C R®™ — R diferenciable en S subconjunto abierto de R", se

dice que z* € S es un punto critico de f cuando se verifica que V f(z*) = 0.
Teorema 2.2.1. Teorema de Weierstrass

Sea f : R"™ — R una funcién continua en A C R"™ y sea A un conjunto cerrado y

acotado. Entonces existen z*, z° € A tales que

f(z*) < f(z) paratodo €A
f(z°) > f(z) paratodo T€ A
es decir Z* es minimo global de f en A y z° es mdximo global de f en A.

Teorema 2.2.2.

Si f: ACR"— R es estrictamente convexa (céncava) en A siendo A convexo y

alcanza su valor minimo (méximo) en un punto de A, este es tinico (por tanto global).
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Definicién 2.2.4. Programa convexo
Dado el programa matemaético
Opt f(x1,...,2,)
(x1,...,2,) € BCR"
Se dice que:
1. Es convexo para minimo si B es convexo y f es una funcién convexa en B.

2. Es convexo para maximo si B es convexo y f es una funcién céncava en B.

Teorema 2.2.3. Teorema Fundamental de la Programacion Conveza
Dado el programa convexo
min f(zy,...,o,)
s.a. (r1,...,x,) € BCR"
se verifica que:
1. Si " € B es un minimo local, entonces z* es un minimo global.
2. El conjunto de todos los minimos del programa es un conjunto convexo.

Para un problema de maximo se obtiene un resultado analogo sustituyendo el concepto

de minimo por el de maximo.

2.2.1. Optimizacion con restricciones de igualdad y

desigualdad

Los programas matematicos con restricciones de igualdad forman parte, junto con los
programas sin restricciones, de la denominada “ teoria clasica de la optimizacion”, debido

a que su solucién teérica es conocida desde el matemético francés Lagrange (1736-1813).

La resolucién de programas mateméticos con restricciones de desigualdad es mucho més
reciente. En caso de programas lineales, la teoria y métodos de resolucion de programas
con este tipo de restricciones se conoce desde principios de los cincuenta, gracias a los
trabajos del profesor estadounidense G. B. Dantzing. En programas con formulaciones
no lineales, los métodos tedricos de resolucion son conocidos a partir de los trabajos de

los estadounidenses Kuhn y Tucker.
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Optimizacion con restricciones de igualdad

La formulacién general de un programa con restricciones de igualdad es

)

Opt  f(z1,...,25)

s.a. hy(zy,...,x,) =0

hm(21, ... 2,) =0

(r1,...,2,) €S CR" )

con m<n donde f,h;:R*"—R, j=1,...,m,

Teorema 2.2.4. Teorema de Lagrange

Sean f,hi,...,hm, m <n, funciones de clase C' en un subconjunto abierto S C R"

*

*) es un 6ptimo local de f en el

con valores en R. Supongamos que z* = (z7,...,x

conjunto de soluciones factibles
B={(z1,...,2,) € S: hj(z1,...,2,) =0, 5=1,...,m}

y supongamos también que los vectores Vhi(Z*),..., Vh,(Z*) son linealmente inde-

pendientes. Entonces existen constantes Aj,..., A’ tales que

Vf(z*) + Z XNiVhi(z*) =0. (1)

El Teorema de Lagrange presenta las condiciones necesarias de optimalidad local.

Se dice que en el punto = € B (solucién factible) se verifica la condicién de regularidad
o restriccién de cualificacion, si los vectores Vhi(Z),...,Vh,(Z) son linealmente in-
dependientes. La condicion de regularidad constituye una garantia de aplicabilidad del

teorema de Lagrange.

Las soluciones factibles del programa [I] que verifican (1) se denominan puntos estacio-
narios del programa. Los m nimeros reales A}, ..., A que se obtienen al resolver (1) se

conocen como multiplicadores de Lagrange asociados a las m restricciones en el punto

40



Capitulo 2. Optimizacién

Dado el programa [I] se denomina funcién Lagrangiana asociada al programa [I] (o

simplemente Lagrangiano) a la funcién de n + m variables L definida por

L

~—~

Z,A) = f(T)+ > A hy(@)
j=1
con T=(z1,...,2,) ¥ A= (A1, Am).

En las hipétesis del teorema anterior, se verifica que todo punto critico (z*,\*) de la
funcién Lagrangiana asociada del programa [I], es un punto estacionario z* del programa

[1] con multiplicadores de Lagrange asociados A* como se puede comprobar ficilmente.

En la practica, visto el resultado anterior, se suele construir la funciéon Lagrangiana

asociada al programa y se resuelve el sistema de n+m ecuaciones con n+m incognitas

oL@, N) 6f(x)+iAj3hj(?):o i=1,....n

7j=1
OL(z, )
—— = hi(z2)=0 =1,....m
\ a/\J ]( ) J
sus soluciones (z7,...,z5, A},..., AY) proporcionan, quedandose con las n primeras
coordenadas z* = (z7,...,z}), candidatos a soluciones del programa. Si el programa

tiene solucién, ha de estar entre estos candidatos, por tanto se evalua la funciéon f en
cada uno de ellos y si se esta maximizando el mayor de los valores obtenidos da la solu-
cion y si se esta minimizando la solucion la da el menor de ellos. Para dilucidar si existe
solucién se utilizan argumentos suplementarios basados en el teorema de Weierstrass o

en propiedades de convexidad.

Si el programa es convexo las condiciones necesarias de Lagrange de optimalidad
local son condiciones necesarias y suficientes de optimalidad global, (recordemos que si

el programa no es convexo son solamente condiciones necesarias de optimalidad local)

Los programas convexos presentan, como se ve, enormes ventajas en el proceso de épti-

mizacion frente a otro tipo de programas, ya que todo punto que verifique las condiciones
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de Lagrange se convierte en un éptimo global. Las condiciones suficientes de 6ptimo local
en programas no convexos (de las cuales no se ha comentado nada ya que trabajaremos
siempre con programas convexos) se pueden ver en Barbolla, R., Cerdd, E. y Sanz, P.

(2000).

Optimizacion con restricciones de desigualdad

La formulacién general de un programa con restricciones de desigualdad es
Opt  f(x1,...,2,)

s.a. hy(zy,...,x,) <0

)

hs(xy,...,x,) <0

hsi1(@1,. .. an) 20

h(x1, ..o xn) >0

(z1,...,2) € SCR"
con f, hj:R" =R j=1,...,m.

El analisis del problema anterior, se puede reducir al estudio de

, \
min  f(x1,...,T,)

s.a. gi(T1,...,2,) <0

1]
Im(x1, .. x,) <0
(x1,...,2,) €S CR" )
con f,g;:R* =R, j=1,...,m, yaque max f(x1,...,2,) es equivalente a
min [—f(x1,...,z,)] v las restricciones hy(zq,...,2,) >0, l=s+1,...,m se

pueden expresar como [—hy(zy,...,z,)] <O0.
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Definicién 2.2.5. Restriccion saturada

Dada una solucién factible z* del problema [II], se dice que z* satura la restriccién
i-6sima g;(7*) <0 si ¢;(z*) = 0. Anélogamente se dice que T* no satura la restriccion

i-ésima si g;(z*) < 0.

Teorema 2.2.5. Teorema de Kuhn-Tucker

Sean f, g1,...,gm funciones de clase C!' en un subconjunto abierto S C R" con valores

*

*) es un minimo local de f en el conjunto

en R y supongamos que z* = (z7,...,z
B={zeS:ygx)<0,j=1,...,m}

(conjunto factible) o sea, una solucién local del problema [II]. Reordenando las fun-

ciones g; si es necesario, podemos suponer que las restricciones de desigualdad que se

saturan en z*, son ¢1(z*) = 0,...,¢.(Z*) = 0, con r < m. Pues bien, si los vecto-
res Vgi(z*),...,Vg.(Z*) son linealmente independientes, entonces existen constantes
AL, ..., A, tales que
m
V@) + > AVg(a*) =0
j=1

Ajgj(z*) =0 para j=1,...,m
A; >0 para j=1,....,m
gj(z*) <0  para j=1,...,m
Este teorema recoge las condiciones necesarias de optimalidad local. A los escalares

A5, g =1,...,m se les denomina multiplicadores de Kuhn-Tucker asociados a las m

restriciones en el punto z*. Si el programa se plantea en los términos

)
max  f(x1,...,2,)

IA
o

s.a. gi(xy,...,xy,)

gm(T1,. . x,) < 0

/

las condiciones necesarias de Kuhn-Tucker se expresan como sigue:
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V(z*) + Z \iVg,(7*) =0

ANigj(z*) =0 para j=1,...,m
A7 <0 para j=1,...,m
gj(z*) <0 para j=1,...,m

La condicidn de regularidad es la independencia lineal de los vectores Vg, (z*),. .., Vg.(T%).

(gradientes de las restricciones saturadas) que constituye una garantia de aplicabilidad

del Teorema de Kuhn-Tucker.

En la practica se actia de forma similar a la vista en el caso anterior (restricciones de

igualdad): se construye la funcién Lagrangiana
L(zN) = f(2)+ > Xjg;(T)
j=1

y se resuelve el sistema de condiciones de Kuhn-Tucker

p _
OL(Z, \) Jg;(z :
s = Aj 2 — =1,...
o, Z fl= 0 =l
g] (j) S 0 .] = 17 7m
Ajgi(Z) =0 j=1,...,m
Aj > 0 para minimizar; A\; <0 para maximizar

sus soluciones (Z7,...,z%, AY,...,\s) proporcionan, queddndose con las n primeras
coordenadas (x},...,z}), candidatos a soluciones del programa. Si éste tiene solucién,
ha de estar entre estos candidatos, por tanto se evalua la funcién f en cada uno de
ellos y si se esta maximizando el mayor de los valores obtenidos, da la solucién y si se

estd minimizando la solucién la da el menor de ellos.

Existe una gran similitud entre los multiplicadores de Kuhn-Tucker asociados a pro-
gramas con restricciones de desigualdad y los multiplicadores de Lagrange asociados a
programas con restricciones de igualdad. Basicamente, la diferencia entre ambos con-

siste en que los multiplicadores de Lagrange asociados a programas con restricciones
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de igualdad pueden tomar cualquier signo, mientras que los multiplicadores de Kuhn-
Tucker asociados a programas con restricciones de desigualdad deben ser no positivos o

no negativos, segun la formulacién del problema.

Los programas de minimizacion y maximizacion pueden formularse también con las res-
tricciones en forma g;(z) >0, j = 1,...,m. Esta modificacién en la formulacién del
programa afecta al signo de los escalares \;, j =1,...,m. En concreto, para las cuatro

posibles formulaciones los cambios se recogen en el siguiente cuadro

min max
gz)<0 | A>0 | A<0
g)>0 | A<0 | A>0

Las condiciones de Kuhn y Tucker constituyen condiciones necesarias de optimalidad
local y son solamente aplicables a programas diferenciables, es decir, a programas en los
que las funciones que intervienen en su definicién (objetivo y restricciones) son funciones

diferenciables.

Si el programa es convexo las condiciones de Kuhn-Tucker de optimalidad local son
condiciones necesarias y suficientes de optimalidad global. (Si el programa no es convexo

son solamente condiciones necesarias de optimalidad local).

Las condiciones suficientes de 6ptimo local para programas no convexos se pueden ver

en Barbolla, R., Cerda, E. y Sanz, P. (2000).
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El problema general de optimizacion

El problema general de optimizacién es aquel que incluye a la vez resticciones de igual-
dad y restricciones de desigualdad (ver Fernandez C., Hernéndez, F. J.,Vegas J.M. 2002).

La formulacién general de un programa con restricciones de igualdad y desigualdad es:

\

Opt  f(x1,...,2,)

s.a. hy(xy,...,x,) =0

[111]

gm(x1, ... x,) <0

(r1,...,2,) €S CR" )

con f, hy, g :R*"—=R, k=1,...,s, j=1,...,m.

El nimero de restricciones de igualdad tiene que ser menor que el de variables de deci-
sién (s < m). De los teoremas de Lagrange y Kuhn-Tucker se deducen las condiciones
necesarias que debe cumplir un punto z* € S para que sea solucién éptima de [III]

estas condiciones vienen dadas por el siguiente teorema

Teorema 2.2.6.

Sean f,g1,...,9m, h1,...,hs, (s <n), funciones de clase C! en un subconjunto abierto

*

*) es un 6ptimo local de

S C R™ con valores en R. Supongamos que z* = (a7, z5,...,

f en el conjunto
B={zeS:ygix)<0,j=1,...m; h(z)=0, k=1,...,s}

o sea, una solucion local del problema [III]. Reordenando las funciones g; si es necesario,
podemos suponer que las restricciones de desigualdad que se saturan en z* son

g1(z*) =0,...,9.(z*) =0, con r < m. Pues bien, si los vectores

{Vag.(z"),...,Vg.(Z"), Vhi(Z"),...,Vhs(z")}
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son linealmente independientes, entonces existen constantes Aj,..., A5 v puj, ..., u:
tales que

;

)+ Z)\*Vg] ) + Z/%th =0

k=1

Nigj(z*) =0paraj=1,...,m

gj(z*) <Oparaj=1,...,m

)\; >0 si " es un minimo, )\; <0 si " es un maximo.
\

La condicion de reqularidad es la independencia lineal de los vectores

{Vag(z"),...,Vg.(z"), Vhi(Z"),...,Vhs(z")}

(gradientes de las restricciones saturadas y gradientes de las restricciones de igualdad)

que constituye una garantia de aplicabilidad del teorema.

Si el programa es convexo (como serd en nuestro caso) las condiciones de optimalidad

local anteriores son condiciones necesarias y suficientes de optimalidad global.

En la practica se construye la funcién Lagrangiana
Lz, ) ) = /() +ZAJ9J )+ ) (@)
k=1

y se resuelve el sistema de condiciones de Kuhn-Tucker

OL 39] > 8hk ,
0xi - agjl Z:)\ Z 1 r~— :0 Zzl,...,n

hi(z) = 0 k=1,...,s
6@ <0 j=1..m

)\ij(i’) = 0, jzl,...,m

Aj > 0 para minimizar; A\; < 0 para maximizar

Sus soluciones (Z7,...,z5, Af,..., A5, ui, ..., uk) proporcionan, queddndose con las n

*

), candidatos a soluciones del programa y se procede

primeras coordenadas (x7,...,x

como en los casos anteriores.
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Presentacion, analisis y resolucion

del problema

3.1. Presentacion del problema

k
o Sea Ap={0=(01,....00) €R : 0, >0, j=1,... .k » 0;=1} k>2
j=1

k
e Sean cq,¢o,...,c,, numeros reales conocidos tales que ¢; >0, i =1,...,k y E c = 1.
=1
e Sea w = (w1,ws,...,w,) lasiguiente transformacioén lineal de ¢ para cada r fijo, entre
ky k*:

wizﬁlZcﬁ—%ZcH—---—i—Qchl; i=1,...,r

leLil ZGLZ‘Q lELik

donde los conjuntos L;; se definen de la siguiente forma:
Para j fijo (1,...,k) los elementos L;; del conjunto {L;;}i_, verifican:
LiljﬂLigj :®7 il 7&@2 == ]_,...,7“

OLU:{LZ...,k}
i=1

Por tanto, para r fijo, K < r < k*, w define una distribucién de probabilidad finita
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cuya variable aleatoria discreta asociada toma un ntmero r de valores. Es decir:
T
wi >0, i=1...r Y w=1
i=1

Conceptualmente tenemos un experimento con k posibles resultados (Ry, ..., Rx) con
distribucién de probabilidad (61, ...,0;). Sila transformacién lineal redujese la dimen-
sion: (wy,...,w;), r <k, el nuevo experimento observado consistiria en r resultados
(R},...,R]) y nunca podria contener como caso particular el experimento (R, ..., Ry).
Esta es una de las razones de considerar r > k; posteriormente veremos otras razones

de tipo operacional que también justifican esta consideracién.

Las probabilidades w; = w;(0) pueden también definirse a partir del producto Kronecker
0 % c. Dichas probabilidades w;(6), ¢ =1,...,r son sumas de probabilidades de x*c,

es decir:

wi0) = 05 ¢,

Ji,J2

Otra forma de definir w es mediante la siguiente ecuacién matricial:

w = A#f
w1 @11 Az -+ Ak 01
%) Q21 Q22 -+ Ak 0
Wy Ar1 Qp2 - Qg ek

donde A= (a;;), a; >0, i=1,...;r, j=1,...k

siendo:
Q5 = E C| ’izl,...,r,jzl,...,k
leL;;
Claramente para cualquier j = 1,...,k se tiene que
r r k
gaij:E g cl:Eclzl
=1 =1 leL,-j =1
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la tltima igualdad se debe a que U Lij={1,2,...,k} paratodo j=1,...,k. Porlo
i=1
tanto, la matriz A es una matriz estocastica.

Para ¢ = (¢4, ..., ¢) fijo, denotamos por 2 al conjunto:
O ={w=(wi(0),...,w.(0) eR", w= A0, 0 € A}

Para todo ¢ y r se verifica que w;(6) >0, i=1,...,r y Zwi(ﬁ) = 1. Claramente,
i=1

2y C (,. siendo

Q ={w=(w1,...,w,) ER": w; >0, j=1,...,1 ijzl}

Jj=1

En el caso de que w;(f) = 0, VO € /A, para al menos un i, lo cual ocurre cuando
k

Z a;j = 0 < a;; =0 Vj, la dimensién de €2 seria menor que r por lo cual el problema
j=1
inicial se definiria con una nueva matriz A obtenida de la anterior excluyendo la fila(s)

de ceros correspondiente(s).

En el caso particular de r = k, la matriz A es cuadrada, si ademés A es no singular, ésta
define un transformacién lineal biyectiva de R¥ en R*. También, en este caso (matriz
A cuadrada) si todos los conjuntos L;; contienen un tnico elemento y L;;, N L;;, =
0, 71 # jo=1,...,k Vi, entonces la matriz A es doblemente estocdsticay w < 60, w

estd mayorizada por 6 (Definicién 1.2.1).

Sea H el conjunto de entropias, definidas sobre €2, cuyos elementos verifican las
propiedades (ver seccién 1.2.) de continuidad, simetria, siendo ademds funciones que
alcanzan su valor méximo con la distribucién uniforme (propiedades que verifican las

medidas de entropia presentadas en el capitulo I).

Se quiere estudiar el comportamiento de H € H como funcién de 6, H(w(f)) = H(A0)
mas concretamente, caracterizar el valor o valores de 6 que maximizan dicha entropia.

Fijada H € 'H hay que resolver el siguiente programa matematico
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méx H(A6)
s.a.

;>0 j=1,...k 1]

k
Zej =1
j=1

3.2. Método alternativo

Para calcular analiticamente la solucién del programa anterior hay que aplicar el teorema
de Kuhn-Tucker que exige la diferenciabilidad de H y resolver sistemas de ecuaciones
no lineales bastante complejos (formados a partir de las condiciones de Kuhn-Tucker),
lo que supone en la mayoria de los casos la necesidad de utilizar métodos numéricos
que nos proporcionan soluciones aproximadas. Nosotros proponemos a continuacién un
método para la obtencién de una solucion aproximada del programa anterior, solucion

que presenta dos cualidades fundamentales:

1. Se puede considerar bajo determinadas condiciones, como solucién del programa [I]
independientemente de la entropia considerada ya que, entonces, el error cometido

es despreciable.

2. Puede servir como punto inicial para los métodos de optimizacién denominados
“métodos de busqueda directa” que se caracterizan por la no utilizacién explicita
de las derivadas de la funcién objetivo en las técnicas de optimizacion y que per-
miten también como caso especial, calcular la solucién del programa [I] cuando

H € H no es diferenciable.

El método consiste en resolver el sistema (cuando sea compatible)
w® =40 (%

con w® = (1/r,...,1/r), es decir, encontrar 6 € A\, que se transforma en la distri-
bucién uniforme, que es justamente la distribucién en la que cualquier H € ‘H alcanza
el valor maximo absoluto. Si el sistema es incompatible se busca una “seudosolucion”
conocida en la literatura como solucion minimo cuadrdtica del sistema (*), mediante la

resolucion del siguiente programa mateméatico
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min ||w©® — A6)||
s.a.

0;>0, j=1,...k [11]

k
}:@:1
j=1

con ||-|| la norma euclidea.

Entre las ventajas que aporta este método cabe destacar:

a) A la solucién del programa [II] se llega mediante la resolucion de sistemas de

ecuaciones lineales.

b) Para algunas entropias de la familia H como por ejemplo: Rényi de orden 2 y
Havrda y Charvat de grado 2, la solucién del programa [I] coincide con la del

programa [IT].

¢) Respeta la idea intuitiva de que la distribucién 0 € Ay solucién de [II], o es la
que se transforma en la distribucién uniforme w(®, o es la que se transforma en

la més parecida (préxima en norma ecuclidea a w(®).

3.2.1. Caracteristicas de las soluciones de [I] y [II]

1. Sea 03 lasolucién del programa [I] y wj;, = A6}, sea 0* la solucién del programa
1] y w* = Af*, es decir, w* es el punto mas préximo a w(® dentro del conjunto
QF; wy = w* cuando la proyeccién del vector gradiente V H (w*) sobre el plano
determinado por los puntos w*, wi v w(® tiene la misma direccién y sentido que
el vector o = w*w(® . Esta condicién se da obviamente para entropias H € H con
conjuntos de nivel definidos por puntos w equidistantes de w(® como son Rényi

de orden 2 y Havrda y Charvat de grado 2.

2. Una vez fijada la variedad lineal w = Af cada medida de entropia H localizara el
punto 6ptimo sobre ella, wj;, a partir del conjunto de nivel tangente a dicha

variedad. Por contra w* no depende de la medida H elegida.
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3. Para cualquier H € 'H se tiene
H(wj) — Hw") < Hw"") = H(w")
la anterior desigualdad nos proporciona una primera valoracion del error cometido.

Dadas las caracteristicas de los programas [I] y [II] se podria pensar en la equivalencia
entre ambos programas, el siguiente contraejemplo, pone de manifiesto que de forma

general no existe tal equivalencia.

Contraejemplo. Sea

0.2 0
w=1] 08 02 |0
0 08

con 0 € Ay y we )3 C Q3 siendo
O ={w=(w1(0),w2(0),ws(0)) € U3/ w= A0, 0 € Ny}
que se puede expresar como:
QB ={weQ/wy=3w1 +02, w3=1—w; —ws}

Se puede comprobar que la solucién del programa [I] (que se ha obtenido utilizando un programa de
calculo simbolico) con la entropia de Shannon es 6%, = (0.55,0.45), que se transforma por w = A6 en

wp, = (0.11,0.53,0.36) como el punto de la variedad lineal € de méxima entropia.

Por otra parte la solucién del programa [II] es 8* = (0.5,0.5) que se transforma por w = Af en
el punto w* = (0.1,0.5,0.4) como el mas proximo de los pertenecientes a la variedad lineal Qf a
w©® = (1/3,1/3,1/3), por tanto, los dos programas no son equivalentes. Los valores de la entropia de

Shannon para estas distribuciones son:
H(A0%,) = H(wgy,) = 0.947
H(A0") = H(w*) = 0.943.

Aunque la diferencia entre 0%, y 0* puede parecer significativa, la diferencia entre los valores de la

entropia que producen A%, y A0 es insignificante.
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3.2.2. Analisis del error cometido

En algunas situaciones se puede considerar como solucién del programa [I] la solucién
aproximada obtenida mediante el programa [II] independientemente de la entropia fijada
ya que entonces el error cometido es despreciable. Tal es el caso de determinadas varie-
dades lineales (que analizaremos posteriormente), o de aquellas medidas de entropia de
la familia H cuyos conjuntos de nivel mantienen una cierta “esfericidad”, es decir, uni-
formidad de las distancias entre los puntos que forman dichos conjuntos de nivel y w(®.
También, si w* estd préximo a w® el error serd pequefio. Analizamos a continuacién

esta situacion:
1. Fijado r > k.
2. Fijada la variedad lineal w = A6

3. Sea w* = A0*, es decir, el punto de la variedad lineal tal que

|w* = @] = min [jw - w @]
w=A0

4. Sea wjy = A0}, es decir, el punto de la variedad lineal tal que, para la entropia

HeH

mdx H(w) = H(wy)

5. Supongamos que w* es un punto préximo a w©®, es decir |[w* —w®|| <6

Vamos a estudiar el error cometido, en unidades de entropia, al elegir el punto w* en
lugar de wj;. Para ello vamos a acotar el valor de H(wj;) — H(w*). Teniendo en cuenta
que esta diferencia depende de la entropia elegida H, parece mas razonable estudiar el
error relativo:

H(wy) — H(w")
H(w®)

AH" =

es decir, la pérdida relativa de entropia, en relacién a la entropia méxima H(w(®).

Las situaciones que pueden presentarse, segin las diferentes entropias son:
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a) wj estd alejado de w*

Esta situacion sélo puede ocurrir si el crecimiento de H en la direccién del vector w*wy,

es muy lento en relacién al crecimiento en la direccién del vector w*w(©.

Por la continuidad de la entropfa H, existe un punto wi pertenenciente al segmento
[w*,w®] tal que H(wf) = H(wi) es decir, el conjunto de nivel al que pertenece w

pasa por dicho punto y evidentemente se verifica que

[l = will < [l —w @] <6

es decir, w* y wi son puntos préximos.

Fijado a > 0, sea ey = aH(w®) > 0, entonces, por la continuidad de H, existe un

o0y > 0 tal que si

|H(w) — H(w")]

w)
H(wO)

|w* —w|| <0 = <«

por tanto

H(wgy) — H(w")
H(wO)

=AH" <« (por ejemplo a = 0.1)
para todo H, § < dg.
b) wj estd préximo a w*
|lw* —wyll <6
por la continuidad de H se tiene que

. Hwy) — HWw")
AH* = H@O) <«

para todo H tal que ¢ < dp.

Por otra parte si H es diferenciable, dada la proximidad entre wj, y w* se pueden
utilizar las aproximaciones del incremento de H que se deducen de la diferenciabilidad

de H.

H(wy) = H(w) = [[VH(@W)|||wy — w"[[cosa

55



Capitulo 3. Presentacion, analisis y resolucion del problema

*

con «a el dngulo que forman los vectores VH (w*) v w*wj;.

Si H es concava en 2\

H(wy) = H(w?) < [[VH(W)||[|lwy — w*[[cosa

luego

H(wy) — H(w") < [[VH(w")][0
de nuevo, la medida H elegida influye determinantemente en AH.

Por tltimo, tal como se comentaba al principio de esta seccion, existen unas determina-

das variedades lineales cuyas propiedades merece la pena comentar.
1. Sea r >k

2. Sea w = A6, la variedad lineal tal que w;, = ¢, wy,, = ¢o, ..., w;, = ¢, con

h

c>0,i=1,... h; Zcz- <1y r—h >k (esta ultima desigualdad permite
i=1

que la matriz A pueda ser de rango completo)

h

entonces el punto w" de componentes

h
-3
L _ i=1 _
w;’ = — Il=h+1,...,r
wi(ll) = q l=1,...,h

es el punto més préximo a w(® entre los que verifican la condicién 2 anterior.
Si wl € 40 = wM) = w* = Wi para cualquier entropia, por ser wV) la “distribucién

uniforme” dentro de la variedad lineal.

De aqui, se deduce que para variedades lineales tales que uno o varios w; verifiquen:
i <w;<c+e (e pequeno)

las soluciones w* y wj; coincidirdn practicamente para toda entropia.
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3.2.3. Ejemplos de acotaciéon del error

Una cota para AH*, sencilla de calcular para cualquier entropia H, una vez fijada la

variedad lineal w = A#), es la siguiente

H(w®) — H(w")

=AHY
H(wO)

AH* <

Las tablas 1, 2 y 3 muestran para diferentes medidas de entropia y diferentes distancias
§ = ||lw* — w9, con r = 3, los valores maximos de AH® para cualquier variedad

lineal.

Interpretaciéon: Fijado § y el parametro de la entropfa, AH® es menor o igual que la

cantidad que aparece en la casilla correspondiente.

Tabla 1. Entropia de Rényi de parametro t.

marAH© t=1/2 t=2 t=3 t=4
§=0.1 0.0065 0.02 0.041 0.054
§=0.2 0.0347 0.102 0.147 0.189
§=03 0.0910 0.213 0.295 0.345
§=0.4 0.2690 0.353 0.447 0.501
§=05 0.3560 0.509 0.595 0.639

Tabla 2. Entropia de Havrda y Charvat de parametro s.

maz/NH O s=1/2 5s=2 s=3 s=4
0=0.1 0.0086 0.013 0.013 0.0065
0=0.2 0.0434 0.061 0.047 0.0326
0=0.3 0.1173 0.135 0.101 0.0826
0=04 0.3304 0.241 0.208 0.1611
0=0.5 0.4261 0.375 0.339 0.273
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Tabla 3. Entropia de Shannon.

5 max/\NH©)

0=0.1 0.015
0=0.2 0.062
0=0.3 0.153
0=04 0.331
0=0.5 0.432

Observaciones

1. Diremos que una variedad lineal esté alejada cuando w* no pertenezca a la bola

la distancia entre el

r —

cerrada de centro w® y radio siendo
2r

punto w® = (1/r,...,1/r) y el punto medio del segmento que une cualquier

par de vértices del conjunto 2., por tanto, los resultados de las dos tltimas filas

corresponden a pérdidas relativas para variedades lineales alejadas ya que

r—2 1
\/ =141/ ==0,4082.
2r \/; '

2. Las cotas presentadas en las tablas son sélo eso. No quiere decir que AH* tenga

ese orden de magnitud. Si se fija la variedad lineal se pueden obtener los valores

exactos de AH* que seran inferiores a los de las tablas.

3. Analizadas las tablas se observa que en el caso de la entropia de Rényi (Tabla 1)
es conveniente disminuir el valor del pardmetro ¢ para reducir el error AH*. En el
caso de la entropia de Havrda y Charvét (Tabla 2) es conveniente aumentar el valor
del pardmetro s, (s > 1) para reducir dicho error. Aumentar o disminuir, exage-
radamente, los valores de los parametros ocasiona generalmente una pérdida de

poder discriminante de las entropfas frente a distribuciones “préximas” w®, w(®?.
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Por otra parte, fijado o = 0,1 la desigualdad

se verifica para todo w* tal que:

1.

2.

H entropia de Shannon
||w* —w@]] < 0,24

H entropia de Rényi (1 <t <5)
||w* —w@]| < 0,17

3. H entropia de Havrda y Chérvat (2 < s < 6)

||lw* —w®@]] <0,3

Conclusiones:

Fijado el problema a resolver, como el definido por el programa [I], se pueden estalecer

las siguientes consideraciones:

1.

Fijada la variedad lineal, la distribucién de maxima entropia wj; = Af}; depende
de la medida de entropia escogida, en contra de la idea intuitiva de que fijada la va-
riedad lineal, la maxima entropia es una cualidad de una determinada distribucién

y no depende del instrumento de medida elegido.

Para puntos w* préximos a w®, la solucién del programa [II], w* resulta una
buena aproximacién de la solucién del programa [I], independientemente de la

entropia elegida.

Se deben preferir las entropfas cuyos conjuntos de nivel mantengan una cierta
“esfericidad”, es decir, uniformidad de las distancias entre los puntos que forman

0) pues en tal caso, se asegura la proximidad entre la

los conjuntos de nivel y w(
solucién del programa [I] y la solucién del programa [II] independientemente de

cual sea la variedad lineal fijada.

Para las entropias: Rényi de orden 2 y Havrda y Charvat de grado 2, la soluciéon

del programa [I] coincide con la del programa [II].
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3.3. Formulacién del programa

1. El problema de programacién matematica que debemos resolver es el siguiente:

3\

min ||w©® — A6
s.a.

;>0 j=1,... .k

k
> 0 =1
j=1

o de forma equivalente

min Hw(o) — A0||?
s.a.

0;>0, j=1,...,k % [11]

k
> =1
j=1

2. Caracteristicas de la funcion objetivo y de la region factible.

a) Funcién objetivo

r k 2
1
GO) =lw® = A9 = (; —Zaiﬂ])
i=1 j=1

es una funcién continua y diferenciable en R* como funcién de 6.

La matriz Hessiana
HG(0) = 2(hij)ij=1,..
es una matriz simétrica con

I8
2 2 2 2 .
hii:} Ay = ay; + Ay + -+ ay 1=1,...,k
=1

T

hij:hjizzalialj i£j=1,...,k

=1
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La matriz HG(#) puede escribirse:
HGO)=2AA

Al ser A" A una matriz semidefinida positiva, si A es de rango completo A’ A
es definida positiva, lo que implica que HG(6) serd semidefinida positiva o defini-
da positiva dependiendo del rango de A (Proposicién A.2.2). Por tanto G(6) es
una funcién convexa en ambas situaciones, siendo estrictamente convexa cuando

la matriz A sea de rango completo (Proposicién 2.1.2).

El conjunto de soluciones factibles
k
Ap={0=(01,....0,) €R*: 0, >0, j=1,....k Y 6;=1}
j=1

es cerrado, acotado y convexo.
Demostracion.

Es cerrado, pues su complementario es abierto, y acotado, pues existen bolas de
radio finito que lo contienen (ver definicién B.1.1). Demostraremos que es convexo
utilizando la definicién de conjunto convexo; es decir, tenemos que demostrar que

para cada par de puntos 81, §®) € A, y para todo A € [0,1] se verifica que
0 =MW + (1 - 21)0? € A,.

Sea 03 = (6% ... 0%); 63 = (A" + (1 =10 00 + (1 — 00D,
luego 9](3) = )\0](1) +(1-— )\)0](2), 7 =1,...,k de donde se desprende que

9§3)20j:1,...,k y como

k
SO =AD 0 (=N Y0 = A+ (1) =1

queda demostrado que ©) € A, y por tanto A\ es convexo.
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3. Consecuencias.

Como la funcién objetivo es convexa y el conjunto /Ay es convexo, el problema de mi-
nimizacién [II] es convexo para minimo y el teorema fundamental de la programacién
convexa (Teorema 2.2.3) garantiza que si #* es un minimo local, entonces es un minimo

global, siendo convexo el conjunto de todos los minimos del programa.

Puesto que Ay es un conjunto cerrado y acotado y G(6) es continua en A\, el teo-
rema de Weierstrass (Teorema 2.2.1) garantiza que G() alcanza un valor minimo en

Ay luego el conjunto de soluciones del programa [II] es no vacio.

Las condiciones de Kuhn-Tucker caracterizan las soluciones globales en programas con-

vexos, tanto de minimizacién como de maximizacion.

Todo 6* que verifique las condiciones de Kuhn-Tucker sera un minimo global.

3.4. Resolucion del programa

Como se trata de un programa convexo de minimizacion, las condiciones de Kuhn-
Tucker son condiciones necesarias y suficientes para la existencia de 6ptimo global 6*
(no necesariamente inico) que serd inico cuando la funcién objetivo sea estrictamente

convexa.

Estas condiciones en nuestro caso son las siguientes:

oL
1) —(0") = =1,... .k
(1) aej() 0 j=1...,
(2) X0;=0 j=1,...,k
(3) 6:>0 j=1,... .k
(4) A <0 j=1..k
k
(5) Y 05 =1
j=1

siendo L la funcién Lagragiana:
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L1, 0k M A

j=1 j=1

)

Para resolver analiticamente el programa, hay que encontrar las soluciones del siguiente

conjunto de ecuaciones formado por las condiciones de Kuhn-Tucker.

r k
1
(1) —2<E a”(;—g a1l95>>+)\3—|—,u:0 ]:1,,]{,’
i=1 =1

(2) X0;=0
3) ;>0
(4) A, <0
(5) Y ;=1

j=1,...,k
j:17' 7k
j:17' 7k

es decir, hay un total de 4k + 1 condiciones. Obsérvese que p puede tomar cualquier

valor en R por ser el mutiplicador correspondiente a una restriccion de igualdad.

Las hipdtesis que podemos hacer sobre los valores que toman los A;,

i=1,...k

atendiendo a las restricciones que se saturan (comenzando por el caso en el que no se

satura ninguna restriccién) se resumen en los siguientes 2% — 1 casos:

1. )\1:)\2::)\k20
2. )‘il :>\i2:---:)‘ik,1 :0,
3. )‘il :>\Z2::)\1k—2:0’

i <idg < ...<ip1€{l,...,k};

i <ig<...<ipo€{l,....k};

k
Z.1<Z.26{1a"'7k;};

2
. k
ie{l,....k} casos.

casos

casos

casos
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En el caso k+ 1, se saturan todas las restricciones (A; < 0, Ay < 0,---, Ay < 0) por

tanto ha de verificarse el sistema:

O +0+ - -+0,=1
que carece de solucion.

Dada la forma de las restricciones del programa, es facil demostrar que se verifican las
condiciones de regularidad (citadas en el capitulo anterior) en cada uno de los casos.

Nota.- En adelante se utilizara la notacién matricial presentada en el apéndice A.
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3.4.1.

rg(A) = k, A matriz de rango completo

Para encontrar la soluciéon del programa que va a ser unica, pues la funciéon objetivo

es estrictamente convexa, y esta grarantizada su existencia por el T. de Weierstrass,

analizamos cada uno de los casos citados anteriormente, teniendo en cuenta que cuando

encontremos un #* en alguno de estos casos que verifique las condiciones de Kuhn-

Tucker no sera necesario seguir.

Caso 1.

Si A1 = Xy =--- = X\ =0 resulta el siguiente sistema de ecuaciones lineales, formado

por las condiciones (1) y (5).

[ k k k
ail a1 Gar1
—2 T ail Z ay;0; | + o as1 a0 | + -+ . arl Z ar;0; +u
=1 =1 =1
[ a k a k " k
12 22 2
—2 , — a9 Z a1j9j + 7 — agy anGj + + T — Ar2 amﬂj + 1%
=1 =1 =1
a k a K a k
1k 2% rk
-2 - alk Z a;0; | + e ask a0 | + -+ e Qrk ar;0; + u
j=1 j=1 j=1
0 + 0 + + 0 =
T
y considerando que g a;; =1, j7=1,...,k llegamos a este otro sistema equivalente

=1
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r r r 9
2 (Z a%) 91 + 2 <Z ailaﬂ) 02 + -+ 2 (Z aﬂaik> 9k +up = ;
i=1 i=1

=1

r r r 9
2 (Z aigaﬂ) 91 + 2 (Z a?2> 92 + -4+ 2 (Z a,,-gaik) Qk +u = ;
=1 i=1

i=1
............................................................................... [1]
T T T 2
2 <Z aikaﬂ) 01+ 2 <Z aikai2> O +---+2 (Z a?k) Op +pn = -
=1 =1 i=1
1 + O + - + O = 1 |
La matriz formada por los coeficientes de los 0;, j =1,---,k correspondientes a las k

primeras ecuaciones coincide con la matriz hessiana HG(0), es decir 2(h;j);j=1,. k ©

2A'A.

Si llamamos a esta matriz Hj las matrices de coeficientes y ampliada del sistema [1]

SO1:

H, 1 H, 1 N,
M= / k kx1 : M* = / k kx1 kx1
1l<:><1 O 1k><1 O 1
kwveces kveces

—~— ——
siendo 1., =(1...1), O=(0), N y=(2/r...2/r) vy 1=(1)

por tanto, M es una matriz cuadrada de orden (k+1) x (k+1) y M* es una matriz

de orden (k+1) x (k+ 2).

Estudio de la compatibilidad del sistema [1]. Resolucién

Se trata de un sistema de ecuaciones lineales, por el teorema de Rouche-Frobenius el

sistema es compatible si y sélo si rg(M) = rg(M*).

a) Estudio del rango de M

El rango de M viene determinado por el rango de A cuando A es de rango completo

como se refleja en las siguientes proposiciones:
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Proposicion 3.4.1.

Dada la matriz

M = Hn 1n><1
1;x1 0
~
donde H, es simétrica con elementos reales, 1/, =(1...1), O = (0).

Si H, es definida positiva, entonces M es no singular.

Demostracion.

Tenemos que demostrar que si H, es definida positiva entonces |M| # 0. Por ser
H, definida positiva la forma cuadréatica ¢(z) = z’H,Z con matriz asociada H, es
definida positiva, y por definicién ¢(z) > 0, para todo z € R", z # 0 por tanto ¢(7)

es definida positiva en cualquier subconjunto de R"™; en particular, en el conjunto
S={zeR"/z1+x3+ - 4+2,=0}={z€R"/Bx =0}

con B = (1...1), luego la forma cuadrética restringida ¢(z) = z’H,Z sujetaa BT =0

es definida positiva.

Por el lema A.2.1 (Apén. A) (obsérvese que aqui m =1 y rg(B) = 1) existe una forma
cuadrdtica ¢*(y) = §’'Ey con y € R"! con matriz asociada E, tal que ¢* es definida

positiva, lo que nos permite afirmar que |FE| # 0.

Por el Lema A.2.2, en nuestro caso para i =n — 1, se obtiene que |M|=—1-1-|F]

y al ser |E| # 0= |M|# 0, como querfamos demostrar.

Proposicion 3.4.2.

Dada la matriz

M _ Hn ]-n><1
1;x1 ()

n veces

donde H,, es simétrica con elementos reales, 1/ ;= (1...1), O = (0).

Si H,=2B'B y B es de rango completo, entonces M es no singular.
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Demostracion

Tenemos que demostrar que si B es de rango completo |M| # 0. Por ser B de
rango completo H,, = 2B'B es definida positiva (Proposicién A.2.2) luego aplicando la

proposicion anterior queda demostrado que M es no singular.

En nuestro caso rg(M) =k + 1

b) Estudio del rango de M*

El rango de la matriz M* es k + 1 pues existe un menor de orden k£ + 1 formado por

sus primeras k + 1 columnas distinto de 0.

c¢) Resolucién

Como rg(M) = rg(M*) = k+ 1 = ntmero de incdgnitas, el sistema es compatible
determinado, por tanto la solucién es tnica pudiéndose obtener ésta por las conocidas

formulas de Cramer:

0r = | Mo, j=1,... .k
7 |M]
* |M/¢‘
M =
| M|
siendo:
My, la matriz que se obtiene de M reemplazando la columna j-ésima j = 1,...,k por

la columna de términos independientes

M,, la matriz que se obtiene de M reemplazando la columna (k + 1)-ésima por la

columna de términos independientes.

Necesitamos finalmente verificar que estos 6, j=1,...,k cumplen las condiciones de
Kuhn-Tucker (p puede tomar cualquier valor en R) que en nuestro caso se reduce a la

condicién (3) es decir §; >0, j=1,... k.
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Caso 2. )\11:>\22::)\ :0, i1<i2<...<ik_1€{1,...,k}

lg—1

Supongamos, sin pérdida de generalidad, que A, = Ay, h=1,...,k — 1. El sistema
de ecuaciones lineales que resulta teniendo en cuenta las condiciones (1), (2) y (5) de

Kuhn-Tucker, es el siguiente:

k—1 k—1 k—1
aiy a21 QA1
72 7 — a1l : aljﬁj —+ T 7&21‘20,2]'0]' + -4+ 7 faMZamﬂj + 1% = 0
Jj=1 Jj=1 Jj=1
[ a k—1 a k—1 a k—1 i
12 22 2
—2 — —any ayl; | + | == —an) ayl; | +-+ | —anp) ayli || +p = 0
r ; r ; r ;
Jj=1 Jj=1 Jj=1
a k—1 a k—1 a k—1
1k 2k k
-2 T — a1k aljﬁj 4+ T — a2k azjej + 4 % — Qpk amﬂj + Ae + o = 0
j=1 j=1 j=1
0 + O + -+ + O =1
,
y considerando que E a;; =1, 7=1,...,k, llegamos a este otro sistema equivalente

T T s
2
2 20 2 aaiz | 0 2 aaik—1 | Or— = =
(;aﬂ) 1+ <;a 1G2> P + (;a 10k 1) k-1 + " ;
T T s 2
2 ioai1 | 0 2 206 2 i20ik—1 | O = =
<;a 20 1) 1+ (Z%g) >+ + (;azak 1) k-1 T o .

I T T 2
2 (Z aikaﬂ) 6 + 2 (Z aikai2> b + -+ 2 (Z aikaik1> 1 + Aetp = -
=1 =1 i=1

0 + 02 + + Ok = 1

La matriz formada por los coeficientes de los 6;, j =1,...,k —1, correspondientes a
las k£ primeras ecuaciones, es una submatriz de la matriz hessiana Hj; que se obtiene

eliminando la columna k-ésima de la msima. Si llamamos a esta matriz Hyy—1) v la
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particionamos de la siguiente forma:

Hg—
Hpx(k—1) = H( :
1x(k—1)

con Hg._q1y matriz cuadrada de orden (k — 1) formada por las & — 1 primeras filas
de Hpyx(k—1) (en definitiva, H_1) es la matriz que resulta de suprimir la dltima fila y
columna de Hy )y Hiy(k-1) la matriz de orden 1 x (k — 1) formada por la fila k-ésima

de Hpx -1y, entonces las matrices de coeficientes y ampliada del sistema [2] son, res-

pectivamente
Hp—1y  Op—x1 lag—1x1
M = Hyx -1y 1 1 7
1(kfl)xl 0 @
Hi—1y  Og—nx1 lag—nx1 Ne-1)x1
M* = Hiy k-1 1 1 Ny
(k—1wveces)
——
siendo O(x—1)x1 la matriz nula de orden (k —1) x 1, N(’k_l)Xl =(2/r---2/r),
(k—1)
—

NIZ(Q/T); 1/(k—1)><1:(17"'71)7 1:(1> y O:(O)

M es por tanto, una matriz cuadrada de orden (k+ 1) x (k+1) y M* es una matriz

de orden (k+1) x (k+2).

Estudio de la compatibilidad del sistema [2]. Resolucién

Se trata de un sistema de ecuaciones lineales, por el teorema de Rouche-Frobenius, el

sistema es compatible si y sélo si rg(M) = rg(M*).

a) Estudio del rango de M

En este caso el rango de M es k + 1.
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Demostracion. Tenemos que demostrar que |M| # 0. Desarrollando dicho determinante

por la columna k-ésima, resulta que

Hip—yy Te—1x1
M = (1)

1(k—l)><1

H_1) es definida positiva por serlo Hj (proposicién A.2.1) luego por la proposicién

3.4.1. M es no singular por lo que rg(M) =k + 1.

b) Estudio del rango de M*

El rango de la matriz M* es k + 1 pues existe un menor de orden k + 1 formado por

sus primeras k + 1 columnas distinto de 0.

c) Resolucién

Como rg(M) = rg(M*) = k+ 1 = ntmero de incdgnitas, el sistema es compatible
determinado, por tanto, la solucién es tinica pudiéndose obtener ésta por las conocidas

formulas de Cramer:

9.*:_}M9j‘ j=1,...k—1
T M
| M|
)\* — k
f M
* |MM|
| M|
siendo:
Mp,; la matriz que se obtiene de M reemplazando la columna j-ésima, j =1,...,k—1

por la columna de términos independientes

M,, la matriz que se obtiene de M reemplazando la columna k-ésima por la columna

k

de términos independientes

M,

, la matriz que se obtiene de M reemplazando la columna (k + 1)-ésima por la

columna de términos independientes.
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Necesitamos finalmente verificar que se cumplen las condiciones de Kuhn-Tucker que en
este caso son las condiciones (3) y (4), 07 >0, j=1,....,k =1,y \; <0 (p puede

tomar cualquier valor en R).

Para cualquier otra reordenacion de los A;, =0, h = 1,...,k — 1, siguen siendo vali-
das las conclusiones sobre el estudio de la compatibilidad y resolucién del sistema [2],
obtenidas anteriormente ya que, aunque la matriz M no esté particionada de la misma
forma en la que aparece anteriormente, se sigue verificando que |M| # 0 por las mismas
razones expuestas, basta desarrollar dicho determinante por la columna adecuada para

cada caso.
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Caso 3. )\11:>\22::)\1k—2:0? i1<i2<...<ik_26{1,...,/{?}

Supongamos, sin pérdida de generalidad, que A, = Ay, h = 1,...,k — 2. El sistema
de ecuaciones lineales que resulta teniendo en cuenta las condiciones (1), (2) y (5) de

Kuhn-Tucker, es el siguiente:

k—2 k—2 k—2
ail a21 ar1
-2 — —a a1;0; | + — —a g az;6; + -+ —a E ar;b; + =
|: ( r 11 =~ 15 ]) ( r 21 =~ 2] j) ( r 1 = ] g):| 14

a1 k—2 a2 k—2 ary k—2
-2 — —ai2 a;0; | + | — —a22 azif; | +---+ "= arg Z ar;0; tu =
r j=1 r =1 r =1

k—2 k—2 k—2
alk— agk — Aprk—
-2 [(11:”1 —a1k—1 E a1j9j) + (2’;1 — agk—1 E a2j9j> +o (Tﬁ,l — k-1 E arjej):| + A1 +p =

j=1 j=1 j=1

k—2 k—2 k—2
-2 M — a1 aljej + aik_a2kza2j9j 4+ 4+ Ark _arkzarjej +>\k: +pu _
T s} T s T s
01 + 02 + - + Opo =
,
y considerando que E a;; =1, 7=1,...,k, llegamos a este otro sistema equivalente

=1

s T ™
2 (Z a?l) 01 + 2 (Z ailai2> O + - + 2 (Z ailllik2> Op—2 + peo= o
i=1 i=1 i=1

T T T
2
2 (Z ai2ai1> 01 + 2 <Z a,%) 0 + - + 2 (Z ai2aik—2> Op—2 + o= -
i=1 i=1 i=1 T
T ™ T 2
2 (Z aiklaﬂ) 01 + 2 (Z aiklai2> 0 + -+ 2 (Z aiklaik2> Op—2 + Ap—1tp = -
i=1 im1 im1

™ ™ s

2

2 (E aik“il) 01 + 2 (E az‘kai2> Oy + -+ 2 <E aikaik2> Op—2 + Ak +p = =
=1 =1 =1

01 + 02 + + O —o2 = 1

La matriz formada por los coeficientes de los 6;, j =1,...,k — 2, correspondiente a
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las k£ primeras ecuaciones, es una submatriz de la matriz hessiana Hj; que se obtiene
eliminando las dos ultimas columnas de la misma. Si llamamos a esta matriz Hyy (x—2)
y la particionamos de la siguiente forma
Hj-2)

Hyx(k—2) =

Hoy (k—2)

con H_o) matriz cuadrada de orden (k — 2) formada por las k& — 2 primeras filas de
Hyx(k—2) ¥ Hax(k—2) la matriz de orden 2 x (k —2) formada por las dos tltimas filas de

Hj.x(k—2), entonces las matrices de coeficientes y ampliada del sistema [3] son, respecti-

vamente
Hp—2)  O@g—2)x2 la—2)x1
M = Hoy (k—2) I, Tasxy ,
1(k72)><1 O1x2 @
Hp—2)y  Op—)x2 l—2)x1 Np—2)x1
M* = Hyy (k-2 I Lax1 Nos1

siendo I, la matriz identidad de orden 2, O;ys la matriz nula de orden j x 2,

J veces J veces
Njsy = (2/r---2/r), 15, =0---1), 1=(1) y O=(0).

M es por tanto, una matriz cuadrada de orden (k+1) x (k+1) y M* es una matriz

de orden (k+1) x (k+2).

Estudio de la compatibilidad del sistema [3]. Resolucién.

a) Estudio del rango de M

En este caso el rango de M es k+1

Demostracion. Tenemos que demostrar que |M| # 0. Desarrollando dicho determinante
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por las columnas k — 1 y k, resulta que

| — (1)1 Hp—2y Tr—2)x1
M| = (=1)"""*"
1 O

(k—2)x1

H;_9) es definida positiva por serlo Hj (proposiciéon A.2.1), luego por la proposicién

3.4.1. M es no singular por lo que rg(M) =k + 1.

b) Estudio del rango de M*

El rango de la matriz M* es k+ 1 pues existe un menor de orden k£ + 1 formado por
sus primeras k + 1 columnas distinto de 0.
c¢) Resolucién

Como rg(M) =rg(M*) = k+ 1 = ntmero de incdgnitas, el sistema es compatible de-

terminado, por tanto, la solucién es tinica y se puede obtener por las conocidas formulas

de Cramer
0r = | Mo, j=1,.. . k=2
7 |M]
S LYl
T M
* |M/¢‘
M =
| M|
siendo:
Mp,; la matriz que se obtiene de M reemplazando la columna j-ésima, j =1,...,k —2

por la columna de términos independientes

My, la matriz que se obtiene de M reemplazando la columna j-ésima, j =k — 1,k

por la columna de términos independientes

M,, la matriz que se obtiene de M reemplazando la columna (k + 1)-ésima por la

columna de términos independientes.

Necesitamos finalmente verificar que se cumplen las condiciones de Kuhn-Tucker que en
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este caso son las condiciones (3) y (4), 07 >0, j=1,...., k=2, y A} <0, j=k-1k

(p puede tomar cualquier valor en R).

Para cualquier otra reordenacién de los \;, =0, h =1,...,k — 2, siguen siendo vali-
das las conclusiones sobre el estudio de la compatibilidad y resolucién del sistema [3],
obtenidas anteriormente ya que, aunque la matriz M no esté particionada de la misma
forma en la que aparece anteriormente, se sigue verificando que |M| # 0 por las mismas
razones expuestas, basta desarrollar dicho determinante por las columnas adecuadas

para cada caso.
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Casos 4 al k —1.

=N\, , =0,

Tk—1

Supongamos, sin pérdida de generalidad, que X\;, = A\p, h =1,...,

de ecuaciones lineales que resulta teniendo en cuenta las condiciones (1), (2) y

Kuhn-Tucker, es el siguiente:

2 (Z 031 0 + 2 (Z aij1a;o | 0o+ ---
=1 =1

2 (Z aizaq | 01+
=1

)
)
)
)

.
01+2 (Z Qik—1+10:2
i=1
_|_

z(Zazk ) o z(Zabk s) Ot -
=1

2 <Z aira;1 | 01+ 2 (Z QiR | O+ - --
i=1 i=1

01 +

La matriz formada por los coeficientes de los 0;, j =

eliminando las [ dltimas columnas de H. Si llamamos a esta matriz Hyx -y y la par-

ticionamos de la siguiente forma:

)
)
)
:
)

Hj—i

Hpx -ty =

Hys k-

con H_; matriz cuadrada de orden (k — 1) formada por las k — [ primeras filas de
Hyx -1y ¥ Hix@x-1) la matriz de orden I x (k —[) formada por las [ tultimas filas de

Hyx (k—1), entonces las matrices de coeficientes y ampliada del sistema anterior son, res-

pectivamente

1 <ig <...

2 (ia?z Oo+ -
=1

O+ --- 42

02

<’ik,lE{1,...

7k}7

k-

las £ primeras ecuaciones, es una submatriz de la matriz hessiana Hj; que se obtiene

1=3,... k-2

k — [. El sistema
(5) de

Or—1 +p =
Or—1 +p =
Ok—1+ Ak—i+1 +u =
A—1 +p =

e +p =

[, correspondiente a
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Ho—y  Ow-nxi Lg-x1

M = Hyy (k- I Lix1 ,

1/(kfl)><1 O1x O

Ha—ty Ou—nxi Lg—nx1 Nu—nxi

M* = Hys k- I Lix1 Nix1

siendo [; la matriz identidad de orden [, O;y; la matriz nula de orden j x ,

J veces J veces
Nigy = 2/r---2/r), iy =(1,...,1), 1=(1) y O=(0).

M, es por tanto una matriz cuadrada de orden (k+1) x (k+1) y M* es una matriz de

orden (k+1) x (k+2).

Estudio de la compatibilidad del sistema [4]. Resolucién

a) Estudio del rango de M

El rango de M es k+1 para [ =3,...,k— 2.

Demostracion. Tenemos que demostrar que |M| # 0. para | = 3,...,k — 2. Desarro-

llando dicho determinante por las columnas £ — 1+ 1,...,k, resulta que

Hp—y lg—pxa
M| = (1))
1(k—l)><1 0
H.—;y es definida psositiva por serlo Hy luego, por la proposiciéon 3.4.1. M es no

singular por lo que rg(M) = k + 1.

b) Estudio del rango de M*

El rango de la matriz M™* es k + 1 pues existe un menor de orden k£ + 1 formado por

sus primeras k4 1 columnas distinto de 0.
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c¢) Resolucién

Como rg(M) = rg(M*) = k+ 1 = ntmero de incdgnitas, el sistema es compatible
determinado, por tanto la solucién es tnica pudiéndose obtener ésta por las conocidas

formulas de Cramer

9*—% j=1 kE—1, =3 k—1
Vi ‘M’ ? 9 J ? 7
)\*—M j=k—-101+1 k, 1=3 k—1
Vi |M’ J 7 9 9 )
* |MP«‘
| M|
siendo:
My, la matriz que se obtiene de M reemplazando la columna j-ésima, j =1,...,k—1

por la columna de términos independientes

My, la matriz que se obtiene de M reemplazando la columna j-ésima, j =k — [ +

1,...,k por la columna de términos independientes

M, la matriz que se obtiene de M reemplazando la columna (k + 1)-ésima por la

columna de términos independientes.

Necesitamos finalmente verificar que se cumplen las condiciones de Kuhn-Tucker que
en este caso son las condiciones (3) y (4), 05 >0, j=1,....,k—1, y A} <0, j=
k—1+1,...,k (pu puede tomar cualquier valor en R).

Para cualquier otra reordenacién de los \;,, h =1,...,k — [, siguen siendo validas las
conclusiones sobre el estudio de la compatibilidad y resolucién del sistema [4], obtenidas
anteriormente ya que, aunque la matriz M no esté particionada de la misma forma en
la que aparece anteriormente, se sigue verificando que |M| # 0 por las mismas razones
expuestas, basta desarrollar dicho determinante por las columnas adecuadas para cada

caso.
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Caso k. \; =0, jed{l,....k}

El caso k es especial pues supone que solamente existe un 6;, # 0 y que por la condiciéon
(5) de Kuhn-Tucker, va a ser ¢, = 1 (distribucién degenerada). Para averiguar que 6;

de entre 61,...,0; es el adecuado, tenemos dos opciones:

La primera se basa en que

w = A#f
w1 11 aiz2 - Aik 61
%) Q21 Q22 -+ Ak )
Wy Ar1 Qp2 - QApg 9k
es decir, W' = (ay;0;,a9i0;,...,a,50;) = (ayj, as;, ..., a,5) = a¥, vector cuyas com-

ponentes son los elementos de la columna j-ésima de A, luego, bajo las condiciones
senaladas, a la solucién del programa [II] se llega a través de las columnas de la matriz
A, precisamente de aquella que haga minimo |[w® —a"||, j = 1,... k, por tanto
no es necesario resolver ningin sistema. Se calculan los valores de ||w(® — a|| para
j=1,...,k y siel menor valor de los calculados corresponde a la columna h-ésima,

he{l,...,k} se toma 6, = 1.

El segundo utiliza las condiciones de Kuhn-Tucker de la misma forma que en los casos

anteriores, luego consiste en ir resolviendo para j =1,...,k los sistemas de k ecuacio-
nes con k incégnitas (A, ..., A\j_1, Aj1, ..., Ag, 1), expresados en forma vectorial como
sigue:

2hej + Aj + i = Nix1 [5]

siendo 27z.j J = 1,...,k el vector cuyas componentes son los elementos de la co-
lumna j-ésima de la matriz 2A’A; /_\;- = (A, N, 0000, ), d =10k,
k veces k veces

_ — —N—
g= (1. .. )y Noy=2/r,....2/r).

El sistema [5] que es compatible deteminado aporta los canditados a solucién del pro-
grama [I1], solucién que se encuentra cuando se verifica la condicién (4) de Kuhn-Tucker

es decir A < 0.
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3.4.2. Caso particular

Si la matriz A es cuadrada y no singular, existe A~! y es posible buscar la solucién
0* € A del programa de una forma alternativa mucho més directa y que consiste en

resolver el sistema compatible determinado w® = Af o expresado en forma matricial

1/k 0,
1/k O

En definitiva lo que se busca es el 0* € A, que se transforma en la distribucién uniforme,
pues cualquier entropia alcanza su valor maximo absoluto con esta distribucién y por
tanto todo 6* € A, que verifique esta condicion se convierte automéaticamente en el

punto éptimo que buscamos.

La solucién del sistema [6] viene dada por:

1/k
o= A~
1/k

solo queda comprobar que 0* € A\, pues, aunque A es la matriz de una transformacion
lineal de A, en A, no estd garantizado que la imagen inversa de un elemento de
Q. = A pertenezca a /\; basta tener en cuenta para argumentar esta afirmacion
que en la construccién de esta imagen inversa interviene una matriz inversa en la que
pueden aparecer elementos negativos. ;Cuando podemos afirmar que la imagen inversa
de la distribucién uniforme pertenece a A\, ? La respuesta se encuentra en la siguiente

proposicion

Proposicion 3.4.3.

Sea A una matriz definida como en la seccién 3.1, cuadrada y no singular y sea A~! =

(@ij)ij=1,. k Sumatriz inversa, entonces A7'w® e Ay siysélosiparacada i =1,....k
k
se verifica que 0 < E a;; < k.

j=1
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Demostracion.
Supongamos que A~'w® € A, entonces existe un 6 = (6;,...,0;) € A, tal que
1/k 01
At ; =1 :
1/k Ok
por tanto

1 .. R
0 < E(au‘i‘”'—i‘alk) <1

1 .
0 < E(a21+"'+612k) < 1

IA
—_

1 ~
0 g %(akl—l—---—l—akk)

k
luego, para cada ¢ =1,...,k se tiene que 0 < Zaij <k.
j=1

k
Por otra parte, si para cada i =1,...,k, se verifica que 0 < a;; < k, tenemos que
j=1
Lk Eof
0< z Zaij <1 paratodo i=1,...,k, queda demostrar que Z (E ZZL}-]) =
j=1 i=1 j=1
Ahora bien
Eo/q WA k WA k 1
=Y a; | =~ api+--+ Yy ag | =- G+ + Y ap | =+—k=1

dandose la pentltima igualdad como consecuencia de la proposicién A.1.2, lo que de-

muestra que A'w©® e A
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3.4.3. rg(A)=s<k.

Por el teorema de Weierstrass, existe solucién del programa matemadtico [II]. Si rg(A4) =
s < k la solucién puede no ser tnica. Ademads el conjunto de soluciones de un programa
convexo como este, es un conjunto convexo lo que permite perfectamente la existencia de
infinitas soluciones. A diferencia de cuando A es de rango completo, no esta garantizada
la compatibilidad de todos los sistemas que se forman en los casos 1 al £ y pueden

aparecer sistemas compatibles indeterminados cuyas soluciones son de la forma

Qih_;,_l = g1 (Qin L aeih)
eik = gk*h(eiu cee 70’ih>
incluidos A, = f(6;,,...,0;,) (cuando sean necesarios), debiendo verificar las condicio-

nes de Kuhn-Tucker para convertirse en la solucién del programa. Dada la complejidad

del proceso, una opcién destinada a facilitar el célculo, es la siguiente:

1. Buscar una solucion particular, que denominamos 6y que verifique las condiciones

de Kuhn-Tucker, en los casos Kk —h+1,..., k.

2. A partir de esta solucién calcular el valor numérico de w* = A#y, una vez conocido
w*, By se convierte en una solucion particular del sistema de ecuaciones lineales
w* = Af. El conjunto de soluciones de este tltimo sistema S* se puede expresar
como S* = {0y} + S, siendo S la solucién del sistema homogéneo asociado
A0 = 0. La interseccién de este subespacio afin S* con el conjunto factible A,

constituye la solucion del programa buscada, lo que se puede expresar como:

Spm. = ST N A

Es conveniente comentar que los elementos del conjunto Spj;. pueden contener varias
componentes nulas y, por otra parte, al ser posible que unas componentes dependan de
otras, se produce una pérdida de grados de libertad, estas dos restricciones constituyen

un serio inconveniente desde el punto de vista de su interpretacién en la practica.
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Analisis de Supervivencia

4.1. Analisis de Supervivencia

Las técnicas estadisticas que estudian el tiempo hasta que ocurre un determinado suce-
so, se engloban dentro de la disciplina de la Estadistica que se conoce como Analisis de

Supervivencia.

Histéricamente, se traté en primer lugar el analisis del tiempo transcurrido hasta la
aparicién del suceso “muerte”. Sin embargo, los métodos estadisticos del Analisis de Su-
pervivencia se aplican igualmente a otros sucesos, que pueden reflejar también el tiempo
transcurrido hasta que algo positivo ocurra (por ejemplo, tiempo transcurrido hasta la

curacion).

Entre los campos principales de aplicacion de las técnicas propias del Analisis de Su-
pervivencia cabe destacar: la Ingenieria (donde el Andlisis de Supervivencia recibe el
nombre de Fiabilidad), la Biomedicina y las Ciencias Sociales. Algunos ejemplos de

aplicacion a dichas ramas de la Ciencia, pueden ser:

- Ingenieria: estudio de la duracién de los componentes de un sistema, tiempo hasta

que se funde una bombilla, etc.

- Biomedicina: estudio del tiempo transcurrido hasta la muerte, curacién, remision

de una enfermedad, etc.

- Ciencias Sociales: duracion del desempleo, duracion de los estudios de Licenciatura,
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tiempo hasta que se produce el divorcio, la reincidencia, etc.

Para poder analizar el tiempo hasta que ocurre un suceso, hace falta tener definido con
claridad el momento que se considera como origen de la observacion llamado instante
inicial y el momento en el que aparece el suceso de interés llamado punto final. A par-
tir de estos momentos, la simple resta de estos tiempos proporciona el “tiempo hasta”
resultante. En Medicina, el instante inicial suele corresponder al momento en el que el
individuo entra en un estudio o experimento, bien porque se le ha diagnosticado una
enfermedad, comienza un tratamiento o a la aparicion de cualquier otra circunstancia
adversa para el individuo (por ejemplo, inicio de exposicién a un factor de riesgo). Si el
punto final es la muerte del individuo, los datos corresponden literalmente a tiempos de
vida o supervivencia, en cualquier otro caso la expresion tiempo de vida tiene un sentido

figurado.

La primera referencia a estudios sobre el tiempo de supervivencia a través de datos de
mortalidad data del siglo XVIII (ver Hald (1990) y Hosmer y Lemeshow (1999)). Sin
embargo, como punto inicial de la aplicacion de las técnicas de Andlisis de Supervivencia,
tal como las entendemos en la actualidad, a las ciencias Biomédicas puede considerar-
se el trabajo de Berkson y Gage (1950) Calculation of survival rates for cancer. En la
vertiente paramétrica de comparacién de dos poblaciones Cox (1953), en la vertiente no
paramétrica para el estudio de supervivencia de una poblacién Kaplan y Meier (1958)
y en la vertiente no paramétrica para la comparacion de dos poblaciones con Gehan

(1965) y Mantel (1966).

Una de las particularidades del Analisis de Supervivencia, debida al hecho de que estudia
la variable tiempo, es que los datos no siguen una distribucién normal, son asimétricos
y son siempre no negativos, y se debe considerar otro tipo de distribuciones: exponen-
ciales, Weibull, Gamma etc, (ver entre otros, Lawless (1982) y Kalbfleisch y Prentice
(1980)). Sin embargo, la caracteristica principal del Andlisis de Supervivencia es que

permite manejar datos censurados o datos con informacion parcial.
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4.1.1. Concepto de censura

Los datos censurados son aquellos que provienen de individuos de los que no se conoce
con exactitud su tiempo de supervivencia, bien porque estos hayan abandonado el es-
tudio antes de experimentar el suceso, hayan muerto por causas no relacionadas con el
estudio, o simplemente porque el experimento haya terminado sin que hubieran experi-

mentado el suceso. Existen distintos tipos y mecanismos de censura.

Los principales tipos de censura que se suelen considerar son la censura por la derecha

por la izquierda y por intervalo.

La censura por la derecha se presenta cuando lo tinico que se sabe acerca de la variable
tiempo de supervivencia T es que es mayor que algtin valor. Simétricamente al caso
anterior, se dice que una variable de tiempo de supervivenvia T esta censurada por la
1zquierda, si lo Unico que se sabe acerca de T' es que es menor que algin valor. Por
ultimo, la censura por intervalo, combina los conceptos de censura por la izquierda y

por la derecha, ya que soélo se sabe de T' que esta entre dos valores.

Basicamente, se pueden distinguir los mecanismos de censura siguiente: censura fija de

tipo I, censura fija de tipo II y censura aleatoria.

La censura fija de tipo I se presenta en la situaciéon donde se prefija, por parte del in-
vestigador, el tiempo de duracion del estudio o periodo de observacion t.. En este caso,
en lugar de observar los tiempos de supervivencia Ti,...,T,, se observan los dados por

las variables Zy,...,Z,, con Z;, =1T; si T; <t.y Z;=1t. si T; > t..

En la censura fija de tipo II, el periodo de observaciéon se termina después de haber
alcanzado un nimero prefijado (antes de tomar los datos) de sucesos r. En este caso, en
lugar de T4,...,T,, se observa Zy,...,Z,, con Zuy =Tuy,...,Zu) =14y, Ziy1) =
Twys -+ Zny = Ty donde (-) indica el valor ordenado, de menor a mayor de la variable,

que ocupa el lugar dado entre paréntesis.

La censura aleatoria se produce cuando se supone que la censura viene dada por una
variable aleatoria C' independiente de la variable T. Los datos vienen dados segin

(Z;, 0;) con Z; =min{T;, C;}, 6; =1 si T; < C; (dato exacto) y §; =0 si T; > C;
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(dato censurado).

Existen otros mecanismos de censura que intentan responder a las situaciones reales que
se analizan, como por ejemplo, censura proporcional en la que se establece una relacion
entre las variables C'y Ty que no detallamos aqui, pero si es importante comentar que
despreciar los datos censurados produce una pérdida de informacion creando, ademas de
sesgos no deseados en las estimaciones, una subjetividad en la eliminaciéon de muestras

seleccionadas.

4.1.2. Funciones asociadas al tiempo de supervivencia

El tiempo que transcurre hasta que un suceso ocurre se puede modelizar mediante
una variable aleatoria no negativa 7. La distribucién de T esta caracterizada por la
funcién de distribucién F(t) y la funcién de densidad f(¢) en el andlisis estadistico
convencional. En Anadlisis de supervivencia aparecen, ademads, asociadas a la variable
aleatoria T, otras funciones de interés equivalentes a las anteriores y equivalentes entre
si que caracterizan completamente la distribucién y que son la funcion de supervivencia
S(t), la funcién de riesgo o funcién tasa de fallo A(t), la funcién de riesgo acumulado
o funcién de tasa de fallo acumulada H(t) y la funcién tiempo medio de vida residual

m(t).

Funcién de densidad y de distribucion

Los conceptos de funcién de densidad f(t) y distribuciéon F'(¢) son los habituales para
una variable aleatoria continua, teniendo en cuenta que se trata de funciones definidas

para valores no negativos, con lo que

Ft) = tim Pt <T <t+At)

M N con la condicién /o foydt=1

La funcién de distribucién se define como F(t) = P(T < t) siendo la relacién entre

ambas

F(t) = /0 t F(u) du
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Funcion de Supervivencia

La funcién de supervivencia se define como S(t) = P(T > t) = 1— F(t), y representa la
probabilidad que tiene un individuo de sobrevivir al instante ¢, es decir, la probabilidad
de experimentar el suceso de interés después del tiempo t. En el contexto industrial, la

funcién S(t) recibe el nombre de funcién de fiabilidad.
S(t) es una funcién decreciente con

SO)=1y lim S(t)=0

t——+o00

Por tanto, todas las distribuciones tedricas de T  tienen siempre la misma forma para
S(t), lo que las diferencia es la rapidez con la que S(t) va decreciendo, que depende
del “riesgo” asociado a experimentar el suceso y que estd medido por otra funcién h(t),

denominada funcién de riesgo.

Funcién de riesgo

La funcién de riesgo h(t) se define como la tasa de muerte (fallo) instantanea para un

individuo vivo en el tiempo t, es decir

P(t<T At/ T >t
)= Jim, SE SRR

donde P(t <T <t+ At/T >t) indica la probabilidad de que un individuo experi-

mente el suceso entre los tiempos t y t+ At, sabiendo que ha llegado vivo al tiempo t.

La funcion de riesgo cuantifica la predisposicion al fallo en funcién del tiempo ya vivi-
do. La légica de la definiciéon de h(t) estd en medir el riesgo instantdneo que tiene un

individuo de edad t (que ha llegado vivo a t) de experimentar el suceso.

La funcién de riesgo puede tener muchas formas (riesgo creciente, decreciente, constante,

tipo banera o “bath-tube”,...) y presenta las siguientes propiedades:

a) h(t) > 0 para todo t € [0, o)
t

b) lm [ A(t)dt = oo

t——+o0 0

El producto h(t) - At se puede considerar como la probabilidad aproximada que tiene
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un individuo de edad ¢t de experimentar el suceso en el instante siguiente. Pero hay que

tener en cuenta, sin embargo, que h(t) no es una probabilidad.

A la funcién h(t) se la conoce con distintos nombres dependiendo del campo de aplica-
cién en el que se esté, asi en Fiabilidad es la tasa de fallo condicional (“conditional failure
rate”), en Demografia es la fuerza de la mortalidad (“force of mortality”), en Procesos
Estocasticos es la funcién de intensidad (“intensity function”). Pero en la mayoria de

ocasiones es conocida como funcién de riesgo.

Por otra parte, se puede demostrar que

h(t) = % = —%Ln S(t) yque h(t)=

como vemos a continuacion:

Plt<T<t+nt/Tzr="20 SP(TT?;)FAU _ F<t+§§2)—l’(t)’

por lo que

1 F(t+ A - F() 1 [(Fl+AD—-FO\ F@)  ft)
ht) = lim, (E S(t) ) =5 A, ( At ) ‘

déndose el resto de las relaciones como consecuencia del pentltimo cociente.

Funcién de riesgo acumulada

La funcién de riesgo acumulada H(t) se define como

y también se la conoce como funcion tasa de fallo acumulada. Esta funcién verifica que

H(t) = —LnS(t) y por tanto

S(t) = exp(—H(t)),
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La funcién de riesgo acumulado verifica las siguientes propiedades:
a) H(tl) < H(tz) Sit) <tg

b) imH(t) =0y th H(t) = oo.

t—0

Funcion tiempo medio de vida residual

La funcién tiempo medio de vida residual (“mean residual lifetime”) mri(t) 6 m(t) se
define como

m(t) = E[T —t/T > 1]

y representa la esperanza de vida para un individuo que haya sobrevivido ¢ unidades de

tiempo.

4.1.3. Relaciones entre las funciones tedricas de supervivencia

Anteriormente se han definido distintas funciones que aparecen en el Anélisis de Su-
pervivencia. Dichas funciones se relacionan entre si de una forma ciclica y es posible

conocer, a partir de una de ellas, las restantes.

Para el ciclo H — S - mrl — h — f — F — H las relaciones matematicas son:

S(t) = exp[-H(1)]

Zwaﬁ@

mrl(t) = S0

d
pr mri(t) + 1

ht) mrl(t)

) = woe |~ [ na]

F(t) = Of@ﬂy

H(t) = —Ln[l— F(t)]
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Para el ciclo H <+ S «— mrl «— h «— f «— F «— H las relaciones mateméaticas son:

mrl(t)

—LnS(t)
mrl(0) body
mrl(t) " {‘ : mrzw)}

f(t)
L= Tw)dy
F(t)
1 — exp|—H(t)].
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4.2. Modelos paramétricos

Hablamos de modelos paramétricos cuando suponemos que la distribucién tedrica F'(t)
de la variable aleatoria T, pertenece a una familia F formada por distribuciones de
forma funcional fija y conocida, dependientes de uno o mas parametros reales. Numero-
sos modelos paramétricos se han utilizado en analisis de supervivencia. En particular y
debido a su utilidad en un amplio nimero de situaciones destacamos las distribuciones:

Exponencial, Weibull, Valor extremo, Gamma.

Distribucién Exponencial

Histéricamente la distribucién exponencial fue la primera que se utilizé de forma gene-
ralizada como distribucion de tiempos de vida debido, en parte, a la simplicidad de los
métodos estadisticos de los que se disponia y, en parte, también a que la distribucion
representaba bien los tiempos de vida de bastantes productos manufacturados, Davis
(1952), Epstein (1958). En medicina se ha utilizado en el estudio de la supervivencia o
remisién de enfermedades crénicas Feigl y Zelen (1965). Su caracteristica més impor-
tante es que su funcién de riesgo es constante en el tiempo, lo que ha llevado a que se le
conozca, como distribucién sin memoria, expresion que resume la idea de que el riesgo

no depende del tiempo transcurrido.

Se dice que la variable aleatoria T' tiene distribucion Exponencial de parametro A > 0,

que denotamos como T' ~ Exp(A) si su funcién de densidad es
f)y=xe™  t>0
siendo su funcién de supervivencia

Sty=e™ t>0
y por tanto la funcién de riesgo es

h(t) = \.

Si tomamos € = A~! entonces la funcién de densidad es:
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1
ft) = ée_t/e t>0

siendo la media y la varianza de la distribucién § y 6? respectivamente. Cuando 6 = 1

decimos que se trata de la distribucién exponencial estandar.

- Distribucién Weibull

La distribucién Weibull, es sin duda, la mas extendida y utilizada de las distribuciones
de tiempos de vida, debe su nombre a Waloddi Weibull (1951). Se trata de un modelo
de alta flexibilidad debido a su gran variedad de formas lo que le permite adaptarse bien
a distintos tipos de datos, hecho que unido a la sencillez de su expresion matematica ha
propiciado su popularidad. La distribucion Weibull se ha utilizado en distintas ramas
de la ingenierfa, ver por ejemplo, Kao (1959), Lieblein y Zelen (1956) y de las ciencias
biomédicas, ver por ejemplo Peto y Lee (1973), Whittemore y Altschuler (1976).

Decimos que la variable aleatoria 7' tiene distribucién Weibull de parametros A > 0,

B >0, que denotamos como T ~ W (A, ) si su funcién de densidad es
F() = A exp[-(A\)7], >0
La funcién de supervivencia viene dada por:
S(t) = exp[—(At)?], t>0
y por tanto, la funcién de riesgo es:
h(t) = AB(M)PTY, >0

la funcion de riesgo es creciente si (3 > 1, decreciente si < 1 y constante si 3 = 1.

La media y la varianza de esta distribucion, son:
AT +1/8) vy AL +2/8) ~T(1+1/8)7

respectivamente y en general E[T"] = A7"T'(1 +r/3), siendo I' la funcién Gamma.
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La forma de la distribucién Weibull, depende del parametro 3, conocido como parame-
tro de forma de la distribucion, estando sus valores generalmente comprendidos entre
0.5y 3. El otro parametro A es un parametro de escala. La distribuciéon Weibull incluye

como caso particular (§=1) a la distribucién exponencial.

- Distribucién Valor extremo

La distribucion valor extremo, conocida también como distribucion Gumbel, puesto que
fue E. J. Gumbel (1958) quien comenzé a utilizarla, describe adecuadamente algunos
tipos de fenémenos de caracter fisico, tales como precipitaciones durante periodos de
sequia, resistencia eléctrica, etc. y también, ciertos tiempos de vida como, por ejemplo,

la mortalidad humana debida a la edad. Su funcién de densidad es:

f(a:):%exp{x;u—exp(x;u)] —00 < <00

la de supervivencia

S(z) = exp [—exp <x;u>} — 00 < & < 00

y la de riesgo

o=t (50)] eceen

siendo b >0y u (—o0o < u < 00) los paramétros.

Esta distribucion esta directamente relacionada con la distribucién Weibull ya que si
la variable aleatoria T tiene distribucién Weibull de parametros (A, ), la variable
aleatoria X = logT tiene distribucién valor extremo con pardmetros b= 37! y

u = —log\.

La distribucién valor extremo con v =0 y b =1 es conocida como distribucién valor
extremo estandar, estando tabulada por Meeker y Nelson (1974), y sus momentos de

orden uno y dos son:
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/ rexp(r —e)dr = —v

—00

oo 7T2
/ v exp(r — e")dr = 6—1—72

y su varianza m2/6, con v = 0.5772... la constante de Euler. Para cualquier otra
distribucién con parametros de localizacion u y escala b, la media es u — b y la

varianza (72/6)b%.

- Distribucién Gamma

La distribucién gamma, ha sido utilizada como distribucién de tiempos de vida, (ver por
ejemplo Gupta y Groll (1961)) y de otras variables aleatorias no negativas. Se dice que la
variable aleatoria T' sigue una distribucién gamma de pardmetros A y k, T ~ G(\, k),

si su funcion densidad es

ft) = al th=te™™ >0
(k)

siendo A > 0 el parametro de escala, k > 0 el parametro de forma y I' la funcién

gamma.

La funcién de distribucién es
t >\lc
F(t) = / — e My t>0
o I'(

y aunque cuando k£ es un ndmero entero positivo (distribucién Erlang) se conoce la
primitiva de esta integral, en general sus probabilidades se calculan utilizando tablas
para distintos valores de los pardmetros. La funcién de riesgo h(t) = f(t)/S(t) es

creciente para k > 1 y decreciente para 0 < k < 1.

La media y la varianza de la distribucion son

E[T) = %, var[T] = %
I'(k+r)

y el momento de orden r viene dado por E[T"] = NT(R)
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1 m
La distribucién G | =, — | es conocida como distribucién ji-cuadrado x?, con m gra-

27 2
dos de libertad.

La distribucién exponencial de parametro A aparece como caso particular de la dis-
tribucion gamma cuando k£ = 1, ademas, si Ti,...,T, son variables aleatorias inde-
pendientes con distribucién exponencial de parametro A, entonces la variable aleatoria

S=Ty+---+T, sigue una distribuciéon G(X, n).

4.3. Modelos no paramétricos

A diferencia del apartado anterior, ahora consideramos que la familia F a la que
pertenece la distribucién tedrica F'(t) de la variable aleatoria T es no paramétrica,
por tanto queda abierto un amplio abanico de posibilidades para F que, por ejemplo,
puede contener todas las funciones de distribucién continuas, absolutamente continuas,

etc; generalmente se supone la diferenciabilidad de F.

En muchas situaciones reales el punto de partida se sittia entre los dos tipos de modelos
(paramétricos y no paramétricos) y ello se debe a la informacién disponible acerca de
la funcién F'(t), por lo cual se prefiere un modelo que incorpore dicha informacién. En
general, la informacién adicional sobre F(t) se formula en términos de un conjunto de
restricciones de informacién que son usualmente restricciones de momento (Zellner y

Highfield, 1988).

En andlisis de supervivencia hay ocasiones en las que la funcién de riesgo hp(t) de-
be satisfacer ciertas restricciones, por ejemplo hg(t) es una funcién creciente de ¢
6 hp(t) =0 con § >0 o también [hx(t)]™' es una funcién céncava. La diferenciabili-

dad de la densidad f(¢) también puede ser un punto de partida (Ebrahimi, 2000).

Cuando se trata de inferir la distribucién F' en una de estas situaciones, uno de los méto-
dos “no paramétricos” de inferencia es el basado en el principio de maxima entropia.
Pues bien, Ebrahimi (2000) muestra como usando este principio, en distintos supuestos
no paramétricos con restricciones de informacién sobre la funcién de riesgo, se obtienen
como distribuciones estimadas modelos paramétricos como el exponencial, Pareto, valor

extremo y otros. Estas aproximaciones nos parece que ilustran las relaciones entre las
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modelizaciones paramétrica y no paramétrica.

4.4. Modelos de supervivencia discretos

Todos los modelos descritos, tanto en el apartado de modelos paramétricos como los
aludidos en el de no paramétricos, resultan apropiados para datos de supervivencia
provenientes de distribuciones de probabilidad continuas. Sin embargo, en ocasiones los
datos de supervivencia son discretos, bien debido al agrupamiento de observaciones de
datos continuos por la imprecision de la medida, bien debido a la propia naturaleza del

tiempo medido.

Cualquiera de los modelos paramétricos descritos puede generar un modelo discreto
introduciendo un agrupamiento en el eje T. Por ejemplo, si el tiempo de vida sigue una

distribucién Weibull con funciéon de supervivencia
S(t) = exp[—(\t)7], t>0

y los tiempos se agrupan en intervalos de amplitud unidad, de forma que la variable
discreta observada es T = [T], donde [T] representa “la parte entera de T'”, la funcién
de probabilidad de T} puede escribirse como:

= o — plti+))’ t=0,1,2,... [+

siendo 0 < 6 = exp(—N?) < 1. El caso especial 8 =1 es la distribucién geométrica con

funcién de probabilidad 6" (1 —#). La funcién de riesgo correspondiente a [x] es

B
ﬁ,tl

h(tl) = P(Tl = tl/Tl < tl) =1— 8(t1+1)

que es mondtona creciente, monotona decreciente, 6 constante para 3 > 1, <1 o

3 =1 respectivamente.
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4.4.1. Modelo de supervivencia no paramétrico con datos agru-

pados

Sea T' la variable aleatoria no negativa que representa el tiempo de vida en un estudio
de supervivencia, siendo F' su funcién de distribucion, que supondremos absolutamente

continua.

Consideremos una particién del tiempo

k
(0, OO) = U (ti—b tz] con t() =0 y tj, = 00.

i=1
Por restricciones de observacién, el investigador sélo puede observar la variable en los
instantes t; <ty <--- <t,_; (al final de cada hora, dia o periodo similar, no necesaria-
mente de igual duracién), de forma que los tiempos de vida de las unidades muestrales

se registran agrupados en los k intervalos (¢;_1,t;] i=1,... k.

Para cada 1 <1i¢ <k — 1, definimos.

t; k—1
ei:/ feydt,  O=1-> 0
ti—1 i=1

0; representa la probabilidad de morir en (¢;_1, t;], 6y representa la probabilidad de
sobrevivir al instante ¢;_;. Estamos ante un modelo de supervivencia con variable tiem-

po de vida discretizada por restricciones de observacién.

La variable observada para cada unidad experimental que denotamos por dy presenta
k modalidades excluyentes (morir en cualquiera de los k intervalos de tiempo) y po-
dra expresarse mediante una variable aleatoria discreta k-dimensional con distribucion

multinomial:
do = (.CEl, c. ,xk) = Mu(l,&)

de parametros 1 y vector de probabilidades # con componentes 6;, i=1,... k.
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Capitulo 4. Analisis de supervivencia

4.4.2. Modelo de supervivencia no paramétrico censurado alea-

toriamente por la derecha y datos agrupados

Sea T' la variable aleatoria no negativa que representa el tiempo de vida en un estudio
de supervivencia, siendo F' su funcién de distribucion, que supondremos absolutamente

continua.

Consideremos una particién del tiempo

k

(0, OO) = U (ti—b tz] con t() =0 y tk = OQ.
=1

Por restricciones de observacién, el investigador sélo puede observar la variable en los
instantes t; <ty <--- <t,_; (al final de cada hora, dia o periodo similar, no necesaria-
mente de igual duracién), de forma que los tiempos de vida de las unidades muestrales

se registran agrupados en los k intervalos (¢;_1, t;] i =1,... k.

Ademas, en estos instantes t;, la variable se censura aleatoriamente segtin una distri-
buciéon de probabilidad conocida. Denotamos por C' a la variable de censura. De esta
forma la informacién que recoge el investigador para cada elemento de la muestra es
o bien el intervalo (¢;_1, t;] en el que éste muere (observacién no censurada) o bien el
instante t; al que sobrevive (observacién censurada). Supondremos que un tiempo de

vida censurado en el instante t; es superior a dicho tiempo.

Para cada 1 <17 <k — 1, definimos.

i

t; k—1
o= [t G=1-Y 6
ti-1 i=1

0; representa la probabilidad de morir en (¢;_1, ¢;], 65 representa la probabilidad de

sobrevivir al instante t;_1.

k—1
=PC=t), i1=1,...k—1 vy ck,:l—ZcZ
=1
¢; representa la probabilidad de censurar en t;, i =1,...,k—1 y ¢ la probabilidad

de no censurar. Supongamos ademas que cx_1+c, > 0, restriccién necesaria para poder
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Capitulo 4. Analisis de supervivencia

observar las unidades muestrales mas alla del instante t;_o .

La siguiente figura, muestra esqueméaticamente las probabilidades que maneja el modelo

y el periodo o instante al que se refieren.

Figura 4.1: Representacién del modelo para k =4

La variable observada para cada individuo de la muestra, que denotamos por d., pre-
senta 2k —1 modalidades excluyentes (morir en cualquiera de los k intervalos de tiempo
o censurar en cualquiera de los k — 1 instantes de tiempo) con lo que podemos expre-

sarla mediante una variable aleatoria discreta (2k — 1)-dimensional con distribucién

multinomial

de = (21, .., Tk, Y1, -, Y1) = Mu(l; w(0))

con

k k k k
W(e) = <61 ZCJ', 92 Z Cjyonn ,chk, C1 Zej, Co Zﬁj, . 7Ck19k>
j=1 j=2 j=2 j=3

y que se puede escribir para reducir la notaciéon como

U)(Q) - (010(1)7 s 70kck7 9(2)617 s 70kck)—1)

k k
siendo c(i):ch, e(i):ZQj i1=1,..., k—1.
j=i j=i
Este modelo se convierte en el modelo visto en 4.4.1 cuando las variables Yi,..., Y}

del vector d. resultan degeneradas en 0, es decir, en ausencia de censura, ¢; =0, i =
1L,....k—1; ¢, = 1.

El modelo anterior fue presentado en Turrero (1988) y ha sido estudiado en un contexto

Bayesiano en Turrero (1989) y en el contexto de medidas de informacién paramétricas
en Turrero (1995).
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Capitulo 5

Aplicacion a un modelo de

Supervivencia

Consideremos el modelo definido en 4.4.2 y que resumimos a continuacion:
= Sea T > 0 una variable aleatoria, con funciéon de densidad desconocida
» Sea {(t;—1, t;]}, i=1,...,k, una particién de (0,00) con tg =0y t = 0.

= Sea (' una variable aleatoria discreta que representa el tiempo de censura, siendo
{t1,...,t_1} su soporte.
Para cada unidad experimental sélo se puede observar el intervalo (¢;_1, t;]

t=1,...,k donde “muere”, o el instante ¢; donde se censura.

» Paracada 1 <i<k—1,

t;
ei:/ F(t)dt, Op=1-> 0
ti—1

i i—1

0; representa la probabilidad de morir en (¢;_1, t;] ¥ ¢; la probabilidad de censurar
en t; (i =1,...,k—1), 6 representa la probabilidad de sobrevivir al instante

tk_1, v ¢ la probabilidad de no censurar.

= Se supone que todas las ¢; son conocidas y que Ty C' son independientes.
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Capitulo 5. Aplicacién a un modelo de supervivencia

Una vez fijada la distribucién de C, que se denota por ¢ = (¢1,¢9,...,¢,) con
¢ >0@G=1,...,k) y cg_1 + ¢ > 0, se genera el experimento €., que consiste en la

observacién de la variable (2k — 1)-dimensional:
de= (21, ., Ty Y1y, Y1) = Myu(1;w(0)), con

w(@) = (910(1), e ,eka, 9(2)C1, Ce ,chk,l)

siendo
k k
C(i):ZCj Q(i)zzej (i:1,...,k—1)
j=i j=i
Se denota por ¢, al experimento €. cuando ¢ = (0,...,0,1), es decir el experimento
no censurado. Ahora las variables y,...,yx_1 del vector d. son degeneradas en 0 y la

variable observada es la variable k-dimensional:

do = (x1,...,2) = Mu(1,0).

w(f) se puede expresar mediente la siguiente ecuacién matricial
w= A6l

siendo A la matriz de orden (2k — 1) x k siguiente:

10 0 0 0
0 C(g) 0 0 0
0 0 0(3) 0 0
0o 0 0 - cpgp—1y O
A= 0 0 0 0 Ck:
0 C1 C1 cee C1 C1
0 0 Co tee Cy Co
0 0 0 Cl—2 Cl—2
0 0 o - 0 Cl—1
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Capitulo 5. Aplicacién a un modelo de supervivencia

y 0 € /A, por tanto constiuye un caso particular de los estudiados en el capitulo III,
siendo aqui r = 2k — 1, (se puede observar que la suma de los elementos de cada una

de las columnas de la matriz A es 1).

Al igual que en el capitulo III, se quiere estudiar el comportamiento de H € H, como
funcién de 0, H (w(f)) = H(A#H) mas concretamente, caracterizar el valor o valores de

f que maximizan dicha entropia.

5.1. Formulacién del programa
El problema de programacion matematica que debemos resolver es el siguiente:
min ||w® — A9|?

sujeto a las restricciones

(i) 6;,>0 j=1,... .k

Como ya se ha visto en el capitulo I1I, la funcién objetivo G(#) es continua, diferenciable
y convexa en R¥ como funcién de 6, y el conjunto de soluciones factible A\, es cerrado,
acotado y convexo, se trata, pues, de un programa convexo para minimo. Solamente nos
queda por analizar en qué situaciones A es de rango completo y por tanto, la funcién

objetivo estrictamente convexa.

Estudio del rango de la matriz A.

Por ser c¢;_1 + ¢ > 0 la matriz A es de rango completo para todo ¢ = (cy,...,¢;) ya

que el menor de orden k x k siguiente es distinto de 0
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Capitulo 5. Aplicacién a un modelo de supervivencia

1 0 0 0 0 0
0 co O 0 0 0
0 0 @ 0 0 0
. 20
0 0 0 - cp_a O 0
0 0 0 - 0 cu 0
o 0 0 - 0 0 *cp—1(ck)

* Elegir entre c,_1 6 ¢ el que sea distinto de 0 o cualquiera de ellos si ambos son distintos

de 0.

5.1.1. Resolucion del programa

Por el teorema de Weierstrass sabemos que existe solucién del programa y ademds
sabemos que va a ser unica, pues la funcién objetivo es estrictamente convexa (en cual-
quier situacién). Para encontrar la solucién, utilizamos las técnicas de programaciéon ma-
tematica descritas en los capitulos anteriores, en concreto el Teorema de Kuhn-Tucker.
Las condiciones necesarias y suficientes de Kuhn-Tucker que debe verificar un punto 6*

candidato a éptimo (en este caso global) son las siguientes:

oL
1) —(0") = =1,...
() 5g@)=0 j=1.k
(2) A 0r=0 j=1,...k
(3) 05>0 j=1,....k
(4) )\JSO ]:17 7k

k
(5) Y 05 =1

j=1
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Capitulo 5. Aplicacién a un modelo de supervivencia

Para resolver analiticamente el programa, hay que encontrar las soluciones del conjunto
de ecuaciones formado por las condiciones de Kuhn-Tucker (1) a (5) anteriores, es decir,

hay un total de 4k + 1 condiciones.

Las hipétesis que podemos hacer sobre los valores que toman los A;, j =1,...,k, que
dan lugar a los casos 1,...,k, ya han sido analizadas detalladamente en el capitulo
ITI. Seguidamente demostraremos que la solucién 6ptima que buscamos se encuentra

siempre en el caso 1.

Caso 1. \y = Ay =--- = ); = 0. La funcién Lagrangiana que queda es

1 2 1 2 1 2
L = (2]{:—1_01) +(2k—1—0(2)61> +"'+<2k_1—¢9k_16(k1)> +

1 2 1 2
+<2k—1 —9ka—1> + <2k—1 —9ka> +p(01+ -+ 0 — 1)

Las derivadas parciales de la funcién L, llamando s = 1/(2k — 1), son

oL

g = 260 (=)+n

oL

g5, = 2(5=00e) (a) +2 (s = bac) (—c) + 1

para 2<j<k—1

oL
57, = 2(5—baa)(—a)+2(s —Oge) (—e) + -+ 2 (s = 1) (=) +
J

+2 (s = Ojc)) (—eq) + 1
y cuando j =k

OL

8_9k, = 2 (S — 9(2)61) (—Cl) + -+ 2 (S — H(k_l)ck_g) (—Ck_g) + 2 (S — chk_l) (—Ck_l)—f-

+2 (S — chk) (—Ck) + 1%

que al igualarlas a 0 forman el sistema:
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Capitulo 5. Aplicacién a un modelo de supervivencia

2(s = 01) (=1) + p =

2 (S — 9(2)01) (—61) + 2 (S — 926(2)) (—6(2)) + 12 =

2 (s —Ogycr) (—c1) + -+ 2 (s — Opp—1ycr—2) (—cr—2) + 2 (5 — Op—1c—1)) (—C—1)) + 10 =

2 (s —0Oyc1) (—c1) 4+ + 2 (s — Opcp—1) (—cr—1) + 2 (s — Opcr) (—cx) + 1 =

Para resolverlo, teniendo en cuenta ademas que nuestro interés es demostrar también
que 6, >0, j7=1,...,k (caso 1), procedemos de forma diferente a la vista en el capitu-
lo III, lo que nos va a permitir demostrar de manera mas sencilla que, efectivamente, la

solucion buscada siempre se encuentra dentro del caso 1.

oL a—L queda después de simplificar

Igualand =
gualando 90, 90,

1 1 1
2 <2k: —1 Qk_lc(’“—l)> (—cp-1)) =2 <2k 3 chk—1> (—ck—1)+2 <2k — 9ka) (—c)

por tanto

Qk—lc%k—l) = chzilﬁ—@kci

2+
O = O | 5—"
Ch—1)

2+
Op1 = OpA;_1, siendo Ay, = |5 —=
Ck-1)

_ oL para j=1,...,k — 2 queda:

Igual —
gualando 9,0 00,

Oicty = 1001+ Ojpo + -+ 0] 5 +0j0cyy (1)

en particular, para j =k — 2 se tiene
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Capitulo 5. Aplicacién a un modelo de supervivencia

ek—2c%k—2) = [Oh1 + Ok]ci o + Hk—lc%k:—l)
Hk,gc%k_m = [QkAk,1 + Hk]c%_2 + GkAk,lc%k_l)
[1 + Ak_l]Cz_z + Ak_lc%k_l)
0]672 = ek 5
Ck—2)
Opr—2 = OpAr2
procediendo de la misma forma para j = k—3,k—2,... resulta que es posible expresar
cada 0;, j = 1,...,k —1 como el producto de 6, por un factor que denominamos

Aj, j=1,...,k =1 es decir,
szekAj, jzl,,k—l

A partir de la ecuacién (1) se puede obtener una expresion general para A; ya que

Qjc%j) = [9j+1 + 9j+2 + -+ Qk] CJZ + «9j+1c%j+1)
Hjc%j) = Qk [Aj+1 + Aj+2 + s + Ak:—l —I— 1] C? —I— ekAj+1C%j+1)

(Aj+1 + -+ Ak—l + 1)012 + Aj+1c%j+1)]

Gj — Qk N b)
0
por tanto:
k—1
(145 0) gt
A; = AL A : —1,... k-2
)
c_ 4+
A, = & 21 i
‘-1
Para demostrar que ¢; > 0 para todo j =1,...,k descomponemos A; de la siguiente
forma:
k—1
(1 -+ Z Al> C? )
= Ajpct
A]— ZJ2+1 J—&-Z(ﬁ-l)7 _1’. ,/{—2
0 0)
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Capitulo 5. Aplicacién a un modelo de supervivencia

al ser Ap_1 > 0, se observa por recurrencia que

k—1 )
(1 + Z Az) 032.

l=j5+1 >0
2 iy
€G) = A; >0 paratodo j=1,...,k—2.
A]+1C(]+1) > 0
2
€G) )

De 6, 4+ --- 460, =1 se obtiene sustituyendo:
A0, + -+ A 10 +0, = 1

O(Ay 4+ A1 +1) = 1

por tanto
1
g; =
Ar+-+ Ap +1
. Ay
bt Ar+- o+ A +1
* Al
91 -
Ar+- -+ Apg +1
luego 0% > 0, j =1,...,k, por tanto 0* = (0},...,0;) verifica las condiciones de

Kuhn-Tucker y se convierte en el 6ptimo buscado (recordemos que al ser la funcién ob-

jetivo estrictamente convexa, la solucién del programa matematico planteado es unica).
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5.1.2. Experimento no censurado

Cuando consideramos el experimento no censurado se sabe de antemano que la dis-
tribucién que maximiza cualquier entropia es la distribucién uniforme (1/k,...,1/k),

ahora bien, podemos construir una matriz A de tal forma que el experimento no censu-

rado (con ¢ = (0,0,...,0,1)), constituya un caso particular de los estudiados. Sea A la
matriz:
10 0 - 0 0
010 - 0 0
000 10
A=10 0 0 01
0 00 0 0
0 00 0 0
0 00 - 0 0

Utilizando las féormulas anteriores, resulta

02_|_12
A1 = =1
. (0+1)2
1 k—j—1))-0+1-12
A = UH(k—j-1)-0+ —1, =1, k-2
J 12
por tanto
. 1 1
ek ey oy —
A+ -+ A1+ 1 k
. A 1
01 = -
A+ -+ A1+ 1 k

Ar+ -+ A+ 1
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5.1.3. Casos particulares

En esta seccién se consideran tres distribuciones de censura ordenadas estocasticamente!

C(l) i 0(2) t 6(3).

1 1 1 1
1) — 11 _

La matriz A que se forma es

1 0 0 0 0
0 55 +3 0 0 0
0 0 sy + 3 0 0
0 0 0 otz O
A=10 0 0 0 .
0 ﬁ Z(k—l—l) T 2(I<:1—1) Z(kl—l)
0 0 Q(k—l—n o 2(k1—1) 2(k1—1)
0 0 0 2(k1—1) Q(kl—l)
0 0 0 0 D)

en este caso se obtiene:

E—1)2+1
k—1
(L+§:AJ—%%H-@k—j—m2
I=j+1 .
A = =1,....k—2
] (2k _j _ 1>2 ? .] ? Y

IPara medidas de informacién paramétricas con la propiedad de suficiencia de experimentos la

informacion acerca del parametro 6 aumenta cuando la censura aumenta estocasticamente
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Ejemplo para k=4

1 0 0 0
5
0 = 0 0
6
0 0 4 0
6
1
_loo0o o =
A= 2
1 1 1
0 _ _ _
6 6 6
0 0 1 1
6 6
00 0 1
6
en este caso
(4-1)%2+1
Ay = — 7~ —0.625
3 16
1+ 0.625) + 0.625 - 16
A, = 1H06%)+ = 0.465
25
1+ 0.625 + 0.465) + 0.465 - 25
A = (L+ + )+ =0.381
36
por tanto
1 1
or = = = 0.405
4 A+ As + A3+ 1 0.381 + 0.465 + 0.625 + 1
A 0.625
0; = > = — 0.253
A+ Ay + A3+ 1 0.381 + 0.465 + 0.625 + 1
A 0.465
0; = 2 = = 0.188
A+ Ay + A3+ 1 0.381 + 0.465 + 0.625 + 1
A 0.381
0r = - = = 0.154
A+ As + A3+ 1 0.381 + 0.465 + 0.625 + 1

] 6* = (0.154, 0.188, 0.253, 0.405) \

w* = Af = (0.154, 0.156, 0.169, 0.202, 0.141, 0.11, 0.068)
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Se pueden utilizar los resultados del capitulo III teniendo en cuenta que

2 0 0 0
, 0 1.4444 0.0556 0.0556
2A'A =
0 0.0556 1 0.1112
0 0.0556 0.1112 0.6666
luego
2/7 0 0 0o 1 2 2/7 0 0o 1
2/7 1.4444 0.0556 0.0556 1 0 2/7 0.0556 0.0556 1
2/7 0055 1 01112 1 0 2/7 1 01112 1
2/7 0.0556 0.1112 0.6666 1 0 2/7 01112 0.6666 1
1 1 1 1 0 11 1 10
07 = =0154; 05 = = 0.188
2 0 0 0o 1 2 0 0 0o 1
0 1.4444 0.0556 0.0556 1 0 1.4444 0.0556 0.0556 1
0 00556 1 01112 1 0 00556 1 01112 1
0 0.0556 0.1112 0.6666 1 0 0.0556 0.1112 0.6666 1
11 1 10 11 1 10
2 0 2/7 0 1 2 0 0 2/7 1
0 1.4444 2/7 0.0556 1 0 1.4444 0.0556 2/7 1
0 0.0556 2/7 0.1112 1 0 00556 1  2/7 1
0 0.0556 2/7 0.6666 1 0 00556 0.1112 2/7 1
11 1 10 11 1 1 0
05 = =0253; 0] = = 0.405
2 0 0 0o 1 2 0 0 0o 1
0 1.4444 0.0556 0.0556 1 0 1.4444 0.0556 0.0556 1
0 00556 1 01112 1 0 00556 1 01112 1
0 0.0556 0.1112 0.6666 1 0 0.0556 0.1112 0.6666 1
11 1 10 11 1 10

] 6* = (0.154, 0.188, 0.253, 0.405) \

w* = Af = (0.154, 0.156, 0.169, 0.202, 0.141, 0.11, 0.068)
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b)  Distribucién uniforme para c :

1 0 0 00
k—
0 2L o0 0 0
0 0 &2 00
0O 0 0 0 +
A=
1 1 1 1
0 % & Kok
00 o
0 0 0 -
0 0 0 0 +
en este caso
A1 = = (independientemente del valor de k)

<1+ i Az) + Ajyr - (k—j)?

I=j+1
(k—j+1)
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Ejemplo para k=4

1 0 0 O
3
0O - 0 O
4
0 0 2 0
4
1
= 0 0 0 -
A 4
1 1 1
111
0 0 1 1
4 4
1
0 0 0 -
4
en este caso
A; = 0.5
1+0.5 0.5-4
A, = UFOH+ — 0.3889
9
1 . . . .
A - (1+05+0.3889) +0.3889 -9 _ ..o
16
por tanto
1 1
4 A+ As+ A3+ 1 0.3368 + 0.3889 + 0.5 + 1
A 0.5
0; = > = — 0224
A1+ As+ A3+ 1 0.3368 + 0.3889 + 0.5 + 1
A 0.3889
03 = 2 = = 0.175
A+ A+ A3+ 1 0.3368 + 0.3889 + 0.5 + 1
A 0.3368
0r = ! = = 0.151
A+ Ay + A3+ 1 0.3368 +0.3889 + 0.5+ 1

| 0" = (0.151, 0.175, 0.224, 0.45) |

w* = A = (0.151, 0.1312, 0.112, 0.1125, 0.2123, 0.1685, 0.1125)
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Se pueden utilizar los resultados del capitulo III teniendo en cuenta que

2 0 0 0
) 0 1.25 0125 0.125
2A'A =
0 0125 0.75 0.25
0 0125 025 0.5
luego
2/7 0 0 0o 1 2 2/T 0 0o 1
2/7 125 0125 0125 1 0 2/7 0125 0125 1
2/7 0125 075 025 1 0 2/7 075 025 1
2/7 0125 025 05 1 0 2/7 025 05 1
1 1 1 10 11 1 10
07 = =o0151; 05 = = 0.175
2 0 0 0o 1 2 0 0 0 1
0 125 0125 0125 1 0 125 0125 0125 1
0 0125 075 025 1 0 0125 075 025 1
0 0125 025 05 1 0 0125 025 05 1
11 1 10 11 1 10
2 0 2/7 0 1 2 0 0 2/7 1
0 125 2/7 0125 1 0 125 0125 2/7 1
0 0125 2/7 025 1 0 0125 075 2/7 1
0 0125 2/7 05 1 0 0125 025 2/7 1
11 1 10 11 1 10
03 = =0224; 0] = = 0.45
2 0 0 0 1 2 0 0 0o 1
0 125 0125 0125 1 0 125 0125 0125 1
0 0125 075 025 1 0 0125 075 025 1
0 0125 025 05 1 0 0125 025 05 1
11 1 10 11 1 10

| 0" = (0.151, 0.175, 0.224, 0.45) |

w* = A0 = (0.151, 0.1312, 0.112, 0.1125, 0.2123, 0.1685, 0.1125)
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1 1 1
) k=23,...
©) ¢ (k—l’k—l’ k-1 ) '

La matriz A que se obtiene es

1 0 0 0 0
k—
0 = 0 0 0
k—

0 0 = 0 0

0 0 0 = 0
A=10 0 0 0 0

0 &1 &1 7 F Rd

0 0 w5 - 5 5

0.0 0 TR

0 0 0 0 L

en este caso w = (Wy, ..., W, Weil,---,Wok_1), Wk = Ok =0, V0.
Ay = 1 (independientemente del valor de k)

k—1
<1+ > Al> + A (k—j—1)?

' I=j+1
’ (k= j)* ’
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Ejemplo para k=4

1 0 0 0
2
0 =2 0 0
3
00 L 0
3
A=]10 0 0 O
0 1 1 1
3 3 3
11
00 = =
3 3
1
0 0 =
3
en este caso
A; = 1
1+1)+1-1
Ay = %:0.75
4
14+140.75) +0.75 - 4
A, = UHLIH0T)+ — 0.6389
9
por tanto
1 1
ox = = = 0.295
4 Al + A + A+ 1 0.6389 +0.75+1+1
A 1
05 = > — — 0.295
A+ Ay + A3+ 1 0.6389 +0.75+1+ 1
A 0.75
0; = 2 = = 0.221
A+ Ay + A3+ 1 0.6389 +0.75+1+ 1
A 0.6389
0r = ! = = 0.189
A4+ Ay + Az + 1 0.6389 +0.75 + 1+ 1

| 0" = (0189, 0.221, 0.295, 0.295) |

w* = Af = (0.189, 0.147, 0.098, 0, 0.27, 0.198, 0.098)
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Se pueden utilizar los resultados del capitulo III teniendo en cuenta que

2 0 0 0
, 0 1.1112 0.2222 0.2222
2A'A =
0 0.2222 0.6666 0.4444
0 0.2222 0.4444 0.6666
luego
2/7 0 0 0o 1 2 2/7 0 0o 1
2/7 11112 02222 02222 1 0 2/7 02222 02222 1
2/7 02222 0.6666 04444 1 0 2/7 0.6666 0.4444 1
2/7 02222 04444 0.6666 1 0 2/7 04444 0.6666 1
1 1 1 1 0 11 1 10
07 = =0189; 05 = = 0.221
2 0 0 0o 1 2 0 0 0o 1
0 1.1112 0.2222 0.2222 1 0 11112 0.2222 0.2222 1
0 0.2222 0.6666 0.4444 1 0 0.2222 0.6666 0.4444 1
0 0.2222 0.4444 0.6666 1 0 0.2222 0.4444 0.6666 1
11 1 10 11 1 10
2 0 2/7 0 1 2 0 0 2/7 1
0 11112 2/7 02222 1 0 11112 0.2222 2/7 1
0 02222 2/7 04444 1 0 02222 0.6666 2/7 1
0 02222 2/7 0.6666 1 0 02222 04444 2/7 1
11 1 10 11 1 1 0
05 = =025 0] = = 0.295
2 0 0 0o 1 2 0 0 0o 1
0 11112 0.2222 02222 1 0 1.1112 0.2222 0.2222 1
0 0.2222 0.6666 0.4444 1 0 0.2222 0.6666 0.4444 1
0 02222 0.4444 0.6666 1 0 0.2222 0.4444 0.6666 1
11 1 10 11 1 10

| 0" = (0189, 0.221, 0.295, 0.295) |

w* = Af = (0.189, 0.147, 0.098, 0, 0.27, 0.198, 0.098)
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5.2. Formulacién del programa [I] para la entropia
de Shannon

Dadas las carateristicas que presenta en su formulacion la entropia de Shannon, es

posible obtener la solucién del programa

méXHSh<A9)
Ss.a.
0,>0 j=1,...,k 1]

k
Zej =1
j=1

(con Hgy, entropia de Shannon con logaritmos naturales) actuando de forma similar a

como se ha hecho en el apartado anterior.

La funcién objetivo es céncava, diferenciable como funcién de 6 y el conjunto de so-
luciones factibles A\, es cerrado, acotado y convexo luego se trata, de un programa
convexo para maximo. La funcién objetivo es estrictamente céncava pues la matriz A

es de rango completo como ya se ha visto anteriormente.

5.2.1. Resolucion del programa

Por el teorema de Weierstrass sabemos que existe solucién y ademas sabemos que va
a ser unica, pues la funcién es estrictamente céncava (en cualquier situacién). Para en-
contrar la solucién, utilizamos las técnicas de programacion matematica descritas en los
capitulos anteriores, en concreto el Teorema de Kuhn-Tucker. Las condiciones necesarias
y suficientes de Kuhn-Tucker que debe verificar un punto candidato a éptimo (en este

caso global) son las siguientes:
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oL
1) =6 =1
(1) aej(e) 0 Jj=1,....k
(2) Aj0;=0 j=1...k
(3) 0:>0 j=1,....k
(4) A =0 J=1....k
k
(5) Y 05=1
j=1

siendo L la funcién Lagrangiana:
L = —b6logt — O)cilog(Oycr) -+ — Op1cpe—1)log(Or—1cp—1))

k k
—9kck_1log(9kck_1) — QkaZOQ(Qka) + Z >‘j0j + 2 (Z Hj — 1)

J=1 J=1

Para resolver analiticamente el programa, hay que encontrar las soluciones del conjunto
de ecuaciones formado por las condiciones de Kuhn-Tucker (1) a (5) anteriores, es decir,
hay un total de 4k + 1 condiciones.

Las hipétesis que podemos hacer sobre los valores que toman los A;, j =1,...,k ¥y
que dan lugar a los casos 1,...,k, ya han sido analizadas detalladamente en el capitulo
ITI. Seguidamente demostraremos que la solucién 6ptima que buscamos se encuentra

siempre en el caso 1.
Caso 1. \y = Xy =--- = )\, = 0. La funcién Lagrangiana que queda es:

L = —«91l0991 — 9(2)01[09(9(2)01> cee — gk—lc(k—l)log<9k—lc(kz—1))

k
—Orcr_1log(Orck—1) — Orcrlog(Okcr) + p (Z 6; — 1)

J=1
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Las derivadas parciales de la funcién L son

oL

— = —logb; —1

26, 0gth +p

oL

90, —cilog(O)c1) — 1 — c)log(0acz) — c2) + A

para 2 < j<k-—1

oL
a9, = aloglbee) —c o = cimalog(b)ci-1) = ¢jo1 = cylog(bjcy)) — gy + m
J

y cuando j =k

oL
8_(916 = —01109(9(2)01) —C T Cg—2 log(e(kfl)ckfﬂ — Cp—2 — Ck71l09(9kck71) — Ck—1

—crlog(Okcr) — e + 1

que al igualarlas a 0 forman el sistema:

—logby — 1+

—c1logf(gyc1 — c1 — c(aylog(f2c(2)) — ciay + p
Cll09(9(2)61) —C1°" — Cj_llOg(e(j)Cj_l) — Cj_l — c(j)log(ﬁjc(j)) — C(j) + 12

—cilog(f(z)c1) —c1 -+ — cp—2log(0x—1)Ch—2) — cr—2 — ck—1log(Orcr—1) — ck—1 — cxlog(Oxcr) — ¢ + p

Para resolverlo, procedemos de la misma forma que en el apartado anterior igualando

de dos en dos las ecuaciones que forman el sitema comenzando por las dos tltimas

L L
3§k1 = 8_0k simplificando queda:
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—c—1log(Or—1c—1)) = —cp1log(Oxcr—1) — crlog(Orck)
—c-1yloge—1) — ce—1yloghh—1 = —cr_1logcx—1 — cp—1logty, — crlogey, — cilogy,
—ck-1loghh—1 = —cu_nloghy — cr_1logcx—1 — crlogey + c—1)loger—1)
—c-nloghy—1 = —c@p-1)logly + cp—1yH (Cc(i_i)’ c(;jkl))

Cp_ C
C-1loghh—1 = C(k—1)1099k—6(k_1)H( P )
Ck—1) C(k-1)

si H < Ch-1 , Ck > = Bj_1 = logly_1 = loghy, + log ePr—1 = 0,1 = O,ePr—
Ck—1) C(k-1)

Qk = Qk_le_Bk_l

oL 9L
90, 00, 7

Igualando =1,...,k —2 queda al simplificar

—cplog(9iey) = —¢;log(Og41ycs) = c+nlogBisicn)
—cplogeg) — c(ylogh = —cjloge; — ¢jloghijyr) — cj+1)loger) — ¢(+1)loghiy
= —cjlogcj — cjlog[0j1 + -+ + Opy1] — cirnylogeivry — ci+1yloglia
= —cjloge; — cjloglf1 (1 + e~ Pitt e7Pivz o e Prot)] — ¢y logein) — c(jr1)l0g0 41
—c(jlogh; = —cijyloghj1 — cjlog(l + e Bitt 4 e Bivz oo e7Bre-1) — ¢(;1q)loge 41
—c+nloghiv1 +c(plogeg)

S
,C(j)logoj — 70(],)[099]._’_1 _ cjlog(l + 6*B]’+1 + e*Bj+2 + .-+ eka_l) + C(j)H <CJ (3"'1)>

i) <G
4 e
logh; =logbj1 + cfjlog(l +e Bt pem B 4 pem By g (CJ, UH))
€() Gy )

si llamamos B; = CC—]log(l fe Bt e B e By g (CC—], %) queda
(4) (4) (4)

6)]-_‘_1:9]*673% j=1,...k—1

con

122



Capitulo 5. Aplicacién a un modelo de supervivencia

De 6, +--- 460, =1 se obtiene sustituyendo:

0, + 0e B 4 gre~BrtB2) ... 4 g e~ (BitBatotBiar)

por tanto
0r = 1
V' 14 e Bi e (BitBe) ... 4 e~ (BitBat+By)
9* €_B1
2 Jae B g e (BitB) 4 ... 4 e~ (Bit+Bat+By)
e~ (Bi+Ba+-+By)
gk N 1+e B+ e~ (B1+B2) 4+ -+ e—(Bi+Ba+-+By)
como se observa, 67 >0, j=1,...,k, luego 0" = (07,...,0;) verifica las condiciones

de Kuhn- Tucker y se convierte en el 6ptimo buscado.
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5.3. Resumen

En las tablas siguientes se muestran los valores de la entropia de Shannon, y de la
entropia de Havrda y Charvat de grado 2, para las distribuciones de censura vistas an-
teriormente y varios 6 incluyendo el modelo no censurado ¢ = (0,0,...,0,1); 6%
solucién aproximada y 6%, solucién del programa [I] que maximiza dichas entropfas.

Todos los resultados se refieren a k = 4.

Tabla 1. Entropfas de Shannon (logaritmo natural).

H(w(0)) /180 9(2) ) ) 1
c 0.940 0.826 1.279 1.3863 | 1.3863
M 1.118 1.734 1.888 1.9033 | 1.9081
@ 1.122 1.792 1.900 1.9177 | 1.9179
c® 1.068 1.511 1.698 1.7261 | 1.7269
c = (0,0,0,1) o) = (7/10, 1/10, 1/10, 1/10)
V= (1/6,1/6,1/6,1/2) 6 = (1/20, 2/20, 2/20, 15/20)
? = (1/4,1/4,1/4,1/4) 0 = (1/10, 2/10, 3/10, 4/10)
® = (1/3,1/3,1/3,0) 0% = (07, 05, 03, 03)
Para ¢l
0r, = (0.1491,0,1807,0.2433,0.4269)
wi = Af3 = (0.1490,0.1506,0.1622, 0.2134, 0.1418,0.1117,0.0713)
Para c(®
0r, = (0.1469,0,1732,0.2266,0.4533)
wi = A%, = (0.1469,0.1297,0.1134,0.1134,0.2132,0.1701,0.1133)
Para ¢
05, = (0.1735,0,2067,0.3099,0.3099)
wi = Af3 = (0.1735,0.1378,0.1033,0, 0.2755, 0.2066, 0.1033)
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)
(2

Fe)

Tabla 2. Entropias de Havrda y Charvat (s = 2).

H(w(9)) o) 92 93 0% = 0%,
c 0.960 0.830 1.400 1.500

) 0.984 1.570 1.683 1.691

c?) 0.985 1.635 1.687 1.697

3 0.978 1.497 1.600 1.623
= (0,0,0,1) oM = (7/10,1/10, 1/10, 1/10)
= (1/6,1/6,1/6,1/2) 0® = (1/20,2/20, 2/20, 15/20)
= (1/4,1/4,1/4,1/4) 013 = (1/10, 2/10, 3/10, 4/10)
= (1/3,1/3,1/3,0) ) = (67, 03, 03, 05)
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Matrices y Formas cuadraticas

A.1. Matrices

Denotaremos por M., «, el conjunto de todas las matrices de orden m xn y por M,

el conjunto de todas las matrices cuadradas con n filas.

Definicién A.1.1. Rango de una Matriz

Dada una matriz cualquiera A de orden m x n se denomina rango de la matriz A
y se nota por rg(A) al méximo nimero de vectores, ya sean filas o columnas de A

linealmente independientes, pues este niimero coincide en ambos casos.

Dada una matriz A € M,,«, atendiendo a su rango se pueden distinguir los siguientes

tipos de matrices:
Si m#ny rg(A) =min{m,n} se dice que A es de rango completo.
Si m=ny rg(A) =n se dice que A es no singular o reqular.

Sim=ny rg(A) <n sedird que A es singular.

Proposicion A.1.1.

Dada A € M,,x, se verifica que rg(A) =rg(A’A) = rg(AA’). En particular, si m > n
y rg(A) = n, la matriz A’A es no singular. Se puede ver la demostracién en Barbolla

y Sanz (1998).
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Proposicion A.1.2.
Si A es una matriz cuadrada no singular con elementos reales, tal que para cada una de
sus columnas se verifica que la suma de sus elementos es 1 entonces para cada columna

de A~! se verifica que la suma de sus elementos es 1.

Demostracion

Sea Al = : : se verifica que

ay - an byy - by 1 --- 0

g1 Akl b - bk 0 --- 1

Formemos los productos que conducen a la primera columna de la matriz identidad [

aibyn + 4+ abin =1
agbyy +---+ agubpy = 0
kb -4+ ambyn = 0

k k
bui Z&iﬁ- o +bg Z aip = 1
i=1 i=1

y como cada una de las columnas de A suman 1, se cumple que by; +---+ by =1 de

igual forma se demuestra para las restantes columnas de A1,

Definicién A.1.2. Producto Kronecker

Dadas las matrices A,,xn , Bpxq, se define el producto de Kronecker de A por B, que

se denota por A ® B, como la matriz de orden mp x ng dada por

CZHB (IlgB cee alnB

anB apB - ay,B
A@B— 2? 2? 2.

amiB amaB -+ amnB
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A.2. Formas cuadraticas

Definicién A.2.1. Polinomio cuadrdtico

Se dice que un polinomio p en las variables x1, s, ..., x, es cuadrdtico, si cada uno de

sus términos tiene grado dos, es decir

n n

p2<x1,x2,...,l‘n): E E Qi T2

i=1 j=1

siendo los coeficientes a;; € R, 4,7 = 1,...,n y las variables z;, ¢ = 1,...,n con

valores en R.

Definicién A.2.2. Forma cuadrdtica

Se denomina forma cuadrdtica q a toda aplicacion de R™ en R que a cada vector

Z € R™ le hace corresponder el valor numérico dado por un polinomio cuadratico.

Definicién A.2.3. Matriz asociada a una forma cuadrdtica

Dada una forma cuadratica ¢, definida de R™ en R la tinica matriz simétrica (Q € M,,
para la que se verifica ¢(Z) = QT se dice que es la matriz asociada a la forma
cuadratica ¢, denominandose expresion matricial de ¢ a la dada a partir de la matriz

simétrica Q.

Definicién A.2.4. Tipos de formas cuadraticas

Sea ¢ una forma cuadratica en las variables (z1,xs,...,x,). Se dice que

1. ¢ es definida positiva si y sblo si para todo T € R® Z # 0 se verifica que ¢(z) > 0.

2. q es definida negativa si 'y sélo si para todo = € R"™ Z # 0 se verifica que ¢(Z) < 0.

3. q es semidefinida positiva si y sélo si para todo z € R™ ¢(z) > 0 y existe algin
vector no nulo z!' tal que ¢(z') = 0.

4. q es semidefinida negativa si y sélo si para todo T € R" ¢(z) < 0 y existe algin

vector no nulo z? tal que ¢(z?) = 0.

5. q es indefinida siy s6lo si existen 7°, 7* € R tales que ¢(7°) <0 y q(z*) > 0.
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Definicién A.2.5. Menor principal

Se denomina menor principal D;, i =1,...,n de una matriz

A=(ay), i,j=1,....,n a

a1; Aarz -+ Q1

A1 Qi - Qg

Criterios de clasificacion de formas cuadraticas

Teorema A.2.1. Criterio de los menores

Sea ¢q(Z) = T’AZ una forma cuadratica en las variables z1,...,x,. Entonces se verifica
que:
1. g es definida positiva siy sélosi D; >0, 1=1,...,n.

2. q es definida negativa siy sélosi (—=1)"D; >0, i=1,...,n.
3. q es semidefinida positiva si D; >0, i=1,...,.n—1y D, =]A|=0.

4. q es semidefinida negativa si (—1)'D; >0, i=1,...,n—1y D, =|A| =0.

Teorema A.2.2. Criterio de los autovalores

Sea q(Z) = ¥’ Az una forma cuadrdtica con matriz asociada A, cuyos autovalores son

A1, Ag, ..., A\,. Entonces se verifica que
1. g es definida positiva siy sélosi \; >0, i=1,...,n.
2. q es definida negativa siy sélosi \; <0, 1=1,...,n.
3. q es semidefinida positiva siy sélosi \; >0, 1 =1,...,n y, al menos existe 7

tal que \;, = 0.

4. q es semidefinida negativa siy sélosi A; <0, ¢=1,...,n y, al menos existe i;

tal que A\;; = 0.

5. q es indefinida si y sélo si existen al menos iy e i3 tales que \;, >0 y A\, < 0.
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Definicién A.2.6. Matrices definidas y semidefinidas

Se dice que una matriz real y simétrica, de orden n, es definida positiva, definida ne-
gativa, semidefinida positiva o semidefinida negativa si lo es, respectivamente, la forma

cuadratica ¢ : R™ — R asociada a la matriz A en la base candnica.

Definicién A.2.7. Menor principal primario

Dada una matriz A de orden n, se denomina menor principal primario de A de orden
p < n, denotado por H,, al valor del determinante de una submatriz de orden p de

A, que se obtiene cuando en A se eliminan n — p filas y columnas del mismo indice.

Proposicion A.2.1.

Si q(Z) = ' AT es una forma cuadratica definida positiva, entonces todo menor principal
)
primario de A es positivo siendo ademaés la submatriz asociada correspondiente de orden

p definida positiva. La demostraciéon puede verse en Munoz, F. (1988)

Proposicion A.2.2.

Dada la forma cuadrética ¢(Z) = 7’ AZ en las variables Z = (z1,...,x,) se tiene que:

1. La forma cuadratica ¢ es definida positiva si y solo si existe una matriz B de orden

mxn con m>ny rg(B) =n tal que A= B'B.

2. Si rg(A) =r < n, la forma cuadratica ¢ es semidefinida positiva si y sélo si existe

una matriz B de orden m xn con m>n 'y rg(B)=r <n tal que A= B'B.

Se puede ver la demostracién de esta proposicién en Barbolla y Sanz (1998).

Definicién A.2.8. Formas cuadrdticas restringidas

Dadas las matrices A,xn ¥ Bmxn con m < n y rg(B) = m, se dice que la forma

cuadratica restringida
q(z) = 7' Az, sujetaa Bz =0 es:

1. Definida positiva si y sblo si para todo 7 € R", Z # 0 tal que BZ = 0 se verifica
que ¢(z) > 0.

2. Definida negativa si y sélo si para todo 7 € R*, 7 # 0 tal que BZ = 0 se verifica
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que ¢(z) < 0.

3. Semidefinida positiva si y sblo si para todo T € R", tal que BT = 0 se verifica que
q(z) > 0, existiendo z° # 0 con Bz’ =0 para el cual ¢(z°) = 0.

4. Semidefinida negativa si y sélo si para todo T € R, tal que Bx = 0 se verifica que
q(7) <0, existiendo z* # 0 con Bz* =0 para el cual ¢(z*) = 0.

5. Indefinida si y sblo si existen 7' y z? no nulos tales que Bz! =0 y Bz* =0 para

los que se verifica que ¢(z') >0 y ¢(7?) < 0.

e Si G es una matriz cuadrada de orden n X n, denotaremos por

G, la matriz de orden r formada por las r primeras filas y columnas de G.

e Si S es una matriz de orden m X n con m < n denotaremos por

S, la matriz de orden m obtenida a partir de las m primeras columnas de S.

Smxk la matriz de orden m x k formada por los elementos de las columnas

m+1,...,m+k de S.
Lema A.2.1.

Dada la forma cuadratica restringida ¢ indicada en la definicién A.2.8. en las variables

x1,T9,...,T, se verifica que existe una forma cuadratica

con §j € R"™, tal que ¢ y ¢* son ambas del mismo tipo, siendo F = C'AC y

]n—m

Definicién A.2.9. Matriz orlada

Dadas las matrices A, y B,.xn, llamamos matriz A orlada con B a la matriz de
orden (m +n) x (m+n)

O, | B

B | A

M=
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siendo O,, la matriz cuadrada nula de orden m.

Nota.- Algunos autores denominan matriz orlada de A con B a:
- Al| B
M =
B | O,

Si para cada ¢ = 1,...,n —m se nota por E; la matriz de orden ¢ formada por las ¢

Lema A.2.2.

primeras filas y columnas de la matriz E definida en el Lema A.2.1y por B,, v Ma,,;
lo anédlogo a partir de las matrices B y M indicadas en las definiciones A.2.8 y A.2.9

respectivamente, entonces se verifica que
|Mamsi| = (=)™ |Bu? |E|  i=1,....n—m.

Se pueden ver las demostraciones de los lemas A.2.1 y A.2.2 en Barbolla y Sanz (1998).

Se obtienen resultados andlogos a los expuestos, si se considera la matriz M.
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Espacios métricos y normados

La nocion de distancia como espacio o intervalo de lugar que media entre dos cosas
se presenta de forma natural en la geometria euclidea al medir las longitudes de los
segmentos que unen dos puntos cualesquiera del espacio. Cuando se prescinde del soporte
geométrico que hace intuitiva tal nocién y se consideran sus propiedades esenciales, se
obtienen los axiomas que definen una métrica en un conjunto, y aparece el concepto de

espacio métrico.

B.1. Espacio métrico

Definicién B.1.1. Métrica
Dado el conjunto E no vacio, una métrica o distancia definida en E es una aplicacién
E x E — R, en la que a cada par ordenado (x,y) de elementos de E le corresponde un

nimero real que cumple las condiciones:

vV
=
§©)
I
=
o
+
o
Q.
(@]
R
8
<
m
&

4. d

FEspacio métrico es el par {FE, d} formado por un conjunto E no vacio y una métrica

definida en el mismo.

Dos espacios métricos son distintos cuando difieren en el conjunto soporte E o cuando
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teniendo el mismo soporte E, difieren en las métricas.

De acuerdo con la definicién de espacio métrico, estos espacios no necesitan tener ningu-
na clase de estructura algebraica definida en él y por otra parte, no son topolégicos; sin
embargo, como la métrica permite de manera muy directa definir una base de entornos,

se dice que los espacios métricos son una clase especial de espacios topoldgicos.

Dado el espacio métrico {F,d}, se llama:

- Bola abierta de centro x y radio r al conjunto

B(z,r)=B.(z)={y: y€ E, d(z,y) <r}

- Bola cerrada de centro x y radio r al conjunto

B(w,r) = Bi(z) ={y: y € E, d(z,y) <r}

Un conjunto A de un espacio métrico {E,d} estd acotado si y sélo si existe una bola

que lo contiene.

B.2. Espacios normados

Muchos de los espacios métricos que se presentan en Analisis Matematico admiten una
estructura previa de espacio vectorial, y en ellos la distancia aparece estrechamente
ligada a la nocién de norma de un vector. Tal es el caso del conjunto R™ cuya estructura
de espacio vectorial sobre el cuerpo R es evidente. Conviene, pues, distinguir una clase
particular de espacios métricos que son espacios vectoriales en los que para cada vector

se puede definir una norma.

Definicién B.2.1. Norma

Dado un espacio vectorial E sobre un cuerpo K real o complejo; una norma definida
en E esuna aplicacion de E en R, en la que a cada ¥ € E le corresponde un nimero

real que se designa por ||Z||, que verifica las siguientes condiciones:

1. ||z|]| > 0 para todo Z € F.

2. ||z|] = 0 equivale a z = 0.
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3. ||laz|| = |al||z|| paracada T € E y cada a € K.
4. |lz+gll < [lzll + llgll para cada par 7, y € E

(desigualdad triangular de la norma).

Definicién B.2.2. Espacio normado

Un espacio normado sobre K es un par {£, || - ||}, donde E es un espacio vectorial

sobre un cuerpo K y || - || una norma definida en E.

En particular, son espacios normados:

1. El espacio vectorial R con la norma del valor absoluto.

n 1/2
2. El espacio vectorial R™ con la norma euclidea: ||z|| = (Z x?) :

A todo espacio normado se le puede dotar, de manera natural, de una estructura de

espacio métrico:

Proposicion B.2.1.

Si ||Z|| es una norma en un espacio vectorial F, la aplicacién en la que a cada par
ordenado de elementos Z,y € E le corresponde ||Z — || es una distancia d(z,y)

definida en F.

Demostracion.
d(z,y) = ||z —y|| > 0. Segin 2, si d(z,y) = ||z —y|| =0, es T —y = 0; segin 3 es
d(z,y) = [l = gll = (=1 = )|l = | = 1 ||y — z|| = d(y, T); y finalmente de 4 resulta

la desigualdad triangular
d(z,2) = ||z = )+ @ — D < 17 — 31| + 15— 2| = d(&. ) + d(7, 2).

Por tanto todo espacio normado FE se considera como espacio métrico, con la distancia

d(z,y) = ||z = yl|.
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