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Introduccion

La gestion del riesgo operacional representa para las entidades financieras
una de las tareas de mayor importancia en sus diferentes etapas de identificacion,
medida y control. Por otra parte, el nuevo Acuerdo de Capital de Basilea (Basilea
IT), proporciona un estandar internacional de supervisién que las instituciones
financieras estdn obligadas a cumplir (BIS, 1996). Estas nuevas reglas marcan
patrones a seguir en el andlisis de las tres componentes esenciales del riesgo:
riesgo de mercado, riesgo de crédito y riesgo operacional. De esta forma, se
confirma la gestion del riesgo como una de las piezas clave para la determinacion
de las provisiones dindmicas de niveles minimos de capital fisico que las entidades
deben mantener con el fin de cubrir las pérdidas esperadas. Por esta razon,
resulta de interés establecer modelos de riesgo que sirvan a una doble finalidad:
la de proponer controles internos que mejoren la propia gestién y la de presentar
informes precisos a este respecto a las instituciones supervisoras externas.

Es en este entorno donde surge el problema de la modelizacion de series de
retornos financieros, como ayuda para predecir la volatilidad en periodos futuros
y probabilidades asociadas a ella. Una simple inspeccién grafica de la distribucion
empirica de este tipo de series permite apreciar algunos rasgos comunes a todas
ellas, como son la asimetria y las colas pesadas, es decir, la presencia de mas
realizaciones en las colas que las esperables en una distribucién normal. Esta
dltima observacion resulta de vital importancia en el control de riesgos y, en par-
ticular, en el andlisis y medida del riesgo potencial de pérdidas econémicas, como
explicaremos a continuacién. Tradicionalmente las instituciones financieras cuan-
tifican la posibilidad de que se produzca una pérdida més grande que una cierta
cantidad fijada, sobre un horizonte temporal dado, mediante el llamado Valor en
Riesgo (VaR) (Smith, 2002, Danielsson y otros 2000); por ejemplo, el VaR puede
decirnos que mas alla de 20 dias se puede esperar una pérdida de al menos el



2 TEORIA DE COPULAS Y CONTROL DE RIESGO FINANCIERO

2%. De forma sencilla y en este contexto, una cartera puede considerarse como
la combinacién lineal de un conjunto de precios de activos individuales. Si la
composicién de la cartera se mantiene fija, es posible evaluar el riesgo mediante
alguna técnica univariante (por ejemplo, mediante Teoria de Valores Extremos),
tratando simplemente el precio de la cartera como variable de interés. Sin em-
bargo, lo habitual es disenar la cartera de forma que se maximice el rendimiento
esperado sujeto a alguna restriccién sobre el VaR de la misma. Para resolver
un problema de esta naturaleza, en el que es necesario determinar los pesos de
los diferentes activos, resulta esencial considerar la distribucién conjunta de los
precios. Las técnicas convencionales aplicadas en el calculo del VaR se basan
en la hipétesis de normalidad multivariante para la distribucién conjunta de los
retornos, pero esta hipdtesis es cuestionable en la mayoria de los casos dado que,
como ya hemos comentado, tratamos con series con colas mas pesadas que las que
proporcionaria la situacién de normalidad, lo que complica la determinacién de
las probabilidades en las colas. Concretamente, en el caso de la dependencia entre
mercados financieros, los trabajos de Ang y Chen (2002), Login y Solnik (2001)
y Ang y Bekaert (2002), ponen en evidencia la hipdtesis de normalidad aplicada
a observaciones procedentes de mercados tanto domésticos como internacionales.

Los métodos tradicionales de simulacién histérica (Crouhy, Galai y Mark
2001; Marshall 2001; Vilarifio 2001), aunque pueden contemplar los fenémenos de
asimetria y colas pesadas ya comentados, presentes en las distribuciones empiricas,
tienen el inconveniente de no permitir predecir pérdidas fuera de la muestra vy,
por tanto, resultan pobres a la hora de estimar el VaR: las pérdidas pasadas re-
sultan no ser buenos estimadores de las pérdidas futuras. Ademés las medidas de
riesgo obtenidas a partir de las series histdricas, con frecuencia son sensibles al
tamano de la ventana temporal empleada y dificultan los andlisis de sensibilidad
de determinados parametros a pequenas variaciones. De todo lo anterior, surge
la necesidad de modelizar las distribuciones empiricas mediante modelos multi-
variantes suficientemente flexibles. Paralelamente a este desarrollo, surge el de
los métodos inferenciales necesarios para determinar los modelos méas apropiados
a cada situacion practica.

Es en esta situacion donde demuestran su utilidad las funciones cépulas, como
una herramienta para describir la estructura de dependencia subyacente entre un
grupo de variables aleatorias, de las cuales se conoce el comportamiento indi-
vidual, y determinar el efecto de dicha estructura sobre el VaR bajo un modelo
de probabilidad concreto, es decir, medimos y comparamos riesgos a partir de



los cuantiles de la distribucién conjunta. Las funciones cépulas tienen una larga
historia en Teoria de la Probabilidad aunque han sido estudiadas bajo diferentes
nombres: t-normas, funciones de dependencia, operadores de Markov o medidas
doblemente estocasticas. Para una introduccién a la Teoria de cépulas pueden
consultarse los textos de Joe (1997) y Nelsen (1999), o el trabajo de Frees y
Valdez (1998). La idea de una funcién que caracterice la estructura de depen-
dencia entre diferentes variables aleatorias proviene de los trabajos de Hoeffding
(1940, 1948), aunque fue Sklar (1959) quién defini6 y establecié la denominacién
de copula para una funciéon que obtiene la distribucién multivariante como funcién
de las distribuciones marginales univariantes. Sin embargo, su aplicacién en el
marco financiero es muy reciente: la primera idea aparece en torno al estudio de
las limitaciones del coeficiente de correlacion lineal como medida de dependencia
(Embretchs, McNeil y Straumann, 1999). El texto de Cherubini, Luciano y Vec-
chiato (2004) resulta bastante interesante en cuanto a aplicaciones en el campo
financiero y actuarial y el trabajo de Embretchs, Lindskog y McNeil (2001) cons-
tituye un buen resumen desde el punto de vista tedrico.

Las copulas permiten representar funciones de distribucion conjuntas asi como
distinguir el comportamiento de las marginales, a partir del patrén de dependen-
cia capturado por la copula misma. Esto resulta muy til no sélo en la fase de
modelizacion, sino también en las de estimacién o simulacién. Esencialmente,
nos proporcionan una manera relativamente sencilla de extender los modelos fi-
nancieros tradicionales, que partian de la hipotesis de normalidad conjunta, a
situaciones mas generales incluyendo aquellas en las que se supone normalidad
Unicamente en las marginales.

Actualmente, la Teoria de Coépulas estd bastante consolidada, aunque las
propuestas inferenciales aun resultan escasas. Las aportaciones de Genest y
Rivest (1993), Genest, Ghoudi y Rivest (1995) y Joe (1997) resultan esenciales
en este contexto, y Genest y Favre (2006) realizan una interesante recopilacién
de este tipo de técnicas. El interés, por tanto, se concentra en el desarrollo de
modelos de copulas multivariantes, capaces de capturar rasgos relevantes de series
financieras y sobre los métodos inferenciales aplicables a dichos modelos, que re-
sultan esenciales en la consecucion de los siguientes fines: estimacién de funciones
de riesgo dependientes, prediccion de series temporales financieras y evaluacion
de medidas de riesgo.
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Objetivos y Resultados

Esta tesis tiene un doble objetivo. En primer lugar, introduce modelos tanto
estaticos como dindmicos basados en funciones cépulas, capaces de capturar ras-
gos relevantes de series financieras bivariantes, con el fin de ser utiles en el control
y valoracién de riesgos potenciales de mercados financieros. En segundo lugar,
analiza el comportamiento conjunto de dos mercados consolidados: el americano,
representado por el indice Dow Jones, y el europeo, a través del indice Ibex35,
razén por la cual, la teoria y la practica van de la mano a lo largo de los diferentes
desarrollos.

Fundamentalmente, nuestro andlisis se ha referido al comportamiento de pérdi-
das extremas, reflejado en las colas inferiores, tanto de las distribuciones mar-
ginales como del modelo bivariante. La metodologia que se presenta resulta
aplicable a una gran variedad de situaciones reales de control de riesgo.

La tesis se ha estructurado a lo largo de cinco capitulos en los que se exponen
los diferentes métodos y resultados, y un tltimo capitulo dedicado a las conclu-
siones mas relevantes, en el que ademas se describen los problemas abiertos a
futuras investigaciones.

El Capitulo 1 esta dedicado a las nociones bésicas, propiedades y herramien-
tas utilizados en los capitulos posteriores. En él se establece la definicién de
copula, relacionada con la de variable aleatoria, junto con las propiedades mas
relevantes de las mismas incluyendo el resultado fundamental, conocido como
Teorema de Sklar (Sklar 1959), que permite la aplicacién de la aproximacion
basada en cépulas en la modelizacion de estructuras de dependencia multivari-
antes. Incluimos un analisis detallado de las limitaciones del uso del coeficiente
de correlacion lineal como medida de dependencia, lo que justifica la necesidad de
considerar otras medidas de concordancia, tales como la tau de Kendall o la rho de
Spearman. A continuacidén, se plantea el concepto de dependencia en colas como
una propiedad de la cépula, y no de las distribuciones marginales. Seguidamente
se define la copula empirica, para finalizar con una descripcién de los modelos
paramétricos de copula més utilizados en el &mbito financiero, prestando especial
atencion a la familia de las arquimedianas y la de valores extremos, debido a las
buenas propiedades que presentan.

El Capitulo 2 aborda la cuestién relativa a la eleccién del modelo de cépula
que representa de forma mas adecuada la estructura de dependencia entre series



bivariantes de retornos de indices financieros. En este capitulo nos centramos ex-
clusivamente en la eleccion del modelo estatico de copula, ya sea de tipo empirico
o parametrico, basado en la informaciéon proporcionada por las distribuciones
empiricas continuas marginales; esto es, no se supone un modelo paramétrico
para el comportamiento marginal, con el fin de evitar errores procedentes de
malas especificaciones. Puesto que la funcién de distribucién empirica es de na-
turaleza discreta, lo que puede originar problemas en un proceso posterior de
ajuste de tipo paramétrico si optamos por el método de la maxima verosimilitud,
ha sido necesario utilizar un procedimiento que dote a la funcién de distribucion
empirica de soporte continuo.

A continuacién, en una primera aproximacion, se obtiene la cépula empirica,
que extrae de forma directa la estructura de dependencia de las series brutas de
datos y permite estimar de forma consistente la cépula real que los representa.
Dicha copula empirica se dedica a diferentes cometidos, como son la identifi-
cacion del signo de la dependencia bivariante, la cuantificacion de la dependencia
conjunta y de la dependencia en colas, esta iltima mediante un grafico especifico
que permite detectar posibles convergencias en los valores de los coeficientes con-
cretos. También servird para calibrar diferentes familias de copulas candidatas a
utilizar en un ulterior ajuste paramétrico.

Si los modelos de copulas candidatas al ajuste pertenecen a la familia de las
arquimedianas, se utiliza un método alternativo no paramétrico (Genest y Rivest
1993) de estimacién del pardmetro 6 € © identificativo de la cépula, basado en la
7 de Kendall. Se calculan los correspondientes errores e intervalos de confianza.
En este contexto, también es posible realizar una estimacion de tipo paramétrico
basada en el generador especifico de cada modelo arquimediano, que se comparara
con la anterior.

Posteriormente, en un planteamiento de naturaleza paramétrica (para el cual
lo expuesto anteriormente no resulta excluyente sino complementario e incluso
recomendable como tratamiento previo) supondremos que la cépula verdadera
pertenece a una familia paramétrica {Cy, 0 € O}, con © el espacio de posibles
valores del parametro. Mediante un método de maxima pseudo-verosimilitud se
obtendran estimadores de 6 € O, consistentes y asintéticamente normales. En un
paso siguiente, evaluamos la bondad del ajuste realizado, para lo que se proponen
métodos de tipo grdfico y analitico.

Por 1ltimo, se lleva a la practica todo lo anteriormente expuesto, realizando el
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andlisis de la serie bivariante formada por los retornos logaritmicos diarios de los
indices financieros Dow Jones e Ibex35. En esta implementacién practica, parti-
mos de algunos de los modelos estaticos planteados inicialmente como candidatos
al ajuste, para crear dos modelos alternativos de copulas que operan de una ma-
nera mas eficiente, y que se obtienen como combinaciones lineales convexas de
los primeros. Estos modelos estan identificados por un parametro de dependen-
cia tridimensional, cuya estimacién se realiza por el método de maxima pseudo-
verosimilitud antes indicado. Para ellos se obtiene, como resultado tedrico, la
relacion funcional entre los coeficientes de dependencia en colas y los pardmetros
de dependencia. Esta situacién ilustra de forma evidente la realimentacion exis-
tente entre teoria y practica, presente a lo largo de esta tesis, puesto que estos
nuevos modelos de tipo mixto adquieren un cardcter relevante en los desarro-
llos tedricos de capitulos posteriores, dado que capturan una amplia variedad
de situaciones reales de dependencia bivariante. El capitulo, contemplado en
su totalidad, constituye una propuesta metodologica de inferencia para cépulas
bivariantes estdticas.

Dedicamos el Capitulo 3 a la eleccién de los modelos marginales mas ade-
cuados a cada serie de retornos de los indices considerados. La realidad es que las
observaciones de las series univariantes no son necesariamente independientes en
el tiempo, por lo que el planteamiento basico de que partimos es que cada una de
ellas sigue un modelo de serie temporal estacionario con estructura de volatilidad
estocastica.

Abordamos, entonces, la representacién del comportamiento de las distribu-
ciones marginales de los retornos en dos fases: una primera en la que utilizare-
mos modelos tipo GARCH (modelos dindmicos de varianza condicionada; Engle
1982, Bollerslev, Chow y Kroner 1992) y méxima verosimilitud para obtener es-
timaciones de la volatilidad condicionada, para proceder, en una segunda fase, a
confirmar mediante el andlisis de datos exploratorio y los contrastes estadisticos
pertinentes, que los residuos constituyen, al menos de forma aproximada, una
serie i.i.d. con colas pesadas. Esta aproximacién, que estima la distribucién
condicionada de los retornos a partir de la de los residuos y las estimaciones
de la volatilidad y de la media condicionada, refleja dos rasgos presentes en la
mayoria de las series de retornos financieros: la volatilidad estocéstica y las colas
pesadas de las distribuciones condicionadas de los retornos sobre horizontes tem-
porales cortos. A lo largo del capitulo se establecen una serie de procedimientos
de seleccion y diagndstico de este tipo de modelos.



Los planteamientos tedricos previos se llevan a la practica sobre cada una
de las series de retornos logaritmicos diarios de los indices Dow Jones e Ibex35,
para a continuacion realizar la seleccién del modelo bidimensional de cépula que
mejor se ajusta a la serie bivariante de residuos filtrados mediante los procesos
tipo GARCH elegidos como modelos marginales. El modelo de cépula obtenido
de esta forma es invariante en el tiempo, pero asume comportamientos marginales
dindmicos.

Una vez resuelta la dificultad que suponia la presencia de dependencia tem-
poral en las series marginales de retornos, mediante el filtrado de las mismas a
través de procesos tipo GARCH, dedicamos el Capitulo 4 al tratamiento deta-
llado de la dependencia local en colas entre las series de retornos filtrados. En
primer lugar, adaptamos herramientas grdficas (Chi-plot, K-plot) para detectar la
presencia de la dependencia, no solo de tipo general, sino también en las colas de
la distribucion bivariante. A continuacién, modelizamos las colas de las distribu-
ciones marginales de los retornos filtrados. Para ello, nos servimos de métodos
umbral (POT) que permiten el ajuste de distribuciones de Pareto generalizadas
(GPD) a las muestras univariantes de residuos que superen un umbral dado. Se
propone una metodologia de seleccion del umbral mas adecuado para el ajuste.

En un siguiente paso, se cuantifica el riesgo de la pérdida conjunta, concre-
tada a través de una cartera de inversiéon con unos pesos de localizacién especifi-
cados. Se utilizan como modelos de pérdidas marginales los obtenidos mediante
Distribuciones de Pareto Generalizadas (GPD) univariantes que representan los
comportamientos de las colas de pérdidas de los indices financieros implicados.
Nuestra aportacion consiste en ligar estas distribuciones marginales mediante los
dos modelos miztos de copulas obtenidos en el capitulo 2, y utilizar esta estruc-
tura de dependencia conjunta para simular retornos de la cartera lineal. Con este
fin, se ha desarrollado un algoritmo de simulacion de muestras de retornos de la
cartera basado en dichos modelos de copula y en los modelos univariantes propor-
cionados por las GPD ajustadas, en lugar de utilizar la aproximacién cuantilica
para cada distribucién univariante. Al igual que en los Capitulos 2 y 3, las
técnicas propuestas se aplican al caso Dow Jones e Ibex35.

Hasta el momento, se ha supuesto que el pardmetro de dependencia del mo-
delo o modelos de cépula seleccionados tiene un valor constante (o dos valores
constantes en el caso de los modelos mixtos) lo que presupone que la dependen-
cia bivariante permanece estatica a lo largo del periodo muestral considerado.
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Resulta maés realista contemplar la posibilidad de que dicha dependencia posea
una estructura que cambie a lo largo del tiempo, dado que en el caso concreto
de los mercados financieros existe una clara componente dindmica que afecta a
su evolucién. El Capitulo 5 plantea una propuesta original que permite dotar al
modelo de copula de una estructura dindmica, basada en la evolucion de la depen-
dencia bivariante localizada en las colas, cuantificada a través de los coeficientes
de dependencia (TDC). Una vez obtenida la serie de valores de dichos coeficientes
a partir de la llamada cépula cola empirica, se propone para ella un modelo de
serie temporal en el cual la influencia de valores cercanos al instante considerado
sea mayor que la de los méds alejados en el tiempo (alisado exponencial doble de
Holt).

A partir de las predicciones de los TDC y de sus expresiones en funcién de
los parametros de dependencia de los modelos de cépula, es posible obtener la
evolucién dindmica de la dependencia ajustando el modelo de cépula bidimen-
sional en cada instante. De esta forma, somos capaces de generar retornos de la
cartera en base a la cdépula dindmica y efectuar valoraciones del riesgo a lo largo
de un horizonte temporal fijado previamente. El capitulo acaba con la obtencion
de los resultados correspondientes para el caso Dow Jones e Ibex35.

Esta tesis finaliza con un ultimo capitulo, en el que se resumen las conclusiones
mas importantes de nuestro trabajo, asi como las cuestiones abiertas que puedan
considerarse como puntos de partida para futuras investigaciones.

Los resultados y metodologias expuestos a lo largo de los capitulos 2, 3,4y 5
detallados anteriormente, se han automatizado mediante diversos procedimientos
informaticos realizados en lenguaje Splus 6.1 en su versién para Windows, de
forma que permitan realizar un andlisis similar al expuesto sobre cualquier mues-
tra bivariante de retornos financieros. Al final de esta memoria se adjunta un
anexo en el que se relacionan los diferentes procedimientos y funciones desarro-
llados para la implementacion de las distintas técnicas introducidas.

Es nuestro deseo que este trabajo constituya un resultado 1til, tanto desde el
punto de vista tedrico como practico, y pueda ser considerado como una modesta
aportacién dentro del conjunto de metodologias estadisticas orientadas al control
cuantitativo del riesgo operacional, inherente a los mercados financieros.



Coépulas y Variables Aleatorias

1.1. Conceptos Basicos

En términos generales, una cépula es una funcién de distribucién multivari-
ante definida sobre el cubo unidad [0, 1]" con marginales distribuidas uniforme-
mente. Esta definicién resulta natural si la cépula se obtiene a partir de una
funcién de distribuciéon multivariante continua, en cuyo caso la cépula es sim-
plemente la funcién de distribucién multivariante original con marginales uni-
variantes transformadas; sin embargo, enmascara alguno de los problemas que
aparecen cuando la cépula se construye utilizando otras técnicas, es decir, es
necesario establecer el significado del término “funciéon de distribuciéon multi-
variante”. Por esta razon, debemos comenzar con una definicién mas abstracta
y, posteriormente, establecer la definicién operacional de cépula en términos de
variables aleatorias y funcion de distribucion.

Sean S4, ..., S, subconjuntos no vacios de R = [~o00, +00]. Sea H una funcién
real de n variables tales que DomH = S; X ... x Sy, y para a < b (ax < by Vk) sea
B = a,b] = [a1,b1] X ... X [ap,by] cuyos vértices estdn en el domH.

Definicion 1.1

Llamamos H-volumen de B a

Vi (B) = Z sign(c)H (c)
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donde la suma se toma sobre todos los vértices ¢ de B y

gn(c) 1 si ¢, = ay, para un n° par de k's
sign(c) = , .
—1 si ¢, = ag para un n° impar de k's

Definicién 1.2
Una funcion real H de n variables es n-creciente si Vi (B) > 0 VB cuyos
vértices estan en el DomH .

Sea H la funcién de variable real n-dimensional con DomH = S7 x ... X S,
donde cada Si tiene un elemento mas pequeno ag. Supongamos que H verifica
la siguiente propiedad:

Propiedad 1.1 H(t) = 0Vt € domH tal que ty, = ay para al menos un k.

Si cada Sk es no vacio y tiene un elemento mas grande by, entonces H tiene
marginales, siendo las marginales unidimensionales de H las funciones Hj con
DomH = Sj, y con Hyp(z) = H(b1,...,bp—1,%,bg41,...bn) Y& € Sk que son las
denominadas simplemente marginales. Las marginales de dimensién superior se
definen de manera analoga.

Lema 1.1

Sean S, ..., Sn subconjuntos no vacios de Ry sea H la definida anterior-
mente, n-creciente y verificando la propiedad 1.1. con DomH = S X ... X S,,.
Entonces H es creciente en cada argumento, es decir, si (t1, ..., tk—1, T, tki1, .tn)
Y (L1, ey t—1, Yy tgs1, ---tn) estan en DomH y x <y, entonces

H(tl, ceey tk—la Z, tk+1, tn) < H(tl, ceey tk—la Y, tk+1, tn)

Lema 1.2

Sean 81, ..., Sy, subconjuntos no vacios de R y sea H la definida anteriormente,
n-creciente y verificando la propiedad 1.1., con marginales y DomH = S1 X ... X
S, entonces si x = (T1,...2y) €Yy = (Y1, ...Yn) Son puntos en el DomH se verifica
que

|H(x) — H(y)| <> [Hi(z) — Hi(y)|
k=1

(La demostracién de ambos Lemas puede verse en Sklar y Schweizer,1983).
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Definicién 1.3
Una funcion de distribucion n-dimensional es una funcion H con dominio R"
tal que H es n-creciente, verifica la propiedad 1.1. y H(oo,...,00) = 1.

Del Lema 1.1 se sigue que las marginales de una funcién de distribucién n-
dimensional son funciones de distribucién que denotaremos Fi, ..., Fj,.

Definicion 1.4
Una Cépula n-dimensional es una funcion C con dominio [0,1]" tal que:

(i) C es n-creciente y verifica la propiedad 1.1.
(i) C tiene marginales Cy, k = 1,2, ...,n, que satisfacen C(u) = u Vu € [0, 1].

Obsérvese que para cualquier cépula n-dimensional C, n > 3, las marginales
k-dimensionales de C' son cépulas k-dimensionales. De forma equivalente, una
copula n-dimensional C' es una funcién con las siguientes propiedades:

1. Para cada ue [0,1]", C(u) = 0 si al menos una coordenada de u es 0, y
C(u) = uy si todas las coordenadas de u son iguales a 1 excepto uy.

2. Para cada a y b en [0,1]" tales que a; < b; Vi = 1..n se verifica que
Ve [a,b] > 0.

Puesto que las cépulas son funciones de distribucién conjuntas (sobre [0, 1]™),
una cépula C induce una medida de probabilidad sobre [0, 1]" a través de

Vo ([0,u1] X .o X [0,u,]) = Clug, ..., up)

y una extensién estdndar a subconjuntos de Borel arbitrarios de [0,1]". A partir
de resultados conocidos de la teoria de la medida, podemos asegurar que existe
una unica medida de probabilidad sobre subconjuntos de Borel de [0, 1]" que co-
incide con V¢ sobre el conjunto de elementos de [0, 1]". Denotaremos esta medida
de probabilidad por V. A partir de la definicion se sigue que una cépula C' es una
funcién de distribucién sobre [0, 1]" con marginales distribuidas uniformemente
en [0,1].

El siguiente Teorema se sigue directamente del Lema 1.2:
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Teorema 1.1
Sea C una copula n-dimensional. Entonces para cada u, ve [0,1]"

IC(v) = C)| <D |o — i
k=1

Por tanto, C es uniformemente continua en [0,1]".

1.2. Teorema de Sklar. Interpretaciéon probabilistica
de las cépulas

El punto de partida para la aplicacion financiera de las cépulas es su inter-
pretacién probabilistica, es decir, la relacién entre cépulas y funciones de dis-
tribucién de variables aleatorias. Esta relacion estd esencialmente establecida en
el Teorema de Sklar que asegura no solamente que las cépulas son funciones de
distribucién conjuntas, sino que el reciproco también es cierto: las funciones de
distribucién conjuntas se pueden reescribir en términos de las marginales y una
unica subcopula, que a su vez puede extenderse (en general, no de forma tnica) a
una copula. Es mas, la mayoria del estudio de funciones de distribucién conjuntas
puede reducirse al estudio de copulas.

Teorema 1.2 (Sklar 1959)
Sea H una funcion de distribucion n-dimensional con marginales Fi, ..., Fy,.
Entonces existe una copula n-dimensional C' tal que Vx€& R"

H(z1,...,xn) = C(Fi(21), ..., Fp(zn)) (1.1)

St F1, ..., Fy, son todas continuas, entonces C es unica, por tanto, estd univocamente
determinada sobre RanFi X ... X RanF,.

Inversamente, si C es una copula n-dimensional y Fi, ..., F, son funciones
de distribucion, entonces la funcion H definida anteriormente es una funcion de
distribucion n-dimensional con marginales Fy, ..., F,.

(La demostraciéon puede verse en Sklar 1959).

De acuerdo con este resultado, cuando escribimos por ejemplo para el caso
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bidimensional:
F(z,y) = C(F1(x), F2(y))

repartimos la probabilidad conjunta entre las marginales y una copula, de forma
que esta ultima solamente representa la asociacién entre X e Y. Las cépulas
separan el comportamiento marginal (representado por las F;) del conjunto, en
contra de lo que ocurre en la representacion usual de probabilidades conjuntas via
funcién de distribucién. Por esta razén, las cépulas son denominadas funciones
de dependencia (Deheuvels 1978).

Observaciones: (Consecuencias del Teorema de Sklar)
P(X <z,Y >y) = Fi(z) — C(Fi(2), F2(y))
P(X >2,Y <y) = Fa(y) - C(Fi(2), F2(y))

P(X <a,/Y <y) = SOEL0)

P(X <2/Y > y) = BE-00@RE)

P(X <a/Y =y) = Ci ol Fi(2), Faly)) = | 2552
(X <z/ y) = Cya(F1(z), Fa(y)) ) IR
Definicién 1.5
Sea F una funcion de distribucion univariante. Llamamos inversa genera-

lizada de F' a
Flt)y=inf{z eR:F(x) >t} Vte0,1]

(Consideramos inf @ = —00).

Corolario 1.1
Sea H una funcion distribucion n-dimensional con marginales continuas Fy, ..., Fy,
y cépula C ( C satisface (1.1)). Entonces para cualquier ue [0,1]"

Cut, ..oy un) = H(Fy(u1), ..., Fp(un))

La separacion entre comportamientos marginales y dependencia conjunta ex-
plica la flexibilidad de las cépulas para establecer modelos de dependencia con
numerosas aplicaciones practicas y tedricas. La primera parte del teorema de
Sklar permite construir distribuciones bivariantes de forma sencilla y flexible:
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uniendo una pareja de distribuciones marginales univariantes en una funcién que
satisface la definicién de copula. Esto difiere de la manera tradicional de cons-
truir distribuciones multivariantes, que tiene la restriccion de que las marginales
son usualmente del mismo tipo, es decir, las correspondientes variables aleatorias
son transformaciones lineales afines la una de la otra mientras que las cépulas
admiten marginales de diferentes tipos. Esta peculiaridad sugiere que cualquier
problema de estimacién deberia descomponerse en dos etapas: la primera relativa
a las marginales y la segunda a la cépula misma.

1.3. Cotas de Fréchet-Hoeffding

Consideremos las funciones

M"(u) = min(uy, ..., up)
IM(u) =ug X ... x un

W"(u) = mdx(ug + ... + up, —n +1,0)

Las funciones M™ y II" son n-cépulas Vn > 2 , mientras que W" en general
no es una copula para cualquier n > 3.

Teorema 1.3
(Desigualdad de las cotas de Fréchet-Hoeffding)

Sea C una n-cdpula , entonces para cada ue [0,1]"
W"(u) < C(u) < M"(u)

(La demostracion puede verse en Fréchet 1957).

A la vista de esta desigualdad podemos preguntarnos qué representa el he-
cho de que la cépula que une las variables aleatorias coincida con alguna de las
dos cotas (nos referiremos al caso bidimensional, ya que para n > 2 , W" no
es una cépula). El hecho de que la distribucién conjunta de las dos v.a. esté
caracterizada por la cota superior de Fréchet, M?, indica una situacién de de-
pendencia perfecta positiva, también conocida como comonotonicidad. Por el
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contrario, si la cépula que las liga es la cota inferior de Fréchet, W2, se dice que
son contramonotonicas.

Independencia

Méxima

Minima

nnnnnnn

Figura 1.1: Distribuciones de las Copulas Independencia, Mdxima y Minima

A pesar de que W™ no es una cépula para n > 2 , es la mejor cota inferior
posible en el sentido siguiente:

Teorema 1.4

Para cualquier n > 2 yu € [0,1]", existe una n-cépula C' (que depende de u)
tal que

C(u) = W"(u)

(La demostracién puede verse en Nelsen 1999, pag..42)

Una consecuencia del Teorema de Sklar, es que la desigualdad que relaciona
las cépulas méaxima y minima, W? y M?2, puede escribirse como

max(F(z) + Fa(y) — 1,0) < F(z,y) < min(F1(z), F2(y))
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que es la conocida desigualdad de Fréchet-Hoeffding para funciones de distribucién.

La existencia de cotas superior e inferior sugiere la posibilidad de establecer
un orden entre las copulas:

Definicion 1.6
Sean Cy y Co copulas. Decimos que Cy es mds pequeria que Cy (0o Cy mds
grande que Cy) y lo denotamos

01 =< 02 (CQ - 01)

st

Ci(u,v) < Ca(u,v) (0 Colu,v) > Ci(u,v)) Y(u,v) € [0,1]?

Este orden se denomina orden de concordancia.

Decimos que una familia paramétrica de cépulas {Cy,0 € ©} estd ordenada
positivamente respecto al parametro 6, si

01 <6y = Cgl < 092 V91,92 €0

Por el contrario, estard ordenada negativamente si

01 <0y = Cp, = Cp, V01,00 €0

El orden asi definido es solamente parcial, puesto que no todas las copulas
pueden compararse a través de él. Por ejemplo, si consideramos

1 2
C=-W+_-M
3 +3

(es inmediato comprobar que C' es una cépula a partir de la definicién 1.4 y
del hecho de que W y M son cépulas) es posible encontrar puntos de [0, 1]2 en
los que C' > II y otros en los que C < I, en concreto

L 2 )
gmax(u+v—1,0)+§mm(u,v) > w siu=v=g

2 1 3
gmdx(u+v—1,0)+§mz'n(u,v) < wv Siu:Z’U:Z

con lo cual C' y II no son comparables.
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1.4. Graficos y diagramas de contorno de una cépula

El gréfico de una cépula, z = C(u,v), es una superficie continua en el cubo
unidad [0, 1]3, acotada por el cuadrildtero de vértices (0,0,0), (1,0,0), (1,1,1) y
(0,1,0).

Como sabemos, dada cualquier cépula C' se verifica que:

W(u,v) < C(u,v) < M(u,v)

por lo que el grafico de C' permanece entre los graficos de las cotas de Fréchet-
Hoeffding, es decir, las superficies z = W(u,v) y z = M(u,v).

Una manera sencilla de presentar y comparar el grafico de una cépula, es a
través de su diagrama de contorno que no es mas que la representacion grafica de
sus curvas de nivel. Estas tltimas son conjuntos en [0,1]" dados por C(u,v) = k
con k constante. Obsérvese que los puntos (k,1) y (1, k) pertenecen a la curva
de nivel correspondiente a la constante k.

También se verifica que para cualquier cépula C'y un k € [0, 1] dado, el gréfico
de la curva de nivel {(u,v) e [0,1)%: C(u,v) = k‘} debe permanecer dentro del

tridngulo determinado por W(u,v) =k y M(u,v) = k.
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Funci n de distribuci n de BIV1

Density |

Figura 1.2: Densidad de la Céopula de Gumbel bivariante de pardmetro 1.4 con
marginales N(3,4) y t(3) (abajo) y diagramas de contorno de su densidad y su
distribucion (arriba)
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1.5. Propiedades de las copulas

Puesto que n v.a. X3, ..., X}, son independientes sii

H(z1,...,7) = Fi(z1) X ... X Fp(w) Vo1,..,2, €R

se puede establecer el siguiente resultado a partir del Teorema 1.2:

Teorema 1.5
Sea (X1, ..., Xp)T un vector de v.a. continuas con cépula C. Entonces X1, ..., X,
son independientes sit C' = I1".

Una buena propiedad de las cépulas es que son invariantes bajo transfor-
maciones estrictamente mondétonas de las variables aleatorias, o en su caso se
transforman de manera sencilla. Obsérvese que si la funcién de distribucion de
una v.a. X es continua y « es una funcién estrictamente monétona cuyo dominio
contiene el RanX, entonces la funcién de distribucién de la v.a. «(X) también
es continua.

Proposicién 1.1

Sea (X1,...,Xp)T un vector de v.a. continuas con copula C. Si ay, ...,y
son estrictamente crecientes sobre RanXi, ..., RanX,,, respectivamente, entonces
(@1(X1), ooy (X ))T también tiene cépula C.

Dem:
Sea F; la funcién de distribucién de X;, i = 1...n. Sea a;l la inversa de «;.

La variable transformada «;(X;) tiene funcién de distribucién continua F =
F;oa; ! Recordemos que F, *(U) « F; y F; (u;) = ;.

Por tanto

Clur,...un) = P[X1< Frluy), o X < Fl(u)]
)

De este resultado se siguen algunas consecuencias tedricas y practicas de in-
terés. Desde el punto de vista tedrico, permite asegurar que cualquier funcional
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o propiedad de la funcién de distribucién conjunta que sea invariante bajo trans-
formaciones estrictamente crecientes de las v.a., es un funcional o propiedad de
su c6pula (independientemente de sus funciones de distribucién de probabilidad
individuales), por tanto, resulta natural utilizar cualquier medida de dependencia
para pares de v.a.: este es el nicleo de la definicion de concordancia entre v.a.
que se tratard con detalle en el punto 1.7.

Proposicién 1.2
X eY v.a. son comonotonicas sit

(X,Y) =4 (1(2), a2(2)

para alguna variable Z y a1 y ao funciones mondtonas crecientes.

(Si X e Y son continuas se tiene el caso mas simple de comonotonicidad
Y = a(X) c.s. para alguna transformacién creciente «).

Dem:

Sea U ~ U(0,1) y sea F' la funcién de distribucién conjunta de (X,Y’) con
marginales Fy(z) y Fa(y).

F(z,y) = P{U < min(Fi(z), F2(y))} = P{U < Fi(z),U < Fa(y)}
por tanto
(X,Y) =q (Fy ' (u), B3 (u)) (1.2)
F Ly Fy ! son transformaciones monétonas crecientes.

Inversamente, a partir de (1.2)

F(z,y) = P{a1(Z) <z,a2(Z) <y} =P{Z € A,z € B}

donde A y B son intervalos de la forma (—o0, k] o (=00, k) , por lo que A C B
o BC A . Es més

F(z,y) =min{P(Z € A),P(Z € B)} = min(Fi(z), F»(y))
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Proposicién 1.3
X eY wv.a. son contramonotdnicas sii

(X,Y) =4 (a1(2),2(2)

para alguna variable Z y oy funcion mondtona creciente y ao funcion mondtona
decreciente o viceversa.

Si X e Y son continuas se tiene el caso méas simple de comonotonicidad Y =
a(X) c.s. para alguna transformacién decreciente a.

Demostracion:
Sea U ~U(0,1)

(X,Y) =q (Fy H(u), F3 (1 - ) = (X,Y) =q (F] '(u), Fy ' 0 g(u))

donde F; *(q) es la funcién cuantilica de F; y g(z) = 1 — z.

1

Entonces u = F| ~ es creciente y v = F,, L6 ¢ es decreciente.

Para el inverso
(X,Y) = (u(2),v(2))

con u creciente y v decreciente.

Definimos
A={Zecu ' ((—o0,2])}

B={Zev ' ((~o0,9))}
Si AN B # @, la monotonicidad de u y v implica que
P(AUB)=P(Q2)=1=P(A)+ P(B)— P(ANnB)
y, por tanto

P(AUB)=P{u(Z) <z,v(Z) <y} = Fi(z)+ Fa(y) — 1

Si AN B = g, entonces

Fi(x) + Fa(y) —1=0
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En cualquier caso

P(AUB)=P{u(Z) <z,v(Z) <y} =mébx{Fi(x) + F»(y) — 1,0}

O

Desde el punto de vista aplicado, la propiedad de comonotonicidad junto con
la invarianza, convierte a las copulas en una potente herramienta para representar
modelos de dependencia conjunta que permiten caracterizar de manera sencilla
las situaciones extremas de independencia y dependencia perfecta (positiva o
negativa).

Finalizaremos este punto con el siguiente resultado relativo a las derivadas
parciales de una cépula:

Teorema 1.6
Sea C una copula n-dimensional. Las derivadas parciales de orden k de C,

#]f&%C(u), existen para casi todo u € [0,1]".

ok

Andlogamente, para cada u € [0,1]" 0 < —8u1 Tun

C(u) <1
(El término casi todo se utiliza en el sentido de la medida de Lebesgue).
(Demostracién y detalles en Nelsen 1999, pag.11)

Teniendo en cuenta lo anterior, dada una cépula :

C(uty ooy ttn) = Ac(Ut, ..y un) + Sc(uty .oy tp)

con

Ao(ul,.. / / 831 s (81,... )dsl,...,dSn
Sc(ul,.. ,Un) ul,..., ) Ac(ul,..., )

Si C = Ac¢ en [0,1]", se dice que C es absolutamente continua. En este caso
C tiene densidad:

871
C(Ul, ...,Un) = 8ul—8u
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que por el teorema 1.1 sabemos que existe en el interior de [0, 1]" y es no negativa.
Si C = S¢ en [0,1]", se dice que C es singular y

an

—_— n = .S. ’117,
5u1...8unc(u1’ ;un) =0 cs. en [0,1]

El soporte de una cépula es el complementario de la unién de todos los sub-
conjuntos abiertos A € [0,1]" con Vg(A) = 0. Cuando el soporte de C es [0, 1]",
se dice que C tiene soporte completo. Si C es singular, su soporte tiene medida de
Lebesgue cero y reciprocamente. Sin embargo, una cépula puede tener soporte
completo con dos componentes, la absolutamente continua y la singular:

C=Ac+ 5S¢

e La copula producto II es absolutamente continua:

9 u v 82 u v
V(u,v) € [0,1 A :// utdudt:/ / dudt = uv =11
woeba?  Ao= [ [ N

e La cota superior de Fréchet, W, es singular:

2

Judv

V(u,v) € [0,1)% W(u,v) =0

luego

u U 82
AC/O/OauaUW(u,v)dudt07éW

e Andlogamente para la cota inferior de Fréchet, M.

Para vectores aleatorios continuos, la densidad de la cépula se relaciona con
la densidad f asociada a la funcién de distribucién conjunta F'. Concretamente,
es igual a la razon entre la densidad conjunta y el producto de las densidades
marginales:

(Fr(2), Fa(y)) f (z,9)

" @) ()

ya que, por el Teorema de Sklar, podemos establecer la siguiente repre-
sentacion canonica:
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De hecho, puesto que las transformaciones integrales son uniformes U; =
F1(X) y Uy = F»(X), se tiene que

X=F'(lh) Y=F')

y dado que para variables aleatorias continuas estas transformaciones son

estrictamente crecientes y continuas

et et | 82 | ), ()
‘““@ﬂﬂwwjfmm‘% %Wﬁ@ﬁWMﬁ&fm»

Bui  Ouy

La representaciéon candnica resulta util cuando, para una distribucién mul-
tivariante dada y marginales dadas, se quiere conocer la coépula que une esas
marginales. También juega un papel fundamental en los procedimientos de esti-

macioén de copulas.

1.6. Coébpula de supervivencia y funcion de superviven-

cia conjunta

Un elemento clave en el control de riesgo de crédito es la llamada Copula de
supervivencia. Supongamos dos v.a. X e Y que representan, respectivamente,
los tiempos de supervivencia de dos riesgos. Las funciones de supervivencia, que
proporcionan la probabilidad de supervivencia individual mas alld de un tiempo

x e y respectivamente, vienen dadas por:

La funcién de supervivencia conjunta viene dada por:

H(z,y) =P[X >z,Y >y

cuyas marginales son H(x, —oo) y H(—0o0,y), que son las funciones de super-

vivencia univariantes F'; y F'a.
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Parece natural preguntarse si es posible establecer una relaciéon analoga a la
del Teorema de Sklar, pero entre funciones de supervivencia conjuntas y mar-
ginales. La respuesta viene dada a través de la copula C' de X e Y :

H(z,y) =1— Fi(z) — Fa(y) + H(z,y) = F1(z) + Fa(y) — 1 + C(Fi(x), Fa(y))

a partir de lo cual, podemos definir una funcién C : [0, 1]2 — [0, 1] tal que

Clu,v) =u+v—1+C(1—u,1—0)

con lo que tenemos

F(l?, y) = 6(Fl(l‘% F2(y))

La funcién C es una cépula y recibe el nombre de Cdpula de supervivencia de
X e Y . No debe confundirse con la funcién de supervivencia conjunta C de n
v.a con funcién de distribucién conjunta C, es decir, si (u1, ..., u,)” tiene funcién
de distribucién C, entonces:

6’(u1, o) =P (U > g, .., Uy > up) = C(1—uq, ..., 1 — uyp))
en el caso bidimensional

Clu,v) =1—u—v+C(u,v) =C(1 —u,1—0)

Obsérvese que la funcién de distribucién conjunta de dos transformaciones
mondétonas decrecientes de dos v.a.

dadas viene representada a través de su
copula de supervivencia.

También es posible expresar, via copula de supervivencia, la probabilidad
condicionada

P(UL>u/Us > v) =+ —u—lvij(u,v) _ C(l—l’L_L,zl} —v)

y, por tanto
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La densidad de la copula de supervivencia se define como
82

= dudv

C(u,v)

¢(u,v)

que existe c.s. y es tal que ¢(u,v) = ¢(1 —u,1 —v). Esto estd relacionado con
la densidad de la distribucién de supervivencia F, de la siguiente manera:

f(z,y) =2(1 = Fi(z),1 = Fa(y)) f1(z) f2(y)

asi que
c(Fi(z), F2(y)) =e(1 — Fi(z), 1 — F3(y))

Reviste un interés particular la funcién de supervivencia conjunta de dos uni-
formes. Sean U; y Uz dos v.a U(0,1). con cépula C. Su funcién de supervivencia
conjunta, denotada por C, representa la probabilidad conjunta de que (Uy, Us)
sean mayores que u 'y v , respectivamente:

(C(ll, V) = P([U1> u,Us> V)

A partir de lo anterior

Cluy,v)=1-u—-v+C(u,v)=C(l —u,1—v)

La probabilidad de supervivencia F'(x,y) puede escribirse en términos de la

funcién de supervivencia conjunta para uniformes como:

F(z,y) = C(F1(x), F2(y))

Hay diferentes conceptos que pueden expresarse en términos de cépulas, cépulas
de supervivencia y funciones de supervivencia de U(0, 1). Por ejemplo, la funcién
de distribucién de probabilidad para minimos o maximos de dos v.a. se puede
expresar de forma sencilla en términos de cépulas:

Sean m = min(X,Y), M = m4x(X,Y) y F, y Fu las funciones de dis-
tribucién del méximo y el minimo, respectivamente.

Para el maximo, tenemos:

Fy(a)=P(M <a)=P(X <a,Y <a)=F(a,a) = C(Fi(a), Fa(a))
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y para el minimo:

Fpola) = Pm<a)=1-Pm>a)=1—-P(X >a,Y >a)
= 1-C(Fi(a),Fy(a)) = 1 — C(F1(a),F2(a))

donde, obviamente, el punto a debe ser elegido perteneciente al RanF) y
RanFs.

1.7. Limitaciones del coeficiente de correlacion lineal.
Medidas de concordancia

Comenzaremos estableciendo el significado de “independencia” en términos
de cépulas:

X1,...,X, v.a son independientes si la copula que une sus marginales es la
copula producto.

C(Fl(.%'l), ceey Fn(xn)) = Fl(l‘l)Fg(iL‘Q)Fn({I}n) =1II"

Podemos, entonces, considerar medidas de dependencia que recojan la distancia
entre la copula empirica y la copula producto. Veamos, en primer lugar, qué
propiedades serian deseables para una medida de dependencia. Consideremos el
caso bidimensional (X,Y); 0 medida de dependencia debe cumplir:

1. Estd definida para cada par (X,Y).
2.0(X,Y) = 0(Y, X)(simetria)
3.-1<9(X,Y) <1

4. 9(X,Y) =0sii X e Y son independientes

5. 0(X,Y) =1sii X e Y son funcién estrictamente monétona no decreciente
c.s la una de la otra (comonotonicidad).

0(X,Y) = —1sii X eY son funcién estrictamente monétona no creciente c.s
la una de la otra (contramonotonicidad).

6.0(X,Y) = 0(Th(X),To(Y))con Ty y T» funciones estrictamente monétonas
c.s.
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7. Si la sucesién de v.a.{(X,,Y,)}tiene cépula C,, con C), ~, .~ C entonces
oo, = Oc.

n n—o0

Recordemos la definicion estdndar del coeficiente de correlacion de Pearson:

(z: =T)(y: = 7)

3=

=1

p:
0X0y

p solamente cumple las propiedades 2 y 3 de entre las siete anteriores. El
éxito de la correlacion lineal se debe a sus buenas propiedades en el andlisis
lineal, especialmente para la combinacion lineal de factores de riesgo F, donde

VaR(a'F) = o' Cov(F)a

Sin embargo, su uso no es adecuado en situaciones en las que la dependencia
multivariante es de tipo mas general.

Alguno de los inconvenientes més notables que presenta son los siguientes:
) 0'%( y 0'?, deben ser finitas para que p esté definida.

e La independencia siempre implica correlacién cero, pero el reciproco solo es
cierto en el caso multivariante gaussiano.

e Correlaciones débiles no implican necesariamente baja dependencia.

e La correlacién no es una medida invariante bajo transformaciones estricta-
mente monétonas (la cépula si lo es).

Necesitamos, entonces, alguna otra medida de dependencia que no presente
estos inconvenientes y, puesto que la cépula captura aquellas propiedades de la
distribuciéon conjunta que son invariantes bajo transformaciones estrictamente
crecientes c.s., parece conveniente expresar dichas medidas en términos de la
copula.

Las medidas invariantes por cambios de escala utilizadas més frecuentemente
son las llamadas medidas de concordancia: decimos que dos v.a son concordantes
si valores grandes de una estdan asociados con valores grandes de la otra y lo mismo
ocurre con los valores pequenos. En otro caso diremos que son discordantes. De
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esta forma, la concordancia recoge aquellas relaciones no lineales que escapan a
la correlacion.

A continuacion, recordamos las definiciones de las medidas de concordancia
mas utilizadas y proporcionamos nuevas expresiones para ellas en términos de
copulas:

e Tau de Kendall (se define como la probabilidad de concordancia menos la
de discordancia)

Sean (X1,Y1) y (X2,Y2) dos vectores aleatorios iid con funciones de dis-
tribucién conjuntas Hy y Ha y posibles cépulas C; y Co

7= [P(X1 - X2)(Y1 = Y2) > 0] — [P(X1 — X3)(Y1 — ¥2) < (]

Nelsen (1999) demuestra que puede expresarse en términos de las cépulas como:
To = 4// Co(u,v)dCq(u,v) — 1
12

e Rho de Spearman

Sea R; el rango de x; entre las z y S; el rango de y; entre las y. El coeficiente
de correlacién de rangos de Spearman es:

S (R ~ B)(Si — 5)

=1

que en términos de cépulas queda como:

pc =12 // (C(u,v) — uv) dudv = 12/ C(u,v)dudv — 3
12 72

(Obsérvese la comparacién explicita con la cépula producto en este caso).

Esencialmente, estas dos medidas miden el grado de dependencia monotdnica
frente al coeficiente de correlacion lineal, que mide simplemente el grado de de-
pendencia lineal. Ambas medidas alcanzan el valor de la unidad para la cota
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superior de Fréchet bivariante (una variable es transformacién estrictamente cre-
ciente de la otra) y el valor -1 para la cota inferior de Fréchet (una variable es
transformacion estrictamente decreciente de la otra), lo cual no es cierto de forma
general en el caso del coeficiente de correlacién lineal.

Existen otras situaciones en las cuales el interés simplemente radica en cuando
las variables son concordantes o discordantes, es decir, cuando la dependencia en-
tre X e Y es positiva o negativa. En esas situaciones recurriremos a las siguientes
definiciones.

Definicién 1.7
Se dice que X e Y v.a. tienen dependencia positiva en cuadrante (PQD) si

PX>zY >yl >P[X >z|PY >y Vo,y €R

La definicién anterior es equivalente a
PX<z,Y<y>P[X<az]P[Y<y VzyecR

Definicién 1.8
Se dice que X e Y v.a estdn positivamente asociadas (PA) si

E [gl(X7Y)92(X7Y)] > B [gl(X7Y)] E [92(X’ Y)]

siendo g1 y go funciones medibles de variable real, crecientes en ambas compo-
nentes y para las que las esperanzas anteriores existen.

(Para ampliar conceptos de dependencia ver Joe 1997).

PQD y PA son invariantes bajo transformaciones crecientes y verifican lo
siguiente:

Comonotonicidad = PA = PQD = pxy >0, 7xy >0, ps(X,Y) >0

Por tanto, la comonotonicidad es el tipo mas fuerte de concordancia o depen-
dencia positiva.

Para més detalles sobre tépicos relacionados con el uso del coeficiente de co-
rrelacion lineal en el control de riesgos financieros, puede consultarse Embretchs,
McNeil y Straumann (1999).
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1.8. Coeficiente de dependencia en colas (TDC)

El concepto de dependencia en colas resulta relevante para el estudio de la
dependencia entre valores extremos, lo cual es especialmente 1til en la determi-
nacién de medidas de riesgo, tales como el VaR, que se concentran en el com-
portamiento de sucesos extremos. La dependencia en colas entre dos variables
aleatorias continuas X e Y se puede plantear como una propiedad de la cépula
y no de las distribuciones marginales, por lo que su cuantificacién es invariante
bajo transformaciones estrictamente crecientes de X e Y.

Con este fin, se define la siguiente medida empirica para extremos:

Definicién 1.9

Sea (X,Y)T un vector de v.a. continuas con funciones de distribucion mar-
ginales Fy y Fy . El coeficiente de dependencia en la cola superior de (X,Y)T
es

limy—1-P{Y > Fy ' (u) /X > F{  (u)} = A,
siempre que A\, € [0, 1] exista.

Si Ay € (0, 1], decimos que X e Y son dependientes asintéticamente en la cola
derecha.

Si Ay =0, decimos que X e Y son asintéticamente independientes en la cola
derecha.

Puesto que
P{Y > Fy ' (w) /X > Fy ' (u)}

1-P{X <F '} -P{Y <F'(w} + P{X < F{'(u),Y < Fy '(u)}
L= P{X <P (u)}

Una definicién equivalente (para v.a. continuas), que evidencia que el con-
cepto de dependencia en colas es una propiedad de la cépula es la siguiente (Joe
1997, pég.33):

Definicién 1.10
Sea C' una copula bivariante tal que lz’muﬁrw

tonces C' tiene dependencia en la cola superior si A, € (0,1] e independencia en

= )\, existe, en-

la cola superior si Ay = 0.
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Podemos establecer estas definiciones en términos del VaR (Valor en Riesgo):

A = limy_1-P{Y >VaR,(Y)/X > VaR,(X)}
1-2a+C(a,a) Cla, )
l-—a l-—a

== lz'maﬂl— = limaﬂl— (13)

Para cépulas cuya expresion es complicada (por ejemplo la gaussiana), existe

una expresiéon mds manejable de A, (Embretchs, McNeil y Straumann 1999):

Sean (U, V) un par de v.a. U(0,1) con cépula C . Obsérvese que

P{V <v/U =u} = %C(u,v)

0
P{V>v/U=u}=1- %C(u,v)
y andlogamente si condicionamos por V=v.
Entonces:
, C Uy U i d ~
Ay = limg,_ - <1<_ u; = —lzmuak%C’(u,u)

S <—2 + [%C“vt)} s ” [%C(S’t)} S_t_u>

=lmy, - (P{V >u/U=u}+P{U >u/V =u})

Si ademéds C es una cépula intercambiable, C'(u,v) = C(v,u) , esta expresién
se simplifica quedando como:

Ay = 2lomy_1-P{V > u/U = u}

El concepto de dependencia en la cola inferior puede definirse de manera
similar:
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Cu,u)
u
si Ar € (0,1] e independencia en la cola inferior si A\f, = 0.

Si lim, g+ = )7, existe, entonces C' tiene dependencia en la cola inferior

De nuevo, existe una formulacién alternativa 1til en el caso de cépulas con
expresiones complicadas:

VTl U0 iy S o) D)
du
= limy o+ (P{V <u/U =u}+ P{U <u/V =u}) (1.4)

Si ademas C' es una copula intercambiable:

AL = 2lim,_ o+ P{V <u/U = u}
Recordemos que :

Clu,v) =1—u—v+Clu,v) = C(1 —u,1 —v)

por tanto:

Ol —u,1—u) C(u,u)

Cluu i
(1 _ U) - Z77’2"11*)0“‘

(1 —u)

limg,_ - = limy_,1-

por lo que el coeficiente de dependencia en la cola superior de C' es el coefi-
ciente de dependencia en la cola inferior de C' . Andlogamente, el coeficiente de
dependencia en la cola inferior de C' es el coeficiente de dependencia en la cola
superior de C.

Proposicién 1.4
St X eY tienen funciones de distribucion continuas F1 y Fb respectivamente,

entonces
Ay o= lim P(Y < Fylu) /X < i u)
Moo= dim P(Y > By u) /X > B w)
u—1-

st existe el limite correspondiente.

Dem: Es inmediata al aplicar la transformacién cuantilica a las definiciones
de \p vy \p.
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1.9. Copula empirica

Por ultimo, trataremos una estimacién empirica no paramétrica para copulas
introducida por Deheuvels (1979).

Definicion 1.11
Sea {(xk,yk)}p_q una muestra de tamario n obtenida a partir de una dis-
tribucion bivariante. La Copula empirica es la funcion C, dada por

o i g B n° de pares (x,y) de la muestra tales que x < Ty €Y < Yy
"\n'n) n
1 n
= - D I (2 < zayuk < y)) i,j=1..n (1.5)
k=1

Con T(j) € Y(j) 1<¢<j<n, los estadisticos de orden de la muestra.

Definicion 1.12
La frecuencia de la copula empirica, ¢, , viene dada por

)
0 en otro caso

. . 1 .
‘o (i l) _ { ~ 80 (x(3),y()) es un elemento de la muestra
n’'n

La relacién entre C), y ¢, es la siguiente:

e inversamente

. <171) —c, <1,z>_cn (Z‘l,l)wn <17u>+cn (%{Q)
nn n n n n n n n n

A partir de estas definiciones podemos obtener las versiones muestrales de las

medidas de concordancia poblacionales, rho de Spearman (r,) y tau de Kendall

(tn) :
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(La comprobacién puede verse en Nelsen 1999).

Deheuvels (1979) también demostré que cuando el tamafio muestral crece, la
copula empirica converge a la cépula verdadera.

Las copulas empiricas permiten construir contrastes no paramétricos de inde-
pendencia (Deheuvels 1981a y 81b, Genest y Rémillard 2004) ademéds de ser un
instrumento 1til en el andlisis exploratorio de los datos.

1.10. Familias de cépulas mas usuales en el entorno
financiero

A continuacién, describimos las familias paramétricas de cépulas de uso méas
frecuente en el entorno financiero.

1.10.1. Cépulas elipticas

Las distribuciones elipticas juegan un papel importante en finanzas, debido a
que constituyen una fuente de distribuciones multivariantes que poseen muchas
de las buenas propiedades de la distribucién normal multivariante y facilitan la
obtencién de modelos multivariantes para extremos y otras formas de dependencia
no normales. Las cépulas elipticas no son més que las cépulas de distribuciones
elipticas. La simulacién a partir de este tipo de distribuciones es sencilla y, como
consecuencia del Teorema de Sklar, también lo es a partir de copulas elipticas.
Ademsds permiten calcular ficilmente los coeficientes de correlacién de rangos y
de dependencia en colas.
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Definicién 1.13

Sea X un vector aleatorio n-dimensional, p € R y ¥ una matriz simétrica de
dimension n X n y definida no negativa. Decimos que X tiene una distribucion
eliptica de pardmetros p, > y ¢ si dada la funcion caracteristica de X — p es de
la forma

ox—pu(t) = Cb(tTZt)

Lo denotaremos X ~ E,(u,2,¢) y ¢ recibe el nombre de generador carac-
teristico.

Sin =1, la clase de distribuciones elipticas coincide con la clase de distribu-
ciones simétricas unidimensionales. Si X ~ E,(u, %, ¢), donde ¥ es una matriz
diagonal, entonces X tiene componentes incorreladas (si 0 < V(X;) < +00). Si
X tiene componentes independientes, entonces X ~ N, (1, 3). Obsérvese que la
distribuciéon normal multivariante es la 1inica entre las distribuciones elipticas en
la que componentes incorreladas implica componentes independientes. Un pro-
blema practico en riesgo multivariante utilizando distribuciones elipticas es aquel
en que todas las marginales son del mismo tipo.

Definicién 1.14

Sea R una matriz simétrica, definida positiva con diagR =1 y ®% la funcion
de distribucion normal n-variante estandarizada. La copula gaussiana (MVN) se
define como:

CR(ul, ey un) = (I)% ((I)fl(ul), ey (I)il(un))
La funcion de densidad correspondiente es:

1 1 7,4
cr(Ul, ooy uy) = |R]—1/2 exp <—§g (R°'=1) g)

con ¢, = @ 1(uy,).

En el caso bivariante

o7 (u) r27H(v) 1 2 — 2Ryast + t2
Cr(u,v) = / / exp {— } dsdt
—00 —00 2w (1 — R%2) 1/2 2(1 - R%Q)
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R15 es sencillamente el coeficiente de correlacién lineal de la correspondiente
distribuciéon normal bivariante.

Las cépulas gaussianas no tienen dependencia en colas (ni superior ni inferior),
es decir, \, = A\ = 0 para Ri13 < 1. Esta cépula ha sido la tnica utilizable
durante mucho tiempo; de hecho la metodologia RiskMetrics de J.P. Morgan
la usa hace varios afios en gestién de riesgos de carteras mediante simulaciones
Monte Carlo.

Existe otra cépula dentro de la familia eliptica que reviste interés, es la lla-
mada t-copula.

Si X tiene la representacién estocastica

v
XZdM+£Z

VS

donde 1 € R,S ~ x%, v Z ~ N,(0,%) son independientes, entonces X tiene
una distribucién t de Student n-variante de media p (para v > 1) y v grados de
libertad.

Su matriz de covarianzas es -%5% (para v > 2 ). Si v < 2 entonces Cov(X)
no estd definida. En este caso interpretamos > como el pardmetro de forma de
la distribucién de X.

Definicién 1.15

Sea R una matriz simétrica, definida positiva con diagR = 1 y X el vector
aleatorio definido anteriormente. La copula de Student multivariante (MVT) se
define como:

C’fj’R(ul, ey Up) = to.Rr (t;l(ul) ,...,t;l(un))
donde
i)
Rj = ——  Vi,je{l,.,n}
N 2ii 2

y ty, g denota la funcién de distribucién de %Y con S ~x2eY ~ N,0,R)
independientes. t, denota las marginales (iguales) de ty r » es decir, la funcién
de distribucion de \/ng,
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En el caso bivariante la expresion de la cépula es:

1 s2 — 2Rqost + 12 —(v+2)/2
1 dsdt
Cornlwv) / / m(1 - R} )1/2{ " v(l — Ri,) } ’

Obsérvese que R15 es sencillamente el coeficiente de correlacion lineal usual de

la correspondiente distribucién t,, bivariante si v > 2. En este caso, el coeficiente
de dependencia en la cola superior (y debido a la simetria radial también el de la
cola inferior) viene dado por:

A = 2y ooP (Xa > /X1 = ) = %01 (\/u T1V1— Ria//1+ ng)

Este coeficiente es creciente en Rjs y decreciente en v, como era de esperar. Es
mas, tiende a cero cuando v — oo para Ri2 < 1 e implica extremos asintéticamente
dependientes para Rj2 = —1.

1.10.2. Cépulas Arquimedianas

Muchas de las familias paramétricas de cépulas interesantes pertenecen a
la llamada clase de cépulas Arquimedianas que capturan una gran variedad de
estructuras de dependencia. Como veremos, la representacién arquimediana de
copulas permite reducir el estudio de una cépula multivariante a una inica funcién
univariante.

Definicion 1.16
Se dice que una cépula C es Arquimediana si es de la forma:

C(ury oy up) = e (p(ur) o+ p(un)) st é«p(ui) < ¢(0)

0 en otro caso

con ¢ : [0,1] — [0,00] una funcién continua, estrictamente decreciente en
[0,0(0)] con (1) =0,¢'(u) <0y ¢"(u) >0V0 <u<l.

o(u) se denomina generador de la copula. Si p(0) = oo, decimos que ¢ es
un generador estricto (puesto que un gran nimero de resultados requieren que ¢
tenga inversa en (0, c0), solamente consideraremos generadores estrictos).
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Estas copulas poseen algunas propiedades algebraicas elementales, como son
las siguientes:

Sea C una copula arquimediana con generador ¢, entonces
i) C es simétrica, es decir, C(u,v) = C(v,u) Yu,v € [0, 1].
ii) C es asociativa, es decir, C(C(u,v),w) = C(u, C(v,w)) Yu,v,w € [0, 1].

(
(
(iii) k¢ es también un generador de C, con k cualquier constante positiva
(iv)Las distribuciones marginales de U y V son U(0,1)

C(u,1) = u Yuel0,1]

C(l,v) = v Yvel01]
(v) Sus curvas de nivel son convexas.
(La demostracién puede verse en Nelsen 1999).

Adicionalmente, tenemos que el uso de cépulas arquimedianas simplifica mu-
cho los calculos, por ejemplo, la tau de Kendall viene dada por:

_ ' o(u)
Tc—1+4/0 cp’(u)du

v la dependencia en colas se puede expresar en términos de los generadores.

Teorema 1.7

Sea @ un generador estricto tal que p L pertenece a la clase de transformadas
de Laplace de variables aleatorias estrictamente positivas. Si o~ (0) es finita,
entonces C(u,v) = ¢~ (p(u) + p(v)) no tiene dependencia en la cola superior.
Si C tiene dependencia en la cola superior, entonces ¢~V (0) = —oco y el coeficiente
de dependencia en la cola superior viene dado por:

_1’ 2
Ao = 2 — 2imy o+ ‘pT,(S)
1 (s)

(La demostracién puede verse en Joe 1997, pag.103)

Los dos resultados siguientes resultan necesarios para la aplicacién del método
de calibracién de cépulas basado en medidas de dependencia muestrales propuesto
en el punto 3.11.
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Teorema 1.8
Sea una copula arquimediana con generador ¢ en Q. Sea Kc(t) la C-medida
del conjunto

{(u, v) € 0,1]% : C(u,v) < t}
o0, equivalentemente, del conjunto
{(v) €011 : p(w) + o(v) 2 9(t) |

Entonces, para cualquier t € [0,1]

(Demostracién en Nelsen 1999, pdg. 102).

Este resultado permite interpretar, de forma natural, la C-medida de una
regién por encima o por debajo de una curva de nivel como una funcién de
distribucion. La siguiente proposicién presenta una interpretacion probabilistica
del Teorema 1.8.

Proposicién 1.5

Sean U y V wv.a. cuya funcion de distribucion conjunta es la copula arquime-
diana C generada por ¢ en Q. Entonces la funcion dada por el Teorema 1.8 es
la funcion de distribucion de la v.a. C(u,v).

Algunos ejemplos de familias de copulas arquimedianas mas utilizadas en el
entorno financiero son las siguientes:

Familia Gumbel

Sea p(t) = (—Int)?,0 > 1.

0-11

Claramente ¢(t) es continua, ¢(1) = 0, ¢/(t) = —0(—Int)"" "3,

es estrictamente decreciente en [0, oo].

por tanto ¢

¢"(t) > 0 en [0,1] , por lo que ¢ es convexa. Como p(0) = oo , ¥ es un
generador estricto.

La expresion general en el caso bidimensional de esta familia es
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Co(u,v) = ¢~ Hp(u) + p(v)) = exp (— [(— Inu)? + (—In v)e] 1/9)

con funcién de densidad

=

cotu,v) = (—Inu)?! [—1 +0+ (—Inw)? + (- lnv)e]

(5-2)

{(—lnu)e + (—lnv)e} (—lnv)w_l)

1/6

/exp [(— Inu)? + (—lnv)e} uv
Ademds C; = Il y limg_,o, Cyp = M (recordemos que II(u,v) = uvy M (u,v) =
min(u,v)).

En cuanto a la dependencia en colas, puesto que ¢~ 1(s) = exp(—s*/?) y

¢ V(s) = —exp(—s"%) /8

segtn el Teorema 1.7 el coeficiente de dependencia en la cola superior viene dado
por:

_1’
Ay = 2-2 lim [‘P—(%’)]

s—0t | o7V (s)
(9\1/0
— 9_91/0 i exp(—(2s)"%) — 9 _9l/8
s—0+ | exp(—s1/9)

La expresion de la tau de Kendall para esta familia es:

1
tint 1
, 0 9

Familia Clayton

Sea o(t) = L7 g € -1, 00)\ {0},

Las cépulas bidimensionales pertenecientes a la familia de Clayton tienen la
expresion:

Cp(u,v) = méx ([u_o yof - 1] e 0))
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con funcién de densidad
co(u,v) = (14 0) ul "1~ <—1 + o+ 0_19> o
Para 0 > 0 las copulas son estrictas y su expresion queda simplificada:
Coplu,v) = (w0 +v= 0 —1)~1/0

La familia de Clayton tiene dependencia en la cola inferior para 6 > 0y
como ¢ (s) = (1 +0s)”/*
coeficiente de dependencia en la cola inferior viene dado por:

, a partir del Teorema 1.7 tenemos que A, = 0 y el

Ap = 2lim [p7"(2s) /07" (s)]

§—00

. (1+20s)" 0"
=00 | (14 0s) 7"
1
—99 07" _o9—%

La expresion de la tau de Kendall es:

L+l ¢ 4 1 1 0
To—”‘lfo 7 dt_1+§<9_+2_§>—m

ademas, C_1 = W, limg_oCy =1l y limg_oCp = M.

Familia de Frank

Sea ¢(t) = —In <=1 6 € (—o0, +00) \ {0}.

e—0_1"

La familia de Frank viene dada por:

Co(u,v) = _% In <1 n (exp (—0u) — 1) (exp (—6v) — 1))

e=¥—1
con funcién de densidad

Oexp{0(1+u+v)}(—1+expb)
(exp 6 — exp (6 + Ou) + exp (6 (u +v)) — exp (0 + Ov))?

co(u,v) =
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Las cépulas de esta familia son arquimedianas estrictas.

Ademis:

limp—.0cCp = M
limg—_ocCp =W
lim9_>009 =1I

Los miembros de esta familia son las unicas cépulas arquimedianas que sa-
tisfacen C'(u,v) = C(u,v) (simetria radial), por lo tanto representan patrones de
dependencia simétrica (la dependencia es la misma entre retornos positivos que

entre retornos negativos).

Como
-1 1 -0\ —s
® (s)z—gln(l— (1—6 )e )
y
1 -0\ ,—s
gOil,(S): — 0 (1_6 )6
1—-(1—e?)es
y si o7 V(0) = —egg L es finita , la familia de Frank no tiene dependencia en la

cola superior y, ademds, debido a la simetria radial (C = C) tampoco existiria
dependencia en la cola inferior.

La expresion de la tau de Kendall para esta familia es

(1- Dy (9))

9=1—-4 7

con Dy(x) = x—ﬁ Iy tildt (funcién de Debye) para cualquier entero positivo.

et
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1.10.3. Coépulas de valores extremos

Definicion 1.17
Se dice que una cdpula C es de valores extremos (EV) si satisface la siguiente
relacion
C(ul,...;ul) = C'(uy, ..., un) Vt>0

La cdpula de Gumbel es de valores extremos:
Cl'v’) = exp <— [(=Inu)™ + (—1nvt)a)]1/a>
= P (‘ (t* [(=Inw)® + (= 1nv)a])1/a)
= [exp (— [(—=Inw)® + (= 1nv)a]1/a)r
= C'(u,v)

Si nos preguntamos por la relacion existente entre las cépulas de valores ex-
tremos y la teoria de extremos multivariantes, la respuesta es la siguiente:

Sea X,I, = mdx (Xn1, ..., Xnks s Xnym) con {Xpp} k vaa. iid.

Sea G, la distribucién marginal del extremo univariante XTJ{’ m- Entonces, la
distribuciéon limite G de (X;,p L X X,J{,m> es tal que:

n,k’

G(XT ) os XiTy s XiF) = C(GL(XT ), ooy GR(XT), ooy G (X))

n

con C una cépula EV y G k = 1..n una distribucién de valores extremos
univariante no degenerada.

Esta relacién proporciona un método para construir distribuciones de valores
extremos multivariantes. Veamos el caso bidimensional con algo més de detalle:

Dada la cépula C' de valores extremos, es decir
C(ut,vt) = Ctu,v) Y(u,v) € [0,1> >0

C' es mdz-estable, es decir, si (X1,Y1),...,(Xy,Y,) son pares aleatorios i.i.d a
partir de C, copula de valores extremos, y si

M, = max{Xy,..,Xn}
N, = maz{Y1,...,Y,}
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C' también es una cépula asociada con (M, Ny,).

Joe (1997) demuestra que las cépulas EV se pueden representar de la forma:

C(u,v) = exp {1H(UU)A <ml?—uuv)> }

con A : [0,1] — [3,1] funcién convexa tal que mdz(t,1—t) < A(t) < 1Vt € [0,1].
La funcién A(t) se denomina funcidn de dependencia.

Como en el caso de v.a. univariantes, es posible demostrar que la cépula limite
para la sucesién {(a, + bpMp, cp + dnNp)},, oy €8 una cépula EV, si la sucesion
converge débilmente en distribucion para algunas sucesiones de ntimeros ay,, by, ¢,
v dy, bajo ciertas condiciones de regularidad.

En el caso de la cépula de Gumbel, con una forma sencilla que permite generar
muestras aleatorias facilmente, la funcién de dependencia es:

A(t) = (12 + (1 — )/






Ajuste de Cépulas a Series
Financieras Bivariantes

En los puntos anteriores se ha establecido la definicién de funcién cépula en
términos de variables aleatorias y sus propiedades, asi como las ventajas que
aporta su utilizaciéon como funciones de dependencia. A continuacién, abordare-
mos la cuestion relativa a la eleccion de la cépula que represente de forma més
adecuada la relacion de dependencia entre series de retornos de indices financieros.

Recordemos que este proceso de estimacién implica, en primer lugar, la co-
rrespondiente a las funciones de distribucién marginales que mejor se ajusten a
las observaciones muestrales de los retornos de cada indice considerado para, a
continuacién, ligarlas en una funciéon copula que capture la dependencia conjunta.

La discusién sobre cudles son las distribuciones marginales de naturaleza
paramétrica mas adecuadas a este tipo de datos la postergaremos al capitulo
siguiente, donde se tendrd en cuenta la naturaleza especifica y la dependencia
temporal inherente a los mismos. En este capitulo nos centraremos exclusiva-
mente en la eleccion de la cépula estatica, ya sea de tipo empirico o paramétrico,
basada en la informacién proporcionada por las distribuciones empiricas conti-
nuas marginales.
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2.1. Aproximacion no paramétrica

Una primera aproximaciéon no paramétrica consiste en obtener la infor-
macion extraida de las series brutas de datos y proporcionada por la cépula
empirica, que recoge la estructura de dependencia subyacente en la muestra bidi-
mensional y permite estimar de forma consistente la cépula real que los repre-
senta. Para este cometido, emplearemos la definida en el punto 1.9 (Deheuvels
1979).

En términos generales, nuestro interés se centra en el andlisis de dos series
temporales correspondientes a sendos indices de mercado, con colas pesadas y
alta curtosis. Sean X e Y las variables aleatorias que representan los logaritmos
de los retornos diarios de cada indice. Se trata de estimar la distribucién de
probabilidad conjunta de X e Y, es decir, queremos encontrar probabilidades de
la forma H(z,y) = P (X <z,Y <y).

Denotamos por Fi(z) y F»(y) las distribuciones marginales de H(z,y), que
supondremos continuas. Entonces, por el Teorema de Sklar, existe una unica
copula C, asociada a la distribucion conjunta H, tal que

C(u,v) = H(F; ' (2), Fy ' (y)) 0<u<1,0<v<1

El procedimiento a seguir, en esta primera aproximacion, serd el siguiente:

1. Obtener las funciones de distribucién empiricas marginales, Fiemp(x) y
Foemp(y), procedentes de las series brutas de retornos.

2. A partir de ellas, definir las transformaciones integrales a uniformes es-
tandarizadas de las variables aleatorias implicadas X e Y:

U = Fiemp(X) V = Foemp(Y)

3. Obtener la cépula empirica que une U y V', Cemp(u, v).

Obsérvese que el punto 1 puede plantear problemas si optamos por el método
de méaxima verosimilitud en un proceso posterior de ajuste de tipo paramétrico,
puesto que para el desarrollo de la funcién de verosimilitud necesitamos dis-
tribuciones marginales continuas, lo cual entra en conflicto con el hecho de que
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la funcién de distribucién empirica es de naturaleza discreta. Esta necesidad
proviene del hecho de que la derivada de algunas cépulas usadas en la verosimi-
litud no estén definidas si u,v € {1}. Para salvar este inconveniente, podemos
modificar la funcién de distribucién empirica con el fin de convertirla en absolu-
tamente continua ( De Matteis 2001, Dudewicz y Mishra 1988).

Definicion 2.1
Sean n observaciones x1, ..., T, id. La funcién de distribucién empirica
de la muestra Yz € R viene dada por

siendo I la funcion indicador usual.

Definicion 2.2
Sean a,b € R tales que a < min(z1,...,z,) < max(xi,...,x,) < b.

Sean z1, ..., zn los valores de x1,...,x, ordenados de forma creciente. Defini-
mos zg =a Y Zn+1 = b.

Llamamos funcion de distribucion empirica continua a
Femp(m; Ay 215 -5 Zny b)

que toma el valor 0 st x < a, el valor 1 si x > b y, para puntos intermedios,
a < x < b, toma el valor asignado por el segmento lineal que une los puntos
medios de las barras de los intervalos adyacentes [z;, z;1+1]. El punto medio de la
barra mds a la izquierda [z1, z2] se une al punto (0,0) y el de la barra mds a la
derecha [zn—1, zn) se une al punto (b,1).

Haciendo uso de esta definicién, obtenemos las funciones de distribucién mar-
ginales empiricas continuas, Fiemp(z) ¥ Faemp(y), que tienen como funciones de
densidad f1(z) y fa(y).

Proposicién 2.1
Sea X una v.a. con funcién de distribucion F. Sea F~1 la funcién cuantilica
de F

Fl(a) =inf{z/F(z) > a}

FEntonces
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(i) Para cualquier U v.a. distribuida como una uniforme estandar
se verifica que F~1(u) ~ F.

(ii) Si F' es continua, la v. a. F(x) se distribuye como una U(0,1).
(Demostracién en Feller 1966)

La proposicion anterior garantiza que las funciones de distribucién marginales
Fyy Fyde (z1,y1), .-, (Tn, yn) son v.a. distribuidas como U (0, 1).

Definimos

U; = Flemp(l'i) , Uy = F26mp(yi) t=1.n

con lo que (u;),_y ,, ¥ (vi);—; _,, se distribuyen aproximadamente como uniformes
estdndar. Podemos, entonces, calcular la cépula empirica de (u1,v1)...(Up, vy).

La copula empirica asi determinada serd muy util empleada como herramienta
en el analisis exploratorio de los datos, ya que podemos utilizarla para los si-
guientes cometidos:

1. Identificar el signo de la dependencia bivariante

La existencia de un orden parcial entre las cépulas garantiza que cualquier
copula, incluida la empirica, estd acotada por las cépulas maxima y minima

W < Comp < M

por tanto, podemos representar los diagramas de contorno de la cépula empirica
obtenida y compararlos con los de las cotas de Fréchet y los de la cépula indepen-
dencia que, como sabemos, caracterizan las situaciones de dependencia extrema.
La proximidad a cualquiera de ellas indicara el signo de la dependencia bivariante
o la posibilidad de independencia entre las variables X e Y.

Asimismo, la inspeccién grafica de estos diagramas de contorno, junto con la
de la representacién de la densidad empirica, permitira efectuar comparaciones
entre pérdidas conjuntas extremas y ganancias conjuntas extremas, ademds de
detectar la presencia de asimetria en colas.

2. Cuantificar la dependencia conjunta

El célculo de las versiones muestrales de las medidas de concordancia 7 y
rs, cuyas expresiones en términos de la coépula empirica vienen dadas por la
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ecuaciones recogidas en el punto 1.9, también informardn sobre el signo y la
cantidad de dependencia entre X e Y recogida en la céopula empirica.

3. Evaluar las posibles familias paramétricas candidatas para el
ajuste

Las estimaciones muestrales de las medidas de concordancia citadas ante-
riormente pueden servir para calibrar diferentes familias paramétricas: después
de estimar los parametros para una familia paramétrica concreta mediante, por
ejemplo, maxima verosimilitud, se puede realizar una comparacién del valor de 7y
rs de la copula estimada con las muestrales. También es posible, como se detallara
mas adelante al tratar los ajustes de tipo paramétrico para cépulas de la familia
arquimediana, plantear un algoritmo de calibracién basado en la estimacién del
parametro 6 de la cépula obtenida a partir de la relacion existente entre dicho
parametro y una medida de dependencia muestral concreta, por ejemplo la 7 de
Kendall.

4. Cuantificar la dependencia en colas

Las estimaciones empiricas de los indices de dependencia en la cola superior
e inferior, ademéas de informar sobre la dependencia extrema conjunta, pueden
utilizarse para la comparacién entre cépulas. Recordemos la expresiéon del indice
de dependencia en la cola superior:

1-2a+C(a, )
l-«a

Ao = limg, -

1—20+C(a,a)
11—«
tender a@ — 17 observar posibles convergencias. Analogamente se puede proceder

Se puede construir un gréfico de la funcién con C' = Cepmp, y haciendo

para el indice de dependencia en la cola inferior.
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2.2. Aproximacion semiparamétrica

En cuanto a la eleccién de la familia paramétrica {Cy,0 € O}, y dado que
en la mayoria de los estudios empiricos que implican datos de series financieras
aparece de forma evidente la dependencia entre valores extremos (dependencia
en colas), resulta aconsejable encontrar especificaciones de modelos que reflejen
el fenémeno de las colas pesadas. Desde el punto de vista empirico, la clase
de copulas arquimedianas aparece como una eleccién adecuada para reflejar esta
situacién, ademas de poseer buenas propiedades que las hacen muy manejables
(véase el punto 1.10.2).

Si nos decidimos por una cépula perteneciente a esta ultima familia, es posi-
ble utilizar una idea apuntada por Genest y McKey (1986), con el fin de elegir
la mejor cépula. Es un método simple basado en medidas de dependencia mues-
trales, que puede considerarse como una adaptacion no paramétrica del conocido
método de los momentos: a partir de la relacién explicita entre el parametro 6 de
la cépula y la 7 de Kendall se infiere una estimacion para . Este método permite
también contrastar para diferentes copulas arquimedianas cual de ellas representa
mejor la estructura de dependencia comparandolas con la copula empirica. Para
ello utilizaremos el algoritmo elaborado por Genest y Rivest (1993) que propone
determinar dos estimaciones para la funciéon de distribucién K de una cépula
arquimediana desconocida C': una de ellas de naturaleza no paramétrica, por
tanto independiente de las marginales y del pardmetro de la cépula, y otra de
tipo paramétrico K¢(t), vista en el Teorema 1.8. De esta forma, para la esti-
macién paramétrica necesitamos el pardmetro 6 estimado previamente. Aunque
la estimacion paramétrica puede utilizarse directamente para construir la cépula
arquimediana bivariante, resulta mas conveniente proponer diferentes elecciones
de copulas arquimedianas y seleccionar a través de la estimacion de 8 aquella
cuya estimacién paramétrica esté mas proxima a la estimacién no paramétrica.

El algoritmo a seguir es el siguiente:
(i) Estimacién no paramétrica

Sea (X1, Y1)...(Xp, Y,) una muestra aleatoria con funcién de distribucion bi-
variante H(X,Y), distribuciones marginales F;(X) y F2(Y) y cépula arquime-
diana C(U,V) con U = Fi(X) y V = F5(Y) variables aleatorias distribuidas
U(0,1).
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Buscamos una estimacion de la funcién de distribucion univariante
K(w)=P[C(U,V) <w]=P[H(X,Y) < w]

para ello, definimos la v.a. W = H (X,Y), con H la estimacién empirica de la
distribucién bivariante H.

A continuacién, determinamos la estimacién empirica de la distribucién de

W. Sea

Card{(zj,y;j) | ©j < xi,yj; < i}
(n—1)

Wi = H(xi,yi) = (2.1)

H es la estimacion empirica buscada. Entonces, un estimador no paramétrico
de K(w) viene dado por:

1 n
K, (w) 252{1:1 <i<myw; <w} (2.2)
=1

Proposicién 2.2 (Genest y Rivest)

Sea H(x,y) una funcién de dependencia absolutamente continua respecto a
la medida de Lebesque y sea (x1,y1)...(Tn,Yn) una m.a.s. obtenida a partir de
H. Bajo condiciones de reqularidad débiles, la distribucion de los W; converge a
K(w) = P{H(z,y) < w}, y la funcién de distribucion empirica K,(w) de los w;
es un estimador \/n — consistente de K(w).

(Demostracién en Genest y Rivest 1993, Pdg 1042)

Es importante establecer la relacién existente entre los W; definidos por (2.1)
y el valor muestral de la 7 de Kendall. Recordemos que esta tltima se define
como la diferencia entre el nimero de pares concordentes y el nimero de pares
discordantes, dividida por el niimero total de pares (g) Sean

I — 1 SingXie)/}<Y;
710 en otro caso

{1 SiXinge}/i<Y;'
0 en otro caso
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Con esta notacién I;; + I; puede tomar los valores 0, 1 y 2, pero valdra 1 si
y s6lo si las observaciones ¢ y j son concordantes. Entonces

> i1 Lij

Wi = n—1

por lo que el niimero de pares concordantes ¢ se obtiene como

w, = Ziml ZI”_ (n—1)W; = ifijz(n—niwi

n—1 = ,
1,7=1 i=1
El ntimero de pares discordantes d es

= (5) o () ez

por lo que el calculo de 7 es

_ c—d 2(71—1)2?211%—m;ll _4(71—1)2?:11%—71(71—1)

= — = =4W —1
—1 —
(2) nl) n(n—1) (2.3)
La conexién de lo anterior con la cépula empirica es la siguiente:
Sean R; y S;, rangos de x; e yZ respectivamente.Después de ajustar la escala
de los ejes mediante el factor ﬁ ( n tamano de la muestra) con el fin de que

todos los puntos pertenezcan al cuadrado unidad [0, 1]?, se obtiene

R; Si
W; =C, —
n+ln+1
con (), la cépula empirica definida en el Capitulo 1 (expresién 1.5), que en
términos de rangos puede escribirse como:

1 — R, S;
Cn(u,v) nzi:1[<n+1_u’n+l_v>

Entonces

7 — / - Cr (u,v)dCp (u, v)

A partir de (2.3) y del hecho de que bajo condiciones de regularidad adecuadas
Cpn —neoo C, con C la copula verdadera, se puede concluir (como hizo Hoeffding
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1948) que 7, es un estimador asint6ticamente insesgado de la versién poblacional
de la 7 de Kendall, dada en términos de la cépula por:

7':4/ C(u,v)dC(u,v) — 1
[0,1)?

De forma general, si § = h(7) para alguna funcién h, nos referiremos a
0, = h(7,) como el estimador de 6 basado en la 7 de Kendall.

Segun la Proposicién 3.1 de Genest y Rivest (1993)

V=T ~ N(0,1)

48
donde Y
— —\2
52—%;(m+wi—2w)
y n
— 1 1 .
m:n_lgfﬁsz{J:Xisxj,mgm

Por aplicacién del Teorema de Slutsky (también conocido como método Delta)
se obtiene que, cuando n — oo:

~

0, ~ N <9% (4Sh/(7n))2>

De acuerdo con lo anterior, un intervalo de confianza para 6 al nivel

100(1 — )% viene dado por
. 1 ,

Para un estimador consistente alternativo de la varianza asintotica de la var-
ianza asintética de 7, puede consultarse Samara y Randless (1988).

(ii) Estimacién paramétrica

Consideramos la dada por

Ko(w) = w — p(w)
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y denominamos a este estimador K, (w).
(iii) Comparacién entre las dos estimaciones

La idea central consiste en que el estimador 6 es adecuado si la distribucién
paramétrica K, (w) es similar a la no paramétrica K, (w). Esta comparacion
puede hacerse de forma grafica o analitica.

Graficamente, a través de un QQ-Plot de las dos distribuciones. Si la eleccién
de 0 es buena, este grafico proporcionard una linea recta como resultado y la
copula elegida ajustard bien a la muestra.

Analiticamente, Frees y Valdez (1998) sugieren minimizar la siguiente distan-
cia

/ (K p(w) — Ko ()2 dE ()

2.3. Aproximacion paramétrica

En un planteamiento de naturaleza paramétrica (para el cual lo ex-
puesto anteriormente no resulta excluyente sino complementario e incluso re-
comendable como tratamiento previo) supondremos que la cépula verdadera
pertenece a una familia paramétrica {Cp, 0 € O}, con © el espacio de posibles va-
lores del pardametro. Mediante el método de méaxima verosimilitud se obtendran
estimadores de 6 € © consistentes y asintoticamente normales.

Entre las técnicas estadisticas clasicas, la estimacién de maxima verosimilitud
es una alternativa al método de los momentos, que es usualmente mas eficiente,
particularmente cuando el parametro € es multidimensional. En el contexto en
que estamos situados, se requiere una adaptacion a la inferencia realizada sobre el
parametro de dependencia, basada exclusivamente en rangos, adaptacion que fue
descrita en términos generales por Oakes (1994) y més tarde quedé formalizada
por Genest, Ghoudi y Rivest (1995) y por Shih y Louis (1995). Este método,
denominado de maxima pseudo-verosimilitud o de maxima verosimilitud canénica
(CML), requiere que Cy sea absolutamente continua con densidad ¢y y maximiza
el logaritmo de la verosimilitud de la forma

0= (o (2 25)

=1
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expresion que se obtiene sin més que sustituir las marginales desconocidas Fy y F5
en la verosimilitud clésica por sus contrapartidas empiricas Fiemp() ¥ Faemp(Y)-

Este método puede parecer menos atractivo que el basado en la inversién de
la 7 de Kendall, ya que implica una mayor cantidad de calculos y requiere la
expresion explicita de la densidad ¢y. sin embargo, puede aplicarse de forma mas
general, concretamente si 6 es multidimensional.

A partir de las distribuciones empiricas marginales continuas, Fiemp Y Foemp,
y de la representacién candnica de la cépula:

h(z,y) = fl(m)fQ(y)C(Flemp(mi)> Foemp(yi))

2 .z . , .,
con c(u,v) = %C’ (u,v) funcién de densidad de la cépula C, la ecuacién de
verosimilitud sera

L(0;u,v) = T c(ui, vi)

con Uu; = Flemp(xi) ¥ Vi = Faemp(yi) y la estimacion de 6 se determina en la forma
usual como:

n
0 = arg mazgco E log L(0; u;, v;) (2.4)
i=1
o equivalentemente, en términos de rangos, como raiz de la ecuacién

9 ~[9 Ri S R, S B
%l(g)iz {%09 <n+1’n+1>/09 <n+1’n+1>} =0

1=1

(2.5)

Genest, Ghoudi y Rivest (1995) demuestran que, bajo ciertas condiciones de
regularidad, el estimador 6 obtenido a partir de (2.4) o de (2.5) es consistente y
asintoticamente tiene distribucién normal bajo condiciones de regularidad simi-
lares a las impuestas en el método de maxima verosimilitud.

Proposicién 2.3
Bajo condiciones de reqularidad adecuadas, el estimador 6 obtenido a partir
de (2.4) es consistente y n'/?(0 — ) es asintéticamente normal con varianza

v? = 0?/p%, donde v? depende exclusivamente de la cépula verdadera Cy.

Un estimador consistente de ©? viene dado por

3N
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con

n

~ 1 —\2
on = gZ?(Ai—A)

n

2 o_ 1 _B)?
Bn = -> (BB

i=1

con Ay B las medias aritméticas de A; y B; respectivamente. El calculo de las
pseudo-observaciones A; y B; puede hacerse como sigue:

Si reordenamos (X;,Y;) de forma que X; < ... < X, (es decir, Ry =
1,..., R, = n) y utilizamos la siguiente notacién

i=1...n

L(O,u,v) = logcy(u,v)

0
Lo(0,u,0) = =5logey(u,)
LU(Q,U,U) = %log CQ(’U,,U)
0
LU s Uy = —1 )
(0,u,v) 5y 108 co(u,v)
entonces
N S;
Bi=1Lg | 0,, , i=1,...,n
+1' n+1
y

_ Sj 5
A = Bi- ZL0< n+1 n+1)XL (0 ‘n+1’ n—i—l)

——ZLQ 55 w Ly (8, —1— 5
+1 n+1 ‘n+1'n+1

S;>8;

Un intervalo de confianza para 6 al nivel 100(1 — a)% vendra dado por
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2.4. Bondad de ajuste

Por tdltimo, necesitamos confirmar el ajuste realizado a través de algin con-
traste de bondad de ajuste (GOF). Proponemos el conocido de Kolmogorov-
Smirnov que permite detectar, incluso con muestras pequenas, discrepancias entre
la distribucion tedrica y la empirica. El estadistico utilizado para el contraste es
la maxima diferencia entre la distribucién empirica y la tedrica

T = max {‘ﬁ(x) — F(x)‘}

Utilizaremos el planteamiento de una muestra para contrastar que

K =t—2Y _ prowv) <4 (2.6)

aplicado a C(Fiemp(), Faemp(y)) es una U(0,1).

A partir del estimador 5, obtenido por ejemplo por méaxima verosimilitud,

también podemos realizar un QQ-Plot de K¢(p, ., (2) ) (+) frente a cuantiles

7F25mp(y
de la U(0,1). Si el ajuste es bueno debemos obtener una linea recta.

En el caso de comparar K, (w) y Kc(t) es necesario utilizar la versién del
contraste de Kolmogorov-Smirnov para dos muestras, en la que la hipdtesis nula
asume la igualdad de las dos distribuciones citadas.

Si se utiliza la aproximacién paramétrica de maxima verosimilitud, un criterio
suplementario para examinar la bondad del ajuste de nuestros modelos es el que se
basa en la comparacién de los valores negativos de las funciones de verosimilitud.
Akaike (1973,1977) desarrollé una estrategia de decisién basada en la medida
de informacién de Leibler (1951), dado que esta medida proporciona un criterio
de ordenacién de modelos estadisticos alternativos. Recordemos el estimador de
maxima, verosimilitud para el pardmetro 6:

n
0 = arg mazgco Z log L£(6; u;, v;)
i=1
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Definicién 2.3
El criterio de informacion de Akaike se define como

AIC = 2(—log L(0;u;,vi)) + 2q
donde q es el numero de pardmetros estimados en el modelo.

El valor de AIC informa sobre qué modelo proporciona un mejor ajuste:
cuanto menor sea este valor mejor es el modelo considerado.

La figura 2.1 resume el procedimiento propuesto para el ajuste.
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Muestra Bivariante
(X,Y)

A

Obtencién de
Flemp(x) y F2emp(y)

A

U=Flemp(x)
V=F2emp(y)

Obtencion de la
Copula Empirica
Cemp(u,v)

A

N Eleccion de la familia
paramétrica para el ajuste

Andlisis Exploratorio

Determinacion

Determinacion

de 6 de @
por CLM por Genest y Rivest
AlC GOF

Kolmogorov-Smirnov

Figura 2.1: Procedimiento de seleccion y ajuste de la Copula bivariante
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2.5. Ajuste de cépulas a series diarias de retornos de
Indices financieros

2.5.1. Descripcién de las series

A continuacién, aplicamos los procedimientos propuestos en los puntos ante-
riores para determinar la cépula que mejor representa la relacién de dependen-
cia entre retornos diarios de indices financieros. Para ello, hemos seleccionado
dos indices financieros ampliamente conocidos: DowJones e Ibex35. El primero
como representante del comportamiento del mercado americano y el segundo del
europeo, mas concretamente del espanol. Las dos series temporales brutas co-
rrespondientes, contienen informacion del valor diario al cierre de ambos indices
desde el 3 de Enero de 1994 al 28 de Marzo de 2006. Los datos del indice Ibex35
provienen de los proveedores del mercado madrileno Telekurs Financial, y los del
Dow Jones directamente del mercado americano (American Stock Exchange).

La primera cuestién abordada ha sido el tratamiento de los valores missing
correspondientes a periodos no operativos en uno u otro mercado, afectados por
la diferencia horaria (fines de semana, fiestas, etc.). Al objeto de no perder
informacién, se han alineado las series aplicando el siguiente procedimiento a
cada una de ellas:

(1) localizacion del periodo ¢ en el que existe un valor missing en la serie.

(ii) sustitucién del mismo por la media ZTr (con el fin de conservar la tenden-
cia), siendo 7" el niimero total de observaciones de la serie.

(iii) obtencién del valor final a utilizar en ese periodo a través de una media
moévil asimétrica de cuatro puntos, calculada como:

gy = =2 + X1+ T + Tt
;=
4

La incorporacién del valor x441 tiene la finalidad de reflejar en el valor resul-
tante el impacto, al inicio de la siguiente sesion, de las noticias acumuladas en el
periodo inactivo. La figura 2.2 muestra los graficos de ambas series conveniente-
mente alineadas.

A partir de estas series se obtienen las correspondientes a los retornos logarit-
micos, que constituyen el objeto de nuestro analisis. Llamamos retorno logaritmico
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Serie DowJones
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Figura 2.2: Valores diarios al cierre de los indices DowJones e Ibex35

en un periodo t a
Rt = log (Pt/Ptfl)

donde P, y P,—_1 son los valores al cierre del indice correspondiente en los periodos
t y t —1, respectivamente. La representacién de las series de retornos resultantes
se muestra en la figura 2.3.

Contrastamos la normalidad de los retornos mediante el estadistico de Jarque-
Bera (1980)

—2

JB:Z skew +M
6

4

— —

con skew la asimetria muestral y kurt la curtosis muestral. Bajo la hipdtesis
nula de que los datos se distribuyen normalmente, JB se distribuye segin una
X3. Los resultados de aplicar el contraste a las dos series consideradas aparecen
en la siguiente tabla
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Retornos diarios DowJones
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Figura 2.3: Retornos logaritmicos diarios DowJones e Ibex35

Estadistico JB p-valor

DowJones 2619.619 0
Ibex35 1271.999 0

por lo que en ambos casos se rechaza la hipdtesis de normalidad.

En la figura 2.4 se muestra una descripciéon grafica de la serie de retornos
logaritmicos correspondientes al indice DowJones. En la esquina superior izquierda
aparece el histograma, que refleja una distribucién leptocurtica (obsérvese la den-
sidad Kernel ajustada en la imagen inferior), y a su derecha el correspondiente
box-plot presenta una serie de alta frecuencia en colas, lo que coincide con la
informacién aportada por el QQ-plot que enfrenta los cuantiles empiricos con
los de una normal, en el que se pueden apreciar ambas colas de la distribucion
empirica mas pesadas que las que corresponderian a una distribucién normal.
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Figura 2.4: Descripcion grdfica de los retornos logaritmicos diarios DowJones

Un analisis similar se deduce de la inspeccion de la figura 2.5 en la que aparece
la descripcién gréfica de los retornos logaritmicos del indice Ibex35, que vuelve a
presentar una serie de alta frecuencia con colas pesadas.
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Figura 2.5: Descripcion grdfica de los retornos Ibex35

Las caracteristicas numéricas correspondientes a cada serie de retornos apare-

cen en la tabla 2.1

N¢ obs. Q1 Mediana Q3 Media,  Asimetr. Curt.
DowJones 3080  -0.00511 0.00045 0.0060 0.00035 -0.2485  7.49
Ibex35 3080  -0.00652 0.00082 0.0076 0.00038 -0.2032 6.122

Tabla 2.1:  Caracteristicas numéricas de los retornos logaritmicos diarios

DowJones e Ibex35

El aspecto de las series (figura 2.3) lleva a sospechar la existencia de esta-

cionariedad. Para comprobarlo, utilizamos el contraste KPSS (Kwiatkowski y

otros, 1992). Se obtiene un valor de 0.2812 para el estadistico del contraste en

la serie de retornos DowJones, y un valor de 0.1748 para el Ibex35. Dado que

el cuantil 90% del estadistico KPSS es 0.349 y que se trata de un contraste uni-

lateral de cola derecha, no es posible rechazar la hipdtesis de estacionariedad
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para ninguna de las dos series. Se puede consultar una simulacién del algoritmo

para obtener la distribucién del estadistico del contraste KPSS en Zivot y Wang

(2003, pagina 124). Por otra parte, podemos valorar la dependencia temporal

inspeccionando los correspondientes correlogramas representados en la figura 2.6.
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Figura 2.6: Funciones de autocorrelacion
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Los autocorrelogramas representados no aportan evidencias contra la inde-
pendencia temporal en los retornos diarios; sin embargo, ambas series presen-
tan heterocedasticidad condicionada (el llamado efecto ARCH), una versién en
tiempo discreto de volatilidad estocéastica, como se puede observar en la repre-
sentacién de los autocorrelogramas de los retornos al cuadrado (figura 2.7). En
el Capitulo 3, nos ocuparemos de analizar y contrastar formalmente este efecto
sobre las series consideradas, y de ajustar convenientemente los modelos que lo
representan a las distribuciones marginales empiricas.

Series : retDJ2 Series : retlb2

0.0
0.0

i

o 10 20 30 0 10 20 30
Lag Lag

Figura 2.7: Autocorrelogramas de los retornos al cuadrado DowJones e Ibex35
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2.5.2. Ajuste no paramétrico de la cépula bivariante DowJones
& Ibex35

Comenzamos el procedimiento de ajuste segin lo propuesto en el punto 2.1.
En primer lugar, se obtienen las distribuciones empiricas continuas a partir de
las dos series de retornos y, a continuacion , se determina la cépula empirica que
las liga. En la figura 2.8 aparecen representados el diagrama de dispersién de
los retornos logaritmicos diarios que constituyen la serie bivariante (DowJones,
Ibex35) junto con el correspondiente al soporte de la cépula empirica. Este
ultimo permite apreciar la dependencia presente en ambas colas de la distribucion
bivariante.

0.06
L
0.9
L

0.0 0.02 0.04
I L
0.6
I

Retornos Ibex35

-0.02

-0.04

-0.06

T T T T T
-0.06 -0.02 0.0 0.02 0.04 0.06

Retornos DowJones u

Figura 2.8: Diagrama de dispersion de la serie bivariante de retornos logaritmicos
(DowJones, Ibex35) (izquierda) y soporte de la copula empirica (derecha)

Como ya se ha explicado, no supondremos ningin modelo paramétrico para
las funciones de distribuciéon marginales, al objeto de evitar los errores proce-
dentes de una mala especificacién. En la figura 2.9 podemos observar la densidad
correspondiente a la cépula empirica obtenida (esquina superior izquierda), su
funcién de distribucién de probabilidad (esquina superior derecha) y en la parte
inferior aparecen representados los correspondientes diagramas de contorno.
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Si superponemos los diagramas de contorno de la funcién de distribucién aso-
ciada a la cépula empirica y el correspondiente a la cépula independencia, es
posible confirmar la existencia de dependencia bivariante (parte superior de la
figura 2.10). Es més, el diagrama de contorno de la funcién de densidad de pro-
babilidad de la cépula empirica confirma la existencia de dependencia en ambas
colas de la distribucién bivariante (figura 2.9). Por otra parte, si superponemos
los diagramas de contorno de la funcién de distribucién asociada a la cépula
empirica y los correspondientes a las cépulas maxima y minima, observamos que
el signo de esta dependencia es positivo ( parte inferior de la figura 2.10 ) .



AJUSTE DE COPULAS A SERIES FINANCIERAS BIVARIANTES 63

Density 10 Density

0.8

0.6

0.4

0.2

T T T T T T 007

Figura 2.9: Funcion de densidad, de distribucion y diagramas de contorno de la
Copula empirica
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0.0 0.2 0.4 0.6 08 10

Figura 2.10: Comparacion diagramas de contorno de la copula empirica con la
copula independencia (arriba) y las copulas mdrima y minima (abajo)

El cédlculo de las medidas de dependencia muestrales confirma el diagnéstico
anterior. Si utilizamos como indicadores exploratorios del grado de dependencia
el coeficiente de correlacion de Pearson, la rs de Spearman y la 7 de Kendall, sus
valores muestrales son los siguientes:

~ ~

p Ts T

0.4103 0.3593 0.2515

Para el anédlisis de la dependencia en colas a través de la copula empirica, es
necesario recurrir a una representacion grafica de los valores de los coeficientes de
dependencia en las colas superior e inferior, puesto que no existe una expresion
concreta para dichos coeficientes en este caso.
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Representamos la serie de valores de la funcién

1 — 20 + Comp(cr, )
(1-a)

para valores crecientes de o hacia uno en el caso de la cola superior, y andlogamente,
representamos la serie de valores de la funcién

Cemp(a, @)
o

para valores decrecientes de « hacia cero en el caso de la cola inferior.

El anélisis del gréafico resultante permite detectar la presencia de dependencia
en colas en la cépula empirica.y estudiar posibles convergencias en el valor de
ambos coeficientes. Como se aprecia en la figura 2.11, el valor del indice en la
cola inferior crece de manera lineal para valores de « inferiores a 0.8, a medida
que el valor de « se acerca a cero. En el indice superior observamos el mismo
comportamiento pero cuando « tiende a la unidad, para valores de a superiores
a 0.2. Por tanto, existe evidencia clara de dependencia, tanto en la cola derecha
como en la izquierda, de la distribucién empirica bivariante.

Coeficiente Dependencia Cola Inferior

0.6 0.8

0.4

0.0

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

alpha

Coeficiente Dependencia Cola Superior

0.4 0.6 08

0.2

0.0

alpha

Figura 2.11: Coeficiente de dependencia en las colas inferior y superior de la
copula empirica DowJonesédIber35
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2.5.3. Ajuste paramétrico de la cépula bivariante DowJones &
Ibex35

Basandonos en los resultados del analisis exploratorio realizado hasta el mo-
mento y en el conocimiento de las peculiaridades propias de las series financieras,
parece que la eleccién mas acertada deberia recaer en alguna cépula perteneciente
al grupo de las arquimedianas que presentase dependencia en colas. Proponemos
las siguientes familias uniparamétricas arquimedianas para realizar el ajuste:
Clayton, Frank y Gumbel (vedse el punto 1.10.2 para un mayor detalle en la
descripcion de estas familias). Recordemos que la familia de Clayton presenta
dependencia en la cola inferior, mientras que la de Gumbel lo hace en la cola
superior. La familia de Frank no tiene dependencia en colas, pero parece intere-
sante incluirla en el andlisis comparativo como elemento de contraste con el fin
de valorar la eficacia de los procedimientos propuestos. Por razones andlogas,
también estd justificada la presencia de la familia gaussiana.

Estimacién del parametro § mediante el procedimiento de Genest
y Rivest (1993)(GR)

Comenzaremos estimando el parametro 6 para las familias arquimedianas
consideradas, a partir de la relacién existente entre el valor muestral de la 7 de
Kendall y el generador asociado a la familia de cépulas, que recordemos era la

. L o(t)
7'—1+4/0 go’(t)dt

siguiente:

Para nuestras tres familias esta expresion se concreta en las siguientes igual-

dades:

Clayton T= 9412 T e [-1,1] {0}
Frank |7=1—3[D(-0)—1] | 7 € [-1,1]\ {0}
Gumbel r=1-6"1 T €[0,1]

con Di(0) = %fg —t=dt (integral de Debye) y D1 (—0) = D1 (0) + .

En el caso de la familia de Frank, se ha utilizado para obtener el valor de 0
la aproximacién de la integral de Debye que aparece en Abramowitz y Stegun
(1954).

El valor 7 = 0.2515 proporciona las siguientes estimaciones de 6:
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~

0 Err.St ICO.95 (9)
Clayton 0.6721 0.0444 [0.5851;0.7591]
Frank — 2.34  0.0115 [2.3285;2.3625]
Gumbel 1.336  0.0222 [1.2925;1.3795]

Tabla 2.2: Estimaciones de 6 por el procedimiento de Genest y Rivest para los
tres modelos arquimedianos junto con sus intervalos de confianza al 95%

Estimacién del parametro § mediante maxima verosimilitud candénica
(CML)

La estimacion del parametro 6 se efectiia ahora para todos los modelos con-
siderados, incluyendo la familia gaussiana, y viene dada por la ecuacién (2.4).
Los valores proporcionados para 6 por la estimacion de méaxima verosimilitud
candnica son:

~

0 Err.St ICO'95 (9)
Clayton ~ 0.5422 0.0267 [0.4899;0.5945]
Frank 2.4666 0.0203 [2.3766;2.5063]
Gumbel — 1.3354 0.0312 [1.2743;1.3965]
Gaussiana 0.3925 0.0193  [0.3547;0.4303]

Tabla 2.3: Estimaciones de 6 por el procedimiento CML para los cuatro modelos
considerados junto con sus intervalos de confianza al 95%

Un resumen de las estimaciones obtenidas por ambos procedimientos, junto
con su ordenacién utilizando el criterio de Akaike aparece en la tabla 2.4.

Familia de cépulas Genest y Rivest CML AIC

Gumbel 1.336 1.3354 -561.5811
Gaussiana - 0.3925 -512.2128
Clayton 0.6721 0.5422 -465.6281
Frank 2.34 2.4666 -452.0353

Tabla 2.4: Ordenacion de las estimaciones de 6 por ambos procedimientos segin
AIC

A partir de estas estimaciones, cuantificamos de nuevo la dependencia mues-

tral recogida por cada modelo ajustado e incorporamos, como un elemento mas
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de ayuda a la eleccién de la cépula mas adecuada, la informacién proporcionada
por los indices cola correspondientes. Los resultados obtenidos para las estima-
ciones de 6 realizadas mediante el procedimiento de Genest y Rivest se recogen
en las tabla 2.5 , junto con los proporcionados por la cépula empirica.

Familia de Coépulas T Ty Al Au
Gumbel 0.2515 0.3657 0 0.3199
Clayton 0.2515 0.3675 0.3565 0

Frank 0.2469 0.3462 0 0

Coépula empirica 0.2515 0.3593 - -

Tabla 2.5: Medidas de dependencia muestrales asociadas a las copulas uni-
paramétricas estimadas mediante Genest y Rivest

Procedemos de manera andloga para las estimaciones realizadas mediante
méxima verosimilitud (tabla 2.6).

Familia de Cdépulas T T AL AU
Gumbel 0.2511 0.3652 0 0.3195
Gaussiana 0.2567 0.3925 0 0
Clayton 0.2133 0.3138 0.2784 0
Frank 0.2589 0.3812 0 0

Coépula empirica 0.2515 0.3593 - -

Tabla 2.6: Medidas de dependencia muestrales asociadas a las copulas uni-
paramétricas estimadas mediante CML

2.5.4. Evaluacién de la bondad de ajuste

Comenzaremos la evaluacién de la bondad de ajuste de los modelos uni-
paramétricos propuestos utilizando métodos de tipo grafico.

1. En primer lugar, comprobamos si K¢(.), dada por la ecuacién

aplicada a C(Fiemp(), Faemp(y)) sigue una U(0, 1).
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Figura 2.12: Comparacion Kc(Cy(Fiemp(T), Faemp(y))) con U(0,1) (Genest y
Rivest)

La figura 2.12 muestra los QQ-plots que enfrentan las diferentes estimaciones
realizadas mediante el procedimiento de Genest y Rivest a la U(0,1). Se aprecia
como la copula de Frank resulta la peor eleccién, mientras que las estimaciones
obtenidas para las familias Gumbel y Clayton parecen buenas candidatas para el
ajuste del modelo uniparamétrico.

Si procedemos de manera andloga para las estimaciones obtenidas medi-
ante CML, observamos (figura 2.13) resultados muy similares: la familia de
Frank queda descartada y la de Clayton y Gumbel ofrecen buenos resultados,
apreciandose en esta tltima un mejor ajuste en la cola derecha.
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Figura 2.13: Comparacion Ko (Cy(Fiemp(), Faemp(y))) con U(0,1) (CML)

2. A continuacion, comparamos la estimacién no paramétrica proporcionada,
por (2.2) con la paramétrica dada por (2.6).

La figura 2.14 muestra los QQ-plots correspondientes a las dos funciones de
distribucién estimadas mediante el procedimiento de Genest y Rivest. Los re-
sultados indican que, de nuevo, la familia de Frank proporciona una estimacion
paramétrica mas alejada de la empirica que en las otras dos familias. Entre estas
dltimas, la de Gumbel también presenta un mejor ajuste en la cola derecha.

Encontramos resultados similares al aplicar este procedimiento grafico a las
estimaciones obtenidas mediante maxima verosimilitud. Si observamos la figura
2.15, las familias de Clayton y Gumbel proporcionan buenos resultados mientras
que la de Frank se aleja bastante de la distribucién empirica.

Por 1ltimo, completamos el estudio anterior mediante métodos analiticos.
En realidad, ya hemos usado uno de ellos (criterio de Akaike) para ordenar los
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Figura 2.14:  Comparacion Kco(Ci(Fiemp(®), Faemp(y))) v Kn(w) (Genest y
Rivest)

modelos ajustados mediante maxima verosimilitud. Ahora proponemos emplear
el contraste de Kolmogorov-Smirnov, para una muestra, en el que la hipdtesis
nula consiste en que KC(Cg(Flemp(:p), Foemp(y))) sigue una distribucién U (0, 1).
Los p-valores suministrados por el contraste aplicado a los resultados obtenidos
mediante los dos procedimientos de estimacién, aparecen en la tabla siguiente:

Familia de Cépulas p-valor GR p-valor CML

Gumbel 0.2817 0.2822
Clayton 0.0908 0.0434
Frank 0.0 0.0

Si utilizamos la version del contraste de Kolmogorv-Smirnov para dos mues-
tras con el fin de comparar las distribuciones K¢ (t) y K, (w), en el que la hipé6tesis
nula asume la igualdad de las dos distribuciones, se obtienen en todos los casos
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Figura 2.15: Comparacion Ko (Cy(Fiemp(), Faemp(y))) y Kn(w) (CML)

p-valores nulos debido a que se trata de un contraste bastante conservador, por
lo que en esta situacidon concreta no aporta informacién que pueda ayudar en el
proceso de selecciéon del modelo.

Por 1ltimo, podemos preguntarnos si la diferencia entre las estimaciones de
0 obtenidas para cada familia mediante los dos procedimientos empleados, tiene
influencia sobre los valores suministrados por los modelos ajustados. Una posible
medida de la distancia entre las dos estimaciones puede ser

sup |G, (u,v) — Cp, (u, v)
@y
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Aplicando esta distancia a los diversos modelos ajustados, se obtiene

Familia de Cépulas sup, , |C;

(u,v) — C3, (u,v)

01
Gumbel 0.000094
Clayton 0.010358
Frank 0.003341

A la vista de todo lo anterior, el modelo uniparamétrico de coépula propor-
cionado por la familia Gumbel se confirma como la mejor elecciéon para represen-
tar la relaciéon de dependencia existente entre las series de retornos logaritmicos
diarios de los indices DowJones e Ibex35. El modelo de Clayton también pro-
porciona buenos resultados, por lo que deberia ser considerado como una posible
segunda eleccion. En cuanto a la cépula gaussiana, aunque no proporciona un
mal ajuste en términos de AIC (tabla 2.4), es un modelo que no contempla la
existencia de dependencia en colas, por lo cual no parece muy apropiado dada la
naturaleza de nuestros datos. No existe duda en cuanto a los malos resultados
que ofrece el modelo perteneciente a la familia de Frank, por lo que queda clara-
mente desechado para nuestros propésitos.

2.5.5. Modelos alternativos de cépulas mixtas

Teniendo en cuenta las conclusiones a las que hemos llegado en el ajuste de
copulas uniparamétricas, asi como la informacién proporcionada por el modelo
de cépula empirica extraido de la muestra bidimensional de retornos, podemos
mejorar los resultados obtenidos hasta el momento proponiendo algiin modelo
de cépula mixta que capture con mds precision los rasgos peculiares del com-
portamiento conjunto de los retornos de los dos indices considerados. En con-
creto, nos referimos a la dependencia en ambas colas de la distribucion bivari-
ante empirica. El modelo perteneciente a la familia Gumbel, que ha resultado
preferido en el andlisis previo, contempla la dependencia en la cola superior. La
situacion inversa aparece al considerar como eleccién el modelo de Clayton, en
el que la dependencia reflejada es la tiene lugar en la cola inferior. Parece, por
tanto, que una mezcla de ambos modelos operaria de manera mas eficiente sobre
nuestra muestra bivariante de retornos. Por otra parte, puesto que el modelo
uniparamétrico que ha ofrecido los mejores resultados ha sido el perteneciente a
la familia Gumbel, otra opcién interesante la constituye la mezcla de un elemento
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de la familia Gumbel con un modelo de cépula de supervivencia (vedse el punto
2.6) asociado a dicha familia.

Si denotamos por C(u,v;80) el modelo de cépula mixta, consideramos combi-
naciones lineales convexas de la forma:

C(u> 3 0) = 03CFam1 (u7 U3 91) + (1 - 93)0Fam2(ua U3 92)

que se concretaran en dos modelos mixtos:

| | Fami1 | Fam? |
Modelo 1 | Gumbel | Gumbel supervivencia
Modelo 2 | Gumbel Clayton

Especificamente, el modelo 1 tiene como expresion
CModr (u,v;0) = 03Ccu(u,v;01) + (1 — 05)(u+v — 1+ Cau(l —u, 1 —v;62))
donde Ciy, es la cépula de Gumbel (u,v) € [0,1]% y 01, 05 € [1, +00).
Para el modelo 2 la formulaciéon es
Chrodz(u,v;0") = 05Cq (u,v;07) + (1 — 05)Coy(u, v; 05)
con Cgy la cépula Clayton (u,v) € [0,1]%, 64 € [1,+00) y 05 € [—1,+00) \ {0}.

Proposicién 2.4
Chrioa1 (u,v;0) y Chroaz(u,v;0") son cdpulas.

Demostracion:

Es inmediata a partir de la definicién 1.4 y del hecho de que Cgy y Cop son
copulas.

O

Los modelos asi construidos vuelven a ser cépulas y, por tanto, disfrutan de
todas las propiedades de las mismas. Los pardmetros 0; y 02 (0] y 65) admi-
nistran el grado de dependencia en la cola superior e inferior, respectivamente, y
el pardmetro 03(65) asigna el peso del primer elemento de la combinacién lineal
convexa y fija la estructura conjunta.

El ajuste se realiza mediante méaxima verosimilitud, en la forma usual

n
0 = argmazeco Z log L£(6; u;, v;)
i=1
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con U = Fiemp(Ti) ¥ vi = Foemp(¥i)-

Los modelos mixtos ajustados se comparan con los uniparamétricos mediante
el criterio AIC. También se utilizan para calcular los coeficientes de dependencia
en colas (recordemos que estos coeficientes son una caracteristica de la cépula,
por lo que exclusivamente es necesaria la funciéon cépula correspondiente a cada
modelo para calcularlos).

Proposicion 2.5
Existen los coeficientes de dependencia en ambas colas (superior e inferior)
para Croqr(u,v;0) y Chrroaz(u,v;0'), y sus expresiones son, para Chroqr(u,v; 0):
Ara = (1-63)(2—2Y%)
Aua = 63(2—2'0)
y para Chroge(u,v;0'):
)\L’Q = (1 — 9{3)271/9/2
Ava = 605220

Demostracion:

A partir de la definicién de la cépula de Gumbel, dada por la expresion (1.6),
se tiene que

1

1
Clvtodt (u, w3 0) = 05u2™ + (1 — 63) <2u 14 (1—w)?” ) (2.7)

Sustituyendo (2.7) en la expresién (1.4), obtenemos el coeficiente de depen-
dencia en la cola inferior para el modelo 1:

1 1
03u2” + (1 — 63) <2u -1+(1- u)292>

A1 = 1
L1 ui}%ﬂ "
% %
20 2u— 14 (1 —u)??
= 0 tim || (1= ) tim | iR
u—0t+ U u—0t U

u—0

1
= (1-63) lim [2 _ 9% (1 —w)?” ‘1]

= (1—63)(2—2Y%)
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Anélogamente,sustituyendo (2.7) en la expresién (1.3), obtenemos el coefi-
ciente de dependencia en la cola superior para el modelo 1:

1 1
1—2u+ O5u2” + (1 —63) <2u— 1+ (1 —u)202)

A1 = lim
’ u—1— I1-u
& 5

1-2 2 2u—1+(1—u)?™

— lim ) 405 1im [ 2 +(1-063) lim | = +(1-v

u—l- \ 1 —u u—1— —u u—1- 1—u

. L ooy . = o5 1

= 2—03 lim 2%14y +(1—63) lim — |2 —2%(1 —u)
u—1- u—1-

— 20527 —2(1— 63)
— 0y (2—2%)

Procediendo de manera similar, se obtiene para el modelo 2

L 1

Chioar (u,u; 0') = ngzgi +(1—65) (2’&7% - 1)_@ (2.8)

Sustituyendo (2.8) en la expresién (1.4), obtenemos el coeficiente de depen-
dencia en la cola inferior para el modelo 2:

L 1

02 + (1 - 64) <2u*9§ _ 1)W

A = lim
L2 . "
3 &
o] (2u*9’2 _ 1) %
= 6, lim + (1 —6%) lim
3 u—0t U ( 3) u—0t U

El limite incluido en el primer sumando es cero y el correspondiente al segundo
sumando coincide con el coeficiente de dependencia en la cola inferior de la cépula
Clayton, por lo que:

_ L
Ao = (1—04)2 %

Finalmente, sustituyendo (2.8) en la expresién (1.3), obtenemos el coeficiente
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de dependencia en la cola superior para el modelo 2:

AU2

1l 1
o

?’— / _9
1—2u— 042" + (1—6}) <2u*92 _ 1) :
lim

u—1- 1-u

0

En la tabla 2.7 aparecen las estimaciones de méaxima verosimilitud para los

parametros de los dos modelos de copulas mixtas, asi como su ordenacién segun

el criterio de Akaike junto con el valor de los coeficientes de dependencia en colas

inferior y superior.

Podemos apreciar que el modelo 1 es el que proporciona mejores resultados,

y si comparamos los modelos mixtos con los uniparamétricos ajustados, ambos

operan mejor que cualquiera de los considerados.
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Familia de cépulas CML AIC AL AU
Modelol 1.251 ; 1.252; 0.497 -652.0370 0.1310 0.1293
Modelo 2 1.171 ; 1.021 ; 0.624 -624.7183 0.1906 0.1205
Gumbel 1.3354 -561.5811 0 0.3199
Gaussiana 0.3925 -512.2128 0 0
Clayton 0.5422 -465.6281 0.2784 0

Frank 2.4666 -452.0353 0 0

Tabla 2.7: Ordenacion de todos los modelos estimados mediante CML segin AIC

1.0 r

i
(4

0.8 r

0.4 7 r

0.2 7 L

0.0 1 - -

Figura 2.16: Diagrama de contorno de la copula mizta Gumbel & Clayton en el
que se aprecia la dependencia en ambas colas
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Filtrado de la Dependencia
Temporal Marginal

Uno de los objetivos fundamentales de nuestro estudio es analizar el compor-
tamiento del riesgo inherente a los mercados financieros. Con este fin, abordamos
en el presente capitulo la cuestién relativa a la eleccién de los modelos marginales
mas adecuados a cada indice considerado. El planteamiento basico del que parti-
mos es que cada serie de retornos sigue un modelo de serie temporal estacionario
con estructura de volatilidad estocdstica. La presencia de volatilidad estocastica
implica, como ya es conocido, que los retornos de indices financieros no son nece-
sariamente independientes en el tiempo. Por tanto, trabajando con estos modelos
existen dos tipos de distribuciones de retornos a considerar: la distribucion condi-
ctonada, donde la condicion la establece la volatilidad actual, y la distribucion
marginal o estacionaria del proceso. Ambas distribuciones son relevantes para el
control del riesgo. Las colas de la distribucién de retornos condicionada son esen-
cialmente objeto de interés en el calculo de medidas de riesgo de mercado y sera
donde se concentre nuestro trabajo en el capitulo siguiente, una vez filtrada la
dependencia temporal marginal. La clave es la posible extension de una pérdida
originada por un movimiento de mercado adverso sobre el dia (dias) siguiente,
dada la volatilidad registrada hasta el momento actual. La estimacién de colas
no condicionadas proporciona informacion diferente, pero complementaria, sobre
el riesgo.

Esquematicamente, las aproximaciones existentes para estimar la distribucién
de beneficio-pérdida (P&L) de una cartera se pueden dividir en tres grupos:
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1. Método de simulacién histérica no paramétrica (HS).

2. Métodos paramétricos basados en un modelo econométrico para volatili-
dades y en la suposicién de normalidad condicionada (Riskmetrics de J.P. Morgan
1995, y la mayorfa de modelos de la familia ARCH/GARCH).

3. Métodos basados en Teorfa de valores extremos (EVT).

En la aprozimacién HS (Crouhy, Galai y Mark 2001; Marshall 2001; Vilarifio
2001), la distribucién P&L estimada de una cartera viene dada simplemente por
la distribucién empirica de pérdidas y ganancias pasadas. El método es facil de
implementar y evita suposiciones sobre la forma de la distribucién. Sin embargo,
este método dificulta notoriamente la estimacién de los cuantiles extremos, asi
como la extrapolaciéon mas alld de las observaciones pasadas. Es mds, las esti-
maciones de cuantiles obtenidas por HS tienden a ser muy volatiles siempre que
aparece una observacion grande en la muestra. Finalmente, el método es incapaz
de distinguir entre periodos de alta y baja volatilidad, en perticular si se utiliza
una muestra grande para mitigar la influencia de los dos primeros problemas en
la calidad de las estimaciones en colas.

Los modelos mas refinados que incluyen la aproximacion de normalidad condi-
cionada, tales como los de la familia GARCH ( Engle 1982, 2000, Bollerslev, Chow
y Kroner 1992, Bollerslev, Engle y Nelson, 1994, Gouriéroux 1997) con modelos
dindmicos de varianza condicionada de los retornos, proporcionan estimaciones
del VaR que reflejan la volatilidad registrada hasta el momento actual. La debi-
lidad principal de esta aproximacion estd en suponer la normalidad condicionada,
lo cual no parece ajustarse a la mayoria de los datos reales.

Los métodos basados en EVT (Embretchs y otros, 1997) tienen dos carac-
teristicas que los hacen atractivos para la estimacion de las colas: estan basados
en una teoria estadistica sélida y proporcionan una forma paramétrica para la
cola de la distribucién. Por tanto, estos métodos permiten extrapolaciones mas
alld del rango de los datos. Sin embargo, ninguno de los métodos basados en EVT
para estimacién de cuantiles proporciona estimaciones VaR, que reflejen la histo-
ria de la volatilidad actual. Dada la heterocedasticidad condicionada presente en
la mayoria de las series financieras, bien documentada por el considerable éxito
de los modelos de la familia ARCH-GARCH, creemos que esta serd una mejor
eleccién para cualquier tipo de estimacién del VaR. No obstante, no desechamos
estos métodos sino que seran utilizados en una fase posterior, detallada en el
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capitulo 4, donde emplearemos los llamados métodos umbral (POT) a partir de
EVT para estimar la distribucién de las colas de los términos de error correspon-
dientes a las distribuciones marginales filtradas mediante procesos tipo GARCH
(McNeil y Frey, 2000).

Por todo lo anteriormente expuesto, nuestra propuesta para representar el
comportamiento de las distribuciones marginales de los retornos incluye dos
fases: en primer lugar utilizaremos modelos tipo GARCH y méxima verosimi-
litud para obtener estimaciones de la volatilidad condicionada, para proceder, a
continuacién, a confirmar a través de anélisis de datos exploratorio y los con-
trastes estadisticos pertinentes, que los términos de error (residuos) constituyen,
al menos aproximadamente, una serie i.i.d. con colas pesadas.

Los resultados obtenidos permitiran construir una estimacion de la distribucién
condicionada de los retornos a partir de la distribucién de los residuos y las esti-
maciones de la volatilidad y de la media condicionada. Esta aproximacion refleja
dos rasgos presentes en la mayoria de las series de retornos financieros: la volati-
lidad estocastica y las colas pesadas de las distribuciones condicionadas de los
retornos sobre horizontes temporales cortos.

De manera formal, sea (X;),c n una serie temporal estrictamente estacionaria
que representa las observaciones diarias de retornos generadas por precios de
activos financieros.

Suponemos que esta serie viene generada por
Xt = Mt + O'tZt (31)

donde las innovaciones Z; son un proceso estricto de ruido blanco (iid) de media
cero, varianza 1, funcién de distribucién marginal Fz(z) y con pu; y oy medibles
respecto a Gy (informacién sobre el proceso de retornos hasta el instante (t-1)).

Sea Fx(z) la distribucién marginal de cada X y Fiy, 4. 4+x,,,/ac. () la dis-
tribucién predictiva de los retornos de los k dias siguientes, suponiendo conocidos
los retornos hasta el dia t.

Nuestro interés consiste en estimar cuantiles de las colas de este tipo de dis-
tribuciones, lo cual permitird determinar las medidas de riesgo financiero usuales,
tales como el VaR o la Pérdida esperada, tal y como se detalla a continuacion.
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Sabemos que, para 0<q<1, se define el cuantil no condicionado de F como

zy =inf{x e R: Fx(x) > q}

por tanto, el cuantil condicionado serd un cuantil de la distribucion predictiva
de retornos sobre los siguientes k dias:

xf](k) = inf {37 eR: FXt+1+...+Xt+k/Gt (:E) > CI}

Puesto que una medida alternativa de riesgo viene dada por la llamada pérdida
esperada (ES), si consideramos la pérdida esperada no condicionada, tendremos:

Sy =FE[X/X >z,

v la pérdida esperada condicionada seré:
k k
Sek) =E | Xej/) Y Xinj > al(k), Gy
j=1 j=1

Para simplificar la exposicion, podemos limitarnos al calculo del VaR y la
pérdida esperada en distribuciones predictivas que contemplan un solo instante,
para las que utilizaremos la notacién $Z y Sé.

Puesto que

x J—
FXt+1/Gt () = P{ut+1 + or41Z141 < z,/Gi} = Fy (U—M?Ll>
t+

estas medidas se simplifican y quedan como:

:cf] = Wt+1 + Ot412q
Sh =1+ o1 B[Z /7 > 2]

ambas dependiendo de z,, g-cuantil superior de la distribucién marginal de Z; que
por hipétesis no depende de t. Por tanto, nuestra tarea consistird en determinar
24, valor que permitiréd el calculo de las medidas de riesgo anteriormente citadas.

El proceso de filtrado de los retornos marginales se puede esquematizar en el
desarrollo de las siguientes fases:
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1) En primer lugar elegimos un proceso especifico entre los que verifican (3.1),
es decir, un modelo particular para la varianza y media condicionadas. Podemos
decantarnos por un tipo GARCH para la varianza y un ARMA, AR o incluso un
valor constante para la media. Procedemos al ajuste del modelo sin establecer
ninguna suposicién sobre Fz(z), distribucién de las innovaciones.

2) Estimamos py4+1 y oy41 a partir del modelo ajustado y obtenemos los
residuos, considerandolos como una realizacién de un ruido blanco estricto.

3) Comprobamos la no normalidad de los residuos (mediante los contrastes
indicados para esta situacién y, por ejemplo, graficamente a través de un QQ-
plot de los mismos frente a la Normal) y la existencia de colas pesadas y curtosis
elevada.

4) Postulamos alguna distribucién conocida para los residuos, de manera que
responda al patron de colas pesadas y curtosis elevada. En concreto, proponemos
la distribucién t-Student transformada para tener varianza 1. Los modelos tipo
GARCH con innovaciones siguiendo una t de Student pueden ajustarse mediante
maxima verosimilitud. Los resultados seran mas satisfactorios cuanto mas iguales
sean en cuanto a longitud las colas positiva y negativa de la distribucién de los
retornos.

5) Comparamos de los resultados obtenidos con el caso de innovaciones dis-
tribuidas normalmente, que es de esperar proporcionen un peor ajuste, dada la
presencia de colas pesadas.

6) Aplicamos los procedimientos inferenciales propuestos en el Capitulo 2, con
el fin de estimar el modelo de cépula que mejor capture la relacién de dependen-
cia presente en la muestra bivariante de retornos filtrados segin los procesos tipo
GARCH. Para finalizar, comparamos las conclusiones obtenidas con las proce-
dentes del tratamiento de la muestra bivariante de retornos brutos.

3.1. Modelos de volatilidad

Hasta hace una década, la mayoria de los modelos relativos a series tempo-
rales financieras y macroeconométricas se centraban en los primeros momentos
condicionados, y cualquier dependencia temporal en momentos de orden superior
se trataba como una perturbacién. Sin embargo, la importancia creciente del
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riesgo y las consideraciones de incertidumbre en la teoria econémica moderna,
han llevado a desarrollar nuevas técnicas de series temporales en econometria
que permiten establecer modelos para varianzas y covarianzas que varian en el
tiempo. Un instrumento importante en este desarrollo lo constituyen la clase de
modelos para heterocedasticidad condicionada autorregresiva (ARCH) introduci-
dos por Engle (1982). Paralelamente al éxito de los modelos de series temporales
clasicos, en los que aparece el uso de la media condicionada frente a la no condi-
cionada, la clave de los modelos ARCH esta en la incorporacién de los momentos
de segundo orden condicionados frente a los no condicionados. Mientras que
en aquellos modelos la matriz de covarianzas no condicionadas para las varia-
bles de interés puede ser invariante en el tiempo, las varianzas y covarianzas
condicionadas a menudo dependen, y no trivialmente, de los estados pasados del
universo. La comprensién de la naturaleza exacta de esta dependencia temporal
es crucial para muchas series financieras y macroecondmicas tales como las rela-
tivas a inversiones, valoracién de opciones, la estructura de los indices de interés
y la dindmica general de las relaciones entre valoraciones de activos financieros.
Por tanto, desde la perspectiva de la inferencia econométrica, la pérdida de efi-
ciencia asintética por el descuido de la heterocedasticidad puede ser arbitraria-
mente grande y, cuando se efectiian las predicciones econémicas, seria deseable
obtener estimaciones mas precisas del error de prediccién condicionando por el
conjunto de informacién que se tiene hasta el momento. Muchos procedimientos
estadisticos han sido disefiados con la intencién de que fueran robustos frente
a grandes errores, pero ninguno habia utilizado la existencia de agrupamientos
temporales de datos atipicos para predecir su ocurrencia y minimizar sus efectos.
Esta es exactamente la aproximacion que hacen los modelos tipo ARCH.

3.1.1. Caracteristicas de las Series Financieras

La prediccion de rentabilidades de activos financieros, tales como stocks e
indices de cambio, es de interés obvio en la practica financiera (Alexander 2001).
La realidad es que rara vez se generan predicciones seguras, en muchas ocasiones
ni tan siquiera es posible predecir el signo de la rentabilidad del dia siguiente. La
relacion entre rentabilidad y riesgo juega un papel prominente en muchas teorias
y modelos financieros, como por ejemplo la valoracién de opciones. Dado que la
volatilidad es vista a menudo como una medida de este riesgo (cuando se aceptan
distribuciones normales, condicionadas o no, el riesgo es una funcién de la volati-
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lidad), se puede estar interesado no sélo en obtener predicciones de rentabilidades
sobre activos financieros, sino también predicciones de la volatilidad asociada. La
evidencia reciente muestra que la volatilidad de activos financieros no es cons-
tante, sin embargo si se manifiesta una cierta regularidad, en el sentido de que
periodos de alta volatilidad alternan con otros mas tranquilos, por lo que parece
posible predecir este riesgo que varia a lo largo del tiempo. La mayoria de los
modelos comtinmente utilizados en la practica financiera para describir rentabili-
dades y volatilidades son lineales. Existen, sin embargo, distintos indicios de que
pudieran ser mas apropiados modelos no lineales (Pagan 1996, Frey 1997). Uno
de ellos es el hecho de que los datos de series temporales financieras presentan un
comportamiento asimétrico (por ejemplo, rentabilidades negativas grandes apare-
cen més frecuentemente que rentabilidades positivas grandes). Otro seria que la
aparicién de rentabilidades negativas grandes es, a menudo, preludio de periodos
de volatilidad sustancial, mientras que la aparicion de rentabilidades positivas
grandes genera volatilidades menos significativas. Una cuestién importante es
la de discernir cuando estas rentabilidades negativas grandes son simplemente
sucesos atipicos, o cuando son consecuencia natural de un proceso subyacente
que sigue un modelo no lineal que debe ser identificado, modelo que se puede
utilizar no sélo para describir el patron observado en la serie financiera, sino mas
importante aun, con el fin de obtener las mejores predicciones. Huelga decir que
tales peculiaridades deberian incorporarse en el modelo de serie temporal uti-
lizado para la descripcién y prediccion; en otro caso, nos arriesgamos a obtener
predicciones demasiado por debajo o demasiado por encima. Incluso en el caso
univariante, el conjunto de formas funcionales permitidas es amplio, y se puede
acomodar a una gran familia paramétrica de modelos ARCH. Por tanto, es conve-
niente tener conocimiento de las regularidades empiricas que cada modelo recoge
para seleccionar el ARCH apropiado.

A partir de una sencilla inspeccién gréafica y descriptiva de las observaciones
temporales, podemos resumir estos rasgos caracteristicos de las series financieras
de la siguiente forma:

(i) Los valores atipicos aparecen mds veces de lo esperado.
(ii) Las puntuaciones atipicas generalmente son negativas.
(iii) Los valores atipicos tienden a presentarse en clusters.

(iv) Valores atipicos negativos provocan inestabilidades significativas.
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(Rentabilidades del mercado de stock negativas grandes provocan volatilidades
grandes)

(v) Los periodos inactivos incrementan la volatilidad en la reapertura.
(vi) Movimientos conjuntos de volatilidades.

Para finalizar conviene comentar la relacién existente entre variables macro-
econdmicas y volatilidad. Puesto que los valores del stock estan fuertemente liga-
dos a la salud de la economia, es natural esperar que medidas de la incertidumbre
macroecondmica tales como las varianzas condicionadas de la produccién indus-
trial, indices de interés, crecimiento monetario, etc. deberian ayudar a explicar
los cambios en la volatilidad del mercado de stocks. Esta idea refuerza el interés
en la obtencién de modelos tipo ARCH, que representan el comportamiento de
estos momentos de segundo orden condicionados, bajo esta nueva éptica macro-
econdmica.

3.1.2. Formulacién del Modelo ARCH

Si una variable aleatoria y; se observa a partir de la funcién de densidad condi-

cionada f (— , la predicciéon de valores actuales basada en la informacién

pasada , bajo suposiciones clasicas, es simplemente E <i>, que depende del

Yi—1
valor de la variable que condiciona, y;—1. La varianza de la predicciéon en ese
Yt

Yi—1
condicionada depende de la informacién pasada y, es mas, puede ser una variable

periodo es V' Tal expresion reconoce que la prediccion de la varianza

aleatoria.
Consideremos inicialmente la autorregresién de primer orden:

Yt = YYt—1 + €t

donde {&;} es un ruido blanco con E(g;) = o2.

La media condicionada de y; es yy;—1, ¥y la media no condicionada es cero.
La varianza condicionada de y; es o

0_2

€S m

La aproximacion clasica en la representacién de la heterocedasticidad consiste

, mientras que la varianza no condicionada



FILTRADO DE LA DEPENDENCIA TEMPORAL MARGINAL 87

en introducir una variable exégena x; que predice la varianza. Con media cero
conocida, el modelo sera:

Yt = EtTt—1

donde, de nuevo V (g;) = 02 y V() = 022 ;.

Esta solucién del problema no parece satisfactoria, ya que lo que se requiere
es una especificacion de las causas de los cambios de la varianza, mas que el
reconocimiento de que la media y la varianza condicionadas pueden variar en el
tiempo. Quizés a causa de esta dificultad, rara vez aparecen correcciones de la
heterocedasticidad en modelos de series temporales.

Un modelo preferible es:

1
_ 2
Yt = 5tht

hy = oo + aay;
con V(gi—q) =1.

Esto es un ejemplo de lo que serd llamado un Modelo Autorregresivo de He-
terocedasticidad Condicionada (ARCH). No es exactamente un modelo bilineal,
pero se acerca mucho a uno. Afadiendo la suposicién de normalidad, se puede
expresar mas directamente en términos de el conjunto de informacion pasada
disponible hasta el instante t, que denotaremos por G;. Usando densidades condi-
cionadas:

Ut
~ N(0,h
thl ( ’ t)

hi = g + 1y?_;

La funcién de la varianza se puede expresar de forma méds general como:

ht = h(yt—la Yt—25 -y Yt—p, a)

donde p es el orden del proceso ARCH y a es un vector de pardmetros descono-
cidos.

El modelo de regresion ARCH se obtiene suponiendo que la media de y; viene
dada por z, una combinacién lineal de variables enddgenas y exdgenas retar-
dadas incluidas en el conjunto de informacién G;_1, con [ un vector de pardmetros
desconocidos.
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Formalmente:

yt/Gi1 ~ N (243, hy)
ht = h(€t71,6t72,...,6t7p,04) (32)

g = Yt —xf

La funcién de la varianza se puede generalizar para que incluya x actuales y
retardadas como parte del conjunto de informacion. La funcién h queda, entonces,
como:

ht = h(Etfl, cey Et—py Tty Tt—15 -y Tt—p, a)

0, sencillamente:

ht = h(thl, Oé)

Esta generalizacién representa una extension sencilla de los resultados.

En particular, si la funcién h se factoriza de la forma:
he = he(€1-1, s 61y OV (Tt oy T4 p)

los dos tipos de heterocedasticidad pueden ser tratados secuencialmente, primero
corrigiendo la componente z y, a continuacién, ajustando el modelo ARCH sobre
los datos transformados.

El modelo formulado en (3.2) tiene una serie de caracteristicas que lo ha-
cen atractivo para aplicaciones econométricas, puesto que es util para captar
los rasgos peculiares de las series financieras, ya comentados en el punto ante-
rior, y permite predecir la varianza cambiante en el tiempo basdandose en errores
pasados. A partir de suposiciones sencillas, los beneficios de carteras de activos
financieros se toman como funciones de las medias y varianzas esperadas de las
rentabilidades. Cualquier cambio en la demanda de activos debe asociarse con
cambios en estas medias y varianzas esperadas. Si se asume que la media sigue
una regresién o un modelo de serie temporal clasicos, inmediatamente la varianza
se ve restringida a ser constante en el tiempo. Como ya se ha comentado, la al-
ternativa de utilizar variables exdgenas para explicar cambios en la varianza, no
es apropiada en la mayoria de los casos, lo que hace del modelo ARCH el mas
indicado en estas situaciones.
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Dada (X}),cy sucesién de variables aleatorias, la formulacién més utilizada
para un modelo ARCH de orden p, p € N, es la siguiente:

Xy = pte
€ = O'tZt (33)
hy = ao+ alet{l + ...+ apq%,p

donde (Z;),c s una sucesién de variables aleatorias i.i.d de media cero y varianza
unidad, ap >0y o; > 0 parat=1,2,....p.

3.1.3. Formulacion del Modelo GARCH

En aplicaciones empiricas del modelo ARCH a menudo se requiere un re-
tardo relativamente largo en la ecuacién de la varianza condicionada y, para
evitar problemas con la varianza de las estimaciones de los parametros, general-
mente se impone una estructura de retardos fija. Resulta, entonces, de inmediato
interés practico extender la clase de modelos ARCH de forma que permita si-
multdneamente una memoria mas larga y una estructura de retardos mas flexible.
Esto se consigue con la clase de modelos GARCH(p,q) (Modelo Generalizado de
Heterocedasticidad Condicionada Autorregresiva).

Sean:
€ = proceso estocastico en tiempo discreto con valores reales
Yy = Conjunto (o-algebra) de toda la informacién hasta el instante t

El modelo GARCH(p,q) viene definido por:

et/i—1 ~ N(0, hy) (3.4)

p q
hy = ag + Z Oéﬁ?_z- + Zﬁihtfi =g+ A(L)&? + B(L)ht (3.5)
i=1 =1

donde p>0,¢>0,ap>0,0;>0,i=1..p, 5; >0coni=1...q.

Seguimos la linea de Engle (1982) asumiendo que la distribucién condicionada
es Normal, pero naturalmente también se pueden considerar otras distribuciones;
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por ejemplo, en lugar de E%_i en la ecuacién (3.5), puede ser mas apropiado en
algunas aplicaciones utilizar |e;_;|.

Para p=0 el modelo se reduce a un ARCH(q), y para p=q=0, &; es sencilla-
mente un ruido blanco.

En el proceso ARCH(q) la varianza condicionada se especifica como una
funcién lineal tinicamente de las varianzas muestrales pasadas, mientras que el
proceso GARCH(p,q) permite introducir también varianzas condicionadas re-
tardadas, lo que se corresponde con alguna clase de mecanismo de aprendizaje
adaptativo.

El modelo de regresion GARCH(p,q) se obtiene tomando los €; como innova-

ciones de una regresion lineal:
= )
Et =Yt — Ty

donde y; es la variable dependiente, z} es un vector de variables explicativas y b
es un vector de parametros desconocidos.

Si todas las raices de 1-B(z)=0 estan fuera del circulo unidad, (3.5) se puede
escribir como:

hi = ao(1—B(1) '+ A(L)(1 - B(L)) "¢}
q -1
= qp (1 — ZBZ> + Z 5i5t2—i
i=1 i=1

que junto con (3.4) puede interpretarse como un ARCH(c0).

Los 9; se obtienen a partir del desarrollo en serie de potencias de:
D(L) = A(L)(1 - B(L))™
n .
ai+ Y. Bjdi—j,i=1..p
j=1

n

Z Bjéi_j,z' =p+1,..

j=1

con n = min(q,i—1).

Entonces, si B(1)<1, ¢; sera decreciente para i mas grande que m = maz{p, q}.
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Asi, si D(1)<1, el proceso GARCH(p,q) se puede aproximar, con un grado
determinado de precisién, por un ARCH(p) estacionario para un valor suficien-
temente grande de gq. Pero como en el caso andlogo de un ARMA, el proceso
GARCH puede justificarse, posiblemente, a través de una descomposicién de
Wald de los argumentos, lo que proporcionaria una descripcién mas escueta.

A partir de la teoria elaborada sobre procesos ARCH(q) finito dimensionales
que hemos visto en la seccién anterior, es de esperar que la condicién D(1)<1, o
equivalentemente A(1)+ B(1)<1, sea suficiente para garantizar la estacionariedad
en sentido amplio (Milhoj 1985).

Una representacién equivalente del proceso GARCH(p,q) viene dada por

p q q
€2 =ag+ Z ve?  + Z Bie?_; — Z Bivi—i + 14 (3.6)
=1 =1 =1

con
Vt:E?—ht: (77152_1)ht

donde 7 ~ N(0,1) i.i.d.

Obsérvese que, por definicién, v; es serialmente incorrelada de media cero.
Ademis, el proceso GARCH(p,q) se puede interpretar como un proceso ARMA
en €2 de 6rdenes m = max(p,q) y ¢, respectivamente. Sin embargo, aunque (3.6)
puede ser mas significativa desde un punto de vista tedrico, la formulacién dada
por (3.4) y (3.5) resulta mas sencilla para trabajar de forma practica.
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Estructura de las funciones de autocorrelacién y autocorrelacién
parcial

Puesto que es conocido el uso de las funciones de autocorrelaciéon y autocor-
relacién parcial para identificar y chequear el comportamiento de series tempo-
rales de la forma ARMA (Box-Jenkins 1976), a continuacién veremos como estas
dos funciones del proceso al cuadrado son ttiles para identificar y chequear el com-
portamiento de series temporales cuya varianza condicionada sigue un proceso de
la forma GARCH. (La idea de utilizar el proceso al cuadrado para chequear
la adecuacién del modelo no es nueva; Granger y Anderson (1978) encontraron
que algunas de las series modelizadas por Box-Jenkins presentaban residuos al
cuadrado autocorrelados, incluso si los residuos mismos parecian no estar corre-
lados a lo largo del tiempo).

Consideremos el proceso general GARCH(p,q):

5t/¢t71 ~ N(U, ht)

P q
he=o0+ Y aiet i+ Bihi_i = ag + A(L)e} + B(L)h
i=1 i=1
y supongamos que el proceso tiene momento de cuarto orden finito.

Hay que tener en cuenta que las condiciones para la existencia del momento
de cuarto orden son desconocidas; sin embargo, dado un orden especifico del
modelo estas condiciones se pueden obtener. Por ejemplo, la condicién necesaria
y suficiente para el proceso GARCH(1,2) obtenida de esta manera es:

ag + 304% + 304% + ﬁ% + 20181 — 304‘3 — 304%042 + 6B + Ozzﬁf <1
Sea la funcién de autocovarianza para £? denotada por:
Tn =V—n = COU(E?, 5t2—n)
De (3.6) se sigue inmediatamente que:
P q
Tn = Z OYn—i + Z Bivn—i
i=1 i=1

m n>q+1
= ) pimi m = méx(p, q) (3.7)
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a; =0 para i>py B; = 0 para i>q.

De donde se obtienen las siguientes ecuaciones, analogas a las de Yule-Walker:

m
pn =Y = Y Pibn—ixn = q+ 1 (3.8)
1=1

Por tanto, las ¢ primeras autocorrelaciones para £? dependen directamente de
los pardmetros o, ..., oy, B1, ..., Bq Pero, dados pq, ..., pg+1—m la anterior ecuacién
en diferencias unicamente determina las autocorrelaciones en retardos mas al-

tos. Esto es similar a lo que ocurre con las autocorrelaciones de un proceso
ARMA (m,p).

Obsérvese también, que (3.7) depende de los pardmetros a, ..., y 1, ..., Bg
solamente a través de 1, ..., Om.

Sea ¢xx la autocorrelacién parcial k para 7 que se obtiene resolviendo el
conjunto de k ecuaciones con k incognitas o1, ..., Ork:

k
pn = Z¢kipn—in =1..k
i—1

Por (3.8) ¢k se corta después del retardo q para un proceso ARCH(p):

4 #0,k<p
w =0,k>p

Este comportamiento es idéntico al de la funcién de autocorrelacién parcial
de un AR(p).

También, por (3.8) y otros resultados ya conocidos en series temporales, la
funcién de autocorrelacién parcial de 7 para un proceso GARCH (p,q) es, en
general, no nula pero tiende a desaparecer.

En la préctica, naturalmente, los p,, y las ¢pi seran desconocidas. Si embargo,
los analogos muestrales p, proporcionan una estimacion consistente para pn, y
ki se estima consistentemente por el coeficiente k-ésimo, qgkk, de una autorre-
gresiéon de orden k para £? (Granger y Newbold 1977). Estas estimaciones, junto
con su varianza asintética bajo la hipotesis nula de no GARCH, se pueden utilizar
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en la etapa de identificacion preliminar, resultando también ttiles para chequear
el diagnéstico del modelo.

3.1.4. Extensiones del modelo GARCH

En la mayoria de los casos, el modelo basico GARCH resulta una eleccién
razonablemente adecuada para representar y estimar la volatilidad condicionada
presente en las series financieras. Sin embargo, dado que en la formulacion del
modelo intervienen inicamente los residuos al cuadrado, €2 ,, la volatilidad condi-
cionada no refleja la influencia del signo de los residuos. Sin embargo, es un he-
cho conocido en las series financieras que las “malas noticias” (shocks negativos)
tienen una mayor influencia sobre la volatilidad que las “buenas noticias” (shocks
positivos). Esto es debido a que las malas noticias tienden a bajar los precios,
lo que produce un efecto de palanca y genera una mayor volatilidad. Por esto,
nos referimos al fenémeno del impacto asimétrico de las noticias como efecto de
apalancamiento financiero. A continuacién, presentamos algunas variantes del
modelo GARCH baésico que incorporan el efecto de apalancamiento financiero en
su formulacion.

Modelo TGARCH

El modelo GARCH umbral (TGARCH) (Zakoian, 1991) es de la forma siguiente:

P P q
ht = ag + Z el + Z’Y@'Stfiﬁ,?_i + Z Bili—i
i—1 i—1 i—1
donde

g 1 sieq ;>0
=Y o sig—; <0

esto es, dependiendo de cuando &;_; estd por encima o por debajo del umbral
del 0, 5f_i tiene un efecto diferente sobre la varianza hy: si g,—; es positivo, el
efecto total viene dado por aisg_i, mientras que si £,_; es negativo, el efecto total
viene dado por (a; + %)5?_1-. Por tanto, valores positivos de v; producen mayor
influencia de las llamadas malas noticias.
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Este modelo también es conocido como modelo GJR, debido a que fue pro-
puesto de manera muy similar por Glosten, Jagannathan y Runkle (1993).

Modelo EGARCH

Nelson (1991) propuso el siguiente GARCH exponencial:

p p
Et—i| + Vi€t—i
loght = ag + E &i% + E ,BZ loght,i (3.9)
=1

i=1 t—1

Obsérvese que cuando &;_; es positivo ,“buenas noticias”, el efecto total es
(1 + 7;) |et—i|, mientras que si g,—; es negativo o hay “malas noticias”, el efecto
total es (1 — ;) |et—i|. Las malas noticias pueden tener un gran impacto sobre
la volatilidad, si el valor de ~; es negativo. Una ventaja adicional del modelo
EGARCH sobre el GARCH bésico es que la varianza condicionada h; siempre es
positiva sin importar los valores de los coeficientes de (3.9), ya que el modelo se
refiere a log hy en lugar de hy.

Modelo PGARCH

El modelo GARCH bésico se puede tratar como un caso particular del modelo
GARCH potencia (PGARCH) propuesto por Ding, Granger y Engle (1993):

D q
' = a0+ Y o (el +viei) + > Bily: (3.10)

i=1 i=1
donde d es un exponente positivo. Si d = 2, (3.10) se reduce al modelo GARCH
bésico con efecto apalancamiento. Ding, Granger y Engle (1993) demuestran que

el modelo PGARCH también incluye casos especiales de muchas otras variantes
GARCH.
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Curvas de impacto de noticias

Todos los modelos planteados en los puntos anteriores son capaces de recoger

el efecto de apalancamiento financiero, por lo que la elecciéon particular de uno

de ellos implica el uso de un criterio de seleccion. Podemos emplear de nuevo

el criterio de Akaike (definicién 2.3), junto con las llamadas curvas de impacto

de noticias, propuestas por Engle y Ng (1993), que representan graficamente la

relacién funcional entre la varianza condicionada en el instante ¢ y el término de

error en el instante (¢t — 1), manteniendo constante la informacién en el instante

(t — 2) y anteriores.

La tabla 3.1 recoge las expresiones de la varianza no condicionada, 2, de

diferentes modelos GARCH, y la tabla 3.2 contiene las expresiones de las curvas

de impacto de noticias para los mismos modelos con 6rdenes p =17y q = 1.

GARCH(p,q)

TGARCH(p,q)

PGARCH(p,q)

EGARCH(p,q)

#znm/11—§;%(r+ﬁ)—§3@]

i=1
o’ _ao/ll_Z(ai+’Yi/2)_Z/3i]

p q

wed /S s

& :exp{<0‘0+ga“/2/_w> /(1_;:&) }

Tabla 3.1: Varianza no condicionada de los diferentes procesos GARCH

GARCH(1,1) 02 =A+ay (Jeg_1]| +v1e-1)°
A=qay+ 5152

TGARCH(l,l) 0'152 =A+ (a1 + 7Si-1) 6%71
A=+ 4172

PGARCH(1,1) | o?

2= A4 2VAoq (ler—1| +viee—1) + 2 (lee—1| +v1ee-1)°

A = (ag + p15)?

EGARCH(1,1)

o? = Aexp {1 (Jet—1| + n1€1-1) /T}
A =752 exp {ao}

Tabla 3.2: Curvas de impacto de noticias de los diferentes procesos GARCH
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3.2. Ajuste de procesos GARCH a los retornos diarios
DowJones e Ibex35

3.2.1. Seleccién y diagnéstico de los modelos

En el capitulo anterior, se habia constatado la no normalidad de los retornos
mediante el estadistico de Jarque-Bera y la observacién de los gréficos correspon-
dientes a las funciones de autocorrelacién de los retornos al cuadrado de los dos
indices considerados (figura 3.1), hacia sospechar la presencia de efecto ARCH
(heterocedasticidad condicionada) en ambas series.

Series : retDJ2 Series : retlb2
; 7:, Hﬁﬁ‘ 4;\,;1;‘ U:‘H EHES RSN ARS SHEIAE: ; 7& H \ ‘ ‘ m M i;m;H H:”:U I:H Hﬁﬁ‘ Lt
0 10 20 30 0 10 20 :;O
Lag Lag
Series : retDJ2 Series : retlb2
2 ‘ ‘ ‘H" “ ‘ H V‘,‘,Hh s T [ ‘ ,” l}l ,1 H‘
0 10 20 3'0 0 1'0 20 30
Lag Lag

Figura 3.1: Funciones de autocorrelacion simple y parcial de los retornos
logaritmicos diarios al cuadrado DowJones e Ibex35

A partir de la formulacién del modelo ARCH(p) dada por (3.3) y, puesto que
€; tiene media cero V¢, suponiendo que existe el momento de segundo orden de
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Xy

Var(e) = FE (ef) =My

donde Var y E denotan, respectivamente, la varianza y la esperanza condi-
cionadas por la informacién hasta el instante (¢t — 1). Entonces, (3.3) puede
escribirse como

& =ap+ale |+ .+ apef,p + U (3.11)

donde Uy = €2 — E (e%) es un ruido blanco de media cero. La ecuacién (3.11)
permite afirmar que los residuos al cuadrado de un proceso ARCH(p) siguen
un proceso autorregresivo de orden p. Engle (1982), propone un contraste para
detectar el efecto ARCH basado en la ecuacién (3.11):

Se contrasta la hipdtesis nula o = as = ... = a; = 0 mediante el estadistico
LM = TR2. Bajo la hipétesis nula , LM sigue una distribucién x? con p grados
de libertad. T es el tamano muestral y R? es el coeficiente de determinacién de
la regresién de € sobre p valores retardados de €7, obtenido a partir de (3.11)
después de ajustar el modelo correspondiente segin (3.3).

Los resultados del contraste anterior aplicado a las dos series de retornos
aparecen en la tabla 3.3. La hipdtesis nula de ausencia de efecto ARCH es
rechazada en ambos casos.

Retornos LM P-valor
DowJones 340.08 0.0
Ibex35 547.89 0.0

Tabla 3.3: Contraste LM de la presencia de efecto ARCH en las series de retornos
logaritmicos diarios DowJones e Ibex35

Formalmente, consideraremos (Z;):cz sucesion de variables aleatorias iid de
media cero y varianza unidad. El proceso (Xi)iez es un ARMA(ps, g2) para
la media condicionada y un GARCH(p2, ¢2) para la varianza condicionada si
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satisface

Xt = mte
p1 q1

pe o= pA Y Gi(Xia—p)+> e (3.12)
i1 j=1

€& = O'tZt

D2 a2
2 2 2
o; = Oz()—l—g aiét,i-FE /Bjo'tfj
i=1 j=1

donde a9 > 0, oy > O para ¢ = 1,2,...,p2, B; > O para j = 1,2,...,q2 y Z;
es independiente de (X),., Los polinomios ¢(z) = 1 — ¢p12 — ... — ¢p, 2" ¥
0(z) =1—01z2—...— 0,4 2% no tienen raices comunes ni dentro del circulo unidad.

A continuacién, ajustamos modelos univariantes ARMA(1,1) para la media
condicionada y del tipo GARCH(1, 1) para la varianza condicionada, mediante
maxima verosimilitud, a cada una de las series de retornos marginales. Supon-
dremos que las innovaciones Z; siguen una distribucién gaussiana o una dis-
tribucién t de Student, y compararemos los resultados. Los diferentes procesos
tipo GARCH(1,1) que consideramos incorporan, en todos los casos, un término
que contempla la presencia del efecto de apalancamiento financiero. En concreto
utilizamos los procesos TGARCH(1,1), EGARCH(1,1) y PGARCH(1,1). En
este ultimo caso, la estimacién de maxima verosimilitud de la potencia produjo
un valor de 0.855, por lo que el proceso se reajusté con un valor fijo para la
potencia de 1.

Los resultados obtenidos, segin los distintos procesos considerados, para la
serie de retornos logaritmicos diarios DowJones con innovaciones gaussianas son
los siguientes:

p— TGARCH(1,1) | Coeficientes | Error std. t Pr(> |t])

n 3.325e-004 | 1.52e-004 2.180 | 1.46e-002

Qg 1.392e-006 | 2.13e-007 | 6.538 | 3.63e-011

ARCH(1) 1.320e-002 | 7.90e-003 1.670 | 4.75e-002
GARCH(1) 9.188e-001 | 7.03e-003 | 130.608 0.0
Coef. apalanc. 1.082e-001 | 9.69e-003 | 11.167 0.0
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ARMA(1,1) - EGARCH(1,1) | Coeficientes | Error std. t Pr(> |t])
7 0.00041 0.0002 1.40 | 7.97e-002
AR(1) -0.9065 0.1585 -5.71 | 5.93e-009
MA(1) 0.8982 0.1667 5.38 | 3.82e-008
o) -0.4649 0.0458 -10.13 0.0
ARCH(1) 0.1571 0.0152 | 10.27 0.0
GARCH(1) 0.9633 0.0041 231.19 0.0
Coef. apalanc. -0.6990 0.0895 -7.80 | 3.99e-015
p—PGARCH(1,1,1) | Coeficientes | Error std. t Pr(> |t])
7 0.0002 0.0001 1.71 | 4.29e-002
g 0.0001 2e-005 7.27 | 2.21e-013
ARCH(1) 0.0687 0.0067 10.19 0.0
GARCH(1) 0.9288 0.0064 143.13 0.0
Coef. apalanc. -0.7531 0.09477 -7.94 | 1.33e-015

En todos los casos se utiliza el estadistico t usual , a/o4, para contrastar
cuando el pardametro correspondiente es cero.

Para comprobar la no autocorrelacién de los residuos utilizamos el contraste
de Ljung-Box, que plantea la hipétesis nula de aleatoriedad y utiliza el estadistico

h 2

QLB :n(n+2)z pj

—2
=t

donde n es el tamano muestral, p; es la autocorrelacién en el retardo j y h es el
numero de retardos considerado. La hipétesis nula se rechaza si Qg > X%_ ash
con « el nivel de significacién fijado previamente. Los resultados de aplicar el con-
traste anterior tanto a los residuos estandarizados como a su cuadrado en los tres
modelos ajustados no permiten rechazar la hipétesis nula de no autocorrelacion
(con 12 retardos considerados). También se efectuado el contraste basado en el
estadistico LM a los residuos para constatar la ausencia de efecto ARCH en los
mismos. Los resultados de ambos contrastes se recogen en las tablas 3.4 y 3.5.
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QLB ressq | p-valor | QB resgtd p-valor
u— PGARCH(1,1,1) 15.89 0.19 7.49 0.82
ARMA(1,1) - EGARCH(1,1) 13.93 0.30 10.03 0.61
p—TGARCH(1,1) 15.95 0.19 8.83 0.71

Tabla 3.4: Contraste Qrp aplicado a los residuos DowJones en los tres procesos
GARCH ajustados

LM  p-valor
pw— PGARCH(1,1,1) 7.38 0.87
ARMA(1,1) — EGARCH(1,1) 9.784  0.63
uw—TGARCH(1,1) 8.69 0.75

Tabla 3.5: Contraste LM aplicado a los residuos DowJones en los tres procesos
GARCH ajustados

Para terminar, quedaria por analizar la normalidad de los residuos. Efectuado
el contraste de Jarque-Bera sobre los residuos de los tres procesos ajustados, se
obtienen p-valores nulos, con lo cual es posible rechazar la hipétesis de normalidad
en los tres supuestos. La figura 3.2 muestra los QQ-plots de los residuos de los tres
modelos ajustados frente a la normal tipificada. Se aprecia de forma evidente, que
la cola izquierda en los tres casos se aleja bastante del supuesto de normalidad.

Una vez realizado el diagnéstico de los procesos ajustados, pasamos a decidir
cual es el més adecuado para representar el comportamiento marginal de la serie
de retornos logaritmicos diarios DowJones. La tabla 3.6 muestra la ordenacion,
segun el criterio de Akaike, de los tres modelos:

AIC Valor verosimilitud
uw— PGARCH(1,1,1) -20166.67 10088
ARMA(1,1) — EGARCH(1,1) | -20140.11 10073
u—TGARCH(1,1) -20136.64 10077

Tabla 3.6: Ordenacion sequn AIC de los procesos ajustados a los retornos diarios
DowJones con innovaciones gaussianas
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Residuos PGARCH
Residuos EGARCH

Cuantiles de la distribucién Normal estandar Cuantiles de la distribucién Normal estandar

Residuos TGARCH

Cuantiles de la distribucion Normal estandar

Figura 3.2: QQ-plots de los residuos estandarizados DowJones frente a la normal
estdndar

En la figura 3.3 estdn representadas las curvas de impacto de noticias ge-
neradas por los tres procesos ajustados a la serie de retornos logaritmicos diarios
DowJones con innovaciones gaussianas. La inspeccion de esta representacion
grafica permite constatar la presencia del efecto de apalancamiento financiero en
todos ellos (ya confirmado por el hecho de que el coeficiente correspondiente al
mismo es significativo en todos los ajustes) que se traduce en la contribucién
asimétrica que tienen las innovaciones sobre la volatilidad. Podemos observar
como valores negativos de los residuos, malas noticias, disparan el valor de la
volatilidad condicionada. También se observa que el modelo més robusto frente
al impacto de valores negativos grandes es el correspondiente al PGARCH(1,1,1)
ajustado. Esta informacién, junto con la proporcionada por la tabla 3.6, hace que
el proceso PGARCH(1,1,1), con media constante, sea el preferido para representar
el comportamiento marginal de la serie de retornos DowJones.
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TGARCH
PGARCH
EGARCH

Figura 3.3: Curvas de impacto de noticias de los tres procesos GARCH ajustados

a la serie de retornos logaritmicos diarios DowJones con innovaciones gaussianas

Como ya habiamos comentado, la hipdtesis de normalidad no resulta apro-

piada para los residuos de nuestro modelo.

Por ello, una vez seleccionado el
proceso PGARCH(1,1,1), con media constante, como el més adecuado a nuestros

propésitos, podemos efectuar el reajuste del mismo, suponiendo que las innova-
ciones siguen una distribucién t de Student. Los coeficientes estimados para el
proceso PGARCH(1,1,1) con media constante e innovaciones distribuidas segin
una t de Student, con una estimacién de 10.863 grados de libertad y desviacién

tipica estimada 1.6755, son los siguientes:

p—PGARCH(1,1,1) | Coeficientes | Error std. t Pr(> |t])

n 4.09e-004 1.45e-004 2.807 | 2.51e-003

Qg 1.44e-004 0.29e-004 | 4.926 | 4.41e-007

ARCH(1) 0.0617 8.74e-003 7.063 | 9.99e-013
GARCH(1) 0.9366 8.15e-003 | 114.857 0.0

Coef. apalanc. -0.7738 0.1336 -5.79 | 3.86e-009
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El contraste de Jarque -Bera permite rechazar la hipétesis de normalidad en
los residuos y, en cuanto a la autocorrelaciéon, los valores que toma el estadistico
Qrp de Ljung-Box son 16.11 (p-valor de 0.186) para los residuos y 8.41 (p-valor
de 0.752) para los residuos al cuadrado, por lo que no es posible rechazar la
hipdtesis nula de aleatoriedad en los 12 retardos considerados. El estadistico LM
toma un valor de 8.28 con un p-valor de 0.796, por lo que aceptamos la ausencia
de efecto ARCH en los residuos. El valor AIC para este modelo es de -20221.34,
inferior al -20166.67 obtenido para el modelo con innovaciones gaussianas, y con
un valor para la verosimilitud de 10117.

Si realizamos un andlisis andlogo para la serie de retornos logaritmicos diarios
del indice Ibex35, obtenemos los siguientes coeficientes estimados en los diversos
procesos ajustados:

p—TGARCH(1,1) | Coeficientes | Error std. t Pr(> |t|)
W 5.96e-004 1.86e-004 | 3.21 | 6.70e-004
Qg 2.76e-006 4.22e-007 | 6.53 | 3.71le-011
ARCH(1) 5.06e-002 9.75e-003 | 5.19 | 1.10e-007
GARCH(1) 8.90e-001 9.75e-003 | 92.91 0.0
Coef. apalanc. 8.59e-002 1.20e-002 | 7.12 | 6.37e-013
p—EGARCH(1,1) | Coeficientes | Error std. t Pr(> |t])
u 4.91e-004 1.77e-004 | 2.78 | 2.73e-003
o -0.4486 0.0464 -9.66 0.0
ARCH(1) 0.1944 0.0167 11.62 0.0
GARCH(1) 0.9666 0.0042 225.70 0.0
Coef. apalanc. -0.3371 0.0586 -5.74 | 5.08e-009
p—PGARCH(1,1,1) | Coeficientes | Error std. t Pr(> |t])
W 5.60e-004 1.67e-004 | 3.35 | 4.006e-004
Qg 2.26e-004 0.32e-004 6.87 3.70e-012
ARCH(1) 0.0895 6.98e-003 | 12.81 0.0
GARCH(1) 0.9106 7.03e-003 | 129.42 0.0
Coef. apalanc. -0.3611 0.0562 -6.41 | 8.12e-011

El anélisis de la autocorrelacién de los residuos mediante el contraste de Ljung-
Box proporciona los resultados que aparecen en la tabla 3.7. Podemos observar
que mientras que la ausencia de correlacion es aceptable al analizar los residuos
al cuadrado, en el caso de la serie simple de residuos no es posible aceptar la
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hipétesis de aleatoriedad en los casos PGARCH y TGARCH.

QLB ressq | p-valor | QB resgtd p-valor
iu— PGARCH(1,1,1) | 2212 0.03 7.91 0.791
uw— EGARCH(1,1) 20.35 0.06 7.38 0.830
p—TGARCH(1,1) 21.94 0.03 8.12 0.775

Tabla 3.7: Contraste Qrp aplicado a los residuos Ibex35 en los tres procesos
GARCH ajustados

En la tabla 3.8 se recogen los valores del estadistico LM, que permiten con-
firmar la ausencia de efecto ARCH en las tres series de residuos Ibex35.

LM  p-valor
uw— PGARCH(1,1,1) 7.78  0.80
uw—EGARCH(1,1) 7.31  0.83
u—TGARCH(1,1) 796 0.78

Tabla 3.8: Contraste LM aplicado a los residuos Ibex35 en los tres procesos
GARCH ajustados

De nuevo recurrimos al criterio de Akaike y a las curvas de impacto de noticias,
como herramientas de ayuda en la seleccion del mejor modelo para filtrar la
dependencia temporal de la serie de retornos Ibex35. La ordenacién segin AIC
de los tres procesos ajustados aparece en la tabla 3.9.

AIC Valor verosimilitud
uw— PGARCH(1,1,1) | -18754.89 9382
u—TGARCH(1,1) | -18748.77 9379
uw— FEGARCH(1,1) | -18745.43 9378

Tabla 3.9: Ordenacion segin AIC de los procesos ajustados a los retornos diarios
Ibex35 con innovaciones gaussianas
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La figura 3.4, en la que estdn representadas las curvas de impacto de noticias
asociadas a cada proceso ajustado, permite apreciar un comportamiento interme-
dio del proceso EGARCH, que recordemos era el que proporcionaba mejores re-
sultados en términos de autocorrelacion de los residuos estandarizados, en cuanto
a estabilidad frente a la aparicién de malas noticias (valores negativos de los erro-
res).

TGARCH
s * PGARCH
S 4 —=—-- FGARCH
(=]
S
o
-
O
S
o
©o
o
O
o
S
N
o
O
S
o

-0.10 -0.05 0.0 0.05 0.10

Figura 3.4: Curvas de impacto de noticias de los tres procesos GARCH ajustados
a la serie de retornos logaritmicos diarios Ibex35 con innovaciones gaussianas

En lo que respecta a la normalidad de los residuos, el contraste de Jarque-Bera
proporciona, p-valores nulos en los tres casos, por lo que es posible rechazar la
hipdtesis de residuos gaussianos en todos los ajustes realizados. En la figura 3.5
aparecen los QQ-plots de los residuos Ibex35 frente la normal estandar. En las tres
series de residuos se observa la presencia de colas pesadas, es decir, ambas colas
reflejan frecuencias maés altas que las esperadas en el caso gaussiano, lo que induce
a pensar que el ajuste mejoraria considerando innovaciones con distribucion t de
Student.
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Residuos PGARCH
Residuos EGARCH
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Figura 3.5: QQ-plots de los residuos estandarizados Ibex35 frente a la mormal

estandar

Realizado este ajuste, los coeficientes estimados para el proceso EGARCH(1,1)

con media constante e innovaciones distribuidas segtin una t de Student, con una
estimacion de 10.617 grados de libertad y desviacién tipica estimada 1.4158, son

los siguientes:

p—EGARCH(1,1) | Coeficientes | Error std. t Pr(> |t])

W 7.02e-004 1.7e-004 3.93 | 4.29e-005

o) -0.3203 0.0450 -7.10 | 7.27e-013
ARCH(1) 0.1649 0.0193 8.53 0.0
GARCH(1) 0.9785 0.0041 236.15 0.0

Coef. apalanc. -0.4383 0.0819 -5.34 | 4.73e-008
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El contraste de Jarque -Bera permite rechazar la hipétesis de normalidad en
los residuos y, en cuanto a la autocorrelaciéon, los valores que toma el estadistico
Q1B de Ljung-Box son 20.88 (p-valor de 0.053) para los residuos estandarizados
y 7.69 (p-valor de 0.8083) para los residuos estandarizados al cuadrado, por lo
que no es posible rechazar la hipétesis nula de aleatoriedad en los 12 retardos
considerados. El estadistico LM toma un valor de 7.55 con un p-valor de 0.819,
por lo que aceptamos la ausencia de efecto ARCH en los residuos. El valor
AIC para este modelo es de -18824.18, inferior a cualquiera de los obtenidos
para los modelos ajustados con innovaciones gaussianas, y con un valor para la
verosimilitud de 9418.

3.2.2. Ajuste de cépulas bidimensionales a los retornos filtrados
DowJones e Ibex35

A partir de los modelos GARCH ajustados en el punto anterior, se obtienen los
residuos o retornos filtrados, z;, de cada una de las series de retornos logaritmicos
diarios univariantes. Los residuos se calculan a partir de la muestra (x1, ..., z7)
y de los pardametros estimados, como

2= (¢ - fit)
Ot

(3.13)
parat=1,2,...,T.

De esta forma, se obtiene una muestra bivariante de retornos filtrados que no
presentan evidencias en contra de la hipétesis de i.i.d. en las marginales, pero que
conservan la dependencia contemporanea, como se aprecia en la figura 3.6 en la
que aparece el diagrama de dispersion correspondiente a la muestra bivariante de
retornos DowJones e Ibex35, filtrados a través de un proceso PGARCH(1,1,1) con
media constante para los retornos DowJones y de un EGARCH(1,1) con media
constante para los retornos Ibex35, en ambos casos con innovaciones segin una
t de Student. En la parte derecha de este mismo grafico aparece el soporte de la
copula empirica de las innovaciones, en el que es posible observar la dependencia
en las colas de la distribucién bivariante

Sean 71 y Zs las variables aleatorias que representan los retornos filtrados
DowJones e Ibex35, respectivamente. Sea F' la funcién de distribucién de proba-
bilidad bivariante de (Z1, Z3) con funciones de distribucién marginales continuas
Fy y F5. Con el fin de analizar la dependencia entre los residuos, ajustamos
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Figura 3.6: Diagrama de dispersion (izquierda) y soporte de la cépula empirica
(derecha) de los retornos filtrados DowJones e Ibex35

modelos de cépulas del tipo

F(z1,22) = Cy(F1(21), Fa(z2))

Dada la muestra de retornos filtrados (z1,22), estimamos el pardmetro 6 de la
cépula C mediante los procedimientos de Genest y Rivest y maxima verosimilitud
canénica (CML), ya descritos y utilizados en el Capitulo 2. En el caso CML, el
estimador vendrd dado en esta ocasion por

~

n
0 = argmazgeo Y 108 L(0; Fremp(21), Fremp(22:))
i=1

Los resultados obtenidos en el ajuste del modelo de cépula mas adecuado
para representar la relacién de dependencia entre los retornos filtrados DowJones
e Ibex35 aparecen en la tabla 3.10 ordenados segiin AIC. Las conclusiones son
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semejantes a las obtenidas en el Capitulo 2 al tratar las series brutas de retornos,
puesto que la estructura de dependencia contemporanea entre los dos indices se
ha conservado a través del filtrado marginal. Los dos modelos mixtos encabezan
la clasificacion, seguidos del perteneciente a la familia de Gumbel, todos ellos
con estimaciones de los parametros muy similares a las obtenidas para las series
brutas. En el caso de los modelos mixtos, aparecen tres valores estimados: los
dos primeros corresponden a cada modelo de los que integran la mixtura y el
tercero concreta la combinacién lineal convexa.

Familia de cépulas o AIC AL AU
Modelo1 1.252 ; 1.253 ; 0.498 -652.03 0.1312 0.1297
Modelo 2 1.172 ; 1.022 ; 0.625 -624.72 0.1903 0.1209
Gumbel 1.3355 -561.58 0 0.3195
Gaussiana 0.3926 -512.23 0 0
Clayton 0.5423 -465.63 0.2785 0

Frank 2.4667 -452.04 0 0

Tabla 3.10: Ordenacion segin AIC de todos los modelos de copula estimados para
los retornos filtrados DowJones e Ibex35



4

Dependencia en Colas

Es un hecho conocido y ya comentado que la ausencia de normalidad en
términos univariantes va asociada a los fenémenos de colas pesadas y leptocur-
tosis. En un planteamiento multivariante, estos rasgos caracteristicos pueden
referirse tanto a las distribuciones marginales como a la distribucién que repre-
senta los movimientos conjuntos de los diferentes mercados. Anteriormente ya
nos hemos referido a este concepto como dependencia en colas. Intuitivamente,
podemos imaginar mercados en los que las distribuciones marginales presenten
colas pesadas, mientras que los movimientos extremos de los mercados implicados
sean ortogonales, o casos en los que los retornos de cada mercado se distribuyan
normalmente pero los grandes movimientos se presentan conjuntamente bajo otro
patréon. El uso de funciones cépula permite representar estas dos peculiaridades,
colas pesadas y dependencia en colas, de forma separada. Recordemos que para
representar la dependencia en colas considerabamos la probabilidad de que un
suceso con probabilidad menor o igual que « ocurra en la primera variable, dado
que un suceso con probabilidad menor o igual que a ha ocurrido en la segunda
(podriamos estar hablando, por ejemplo, de la probabilidad de observar un crash
de mercado con probabilidad menor o igual que 0,01 en el indice Ibex35, dado
que ha ocurrido un crash con probabilidad menor o igual que 0,01 en el indice
Dow Jones):

Si calculamos esta medida a lo largo de la cola inferior, es decir, para va-
lores muy pequenios de «, obtenemos el indice de dependencia en la cola inferior
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definido en el punto 1.8 del Capitulo 1. Una interpretacion analoga es posible
para el indice de dependencia en la cola superior, que representa la probabilidad
de que los precios se disparen simultdneamente en los dos mercados (en nuestro
ejemplo, en los mercados espanol y estadounidense).

El calculo de estos indices constituye una primera aproximacién en la cuan-
tificacién de la dependencia en colas de una muestra bivariante, a través de la
copula que liga las funciones de distribuciéon marginales correspondientes. Parece
que una solucién mas ajustada a la naturaleza del problema, debe establecerse
en términos de las colas de las distribuciones univariantes marginales, dado que
nuestro objetivo es el cdlculo de cuantiles altos que permitan determinar el valor
de las distintas medidas de riesgo financiero. Es en este punto donde intervienen
métodos estadisticos tradicionales de tratamiento de valores extremos, que com-
binados con la aportacién que hacen las funciones cépula en la representacion
de estructuras de dependencia conjunta, permitiran enfocar el problema en la
aparicién contemporanea de sucesos extremos a través de sus distribuciones de
probabilidad. En el Capitulo 3 hemos salvado la dificultad que suponia, a la
hora de aplicar estos métodos, la presencia de dependencia temporal en las series
marginales de retornos, mediante el filtrado de las mismas a través de procesos
tipo GARCH. Nos disponemos a lo largo del presente capitulo, a resolver las
siguientes cuestiones:

1. Comprobacién mediante métodos graficos (Chi-plots, K-plots) de la exis-
tencia de dependencia local en colas entre las series de retornos filtrados.

2. Modelizacion de las colas de las distribuciones marginales de las series
de retornos filtrados previamente a través de procesos tipo GARCH. Para ello
utilizaremos Métodos Umbral (POT) que permitirdn ajustar Distribuciones de
Pareto Generalizadas (GPD) a la muestras univariantes de residuos que superen
un umbral dado. (Gilli y Kéllezi 2005, Tajvidi 2004)

3. Célculo de las medidas de riesgo financiero usuales VaR (Valor en Riesgo)
y ES (Pérdida esperada) para cada indice considerado, a través de las GPD
ajustadas y para diferentes niveles de confianza. Los resultados obtenidos se
compararan con los procedentes de un supuesto gaussiano.

4. Seleccion del médelo de cépula mas efectivo para capturar la dependencia
conjunta de las distribuciones GPD que representan los comportamientos de los
indices financieros en las colas marginales.
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5. Calculo de las medidas de riesgo financiero usuales VaR (Valor en Riesgo)
y ES (Pérdida esperada), para diferentes niveles de confianza, pero en este caso,
a través del modelo de copula elegido, al objeto de cuantificar el riesgo financiero
conjunto.

4.1. Meétodos graficos para detectar la dependencia
bivariante: Chi-plot y K-plot

4.1.1. Chi-plot

El Chi-plot definido por Fisher y Switzer (1985, 2001) esté disefiado para ser
un instrumento grafico sencillo, rdpido y 1til en la tarea de explorar estructuras
de dependencia bivariante, dependiendo de los datos inicamente a través de los
valores de sus rangos. La informacién que proporciona complementa la obtenida
de un diagrama de dispersion, en el cual puede resultar dificil valorar la pre-
sencia de algtin patrén diferente a una relacion mondétona. Su construccién es la

siguiente:

Sea (X1,Y1),...,(Xp,Y,) una muestra aleatoria simple de H, funcién de dis-
tribucién conjunta continua de la v.a. (X,Y) y sea I(A) la funcién indicatriz
usual del suceso A . Para cada observaciéon (z;,y;), sean:

Hy= 3 I(X) < X0, Y; < Yi)/(n— 1) (4.1)
i

Fi = ) I(X;<X)/(n—1)
J#i

Gi = Y IV <Y)/(n—1)
JFi

s, = sim{(A-3) (6:-3)]

xi = (Hi—FG)/{F(1-F)G(1-Gi)}

1\? 1\?

N[
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El Chi-plot es un diagrama de dispersién de los pares (A, x;)

1=1...n"

El valor de \; es una medida de la distancia de la observacién (X;,Y;) al
centro de los datos. Adicionalmente, se pueden trazar las lineas horizontales en
X = —cp/n% vy X = cp/n%, donde ¢, se selecciona de modo que aproximada-
mente el 100p% de los pares (\;, x;) se sitien entre estas dos lineas de control.
Para p = 0,90,0.95,0.99 los valores de ¢, son 1.54,1.78,2.18, respectivamente,
(Fisher y Switzer, 2001). Se pueden calcular otros valores mediante métodos

Monte Carlo. Ademas, los autores recomiendan representar solamente los pares

2
para los que |\;| < 4 (ﬁ — %) , con el fin de evitar observaciones enganosas.

Todos los valores de A; deben estar en el intervalo [—1,1]. En caso de que los
datos constituyan una muestra bivariente con marginales continuas independien-
tes, los valores de A; se distribuyen uniformemente. Sin embargo, si X e Y estan
asociadas, los valores de \; se presentaran formando agrupaciones; en particu-
lar, valores positivos de \; indican que X; e Y; son relativamente grandes (a la
vez) o relativamente pequenas (a la vez) respecto a sus medianas, mientras que
A; negativos corresponden a X; e Y; situados en lados opuestos respecto a sus
medianas.

En cada observaciéon muestral, x; se puede interpretar como el coeficiente
de correlacién asociado con (n — 1) pares (Xjj, Y;;), ambos dicotomizados de la
siguiente manera:

0 en otro caso

V. — 1siY; <Y
v 0 en otro caso

. < ¥
X, - {181 X; < X;

para todo j # i. Por tanto, —1 < x; < 1, Vi = 1..n. Ademds, \/ny; es la raiz
cuadrada del estadistico chi-cuadrado utilizado tradicionalmente para contrastar
la independencia en la tabla de contingencia generada por los puntos de corte
(Xi, ).

Si Y es funcién estrictamente creciente de X, entonces x; = 1 para todos
los puntos de corte muestrales, por el contrario, si Y es funcién estrictamente
decreciente de X, x; = —1 en esos mismos puntos. x; también puede conside-
rarse como una medida empirica de la dependencia en cuadrante positiva (PQD),
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definida como (Joe, 1997):
P(X<a,Y<a)>P(X<a)P(Y <ap) Vai,az€R

es decir, PQD se define globalmente para todo aj, as € R, mientras que x; mide
esta dependencia localmente y la representa frente a la distancia del punto al
centro de los datos.

Por otra parte, Fisher y Switzer (1985, 2001) sugieren que los patrones de
dependencia observados mediante los chi-plots pueden ser utiles para identificar
el modelo de cépula subyacente. Por ejemplo, datos normales bivariantes con
correlacién de Pearson positiva, p, producen pares (A, x;) con x; =~ p, cuando

El Chi-plot también es eficaz para detectar de la presencia de dependencia en
colas, la cual habiamos cuantificado mediante los coeficientes de dependencia en
la cola superior e inferior, A;, y Ay, definidos en términos de la cépula bivariante
correspondiente. Tedricamente, el valor de y; es cero si

P(Xgal,YSCLg):P(Xgal)P(Ygaz)

que es lo mismo que decir

Cu,v) = wv

Clu,v) ”
u

C(u,v) _
v

Si la copula tiene independencia en la cola inferior, sabemos que A, = 0
y todos los ; también son cero. por tanto, la inspeccién grafica de los Chi-
plots construidos sobre las observaciones situadas en el primer y tercer cuadrante
permitird explorar la dependencia en las colas superior e inferior, respectivamente,
de la distribucién bivariante, asi como detectar la posible presencia de outliers.

Chi-plot de la muestra bivariante de retornos filtrados Dow Jones e
Ibex35

Comenzamos la exploracién de la dependencia local existente en la muestra bi-
variante, obtenida mediante el filtrado de los retornos logaritmicos diarios del
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indice Dow Jones a través de un proceso PGARCH(1,1,1) con media constante y
de los retornos logaritmicos diarios del indice Ibex35, en este caso a través de un
proceso EGARCH(1,1) y media constante, construyendo el Chi-plot correspon-
diente. En la figura 4.1 aparece el diagrama de dispersion de los retornos filtrados
junto con la representacién del Chi-plot de los mismos. Se aprecia claramente la
ausencia de independencia entre ambas series univariantes, ya que la mayoria de
los pares representados se sitian fuera de las lineas de control representadas por
las lineas horizontales discontinuas. los valores de y; > 0 son los que predominan,
por lo que el signo de la dependencia puede considerarse positivo.

00 002 004 0.06
! I I

Residuos Ibex35

T T T T
-0.08 -0.06 -0.04 -0.02 0.0 0.02 0.04 0.06

Residuos DowJones

-1.0 -0.5 0.0 05 1.0

lambda

Figura 4.1: Diagrama de dispersion (arriba) y Chi-plot (abajo) de la muestra
bivariante de retornos filtrados DowJones e Ibexr35
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La representaciéon (figura 4.2) de los chi-plot correspondientes a los valores
de la muestra bivariante que se sitian en el primer y tercer cuadrante, permite
confirmar la existencia de dependencia de signo positivo en ambas colas. En
ambos casos, la practica totalidad de los puntos se sitdan fuera de las bandas de
control, con valores positivos para ;.

1.0

0.5

chi

0.0

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

lambda

1.0

0.5

chi
0.0

-1.0

lambda

Figura 4.2:  Chi-plot de los retornos filtrados DowJones e Ibex35 del primer
cuadrante (arriba) y del tercer cuadrante (abajo)
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4.1.2. K-plot

Al igual que los chi-plot, los K-plot (forma abreviada de Kendall-plot), de-
sarrollados por Genest y Boies (2003), también se construyen sobre los rangos
de las observaciones pero, asi como los primeros se inspiran en el estadistico
chi-cuadrado de independencia, los K-plots utilizan la transformacién integral de
probabilidades multivariantes, produciendo un grafico similar al QQ-plot conven-
cional.

Sea (X1,Y1), ..., (X5, Ys) una muestra aleatoria simple de H, funcién de dis-
tribucién conjunta continua de la v.a. (X,Y). Para construir el K-plot debe
procederse de la siguiente manera:

(a) Para cada 1 < ¢ < n, se calcula H; como en (4.1).
(b) Se ordenan los valores H; de forma que H;) < ... < Hy).

(c) Se dibujan los pares (Wj.,, H;), 1 < i < n, donde W;.,, representa la
esperanza del estadistico de orden i-ésimo en una muestra de tamano n, calculada
a partir de la distribucién Ky de los H; bajo la hipdtesis nula de independencia.

Veamos, a continuacion, como se determina la forma de Ky bajo la hipdtesis
de independencia. A partir de la definicién de la densidad de un estadistico de
orden, se tiene que

n—1 ! i n—i
Wor=n(7 7)) [ ool ™ 0 - Ko dKo(w) (42

para todo 1 < i < n. Bajo ciertas condiciones de regularidad (Genest y Rivest,
1993, Proposicién 2.1), la funcién de distribucién empirica K,, de las pseudo-
observaciones Hj, ..., H,, es un estimador /n-consistente y normal de

Kw)=P{HX,Y)<w} con0<w<1

conclusién que se podia intuir dado que H; = f-\In(Xi, Y;) — H cuando n — oo,
con I:Tn la funcién de distribucién empirica basada en los (X, Y;) para j # i.
A pesar de la no independencia estocéastica de los H;, Genest y Rivest (1993)
demuestran que cuando H = F x G

K(w) = Ko(w) = P{UV <w} =w—wlog(w) 0<w<1

con U y V variables aleatorias independientes con distribucién uniforme en [0, 1].
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Por tanto, esta serd la eleccién de K que utilizaremos en (4.2) para calcular los
Wi.n. Obsérvese que K depende unicamente de la copula asociada con H:

Si H(z,y) = C(F(z),G(y)), entonces
+o0 +oo
Kw) = / / H(z,y) < w)dH(z,y)

“+o00 “+o00
_ / / I (C(F(x),G(y)) < w)dC(F(x),G(y))

= / / v) < w)dC(u,v)

= P{CU,V)<w}

K proporciona, por tanto, un resumen univariante de la dependencia implicita
en la cépula C.

Genest y Rivest (1993, proposicién 2.1) demuestran que
Kp(w) = K(w) cuandon — oo Y0 <w <1
y, por tanto también

K 1(p) = K7Y(p) cuandon — oo YO<w <1

Puesto que K, y su inversa estdn acotadas, esta convergencia se extiende
naturalmente a sus esperanzas, con las consecuencias siguientes:

(i) Para un entero arbitrarion > 1y 0 < p < 1, sea [np]| el entero mas
pequeno mayor o igual que np. Entonces

H K, (p) = K~ (p)

npl) = Sn

y, por tanto
lim B [H )] = lm Wiy = Kq ' ()

n—oo n—oo

bajo la hipétesis nula de independencia.

(ii) Para un n suficientemente grande, los pares (Wi., H(;) tienden a con-
centrarse a lo largo de la curva p — (KO_ Yp), K *1(p)), es decir, los puntos del
k-plot pareceran una representacién de w — K ~1(Ko(w)).

(iii) El gréfico tendera a ser lineal cuando K = Ky, es decir, bajo la hipdtesis
de independencia.
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(iv) Todos los puntos del gréfico caerén sobre el eje horizontal (p = 0) cuando
X e Y sean contramonoténicas (7(X,Y) = —1), ya que K~ *(p) = 0 para todos
los valores posibles de 0 < p < 1.

(v) Todos los puntos del gréfico caeran sobre la curva Ky(p) cuando X e Y
sean comonoténicas (7(X,Y) = 1), puesto que K~'(p) = p sobre el intervalo
[0,1].

K-plot de la muestra bivariante de retornos filtrados Dow Jones e
Ibex35

La inspeccion grafica de los K-plots construidos sobre la muestra bivariante de
retornos filtrados (figura 4.3) conduce a las mismas conclusiones que habiamos
establecido a partir de los Chi-plot.

Existe dependencia positiva entre los retornos filtrados ya que los puntos del
grafico se sitian en una curva por encima de la diagonal principal. Ademads, los
K-plots correspondientes a valores de la muestra que se sitian en el primer y
tercer cuadrante, confirman la presencia de dependencia positiva en ambas colas,
derecha e izquierda, y en los dos casos la curvatura de los gréaficos correspon-
dientes es superior a la obtenida para el total de pares integrantes de la muestra
bivariante.
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Retornos filtrados Ibex35
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Figura 4.3: Diagrama de dispersion y K-plot de la muestra bivariante de re-
tornos filtrados DowJones e Ibex35(arriba). K-plots de los retornos bivariantes
del primer cuadrante (abajo izquierda) y del tercer cuadrante (abajo derecha)

4.2. Modelos de Extremos

La teoria de valores extremos (EVT) proporciona un fundamento teérico
firme sobre el que construir modelos estadisticos que describan el comportamiento
de sucesos extremos (McNeil 1998, McNeil y Frey 2000, Embretchs, Resnick y
Samorodnitsky 1998 y 1999, Longin 1977a y 1977b), lo que en nuestro caso se
concreta en la obtencién de modelos relativos a colas de series financieras, que
permitiran determinar medidas de riesgo y establecer los intervalos de confianza
relacionados.

Los riesgos financieros pueden considerarse como variables aleatorias que, a
partir de estados futuros del universo, toman valores representando beneficios
y pérdidas. Estos riesgos pueden tratarse individualmente, o como parte de un
proceso estocastico en el que los riesgos presentes dependen de los riesgos previos.
Los valores potenciales de un riesgo tienen una distribuciéon de probabilidad que,

evidentemente, no es observable de manera exacta, pero que es posible estimar



122  TEoria DE CépULAS Y CONTROL DE RIESGO FINANCIERO

a partir de informacién parcial procedente de pérdidas pasadas debidas a riesgos
similares.

Los sucesos extremos ocurren cuando un riesgo toma valores en la cola de su
distribuciéon. Puesto que en lo que sigue trataremos con dos medidas concretas
de riesgo, VaR y Pérdida media esperada (ES), convendremos en que una pérdida
es un numero positivo y un beneficio es un nimero negativo. Loégicamente, en
el dmbito financiero, EVT esta mas desarrollada como una teoria de grandes
pérdidas mas que una teoria de beneficios pequenos.

En términos generales, existen dos métodos para modelizar los valores ex-
tremos:

- Método de maximos por bloques

Proporciona modelos para las observaciones mas grandes de muestras grandes
de observaciones idénticamente distribuidas (por ejemplo, si se registran pérdidas
y beneficios diarios , o por hora, a partir de un instrumento o grupo de instrumen-
tos financieros, este método proporciona un modelo apropiado para el maximo
anual o cuatrimestral de tales valores). El punto delicado de este método lo
constituye la eleccién apropiada de los periodos que definen los bloques.

X4

X

Figura 4.4: Mdzimos por bloques

- Métodos umbral (POT o Peaks Over Threshold)

Proporcionan modelos para las observaciones grandes que exceden un um-
bral alto. Los modelos POT generalmente resultan mas tutiles en aplicaciones
préacticas, debido a su mayor eficiencia al tratar con un numero limitado de datos,
como es el caso de los valores extremos. Dentro de esta clase de modelos exis-
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ten dos tipos de andlisis: los modelos semiparamétricos construidos en torno al
estimador de Hill (Danielsson y de Vries, 1997) y los modelos paramétricos basa-
dos en la distribucion de Pareto generalizada (GPD). Nos inclinamos por estos
ultimos por razones de simplicidad, tanto en la exposicién como en la ejecucién,
ya que proporcionan expresiones paramétricas simples de las medidas de riesgo
extremo, para las que es relativamente facil dar estimaciones de error estadistico
utilizando técnicas inferenciales de maxima verosimilitud.

X 4

L

FExcesos sobre un umbral u

4.2.1. Distribucion de maximos

A continuacién, presentamos los resultados tedricos fundamentales que se uti-
lizan tanto en el método de maximos por bloques como en el método de umbrales.

Cuando modelizamos el maximo de una v.a., EVT proporciona un resultado
similar al del Teorema central del limite para sumas de v.a. pero aplicado sobre
maximos de los bloques definidos. Es el llamado teorema de Fisher -Tippett.

Teorema 4.1 (Fisher-Tippett)

Sea {X,,} un a sucesion de variables aleatorias i.i.d. con M, el mdzimo del
blogue de tamario n. Si existen las constantes ¢, > 0, d, € R y H funcidon de
distribucion no degenerada tal que

M, —d,

Cn

—>dH

entonces H pertenece a una de las tres distribuciones de valores extremos
stguientes:
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i <
Dy(x) = 07 —a Sl_ z2=0 a>0 (Fréchet)
e st x>0
—(—Z')a N < 0
e si x
v, = - ibull
(x) { 1 S 50 a>0 (Weibull)
Az) = e |, z€eR (Gumbel)

La prueba de este resultado puede verse en Fisher-Tippett, 1928; Gnedenko,
1943.

Figura 4.5: Funciones de densidad Fréchet, Weibull y Gumbel

Obsérvese que la distribucién de Fréchet tiene una cola que decae polino-
mialmente y se ajusta bien a distribuciones de colas pesadas, mientras que la de
la distribucién Gumbel decae exponencialmente por lo que caracteriza distribu-
ciones de colas delgadas. Finalmente, la distribucion Weibull es la distribucion
asintética de distribuciones con punto final finito.

Jenkinson (1955) y Von Misses (1954) propusieron la siguiente representacién
uniparamétrica:

Definicién 4.1 (GEV)
Se denomina distribucion de valores extremos generalizada (GEV) a

1
—(1+&2) ¢ j
He(z) =4 © %m si & #0 con x tal que 1 +&x >0
e ° st £€=0
Esta generalizacién se obtiene tomando ¢ = o~ ! para la distribucién de
Fréchet, ¢ = —a~! para la Weibull e interpretando la de Gumbel como el caso

limite para £ = 0.
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Dado que, en general, se desconoce el tipo de distribucién limite del maximo
muestral, la representacién generalizada es particularmente ttil cuando se emplea
en la estimacién el método de maxima verosimilitud. La distribucién GEV, de-
finida anteriormente, es la distribucién limite de extremos normalizados. Puesto
que en la practica desconocemos la distribucién verdadera de los retornos y, por
tanto, las constantes de normalizacién ¢, y d, también son desconocidas, uti-
lizaremos la especificacién triparamétrica siguiente de la GEV, que constituye la
distribucion limite de los méaximos no normalizados:

(—oo,,u—%) si £€<0
) €D, con De (—o00,00) si £=0
(u—%,oo) si £€>0

T —p

He i o(7) = He <

g

Los dos parametros adicionales y y ¢ son los pardmetros de localizacién y
escala, respectivamente, y representan las constantes de normalizacién descono-
cidas.

Las cantidades de interés no son los parametros en si mismos, sino los cuantiles
(también llamados niveles de retorno) de la GEV estimada:

1
k_ ~1

Sustituyendo &, p y ¢ por sus estimaciones E, [ty 0 obtenemos

. ﬁ—%(l—(—log(l—%))g> S E#0
ﬁ—alog(—log(l—%)) si £=0

(Un valor de 7 para RF indica que la pérdida maxima observada durante el
periodo de un ano excederd el 7% una vez en 10 anos, en media).
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4.2.2. Distribucion de excesos

Una aproximacién alternativa consiste en considerar la distribucién de exce-
sos sobre cierto umbral (POT). Se trata de estimar, a partir de la funcién de
distribucion desconocida F', la funcién de distribucion F;, de valores de x sobre
el umbral w:

Definicién 4.2
Sea X una v.a. con funcion de distribucion F y punto final por la derecha
xp < 00. Para un u < xzp fijo

Fu(y) = P{X —u<y/X >u} con 0<y<zp-—u

es la funcién de distribucién de los excesos de la v.a X (con funcion de dis-
tribucion F') sobre el umbral w.

La distribucién de excesos representa la probabilidad de que una pérdida ex-
ceda el umbral 4 como méaximo un cantidad y, dado que ha superado el umbral .
De forma general, asumiremos que F' tiene punto final derecho infinito, es decir,
se permite la posibilidad de pérdidas arbitrariamente grandes, aunque puede ocu-
rrir en ciertas aplicaciones que sea finito, por ejemplo, si F' representa pérdidas
de crédito expresadas como una proporcion de exposicién, puede ser una dis-
tribucién Beta en el intervalo [0, 1] en la que los resultados mayores que 1 tienen
probabilidad nula.

Fz) ’ u Fu i

5]

U
1] u e 0 T o—

Figura 4.6: Funcion de distribucion F' y funcion de distribucion de excesos F,
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Definicién 4.3
Se denomina funcion media de excesos a

e(u)=FE[X —u/X > u]

F,, se puede escribir en términos de F' como:

Fluty) —Fu)  Fz)— Fu)
1—F(u) 1—F(u)

Las realizaciones de X permanecen en su mayor parte entre 0 y u, y la esti-
macién de F' en ese intervalo generalmente no plantea problemas. Sin embargo,
la de F,, puede complicarse debido a que, en general, existe un nimero pequeno
de observaciones en este area.

Definicién 4.4 (GPD)
Sea G¢ dada por

Cel@) = 1-(1+éx)F sie#40
¢ 1—e™® si £€=0

donde

8
v

0 s £>0

1
0 < w-7 <0

G¢ es la llamada distribucién de Pareto generalizada (GPD).
El caso Gg puede interpretarse como el limite de G¢ cuando { — 0.

Se pueden introducir en la definicién dos parametros, uno de localizacién y
otro de escala, con lo cual tenemos la familia G¢ , , sustituyendo el argumento
T por (x—;’i) para 4 € Ry o > 0 y reajustando el soporte convenientemente.
También nos referiremos a G, » como GPD.

La distribucion GPD juega un papel importante a la hora de determinar la
distribucion de los excesos sobre un determinado umbral, como queda patente en
el siguiente resultado.
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Teorema 4.2 (Pickands, 1975)
Para una gran clase de funciones de distribucion F', la funcion de distribucion
de excesos Iy, para un valor de u grande, puede aproximarse por:

Fu(y) = Geo(y) u — 00
donde )
1— (1 3 )_E 40
Geoy) = oy i e7
1l—e% s1€E=0
para

y € [0,(xf—u) s1£>0

y € {o,—%] si € <0

Este resultado permite afirmar que el modelo GPD es el natural para la
distribucion de excesos desconocida sobre umbrales suficientemente altos, por
tanto, para un riesgo individual X; con funcién de distribucién F' supondremos
que, para un cierto umbral u, la distribucién de excesos sobre u es una GPD para
algin £ y 0. ¢ es el pardmetro de forma o “indice cola” (que puede ser negativo,
positivo o cero) y o es el parametro de escala. El indice cola £ da una indicacién
de la pesadez de la cola: cuanto méas grande sea, mas gruesa es la cola. Como,
en general, no es posible fijar una cota superior para pérdidas financieras, las
distribuciones que mejor se ajustan a series de retornos financieros son aquellas
en las que £ > 0.

Suponiendo que la distribucion de la cola es una GPD, podemos obtener
expresiones analiticas para el VaR y ES como funciones de los pardmetros de la
GPD. En primer lugar, despejamos F(z) de (4.3):

F(z) = (1= F(u)) Fu(y) + F(u)

y sustituyendo F, por la GPD y F(u) por la estimacién "*nN“, donde n es el
nimero total de observaciones y N, es el nimero de observaciones sobre el umbral

u, se obtiene el estimador de la cola derecha:

F(a) = 2 1—<1+§($—U))% +<1_%>
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simplificando

S

ﬁ(x):1—% (1+§<x—u)> (4.4)

que es valida para z > u.

Invirtiendo la expresién anterior para una probabilidad dada p:

— o n ¢
VaR, = u + ? ((Ep> — 1) (45)

que no es mas que la estimacion de un cuantil, cuando el cuantil es un parametro
desconocido de una distribucién subyacente desconocida.

En cuanto a la pérdida esperada ES para una probabilidad dada p, podemos
reescribir su expresién como:

ES,=VaR, + E |X - VaR, /X > VaR, | (4.6)

donde el segundo término de la suma es el valor esperado de los excesos sobre el
umbral ValR,.

La funcién media de excesos para una GPD con £ < 1 es

o+ &u

e(u)=FE[X —u/X >u]= T

con o+&u>0 (4.7)

Esta funcién proporciona la media de los excesos de X sobre diferentes valores
del umbral u.

Por otra parte, el modelo GPD para la distribucién de excesos sobre el umbral
u tiene una buena propiedad de estabilidad: si tomamos cualquier umbral mas
alto, tal como VaR, para p > F(u), la distribuciéon de excesos sobre VaR, es
también GPD con el mismo parametro de forma, pero diferente parametro de
escala.(Embretchs Kliipelberg y Mikosch 1997).

Proposicién 4.1
si X es una v.a que sigue una GPD, entonces, para todos los enteros r tales
que T < %, existen los r primeros momentos.

(La demostracion puede verse en Embretchs Kliipelberg y Mikosch 1997, Pag.
165)
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Andlogamente, a partir de la definicién de la pérdida esperada que recordemos
era:

ES,=E[X /X > VaR,)] (4.8)

y a partir de (4.6), para Z = VaR, —u y X la v.a. que representa los excesos y
sobre u, se tiene que:

o . a+§17a7% —u TP ~_ 7
ES, = VaR, + ( - )ZVCLR£+“ Su (4.9)
1-¢ 1-¢  1-¢

Estimacion de maxima verosimilitud

Dada una muestra y = (y1,-..,yn), €l logaritmo de la funcién de verosimilitud
para la GPD es

—nlogo — (% + 1) Yoy log (1 + 5%) si £€#£0
—nlogo — 13y si £€=0 (4.10)

L(§oy) = {
Calcularemos los valores E y 0 que maximizan esta funcién, para la muestra
determinada por las observaciones que exceden el umbral u. Los cuantiles altos
y la pérdida esperada pueden calcularse a partir de las ecuaciones (4.5) y (4.9)
sustituyendo los pardmetros por sus estimaciones.

Intervalos de confianza

Si admitimos que se mantiene la teoria de grandes muestras, podemos construir
intervalos de confianza para los pardmetros £ y o mediante inversién del con-
traste de razon de verosimilitudes. Dado que en el procedimiento de estimacién
Unicamente intervienen los excesos, puede ocurrir que las estimaciones se obten-
gan a partir de conjuntos de datos pequenos, lo que hace que no siempre se
pueda confiar en las propiedades de optimalidad asintética de los estimadores de
maxima verosimilitud. Para tamafios muestrales pequenos, sugerimos utilizar la
correccién basada en la metodologia de Lawley (1956).
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Ademas de intervalos de confianza simples para cada parametro, también es
posible construir intervalos conjuntos. Por ejemplo, un intervalo conjunto para
los parametros £ y o viene dado por el contorno al nivel X3,2 del logaritmo de la

funcién de verosimilitud relativa, definida como L(&,0) — L(E, 0).

Para construir intervalos de confianza simples, por ejemplo para &, calculamos
L*(€) = mdx L (£, 0)
g

y el intervalo de confianza al nivel (1 — «) viene dado por los valores de £ que
satisfacen )

L*(§) > L (573> - §X§,1
donde Xgé,l es el cuantil (1 — a) de la distribucién x? con 1 grado de libertad. La
curva (&, L*(€)) se denomina perfil del logaritmo de la verosimilitud y, en general,
no es simétrica respecto a su maximo.

Los intervalos de confianza basados en méaxima verosimilitud para el VaR,
se pueden obtener a partir de una versién reparametrizada de la GPD, definida
como una funcién de § y VaR,:

1 1+—(]€“p)_§_1 K i §#0
— a — Yy S1
Gevar,(y) = Valty

1 - -2 (m% - =0
N De P si &€=

La funcién de densidad correspondiente es

o\ o T\ -1
g?&f}lp_u)l (1 + <J‘V,“a]2pu 1y> si €0

apelvati=)
VaRp—u S § =0

9e,var,(y) =

Anéilogamente, usando la siguiente reparametrizacion para & # 0:

_1
3

e+ (0) -1
(ES, —uw)(1-¢)"

Geps,(y)=1— |1+
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— - e
e q e+ (#p) 1)
98 W) =\ g sy —w | ' T T-0 (Bs,—

es posible calcular un intervalo de confianza basado en maxima verosimilitud para
la pérdida esperada.

4.2.3. Seleccién del umbral

El principal problema del método POT est4 en la selecciéon del umbral u. La
eleccién del umbral u es, basicamente, un compromiso entre un valor suficiente-
mente alto que garantice la aplicacién del resultado asintético del Teorema 4.2,
y un valor suficientemente bajo que permita seleccionar un nimero suficiente de
valores muestrales que permita realizar la estimacién de la cola de la distribucién.

Se puede utilizar una herramienta grafica, basada en la representacién de la
funcion muestral media de excesos

Definicién 4.5

Llamamos funcion muestral media de excesos a

Dig (@ —w)

o —— k=min{i/z} >u}

en(u) =
conn —k-+1 el numero de observaciones que exceden el umbral u.

La funciéon muestral media de excesos es una estimacion de la funcién media
de excesos, e(u), que para la funcién GPD se ha establecido en la definicién 4.3
y es lineal para £ < 1, por tanto, la representacion de los puntos

(u,en(u))  con zf <u <z,

informara graficamente sobre la linealidad para diferentes valores de u, es decir,
se elegird u > 0 tal que e,(u) sea aproximadamente lineal para z > u. Una
vez elegido un valor para el umbral u, se puede proceder a realizar un QQ-plot
que enfrente los cuantiles muestrales de los excesos a ese umbral y los de la
GPD correspondiente. Si se sitiian sobre una linea recta, el hecho de que los
datos provienen de una GPD es aceptable . Para datos financieros, a = % en
la mayorfa de los casos, toma valores en el rango (3,4) (Embretchs Kliipelberg y

Mikosch 1997, P4g. 291).
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Por otra parte, segin el teorema 4.2, si una distribuciéon GPD resulta un
modelo razonable para los excesos sobre un umbral ug, entonces los excesos sobre
un umbral mas alto v también deben seguir una distribucion GPD con el mismo
parametro de forma. Por tanto, las estimaciones de dicho parametro £ deben
ser constantes sobre ug. En la préactica, las estimaciones de estas cantidades no
resultaran exactamente constantes, pero deben estabilizarse en torno a un valor.
Por tanto, la representacion grafica de las estimaciones E frente a distintos valores
de u, junto con los intervalos de confianza para estas cantidades, facilitara la
eleccion de ug como el valor mas pequeiio del umbral para el que las estimaciones
se vuelven aproximadamente constantes.

4.2.4. Estimacién de las colas de las distribuciones de pérdidas
DowJones e Ibex35

Anteriormente se ha justificado la eleccién de métodos umbral (POT) para
obtener modelos univariantes de las colas de las distribuciones marginales, de-
bido a la posibilidad que ofrecen de estimar por separado las colas de cada dis-
tribuciéon univariante y por razones de simplicidad, ya que proporcionan expre-
siones paramétricas simples de las medidas de riesgo extremo. Serén, por tanto,
distribuciones GPD las elegidas para este cometido.

Dado que nuestro objetivo es el calculo de medidas de riesgo financiero, en lo
que sigue convendremos que una pérdida es un nimero positivo y un beneficio
un numero negativo, de manera que limitaremos el anélisis a la cola derecha de
las distribuciones marginales.

En primer lugar, exploramos el comportamiento de las dos colas de pérdidas,
mediante un QQ-plot en el que la distribucién de referencia es la exponencial.
Recordemos que si la distribucién de excesos sobre un umbral es de colas finas,
entonces la GPD es exponencial con £ = 0 y el QQ-plot debe ser lineal.

La figura 4.7 representa estos QQ-plots para los retornos negativos de los
dos indices. En ambos casos, observamos un distanciamiento de la linearidad,
mas acusado en las pérdidas correspondientes al indice Dow Jones. Por tanto,
el siguiente paso consistird en determinar el valor mas adecuado para el umbral
sobre el que se ajustardn las GPD correspondientes. Para ello, calculamos y
representamos la funcién media de excesos para las dos series de retornos filtrados
(figura 4.8). Se aprecia una situacién similar en los dos graficos: la funcién es
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Retornos negativos DowJones Retornos negativos Ibex35

Exponential Quantiles
Exponential Quantiles

T T T T T T T T T T T T T
0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 002 003 0.04 005 006 0.07 008

Ordered Data Ordered Data

Figura 4.7: QQ-plots de los retornos negativos DowJones e Ibex35 sobre el umbral
u=0.015 frente a la exponencial

lineal para u < —0.02 y u > 0.02,.por lo que una primera aproximacién sobre el
el valor del umbral en ambos casos podria ser v = 0.02.

El gréafico 4.9 muestra la variacién de E segun distintos valores del umbral .
Se aprecia que en el caso DowJones (parte superior del grafico) el valor de £ se
estabiliza para valores del umbral inferiores o iguales a 0.02 y en el caso Ibex35
(parte inferior del grafico) lo hace para valores de hasta 0.03, lo cual confirma la
aproximacion obtenida para los posibles valores de u mediante la funcién media
de excesos (recordemos que la elecciéon del umbral constituye un compromiso
entre valores altos del mismo para asegurar el resultado asintético establecido
en el teorema 4.2, y valores suficientemente bajos que permitan seleccionar un
nimero suficiente de observaciones para realizar las estimaciones de la cola de la
distribucién).
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Figura 4.8: Funcion media de excesos para los retornos negativos DowJones e

Tbex35

Una vez determinados los valores de los umbrales, procedemos a obtener las

estimaciones de méaxima verosimilitud de los parametros £ y o de las distribu-

ciones GPD correspondientes a las colas de pérdidas en cada uno de los indices, a

partir de (4.10) . Los resultados obtenidos aparecen en la tabla 4.1. Los valores

entre paréntesis a la derecha de las estimaciones de los pardmetros corresponden

a los errores estandar de estimacion.
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Figura 4.9: FEstimaciones del valor de & como funcion del umbral u para los
retornos negativos DowJones e Ibex85

| DowJones | Ibex35
U 0.02 0.02
n 103 208
£ (50) 0.2859 (0.1283) | 0.1491 (0.0828)
5 (%e) 0.0055 (0.0088) | 0.0076 (0.0008)
% datos>u 96.65 93.24
—maz(logveros.) -402.0554 -775.5655

Tabla 4.1: Resultados de la estimacion de las colas de pérdidas DowJones e Ibex35
para u = 0.02
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Los valores de las estimaciones ED,] = 0.2859 y EIB = 0.1491 se alejan de
cero, por lo que nos encontramos con distribuciones de colas pesadas. Dichos
valores, también garantizan la existencia de momentos de primer orden en ambas
distribuciones (recordemos que existen los momentos de orden r < 1/&, para r
entero), por lo que es posible calcular la pérdida esperada (ES) definida en (4.9).

Para realizar el diagndstico de los modelos ajustados utilizamos métodos de
tipo gréfico. En la figura 4.10 aparecen cuatro gréaficos, construidos sobre la GPD
estimada a partir de las pérdidas de los retornos filtrados del indice Dow Jones
sobre el umbral u = 0.02.

En la esquina superior izquierda aparece la GPD estimada de la distribucién
de excesos y en la parte superior derecha se muestra la estimacién de la cola
(4.4). El grafico de la esquina inferior izquierda se corresponde con un grafico
de dispersion de los datos transformados a residuos exponenciales de paramétro

-1
unidad W; = (1 +¢ :’37—;& ¢y, por ultimo, en la parte derecha aparece un QQ-
plot de los cuantiles de la distribucién empirica frente a los de la GPD ajustada.

A la vista de todos ellos, podemos concluir que la distribucién GPD de
pardmetros £py = 0.2859 y opy = 0.0055 se ajusta razonablemente a la cola
derecha (pérdidas) de los retornos filtrados Dow Jones.
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Figura 4.10: Grdficos de diagnéstico para la GPD ajustada a la distribucion de
pérdidas DowJones sobre el umbral uw = 0.02

Procediendo de igual modo para efectuar el diagndstico correspondiente a la
GPD estimada, en este caso, a partir de las pérdidas de los retornos filtrados
del indice Ibex35 sobre el umbral v = 0.02, recurrimos a la figura 4.11. Una
observacién detallada de los cuatro graficos en ella representados y ya descritos
anteriormente, confirma un buen ajuste de la distribucién GPD de pardmetros
513 = 0.1491 y o5 = 0.0076 a la cola derecha (pérdidas) de los retornos filtrados
Ibex35.
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Figura 4.11: Grdficos de diagndstico para la GPD ajustada a la distribucion de
pérdidas Ibex35 sobre el umbral u = 0.02

Por 1ltimo, podemos comparar los resultados obtenidos mediante simulacién
de muestras a partir de las distribuciones GPD estimadas, del mismo tamaifio que
las originales de residuos filtrados. En la figura 4.13 aparecen representadas las
observaciones muestrales originales en la columna de la izquierda y las simuladas
en la columna de la derecha. Los cuatro graficos superiores corresponden al indice
Dow Jones y los cuatro inferiores al indice Ibex35. En las filas primera y tercera
observamos los diagramas de dispersién correspondientes a la totalidad de las
observaciones, mientras que los de las filas segunda y cuarta corresponden a los
excesos sobre el umbral. En ambos indices se observa bastante similitud entre la
disposicién de las observaciones originales y las simuladas.
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Figura 4.12: Datos originales (izquierda) y muestras simuladas (derecha) a partir
de las distribuciones GPD ajustadas a los residuos DowJones (parte superior) e
Ibex35 (parte inferior) sobre un umbral u = 0.02. En las filas seqgunda y cuarta
se representan los excesos al umbral en los datos originales (izquierda) y en las
muestras simuladas (derecha).
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4.2.5. Medidas de riesgo para las distribuciones de pérdidas uni-
variantes DowJones e Ibex35

A partir de las distribuciones GPD ajustadas a las pérdidas univariantes de
los dos indices considerados, es posible calcular las medidas de riesgo financiero
usuales, VaR y ES, segiin las expresiones (4.5) y (4.9), respectivamente y para
distintos niveles de probabilidad fijados.

Las estimaciones de ambas medidas para la cola de pérdidas estimada ( segin
una GPD de parametros EA = 0.2859 y o = 0.0055) de los retornos filtrados
Dow Jones y para distintos niveles de probabilidad p, junto con sus intervalos de
confianza al 95%, aparecen en la tabla 4.2.

Dado que las distribuciones GPD trabajan mejor para cuantiles altos y puesto
que el porcentaje de observaciones que caen por debajo del umbral elegido,u =
0.02, es de 96.65%, se han seleccionado como niveles de probabilidad para el
calculo, tanto del VaR como de ES, p = (0.98,0.99,0.995,0.999) La tabla 4.3
recoge los valores de dichas medidas calculados en el caso normal. Si consid-
eramos, por ejemplo, p = 0.99, la interpretacién de los valores obtenidos es la
siguiente: la pérdida diaria del indice Dow Jones serd superior al 2.8% con una
probabilidad del 1%, y si la pérdida diaria es superior al 2.8%, la media de las
pérdidas esperadas sers del 3,91% con probabilidad 1%. Por otra parte, si com-
paramos las dos tablas, se observa que para ambas medidas y en todos los niveles
de probabilidad p considerados, se obtienen valores superiores en el caso de colas
estimadas segun distribuciones GPD frente al supuesto gaussiano, es decir, el he-
cho de no contemplar el fenémeno de colas pesadas conlleva una subestimacion
de la pérdida futura. Obsérvese, también, que esta diferencia aumenta cuanto
més alto es el cuantil considerado.

La ultima columna de ambas tablas proporciona el valor de la razon de la
pérdida esperada al cuantil correspondiente, segtin el nivel de probabilidad fijado.
De nuevo observamos valores inferiores en todos los casos cuando se considera la
distribuciéon normal. En este iltimo caso, dicha razén tiende a la unidad a medida
que p — 1, ya que

ES, = E[X /X > VaR,] = k(VaR,)

donde K(z) = ¢(x)/(1 — ®(x)) es el reciproco de la razén de Mill, con ¢(x) y
®(x) la funcién de densidad y la funcién de distribucién de la normal estdndar (la
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razén de Mill estd incorporada en la mayoria de los paquetes estadisticos usuales);
para mas detalles consultar Johnson y Kotz (1970). Se puede utilizar la expresién
asintotica siguiente

k(z) =z(1+z 2+ o0(x72))

cuando x — 00, a partir de la cual es claro que la razén

ESp/VaRp —>p_>1 1

En el supuesto GPD, para £ = 0.2859 > 0 esta razdn converge a

(1—6)" -, 1.40

Por tanto, la pérdida esperada , una vez superado el VaR, tendera a ser 1.4
veces superior a dicho valor en el caso GPD, mientras que ambas medidas tienden
a igualarse en un supuesto gaussiano.

p ‘ VaR, ‘ ICvar,;0.95 | ES, | ICEs,;0.95 ‘ Jaa_stp (—p—1 1.40)
0.98 | 0.0231 | [0.0223;0.0240] | 0.0321 | [0.0294;0.0388] | 1.3896

0.99 | 0.0280 | [0.0263;0.0303] | 0.0391 [ [0.0347; 0.0522] 1.3964
0.995 | 0.0340 | [0.0311;0.0384] | 0.0475 | [0.0400; 0.0723] 1.3970
0.999 | 0.0536 | [0.0445;0.0770] [ 0.0749 | [0.0546;0.1124] 1.3973

Tabla 4.2: FEstimaciones puntuales e intervalos de confianza al 95% para las

~

medidas de riesgo DowJones segin una GPD(£ = 0.2859;5 = 0.0055)

p | VaR, | ES, | i (—pa D)
0.98 | 0.0216 [ 0.0255 |  1.1805
0.99 | 0.0244 | 0.0280 1.1475
0.995 | 0.0271 | 0.0304 1.1217
0.999 | 0.0325 | 0.0354 1.0892

Tabla 4.3: Cuantiles y ES de la N(5.82e-05;0.0105) calculados sobre los retornos
filtrados DowJones
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Los resultados de un analisis similar al anterior, pero realizado en esta ocasion
sobre los retornos filtrados Ibex35 aparecen en las tablas 4.4 (estimacién segin
una GPD de pardmetros E = 0.1491 y ¢ = 0.0076) y 4.5 (segin la normal),
para los mismos niveles de probabilidad. De nuevo, todos los valores de las
medidas de riesgo y para todos los niveles de probabilidad considerados, son
superiores en el caso de estimar la cola de pérdidas mediante una distribucion
GPD. Para p = 0.99, la pérdida diaria del indice Ibex35 sera superior al 3.68%
con probabilidad 1%, y si la pérdida diaria supera el 3.68%, la media de las
pérdidas esperadas serd del 4.87% con igual probabilidad. También en este caso,
la suposicion de normalidad en la cola de pérdidas produce una subestimacion de
la pérdida futura, ya sea en valor (VaR) o en media (ES).

En cuanto a la razén V—SﬁL, ésta toma valores superiores en el caso GPD, en
el que cuando p — 1 tiende al valor 1.17, mientras que en el caso gaussiano su
valor sigue siendo 1. En este caso los valores del limite en ambas razones estan
mas proximos que los correspondientes al indice Dow Jones, debido a que el valor
estimado del parametro §A = 0.1491 de la distribucion GPD estd mas cerca de
cero (recordemos que en el caso Dow Jones E = 0.2859) y, por tanto, las colas de
la distribucién son menos pesadas y mas parecidas a las de la distribucién normal

que las del caso anterior.

| VaR,, | ICvuR,:0.95 | ES, | ICks, 095 | vor (—p1 117)
0.98 | 0.0301 | [0.0286;0.0318] | 0.0408 | [0.0377;0.0463] | 1.3554
0.99 | 0.0368 [ [0.0344;0.0397] [ 0.0487 | [0.0438;0.0581] 1.3233
0.995 | 0.0442 [ [0.0406;0.0495] | 0.0574 | [0.0500;0.0729)] 1.2986
0.999 | 0.0646 | [0.0555;0.0833] | 0.0814 | [0.0650;0.1196] 1.2600

Tabla 4.4: FEstimaciones puntuales e intervalos de confianza al 95% para las
medidas de riesgo Ibex35 segin una GPD(§ = 0.1491;0 = 0.0076)
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ES
p | VaR, | ES, | s (=p1 )

0.98 |0.0277 | 0.0326 |  1.1768
0.99 | 0.0314 | 0.0359 1.1433
0.995 | 0.0347 | 0.0389 1.1210
0.999 | 0.0416 | 0.0453 1.0889

Tabla 4.5: Cuantiles y ES de la N(8.20e-04;0.0133) calculados sobre los retornos
filtrados Ibex35

Para finalizar, en la figura 4.14 aparecen representadas las estimaciones de
las colas de pérdidas segun la distribuciéon GPD correspondiente a cada indice
considerado, junto con las curvas correspondientes al perfil del logaritmo de la
verosimilitud, sobre las que se marcan los intervalos de confianza al 95% para el
@0,99 y el Ego.gg. Se aprecia la asimetria de dicha curva respecto a su maximo
en el caso de la estimacion Ego,gg, como era de esperar dada la presencia de
sucesos extremos.

0.0100

DowJanes

cala log)

0.0010

1-F(x) (es

0.0001

0.05000

cala log)

0.00100

1-F(x) (est

0.00005

X (escala log)

Figura 4.13: Estimacion de la cola de pérdidas segin una GPD. VaRgg9y FS0.99
con sus correspondientes intervalos de confianza al 95% para los retornos filtrados
DowdJones (arriba) e Ibex35 (abajo)
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4.3. Medidas de Riesgo para una Cartera de Inversion

Una consecuencia directa del Teorema de Sklar es el uso de las funciones
copulas como instrumento para medir el riesgo de mercado, en concreto para
calcular el valor en riesgo (VaR) de una cartera de inversién construida sobre
indices de mercado.

Si denotamos por R los retornos de la cartera sobre un horizonte dado T, VaR
es el valor tal que, para una probabilidad « fijada

P(R<VaR,) =«

De forma equivalente, utilizando la funcién de distribucién de R, F(r), VaR
se puede definir como la solucién z* de la ecuacién F(z*) = a. A su vez, la
funcién de distribucién F(r) se puede escribir via cépulas como sigue:

Consideremos una cartera con dos activos, sean X e Y sus retornos continuos
sobre un horizonte comiin T y sea 8 € [0, 1] el peso de X. El retorno de la cartera
es

R=8X+(1-p)Y

con funcién de distribucién

F(r) = P{R<r}=P{X+(1-pB)Y <r}

_ +o00 l _1_/8 B
= /_OO P{Xéﬁr 5 y,Y—y}fz(y)dy

— /_:O C1/o (F1 (%r —~ % ) ,Fz(y)> fa(y)dy

con la probabilidad condicionada obtenida a través de:

C(u,v + Av) — C(u,v) _ 0C (u,v)

Cra(u,v) = P[U < u/V < o] = lima, o+ Ao pe

A partir de esta expresion es posible calcular el VaR de la cartera para distin-
tos niveles de confianza (probabilidades que determinan el cuantil) y horizontes
fijados, considerando distribuciones conjuntas no normales, a partir de marginales
de los retornos también no normales y estudiar su sensibilidad respecto a la com-
binacion de activos establecida, variando los pesos de localizacién de cada uno de
ellos (en nuestro caso, variando el valor de ). Es més, la aproximaciéon mediante
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la cépula permite cambiar las marginales mientras se mantiene fija la cépula (la
familia elegida) o utilizar diferentes familias de c6pulas manteniendo fijas las mar-
ginales. Esto permite jugar con situaciones tan diferentes como aquellas en las
que se eliminan los efectos de colas pesadas en las distribuciones marginales con-
siderando retornos distribuidos normalmente (obtendremos valores del VaR més
pequenos en valor absoluto) o aquellas en las que se mantienen estos efectos con-
siderando, por ejemplo, retornos distribuidos segtin una t de Student. También
es posible suponer independencia entre retornos y utilizar la copula independen-
cia, con lo que de nuevo queda de manifiesto la gran flexibilidad aportada por la
representacién via cépulas.

Nuestra propuesta consiste en cuantificar el riesgo de la pérdida conjunta,
concretada a través de una cartera de inversién con unos pesos de localizacion
especificados, utilizando como modelos de pérdidas marginales los obtenidos me-
diante el ajuste de distribuciones GPD univariantes a las colas de pérdidas de
los indices implicados, ligados por el modelo de cépula que mejor represente la
dependencia presente en las colas de las distribuciones univariantes.

La distribucion de los retornos de la cartera debe aproximarse por simulacion,
dado que solo se conoce una expresién paramétrica exacta para ella en algunos
modelos particulares. Para ello, utilizaremos la idea propuesta por Embrechts,
McNeil y Straumann (1999) que permite, mediante distribuciones condicionadas,
simular observaciones de modelos basados en cépulas.

Sean Fi, ..., F, distribuciones marginales continuas de forma que la cépula
C(u1, ..., un) especifica una dnica distribucién multivariante

F(z1,.yzn) = C(F1(21), ..., Fp(0))

El problema teérico de simulacion se reduce al que plantea la existencia de una
solucién de la ecuacion anterior. Nuestro objetivo es simular un vector aleato-
rio (U1, ..., Uy)" a partir de C, basandonos en que (Fy '(U7), ...,Fgl(Un))t tiene
distribuciéon F.

Consideramos el caso general n > 2 e introducimos la notacién
Ci(uty.oyup) = Clug, ooy uiy 1,..,1) i=2,...,n—1

para representar las distribuciones marginales i-dimensionales de C'(uq, ..., uy).
Bajo esta notacion, Cy (u1) =u1 y Cp(u1, ..., ) = C(U1, ..., Up).
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La distribucién condicionada de u; dados los valores de las (i — 1) primeras

t [ . . . .

componentes de (u1,...,u,)", se puede escribir en términos de derivadas y densi-
dades de las marginales i-dimensionales

Ci(ui /ul, ...,ul;l) = P[Ui < u; /U1 =Uy,....,Ui_1 = uifl]

_ 5i*10i (ul, ey uz) 51'7107;_1 (ul, e ui_l)
5u1...(5u¢,1 5u1...(5ui,1

suponiendo que existen tanto el numerador como el denominador. En ese caso,
seguiremos el siguiente algoritmo:

e Simulamos un valor u; a partir de una U(0, 1)
e Simulamos un valor uy a partir de C(ua/u1)

e Simulamos un valor ug a partir de Cs(us/uq,u2)

e Simulamos un valor u,, a partir de Cy,(up /U1, ..., Up—1)

En nuestro caso (n = 2) una vez generado el vector aleatorio (U, V), segin
el procedimiento anterior y a partir del modelo de cépula seleccionado segin se
indico en el Capitulo 3, supondremos que las distribuciones marginales correspon-
dientes son las GPD ajustadas a las pérdidas de los indices considerados:

U ~ GPD <§ADJ,3DJ>
V ~ GPD (213,813)

a partir de las cuales simularemos, mediante el método Montecarlo, los valores
Xsim € Ysim que producirdn la muestra aleatoria bidimensional final (%;,,,, Yeim) i1 -

Utilizando esta muestra bidimensional, generamos la muestra de retornos
logaritmicos de la cartera segun la expresién siguiente

r’ =log ()\1 exp (xélm) + Ao exp (y;m)) (4.11)

La muestra asi generada, permitird calcular las medidas de riesgo en el periodo
siguiente, VaR:y1, al nivel de probabilidad a deseado de la siguiente forma

VaRi1 = —Tii14 (4.12)
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con 1441, €l cuantil de orden « de la distribucion de retornos de la cartera. La
pérdida esperada, FS; 1, se calculard como

N
1 . )
ESi 1 = N E risl{z < —VaRi1,x € R} (i)

donde N¢y1 es el ntimero de retornos simulados 7}, ; con valor menor o igual que
—VaR;41, es decir
N

Niy1 = Zf{m < —VaRit1,x € R} (1]444)
i=1

4.3.1. Medidas de riesgo calculadas sobre la cartera DowJones e
Ibex35

En lo que sigue, consideraremos una cartera de inversion integrada en un
50% por el indice Dow Jones y en un 50% por el indice Ibex35. En la figura
4.14 observamos el diagrama de dispersién de las pérdidas correspondientes a los

retornos filtrados de ambos indices situados por debajo del umbral u = —0.02.
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Figura 4.14: Diagrama de dispersion de los retornos filtrados DowJones e Ibex35
por debajo del umbral u = —0.02

Se han simulado 3000 retornos de la cartera especificada anteriormente para
cada uno de los modelos mixtos de cépula con los que estamos trabajando. El
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procedimiento de simulacion se ajusta al algoritmo detallado en el punto anterior.
Para cada modelo mixto de cépula se han seguido los siguientes pasos:

e En primer lugar, se obtiene la expresion de la funcién de densidad conjunta

c(ug,ug).
e Simulamos un valor u; a partir de una U(0, 1)
e A continuacidn, se determina la funcién de densidad condicionada c(ua/u1).
e Se obtiene la funcién de distribucién empirica F™*(ug/u1) asociada a c(ug /uy).
e Simulamos un valor u a partir de una U(0, 1).
e Se obtiene el valor ug tal que F* (ug/u1) = u.

El par (uj,ug2) corresponde a un valor muestral del modelo de cépula en
cuestion.

Las expresiones correspondientes a las funciones de densidad conjuntas de los
modelos mixtos son, para el Modelo 1:

CMod1 (U1, u2,01,02,03) = 03 X cq, (u1,uz,01) + (1 — 03) x cq,s(u1,uz,62)

con
1
ca, (u1,u2,601) = (—log ul)(flwl) [—1 + 01 + ((—IOgU1)91 + (—loguz)el)} X
24 L
{(—logul)a1 + (—loqu)el]( 91) (—log ug)(_HGl) X
1 —1

[exp ((— logu1)” + (—log uz)01> g x ug]
cG,s(u1,u2,602) = cq, (1 —u1), (1 —u2),0)
y

0, =1.252 | 63=1253 , 63 =0.498
Andlogamente, la funcién de densidad conjunta para el Modelo 2 viene dada por
CMod2(ut, Uz, 01,05, 03) = 03 x cq, (w1, ug, 01) + (1 — 03) x cor(ur, uz, 05)
con

0

—1-65) (—1-6;
cor(u1,ug, 0) = (1 + 9'2) ug Z)Ug 5) 1
Uy Us
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0, =1.172 , 0,=1.022 , 65=0.625

En el grafico 4.15 aparecen representadas las funciones de densidad condi-
cionadas para diferentes valores de u; (0.1, 0.3, 0.5, 0.7 y 0.9) y sus correspon-
dientes funciones de distribucién empiricas para el Modelo 1 (parte superior) y
el Modelo 2 (parte inferior).

0.6 0.8
! N

f(un)
Femp(uh)

0.2
!
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15
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Figura 4.15: Funciones de densidad condicionadas para distintos valores de v
(izquierda) y sus correspondientes funciones de distribucion empiricas(derecha).
La parte superior corresponde al Modelo 1 y la inferior al Modelo 2

Mediante el método Montecarlo, simulamos los valores X, € Ysim, que pro-
duciran la muestra aleatoria bidimensional final (ziim, ygim), a partir de las GPD
ajustadas anteriormente a las distribuciones de pérdidas marginales DowJones e
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Ibex35. Esta muestra bidimensional permite obtener los retornos logaritmicos
de la cartera segin (4.11) y las medidas de riesgo asociadas a las pérdidas co-
rrespondientes segun (4.12) y (4.13). Los resultados obtenidos para los dos mo-
delos mixtos, junto con los producidos por la cépula normal de pardmetro 0.3926
aparecen en la tabla 4.6.

VaR, ES,

D Modelo 1 | Modelo 2| Normal || Modelo 1 | Modelo 2 | Normal
0.98 0.0203 0.0127 0.0215 0.0259 0.0158 0.0286
0.99 0.0252 0.0149 0.0256 0.0294 0.0180 0.0339
0.995 0.0273 0.0170 0.0296 0.0326 0.0198 0.0400
0.999 0.0349 0.0210 0.0451 0.0417 0.0243 0.0582

Tabla 4.6: Medidas de riesgo para los retornos logaritmicos de la cartera
DowdJones e Ibex35 simulados segin los modelos miztos y la copula normal de
parametro 0.3926

Para obtener los retornos generados a partir de la copula normal tnicamente
se necesita generar una muestra a partir de una normal bivariante y, a conti-
nuacion hacer que las marginales sean uniformes. Una vez generado el vector
aleatorio (U, V') que proviene de la cépula normal de pardmetro #, supondremos
que cada una de sus componentes procede a su vez de la GPD correspondiente.
El algoritmo es el siguiente.

e Simulamos un valor u; a partir de una N (0, 1).

e Obtenemos uz a partir de una N(Gui,1 — 62), con @ el pardmetro de la
copula normal.

e Entonces

U = @(ul)
V = (I)(UQ)

con ® la funcién de distribucion de la normal.
e A continuacién suponemos que
U ~ GPD(&bs,504)

Vo~ GPD(EIB,aIB)
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a partir de las cuales simularemos, mediante el método Montecarlo, los valores

) ) « 4 N .« 7. . Z ’L
Xsim € Ygim que producirdan la muestra aleatoria bidimensional final (a: imo ySim)i:l...n’

Utilizando esta muestra bidimensional, generamos la muestra de retornos
logaritmicos de la cartera segun la expresion (4.11) y calculamos las medidas
de riesgo segun (4.12) y (4.13).

En la figura 4.16 se pueden apreciar las violaciones de los retornos de la cartera
sobre el VaR y el ES al nivel 0.99, simulados a partir de cada uno de los modelos

mixtos.
Retornos cartera segun Modelo 1
e ES 0.99
o R 0.99
3 |
o
< |
L
g_if ,,,,, PO - S I D PR R I P Y IR T AU A I A
&
0 500 1000 1500 2000 2500 3000
Retornos cartera segun Modelo 2
S
o
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=
o
Q
o

Figura 4.16: Violaciones al VaRyo9 de los retornos simulados segun los dos
modelos miztos.
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Si consideramos que los retornos de la cartera proceden de una distribucién
GPD, podemos realizar la estimacién de la misma con los resultados que aparecen
en la tabla 4.7 Se ha establecido un valor para el umbral de u = 0.01, a la vista
de la forma de la funcién de excesos medios (figura 4.17) y de la sensibilidad de
la. estimacién € al valor del umbral u (figura 4.18).

| Modelo 1 | Modelo 2
U 0.01 0.01
n 323 147
€ (se) 0.01085 (0.06318) 0.00152 (0.0943)
5 (3¢) 0.00568 (0.000478) | 0.00304 (37 x 10 — 4)
% datos>u 88.85 95.1
—max(logveros.) -1343.558 -704.7064

Tabla 4.7: Resultados de la estimacion GPD de las colas de pérdidas de los
retornos de la cartera DowJonesédlbex35 segin los modelos mixtos para u = 0.01

Retornos negativos Modelo 1 Retornos negativos Modelo 2
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Figura 4.17: Funcion de excesos medios para las pérdidas de la cartera
DowJonesésIbex35 segin los dos modelos miztos
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Umbral
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Figura 4.18: FEstimaciones del valor de £ como funcion del umbral v para los
retornos negativos de la cartera DowJonesédlbex85 generados segin los modelos
miztos de copulas

Los graficos 4.19 y 4.20 permiten afirmar que las dos distribuciones se ajustan
razonablemente a las colas de pérdidas de los retornos de la cartera generados a
partir de los dos modelos mixtos.
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Figura 4.19: Grdficos de diagnostico para la GPD ajustada a la distribucion de
pérdidas de la cartera DowJoneséIbex35 sobre el umbral w = 0.01 (Modelo 1)
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Figura 4.20: Grdficos de diagnostico para la GPD ajustada a la distribucion de
pérdidas de la cartera DowJoneséIbex35 sobre el umbral w = 0.01 (Modelo 2)

A partir de estas distribuciones GPD ajustadas para cada modelo, se han
obtenido las estimaciones puntuales de las medidas de riesgo junto con sus inter-
valos de confianza al 95%. En la tabla 4.8 aparecen los correspondientes a las
pérdidas de los retornos de la cartera simulados segin el Modelo 1 y en la 4.9
los referentes a las pérdidas simuladas segin el Modelo 2. En ambos casos se
observan valores muy préximos a los obtenidos directamente a partir de la serie
de retornos de la cartera (tabla 4.6).
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P ‘ VaR,, | ICvar,;0.95 ‘ ES, ‘ ICEs,;0.95 ‘ Viaspﬁ — 1,01
0.98 | 0.0198 | [0.0188;0.0210] | 0.025 | [0.0240;0.0283] 1.2626
0.99 | 0.0238 | [0.0224;0.0256] | 0.0297 | [0.0273;0.0339] 1.2478

0.995 | 0.0279 | [0.0260;0.0308] | 0.0338 | [0.0306;0.0402] 1.2114
0.999 | 0.0374 | [0.0334;0.0454] | 0.0435 | [0.0372;0.0574] 1.1631

Tabla 4.8: Estimaciones puntuales e intervalos de confianza al 95% para las me-

~

didas de riesgo de la cartera segin una GPD(§ = 0.01085; 0 = 0.00568) (Modelo
1)

p | VaR, | ICvamoe | ES, | TICuso0 | vape — 1,001
0.98 [ 0.0127 | [0.0122;0.0132] | 0.0157 | [0.0149;0.0169] 1.2362
0.99 | 0.0148 | [0.0140;0.0157] | 0.0178 | [0.0167;0.0199] 1.2027
0.995 | 0.0169 | [0.0159;0.0183] | 0.0200 | [0.0184;0.0233] 1.1834
0.999 | 0.0218 | [0.0198;0.0261] | 0.0249 | [0.0217;0.0334] 1.1422

Tabla 4.9: Estimaciones puntuales e intervalos de confianza al 95% para las me-

didas de riesgo de la cartera segin una GPD(g: 0.00152; 0 = 0.00304) (Modelo
2)

S de obs ] Sn S lores préximos a 1
€ puede observar que la razon VaRp converge a valores proximos a en

los dos modelos, lo cual era de esperar dado que las estimaciones del pardametro
de forma en la distribuciones GPD ajustadas toma valores préximos a cero en
ambos casos (EModl = 0.01085, §M0d2 = 0.00568). Recordemos también, que
la cépula gaussiana no era una mala opcién en términos de AIC (tabla 2.4)
aunque no contemplaba la dependencia en colas presente en nuestra muestra
bivariante. De ahi, que si comparamos las estimaciones de las medidas de riesgo
calculadas para los retornos procedentes de los modelos mixtos (tablas 4.8 y 4.9)
con las obtenidas a partir de la cépula gaussiana (tabla 4.6), en todos los casos
esta ultima proporciona valores superiores para todos los niveles de probabilidad
considerados.






Coépulas con Estructura
Dinamica

Parece 1égico que en esa busqueda del patrén de dependencia subyacente
entre las series de retornos analizadas, aparezca como elemento sustancial la in-
formacién proporcionada por observaciones pasadas, incorporada no tnicamente
en los comportamientos marginales sino también en el conjunto. La influencia
de esta informacién pasada, en general, no tiene por qué ser del mismo tipo e
intensidad en los modelos marginales que en el considerado para capturar la de-
pendencia multivariante. Por tanto, la determinacién de modelos de cépulas con
estructura dindmica resulta relevante en nuestro estudio, y a este fin vamos a
dedicar el presente capitulo.

Las formulaciones tipo GARCH, empleadas en el Capitulo 3 para filtrar la
dependencia temporal marginal y obtener asi una muestra bivariante en la que se
mantiene la dependencia contemporanea, proponen modelos de retornos futuros
de un determinado indice financiero conociendo su historia, pero no resuelven el
problema de predecir ese indice conociendo no sélo sus valores anteriores sino
también los de otros que puedan estar relacionados con él.

Hasta ahora hemos supuesto que el parametro de dependencia de la cépula
que modeliza el comportamiento conjunto posee un valor constante, o dos valores
constantes en el caso de los modelos mixtos, lo que presupone que la dependencia
entre los dos procesos marginales permanece estatica a lo largo del periodo mues-
tral considerado. Sin embargo, resulta mas realista contemplar la posibilidad
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de que esta relacion de dependencia conjunta, expresada a través del modelo de
copula seleccionado como el mas adecuado, posea una estructura que cambie a lo
largo del tiempo, dado que en el caso de los mercados financieros existe una clara
componente dindmica que afecta a su evolucién. Podemos encontrar diversos
autores que han desarrollado sus trabajos en esta linea de investigacion: Patton
(2001a, 2001b, 2003) introdujo el concepto de cépula condicional, extendido re-
cientemente por Fermanian y Wegkamp (2004), mientras que la aproximacién de
Van der Goorberg, Genest y Werker (2005) consiste en proponer un modelo de
evolucién temporal para el parametro de dependencia de la cépula a través de
la medida de asociaciéon 7 de Kendall, relacionada con aquel por la expresién ya
conocida
T7(0) =4ECy(U,V) — 1

en la que (U,V) se distribuye segin Cp, y la esperanza se toma respecto a U y

V.

Puesto que a lo largo de este estudio hemos prestado una especial atencién
a la dependencia bivariante localizada en colas, trataremos de dotar al mo-
delo paramétrico de cépula elegido de una estructura dinamica, relacionando su
parametro identificativo con alguna medida de dependencia local, que establezca
dicha dependendencia como una propiedad de la cépula misma. Un candidato
idéneo para esta tarea resulta ser el coeficiente de dependencia en colas (TDC),
definido en la Seccién 1.8 del Capitulo 1, ya utilizado anteriormente a lo largo de
diversos desarrollos, para el que se propondra un modelo de evoluciéon temporal
adecuado.

Sean 7; 141 los retornos correspondientes al indice ¢ en los periodos t 41 y ¢,
respectivamente, y sea
Gr=0((r1,s,725) : s <)

toda la informacién disponible sobre los retornos de ambos indices hasta el ins-
tante t.

Suponemos que las distribuciones marginales de los retornos de cada indice
vienen dadas por procesos GARCH del tipo de los ya especificados en el Capitulo
3, y que ambas distribuciones marginales estan ligadas por el modelo paramétrico
mixto Cy (U,V), con 6 = {01, 05,0s}.

Recordemos las expresiones del coeficiente de dependencia en colas, en funcién
de los parametros de dependencia de la cépula, obtenidas para el modelo paramétrico
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mixto dado por miembros de la familia Gumbel y Gumbel supervivencia:

AL = (1 — 65)(2 — 2/02) (5.1)
Ay = 03(2 — 21/01) (5.2)

Los parametros 61 y 6o reflejan el grado de dependencia del modelo mixto
y 03 podria considerarse un parametro de forma, que regula la estructura de
dependencia mediante la asignaciéon de pesos a los modelos integrantes de la
composicién.

La primera cuestion a resolver es la obtenciéon de las series de valores que
reflejen la evoluciéon temporal de la dependencia en ambas colas. Sean Ay y
AL, los coeficientes de dependencia en la cola superior e inferior respectivamente,
asociados a nuestro modelo. Las series de valores {X&"}teT y {Xth}teT que
recogen la evolucién temporal de ambos coeficientes, se obtienen a partir de los es-
timadores no paramétricos propuestos por Schmidt y Stadmdiller (2003), basados

en la definicién de cdpula cola y cuya construccién se detalla a continuacién.

Definicién 5.1 (Copula cola)
Sea F' una funcion de distribucion n-dimensional. Si para los subconjuntos
. . . Y . N
I,Je{l,..,n},INJ =@, existe el siguiente limite en R
A (@) = lim P{X; > F (1- %) viel /x> Ft (1- w—;) vjeJ}

., _n . . .
entonces la funcion A{]’J : Ry — R es la llamada copula cola superior asociada

a F para I;J. La correspondiente copula cola inferior se define como
1,J . _ X . _ Zj .
(@)= tim P{X, < F7H (2 viel /x; <Pt (F)vje g}
sitempre que dicho limite exista.

Fr Lo, F.! denotan las correspondientes inversas generalizadas de las fun-
ciones de distribuciéon marginales Fi, ..., F,, y Ki := [0, 00" \ {(0o0, ..., 00) }.

Mientras que las funciénes cépula representan la estructura de dependencia de
un vector aleatorio multivariante, las funciones cépula cola describen la estructura
de dependencia de distribuciones multi-dimensionales en las colas.

En un entorno bivariante, consideraremos un vector aleatorio (X,Y’)" con
funcién de distribucién F' y funciones de distribucién marginales continuas G y
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H. La estimacién resulta mas facil si se utiliza la siguiente modificacién de la
copula cola:
1},{2
A =yt R R
L(z,y) y-Ap T (3,y) zeRy,yeRy
donde los indices {1} y {2} pueden obviarse. Tendremos que Ay(xz,00) = x y
Ar(x,00) =z para todo z € Ry.

La siguiente definicion establece el ya conocido concepto de dependencia en
colas en términos de la cépula cola.

Definicién 5.2 (Dependencia en colas)
El vector aleatorio bivariante (X,Y) se considera dependiente en la cola su-
perior si existe Ayr(1,1) y

A =Ap(1,1) = lim P{X >G '(v) /Y >H '(v)} >0

v—1—

Si Ay = 0 se dice que (X,Y) es independiente en la cola superior. Ay es el coefi-
ciente de dependencia en la cola superior. Andlogamente, se define el coeficiente
de dependencia en la cola inferior como

AL = AL(17 1)
si el limite existe. Diremos que existe dependencia en la cola inferior si Ay, > 0.

La cépula cola y los coeficientes de dependencia en colas no dependen de las
marginales sino inicamente de la cépula, por ejemplo

A = lim 1—-2v+C(v,v)

_ _ Tk _ _rq Y
v—1— 1—w y Au(@y) =ty tlggot(l 0(1 t’1 ))

t

Sea (), la cépula empirica definida por
Co(u, ) = Fo(Gp (u), Hy ' (v)  (u,v) € [0,1)?

con F,, G, y H, las funciones de distribucién empiricas de F, Gy H y n el
tamano de la muestra bivariante considerada. Cy, ((a,b] X (¢,d]) es la medida
sobre el intervalo (a,b] x (¢, d] C [—00,0]? dada por

Cn ((a,8] x (¢,d]) = C (((a,b] x (c;)) N[0,1)°)
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Como ya se ha comentado con anterioridad, la eleccién de las funciones de
distribuciéon empiricas para modelizar las marginales evita errores debidos a es-
pecificaciones equivocadas en los ajustes paramétricos de dichos modelos. Un
estudio empirico de las consecuencias producidas por malas especificaciones e
interpretaciones erréneas de la correspondiente estructura de dependencia en va-
lores extremos puede consultarse en Frahm, Junker y Schmidt (2006).

Definicién 5.3 (Cépula cola empirica)
Sean jon) Yy jon) los rangos de XU e YW j = 1,...,n, respectivamente. Se
define la cépula cola empirica superior como

Avm (z,y) = %Cn<<1—%€,1} x <1—%,1D

1 n
E Z I{jon) >n—kz y jo)>nfky} (53)
j=1

Q

n

Andlogamente, se define la cépula cola empirica inferior como

KLm <*777 y) = ECn (k_-??’ @> (5.4)

k n'n

%

1 n
F 2 (ke <)

conke{l,...,n}, k=k(n) — o0 yk/n—0 cuando n — cc.

Las definiciones anteriores estdan basadas en la siguiente representacién de la
c6épula empirica propuesta por Genest, Ghoudi y Rivest (1995):

Cn(u,v) = %ZI{Gn(x(j))gu y Ho(v)<o}  (w0) €10, 1]
j=1

Schmidt y Stadmiiller (2003) proponen los siguientes estimadores no paramétricos
del coeficiente de dependencia en colas, basados en las definiciones anteriores de
las cépulas cola empiricas:

Aom = Aun(1,1) (5.5)
XL,n = Ap.(1,1)
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Ambos autores demuestran que, bajo ciertas condiciones de regularidad,
\/E {/):UJ’L — /\U} — dN (0, 012])
Vk {Xl,n — )\L} — gN (O, O'%)

con N (0, 0'[2]) vy N (O, O'%) variables aleatorias centradas distribuidas normalmente
con varianzas

= ot () +(2aan)

Para mas detalles sobre propiedades de convergencia, normalidad y consis-
tencia se puede consultar Schmidt y Stadmiiller (2003).

Consideraremos ventanas temporales de un cuatrimestre de negocio (periodos
de 81 dias) cada uno de las cuales comprende los 40 dias anteriores al dia ¢
considerado, los 40 siguientes y el propio dia t. Para cada uno de esos periodos,
se calcula la estimacién empirica A ns =281, segin la expresién (5.6).

Puesto que las estimaciones del VaR son altamente sensibles al compor-
tamiento de las colas y, en concreto, a la dependencia en colas presente en la
distribuciéon de retornos de la cartera, la elecciéon del umbral k vendra deter-
minada por el nivel p del VaR correspondiente. Recordemos que el calculo del
coeficiente de dependencia en la cola inferior es equivalente a:

AL = hr{l P{Y <VaRi_,(Y)/X <VaRi_,(X)} >0
p—1

Mediante un procedimiento andlogo efectuado sobre el coeficiente de depen-
dencia en la cola superior

Ay = lim PAY > VaRy_(Y) /X > VaRy_p(X)} >0
p—>
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se obtienen las estimaciones empiricas an, n = 81, segin la expresién (5.5).
b

Una vez obtenidas las series de estimaciones empiricas de los coeficientes de
dependencia, en la cola superior e inferior, en cada periodo temporal, se propone
un modelo de serie temporal para cada una de ellas en el cual la influencia de
valores cercanos al instante ¢ considerado sea superior a la de los mas alejados
en el tiempo. La especificacién se corresponde con la de un modelo de alisado
exponencial doble de Holt (Gardner y Dannenbring 1980, Gardner 1985), ade-
cuado para series que presentan una tendencia de tipo lineal en su evolucién,
cuya especificacién es la siguiente:

/):t—i—k = a+ btk + €
az ah+(1—a)(a1+b1) 0<a<l (5.7)
by = Plar—a—1)+ (1 =P 0<pB<1

—~
o
co

La expresion (5.7) corresponde a la ecuacién de nivel y la (5.8) a la de la
pendiente.

Finalmente, es posible incorporar una estructura dinamica al modelo de cépula
a través de las relaciones establecidas en (5.1) y (5.2), que en cada instante ¢ per-
miten determinar, a partir de los valores Az y Ay, los pardmetros 67 y 02. El
parametro 63 permanece constante, segin el valor obtenido en la estimacién de
maxima verosimilitud realizada en el Capitulo 2, y la evolucién temporal afec-
tard a los valores de los parametros 6; y 65 que son los que gobiernan el grado
de dependencia del modelo mixto.

5.1. Modelo de copula dinamica DowJones&Ibex35

Las series de estimaciones empiricas de los coeficientes de dependencia en cada
cuatrimestre considerado, obtenidas segin las expresiones (5.5) y (5.6), respec-
tivamente, aparecen representadas en la figura 5.1. El umbral k utilizado se ha
determinado en funcién del nivel de probabilidad asociado al VaR, considerando
un valor que garantice la inclusién de un 15% de observaciones por la izquierda
(TDC inferior) o por la derecha (TDC superior). A continuacién se ha procedido
a realizar un doble suavizado exponencial de Holt sobre cada serie. En cada una
de ellas el valor seleccionado del pardametro es a = 0,1, resultante al minimizar
el error cuadratico medio del ajuste (figura 5.2).
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Figura 5.1: Estimaciones empiricas de los TDC en cada cuatrimestre obtenidas

a partir de la muestra bivariante filtrada (DowJones,Ibex35)
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En base a los modelos ajustados se han realizado predicciones de ambos coefi-
cientes para los préximos 4 anos (12 cuatrimestres), que han permitido determinar
el valor de los parametros de dependencia de cada modelo mixto de cépula, en
base a las expresiones siguientes, obtenidas a partir de (5.1) y (5.2):

. hy
01 = log(2) / log _ZUd
03

ALt

52775 = log(?)/log 2—@

~

03 = 0.497

La evolucion temporal de los parametros de dependencia del modelo mixto
puede observarse en la figura 5.3. En ella se aprecia que el pardmetro 0o tiene un
crecimiento més acusado. Recordemos que este pardmetro determina el grado de
dependencia de la cépula Gumbel supervivencia, que regula la dependencia entre
las pérdidas (cola inferior) de la muestra bivariante.

Se han efectuado simulaciones de 12 muestras de tamafno 2000 para cada par
(01,62) del Modelo 1 con 03 = 0.497, que corresponden a cuatrimestres consecu-
tivos de los cuatro anos siguientes al 28 de Marzo de 2006. Para cada una de ellas
se han generado los retornos de la cartera integrada por los indices Dow Jones e
Ibex35, con un peso de 0.5 para ambos indices, considerando cada marginal una
GPD de parametros los especificados para cada indice en el Capitulo 4 (tabla
4.1).

A partir de estos retornos se han determinado las medidas de riesgo corres-
pondientes, VaR y ES, para niveles de probabilidad p = (0.98,0.99, 0.995, 0.999).
La evolucién temporal del VaR, calculado para cada cuatrimestre considerado,
puede apreciarse en el grafico 5.4. En él se observa que a medida que aumenta el
cuantil calculado ( la pérdida asociada al valor en riesgo es mayor y, por tanto mas
peligrosa) el Var obtenido para el modelo de cépula estatico esta por debajo de los
valores en riesgo generados por el modelo dindmico, lo que conduce a pensar que
el riesgo estaria siendo subvalorado a través del modelo estatico. Por otra parte,
la posibilidad de calcular valores en riesgo para periodos temporales consecutivos
(en nuestro caso cuatrimestres), permite prevenir situaciones de riesgo extremo
a lo largo de un horizonte temporal fijado previamente: la aparicién de picos o
cumbres en la serie de predicciones sefiala con antelacion periodos especialmente
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Figura 5.3: Fvolucidn temporal de los pardmetros 601 y 02 del modelo mizto Gum-
belé Gumbel supervivencia

peligrosos, lo que facilita la aplicacién de medidas preventivas, en el caso de que
sea posible, o cuanto menos la posibilidad de estar sobre aviso. El gréafico 5.4
senala como especialmente peligroso el cuarto cuatrimestre a partir de la fecha
considerada, en todos los niveles de probabilidad.

Finalmente, en cuanto al valor del ES (la otra medida de riesgo en consi-
deracién) el gréfico 5.5 revela un comportamiento similar, e incluso més acusado,
que en el caso VaR. Se puede apreciar que en todos los niveles de probabilidad
considerados, la pérdida esperada obtenida sobre el modelo estatico de copula
infravalora, en la mayoria de los cuatrimestres considerados, las indicadas por el
modelo dindmico. De nuevo, los cuatrimestres 4 y 5 aparecen como especialmente
peligrosos.
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Figura 5.5: Predicciones del ES a un horizonte de 4 anos sequn el Modelo 1 para
diferentes niveles de probabilidad, con estructura dindmica (la linea discontinua
corresponde al ES obtenido a partir del modelo estdtico)



6

Conclusiones y Problemas
abiertos

Considerando nuestro trabajo en su totalidad y con cardcter general , creemos
que es posible afirmar que la obtenciéon de modelos basados en cépulas constituye
una aproximacién interesante, flexible y eficiente en la representacién de estruc-
turas de dependencia de series financieras bivariantes, que supera las carencias y
malas especificaciones inherentes a aquellas otras que parten de supuestos gaus-
sianos y tratan unicamente el aspecto lineal de la correlacion.

En cada uno de los capitulos se han tratado y resuelto de forma individua-
lizada las diferentes cuestiones que surgen en un planteamiento general del desafio
que constituye la elaboracién de una metodologia estadistica sélida que permita
abordar con garantias de éxito la valoracién y control de riesgos de mercados
financieros.

Dado que un modelo multivariante presenta dos componentes: la univariante
o marginal, que caracteriza cada una de las variables, y la estructura de depen-
dencia existente entre esas variables marginales, resulta posible plasmar de forma
separada estos dos aspectos del problema en términos matematicos con el fin de
obtener los modelos apropiados. Esto es lo que se ha hecho en el capitulo 1, de
forma genérica, conectando las funciones cépulas con la nocién de variable alea-
toria. Los conceptos, propiedades y resultados establecidos en él constituyen el
fundamento tedrico de partida que nos ha permitido acometer el resto de cues-
tiones.
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Hemos iniciado nuestro estudio con una propuesta de métodos inferenciales
que faciliten la seleccién del modelo de cépula mas adecuado a nuestra muestra
bivariante, prestando especial atencién a la informacién bruta extraida de las
muestra, proporcionada por las funciones de distribucién empiricas univariantes,
tratadas convenientemente, ligadas por su cépula empirica. Posteriormente se
utilizan métodos paramétricos para realizar el ajuste de diferentes modelos basa-
dos en copulas, y se indica como evaluar la bondad del ajuste a través de métodos
graficos y analiticos. Es aqui donde se perfilan como modelos maés eficientes aque-
llos que combinan diferentes familias de cépulas, puesto que son capaces de cubrir
de una forma mas precisa y flexible diferentes grados y estructuras de dependen-
cia.

También se ha resuelto la dificultad que presenta la presencia de dependencia
temporal en las muestras univariantes. Después de evaluar diferentes alternativas,
hemos optado por realizar un filtrado de dicha dependencia marginal a través de
procesos tipo GARCH con el fin de obtener marginales aproximadamente i.i.d
con colas pesadas, manteniendo la relaciéon de dependencia contemporanea. En
el capitulo 3 se propone una metodologia de ajuste para series financieras basada
en este tipo de procesos.

Una vez superadas las dificultades anteriores estamos ya en disposicién de
abordar el nticleo de nuestro problema: la representacion de la relacién existente
entre pérdidas de indices financieros, con el fin de valorar el riesgo potencial
de carteras de inversién construidas sobre ellos. A lo largo del capitulo 4 se
trata exhaustivamente esta cuestion, proporcionando herramientas que permitan
tratar el problema en todas sus facetas. Las distribuciones GPD resultan de gran
utilidad en la modelizacion de las pérdidas univariantes, proporcionando buenos
resultados en la obtencién de cuantiles altos.

Por tltimo, nos planteamos la posibilidad de dotar de una estructura dinamica
al modelo de cépula seleccionado. Puesto que nuestro interés fundamental se cen-
tra sobre el fenémeno de dependencia en colas, incorporamos la informacién pro-
porcionada por observaciones pasadas a este respecto no sélo en las distribuciones
marginales (procesos GARCH) sino también en la conjunta. Los candidatos ide-
ales para esta tarea resultan ser los coeficientes de dependencia en colas (TDC),
superior e inferior.

En el camino recorrido desde el inicio de nuestro estudio hasta su elaboracion
final, nos hemos encontrado con nuevos retos que han llamado nuestra atencion
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y a los que esperamos poder dedicar tiempo y esfuerzo en el futuro tales como:

e La utilizacién de modelos mixtos construidos como combinaciones lineales
convexas de familias de copulas se perfila como una herramienta potente para
capturar diferentes estructuras y grados de dependencia. A la flexibilidad carac-
teristica de los modelos basados en copulas, que permiten ligar diferentes modelos
marginales con diferentes estructuras bivariantes en un nimero infinito de formas,
se anade la proporcionada por los pesos de la combinacién lineal que permiten
dar mayor importancia a la dependencia de uno u otro signo o a la ausencia de de-
pendencia en colas. Resultaria interesante seguir analizando estructuras distintas
a las ya utilizadas en esta tesis.

e La posibilidad de dotar a los modelos de copula de una estructura que
refleje la evolucién temporal conjunta de observaciones pasadas, también resulta
una linea de trabajo interesante, en su doble faceta de obtener aproximaciones
alternativas a la propuesta en esta tesis, que permitan obtener modelos dindmicos
de copulas, y en la de explorar diferentes usos de los mismos.

e Por 1dltimo, quedaria pendiente la tarea de generalizar los resultados obtenidos
al caso multidimensional.

Para finalizar, inicamente senalar que para la realizaciéon de los diferentes
procedimientos empleados a lo largo de los desarrollos se ha utilizado el pa-
quete estadistico Splus 6.1 en su versién para Windows, especialmente el médulo
S+FinMetrics en su version 2.0.1 que incorpora funciones especificas de tratamiento
de series financieras y la libreria MASS realizada por Venables, W. y Ripley, B.
version 7.0.
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Relacion de Procedimientos

A continuacién, se relacionan los procedimientos y funciones desarrollados
para la implementacion de las diferentes técnicas propuestas a lo largo de esta
tesis. Para su realizacién se ha utilizado el paquete estadistico Splus 6.1 en
su version para Windows, especialmente el médulo S+FinMetrics en su version
2.0.1 que incorpora funciones especificas de tratamiento de series financieras y la
libreria MASS realizada por Venables, W. y Ripley, B. version 7.0.

También senalar, que han sido de gran ayuda los textos de Carmona (2004),
Krause y Olson (2002), Venables y Ripley (2002) y Zivot y Wang (2003).

Capitulo 2:
e Alinear y describir series.scc
Incluye las funciones
migqnorm <- function(x)
forma <- function(x)
e Retornos.scc
e Copula empirica.scc
Incluye las funciones
empiric.df <-function(data,x)
tail.index.empirical.copula <-function(copula)
e Estimacion Genest-Rivest.scc

Incluye las funciones
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calc.theta <- function(ktau)
kfi.1 <- function(t,a)
kfi.2 <- function(t,a)
kfi.3 <- function(t,a)
varW <- function(y)
varW.2 <-function(y)
sd.clayton <- function(copula)
sd.gumbel <- function(copula)
e Estimacion CML.scc
Incluye las funciones
neg.log.lik <- function(param,copula,data)
AIC <- function (copula)
L.theta.clayton <- function(a,u,v)
L.u.clayton <- function(a,u,v)
L.v.clayton <- function(a,u,v)
L.theta.frank <- function(a,u,v)
L.u.frank <- function(a,u,v)
L.v.frank <- function(a,u,v)
N.cl
M.cl
sd.cl
N.frank
M.frank

sd.frank



L.theta.gumbel <- function(a,u,v)
L.u.gumbel <- function(a,u,v)
L.v.gumbel <- function(a,u,v)
N.gumbel
M.gumbel
sd.gumbel
L.theta.normal <- function(a,u,v)
L.u.normal <- function(a,u,v)
L.v.normal <- function(a,u,v)
N.normal
M.normal
sd.normal
suml
e Estimacion modelos mixtos.scc
Incluye las funciones
duv.mix <-function(u,v,parl)
negloglik <- function(parl)
ti.low.mix
ti.up.mix1
du.g
du.gs
duv.mix2 <- function(u,v,param?2)
negloglik2 <- function(param2)

du.g2
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du.c2
Capitulo 3:
e Filtrado GARCH-DowJones.scc
e Filtrado GARCH-Ibex35.scc
Capitulo 4:
e Dependencia en colas.scc
Incluye las funciones
chi.plot.ur_function(datos)
chi.plot.ll_function(datos)
gpdDJ.sim
gpdIb.sim
residDJ.umbral
residDJ.umbral.est
residIb.umbral
residIb.umbral.est
e Densidades.scc
Incluye las funciones
fxy.mod1<-function(x,y,a,b,c)
fxy.mod2<-function(x,y,a2,b2,c2)
e Simulacion modelos mixtos.scc
Incluye las funciones
rfib <- function(n)
generacién.mod1

generacién.mod?2



muestra.mod1.3000
muestra.mod2.3000

e Simulacién retornos cartera.scc

Incluye las funciones
retornos.sim<- function (Q, sim.u, sim.v, x.est, y.est, lambdal, lambda2)
vi.ml
vi.m2
Risk.portf.normal
icml.var
icml.es
icm2.var
icm?2.es

Capitulo 5:

e Copula dinamica.scc

Incluye las funciones
lambda.inf <- function(x.rank,y.rank)
lambda.sup<-function(x.rank,y.rank)
muestra.mod1.2000

risk.m1.2000
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