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- Isaw...I saw a city in the clouds.
- Mmm. Friends you have there.

- They were in pain.

- It is the future you see.

- Future? Will they die?

Yoda closes his eyes and lowers his head.

- Difficult to see. Always in motion is the future...

(THE EMPIRE STRIKES BACK,
Script adaptation by Lawrence Kasdan and Leigh Brackett from a story by George Lucas)
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Prélogo

Dicen que el saber no ocupa lugar. Si el saber es sindonimo de experiencia tal vez no debiera haber duda alguna al
respecto. Si en cambio ese saber es reflejo de la formacion cultural de una persona, los limites podrian venir marcados
por su afan de conocimiento pero también por su memoria. Estos mismos limites serian aplicables a cualquier individuo
para el que “saber” no fuera otra cosa que la capacidad para retener en su cabeza un volumen determinado de
informacion sin importar que ésta estuviese referida a los nimeros de la guia telefonica o a las palabras del diccionario

enciclopédico. En cualquier caso, en el mundo empresarial, la frase se nos antoja aprovechable en uno u otro sentido.

Seglin van pasando los dias, el ordenador personal permite almacenar mas informacion, mas saber, en menos espacio.
Existen grandes bases de datos que recogen histdricos de una compaiiia al nivel de detalle que se desee. Si bien existen
restricciones impuestas en funcidon de la memoria de los equipos, la cantidad de datos recogidos suele ser suficiente para

plantear estudios de mercado y tomar decisiones que puedan mejorar la evolucion del negocio.

Puede ser que este saber no exista. Seria el caso, por ejemplo, de una compaiiia nueva en cualquiera de los sectores
(telecomunicaciones, industria, banca, seguros, etc.) que no tuviese ningiin dato almacenado sobre el que basar algin
analisis especifico. También podria ser ilustrativo el ejemplo de una compafiia que quisiera lanzar un producto nuevo y
no tuviera por tanto historia del mismo para poder conocer la respuesta que pudiera esperar tras una campafia comercial.
Un tercer caso podria venir inducido por un cambio significativo de comportamiento que experimentara el mercado
haciendo inservible cualquier informacion almacenada. Es entonces cuando el saber del experto de negocio, basado en
la experiencia de la que hablabamos, juega un papel determinante siendo su opinion la que terminara conduciendo a la

toma de una decision final.

La situacion ideal se plantea cuando se combina la experiencia del analista en un negocio determinado con unas
circunstancias del mercado que hacen que los historicos de datos de la compaiiia resulten de un valor incuestionable.
El saber del experto se fusiona con el saber almacenado en sus equipos informaticos y esto le permite realizar una

planificacion de las acciones a emprender a corto, medio y largo plazo.

Obviamente, “saber” no va siempre asociado a algo que ya ha pasado como pudiera entenderse si lo relacionamos con
la experiencia o el grado de formacion cultural de la persona. No sorprende a nadie la atraccion del ser humano por
saber lo qué pasara en el futuro, inquietud que se remonta a nuestros antepasados. Ya en la Edad Antigua, los oraculos,
estaban vinculados a dos clases de instituciones: la adivinacion y el profetismo. En la Grecia clésica el oraculo se
establecia en un lugar determinado (el ordenador personal), presidido e inspirado por un dios (la matematica) y
secundado por sacerdotes que servian de intérpretes (los analistas que disefian los modelos y que, junto con los expertos

de negocio, interpretan los resultados proporcionados por €éstos para tomar las Gltimas decisiones).
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0. Introduccion

Una de las principales funciones de una empresa transportista de gas es disefiar un plan de operaciones a través del cual
pueda garantizar la continuidad y seguridad del suministro de gas natural y la correcta coordinacion entre los puntos de
acceso, los almacenamientos, el transporte y la distribucion teniendo en cuenta las necesidades y caracteristicas de cada
uno de sus tipos de clientes tanto dentro del ambito industrial como del doméstico. En nuestro pais, Enagas es la
principal empresa transportista de gas y entre sus activos, cuenta con 7.538 km de gasoductos de alta presion, tres
plantas de regasificacion (Barcelona, Cartagena y Huelva) y la propiedad o gestion de los almacenamientos de gas
natural. La gestion del plan de operaciones es una tarea muy compleja que se realiza no s6lo en funcién de los recursos
de gas disponibles sino también de la demanda prevista a abastecer y del cumplimiento de los compromisos

contractuales tanto con las empresas suministradoras como con las distribuidoras y comercializadoras.

La aparicion de las comercializadoras de gas ha tenido lugar a raiz de la reciente liberalizacion del mercado del gas en
Espafia (desde Enero de 2003). Segin la nueva normativa, un cliente no tiene porqué mantenerse en el mercado
regulado que se rige de acuerdo a las tarifas fijadas por el gobierno, sino que puede comprar directamente en dicho
mercado, elegir una comercializadora a la que pague una tarifa de menor coste o establecer contratos bilaterales.
El crecimiento del nimero de comercializadoras, el incremento esperado del consumo y la capacidad limitada de la red
de gasoductos, son factores a tener en cuenta a la hora de elaborar el plan de operaciones. Resulta por ello
imprescindible para el departamento encargado de su gestion, disponer de unas buenas herramientas de prediccion de la
demanda a distintos horizontes para poder adaptarse de manera adecuada a las necesidades de suministro a corto (10
dias con detalle horario) y medio (1-3 afios) plazo. Cuanto mayor sea la bondad de las predicciones que proporcionen
estos sistemas, mas fielmente se cefiiran a la realidad los programas y planes de gestion citados y por tanto mas

beneficiosos resultaran los resultados de la operacion.

Existe un amplio abanico de metodologias matematicas para el tratamiento de problemas de prediccion de demanda de
gas a corto y medio plazo. Queremos observar que por lo general éstas técnicas son igualmente aplicables al sector
eléctrico y por ello no debe de extrafiar que la literatura que nos ha servido de consulta haga referencia indistintamente a
uno u otro sector. La diferencia fundamental radica en el periodo de influencia del factor meteorologico sobre la
demanda, que abarca al invierno (calefaccion eléctrica) y al verano (aparatos de aire acondicionado) en el caso eléctrico
y s6lo al invierno en el caso gasista. Esta circunstancia no afecta desde un punto de vista metodoldégico sino unicamente
a la hora de definir las variables climaticas que participan en los modelos y es por ello que, aun cuando la exposicion
que hacemos en esta tesis esta centrada en el mercado gasista, ya hemos contrastado la validez de los métodos que

proponemos en uno y otro ambito.
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0.1 Estado del arte

Si bien como hemos dicho los métodos de prediccion que se manejan en la actualidad son aplicables a datos de
demanda referidos tanto al gas como a la electricidad, la utilizacion de ellos esta condicionada por el horizonte de

prediccion para el que se plantea el estudio.

En el tratamiento a corto plazo se pretende obtener predicciones con detalle diario para un horizonte que suele depender
del maximo periodo para el que se disponga de una prevision fiable de los agentes climatologicos y que habitualmente
oscila entre 10 y 15 dias. Después de haber trabajado durante mas de tres afios en problemas de prediccion de demanda
a corto plazo y haber contrastado la eficacia de diversas alternativas creemos que, por las caracteristicas de este tipo de
series, es la metodologia Box-Jenkins fundamentada en el empleo de modelos ARIMA, la que proporciona unos
mejores resultados (véase por ejemplo el estudio para la British Gas North Western que se expone en [FIREAST]).
Estos modelos plantean a través de una ecuacion lineal (aditiva en las variables) la relacion entre la demanda en un

“t 2

instante de tiempo “z , el valor de la propia variable en instantes anteriores de tiempo (parte ARI del modelo) y el error
que el modelo ha podido cometer en dichos instantes (parte MA). Es esta capacidad para corregirse en funcion de los
errores de prediccion mas recientes la que los hace especialmente orientados para la prediccion a corto plazo. A través
de una ecuacion autorregresiva el modelo refleja la tendencia, variabilidad y estacionalidad de los datos, captura
mediante un “andlisis de intervencion” el efecto del calendario laboral presente en series cuyo comportamiento es
marcadamente industrial e identifica el efecto de las variables climaticas, caracteristico de la demanda doméstica, a
través de “modelos de funcion de transferencia” convenientemente ajustados. Hay que tener en cuenta que esta

metodologia asume ciertas condiciones de estabilidad del histdrico y una hipotesis fuerte de linealidad en la relacion

existente entre la variable a predecir, su pasado y los agentes climatologicos que participan.

Otra técnica muy utilizada para hacer predicciones a corto plazo es la red neuronal que pierde la capacidad de
interpretar facilmente las asociaciones que plantea entre los elementos que en ella intervienen pero que, a cambio,
permite detectar comportamientos no lineales complejos y aprender de ellos para aumentar su potencia predictiva.
Conceptualmente estos modelos enlazan los valores de las variables explicativas (almacenados en los nodos de una capa
denominada “capa de entrada”) con los valores correspondientes de la variable a predecir (almacenado en un unico
nodo de la denominada “capa de salida”) asignando un valor (peso) a cada par de nodos enlazados. El objetivo que se
persigue es la estimacion de los pesos de la red, es decir, el calculo de los valores que permiten reflejar de forma optima
la relacion de dependencia existente. En su estructura mas basica (una capa de entrada y otra de salida) la red neuronal
establece una relacion lineal entre las variables que participan en el modelo. Sin embargo, también es posible intercalar
capas intermedias denominadas “capas ocultas” que permiten plantear relaciones no lineales (ocultas) entre las
variables. Con el fin de esclarecer las posibles dependencias no lineales que llevan a algunos autores a catalogar de
“caja negra” a los modelos de red neuronal, surgen mas recientemente los sistemas difusos de inferencia basados en
la implementacion de una relacion de reglas que utilizan la informacién en términos lingiiisticos y por tanto mas
transparentes (“si hace bastante frio en invierno, la demanda de gas crece mucho”). Entre los inconvenientes principales
de esta metodologia destaca el crecimiento desmesurado de reglas conforme crece el nimero de variables de entrada y

la necesidad de traducir en valores numéricos las predicciones también lingtisticas (difusas) que estos métodos ofrecen.
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Con el fin de mejorar los altos costes computacionales que conlleva la implementacion de los sistemas difusos, algunos
autores proponen un modelo hibrido denominado red neuronal difusa que basicamente consiste en alimentar con una
base de reglas difusas a una red neuronal. En este contexto de las redes de neuronas y los sistemas difusos aplicados a la
prediccion de la demanda energética podemos citar por ejemplo los articulos de [LYXUE] , [MUHAII] o
[VACHUNTA].

Cuando el numero de variables explicativas crece de forma desmesurada, las posibilidades de sobreajuste de los
modelos neuronales aumentan a la vez que disminuye su potencia predictiva. Para resolver este problema existen
técnicas de Inteligencia Artificial como son los algoritmos genéticos o los sistemas expertos, de cuya aplicacion al

problema de prediccion de la demanda a corto plazo podemos encontrar una breve descripcion en [PERWHI].

Respecto del tratamiento a medio plazo, encontramos también diferentes propuestas de modelizacion para la prediccion
con detalle mensual o diario en funcion del objetivo que se persiga. Asi por ejemplo segun se cita en [MEHRA], para el
tratamiento mensual acostumbran a utilizarse modelos econométricos planteados a través de una relacion de
ecuaciones en las que la demanda se expresa como una funciéon de factores econdmicos tales como la poblacion, el
ingreso per cépita, el precio de los distintos medios de combustible alternativos a aquél que se predice, etc.
Otra alternativa que se comenta vuelve a ser el empleo de modelos ARIMA que suele concretarse en modelos X11 los
cuales estan especialmente orientados al tratamiento de series mensuales, incorporando variables que hacen referencia
al nimero de dias laborables y festivos que tiene un mes, el momento del afio en el que cae la Semana Santa, si el mes
de Febrero es bisiesto, etc. En estos modelos puede utilizarse como variable explicativa un dato de temperatura media

mensual si bien dicho efecto suele venir recogido en gran medida por la propia periodicidad anual de la serie.

También es frecuente hacer la prediccion a medio plazo en términos diarios. Aunque no tiene sentido plantearse el
conocimiento del valor esperado para la demanda en un dia concreto de alguno de los dos afios a los que se plantea el
estudio, si resulta de interés el consumo maximo diario que pueden llegar a alcanzarse en un periodo determinado
(denominado “pico” en la terminologia energética) asi como su probabilidad de ocurrencia. No sélo se trata de realizar
la mejor prediccion posible del pico de consumo sino la probabilidad de tener que cubrir una demanda que supere en un
determinado porcentaje el valor pronosticado. A este nivel, la influencia meteoroldgica es determinante pero
obviamente desconocida pues no son realistas las previsiones que puedan proporcionarse mas alla de la primera semana
o quincena. Por ello los modelos que normalmente se utilizan se mueven en el ambito de la simulacion, es decir, la
propuesta de una prediccion “base” que se considera en condiciones normales de temperatura y las posibles variaciones
que cabe esperar ante diferentes escenarios térmicos configurados por el analista. La tesis de [GUTIER] que aborda la
prediccion de la demanda eléctrica residencial en Andalucia, cita algunos de los enfoque mas utilizados para la
prevision del pico de demanda como el modelo econométrico simple de Spann y Beauvais (1977) en el que la punta
de demanda se considera como el resultado de una componente base y otra que refleja el efecto de la temperatura.
También menciona la posibilidad de utilizar modelos ARIMA de mayor o menor grado de complejidad como por

ejemplo el modelo de Abraham,B. (1983) para la prevision de la demanda eléctrica en el estado americano de Iowa.

Otra forma alternativa de predecir la demanda a medio plazo con detalle diario es realizando una prediccion mensual y
desagregando el resultado en valores diarios. El procedimiento propuesto en el articulo de [GIDEDU] consiste en
realizar una prediccion de la demanda de gas a partir de la facturacion mensual y de las temperaturas medias mensuales

esperadas y posteriormente descomponer dicha prediccion en valores diarios a través de una ecuaciéon que permite
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obtener las distribuciones de consumos diarios a partir de las distribuciones de consumo mensuales.

En esta tesis proponemos nuevos métodos para predecir a corto y medio plazo la demanda de gas, y por extension la
demanda eléctrica, conjugando algunas de las técnicas citadas con el empleo de una clase de funciones denominadas
copulas. Las posibilidades de este tipo de funciones en el ambito de la simulacion las hacen muy atractivas para abordar
problemas de prediccion a medio plazo y hemos considerado que es ésta una razén de peso para considerar la
metodologia que proponemos como una alternativa mas de prediccion a dicho horizonte, sin intencion de establecer una

comparativa rigurosa con los resultados a los que puedan conducir algunas de las técnicas que acabamos de enumerar.

En cuanto al corto plazo se refiere, las funciones copula suelen ser utilizadas para predecir series de caracter financiero
sujetos a una fuerte volatilidad que en el contexto de la demanda energética acostumbra a traducirse en la prediccion de
los precios del gas y/o la electricidad (véase por ejemplo [KETTLER]). Por ello, dado que su empleo no parece estar tan
orientado a la precision que exige la prediccion puntual de la demanda energética para un dia determinado y teniendo en
cuenta la amplia variedad de métodos que de antemano existe para tratar el problema, hemos estimado oportuno
contrastar con alguno de ellos, los resultados a los que conduce un algoritmo que proponemos basado en su utilizacion.
De esta forma pretendemos hacernos una idea de las posibilidades que pueden llegar a ofrecer estas funciones en un
estudio predictivo a corto plazo y sentar las bases de futuras lineas de investigacion. En concreto, hemos decidido
comparar los resultados conseguidos con dicho algoritmo con aquellos proporcionados por una solucion de eficacia
contrastada en el tratamiento de este tipo de series. La solucion a la que hacemos referencia y que también hemos
mencionado en este capitulo consiste en aplicar la metodologia Box-Jenkins basada en el empleo de modelos ARIMA

complementado con modelos de funcion de transferencia para reflejar el efecto de las variables de temperatura.

0.2 Objetivos

El objetivo fundamental que persigue esta tesis es definir una metodologia que automatice el proceso que conlleva
realizar una prediccion diaria a medio plazo (1-2 afios) para una serie de demanda energética y, a través de ella, conocer
el “pico” que se puede presentar durante dicho horizonte. A tal fin hemos utilizado un historico de datos que refleja la
demanda de gas natural en Madrid asi como las temperaturas maximas y minimas registradas en algunos observatorios
de la provincia. Estos datos han sido proporcionados por el Departamento de Analisis y Simulacion de la compafiia

Enagés.

El método que proponemos sugiere como punto de partida realizar una prediccion diaria de la demanda para los dos
proximos afios en condiciones normales de temperatura siendo asi posible conocer, bajo esta hipotesis de normalidad, el
valor maximo que se puede esperar durante un periodo concreto (un invierno, un afio, etc.). Este planteamiento inicial
sigue en cierta medida las directrices marcadas por autores como Engle, Granger, Mitchem y Ramanathan (1979) o

Stanton y Gupta (1980) quienes consideran que una forma adecuada de abordar esta problematica es estimar la

demanda L, deun dia genérico “t”, y posteriormente considerar el pico esperado para ella como el mfzx {L,}

Para hacer esta prediccion inicial, establecemos qué se entiende por condiciones climaticas normales y construimos a
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partir de un historico diario de demanda de gas, aquél que hipotéticamente se hubiera presentado en dichas condiciones.
Asi, a partir de un nuevo historico cuyo comportamiento esta aislado de la influencia meteorologica, realizamos en una
segunda fase, una prediccion a dos afios vista a través de un modelo autorregresivo que incorpora entre sus variables
explicativas el patron ciclico de la serie, la extrapolacion del cual permite plantear dicha prediccion. Para la deteccion
de este patron ciclico hemos utilizado técnicas de suavizado de curvas como son el analisis mediante wavelets y los

splines de regresion.

En una tercera fase, aplicamos la Teoria de Cépulas para analizar la relacion de dependencia existente entre las
desviaciones de los datos reales de demanda con respecto a los datos construidos en condiciones normales y las
desviaciones entre los valores reales de temperatura y los supuestamente normales y, a partir de dicho anélisis,
simulamos el comportamiento que cabria esperar para la demanda en determinados escenarios térmicos. Esta es una de
las caracteristicas mas innovadora que aporta esta metodologia, el empleo de funciones copula para analizar a fondo la
relacion demanda/temperatura, cuantificar la respuesta del consumo ante situaciones climatologicas especialmente
adversas y dar un resultado basado, no en un tnico valor esperado alrededor del cual se construye un intervalo de
confianza simétrico, sino en toda una distribucion de valores sujeta a posibles asimetrias y apuntamientos que permita
valorar la probabilidad de que la demanda alcance ciertas cotas y evaluar el riesgo asociado a la toma de determinadas
decisiones. Es precisamente esta propuesta de utilizar esta teoria en el ambito de la prediccion de la demanda energética
la que nos ha llevado a profundizar en las posibilidades que puede ofrecer y la que, en cierto modo, nos ha motivado a

definir a esta tesis como una tesis sobre copulas.

Queremos hacer hincapié en que, en este contexto de la prediccion del pico de demanda, no es tan importante conocer
con exactitud el valor méaximo esperado para la demanda como la distribucion de valores esperados que permita evaluar
la probabilidad de que éste se presente y el riesgo que puede conllevar. Obviamente es de esperar que el pico de
consumo diario se presente, casi con toda seguridad, en una condicion climatologica especialmente adversa, o lo que es
lo mismo, que valores extremos de la demanda de gas vayan a ir asociados a valores extremos de las variables de
temperatura. A este respecto, la denominada Teoria del Valor Extremo, introducida en los afios cincuenta por el
matematico aleman Emil Julius Gumbel, es una rama de la estadistica que estudia los extremos de distribuciones de
probabilidad, analiza la relacion existente entre las colas de dichas distribuciones y evalia el riesgo asociado de que se
presenten situaciones poco habituales. La teoria de copulas presenta algunos vinculos con esta teoria puesto que se basa
en encontrar la funcién de distribucion conjunta que mejor representa a un conjunto de variables univariantes, la cual,
en el caso que nos ocupa, debe enfatizar la relacion de dependencia caracteristica que se establece entre las colas de las
variables demanda y temperatura. Veremos que cobran especial interés las denominadas cépulas de valor extremo a
las cuales el propio Gumbel hizo su particular aportacion (cépula de Gumbel) y que va a participar frecuentemente en

nuestros analisis.

La idea que hemos perseguido es construir una herramienta informatica que, en funciéon de unos histéricos de demanda
energética (gas o electricidad) y temperaturas (maxima y/o minima) de la zona en la que han sido registrados, genere un
patron de consumo en condiciones climaticas normales, proponga la funcion copula que mejor identifique la relacion
entre ambas variables en un mes concreto y, a partir de ella, simule el comportamiento de la demanda bajo condiciones
climatoldgicas desfavorables para, en particular, poder conocer el valor méximo que puede llegar a alcanzar y su

probabilidad de ocurrencia. En este proceso, uno de los principales problemas que hemos encontrado y que surge en
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general cuando se trabaja con funciones copula es determinar aquella familia que mejor se ajuste a la muestra de datos
dada e identifique de forma adecuada la relacion de dependencia en ella implicita. Hemos utilizado un criterio ya
existente, basado en someter a un contraste de bondad de ajuste a una relacion de cdpulas candidatas (véase [DOSCH])
y proponer como mejor alternativa aquella para la cual el estadistico de Pearson, evaluador del contraste, presente un
menor valor respecto de una particion dada del cuadrado unidad , el cual, dicho sea de paso, contiene al soporte de estas

funciones.

Ante la posibilidad de que ninguna de las familias candidatas proporcione un buen valor para dicho estadistico que
permita garantizar que la copula se ajuste en cierta medida a la muestra, hemos propuesto un método de construccion de
funciones copula empiricas no paramétricas que constituye el pilar tedrico de esta tesis. Las funciones cuya
construccion detallamos se obtienen por interpolacion polindomica del dominio de definicion de una clase de funciones
denominadas subcopulas de la cual seleccionamos aquella que presenta un valor minimo (y por tanto dptimo) para el
estadistico de Pearson. La intencion es disponer de una funcidon cépula alternativa a la mejor familia candidata de
expresion conocida en caso de que, por alguna razon, no consigamos a través de esta ultima unos resultados
suficientemente satisfactorios. La naturaleza empirica de las copulas que vamos a construir permite reflejar
dependencias locales en funciéon de la mayor o menor concentracion de los pares muestrales en distintas regiones del
cuadrado unidad, pudiendo desempeiiar el papel de copulas pertenecientes a clases de comportamiento tan dispar como

la “gaussiana” o la de “valor extremo”, aunque creemos que su principal virtud serd la de capturar relaciones

multimodales incapaces de recoger en ocasiones por las familias mas convencionales.

Si bien las posibilidades de las funciones copula dentro del ambito de la simulacion las hacen especialmente atractivas
para abordar problemas de prediccion a medio plazo, también proponemos una manera de tratar la prediccion de
demanda energética a corto plazo (y en general cualquier tipo de prediccion de series temporales), a través de un
algoritmo innovador basado en el empleo de este tipo de funciones. El método que proponemos parte de las
predicciones obtenidas con un modelo ARIMA ajustado unicamente a partir del historico de la variable a predecir y
suple el empleo de funciones de transferencia por el de funciones copula con las que trata de ir reduciendo en sucesivas
iteraciones el error medio porcentual que se obtiene conforme se tiene en cuenta la informacién aportada por distintas
variables explicativas. La idea basica que subyace bajo el algoritmo es encontrar la copula que mejor explique la
relaciéon de dependencia entre los errores de prediccion derivados del ajuste del modelo y los valores que toma una
variable explicativa. Conocida esta relacion es posible predecir el error que se espera cometer de acuerdo a un valor
concreto del regresor para, en funcion de él, llevar a cabo la correccién correspondiente y proponer una nueva

prediccion a la que ird asociada otro error de prediccion que podra ser relacionado con una nueva variable.
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0.3 La tesis

Esta tesis se encuadra dentro de los objetivos que persigue el programa de doctorado del Departamento de Estadistica
e Investigaciéon Operativa de la Facultad de Matematicas de la Universidad Complutense de Madrid, cuya
finalidad es potenciar la investigacion de metodologias y resultados tedricos orientados a dar solucion a un problema

practico.

La exposicion que realizamos esta estructurada en dos grandes bloques, uno puramente teérico en el que exponemos
algunas nociones de la teoria de coépulas que consideramos basicas para el mejor entendimiento del método de
construccion de copulas que planteamos y otro practico en el que abordamos la prediccion de la demanda de gas a corto

y medio plazo mediante el empleo de este tipo de funciones.

El bloque teodrico se compone de un total de 6 capitulos de los cuales damos a continuacién una breve descripcion:

— En el primero de los capitulos, se hace una presentacion de las funciones copula, dandose su definicion,
haciéndose mencion de los diferentes tipos y familias que existen y citandose las diferentes versiones del

teorema de Sklar, resultado que supone uno de los pilares sobre el cual se construye esta teoria.

— El segundo capitulo enumera diversas técnicas existentes que permiten seleccionar la familia de copulas que
mejor se adapta a la relacion de las variables que intervienen en un analisis y dentro de la familia seleccionada

aquél miembro que se considera mas adecuado para ello.

— El tercer capitulo hace un repaso de los métodos existentes para la construccion de funciones copula tanto
desde la perspectiva geométrica como desde la puramente analitica y, en conjuncion con el capitulo segundo,

sirve de introduccion al siguiente que constituye la aportacion teorica fundamental de esta tesis.

— En el capitulo cuarto se presenta una metodologia para la generacion de funciones copula alternativa a las
expuestas en el anterior. Se basa en la interpolacidén polinomica del dominio de definicion de aquella funcion
subcopula que optimiza el valor del estadistico de Pearson. Segiin se explica en el capitulo segundo, este
estadistico es utilizado por algunos autores como criterio de evaluacion de la bondad del ajuste de las

funciones copula a los datos.

Para mostrar como la construccion de copulas a partir de subcopulas se complica conforme crece el orden de
los polinomios interpoladores comparamos, a modo de ejemplo, la interpolacion bilineal (realizada mediante
polinomios de orden 1) con la clibica, llevada a cabo a través de polinomios de Hermite. En este tltimo caso,
se presenta un amplio desarrollo, a raiz del cual se obtienen restricciones a imponer sobre dichos polinomios

para que el resultado de la interpolacion sea una funcion copula. Ademas, se presenta otro método de
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aproximacion mediante polinomios de Bernstein el cual conduce a superficies que, si bien no interpolan
exactamente el dominio de definicion de la subcopula de partida, dan lugar a copulas de aspecto mas suave y

apropiado para ser utilizadas con fines predictivos.

—  El quinto capitulo explica la utilidad de las funciones copula para realizar predicciones a medio plazo. Cuando
el horizonte de prediccion se prolonga, es dificil disponer de un valor fiable para todos y cada uno de los
agentes explicativos que intervienen en el sistema. En tales circunstancias, el analista acostumbra a plantear
diferentes escenarios configurados por hipotéticos valores de estos factores y, de acuerdo a éstos, realiza una
simulacion de la evolucion del sistema. Explicaremos como la determinacion de una funcioén copula que se
ajuste bien a los datos permite obtener una buena representacion de la funcién de densidad de la variable a
predecir condicionada a las explicativas (densidad cépula condicionada). La simulacion de la evolucion de

nuestro sistema se puede establecer a partir de la simulacion de valores de la copula condicionada.

— Finalmente el sexto capitulo detalla una posible forma de aplicar este tipo de funciones para realizar
predicciones a corto plazo dada una serie temporal. Se argumentan los posibles problemas que pueden surgir
con el empleo de este tipo de funciones cuando las variables sobre las que se definen presentan algun tipo de
dependencia temporal y la posibilidad de utilizarlas como método alternativo al empleo de modelos de funcioén

de transferencia para reflejar la influencia de una variable explicativa en aquella que se desea predecir.

Por otra parte, el bloque practico se compone de un Unico capitulo (el séptimo) que consta de dos apartados orientados

respectivamente a la utilizacion de las funciones copula para la prediccion a corto y a medio plazo:

— El primero de los apartados trata la prediccion a medio plazo (entre 1 o 2 afios) con detalle diario. Para una
compaifiia del sector gasista el conocimiento del “pico” diario que puede esperarse para el invierno del afio
siguiente le permite evaluar si la capacidad del gasoducto es suficiente para soportar la demanda de una

determinada poblacion y, en funcion de ello, plantear una posible expansion de su infraestructura.

Si bien en esta tesis analizamos como hemos dicho, una serie de demanda de gas, la metodologia seria
igualmente aplicable a una de consumo eléctrico. Para una compaiiia de este sector, el conocimiento del “pico”
diario de demanda le permite realizar planes para que sus sistemas estén preparados ante posibles sobrecargas
de la red. En las provincias del norte peninsular, este valor punta suele darse en invierno como resultado de una
ola de frio que provoca un efecto de saturacion de los sistemas de calefaccion eléctrica. En la zona sur, el
problema estd mas asociado a la estacion del verano derivado de los aires calidos procedentes del Sahara

traducidos en un preocupante incremento de la venta de aparatos de aire acondicionado.

El método que se detalla permite, en una primera fase, la obtencion de un patréon de comportamiento diario de
la demanda a dos afios vista en condiciones normales de temperatura (patron climatico). En una fase posterior,

se describe como aislar el historico de datos de demanda del efecto climatico para llevar a cabo la prediccion a
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tan largo horizonte (de 365 a 2*365 dias) a partir de un modelo autorregresivo y de las componentes de baja
frecuencia resultantes de la descomposicion de la serie de demanda mediante funciones wavelets o splines de
regresion. En una fase final, las funciones copula van a permitir simular el crecimiento o decrecimiento
esperado de la demanda supuesto un incremento del valor de los agentes climatoldgicos respecto del patron
estandar establecido. La relacion entre la demanda y la temperatura no es lineal y ademas presenta un
comportamiento dificil de capturar en situaciones extremas. Existen familias de copulas que hacen énfasis en
la relacion entre sucesos “cola” y que, como veremos, se ajustan bastante bien a este tipo de situaciones.
También veremos que las copulas obtenidas por la metodologia de construccion que se describe en el capitulo

cuarto del bloque teorico, pueden ser una buena aproximacion a estas familias.

— El segundo de los apartados trata la prediccion a corto plazo de demanda de gas.

Los programas de una empresa responsable de la gestion de las redes de transporte de gas se establecen en
funcion de los recursos disponibles (yacimientos), la demanda prevista que debe ser abastecida, el
cumplimiento de compromisos contractuales con empresas suministradoras y comercializadoras, etc.
La dificultad para mantener la calidad del gas (presion) dentro del gasoducto justifica la necesidad de que la
prediccion no exceda en demasia el dato real de demanda: el gas calienta menos y, en consecuencia se necesita
mas, con la consiguiente pérdida econdmica para la compaifiia. Si por el contrario el dato predicho se situa
significativamente por debajo del real, los clientes industriales podrian ver reducidas sus tasas de produccion y

los domésticos plantearse el empleo de otro combustible como forma de calefaccion para su hogar.

Las principales dificultades de modelizacion surgen a la hora de realizar una prediccion condicionada a unas
circunstancias climaticas especialmente desfavorables, mas aun cuando éstas se presentan de manera brusca e
inesperada (olas de frio en Marzo). Como ya hemos comentado, entre las diferentes técnicas que pueden ser
contrastadas, los modelos ARIMA con funciones de transferencia para reflejar el efecto de las temperaturas
constituyen tal vez la alternativa que proporciona unos mejores resultados. La idea que proponemos en su
lugar, sugerida como veremos por la manera de proceder en el ajuste a medio plazo, consiste en reemplazar las
funciones de transferencia por funciones cdpula que cuantifiquen de manera diferente la relacion de

dependencia en condiciones extremas (pico de demanda — ola de frio).

Los resultados de este bloque practico han sido obtenidos a partir de una relacion de programas implementados
fundamentalmente con el software SAS dada las buenas y contrastadas referencias que de ¢l encontramos para

el desarrollo de proyectos de Data Mining. En concreto, los modulos utilizados de esta herramienta han sido:

—  SAS/BASE.- que soporta el lenguaje de programacion de la herramienta.

—  SAS/GRAPH .- para todo lo referido al aspecto visual y de representacion grafica de resultados.
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— SAS/STAT.- para la obtencidon de estadisticas bdasicas, realizacion de contrastes de hipdtesis y

planteamiento de modelos de regresion.

—  SAS/ETS.- para la implementacién de modelos ARIMA.

— SAS/OR.- para la obtencion de soluciones a problemas de programacion matematica (lineal y no

lineal, continua y entera).

También se ha utilizado el paquete estadistico SPLUS/WAVELETS para la construccion de funciones
wavelets. Si bien éstas pueden también ser empleadas disponiendo del correspondiente modulo IML de SA4S,
hemos considerado que es el software de SPLUS el que ofrece un mayor abanico de opciones asociadas a este
tipo de funciones ampliando de manera notable sus posibilidades de uso. De todas formas, hemos programado
con SAS/BASE otra técnica de suavizado de curvas, alternativa a las funciones wavelets, basada en splines,
con la idea de que la herramienta para el tratamiento de series de demanda energética que hemos desarrollado

estuviera totalmente integrada en SAS.

En lo que a las cépulas concierne, no hemos encontrado ningun procedimiento de SAS que permita gran
versatilidad a la hora de realizar analisis basados en esta teoria. Tan solo el modulo RISK DIMENSIONS ofrece
algunas posibilidades. Por ello, y aun cuando SPLUS tiene alguna solucion orientada al tratamiento con
copulas (S+FINMETRICS), hemos considerado de gran utilidad, no sélo de cara a la integracion con la
herramienta mencionada, sino ademads para futuros trabajos, implementar en SAS/BASE una relacion de

macros especificas que permitan trabajar con ellas.

En el capitulo octavo de la tesis presentamos las principales conclusiones teéricas y practicas a las que hemos llegado y

en el noveno, las proximas lineas de investigacion que pretendemos seguir en el futuro.

Finalmente se incluye una relaciéon de Anexos en los cuales se pueden consultar las demostraciones rigurosas de los
lemas y teoremas que proponemos en el bloque teérico y que constituyen la aportacion tedrica que hacemos al campo

de la teoria de copulas.

También se pueden consultar en este capitulo de anexos las expresiones correspondientes a las familias de copulas mas
populares, asi como una introduccién a algunos de los métodos matematicos utilizados en el desarrollo practico como
son las wavelets o los splines de regresion. Pretendemos con ello dar una idea que facilite el mejor entendimiento de

esta exposicion.
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1. Funciones cépula

1.1 Introduccién

Un modelo matematico no es mas que una forma de intentar explicar la realidad, una forma de medir la relacion que
existe entre las variables que definen un sistema. Cuando el objetivo es claramente predictivo, acostumbra a plasmarse
en una relacion de ecuaciones paramétricas que plantean una hipoétesis sobre el funcionamiento de dicha realidad. Cada
parametro de cada ecuacion tiene por finalidad cuantificar esa supuesta relacion. Logicamente es imposible predecir el
futuro con exactitud y es por ello que una parte del modelo esté reservada al error que asume que cometera, un término

que se considera desconocido.

Existen muchos tipos de modelos que pueden ser utilizados para predecir, algunos lineales y paramétricos como los
modelos de regresion o los ARIMA, otros no paramétricos como los arboles de decision, algunos no lineales como las
redes neuronales, etc. Todos ellos tratan de detectar la relacion de dependencia que liga a las variables del sistema y
ademas comparten un aspecto comun que es la necesidad de disponer de un histdorico de datos sobre el que estudiar
dicha relacion. Cuanto mayor sea su volumen y mas fiable su contenido, de mayor calidad seran los resultados que el

modelo proporcione.

En el ambito matematico, predecir consiste en conocer el comportamiento futuro de un sistema que puede ser mas o
menos complejo. En su version mds simplificada, predecir es conocer el valor futuro que se espera que tome una
variable en funciéon de su relacion con otra u otras variables. Si el comportamiento de la variable a predecir esta
condicionado por su propia historia como ocurre cuando se plantean modelos disefiados para el tratamiento de series

temporales, la relacion se establecera igualmente entre dos variables: el presente y el pasado de la misma.

Hemos empleado con cierta familiaridad dos términos que tienen un equivalente matematico directo:

— La“esperanza” matematica de una variable identifica el valor que se “espera” que tome la variable.

— El término “condicionado” presupone que existe un conocimiento del valor de las variables que van a

intervenir como explicativas en el modelo.

La conjuncién de ambos conceptos da lugar al de “esperanza condicionada” de una variable que viene a ser el valor
que se espera que tome la variable condicionado a que se tiene un conocimiento del valor de otras que actian como
explicativas. El célculo de la esperanza condicionada de una variable Y al valor “x ” de otra (u otras) X se realiza a partir
de la distribucién condicionada Y |X =X que es una funcién que permite conocer como se distribuyen los valores

de la variable ¥ cuando se sabe que la variable X toma el valor “x ”. El conocimiento de esta distribucion permite
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localizar cual es el valor de Y que se presenta mas habitualmente cuando X vale “x”, viendo cual es el valor (o valores)
de Y alrededor del cual la distribucion es més densa (tiene mayor masa o densidad). Este puede ser por ejemplo la
media, la mediana o la moda de la distribucion y puede ser propuesto como valor esperado o prediccion. Ademas, la
distribucion informa también del nivel de concentracion alrededor del valor que damos como prediccion, lo cual
permite proporcionar una idea de su volatilidad (o variabilidad). Esta medida de la dispersion esperada para la
prediccion resulta de gran utilidad para analizar el riesgo derivado de la toma de una posible decision fundamentada en
ella. Nuevamente se repite el término matematico “esperado” y aparece uno nuevo, “dispersion”, palabras que
conducen al concepto de varianza, que viene a ser lo que se espera que valga la dispersion (la media de las desviaciones

con respecto a la prediccion).

Es importante destacar la necesidad cada vez mayor de proporcionar estas dos medidas. En ocasiones, no es tan
importante la prediccion puntual como el grado de confianza en ella que nos puede dar el conocimiento de su dispersion
esperada. Y atin mas, puede interesarnos conocer la distribucion de valores esperada dado que en ocasiones pueden
existir varios valores candidatos para la prediccion (distribuciones multimodales) y, asociados a ellos, diferentes
medidas de su variacién. Los métodos de prediccion mas convencionales suelen proporcionar una prediccion y un
intervalo de confianza asociado a la misma que por lo general suele ser simétrico. Esto es asi porque el método
presupone ciertas hipdtesis de normalidad de los agentes que intervienen en el sistema, hipotesis que en muchas

circunstancias no son realistas.

En resumen, estamos interesados en conocer la distribucion esperada de una variable del sistema, condicionado al valor
de otras con las que mantiene algin tipo de relacion desconocida que no tiene porqué ser cuantificable por un
parametro. No hay que buscar necesariamente una o varias formulas que plasmen la relacion mediante sumas y/o
productos de pares de parametros y/o variables. Nuestro objetivo es determinar la forma de esa distribucion

condicionada y, a partir de ella, proponer una prediccion.

La funcién de densidad (equivalentemente, de masa) asociada a la distribucion condicionada Y|X se puede calcular
a partir de la densidad (o masa) de la distribucion conjunta de (X;Y) y de la densidad (o masa) de la distribucion

marginal de X de la siguiente manera:

X, . .
— En el caso en el que las variables tomen valores continuos, f'( y|x)=% siendo fyy la funcion de
X
densidad de la conjunta (X, Y) y fx la funcion de densidad de X.
. . _ Py (x,y) .y
— En el caso en el que las variables tomen valores discretos, P( y|x)—P—(x) siendo Pyy la funcién de
X

masa de la conjunta (X,Y) y Py la funcion de masa de X.

La distribucion condicionada que buscamos podra expresarse en funcion de la distribucion conjunta de las variables y

de alguna de sus marginales. Determinar las marginales que mejor se ajustan a cada una de las variables puede ser mas
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o menos sencillo dado que la propia representacion de los valores de la variable nos puede sugerir el empleo de alguna
de las muchas distribuciones conocidas que existen (Poisson, Uniforme, Normal, Exponencial, etc.) y, aun en el peor de

los casos, siempre podemos optar por utilizar una distribucion empirica.

Mucho més complicado resultaria proponer una expresion para la distribucion conjunta, entre otras cosas porque en ella
debe venir representada implicitamente la relacion de dependencia existente entre las variables X e Y. La solucion a este

problema no es inmediata como veremos a continuacion.

Supongamos un caso muy sencillo en el que tenemos dos variables X e ¥ con sus respectivas funciones de distribucion
marginales Fx(x) y Gy(y). Entonces, existen infinitas funciones de distribucion bivariantes conjuntas Hxy(x,y) cuyas
marginales son Fy(x) y Gy(y). Mas aun, podemos encontrarnos con pares de variables (X}, Y)) y (X5 Y>) que responden a
estructuras de dependencia diferentes aun cuando las X; y las ¥; presentan la misma distribucion y siendo ademas el
coeficiente de correlacion lineal entre X; e Y; el mismo que entre X; e Y>. Es decir, pueden existir dos funciones de
distribucion conjuntas y distintas H; y H- asociadas a (X;Y), que explicarian respectivamente y de forma diferente la

relacion de dependencia entre ellas.

Nuestra intencién es encontrar la funcién de distribucion conjunta H que mejor refleje la relacion entre X e Y; aquélla
que nos garantice que la distribucién condicionada que construyamos represente fielmente esa relacion y pueda ser
utilizada por el analista con fines predictivos. Es en este contexto en el que aparecen en 1959 unas funciones bautizadas
por el matematico Abe Sklar como cépulas, funciones que, como el autor define, unen (o copulan) funciones de
distribucion multivariantes a sus marginales unidimensionales de igual forma que el término gramatical “cépula” sirve
de enlace entre el sujeto y el predicado de una oracién. Es el concepto lingiiistico el que sirve de inspiracion a Sklar
para dar nombre a esta clase de funciones. Citaremos algunos referentes historicos que han sido extraidos del capitulo 1
de [NELSEN], al cual invitamos al lector a consultar para conocer mas en detalle algunos de los hitos mas significativos

en la historia de esta teoria.

Quiza los precedentes mas remotos de la teoria los encontramos en 1940-1941, cuando Wassily Hoeffding define una
clase de distribuciones bivariantes estandarizadas cuyo soporte estd contenido en el cuadrado [-1/2, 1/2]* y cuyas
marginales son uniformes sobre [-1/2, 1/2]. Segiin Schweizer (1991), si Hoeffding hubiese utilizado como dominio de

definicion el intervalo [0,1] en vez de [-1/2, 1/2], hubiese sido ¢l quien hubiese descubierto las copulas.

Sin embargo, el antecedente mas claro al desarrollo de Sklar lo encontramos en el trabajo de Ferén en 1956. Feron
realizé un estudio sobre distribuciones tridimensionales en el que definia unas funciones auxiliares de dominio el
cuadrado unidad que le permitieron enlazar dichas distribuciones con sus marginales univariantes. Sklar observa, segiin
nos comenta en uno de sus articulos mas recientes que data de 1996, que funciones con caracteristicas similares a las de
Feron podian ser definidas para dimensiones mayores o iguales que 2, y que de igual manera servirian de enlace entre
las distribuciones conjuntas y sus marginales univariantes. A partir de esta apreciacion, Sklar establece el teorema que
lleva su nombre y que constituye el pilar fundamental de una teoria que ha despertado a partir de la década de los

noventa y que, dada su “corta” edad, mantiene hoy dia muchas lineas de investigacion abiertas.
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1.2 Definicioén

La mayor parte de los articulos que podemos encontrar sobre cpulas comienzan dando su definicion sin hacer alusion a
otra clase de funciones a partir de la cual podria definirse en una tnica frase: las copulas son subcopulas cuyo dominio
es el cuadrado unidad. Esta forma de presentarlas que hace Nelsen (véase capitulo 2 de [NELSEN]) nos parece la mas
apropiada dado que la metodologia que constituye la base tedrica de esta tesis se fundamenta en la posibilidad de
extender  cualquier subcopula a  una  copula  (véase el lema 235 de [NELSEN])).
Sin embargo, de igual manera que desconoceriamos las tareas de un director si lo tinico que supiéramos de ¢l es que en
su ausencia es el subdirector quien las desempefia, y a pesar de las ventajas de espacio que ofrece la definicion

propuesta, parece que estamos obligados a explicar las propiedades que caracterizan a una funcion subcopula.

Definicion 1.1.- Una 2-subcopula es una funcion C’ con las siguientes propiedades:
1. Dom(C')=S,xS, siendo S,S,<[0,1];0,1€S, S, (1.1)

C'(u,0)=0,C'(0,v)=0 YueS,,vesS, (1.2)

C'(u,l)=u;C'(1,v)=v Yues, ves, (1.3)

S

C' es 2-creciente, es decir, el volumen a través de C' de cualquier rectdngulo B contenido en su dominio de
definicion, también llamado C'-volumen, es mayor o igual que cero, o lo que es lo mismo,

Vo [u, u,]x[v, v,])=C" (1, v,)—C " (u, v,)=C ", v,)+C"(u, v,)20 ¥ B=[u, u,]x[v, v,]=Dom(C")
(1.4)

El “2” que precede al término subcopula identifica que es una funcion bivariante y que implicitamente es utilizada para
reflejar la relacion entre pares de variables. Si bien esta teoria es extrapolable al caso n-variante y tiene sentido por tanto
hablar de n-subcdpulas (y n-copulas), nos centraremos en el caso bivariante dado que resulta mas facil de manejar en
cuanto a notacion, se puede visualizar graficamente (la relacion entre X e Y se puede representar en el plano y la funcion
copula que depende de ellas, en el espacio) y es la que normalmente encontraremos en la mayor parte de la literatura

existente al respecto. Por ello, a partir de ahora los términos subcopula y copula iran referidos al caso bivariante.

Definicién 1.2.- Una cépula es una funcion  C:[0,1]x[0,1]—[0,1] con las siguientes propiedades:
1. Cu,0)=0;,C(0,v)=0 Vu,ve[0,1] (1.5
2. C(u,1)=u;C(1,v)=v Yu,ve[0,1] (las marginales de C son uniformes) (1.6)
3. Ces2-creciente, es decir, V. ([u, u,]x[v, v,])=C(u, v,)=C(u, v,)—C(u, v,)+C (1, v,)>0

Vul’uz’vl’vzel2 tq. u,<u,,v,<v, (1.7)
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1.3 Teorema de Sklar

Muchas de las propiedades de las copulas y las subcopulas son comunes. Sin embargo, el hecho de que se diferencien
en el dominio de definicion, resulta determinante como pone de manifiesto el Teorema de Sklar (1959), que
constituye el pilar fundamental y una referencia obligada en la teoria de copulas pues establece la relacion que existe

ente las distribuciones multivariantes y sus marginales univariantes a través de un copula.
Teorema 1.1.- Teorema de Sklar

“Sean X e Y variables aleatorias con funciones de distribucion marginales Fx y Gy respectivamente y funcion de
distribucion conjunta Hxy. Entonces existe una copula C tal que

H,y (x,y)=C(F(x),G,(y)) Vx,yER=[~0,®] (1.)
Si Fx y Gy son continuas, entonces C es unica; si no, C esta univocamente determinada sobre Ran(Fx) x Ran(Gy).
Reciprocamente, si C es una copula y Fxy Gy son funciones de distribucion, entonces la funcion Hyy definida por

Hyw(x,y)=C(Fx(x),Gv(y)) es una funcion de distribucion conjunta con marginales Fxy Gy”.

No entraremos en la demostracién de este teorema que puede ser encontrada en [NELSEN] (véase teorema 2.3.3).
Si nos gustaria hacer una observacion que ayuda a comprender mejor el empleo de la notacion (#,v) como par sobre el
que actiia una funcién copula. Verdaderamente, se puede ver que C actlia sobre puntos de I* puesto que el par
(Fx(x),Fy(y)) se mueve en el cuadrado unidad al ser valores probabilisticos. Este par se corresponde con dos valores
asociados a sendas distribuciones uniformes estandar (u,v) segin establece el Teorema de Transformacion Integral

de Probabilidad de Fisher (1932) (véase apartado 4.2 de [HEIREN]).
Teorema 1.2.- Teorema integral de probabilidad

“ Si X es una variable aleatoria continua con funcion de distribucion acumulada F, la variable aleatoria Z = Fx(X) se

distribuye segun una variable aleatoria uniforme (0,1)”.

Dicho teorema viene a ser, en cierto modo, un caso particular de un resultado ain mas genérico, que permite determinar
la distribucién de la transformacion de una variable aleatoria continua. Este resultado (véase el teorema 7.6 de

[QUEGAR])) establece lo siguiente:

Teorema 1.3.- Transformada de variables aleatorias continuas

“Sea X una variable aleatoria absolutamente continua con soporte Cx y funcion de densidad fx . Sea ¢ :IR—R
estrictamente creciente o decreciente en Cyx y en consecuencia biyectiva y por tanto inyectiva, lo cual garantiza la

existencia de ¢ Si @ admite derivada continua sobre C; =@ (Cy) entonces Z=¢ (X) es una variable aleatoria

5

absolutamente continua con soporte Cy y funcion de densidad  k ,(2)= f (™" (2))*|(¢p™")’ (z)|*1. (2)
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En el caso que nos ocupa, ¢=Fx es mondtona creciente por ser funcion de distribucion.
z=¢p(x)=F 1 (x)=¢7(2)=F,"'(z) y C,=¢(C)=F,(C,)=(0,1)

El soporte transformado es el intervalo abierto (0,1) dado que obviamente
Fy(min{x|]x€Cy })=F y(=0)=0 y F,(max{x|x€C,})=F (+)=1

En consecuencia, podemos aplicar el resultado y establecer que:

O(F, ()

kZ(Z)zfX(FX_](Z))*l 0z

|*](0,1)(Z)

Dadoque F ', (x)=f,(x)=F' (F, ' (z))=f,(F, '(z)) ,laexpresion anterior es igual a:

kz(Z):F’X(Fx_l(Z))*|T|*I(o,1)(z)zw*1(0,1)(2)2d_z*l(o,l)(z)zl(o,l)(z) que €s la

funcion de densidad de una uniforme en el intervalo (0,1)
En consecuencia podemos concluir que F,(X)=U="U(0,1) y G,(Y)=V="U(0,1) y que la relacién que
establece el teorema de Sklar entre las marginales y la conjunta a través de la copula C es

Hyy (x,y)=C(Fy(x),Gy (y)=Clu,v) Vi, y€R=[-00,00]
Estos resultados ayudan a entender mejor la definicion de las copulas que se presenta en [MATTEIS] (definicion 2.2).

Definiciéon 1.3.- Una cépula es una funcion de distribucion multivariante F' de variables aleatorias X, .X;,...,. X, cuyas

distribuciones marginales son uniformes estandar, es decir, X,~F; Vi=1,2,...,n

Como se puede leer en [PATTON2], existen otras versiones del teorema de Sklar enunciadas a partir de dos funciones

asociadas a una copula y cuya existencia esta garantizada por ser C una funcién monotona.

Definicion 1.4.- Las derivadas parciales respecto de U y V, que en virtud de la monotonia de C existen para casi todo

u” 'y “v” respectivamente (salvo conjunto de medidas Lebesgue nula), definen las denominadas cépulas

condicionadas asociadas a C'y son:

Dado “u” fijo, la copula condicionada a “u” es la funcion de , v—C(u, V)ZC(VW)ZZ_S(”’ v) (1.9)

Dado “v” fijo, la copula condicionada a “v” es la funcion de U, u—C,(u,v)= C(“|V)=aa_€(”’ v) (1.10)

Se puede demostrar que estas funciones asi definidas no sélo existen, sino que ademas son no decrecientes para casi
todo punto de /0,1] (véase el teorema 2.7.7 de [NELSEN]).
La consecuencia directa de la adaptacion del teorema de Sklar para distribuciones condicionadas continuas es que las
distribuciones  condicionadas de Y| X=x y X|Y=y vienen dadas, respectivamente, por
Hy (y)=C/(F(x),G(y)) (1.11)
H )y (x)=Cy(F(x),G(y)) (1.12)

pues por ejemplo:
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oC Clu,v)—Clu—h,v) _ C(F y(x),Gy(y))=C(F y(x)=h,G,(y)) __Sklar

ot =i = B

au (M,V) hlilg C(u,oo)—C(u—h,OO) marg.umformeshlilg FU(M)_FU(M_I’[)
lim H(x,y)—IZ(x—h,y)zH(y|x) siendo U~'U(0,1) y F, su F.D

h—0

Esta relacion es para nosotros de gran importancia dado que la prediccion de una variable Y a partir del conocimiento de
otra variable X la plantearemos a partir de la simulacién de valores de la distribuciéon condicionada Y|X =x
mediante el método de la transformada inversa (véase el apartado 2.3 de [PARVAL]), siendo para ello necesario
disponer de su funcion de distribucion H(y|x) que, como vemos, puede ser aproximada mediante una funcion copula.
Finalmente, cabe hablar de funcioén de densidad conjunta asociada a las variables Uy V que viene a denominarse como
densidad copula y cuya existencia esta igualmente garantizada en funcion del citado teorema 2.7.7 que encontramos en

[NELSEN].

Definicion 1.5.- Se define la densidad cépula condicionada asociada a una coépula C como:

FYe
Cuoluv)=2055

(u,v) (1.13)

Podemos encontrar en [PATTON2] (véase apartado 2.1) una version del teorema de Sklar asociada a las funciones de

densidad.
Teorema 1.4.- Teorema de Sklar para Densidades Copulas

“Sea hyy funcion de densidad bivariante conjunta de las variables X e Y con densidades marginales fxy gyv. Entonces
hxy se puede descomponer en el producto de las marginales fvy gv y la densidad copula c de la siguiente manera:

hXY(x,y)=C(FX(x),Gy(J/))*fx(x)*gy(J/) (1.14)”.

Estas son las dos principales versiones que encontraremos del Teorema de Sklar, una asociada a funciones de
distribucion y otra a funciones de densidad. Sin embargo, existen algunas otras como por ejemplo la que se cita en
[PATTON2] (véase teorema 2 en el apartado 2.2) que estd mas orientada al tratamiento de series temporales pues
maneja distribuciones condicionadas que dependen de un subindice “#” el cual hace referencia a un instante de tiempo.

A este respecto propone la siguiente version del teorema:
Teorema 1.5.- Teorema de Sklar para Distribuciones Condicionadas Continuas

“Sea H, funcion de distribucion bivariante condicionada con marginales continuas F,y G, y sea F..; un conjunto al

que se condicionard . Existe entonces una vinica cépula condicional C,: [0,1]x[0,1]=[0,1]  tas que

H,(x, y|F,)=C,(F,(x|F,_), G(JIF,_)IF,.) Vx,yeR=[-o0,0] (115

Reciprocamente, si C, en una copula condicionada y F, y G, son las funciones de distribucion condicionadas de dos
variables aleatorias X e Y, entonces la funcion H, definida por (1.15) es una funcion de distribucion condicionada

bivariante con marginales F, y G,”.
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El teorema emplea una funcién denominada cépula condicional, cuya definicion también se presenta en [PATTONZ2]

(definicion 2 del apartado 2.2):

Definicion 1.6.- Se define una 2-cépula condicional como una funcién C,:[0,1]x[0,1]-[0,1] que cumple las
siguientes propiedades:

1.  C(u,0F,_)=0,C(0,VF,_)=0 Vu,vel0,1] (1.16)

2. C(ul|F,_)=u;,C,(1VF_)=v Yu,vel0,1] (1.17)

3. VC‘([ulguz]x[vl’v2]|F,_l)=C,(u2,v2|Fl_l)—Cl(u2‘v1|F,_l)—C,(u],v2|Fl_1)+C,(u1’vl|F,_])>0

Yu u,v, v, t.q. uy<u,v,<v, (1.18)

En cualquiera de sus versiones, el resultado pone de manifiesto que dada una copula C, y dos funciones de distribucion
Fxy Gy asociadas respectivamente a dos variables X e Y, es posible construir una funcion de distribucién conjunta Hyy
para la bidimensional (X, Y), que tiene por funciones de distribucion marginales a Fxy Gy.

Una propiedad muy atractiva de las funciones copula es su independencia con respecto a las unidades en las que son
medidas las variables X e Y. Asi, si por ejemplo @y ( son dos transformaciones crecientes y no lineales, entonces la
copula asociada al par  (p(X), ¢ (Y)) esla misma que la asociada al par (X ,Y) , invarianza que no se mantiene
para el coeficiente de correlacion.

Han sido muchos los autores que han propuesto funciones copula orientadas a reflejar uno o varios aspectos
caracteristicos de la relacion existente entre las variables a analizar. Cada una de ellas proporciona una funcion H
distinta cuando se aplica al par (Fx(x),Gy(y)). El problema que inevitablemente surge es encontrar la copula C que

permita la obtencion de la distribucion conjunta Hyy, que mejor explique el grado de vinculacion existente entre X e Y.

1.4 Capacidad de las funciones copula para reflejar relaciones de dependencia

La seleccion de una u otra funcidn copula C suele estar condicionada por la forma en que ésta establece la relacion de
dependencia entre las variables Uy V, relacion que es cuantificable de muchas formas.

Asi por ejemplo, el coeficiente de correlacion p(X,Y) (que se mueve entre -1 y 1) nos proporciona un indicador con el
que valorar la dependencia lineal que existe entre X e Y. Cuanto mas proximo a 1 esté en valor absoluto, mayor es la
relacion lineal que vincula a las variables. Ademas, el signo de este coeficiente nos informa del “sentido” de la relacion:
si es positivo, X crece conforme crece Y, mientras que si es negativo, una y otra variable se mueven, de forma lineal, en
sentido opuesto. El hecho de que p(X,Y) valga 0 es representativo de ausencia de relacion lineal entre X e Y, lo cual no
quiere decir que no pueda existir algun otro tipo de relacion (no lineal).

Existen también las denominadas “medidas de asociacién”, algunas tan populares como la Tau de Kendall y el
coeficiente de correlacion de Spearman, que cuantifican relaciones no necesariamente lineales, sino que se utilizan
directamente como funciones de evaluacion del contraste de independencia:

Hy: Fy(x,y)=Fy(x)Fy(y) ( X e Y indedendientes ) vs H :F ,y(x,y)#F(x)F,(y)
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Estas medidas, se mueven también entre -1 y 1. Cuando toman alguno de estos valores extremos, reflejan
respectivamente una relacion de dependencia negativa o positiva “perfecta”. Conforme se aleja de ellos, la medida es
sinénimo de falta de dependencia entre las variables. En términos coloquiales, vienen a determinar como se relacionan
los valores “grandes” y “pequefios” de la variable aleatoria X con los de la variable Y.

El capitulo 5 de [NELSEN] analiza en profundidad las diferentes vias en las que las copulas pueden ser utilizadas para
estudiar la dependencia entre variables. Entre los resultados mas importantes, destacamos aquéllos que ponen de
manifiesto la relacion entre una funcioén cépula ajustada a las muestras asociadas a un par de variables Uy V'y el valor

muestral de sus medidas de asociacion (teoremas 5.1.3 y 5.1.6).
Teorema 1.6.- Relacion entre una copula y la Tau de Kendall

“Sean X e Y variables aleatorias continuas cuya copula es C. Entonces, la popular version de la Tau de Kendall para X

e Y viene dada por

To=4JJ Clu,v)dC u,v)=1=4xE[C(U. V)]=1 (1 19"

Teorema 1.7.- Relacion entre una copula y el coeficiente de correlacion de Spearman

“Sean X e Y variables aleatorias continuas cuya copula es C. Entonces, la popular version del coeficiente de

correlacion de Spearman para X e Y viene dada por

I’

Gran parte de la importancia de estas relaciones es su utilidad para concretar la copula mas adecuada de entre todas las
pertenecientes a una misma familia paramétrica puesto que, por lo general, es facil calcular el valor del pardmetro a

partir del estimador muestral de estas medidas de asociacion mediante las expresiones (1.19) y (1.20).

1.5 Tipos de copulas

Existen muchos tipos de funciones copula y es dificil encontrar en la literatura una clasificacion clara de todas ellas
dado que existen muy diversos criterios para hacerlo: en funcion de la dependencia o no de parametros, de su soporte
(continuo o discreto), del tipo de relacion que reflejan (copulas elipticas, copulas de valor extremo,etc.) Por ello, en vez
de presentar un esquema general que permita ubicar cada cépula de acuerdo a una jerarquia concreta, enumeraremos

algunos de estos criterios y citaremos algunos ejemplos asociados a las clases que resultan de su aplicacion.
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1.5.1 Tipos de cépulas en funcidon de su soporte
Segtn se presenta en [NELSEN] (expresion 2.4.1) , toda copula C se puede descomponer como

Clu,v)=Ac(u,v)+Sc(u,v) (1.21)
siendo A (u,v) f f —C (s,t)dsdt la parte absolutamente continua de la copula y Sc(u,v) la parte singular.
Asi, podemos hacer una primera clasificacion en:
— Copulas singulares.- aquéllas que no tienen parte absolutamente continua,

2
H asat (s.1) det_():’aaCS(g;t):O para casi todo (s,t)€I’ . Se trata de copulas cuyo soporte

son puntos o rectas.
Son ejemplos de este tipo de copulas las populares cotas inferior y superior de Fréchet-Hoeffding dadas
respectivamente por

W (u,v)=max(0,u+v—1) (1.22)

M (u,v)=min(u,v) (1.23).
La importancia de estas copulas es que proporcionan una acotacion para cualquier otra funcidén copula
verificandose la siguiente relacion W (u, v)<C(u,v)<M (u,v) Y cépula C (1.24)
La primera de ellas, W, es reflejo de dependencia negativa perfecta entre las variables X e Y mientras que la
segunda, M, es reflejo de dependencia positiva perfecta.
Los soportes de estas copulas son las diagonales secundaria (para W) y principal (para M) del cuadrado unidad,
cuyas pendientes -1 y 1 son representativas del tipo de dependencia que reflejan. El siguiente grafico ilustra al

soporte de estas funciones.

Soporte de W Soporte de M

Hlustracion 1.1: Soporte de las copulas de Fréchet-Hoeffding
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—  Cépulas absolutamente continuas.- aquéllas que no tienen parte singular, es decir, tales que ~ S.(u,v)=0
Un ejemplo de este tipo de copulas es la copula producto
I(u,v)=uxv (1.25)
A través de ella queda caracterizada la independencia entre las variables X e Y. Basta observar que

s

C (u, V)=C (v|u)=v , es decir, la copula condicionada a un valor “u” es independiente de dicho valor (y de
igual manera  C,(u,v)=C(ulv)=u ).
El hecho de que X e Y sean independientes implica que el valor de cualquiera de las medidas de asociacion

citadas ((1.19) o (1.20)) sea 0. Asi por ejemplo, para la correlacion rango de Spearman se puede comprobar

11 1 2 1 2
que: p=12 [ Clu,v)dudv=3=12 [ [ uvdudv—3=12 v+*-13dv=3=12 [ T=127-3-3=0
r 00 0 0

—  Copulas mixtas.- aquéllas con parte singular  S.(u,v)#0 y parte absolutamente continua A4 (u,v)#0 |
no constituyendo ninguna de estas partes una copula por si misma por no tener marginales uniformes. La
presencia de una componente singular hace que estas copulas sean de mayor utilidad cuando las marginales
univariantes se suponen discretas.

Algin ejemplo es la familia de Cuadras-Augé (véase (Al.33)) que responde a la expresion:
C,(u,v)=[min{u,v}*[uxv]"™" con 0<0<1 (1.26)
Obsérvese que cuando 6 = 0 se tiene la copula absolutamente continua /7 mientras que cuando @ = [ se tiene

la copula singular M.

En relacion a este primer criterio de clasificacion en funcion del soporte, mencionaremos la existencia de copulas cuyo
soporte son fractales (véase [FRENEROY). Estos, de acuerdo a la definicion que da Mandelbrot, son conjuntos cuya

dimension topoldgica es inferior a su dimension de Hausdorff.

1.5.2 Tipos de cépulas en funcién del conocimiento explicito de su forma

Las copulas se pueden clasificar también en funcion de que su expresion responda o no a una ecuacion paramétrica,

pudiendo distinguir entre:

— Copulas paramétricas.- Todas las copulas que responden a una misma ecuacién paramétrica definen una
familia de copulas. En ella, el parametro (uniparamétricas) o parametros (multiparamétricas) cuantifican de

algun modo la relacion de dependencia entre las variables que asocian.

— Copulas no paramétricas.- De igual manera existen familias de copulas no paramétricas que son aquellas en
cuya definicion no participa ningin parametro sino que, por su estructura empirica, se ajustan de forma local a
los datos. El método de construccion de copulas que se presenta en esta tesis (véase capitulo 4) esta orientado

a la generacion de este tipo de copulas.
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Dentro de uno y otro grupo, gozan de popularidad la clase de las eépulas arquimedianas caracterizada por la facilidad

con que pueden ser construidas y por la gran variedad de estructuras de dependencia que permiten reproducir. Este

grupo de copulas sera comentado en el siguiente apartado.

1.5.3 Tipos de copulas en funciéon de la relacion de dependencia que son capaces de reflejar

Las copulas también pueden ser clasificadas en funcion del tipo de relaciéon que permiten reflejar. A este respecto,

citamos algunas de las clases mas caracteristicas y frecuentemente utilizadas:

Cépulas de dependencia extrema.- se caracterizan, como su propio nombre indica, por capturar una relacion
de dependencia extrema entre las variables: dependencia positiva perfecta (copula M), dependencia negativa

perfecta (copula W) o independencia (copula /7).

Coépulas elipticas.- se definen como las cdpulas asociadas a las distribuciones elipticas. Su rasgo mas
caracteristico es que representan relaciones de dependencia simétricas sin importar que se analice la cola
izquierda o derecha de las distribuciones implicadas. Normalmente no se utilizan para analisis financieros y de
compafiias aseguradoras en las que surgen asimetrias derivadas del hecho de que grandes pérdidas suelen ir
acompafiadas de grandes ganancias.

Los ejemplos més populares son la copula gaussiana (véase (ALS) en el Anexo I), la t-cépula o copula de la t
de Student (véase (AL.40)) y, como caso particular de esta tltima, la copula de Cauchy (véase (AlL6)). La
principal diferencia entre ellas radica en las posibilidades que presentan de cara a buscar asociaciones entre

fenémenos extremos. A este respecto, la t-copula permite tratar con colas mas pesadas que la gaussiana.

Cépulas de valor extremo.- estas copulas seran de gran utilidad para representar relaciones que ponen mayor
énfasis entre los sucesos “cola” (extremos) de las distribuciones marginales. Como se define por ejemplo en
[SEGERS], las copulas de valor extremo son los posibles limites (en caso de que existan) de copulas asociadas
a los maximos de muestras independientes e idénticamente distribuidas. Entendamos mejor esta definicion.

Sea una muestra de variables aleatorias bidimensionales {(X,,Y)), ..., (X,,Y,)} independientes e idénticamente
distribuidas de acuerdo a unas mismas marginales Fx y Gy y a una misma distribucion conjunta Hyy que, en
virtud del teorema de Sklar llevara asociada una copula C:  H yy(x, y)=C(F(x),Gy(y))

Sean las variables M ,=max{X, X, ,X,} y N,=max{Y,Y, ,Y,} cuyas funciones de distribucion
vienen dadas  por F'(x)=P[M,<x] y G"(y)=P[N,<y] y con distribucién  conjunta

H"(x)=P[M ,<x,N,<y]

Si C es también la copula asociada al par (M,,N,) y a su posible limite cuando “n” tiende a infinito se dice
entonces que C es una copula de valor extremo (CVE). Como se explica en [SEGERS], de acuerdo al teorema

de Dehuelves una copula C de valor extremo queda -caracterizada por la condicién

1

C'(u',v

)=C(u,v) VYt>0 (1.27)
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siendo un corolario de ésta el que las copulas de valor extremo s6lo modelizan dependencia positiva.
Ademas, existe un teorema propuesto por Pickands (1981) que permite asociar una representacion asociada a

este tipo de copulas.

Teorema 1.8.- Representacion de cépulas de valor extremo

“Una copula C es una copula de valor extremo si y solo si existe una funcion real valorada A, definida sobre

el intervalo [0,1], que verifica la siguiente relacion:

og(v)

log(u*v))} (1.28)

C(u,v)=exp {log(uxv)*A(

o0 equivalentemente

Cle™", e )=exp{— (u—l—v)*A( )} (1.29)".

La funcién 4 recibe el nombre de funcién de dependencia de Pickands y verifica las siguientes propiedades:

1. Esconvexa en [0,1]

2. max(t,1—t)<A(t)<1 Vt€[0,1]

— Copulas arquimedianas.- existe una gran diversidad de familias que pertenecen a la clase arquimediana y
gracias a esta variedad permiten, a diferencia de las elipticas (simétricas) y de las de valor extremo (muy
orientadas a dependencias en las colas), recoger muchos tipos de estructuras de dependencia adicionales. Otra
ventaja de este tipo de copulas es la facilidad con la que pueden ser construidas, lo cual queda claramente

puesto de manifiesto a partir de su definicion.

Definicion 1.7.- Sea ® el conjunto de funciones @:[0,1]=[0,0] que son continuas, estrictamente
decrecientes, convexas y para los cuales @(0)=0 y @(1)=0 . Schweizer y Sklar demuestran que cada
miembro de @ , genera una copula C a través de la expresion:

Cluv)=¢ ' (@(u)+p(v)) con0<u,v<l (1.30)

La funcion @ recibe el nombre de “generador de la copula”.

Las copulas arquimedianas mas conocidas son de tipo paramétrico y pueden ser consultadas en [NELSEN]
(uniparamétricas) y en [JOE] (biparamétricas). Sin embargo, existen también algunas aportaciones dentro del

ambito no paramétrico (véase por ejemplo [VANLAM]).

Las copulas cuya construccion se describe en el apartado cuarto de esta tesis persiguen evitar el compromiso de
decantarse por alguno de los diferentes tipos de copulas en funcidn de la estructura de dependencia ligada a la muestra.
Se trata de emplear una clase de copulas que, por su naturaleza empirica y no paramétrica, se ajusten bien a los datos sin
necesidad de preguntarse si serdn capaces de capturar ciertas asimetrias o de resaltar la relacion entre los valores

extremos observados en las colas de las distribuciones marginales.
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De acuerdo a lo expuesto, queda patente la dificultad de establecer una clasificacion unica de las copulas conforme a un
criterio general dado que, incluso de acuerdo a un mismo criterio, pueden existir solapamiento entre las clases
establecidas. Asi, la copula de valor extremo de Gumbel (véase (AL.8) o (AL 15)) pertenecen también a la clase
arquimediana, si bien ninguna de las clases es subconjunto de la otra pues por ejemplo la copula de Husler y Reiss
(véase (AL.9)) es de valor extremo pero no arquimediana mientras que la copula de Frank (véase (Al.13)) es
arquimediana pero no de valor extremo).

En el Anexo I se presenta un esquema que trata de ubicar las copulas mas populares de acuerdo a una jerarquia concreta
que trata de responder a los dos ultimos criterios que hemos definido. El criterio de clasificacion de acuerdo al soporte
(singular, absolutamente continuo o mixto) se ha obviado dado que en su mayor parte (salvo las cotas de Fréchet-

Hoeffding) se trata de copulas no singulares. Asi:
—  El primer nivel de esta jerarquia se establece de acuerdo al nimero de parametros del que depende la familia.
— El segundo criterio clasifica conforme al tipo de relacion de dependencia: copulas de dependencia extrema,

copulas elipticas, copulas de valor extremo y la clase arquimediana que pudiera considerarse comodin en el

sentido de que permite reflejar distintos tipos de relaciones.
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2. Eleccion de la copula que mejor refleja una relacion de dependencia

2.1 Introduccioén al problema

Uno de los problemas clasicos en la estadistica es conocer la distribucion a la que responde una muestra dada de forma
que ésta quede bien caracterizada y puedan extraerse conclusiones con fines descriptivos o predictivos. Dentro del
contexto de la teoria de copulas, este problema presenta una doble vertiente: una univariante asociada a la
especificacion de las funciones de distribucion Fyy Gy (en adelante F'y G) correspondientes a las marginales de X e Y,
y otra bivariante (en general multivariante) asociada a la determinacion de aquella conjunta Hyy (en adelante H), de las
infinitas que comparten dichas marginales, que mejor captura la relacion entre ellas. La vertiente bivariante desemboca
en la busqueda de una funcién cépula C cuyas caracteristicas puedan esperarse para la verdadera distribucion conjunta
H, siendo el teorema de Sklar el que establece la transformacion final de C en H.

En ocasiones, por las caracteristicas del problema que se estd estudiando, se puede tener una idea preconcebida de la
familia de copulas que puede ser mas apropiada para explicar la relacion entre las variables que se manejan. Asi por
ejemplo, si el estudio estd orientado a medir el grado de asociacién para valores extremos de dos variables, que se
intuye presenta un comportamiento especial respecto del grado de asociacion que pudieran tener para otros valores no
extremos, suelen ser aconsejable utilizar copulas que enfaticen la relacion entre las colas de las distribuciones
marginales (copulas del valor extremo), como por ejemplo las pertenecientes a la familia de Gumbel.

Obsérvese que venimos empleado con cierta regularidad el concepto de “familia”. Generalmente cuando se habla de los
diferentes tipos de copulas que existen, solemos referirnos intrinsecamente a diferentes tipos de familias. Todas las
copulas que pertenecen a una misma familia, presentan una misma estructura (o ecuacion) que puede depender de uno o
varios parametros (o también de ninguno, si hablamos de copulas no paramétricas), de forma que, para cada uno de los
valores del espacio paramétrico de definicion, se obtendra un miembro de esa familia.

De esta forma, en un primer paso, el analista determina varias familias de copulas que a su juicio considera candidatas a
reflejar un “tipo” de relacion entre las variables de estudio. Dentro de cada una de ellas, selecciona aquel miembro
(normalmente dado por el valor de uno o varios pardmetros) que mejor refleja una relacion “concreta” (la observada en
los datos). Finalmente debe decidirse por aquél representante que, en funcion de ciertos criterios, mejores resultados le
proporcione. Podemos resumir que las etapas que encontraremos en el proceso de seleccion de copulas y que a

continuacion pasaremos a detallar son las siguientes:

1. Determinacion de las distribuciones marginales asociadas a cada una de las variables en funcion de las

muestras de datos disponibles.

2. Propuesta de un conjunto inicial de familias de copulas candidatas que, por sus caracteristicas, se perfilan
como adecuadas para reflejar la relacion existente entre las variables. Esta propuesta se hara de acuerdo al

conocimiento o en su defecto intuicion, que se tenga sobre la forma de dicha relacion.
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3. Seleccion de una cépula por familia. En el caso paramétrico se trata de determinar los valores asociados a los
pardmetros correspondientes a cada familia para lo cual, se suelen utilizar expresiones que permitan el célculo
de dichos parametros a partir de la estimacién muestral de alguna medida de asociaciéon como el coeficiente de

correlacion de Spearman o la Tau de Kendall.

4. Eleccion de la copula de entre todas las que representan a cada una de las familias candidatas. A este respecto,

existen muy diversos criterios que exponemos en el apartado 2.5.

2.2 Determinacion de las distribuciones marginales

La vertiente univariante conlleva la especificacion de funciones de distribucion asociadas a cada una de las variables.
Si bien existen los clasicos contrastes de bondad de ajuste que permiten evaluar el grado de parentesco con alguna
distribucion conocida, una buena aproximacioén podria venir dada por la la versién continua de la funcidén de
distribucion empirica de cada variable que, como explica De Matteis (véase capitulo 4 de [MATTEIS]), se calcula de la
siguiente manera:

Dada la muestra {x,, x,, ..., x,} extraida de la variable X, la funcion de distribucién empirica (discreta) viene dada por

~ 1<
Fn(x)zzz 1[X,<x] (21)
i=1

Consideremos entonces “a” y “b”" dos numeros reales tales que a<x, X, ,X, ¥ b>x x, ,x, .Ordenamos las x;
de menor a mayor y denotamos por “z” a las variables “x” ordenadas, {z,, z,, ..., z,}. Ademas, se definen dos puntos
auxiliares zp = a y z,+; = b. A partir de esta nueva muestra de n+2 elementos se define la funcion de distribucion
empirica continua mediante rectas que unen los puntos medios de los segmentos que conforman la funcion de
distribucion empirica (discreta).

Pongamos como ejemplo la muestra {x;, x, x3} = {11,2,25} a partir de la cual se puede calcular la funciéon de
distribucion empirica discreta (en azul). Sean a = 1 y b = 26 (una unidad menos y mas respectivamente que el minimo y
el maximo del conjunto de valores). Asi, tenemos zy y z,+;. Sea {z,, z2, z3} = {2,11,25} la muestra ordenada. Hallando
los puntos medios entre estos valores, obtenemos {(2+11)/2,(114+25)/2} = {6.5,18} que determinaran las inflexiones de

la funcion de distribucion empirica continua (en rojo). Como inflexiones asociadas a los extremos se utilizan los puntos

“a”y “b”. El siguiente grafico ilustra el ejemplo descrito:
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Funcién de distribucién emvirica — Foncion de distribucién empirica continua

Hlustracion 2.1: Funciones de distribucion empirica discreta y continua asociada a una variable

2.3 Propuesta de un conjunto inicial de familias de copulas candidatas

El experto en copulas conoce las propiedades que caracterizan a las diferentes familias existentes y que las pueden
hacer mas o menos apropiadas para reflejar algiin tipo de relacion que, a priori, puede presuponer que exista entre las
variables. Asi por ejemplo, segin citabamos en el apartado 1.5.3, las familias elipticas resultan mas convenientes para
reflejar relaciones simétricas mientras que las definidas como copulas de valor extremo enfatizan asimetrias que ganan
fuerza entre los sucesos “cola” de las distribuciones.

Debe ser el conocimiento del analista sobre la relacion subyacente a los datos y el que tiene sobre las caracteristicas de
las familias de copulas a su alcance, los factores principales que le lleven a descartar de antemano alguna de estas

familias y seleccionar algunas otras como candidatas de partida.

2.4 Determinacion de la cépula 6ptima dentro de una familia

Si bien como deciamos, el conocimiento del experto puede llevarle a hacerse una idea de cual es la familia mas
conveniente para su problema en funcidén del tipo de relacion que sospeche existe entre sus variables, también
admitimos que esta intuicion puede no existir si el analista desconoce la relacion que cabe esperar a priori. También
puede darse el caso de que el analista encuentre varias familias que desempenan papeles parecidos y no termine de ver
claro cudl de ellas es la mas apropiada. En estas ocasiones, resulta beneficioso disponer de una amplia gama de familias
candidatas para poder seleccionar de cada una de ellas un representante (aquella copula que mejor se ajustase a la
muestra de datos disponible) entre los cuales acabara eligiendo uno.

En este contexto, las copulas arquimedianas, que presentamos en el capitulo anterior, suelen resultar especialmente
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utiles pues gracias a su gran diversidad permite recoger relaciones de muy distintos tipos. Como también se explica en
el capitulo 4 de [MATTEIS], el procedimiento para determinar la cépula que mejor se ajusta a una muestra aleatoria
bivariante de “n” observaciones {(x,/), ..., (x»y»)} comienza asumiendo que ésta ha sido generada por una distribucion
bivariante desconocida H(x,y) con marginales continuas F(x) y G(y) y coépula arquimediana C(u,v). Hecha esta
consideracion, se trata de determinar a qué familia pertenece C, o lo que es lo mismo, la forma del generador ¢ de
la copula que, recordemos, caracteriza a la copula arquimediana. Se podra disponer de varias familias candidatas

{Cyloeo (con varios tipos de generadores P, )y, para cada una de ellas, elegir un representante  C, . Como

Oopr

cita De Matteis, para la estimacion de 6, existen diferentes alternativas:

— Estimar en un primer paso las funciones de distribucion marginales mediante métodos paramétricos o no

paramétricos y, posteriormente, a partir de ellas, estimar @ mediante el principio de maxima verosimilitud.

— También es posible hacer la estimacion de las marginales y del pardmetro 8 en un sélo paso. En este caso, la

estimacion de Opuede hacerse de dos formas:

— Empleando un método paramétrico como es el procedimiento de estimacion de maxima verosimilitud,

siendo la funcion de verosimilitud L(a,8.X,Y) donde « identifica a los parametros de las marginales.

— Empleando un método no paramétrico, recomendado por Genest y Rivest (1993) donde 8 es estimado en
un so6lo paso, con independencia de las funciones de distribucion marginales. La estimacion se hace

empleando la correlacion rango de Kendall.

Procediendo de la forma que describe [MATTEIS] para cada una de las familias candidatas, el resultado es un conjunto

de copulas (una por familia) entre las que sera necesario hacer la seleccion final.

2.5 Seleccion de la mejor familia a partir de las copulas representantes

En este apartado se proponen algunos de los criterios mas utilizados para decantarse por la seleccion de una
determinada coépula dentro de un conjunto de candidatas. Dicho conjunto puede haber sido el resultado de alguno de los

procesos descritos en el apartado anterior. La decisién obviamente lleva implicita el optar por una determinada familia.

2.5.1 Método 1: Empleo de la copula empirica

Las copulas empiricas fueron estudiadas originalmente por Deheuvels (1979). La idea consiste en construir una
funcion copula a partir de valores muestrales {(x1,:), ..., (x.y»)} recogidos para las variables univariantes sin establecer
dependencia de ningun parametro. De esta forma, la copula es no paramétrica y queda definida inicamente a partir de la

muestra de datos disponible.
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La definicién de la cdpula empirica puede encontrarse en [NELSEN] (definicion 5.5.1) y responde a la expresion:

(n°de pares(x, y)enla muestratales que x<x e y<y;)

i J
C (= L)= 2.2
(L) . 22)
para {(x,y:), ..., (x»,y,)} muestra de una distribucién bivariante conjunta, y siendo x; € yy con 1=<i,j<n los

estadisticos de orden definidos a partir de dicha muestra.
Este primer método, citado por Claudio Romano (véase el apartado 4.2 de [ROMANO]), plantea la seleccion de una
copula dentro de una familia de candidatas {C k}, <<k eligiéndose aquélla que minimiza la distancia a la empirica. La

medida de distancia que se propone esta basada en la norma discreta L" , siendo “n”, el nimero de variables analizadas

(en el caso bivariante, n = 2):

o T Lot ot ot 2 12
n(C,C)=(> .0, (ClF)=Culzn ) (23)

Si bien estamos partiendo de que ya disponemos de una copula concreta dentro de cada una de las familias y esta
distancia nos va a ayudar a seleccionar una de ellas, también es posible aplicar esta medida a todas las copulas de una
misma familia para determinar el valor del parametro mas conveniente. Es decir, podriamos prescindir del paso previo
de estimacion que hemos comentado (la solucién paramétrica o la no paramétrica de Genest y Rivest) y hacer la
seleccién de la copula dentro de cada una de las familias valiéndonos de  dn . Como se explica en [ROMANO], el

vector de parametros €€ (o el pardmetro si hablamos de copulas uniparamétricas) se puede estimar de la siguiente

forma:

1/2

0=argmin (D, [C(u,v)=C(u,v;0)]) 2.4)

0€0 uel

2.5.2 Método 2: Métodos graficos

Existen diferentes métodos graficos que permiten un contraste visual del ajuste de una cépula a los datos. Aqui se

proponen dos basados en el empleo de QQ-plots que han sido extraidos del apartado 4.3 de [MATTEIS].

—  Gréfico basado en la funcién de distribucion condicional ~ Y|X .- Para ello, basta observar que la copula
condicionada C,(F(x),G(v)) = Hyx(x,y) se deberia distribuir teéricamente segun una U(0,1). Asi, mediante un
grafico QQ-plot se puede establecer el contraste observando si el resultado se aproxima a la recta y = x. Se

trataria de ver para cual de todas las copulas candidatas se obtiene una mejor aproximacion.

— QGrafico basado en la funcidn de distribucion de la copula.- Se define K.(#) como la C-medida del conjunto
{(u,v)€[0,1]x[0,1].gC(u,v)<t} .Sepuede demostrar que si C en una cépula arquimediana generada por

(1)

una funcién @ , entonces K.(?) se puede escribir como K ()=t~ (gerecha) (2.5)

siendo dicha funcién la funcion de distribucion de la variable aleatoria C(u,v).
Por tanto, de igual modo que si X tiene funcién de distribuciéon F entonces F(X)~U(0,1) , podemos

concluir que si C esta suficientemente bien aproximada a los datos cabe esperar que
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K- (C(F(X),G(Y))~U(0,1) . Valdria nuevamente un grafico QQ-plot asociado a las funciones de
distribucion “K” correspondientes a cada una de las copulas candidatas para terminar decantandose por aquélla

que mas se aproxime a la recta y = x.

2.5.3 Método 3: Aproximacion analitica de los métodos graficos

Si bien los métodos graficos anteriores pueden proporcionar una idea bastante buena de cual es la copula mas
apropiada, se puede eliminar la subjetividad asociada a la agudeza visual del analista y plantear un test de hipotesis para
contrastar si las distribuciones de C; (F(x),G(y)) o K. (¢) se aproximan a una U(0,1).

A este respecto, en [MATTEIS] (apartados 4.4.1 y 4.4.2) se citan los dos contrastes clasicos de bondad de ajuste a una
distribucion dada, el de la Chi-cuadrado y el de Kolmogorov-Smirnov. Para llevar a cabo estos contrastes se trocea el
rango de variacion de la distribucion a contrastar en una serie de intervalos y se comprueba si el nimero de valores
muestrales observados en cada una de ellos (O) se parece al nimero de ellos que cabria esperar (E;) bajo el supuesto de
que siguieran una distribucion U(0,1). Para una descripciéon mas detallada de estos contrastes se puede consultar el

Anexo VIII.

— Contraste de la Chi-cuadrado (basado en el estadistico de Pearson)
La muestra de partida es el conjunto de valores C; (F(x;),G(y;)) (0 K. (t;)) que nos proporcionara las frecuencias
observadas (O;) dadas por el nimero de pares (F(x;), G(y;)) que caen en cada uno de los intervalos. El objetivo
es contrastar si éstas frecuencias se aproximan a las esperadas (E;) para una distribucion uniforme estandar.
Aquella copula C cuya condicionada C; dé un mayor grado de proximidad entre estas frecuencias (menor valor

del estadistico de Pearson) serd la propuesta para representar la relacion entre X e Y.

— Contraste de Kolmogorov-Smirnov (basado en el estadistico D,)
En este caso, C, (F(x),G(y;) (o K. (t;)) proporcionara la muestra de valores a partir de la cual se construira la
funcién de distribucion empirica F,. El objetivo es ver si ésta se parece a la funcidon de distribucion de una
U(0,1). Asi, la copula C cuya condicionada C; nos proporcione un valor del estadistico D, mas pequeiio sera
aquélla para la que la muestra de valores se aproxime mas a una distribucion uniforme estandar y por tanto, la

mas apropiada para representar la relacion entre X e Y.

2.5.4 Método 4: Criterio de informacién de Akaike (AIC)

Otra posibilidad que se plantea es evaluar la bondad de la estimacion de los parametros 6 realizada en la etapa previa
que, recordemos, podia hacerse en dos pasos mediante el método de la maxima verosimilitud o en un tnico paso
empleando la correlacion rango tal y como explican Genest y Rivest. La medida que se propone en [MATTEIS]
(apartado 4.4.3) es el criterio de informacion de Akaike que viene dado por

AIC=2x(—log L)+2*p (2.6)

donde L es la funcion de verosimilitud de la muestra que se utiliza para la estimacion del parametro 8y p es el nimero
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de parametros que se estima.

Utilizar el criterio de Akaike supone decantarse por aquel “modelo” que presenta un menor valor del A/C lo cual es
representativo de un modelo més parsimonioso (menos parametros) y que mejor se ajusta a los datos (menor error de
prediccion). Dado que L representa la probabilidad de que la muestra quede bien representada por los parametros,
interesa que L sea proxima a 1 lo cual se traducira en que el logaritmo de L se aproxime a 0. Es por ello que un 4/C
pequeiio es indicativo de que el estimador representa fielmente a la muestra a la vez que castiga el posible sobreajuste
derivado del empleo de un excesivo nimero de parametros. Con mas parametros es mas facil conseguir un buen ajuste a
la muestra de referencia pero los resultados del mismo no suelen adaptarse bien a otras muestras distintas (el “modelo”
no es bueno, sus conclusiones no son extrapolables).

En nuestro caso, el método consiste en seleccionar aquella copula C que proporcione un menor valor del 4/C que

probablemente serd independiente de p si todas las familias de copulas candidatas son uniparamétricas (pues en dicho

caso p vale siempre 1).

2.5.5 Método 5: Contrastes de bondad de ajuste de una cépula

Segun se explica en [DOSCH] (véase su capitulo introductorio), existen varios autores como Breymann, Malevergne y
Sornette, Mashal , Zeevi y Fermanian o Savu y Trede que han propuesto diferentes contrastes de bondad de ajuste de
una copula. El método que a continuacion citamos es el que se propone en dicho articulo. Este método consiste en
considerar C(u,v) como una copula desconocida asociada a la variable aleatoria bidimensional (X;Y) y contrastar si
dicha copula pertenece a una familia paramétrica conocida C(u,v; 6)con 6€O<R’

Es decir, la hipotesis nula asociada al contraste seria  H - C(u, v)=C(u,v;0) para algin 0€O

Se puede utilizar como valor para 6 aquél que se estimara para dicha familia mediante el método de la maxima
verosimilitud o a través de la correlacion rango de Kendall, Gpr.

Se trata de un contraste de bondad de ajuste pero, a diferencia del que se planteara en la aproximacion analitica del
método descrito en el apartado 2.5.3, se trata de un test cuyo estadistico ira asociado a una muestra bidimensional y en
consecuencia, las clases de las que depende no seran intervalos del eje real sino rectangulos del plano real
(concretamente del rectangulo unidad). Por ello, nuevamente instamos a la consulta del Anexo VIII para un mejor
entendimiento del desarrollo que a continuacion exponemos.

En primer lugar, dividiremos el intervalo [0,1] del eje X en “r” subintervalos de igual longitud y se procede de manera
idéntica con el intervalo [0,1] del eje Y, si bien el nimero de clases puede ser distinto, “s”. Como resultado de esta
particion, el rectangulo [0,1]* quedaria dividido en un total de 7 xs rectangulos del mismo 4rea Bj.

Para construir el estadistico del contraste sera necesario disponer del numero de puntos muestrales que caen en cada uno
de los rectangulos y de la frecuencia tedrica esperada para cada uno de ellos a través de la copula que se contrasta.

Asi, dada una cépula C perteneciente a la familia C(u,v;68) para la que ya ha sido estimado su parametro Gppr la

frecuencia tedrica asociada al rectangulo B; es n*p;(Gorr), donde

pij(eopr):P((U:V)EBy/GOPT):ff dC(u,v;0,pr) 2.7

Por otro lado, para calcular el nimero de puntos muestrales que caen en cada uno de los rectangulos, N; (este nimero es
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independiente de la familia de cdpulas considerada), se deben distinguir dos casos en funcion del conocimiento que se

tenga de las distribuciones marginales asociadas a Xe Y:

— Si se supone que F'y G son conocidas, basta con hallar la imagen a través de F y G de la muestra
bidimensional, es decir, (u,v;) = (F(x;),G(y;) y calcular el nimero de puntos transformados que caen en cada

rectangulo.

— Por el contrario si las distribuciones de /'y G son desconocidas, la forma de calcular (u;,v;) es a partir de las

funciones de distribucién empiricas asociadas a X ¢ Y, es decir, haciendo

n

.7 1 % A 1
ui:F"<x")=_Z 1[X.<X] y VFGH(J/,-):—Z 1[Yl<y]
ni=y n
- . rangodex;enx, x, ,X, . rangodey,eny,y, ,y,
Légicamente, i,= 220 y 9= Y2,

n n

A partir de todos estos datos, se puede plantear nuevamente como estadistico del contraste, el estadistico de Pearson

i \ (Nij_n*pij(eOPT))z
i=1j=1 n*pi/'(GOPT)

(2.8)
o bien el del cociente de verosimilitudes

Z Z (Ng,'*ln<pg,'(90PT))) (2.9

i=1 j=1
En el primer caso (F'y G conocidas), estos estadisticos se distribuyen segun un Chi-cuadrado con r*s—1—d grados
de libertad (donde d normalmente valdrd 1 pues consideramos copulas uniparamétricas); en el segundo caso (Fy G
desconocidas), el estadistico se distribuye segin una Chi-cuadrado con  (r—1)*(s—1)—d grados de libertad.
En cualquiera de ellos, se calculara uno de los dos estadisticos para cada una de las copulas candidatas y se seleccionara
de entre todas ellas, aquella C para la que se obtenga un menor valor del estadistico del contraste dado que sera la que
refleje mayor proximidad entre el volumen empirico de cada uno de los rectangulos y el volumen esperado para ellos a

través de la copula.

2.5.6 Método 6: Calidad de las predicciones que proporciona una cépula

Aun cuando todos los métodos descritos puedan ser validos diremos que, por lo general, la seleccion de una u otra
coOpula estara sujeta a la finalidad que persiga el estudio que se esta llevando a cabo. En nuestro caso, en el que la idea
consiste en utilizar estas funciones para realizar predicciones, parece conveniente decidirse por aquélla que mejores
resultados proporcione, resultados que se medirdn en términos de error. Supongamos que estamos interesados en
predecir el comportamiento de una variable Y en funciéon de los valores conocidos de una variable X. Para ello,
disponemos de un histérico dado por una muestra bidimensional que relaciona ambas variables {(x;,:), ..., (X»Vn)}.
Supongamos que Hy,y es la funcion de distribucion de la variable condicionada (desconocida). Sabemos que ésta se
encuentra relacionada con las marginales de X e Y a través de la derivada de una cépula respecto de la primera de las

variables (U), C;, mediante la expresion (1.11). La obtencion de predicciones de Y a partir de X se realizara mediante la
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simulacion de valores de la funcion Hy,, . Asi, nuestro estudio predictivo se puede plantear en una relacion de

etapas:

I. Determinacion de un conjunto de entrenamiento y otro de validacion.- Reservamos parte del historico para
validar la calidad de las predicciones que vamos a realizar. Dicha parte recibira el nombre de conjunto de
validacién y no participara en el ajuste de las distribuciones marginales ni en el de la seleccidén de la funcién
copula que mejor representa a una de las familias candidatas sino que sera utilizado con posterioridad para la
evaluacion de las mismas. Por lo general, se reserva una cuarta o quinta parte de los datos disponibles para
validar los resultados. El resto del historico se utilizara para realizar los ajustes y recibe el nombre de conjunto

de entrenamiento.

II. Determinacion de marginales.- Tomaremos como marginales las funciones de distribucion empiricas
continuas asociadas a X e Y y las aplicaremos a los valores muestrales (de entrenamiento) para obtener la
muestra transformada {(Fx(x,),Fy(y1)),....(Fx(x,),Fx(y,))}. Esta serd una muestra bidimensional de variables
uniformes estandar {(u;,v)),...,(us,v»)}, siempre y cuando las aproximaciones dadas por estas marginales sean
suficientemente buenas. Por supuesto, también pueden proponerse como marginales algunas de las
distribuciones univariantes conocidas (Normal, Exponencial, Pareto, etc.), si bien conviene previamente
plantear el correspondiente contraste que confirme la hipotesis lanzada. En cualquier caso, la copula C y de
igual manera su condicionada respecto de U, C;, actuaran sobre esta muestra de uniformes, lo cual permite
intuir la transformacion del problema de prediccion original de Y en funciéon de X, en un problema de
prediccion de V en funciéon de U. Efectivamente, el planteamiento original busca saber cudl es el valor “y”
asociado a un valor “x” conocido. El hecho de que que para este ultimo podamos calcular la imagen
Fx(x) = “u” y de que ademas dispongamos de una distribucion conjunta C que presupone cierta relacion de
dependencia sobre pares del tipo (#,v), nos permite proponer como alternativa la prediccion del valor de
“v” = Gy(y) (en lugar de “y”). Una vez realizada la prediccion de la transformada V'=G(7Y) se puede deshacer la

transformacion (mediante G') para obtener la prediccion de la variable Y.

III. Seleccién preliminar de cépulas.- Se consideran una relacion de familias de copulas candidatas y dentro de
cada una de ellas se escoge un representante. En el caso de las copulas uniparamétricas esto se traduce en
determinar el valor del parametro 8 a partir del valor muestral de la Tau de Kendall o del coeficiente de
Spearman desde el cual se define. Este valor muestral se debe estimar también a partir del conjunto de

entrenamiento.

IV. Simular valores para la cépula condicionada asociada a cada uno de los representantes.- Hemos dicho
que las predicciones se obtendran por simulaciones de  Hy,y . Dado que estamos trabajando con la muestra
transformada, parece 1dgico que las simulaciones las realicemos para la copula condicionada C,=C,,, La
prediccién de ¥ condicionada a U = u se realizara mediante simulaciones de la variable V|U=u . Para
realizar dichas simulaciones se puede utilizar el método de la transformada inversa, siendo necesario para ello

disponer de la funcion de distribucion de dicha variable, C;. Asi, nuestra relacion de cdpulas C candidatas a
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explicar la relacién entre X e Y, proporciona a través de la ecuacion (1.9) otra relacion de copulas
condicionadas C,=C,,, candidatas a ser la mejor representacion de la funcion de distribucion  Hy

En el apartado 5 se da un mayor nivel de detalle de este método de la transformada inversa y se presentan
ademas expresiones aportadas por distintos autores que permiten llevar a cabo la simulacion para diferentes
familias de copulas. Cualquiera de estas expresiones permite, para un “u” conocido (“x” conocido), simular
valores de la variable V a través de la expresion correspondiente. Para cada uno de los valores “v” simulados se
puede calcular su contraimagen a través de la propia marginal de Y (por ejemplo su funcion de distribucion

empirica continua) y obtener de esta forma valores simulados de la variable de interés Y supuesto un valor de

X. Es decir, se utiliza la copula para simular valores de la distribucién condicionada de  H y;y—, donde “x”
es conocido. El resultado final de esta etapa es una relacion de valores simulados para la variable Y para cada
uno de los valores propuestos para la variable X y cada una de las copulas que representan a las familias

candidatas.

V. Propuesta de un valor predicho.- El paso anterior proporciona una distribucion de valores simulados de Y a
partir de un “x” y una coépula C concreta. El valor que se puede esperar para Y podra venir dado por la media
de las simulaciones o, en su defecto, por alguna otro parametro de tendencia central mas robusto como por
ejemplo la mediana. Cualquiera de ellas se puede utilizar como valor predicho. Ademas, el conocimiento de la
distribucion permite también proporcionar alguna medida de dispersion asociada a la prediccion como la
varianza, la desviacion media absoluta o el rango intercuartilico que podria traducirse en una evaluacion del
riesgo de la misma. De hecho, el alcance va atin mas alld puesto que proporciona conocimiento sobre posibles
asimetrias, densidad en las colas, apuntamiento, presencia de varias “modas”, etc. La simulacion de valores, y
por tanto la obtencion de las predicciones, se pueden realizar a partir de cualquier “x” tanto de la muestra de
entrenamiento como de la de validacion. Comparando el valor predicho con el real es posible hablar de un
error de prediccion para cada familia de copulas que se considerara asociado a la muestra en el primer caso
(in-sampling) y fuera de muestra en el segundo (out-of-sampling) siendo este Gltimo por lo general de mayor
magnitud dado que los datos de dicho conjunto no participan directamente en el ajuste. Aquella familia de
copulas que a través de su representante proporcione en media (o en mediana) menores errores (principalmente

a futuro) serd la que se seleccione finalmente para los fines predictivos que se persiguen.
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3. Metodologias para la construcciéon de funciones cépula

A lo largo del tiempo se han propuesto muy diversas técnicas para construir funciones copula. El hecho de que éstas
puedan proporcionar distribuciones multivariantes con unas marginales concretas (segin demuestra el teorema de
Sklar) ha llevado a los distintos autores a la busqueda de métodos que permitan generar funciones de este tipo
intentando que ademas posean ciertas caracteristicas orientadas a identificar algiin tipo de relacion de dependencia.
Aqui presentamos un esquema paralelo, aunque mas resumido, al que expone Nelsen (véase capitulo 3 de [NELSEN])
y se citan algunos otros propuestos por otros autores. Ademas del libro citado, referenciaremos otros articulos través

de las cuales el lector podra entrar en un mayor nivel de detalle.

3.1 Método de inversion

Como corolario directo del teorema de Sklar, encontramos una forma directa de construir copulas a partir de funciones
de distribucion conocidas. El resultado, que podria considerarse como una version reciproca de dicho teorema, establece

lo siguiente:
Corolario 3.1

“ Si H es funcion de distribucion bivariante con marginales continuas y estrictamente crecientes F'y G entonces

Cu,v)=H(F™"(u),G""(v)) define una funcion cépula”.

Nelsen presenta un resultado ain mas general (véase el apartado 3.1 de [NELSEN]) en funcion de una subcopula C'y
las cuasi-inversas de F'y G segun el cual no es necesario imponer que las distribuciones marginales sean estrictamente
crecientes (de serlo, tienen una Unica cuasi-inversa que es precisamente la inversa ordinaria) ni continuas (condicion
impuesta para que el resultado se dé no so6lo para subcopulas sino también para copulas). La técnica recibe el nombre de
“método de inversion” pues permite obtener funciones copula a partir de las inversas de funciones de distribucion.
A modo de curiosidad, se puede observar que la funcién copula construida C puede servir para, dadas otras dos
funciones de distribucién univariantes /'y G' (distintas de F' y G), obtener otra conjunta H' (distinta de H) con
marginales F' y G'. Efectivamente, en virtud del teorema de Sklar, H '(x,y)=C(F'(x),G'(y)) es funcion de
distribucion bivariante con marginales F'y G'. Esto justifica el hecho de que haya infinitas distribuciones conjuntas con

marginales comunes.
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3.2 Métodos geométricos

Existe otro tipo de métodos que aprovechan rasgos caracteristicos de la geometria de las copulas tales como su soporte
o sus secciones y vuelcan sus esfuerzos en determinar las restricciones a imponer sobre ciertas funciones para que
cumplan las tres propiedades que identifican a las copulas ((1.5)-(1.7)). En [NELSEN] (véase apartado 3.2) se citan los

siguientes:

3.2.1 Cépulas singulares con soporte conocido

Este método se basa en que se tiene algun conocimiento del soporte de una copula C cuya definicion suele depender de
un parametro 8. Se utiliza para construir copulas singulares cuyo soporte (de medida Lebesgue nula) yace en un
conjunto dado. Este conocimiento permite plantear un nimero finito de expresiones a las que responderan los
C-volumenes de los distintos rectangulos contenidos en el cuadrado unidad en funcion de la interseccion de éstos con el
soporte conocido. El principal objetivo es buscar el rango de valores de € que permiten garantizar que todos esos

volimenes son mayores o iguales que 0 (véase expresion (1.7)).

3.2.2 Cépulas construidas como Suma Ordinal de cépulas

Este método permite obtener una copula C como combinacion de otras C;. El soporte de C es el resultado de escalar el
soporte de cada C; a un cuadrado  J;=[a,, b)x[a,, b,]SI’ es decir, el soporte de C es una combinacion de los
soportes de una sucesion de copulas. Dado que cada uno de éstos se define sobre el cuadrado unidad es necesario hacer
la correspondiente conversion (escalado) al cuadrado J; al que se quiere ajustar. Formalmente, la definicion es la

i

siguiente:

Definicion 3.1.- Sea {J,};c; una particion contable de I, es decir, un conjunto de intervalos cerrados la,,b,] y
disjuntos cuya union es el cuadrado unidad. Asociada a ella, sea {C,},c; un conjunto contable de copulas. Se define

la suma ordinal de {C,},., respectode {J;},c; como lacépula C dada por

) si (u,v)ed; 3.0

u—a;, v,—a;
C(M,V): ai+(b[_ai)*Ci(bi_ai, bi_ai

M (u,v)=min(u,v) si (u,v)&J;

3.2.3 Cépulas construidas a partir de “Cambios” de M (cota superior de Fréchet-Hoeffding)

Este método comparte cierta similitud con el anterior. Consiste en generar una copula C cuyo soporte se construye

escalando el soporte de la cota superior de Fréchet-Hoeffding M o alguna permutacién del mismo (soporte de la cota
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inferior, W) a una relacion de rectangulos definidos sobre el cuadrado unidad. A grandes rasgos la técnica queda

definida en cuatro pasos:
1. Considerar el soporte de la copula M o cota superior de Fréchet-Hoeffding (1.23) (véase ilustracion (1.1)).

2. Realizar una particion del cuadrado unidad en una relacion de cuadrados. La particion se denomina regular si
todos los cuadrados son del mismo érea. Los cuadrados que componen la diagonal principal de I* contienen el

soporte de M.

3. El trozo de soporte contenido en cada cuadrado de la diagonal principal y que tiene pendiente positiva (como
M) puede cambiar de orientacion (a pendiente negativa). Hacer cuantos cambios se desee. El resultado es una
copula nueva (salvo que no “gire” ningun trozo) cuyo soporte sigue contenido en los cuadrados de la diagonal

principal.
4. Finalmente, cada trozo de soporte contenido en los cuadrados de la diagonal principal (con pendiente positiva
o negativa) puede “trasladarse” a otro cuadrado de la misma fila (o columna) respecto de la particion siempre y

cuando no existan dos trozos del soporte original de M en una misma fila o columna

Los siguientes graficos ilustran bastante bien este método.

1 1 /1 1 1 \

0 1 0 1 0 1 0 1
Soporte de M Particién de I Giros Translaciones

"Cambios™ de M

Hlustracion 3.1: Método de construccion de copulas mediante “cambios” de M

Definicion 3.2.- Un “cambio” de M viene determinado por una 4-upla M (n,{J;}, 7, w) donde “n” es el nimero
de trozos en que se divide cada intervalo [0,1], {J,} define los rectangulos que resultan de dicha particion , wes
un vector cuyos elementos son 1 6 -1 en funcion de la pendiente de cada trozo, es decir, dependiendo de si gira o no

cada trozo de M y 7Tes una permutacion de S,={1,2,...,n}

1 2] ,[i,l] , w=(+1,-1,+1,—1,—1) (los trozos 1 y 3 no

1
5 i = JA=10,-l.1Zz.Z] -
En los graficos anteriores, n = 5, {J;}=[ 5] [ 5 5

“giran”) y 1=(4,2,5,3,1) (el trozo uno se “traslada” de la columna primera a la cuarta y el dos no permuta, no se

“traslada”).
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Como resultado importante, Nelsen observa (teorema 3.2.1 de [NELSEN]) que toda copula C se puede aproximar

mediante ciertos “cambios’” de M.

3.2.4 Copulas construidas como “Suma Convexa” de copulas

Este método de construccion se basa en un resultado que establece que cualquier combinacion lineal convexa de un
conjunto finito de copulas es también una coépula (ejercicio 2.3 propuesto en [NELSEN]). Es decir, dadas las copulas
Cyy Crydado 0€I=[0,1] , C(u,v)=(1-0)*C,(u,v)+0%C,(u,v) estambién una copula. De igual manera se
puede demostrar (ejercicio (3.17), también propuesto en [NELSEN]) que se pueden construir cépulas como
combinacioén de un conjunto infinito de ellas o lo que es lo mismo, como una suma convexa de copulas  {Cy}oeco

donde Bes una observacion de una variable aleatoria continua @ con funcion de distribucion A.

Definicion 3.3.- Se define la suma convexa de una sucesion de copulas {C,}sco con respecto a A, funciéon que

recibe el nombre de “funcién de combinacién”, como { Colu,v)d A(0) (3.2).

Como hemos sefialado, se puede demostrar que la expresion anterior define una copula. Veremos mas adelante que las

copulas arquimedianas se definen a partir de la transformada de Laplace de la funcion de combinacion.

3.2.5 Métodos basados en el conocimiento de las secciones de una cépula
Estos métodos permiten construir copulas cuyas “secciones” horizontal y vertical responden a una expresion conocida.
Estas secciones, como su propio nombre indica, se obtienen al hacer una seccion (o corte) respecto de un valor “u” (o
“y”) y permitir que sea la otra variable 7 (o U) la que varie; son por tanto funciones en una tinica variable.
Definicion 3.4.- Sea C una copulay a €/ unnimero cualquiera.

- Se define la seccién horizontal de C en “a” como la funcién S, (¢)=C(t,a) Vel (3.3)

—  Se define la seccion vertical de C en “a” como la funcion S, (1)=C(a,t) Vi€l (3.4)

- Se define la seccién diagonal de C como la funcion  6.(2)=C(t,t) Vi€l (3.5)

[T 1) w,

Una copula cuya expresion responde a un polinomio de grado “n” en “u” presentara la forma

u—C(u,v)=a,(v)*u"+a,_ ,(v)*u"""+..+a,(v)*u+a,(v) vy, equivalentemente en “v”, sera del tipo
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v—C(u,v)=b,(u)*v"+b,_ (u)*v""'+..+b,(u)*v+b,(u) que vienen a ser, respectivamente, las secciones
horizontal y vertical de una cépula.
El método consiste en suponer un conocimiento sobre las secciones de una copula y a partir de €1, preguntarse por las
condiciones que deben satisfacer los polinomios @, (v) Vi€{0,1,...n} y b(u) Vi€{0,1,..n} para que la
funcion C(u,v) sea efectivamente una copula.
En el capitulo siguiente veremos como obtener funciones coépula por interpolacion polindmica (lineal y ctibica) de una
subcopula para la que el valor del estadistico de Pearson es 6ptimo. No resulta por eso casual que algunas de las
restricciones a imponer sobre estas funciones interpoladoras para que sean copulas (por ejemplo en el caso de los
polinomios ctibicos de Hermite) guarden un claro paralelismo con las citadas en [NELSEN] (véase apartado 3.2.5) para
coOpulas con secciones lineal, cuadratica o ctibica (a este ltimo respecto, véase [NELQUEROY]).
Respecto de la seccion diagonal de una copula, comentaremos tnicamente un resultado presentado en [NELSEN]
(teorema 3.2.11) , seglin el cual se pueden construir también copulas a partir del conocimiento de su seccion diagonal J.
Dicho resultado establece que, si 0 es una funcion diagonal, esto es, una funcién

6:1—1 tq 6(1)=1; 0=<6(t,)=6(t,)<2(t,—1,) V't t,€I,,t,<t,; 6(t)<t V€l

entonces C(u,v)=min(u,v, %*[5(u)+6(v)]) define una copula con seccion diagonal J.

3.3 Métodos algebraicos

Los métodos algebraicos basan la generacion de funciones copula en una relacion algebraica planteada entre la funcion
de distribucion conjunta y sus marginales univariantes.
A modo ilustrativo encontramos en [NELSEN] (expresion (3.3.1) del apartado 3.3.1) la relaciéon algebraica
_H(x, y)x(1-F(x)=G(y)+H(x,y))
(F(x)=H(x,y))*(G(y)—H (x,y))

Dicha ecuacioén es el cociente entre el producto de los elementos de la diagonal principal y el producto de los situados

(3.6).

en la diagonal secundaria de la siguiente tabla de contingencia.

X<=<x X>x
Y=<y |N°pares (x;yi) t.q|N° pares (xiyi) t.q|G®)
X, <X, V=Y X;>X, V=Y
H(xy) G(y)-H(xy)
Y>y |N°pares (Xiyi) t.q/N° pares (x,yi)) t.q|l1-G(y)
X=X, Y>>y X=X, Y=Yy
F(x)-H(x.) 1-F(x)-G(y)+H(x.y)
Fx) 1-F(x)
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Realmente proporciona una medida de la asociacion entre las variables X e Y pues por ejemplo, si 8= 1, entonces
H(x,y)=F(x)*G(y) y en consecuencia las variables son independientes.
Ademas, haciendo las transformaciones u=F(x) y v=G(y) y teniendo en cuenta el teorema de Sklar es posible expresar

Clu,v)*(1—=u—v+C(u,v))
(u—=C(u,v)*(v=C(u,v))

la ecuacion anterior como 0= (3.7).

La busqueda de una solucion en C permite obtener una familia de copulas uniparamétrica que es la familia de Plackett

(véase (AIL.37)).

3.4 Método de construccion de copulas arquimedianas

Ya comentamos que una de las principales ventajas de las copulas arquimedianas es la facilidad con la que pueden ser
construidas. Atendiendo a la definicion (1.7), bastaria con encontrar una funcién  ¢@:[0,1]—[0,0] (denominada
generador) continua, estrictamente decreciente, convexa y tal que @(0)=c0 y @(1)=0 . A partir de ella, segin
demuestran Schweizer y Sklar es posible generar una copula a partir de la relacion  C(u, v)=¢~ (@ (u)+@ (v))
La obtencion de generadores de copulas (funciones @) se puede conseguir calculando la transformada de Laplace de una
funcioén de distribucion.

Ya adelantabamos en el apartado 3.2.4 la posibilidad de construir cdpulas arquimedianas a partir de la transformada de

Laplace de la funcion de distribucion /A de una variable aleatoria ©. Dicha transformada viene dada por la expresion

-1

tp(t)=f e"'d A(0) vy permite generar una copula a partir de la ecuacion  C (u, v)=¢ (¢~ (u)+y~"'(v))
0

Si bien las familias de copulas arquimedianas mas conocidas son paramétricas (y sobre todo uniparamétricas), algunos
autores han propuesto versiones que no lo son. Asi por ejemplo, en [VANLAM] se propone un método de construccion
de coépulas arquimedianas no paramétricas a partir de una combinacién log-lineal continua de generadores
arquimedianos y se demuestra que los coeficientes de estas funciones ajustadas a trozos pueden ser interpretadas como

medidas de dependencia local.

3.5 Método de construccion de copulas con soporte fractal

Finalmente vamos a hacer referencia al trabajo reciente que encontramos en [FRENERO] como un ejemplo mas de la
gran cantidad de aplicaciones e investigaciones que hoy dia siguen surgiendo dentro del &mbito de la teoria de copulas.
En este articulo se propone un sistema que permite la construccion de funciones cépula cuyo soporte es un fractal,
entendiéndose por tal, un conjunto cuya dimension topoldgica es inferior a su dimension de Hausdorff.

El algoritmo parte de una copula C y una matriz 7 denominada matriz de transformacion la cual se define como una

matriz con las siguientes propiedades:

— Ninguno de sus elementos es negativo.
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— La suma de todos sus elementos es 1.

— Ninguna fila o columna tiene todos sus elementos iguales a 0.

En sucesivas iteraciones, la matriz 7 actia sobre la copula C dando lugar a una secuencia de copulas
{C.T(C), T*(C)=T(T(C)), T*(C)=T(T*(C)), ..., T"(C)=T(T"""(C)), ...} con limite Cr.
Bajo ciertas condiciones impuestas sobre 7'y Cr, los autores demuestran que dicho limite es una copula cuyo soporte O

es un fractal de dimension Hausdorff “s” comprendida entre 1 y 2.
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4. Construccion de cépulas con valor éptimo del estadistico de Pearson

Segin hemos comentado, uno de los principales problemas que encontrard el analista que trabaje con funciones copula
es seleccionar de entre una gran diversidad de familias, aquélla que mejor represente la distribucién conjunta entre las
variables de estudio, disponiendo seglin hemos visto, de diferentes criterios de seleccion que le serviran de ayuda en la
toma de esta complicada decision.

En esta tesis proponemos un método de construccion de copulas alternativo especialmente dirigido a obtener la mejor
candidata respecto de uno de los criterios enumerados en el capitulo 2. En concreto, la metodologia consiste en obtener
la subcdpula que proporciona el menor valor posible respecto del estadistico de Pearson el cual, como hemos visto en el
apartado 2.5.5, sirve de evaluacion del contraste de bondad de ajuste. En un segundo paso, esta subcopula sera
extendida mediante técnicas de interpolacion polindmica para definir una cépula que conserve el valor de dicho
estadistico. El resultado permitira al analista disponer de una copula no paramétrica que presenta caracteristicas a priori

atractivas:

— Presenta el menor valor posible respecto del estadistico de Pearson para una particiéon dada del cuadrado

unidad, lo cual la convierte en la copula 6ptima respecto de dicho criterio de seleccion.

— Su naturaleza no paramétrica evita el paso de buscar al mejor representante (el mejor valor del parametro)

dentro de una familia de copulas.

— Para el analista es indiferente conocer el tipo de dependencia que existe entre las variables puesto que la copula
se adapta localmente a los cambios que se producen respecto de dicha relacion. Desaparece el problema de
tener un conocimiento de antemano de la relacion entre ellas y tener que plantearse si la copula a utilizar debe
poner mayor énfasis entre las colas de las distribuciones marginales, resaltar algiin tipo de asimetria o reflejar

efectos “multimodales”.

Para explicar la manera en que vamos a construir esta copula, comencemos considerando una muestra de K pares
distribuidos sobre el cuadrado unidad sobre el que se realiza una particion en nxm  rectangulos del mismo area.
Fusionando las expresiones (2.7) y (2.8) que dan forma al estadistico de Pearson se obtiene:

C(N=KxJ[ dC(u,v;0))

Zn:i(ij_K*pg/()e)) =Zn:Z B

i=1j=1 Kxp,(0 i=1 j=1 K*ff dC(u,v;0)
B’/

Nuestra intencidn es construir la cépula que proporciona un mejor valor respecto de este estadistico. Teniendo en cuenta
que la funcion que obtendremos va a ser no paramétrica, podemos, en primer lugar, omitir en la expresion anterior la
dependencia del parametro.

Observemos ademas que las cantidades p; representan el volumen del rectangulo  B;=[u;,u;]x[v,,v;] através
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de la copula C. Otra forma de escribir este volumen, como se muestra en la tercera condicién que debe satisfacer una
funcién cépula (1.7), seria pi,-=VC(Bi/-)=C(u,-+], V,-H)—C(u,-,V,-H)—C(u,-ﬂ,vf)-FC(u,-,V,-) , con lo cual podemos
concluir que la contribucion de la copula al estadistico viene dada por el valor de dicha copula en una relacion de puntos
que son los vértices de cada uno de los rectangulos en que ha sido dividido el cuadrado unidad.

De esta forma, se trata de construir una funcién C con las siguientes caracteristicas:
— Que sea una funcioén cépula, es decir, que verifique las propiedades (1.5) - (1.7).
— Que sea no paramétrica, es decir, que no dependa de ningin parametro.

— Que su evaluacion sobre los nodos (u;Vv)), los cuales sirven de interseccion entre las lineas horizontales y

verticales que generan la particion del cuadrado unidad, garanticen un valor minimo respecto del estadistico de

~_n* (ui’V')_C(”irV'—l)_C(u; 4 )+C( Ui_,Vv ,'—1)))2
+(C v ) =Cluyv, )= Clupy v )+ Cla v, ) D

Pearson dado por =z Z

Este objetivo lo alcanzaremos en dos etapas:

— Obtencidon de la subcopula dptima.- Consideraremos el espacio de todas las posibles subcopulas con soporte
los nodos resultantes de la particion del cuadrado unidad y buscaremos aquélla cuyo valor sobre los puntos de

su soporte proporcionen el menor valor del estadistico de Pearson.

— Obtencidon de la cépula optima.- Extension de la subcopula 6ptima a una copula mediante interpolacion con
funciones polinémicas de forma que la copula resultante tome el mismo valor que ella en cada uno de los
nodos de la rejilla que trocea el cuadrado unidad. En consecuencia tendremos una copula cuyo estadistico de
Pearson superara en bondad al de otras candidatas pues, como veremos, estara conformado por la combinacion

optima de valores que una copula puede tomar sobre los puntos de evaluacion del estadistico.

Podria pensarse que esta forma de proceder es sindnimo de sobreajuste en el sentido de que estamos forzando a la
coOpula a pasar por una relacion de puntos para que el estadistico correspondiente proporcione el mejor p-valor posible.
Es decir, algo parecido a construir un modelo que minimice el error cuadratico medio definiendo para ello la ecuacion
que interpola exactamente todos los valores muestrales (MSE = 0) pero descuidando con ello la posibilidad de
extrapolar dicho modelo a otras muestras o lo que es lo mismo, su poder predictivo.

Sin embargo, lo que realmente estamos tratando de hacer es utilizar el estadistico en cuestion para hacernos una idea de
lo que deberia valer la copula que estamos buscando en una relacion de puntos de su dominio, concretamente en
aquellos nodos que comprenden la rejilla que hacen una particiéon del cuadrado unidad. La aproximacion al estadistico
va a permitir que los valores que se estiman para esos puntos se muevan en consonancia con la muestra y puedan
constituir un soporte fiable. No estamos construyendo con esto una funcién copula propiamente dicha, sino una funcion

subcopula que sirva de punto de partida. La verdadera funcion copula se construye a partir de ella mediante alguna
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técnica de interpolacion pero, por supuesto, dicha funcién no estd ajustada (sobreajustada) a todos los puntos de su
dominio. Si habrd que tener precaucién a la hora de considerar la dimension de la rejilla que provoca la particion. No
conviene que la cantidad de rectangulos que surjan ( n*m ) sea desmesurada ya que como consecuencia, el nimero
de puntos que podrian caer en cada uno de ellos podria ser demasiado pequefio (uno o ninguno por rectangulo) y es ahi
donde si podria existir el problema del sobreajuste (la funcidon subcopula que sirve de punto de partida se ajusta a todos
los valores de la muestra). En principio, podria servir de punto de partida el convenio empirico que citamos en el Anexo
VIII segtin el cual el nimero de clases debe ser mayor o igual que 5. De hecho en los ejemplos que vamos a plantear
vamos a considerar este numero de divisiones en cada uno de los intervalos [0,1], dando lugar asi a una particion del
cuadrado unidad en 25 rectangulos. Particiones de mayor dimension reducirian en exceso el nimero de pares muestrales
por rectangulo.

A pesar de que el método que se va a desarrollar busca la optimizacion del criterio descrito en el apartado 2.5.5, nuestro
verdadero argumento de seleccion estara basado en la calidad de las predicciones que proporcione cada copula
(apartado 2.5.6). Es decir, en ningun caso vamos a decantarnos de forma incondicional por el empleo de la cdpula que
resulte de aplicar esta metodologia sino que recomendamos establecer siempre el contraste con los resultados que

puedan proporcionar los representantes de otras familias de copulas conocidas.

4.1 Etapa I: Construccion de la subcopula que minimiza el estadistico de Pearson

Consideremos un conjunto de K pares de puntos (x;);), que han sido debidamente transformados a través de sus
respectivas funciones de distribucion en (F(x;),G(y) = (u;v;). De esta forma, los posibles rangos de variacion de las
variables X e Y se han adaptado al rango de variacion del cuadrado unidad dado que las variables transformadas se
distribuyen segun uniformes estandares. Se trata de encontrar la funcién cépula C que mejor describa la relacion de
dependencia entre las variables Uy V, y aplicarla sobre los pares (u,v;) para, en virtud del teorema de Sklar, obtener la
funcién de distribucion conjunta que mejor se ajuste a la relacion que mantienen las variables originales.
Como hemos dicho en el apartado anterior, la seleccion de esa copula dptima la vamos a basar en la busqueda de la
subcopula que proporciona el menor valor del estadistico de Pearson respecto de una particion del cuadrado unidad en
nxm rectangulos del mismo area.
Para el ejemplo que servira de referencia a este capitulo vamos a utilizar una parte de los datos diarios de demanda
doméstica de gas natural en Madrid que son empleados en el capitulo 7. En dicho capitulo se explica como estimar a
partir de una serie temporal de demanda de gas, el valor de los datos que supuestamente se hubieran presentado en
condiciones normales de temperatura, es decir, se detalla la generacion de una serie temporal de demanda de gas
aislando el efecto de la climatologia. A partir del resultado obtenido, se puede disponer de una muestra bidimensional
donde la componente “x” de cada par mide la diferencia entre el dato de temperatura maxima del dia “#” y otro que se
considera como  temperatura normal del mes al que pertenece dicho dia, es decir,
X (t)=Temperatura Maxima Normal,;—Temperatura Maxima Real(t)
La componente “y” mide la variacion porcentual entre el dato real de demanda y el que se estima que debio presentarse

en condiciones normales de temperatura, es decir,
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_100%(Demanda _Real (t)— Demanda _en condiciones normales _de _temperatura (t))
Demanda _en _condiciones _normales _de temperatura(t)

Y (1)

[T}
t

Loégicamente, como el modelo no recoge el efecto de la temperatura es de esperar que, si un dia la temperatura cae
por debajo de la media esperada para el mes (X(?) positivo), la estimacion del dato normal de demanda se quede por
debajo del dato real (pues al hacer frio, subira la demanda de gas) y, en consecuencia, Y(#) sera también positivo.

El siguiente grafico muestra pares de datos asociados al mes de Noviembre cuando ambas componentes son positivas.
Se trata de analizar la relacion existente entre ellas utilizando funciones copula.

Para ello, empezamos generando la muestra transformada a través de las distribuciones empiricas continuas de X e ¥

(véase el apartado 2.2), y continuamos haciendo una particion de I* en 5 x 5 rectangulos.

Y v
60— 1.0 3 e
50 0.5~ - e,
40 . ) ] ST B LR

] ‘ ) 0.6 s S .
30_: ] R : L, i *

] o . 0.4 o ;
20__. » . . . .' . a . :.. * . : .
R LANCTRSL N B S S SC :

E- o;. “'..a'.: '. ..‘. ': " .. :.. .. . . : » .
0_||||‘|.| |‘f7\'||||.|||\\Illllll\\||||||“ 0.0 T T T |.| T T T T T T T T T T

0 1 2 3 4 5 6 7 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

) “

Ilustracion 4.1: Conversion de la muestra (x,y) en la muestra de uniformes (u,v) que sirve de soporte a una copula

El estadistico de Pearson se construye a partir del nimero de puntos que caen en cada uno de los rectangulos y el
numero esperado de ellos a través de la subcopula cuya bondad se esté contrastando. Esta ultima cantidad viene dada
por el volumen a través de la subcopula de cada uno de los rectangulos, que viene a ser la probabilidad a través de ella
de que un par (u,v) se encuentre en el mismo. Para el calculo de estos volumenes basta con disponer del valor de la
subcopula en cada uno de los nodos que surgen al hacer la particion (puntos rojos del grafico anterior).

Asi, vamos a considerar el espacio constituido por todas las subcopulas cuyo dominio son precisamente esos nodos:
Q={C" | C’subcdpula conDom(C")=58,x5,}, §,={0, 122 2=L 1y g =qo L2 m=Lyy 4»
nn n mm m

Las condiciones a imponer para que una subcopula C' pertenezca a Q son:

1. DominidC')=S,xS, (4.3)
2. C(L0)=0 Vie{0,1.2,..n} y C'(0,-L)=0 Vj€(0,12,...m} (44)
n m

3. (L=t Vie(012,..nt y c'(1,L)=L Vje(0,12,..m} 45)
n n m m

4. (C'debe ser 2-creciente, es decir, VC,([%,ﬁ]x[‘%,‘n%])>0 Vie{l2,.,n} Vje{l2, ...m} (4.6)
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Obsérvese que basta asegurar que cualquiera de los nxm rectangulos disjuntos tenga volumen mayor o igual que 0
a través de la subcopula, dado que, de ser asi, el volumen de cualquier otro rectangulo cuyos vértices pertenezcan al
dominio de C' (SxS>) también serd mayor o igual que 0 puesto que su volumen se podrd expresar como suma de los
volumenes de algunos de los rectangulos disjuntos.

Es decir, si en el ejemplo grafico que hemos planteado, aseguramos que el volumen de B, = [1/5,2/5]x[1/5,2/5] y el
volumen de B,; = [1/5,2/5]x[2/5,3/5] son mayores o iguales que cero, entonces, el volumen del rectangulo B =
[1/5,2/5]x[1/5,3/5] (también contenido en el dominio de C’) sera mayor o igual que 0 por ser suma de los otros.

El objetivo es encontrar, entre todas las subcopulas de Q, aquella para la que la evaluacion del estadistico de Pearson
(4.1) proporcione el menor valor posible. Este problema puede ser abordado mediante un modelo de programacion

matematica con las siguientes caracteristicas:

—  Existird una variable c’; por cada nodo de la rejilla que resulta de hacer la particion. Dichas variables van a

representar el valor que debe tomar la subcopula en cada uno de los nodos.

— La funcién objetivo a minimizar serd el propio estadistico de Pearson que, por su estructura, da caracter no

lineal al problema. Se trata de encontrar los ¢’; que minimizan dicho estadistico.

— Las restricciones que determinan la region factible van a ser lineales y deben asegurar que la funciéon cuyo

valor en cada uno de los puntos de su dominio va a calcularse, sea una subcdpula. Para ello:
— Variables asociadas a nodos del tipo (i/n, 0) y (0, j/m) deben valer 0 (se debe cumplir la condicion (4.4)).

— Variables asociadas a nodos del tipo (i/z, 1) y (1, j/m) deben valer respectivamente i/n y j/m (se debe

cumplir la condicion (4.5)).

, —1 i i—1 . C
— Para cada rectangulo [ZTI;]x[JT#] debe satisfacerse la restriccion lineal

1

,i)—C’(d,i)—C’( ,EH‘C'(%,%)ZO (se debe cumplir la condicién (4.6)).

i
n m n

Formalmente, el modelo matemadtico de programacion no lineal quedaria planteado de la siguiente manera:

Min z z (N(,—n*(c’i_/.—c i ¢ ate ','-1,,/—1))2
n¥(c’

r ’ !
ies, jes, i,j—Ci-1,;—C tc i—l,j—l)

i, j-1

s.a ¢',=0 Yi€S, ; c¢',=0 Vj€S, ; c¢',== Vies, ; c¢',=L Vjes,
X n m

p;=c ,i,i_c,i—l,/'_c 'i, /—1+CI;—1,/—1 >0 ViESl’jESZ

S,={1,2,...,n—=1,n} S,={1,2,...,m—1,m}
4.7
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Conviene observar que realmente, las Unicas variables de decision del problema van a ser aquellas asociadas a nodos
que se encuentran en el interior del cuadrado unidad dado que el valor de las fronterizas ya viene prefijado de antemano
por las condiciones (4.4) y (4.5).

Se trata de un problema de programacion fraccional no lineal (véase capitulo 13.3 de [HILIE]) que presenta la dificultad
afladida de que, por las caracteristicas de la region factible, los valores que van a tomar las variables se pueden mover
en entornos muy cercanos a 0 y ello puede llevar a que el denominador de la funcion objetivo se anule. Ante la posible
falta de convergencia del algoritmo que se aplique para resolver el problema, se debe poner especial cuidado en la
seleccion de una solucion inicial factible que evite acercarse a valores que puedan anular este denominador.

Se propone como punto de partida, la subcopula producto (véase (1.25) o (AL3) en el Anexo I) que se define en cada

vértice  (

>

3 |~

) como C'(L,L)=I*J
n'm’ nxm

= |N.

Teorema 4.1: Existencia de solucion factible al problema de programacion no lineal que permite obtener una

subcopula que optimiza el valor del estadistico de Pearson

“Sea una particion del cuadrado unidad en n x m rectangulos del mismo area. Entonces el problema de programacion
fraccional (4.7) tiene solucion factible. La solucion optima a dicho problema va a proporcionar la relacion de valores

en cada uno de los puntos del dominio de definicion de la subcopula que optimiza el estadistico de Pearson”.

demostracion

i*j
nxm

Como adelantdbamos una solucion factible viene dada por la propia subcopula producto  C '(; #)= (aunque
légicamente no es necesariamente la dptima).
Se puede demostrar que dichos valores satisfacen el problema de programacion matematica y que por tanto, la funcion

definida a través de ellos es una subcopula pues, efectivamente,

- o= g vies, y cy=2L=0 Vjes, (secumple la condicion (4.4))
nxm nxm
- c’im=l*m =L Vies, y c¢'y= nrj - Y j€S, (se cumple la condicion (4.5))
nxm n nxm m
, , , , ixj (i=1)xj ix(j—=1) (i=1)%(j-1 1 -
- CymCimTC T T J_lizl)xj_ixj=1) ' ( <l ): >0 V(i,j)S,xS,

n*xm nxm nxm n¥xm n*xm
(se cumple la condicion (4.6)).

c.q.d

De acuerdo a la verificacion de (4.6), esta relacion de valores p; no anula los denominadores correspondientes a cada

“i ”” [IEE] [Tl

uno de los sumandos de la funcion objetivo dado que y “” son estrictamente mayores que 0 (por supuesto “n” 'y
“m” también) por ir asociados a puntos interiores del cuadrado unidad. Por tanto, pueden constituir una buena solucion
de partida al problema de optimizacidén que se resolvera finalmente aplicando alguno de los algoritmos destinados a

ello.
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El algoritmo que se recomienda, esta condicionado al hecho de que las restricciones del problema sean de tipo lineal y
también a la dimension del mismo en lo que al nimero de variables se refiere, o lo que es lo mismo, al nimero de nodos
que resulten al realizar la particion del cuadrado unidad.

Los métodos que ofrecen mayor fiabilidad y velocidad son aquéllos que utilizan la matriz Hessiana. Sin embargo,
cuando la dimension del problema es muy grande, no se aconseja el empleo de métodos que impliquen el calculo de las
derivadas de segundo orden de la funcién objetivo que componen dicha matriz puesto que suelen requerir demasiado
tiempo y memoria computacional. En el enlace [SASDOC] (ayuda al usuario de la herramienta SAS) se proporciona
una relacion de técnicas a utilizar en funcion de las caracteristicas del modelo a resolver. Dado que SA4S ha sido la
herramienta utilizada para la implementacion de los modelos matematicos que se presentan en esta tesis, hemos
considerado que es el asistente de dicha herramienta el que mejor puede conocer la eficiencia y complejidad de los
algoritmos que tiene programados para tratar este tipo de problemas. Este asistente puede ser consultado para un mayor

conocimiento de cada una de las técnicas que a continuacion se citan:

— Cuando el niimero de variables es inferior a 40, se propone alguno de los algoritmos de Newton-Raphson o el
método de la region de confianza (Trust Region Method). Estas técnicas utilizan el Hessiano, el cual, para

problemas de dimension pequefia, no resulta demasiado costoso de calcular y cuyo uso ofrece siempre mayor
fiabilidad.

— Cuando el nimero de variables se encuentra entre 40 y 200, se propone el algoritmo Cuasi-Newton que no
utiliza la matriz hessiana, sino la propia funcion objetivo y su gradiente. Si bien esto implica la ejecucion de un
mayor numero de iteraciones que los métodos anteriores, éstas van a ser mas rapidas y el resultado desde un

punto de vista computacional se ve mas beneficiado.

— Si el nimero de variables es superior a 200, se propone el algoritmo del Gradiente Conjugado. En este caso,
el calculo del Hessiano resulta atin menos recomendado dada la gran cantidad de memoria computacional que
es necesario reservar para ello. Si bien el nimero de iteraciones que precisa es mayor que el de los algoritmos

Cuasi-Newton, la velocidad con la que éstas son llevadas a cabo es mucho mayor.

Una vez resuelto el problema, dispondremos de una subcépula C* cuyo dominio son los puntos de evaluacién del
estadistico de Pearson. La forma en que dicha subcdopula ha sido construida asegura que los valores que toma en cada
uno de los puntos de su dominio proporcionan el menor valor posible para el estadistico de Pearson y por tanto aquélla
que mejor se ajusta a los datos de acuerdo al contraste de bondad de ajuste, la que mas se aproxima a la copula tedrica

desconocida.
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4.2 Etapa Il: Construccion de una coépula por interpolacion de una subcépula

Realmente estamos interesados en la copula que mejor se ajusta a los datos y no en la subcopula que mejor lo hace
porque como veremos, necesitamos conocer cuanto vale la funcion en todos los puntos del cuadrado unidad para poder
simular valores de la variable Y a partir de cualquier valor de la variable X y no sbélo en aquellos “x” cuyos
transformados son los vértices de los rectangulos de la particion. Sin embargo, vamos a aprovechar el resultado del
apartado anterior para construir una copula que tome los mismos valores que los que toma en su dominio de definicién
la subcopula que nos ha proporcionado el modelo de optimizacion y, por tanto, que conserve el valor del estadistico de
Pearson respecto de la particion.

Parece obvio que la forma de fabricar una copula que tome el mismo valor que una subcépula en una relacion de puntos

(concretamente en aquellos que constituyen su soporte), es mediante algun método de interpolacion. Asi, se propone

3 |~

,C'( ,#)) Vie{l2,.n}, je{l,2,..m} , 0lo que es lo

i
n

s

. . i
definir una funcién C que pase por los puntos (;

mismo, construir una superficie que interpole los valores que toma la subcopula 6ptima que ha resultado del modelo

matematico, pero sin descuidar el aspecto mas importante: la funcion C debe ser una copula.

4.2.1 Método de interpolacién bilineal

Nelsen enuncia un resultado (véase lema 2.3.5 de [NELSEN]) que comenta la posibilidad de construir una copula a

partir de la extension de una subcopula. El lema al que hacemos referencia dice lo siguiente:

Lema 4.1

“Sea C' subcopula. Entonces existe una copula C tal que C'(u,v)=C(u,v) Yu,v€EDom(C') ; es decir, cualquier

subcopula puede extenderse a una copula. La extension, generalmente, no es unica”.

Nelsen plantea la construccion de una cépula por interpolacion lineal de los valores que toma una subcopula en su
dominio de definiciéon. Dado que estamos particularmente interesados en las copulas que se construyen a partir de

subcopulas, detallamos a continuacion el método que sirve ademas de demostracion al lema enunciado.
demostracion
Sea Dom(C') = S;x S.. Se verifica entonces que C’ es uniformemente continua en S; x S> (teorema 2.2.4 de [NELSEN] ).

Existe un resultado topologico que nos garantiza que en estas condiciones, C' puede extenderse de forma continua a su

clausura y asi, obtenemos C'’:S,,S,»ICR que seguird siendo subcopula porque C'lo es.
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A continuacion, se extenderd C” a una funcion C con dominio /, C:I°—IcR . Para ello, sea (a,b)el’
arbitrario y sean a, y a, el mayor y menor elemento de S, que satisfacen @, <a<a, vy, anilogamente sean b, y b,
el mayor y menor elemento de S, que satisfacen b, <b<b,

Se observa que, si @€S,®a,=a=a, e, igualmente,si bES,=b,=b=b,

Sean ahora
a—a —a b-b -b
\ = L= 1 *a+ ! sia,<a, _ L= 1 *b+ ! sib,<b,
1=\ a,—a, a,—a, a,—a, y H={ b,—=b, b,—b, b,—b,
1 sia,=a, 1 sib,=b,

Se define entonces,

Cla,b)=(1=2A)*(1=p)*C""(a, b)) +(1=A) )% *C""(a, by)+A *(1—p,)*C ""(a, b))+

' 4.8
ApkpyxC (az,bz) “.8)

2

El hecho de que los parametros A; y fi; sean funciones lineales en “a” y “b” garantiza que la interpolacion asi definida
sea lineal en cada componente (interpolacion bilineal). Ademas, la demostracion de que la funcion C asi construida es
una copula puede consultarse en [NELSEN] (lema 2.3.5). Dicha prueba completa la demostracion del lema.

c.q.d

Adjuntamos a continuacion los graficos asociados a la distribucion y densidad copula construida de esta forma a partir
de la relacion de puntos presentados en la ilustracion (4.1). Se puede observar la forma escalonada que presenta la
densidad copula. Este aspecto caracteristico es el que cabe esperar si tenemos en cuenta que la densidad cépula toma un
valor constante sobre cada uno de los rectangulos en los que queda dividido el cuadrado unidad una vez realizada la
particion del mismo. Este valor constante se obtiene derivando con respecto a las dos variables (segiin (1.13)) la

expresion (4.8), siendo el resultado de esta operacion

VB
(az_al)*(bz_bl)

(4.9)

[
v

. “\\“\“\l\\\\“\\“‘m\“\llllll i

s

DISTRIBUCION_COPULA

DENSIDAD,C.OPULA

i

0.00 0.25
Estadistico de Pearson = 0.445

Ilustracion 4.2: Copula construida por interpolacion bilineal de la subcopula que optimiza el estadistico de Pearson
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Al pié de dicha funcidén copula se proporciona el valor obtenido al evaluar la expresion de Pearson respecto de la
particion realizada. Dicha expresion mide, a fin de cuentas, la diferencia entre el nimero de pares muestrales
observados en cada rectangulo de la particion y el numero de ellos que cabria esperar a través de la copula generada.
Esta diferencia es infima en comparacion con los valores obtenidos respecto del contraste
H,:C(u,v)=C(u,v;0) para algin 0€0O para una relacion de familias de copulas: la de Cola Derecha Pesada
(Heavy Right Tail o HRT, véase (Al.12) en Anexo I), la de Gumbel (véase (AL.8) o (AL.15)), la de Frank (AL.13), la de
Plackett (Al.37), la Normal (ALS), la de Ali-Mikhail-Haq (AI.10), la Cépula con Secciones Cubicas (véase ecuacion
(4.3) en [NELQUERO)]), la de Clayton (AI.11) y finalmente la copula Producto ( /7) que caracteriza independencia.
En la siguiente tabla, presentamos el valor de los estadisticos asi como sus correspondientes p-valores. Hemos obtenido
dos regiones criticas al 95%: una de ellas asociada a las familias uniparamétricas (d = 1) que se calcula a partir de una
Chi-cuadrado con 15 grados de libertad ( (n—1)%(m—1)—d =15 )y otra asociada a la copula con secciones clibicas

que es la Gnica biparamétrica (d = 2) y para la que el nimero de grados de libertad es 14 (véase apartado 2.5.5).

Contraste de bondad de ajuste a una Cépula

Mes = 11
GUM 1.3689 14.8734 0.46058
HRT 1.3550 15.0270 0.44948
PLA 3.3650 16.1800 0.37019
NOR 0.4108 17.6479 0.28163
CcsC 1.1568/0.1800 18.0633 0.25935
FRA 1.0527 23.9931 0.06521
CLA 0.7379 25.2079 0.04722
ALT 0.4313 25.4144 0.04465
PRO . 37.3915 0.00111

La regién critica viene dada por {X|X> 24.99579014)}
La region critica para la biparamétrica viene dada por {X|X>23.684791305)}

Nivel de significacion del contraste, alpha = 0.05

Tabla 4.1: Evaluacion del estadistico de Pearson para una serie de copulas
Las copulas presentadas han sido ordenadas de mayor a menor p-valor, es decir, de mejor a peor ajuste. Asi, se puede
observar que aun cuando la mayoria de los valores obtenidos para el estadistico de Pearson llevaria a no poder rechazar
la hipdtesis para un nivel de significacion de a = 0.05 (inicamente la de Clayton y la de Ali-Mikhail-Haq la rechazarian
por muy poco), las copulas que mejor se ajustan son la HRT y la de Gumbel, caracterizadas por capturar relaciones en
las que la dependencia es mayor entre las colas derechas de las distribuciones (entre los maximos decrementos de
temperatura del mes de Noviembre y las méaximas desviaciones del patron de demanda construido en condiciones
normales de temperatura). Por el contrario la que peor se ajusta es la copula producto lo cual, de acuerdo al teorema
2.4.2 que encontramos en [NELSEN], es indicativo de que no puede considerarse independencia entre ambas variables.
Los siguientes graficos, asociados a las densidades de las copulas HRT y Gumbel, hacen explicita esta relacion
enfatizada entre los extremos. Obsérvese también que en la ilustracion (4.2) esta caracteristica queda también puesta de
manifiesto pues el “escalon” de mayor altura se presenta entre los valores mas altos de U y V' (los mas proximos al

punto (1,1)).
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Copula HRT Cépula GUM

DENSIDAD_COPULA DEMNSIDAD_COPULA

Ilustracion 4.3: Densidades asociadas a la cépula de Cola Derecha Pesada (HRT) y a la cépula de Gumbel

Vamos a ampliar el repertorio de funciones copula que se generan por interpolacion de subcopulas para asi disponer de
un mayor abanico de posibilidades a la hora de plantearnos cudl es la copula que, proporcionando un buen valor para el
valor del estadistico de Pearson, mejor se ajusta a los datos. Vamos a proponer como ejemplo la construccion de una
funcién copula por interpolacion ciibica mediante polinomios de Hermite. Veremos que la construccion de dicha copula
no estd siempre garantizada sino que es necesario imponer algunas condiciones adicionales al problema de
programacion fraccional (4.7).

Sin embargo, antes de entrar en este extenso desarrollo vamos a presentar otra copula que también se obtiene por
interpolacion mediante unas funciones polindmicas denominadas polinomios de Bernstein. Como principal ventaja de
esta copula, veremos que su densidad no presenta los bruscos cambios de comportamiento que se aprecian en la copula
resultante de la interpolacion bilineal y que también se observaran en la obtenida por interpolacion cubica. De hecho
una de las razones por las que anteponemos el método de interpolacion de Bernstein al de Hermite es extraer algunas

ideas de dicha técnica para poder suavizar la superficie cubica interpoladora que construiremos.

4.2.2 Método de interpolacién mediante polinomios de Bernstein

Una forma de llevar a cabo la interpolacion del dominio de la subcopula es mediante una expansion de Bernstein que se
basa en una combinacion lineal de una familia de polinomios denominados polinomios de Bernstein. Esta expansion fue
propuesta por Li (1998) y la copula que se obtiene como consecuencia ha sido discutida por Sancetta (2003) y Sancetta
y Satchell (2004). Esta copula posee una propiedad importante y es su capacidad de “aproximarse”, este matiz es

importante, a cualquier funcidén que satisfaga las propiedades de las copulas ((1.5)-(1.7)).

En el apéndice B de [HUSASC] encontramos la siguiente definicion:
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Definicion 4.1.- Sea a(w) una funcion definida sobre una rejilla de (m+1)> puntos, siendo

w=%+é k,1€{0,1,2,...,m} . Los “m” intervalos en que han sido divididos los ejes de ordenadas y abscisas que

dan lugar a ella se suponen de la misma longitud.

Se define ademas el polinomio de Bernstein de orden “m” como

Pj‘m(x)=(’;’)*xj*(1—x)’”"jVje{0,1,2,...,m} (4.10)

m

m
Entonces, se define la copula de Bernstein como  C”(u, v) =z o
k=0 1=0

J¥Py (u)x Py, (v) (4.11)

sl»
§|~

Sancetta y Satchell (2004) demuestran que la funcion asi definida serd una copula siempre que a(w) satisfaga las tres
propiedades basicas de las copulas.

Como explican Sancetta y Satchell (véase el capitulo 1 de [SANSAT]), la copula de Bernstein puede ser utilizada como
una aproximacion de una copula conocida o desconocida. En el caso en que se utilice como aproximacion de una copula
conocida recibe el nombre de Cépula de Bernstein Aproximada (ABC). Esta representacion es particularmente util
cuando el manejo de la copula paramétrica a la que se aproxima resulta incomodo en cuanto a su operativa, por
presentar una forma muy compleja. La otra posibilidad es utilizar la copula de Bernstein para aproximar copulas
desconocidas en cuyo caso, recibe el nombre de Copula de Bernstein Empirica (EBC).

En lo que a nosotros concierne, vamos a utilizar la copula de Bernstein para interpolar una subcdpula, lo cual no supone
un problema de cara a su construccion dado que este tipo de funciones, por su propia definicion, satisface las tres
propiedades basicas de las copulas, lo cual permite aplicar (4.11). Asi pues, no se trata de una aproximacioén a una
copula conocida sino a una subcopula para la cual conocemos el valor que toma en cada uno de los puntos de su
dominio de definicion. En particular, si a(w) es la subcopula que optimiza el valor del estadistico de Pearson y que se
obtiene como solucion del modelo de programacion fraccional, la funcion C?(u,v) construida a partir de ella serd una
copula. Sin embargo, conviene observar que la interpolacion por polinomios de Bernstein no es exacta sino que, como
hemos ido comentando, se trata de una aproximacion. En consecuencia, los valores que la copula de Bernstein asi
construida tomara en cada uno de los nodos que resultan de la particion no constituiran exactamente una solucion
optima del modelo. De hecho, puede comprobarse que el valor que se obtiene al evaluar la expresion de Pearson
respecto de la particion presentada en la ilustracion (4.1), ha aumentado sensiblemente, pasando de ser 0.445
(ilustracién (4.2)) a ser 17.012 (ilustracion (4.4)). Sin embargo, la ganancia obtenida a costa de esta pérdida de
optimalidad, es el aspecto suave que estos polinomios interpoladores proporcionan a la densidad cépula, caracteristica
que, por lo general, es de esperar en una relacion de dependencia entre variables

A continuacion se adjuntan los graficos asociados a la copula construida de esta forma y a la densidad de la que
hablamos. Podemos apreciar la mayor concentracion probabilistica alrededor del punto (u,v) = (1,1), siendo en este
aspecto parecida a las copulas que reflejan una relacion de dependencia mas fuerte entre sucesos extremos, las cuales,
de acuerdo a la tabla (4.1), constituian unas buenas candidatas para el ajuste (HRT y Gumbel).

De igual forma que hiciéramos anteriormente con la copula que se obtenia por interpolacion bilineal, adjuntamos la

ecuacion de la densidad asociada a C®(u,v). Esta expresion ha sido extraida del capitulo 2.2 de [SANSAT]:
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coluyu)=2 3 B 2] |

2 ./
siendo
v, Vv, N v, v, (4.12)
—, =)=(m+1)*A —_ =
Bl H)=mA 1) *A e =)
+1 +1 +1 +1
e B RN L B )
m+1 m+1 m+1 m+1 m+1 m+1 m+1 m+1

Al ser a una funcioén 2-creciente (por poseer las condiciones que la definen como subcdpula) la expresion definida por

[3 es no negativa y de esta forma, también lo sera la densidad en ella basada.

Funcién de Distribuciéon Funcion de Densidad
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0.00- 0,000 — 0,00
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Estadistico de Pearson = 17.012

Ilustracion 4.4: Copula construida por interpolacion mediante polinomios de Bernstein, de la subcopula que
optimiza el valor del estadistico de Pearson

Es cierto que desde la optica de nuestro problema, la copula de Bernstein es una buena aproximacion a la subcopula que
optimiza el estadistico de Pearson pero podriamos estar mas interesados en funciones copula que supongan una

interpolacion “exacta” de la misma pues de esta forma presentara el mismo valor para dicho estadistico.

4.2.3 Método de interpolacién mediante polinomios cubicos de Hermite

En este apartado comentaremos la forma en que se propone construir una cépula por interpolacion ctbica de la
subcopula cuyos valores en los puntos de su dominio proporciona el problema de optimizacion. Vamos a construir una
funcidn a trozos que vaya interpolando los valores que toma la subcopula en cada uno de los 4 vértices de cada uno de
los nxm rectangulos en los que ha sido dividido el cuadrado unidad. Asi, dado un rectangulo [u;, u:/]X[v, Vj+i]
(l6gicamente los vértices van a ser puntos consecutivos dentro de la particion realizada en cada eje), consideremos los
valores que ha determinado 6ptimos el problema de programaciéon matematica (C'(u;, v;), C'(uirs, vy), C (i vis) y
C'(u;+1, v;+1)) para que la subcopula por ellos definida minimice el valor del estadistico de Pearson. Nuestro objetivo es

definir una superficie cubica que pase por todos ellos.
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En primer lugar es necesario seleccionar el tipo de funciones que se utilizara para llevar a cabo dicha interpolacion. Tal
y como se describe en [FOVAFEHU] una posible alternativa son los polinomios de Hermite. De acuerdo a éstos, la
ecuacion que define una superficie interpoladora entre los valores que toma una subcépula cualquiera C (en nuestro

caso C' = C") en los vértices (u;, v)), (is1, V), (Ui, Vj+1) Y (i=1, v+1) €s la siguiente:

X(u,v)=U*M ;, %G, My, V' (4.13)

siendo
u—u, > u-u > u-u,
U=s[(—") (——) (——) 1] 414
Ui —U; U~ Y Ui —U;
v—y, 3 v—y, —v,
=[( =) =) —) 1] (4.15)
Vi1 ™V Vis1 ™V Vial™V;
i
2 =2 U —u,; U — U,
M, = -3 3 _2*(uf+1_“[) _(ui+l_ui) (4.16)
10 O Uiy —U; 0
! 1 0 0 0
i
2 -3 0 1
-2 3 0 0
Ml = 4.1
. Vigi—V _2*(V‘/+1_V,) Vi~V 0 .17)
Ivj+1 V] (vj+l_vj) 0 0
I c c 3 oC"(u;,v)) oC" (u;,v;,,) I
(”wvj) (ui’vj+1) 3 ov oy
, , L O0C (u,,,,v,) 0C(uyy,viy,)
o o Sl ) TR T T
A, 6C'(ul.,vj) aC’(u,-,VjH) 3 82C'(ui,vj) 62C’(ui,vj+l) (4.18)
ou ou | ouov ouodv
acl(ui+llvj) ac'(uiJrl’ijr]): 62C’(ui+]lvj) azc'(uiﬂ’vjﬂ)
| ou ou 3 ouov oudv |

Los vectores Uy V definen las incdgnitas asociadas a los polinomios de Hermite, los cuales responden a una estructura
del tipo  x(t)=a *t’+b *xt>+c xt+d, . Los coeficientes de estos polinomios se estiman a través de la matriz base

de Hermite (M) y la matriz de geometria de Hermite (G). Esta ultima consta de cuatro bloques (matrices 2 x 2)

asociados a cada una de las esquinas:

— El primero de los bloques (esquina superior izquierda) va asociado a los cuatro valores que van a ser
interpolados; en nuestro caso, se refiere al valor que toma la subcopula C' en cada vértice del rectangulo

(i, uie] X [V), Vi)
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— Los bloques segundo y tercero (esquinas superior derecha e inferior izquierda) van asociados a las derivadas
respecto de la segunda y primera de las variables respectivamente en cada uno de los vértices de la superficie
interpoladora; en nuestro caso, van referidos a las coordenadas de los vectores tangentes a la superficie

interpoladora en cada uno de los vértices del rectangulo [u;, u;+1] X [v;, vj+1].

— El bloque cuarto (esquina inferior derecha) esta constituido por las derivadas segundas respecto de una y otra
variable en cada uno de los vértices de la superficie interpoladora. Cuando estos cuatro valores valen 0, la

superficie interpoladora se denomina superficie de Ferguson.

Como resultado de desarrollar la ecuacion (4.13) se obtiene la ecuacion de la funcion que interpola los valores de la

subcopula C' en cada uno de los vértices del rectangulo [u;, wii/] X [v;, vi+i]:

Crzrmre (u,v)=
2%(u—u,) 3x(u—u)
[((ui+l_ui)3 (4 —u,)’
(u_ui)3 2*(u_ui)2
(u —ui)z _(ui+|_ui)
2%(v=v,) 3x(v—v,)
(Vl/+1_vl/)3 (Vj+l_vj)2
2*(u_ui)3 3*(u_ui)2 _2*<”_ui)3 3*(u_ui)2
(=) —u,)’ (v —u,)’ (e, —u,)*
(u_ui)3 —2*(u_ui)2+(u—u ))*6(:,(”1"}/4-1) _,_((u_ui)3 _(u_“i)2 ) oC’ ( Uiy, /+1)]*
(ui+1_ui)2 (ul+l_ui) 7 ou I (ui+1_ui)2 (uiﬂ_ui) Ou
—2%(v—v,)’ L 3x(v= v.)

—2x(u—u) 3*(u—u)
(tt =1, (=)’
+<u_u1>)*25( ] j) I(Ez:lu_l)“;)z Ezijlui)ui) 25( - )]*

+1)xC'(u,, v;)+( )xC'(u,py,v,)+

(

(

+1)+

H1)xC (v, )+

J¥C w0, v 00)+

(

)+

(vj+1_vj)3 ( Vit ™ J)Z
3 2 3 2 '
(2l 3elumu)f | 0Cw,v) | 2elumu) Sl 0C (v |
(uH—l_ui) (ui+l_ui) 8\/ (ui+l_ui) (”i+1_u1) ov
-y 2 —y 2 [ ) ) _ -3 _ .2 2 ' ) )
((u uz)3 2_ *(u ul) +(u_ul))*a C (ul’vj) +((u uz) . (u ul) *a C (ut+1’vj) ]*
(ui+1_ui) (ui“_ui) udv (ui+1_ui) (ul'ﬂ_ui) Oudv
(V_Vj)3 2*(\/—\//)2
: —+(v—v,))+
A R
2x(u—u.) —2x(u—u,) —u )
[( *(u ulz 3*(” u) +1) ZC ( t’ j+1)+< *(u 1’3‘1) +3*(u uL)Z *2C ( H—]’ /+])+
(w0, —u,) (ui+l_ui) v (w0~ (u4;,,—u;) v
u_u;)S 2*(14_”,') >*C ( U, /+|) (”_”i)3 (u_ui)2 azcr<ui+1’vj+1)
( um—u,)z _(ui+l_ui) +(u_ui))*6“av +<(u,.+l—u,.)2 (s —1;) *auav I

v—,)! (v=y))

Vj+1_Vj)2 (Vj+l_vj))
Y (u, v)€lu;, ui ] x[v;, v
(4.19)

Se trata ahora de saber cuales son las condiciones que debe cumplir esta funcion interpoladora para ser una copula.
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4.2.3.1 Condiciones a imponer para que la funciéon construida por interpolacion cubica verifique las

propiedades frontera de las copulas

Veremos que las restricciones a imponer para que se cumplan las dos primeras condiciones que caracterizan a las
funciones copula, (1.5) y (1.6) (condiciones frontera), van a ser independientes del hecho de que la superficie
interpoladora sea o no de Ferguson, es decir de que los términos asociados a las derivadas de segundo orden sean o no
distintos de cero. Cuando hayamos de determinar las restricciones a imponer para que se cumpla la propiedad (1.7)
(funcion 2-creciente), si nos va a resultar mas comodo empezar considerando este tipo de superficies para que los
desarrollos numéricos sean mas sencillos y estableceremos, en un paso posterior, las condiciones a satisfacer por una
superficie genérica cualquiera construida por interpolacion mediante polinomios de Hermite para que el resultado sea
una funcién copula. Los dos lemas que se exponen a continuacion vienen a determinar unas condiciones suficientes

para garantizar que la funcion ctbica (4.19) verifica las propiedades frontera de las copulas.
Lema 4.2: Condicion suficiente para que se cumpla la primera de las propiedades de las funciones copula

“Sea una particion del cuadrado unidad en n x m rectangulos del mismo darea y sea la solucion optima al problema de

programacion fraccional (4.7) dada por C;:C*( ,i)ViE{O,l,Z,...n} Vj€{0,12,..m} que define una

i

n
e * o . . .7 I . . . e

subcopula C* de dominio los puntos de interseccion entre los rectangulos que originan la particion.

Sea Cueruire(u,v) la funcion que se obtiene por interpolacion cubica de C* mediante polinomios de Hermite.

OC ygrare (”k ,0)
ou

oC HERMITE(Oﬂ Vl)

S
! ov

=0Vke{0,1,2,..,n} y =0V/€{0,1,2,..,m} , entonces la funcion

Crervre(u,v) cumple la primera de las condiciones para ser copula: Cueryure(tt,0) = Crerure(0,v) = 0 para cualesquiera

uyv’”.

La demostracion de este resultado puede ser consultada en el Anexo II.

aCHERMITE(uk ,0) 0 CHERMITE(O’ Vl)
ou Y ov

Observaremos que las condiciones han sido impuestas para pero no para

aC‘HERMITE(“/( ’0) a(:HERMITE(O’ Vl)
ov Y ou

que no tienen porqué valer 0. También conviene observar que no ha sido

necesario imponer que C sea una superficie de Ferguson.
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Lema 4.3: Condicion suficiente para que se cumpla la segunda de las propiedades de las funciones copula

“Sea una particion del cuadrado unidad en n x m rectangulos del mismo darea y sea la solucion optima al problema de

,i)ViE{O,l,Z,...n} Vj€{0,1,2,..m} que define una

programacion fraccional (4.7) dada por c;=C*(i

subcopula C* de dominio los puntos de interseccion entre los rectdngulos que originan la particion.

Sea Crerure(u,v) la funcion que se obtiene por interpolacion cubica de C* mediante polinomios de Hermite.

aCHERMITE(ukal)

ou

aCHERMITE( 1, Vl)
ov

Si =1V ke{0,1,2,...,n} y =1V1€{0,1,2,...,m} , entonces la funcion

Crgrmre(u,v) cumple la segunda de las condiciones para ser copula: Cugrsure(u,1) = uy  Cugrare(1,v)=v para

cualesquiera u y v, es decir, C tiene marginales uniformes”.

La demostracion de este resultado puede ser consultada en el Anexo II1.

aC‘HERM[TE(M/\Wl) aC‘HERM[TE(15V])
ou Y ov

Observemos nuevamente que las condiciones se imponen sobre , no siendo

a(’1HERM1TE(Z’Ilc71) a(jHERMITE(l’Vl)

ov Y ou

necesario que tomen el valor 1. De igual manera, tampoco ha sido necesario

imponer que C sea una superficie de Ferguson.

4.2.3.2 Condiciones a imponer para que la funcién construida por interpolaciéon cubica verifique la
propiedad 2-creciente de las cépulas

A partir de estos dos lemas que hacen referencia a las condiciones frontera de las copulas, bastaria saber qué
condiciones adicionales son suficientes afiadir para que la funcion C, obtenida por interpolacion clbica, sea 2-creciente
(véase expresion (1.7)) y, en consecuencia, una funcion copula. Para ello, basta aplicar la expresion (4.19) sobre un
rectangulo B cualquiera y estudiar las restricciones que es preciso imponer sobre los elementos variables de dicha
expresion para que el resultado sea mayor o igual que cero. Analizando (4.19) podemos distinguir tantos bloques como
los que fueron identificados en la matriz (4.18). Los valores interpolados C(u;, v;) que aparecen en el bloque 1 son los
unicos que vienen dados de antemano como solucion del problema (4.7). Por tanto, los elementos variables de (4.19) a
los que nos estamos refiriendo son las derivadas de primer y segundo orden respecto de Uy ¥ en los vértices (u;, v;) de

la particion.
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4.2.3.2.1 Condicién a imponer para que una superficie interpoladora de Ferguson sea 2-creciente

Llegados a este punto, vamos a empezar considerando una simplificacion que nos permita eliminar variables en los
primeros desarrollos. Asi, partiremos de una superficie interpoladora de Ferguson, es decir, anularemos las derivadas
segundas de la funcion respecto de Uy V, si bien, como deciamos, extenderemos después el resultado a una superficie
de Hermite cualquiera. Sea Crzreuson la superficie que resulta de hacer 0 en (4.19) las derivadas de segundo orden, es

decir,

Crerouson ( u, V)=

2*(14_”[)3 3*(1/’_”;') _2*<u_”i)3 3*(u_ui)

) Ty TG v A A i )
e e e ey 8 THE A T
Ty |

o ?Zf?’-':a)z+<u-uf>>*25'(”"’“‘“) Uy -EZ,IT‘:)Z,.v 25;‘ v,
—2%(v—v,]  3%(v— v/)2)+

(vj+l_vj)3 (vj+]_vj)2

2*(u_ui)3 3*(u_ui)2 ac'(”i:"j)i _2*(u_ui)3 3*(u_ui)2 GC( Uiir, _])
[((ui+1_ui)3 (ui+l_ui2 +1)*av | (ui+l_ui)3 (”i+1_“i)2 *6\/ ]*
(v=v,) 2%(v—v )’ B

((vj+1_vj)2 (v.i+l_v./) + V(,'))"'

2xumu) Irlu=wl | 9C!(u,v,,) | ~2Hu=u) 3xlu=uf  0C"(u.,v,.)
[((ui+l_ui)3 (ui+l_ui)2 +1)*6V +<(ui+1_ui)3 I(“Hl i) ) ov ]*
(

(

V(U’V)E[ui: ”i+|]x[vl/: Vj+1]
(4.20)

Podemos comprobar que el resultado de aplicar esta expresion a cada uno de los cuatro vértices de un rectangulo
BcI®  vaadar lugar a otra en la que los tnicos factores desconocidos van a ser las derivadas respecto de U'y V.
Efectivamente, como ya indicamos, los valores de C' en cada par (u; v;) seran la solucion dada por el problema de

optimizacion de la subcopula (4.7). Por otra parte, los valores u; y v; seran también conocidos dado que son los vértices

(=,<%) de la particion. Finalmente los valores “u”y “v” iran referidos a cada uno de los vértices del rectangulo B.
n

5

3 |~

El resultado que permite establecer las restricciones que garantizan la “2-crecencia” de C proporciona unos rangos de
variacion para las derivadas primeras. Estos rangos vienen determinados por la region factible asociada al siguiente

problema de programacion matematica no lineal y entera:

Construccion de copulas con valor Jdptimo del estadistico de Pearson - 74 -



n—

Max/MinZ

|
i=0 j=0

& 0C (u;,v;) 0C (u,v))
Z:: [614 +6v ]

Restricciones asociadas a las derivadas respecto de U

2 (1 —u;) [OC'(M,-,V,-) 0C " (u;,v;41) ]+2*2*(14z+1_“f) *[aC'(UMJVj) _aC'(quijH) 1+3<3%(1-5))
V.'(B) ou ou V.'(B) ou ou
_2*2*(ui+l_ui) *[6C1(ui’vj) _acl(uiij+1) ]_2*(ui+l_ui) *[6C1(ui+l’vj) _acl(ui+lij+1) ]_3S(24+15*\/E )*(1_51)
V.'(B) ou Ju V.'(B) ou Ju 7
2*2*(14”1—1{1) *[GC'(ui,vj) _0C (v ) o 2%(u,—uy) *[GC'(um,vj) _0C (U1, ,4) 1+3<34(1-5,)
V.'(B) Ou ou V.'(B) Ou ou
2*("4#1_“[) *[6C’(M[’Vj) _acl(ui’vj+l) _2*2'*(’4,41_”[) x 0C "(up1,v)) _acl(ui+lJ V) ]_3S(24+15*\/5 J(1=5,)
Vo'(B) ou Oou Vo'(B) ou ou 7
2*('ui+l—u[) >|<[6C’(u[,vj) _0C (u,v,,) ]_2*('ui+l—u[) >I<[6C’(um,vj) _0C (U, v ) |—2<4x(1=5,)
V.'(B) ou ou V.'(B) ou ou
{2*('“,41_”[) *[acr(uz:"j) _ac’(“w"jﬂ) ]+2*('“f+1_uz) *[acr(uzﬂy"j) _ac’(“fﬂ;"jﬂ) ]+3}2_
V'(B) ou ou V'(B) ou ou
2%(u,,,—u,) . oC (u;,v;) 0C"(u;,v,,)) . 2%(u,,, —u,) . 0C (upy,v,) 0C Uy, v, 1<9%(15,)
V.'(B) ou ou V.'(B) ou ou
[OC’(u,,vj) _OC’(ui, Vi) 1<0
ou ou
[acl(ui+l’vj) _ac’(uwu Vj+1) 1<0
ou ou

Restricciones asociadas a las derivadas respecto de V

2%(v. . ,—=v,) 0C"(u,v,) 0C"(u,,,v,). 2x2%(v,_ ,—v.) 0C'(u,v, oC'(u,.,,v.
V*("E;)] Vj)*[av (u, V/)_av (¢4 Vj) +V* ’(*;‘)’/H V,)*[av (u, Vj+1)_av (u,, Vj+|)]+3s3*(1_yl)
C C
2%(v, . —v;) 0C"(u;,v;) 0C'(ujy,v; 2%(v,—v;) 0C"(u;,v; O0C " (uy, v, 24+15%V2
_2*V (y(g; j)*[av ( j) _6v ( +1 /) ]_V (’(g; /) *[6v ( /+I)_av ( +1 j+|)]_3S(7 *f)*(l_yl)
C c
2%(v. ,—v.) 0C'(u,v.) 0C'(u_,,v)_ 2%(v.,,—v,) 0C'(u.,v. oC'(u,,,,v,
D () S i ) ) sty
¢ ¢
2%(v. . ,—v;) 0C"(u;,v;) 0C"(u;.,,v; 2%2%(v, . —v;) 0C"(u;,v; O0C (U, v; 244+15%2
V('(jg)l 1)*[av ( J)_av (4, 1)]_V ’(BE)JH j)*[av ( j+1)_av (#4i j+1)]_3s(7 *\/_)*(l—yz)
¢ ¢
2%(v,,—v,;) 0C"(u;,v,) 0C"(uy,,v;) . 2x(v,,;—v;) 0C'(u;,v, 0C " (tjpq,v;
V*("Ejg)l V]) *[av (ul v])_av (u+l V]) —V*(,‘E;)l Vj) *[av (M Vj+1)_av (u+1 vj+1) ]—2S4*(1—y3)
¢ ¢
{2*(vj+|—vj)*[8C'(u,.,vj) _6C'(u[+l,vj) 2*(vj+|—vj)*[6C’(u[,vﬁ|)_OC’(u,.H,ij)]+3}2_
V.'(B) ov ov V.'(B) ov ov
?/*(?Eg;_vj)*[gf (uzer)_gf (Uiv1,v)) " 12/*(,‘2153_"/)* 26 (uirvj+l)_gf (“f+|;V/+|)]S9*(1_y4)
C c
[aC’(ui,vj) _8C’(ui+l,vj)]so
ov ov
acl(ui’vj+l) _acl(ui+lij+l) 1<0
ov ov

5,+8,+6,+6,=1
Yity,tysty,=1

6,6,0,6,€{0,1}

Y1.Y2Y3 Y. €{0,1}
Yie{0,1,...n=1} j€{0,1,..,m—1}
4.21)

Obsérvese que existen 2 bloques de restricciones (asociados a los vectores tangentes en las variables Uy V) que a su
vez se subdividen en “n” y “m” bloques respectivamente. De ahi que esté planteado para cualesquiera y ‘G
comprendidos entre 0 y n-1 y 0 y m-1 respectivamente. Dando solucién a este problema, se dispondra de los vectores

tangentes a la superficie interpoladora en los puntos del dominio de definicion de la subcdpula. Los valores de estos

ey ITEEY)
1
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vectores en dichos puntos, valores que constituyen las variables de decision del problema, son siempre positivos pues el
hecho de que la copula sea 2-creciente implica que sea no decreciente en cada una de sus componentes (véase lema
2.1.4 de [NELSEN]) y en consecuencia las derivadas en todos sus puntos deberan ser mayores o iguales que cero. A
raiz de esta ultima observacion hemos propuesto como funcion objetivo del problema, maximizar o minimizar la suma
de estos valores positivos con la idea de aumentar o disminuir las pendientes de crecimiento de la distribucion copula en
los puntos citados. Asi, conforme por ejemplo crezcan las pendientes (si se maximiza la funcion objetivo), mas grandes
seran los saltos en términos de probabilidad de la funcién a construir y menos suave resultara la correspondiente
densidad. En cualquier caso, dada una solucion del problema (4.21) y teniendo en cuenta que los valores que toma la
copula ya han sido estimados (aquellos que minimizan el estadistico de Pearson) y que las derivadas de segundo orden
valen 0 (por ser una superficie de Ferguson), se dispondra de todos los elementos que componen la expresion (4.20).

Podemos proponer entonces el siguiente resultado:

Lema 4.4: Condicion suficiente para que se cumpla la tercera de las propiedades de las funciones copula en una

superficie interpoladora de Ferguson

“Sea una particion del cuadrado unidad en n x m rectangulos del mismo darea y sea la solucion optima al problema de

,#)V[E{O,lﬂ,...n} Vje{0,1,2,..m} que define una

programacion fraccional (4.7) dada por C;=C*(%

subcopula C* de dominio los puntos de interseccion entre los rectdngulos que originan la particion.
Sea Cugrire(u,v) la funcion que se obtiene por interpolacion cubica de una subcépula C* mediante polinomios de

Hermite. Supongamos que las derivadas de segundo orden en el dominio de definicion de la subcopula valen cero, es

0 CHERMITE(uiJ Vj)

decir, 310 =0 Vi€{0,1,2,..,n} Vj€{0,12,..m} , en cuyo caso, Cuemure(u,v) define una
uov
superficie interpoladora de Ferguson Creruson(it, V).
Si aCFERGUaSON(ui’vj) y aCFERGUaSON(u”vj) Vie{0,12,..,n} Vj€{0,1,2,..m}
u v

proporcionan junto con una relacion de d's y Vs una solucion del problema de programacion no lineal entera (4.21),

entonces la funcion Crgreuson(U,v) cumple la tercera de las condiciones para ser copula:

C rarcuson ([”1 “z]x [Vl, Vz]): C rzruson ( Uy, v3)= C rgreuson ( U, vy )= C rerguson ( ul,v2)+CFERGUSON (“1‘ v)=0 ’
Yu, u, v, vit.qu <u, v,<v, ’

El lema, cuya demostracion puede ser consultada en el Anexo IV, establece una relacion de regiones a la que deben
pertenecer las siguientes variables, para que la funcién dada por la ecuacion (4.20) sea 2-creciente:

_2*(ui+1_ui) ac’(“i’vj) acl(ui’ijrl)

P V.(B) *l ou ou I @)
C2x(uy—u) 0C (uy,y,v)) OC "(u;y,v;.y)
L; V.(B) *[ ou - ou ] (423)
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0C (w,v)  8C (u,v)

Py=—" B i oy 1 (42
_2*(Vj+]_v‘/) acr(”f’vﬂl) 6C'(ui+]’vj+])
=" m 1T ay oy 1 (429)

Obsérvese que la funcion Cuerure que hemos definido (y por tanto Crzreuson) ofrece un polinomio ctibico en V' si se fija
el valor de Uy, de igual manera, ofrece un polinomio cubico en U si se fija el valor de V. Por ello, una vez establecidas
las condiciones bajo las cuales dicha funcién es una copula, podremos asegurar también que va a tener secciones
ctubicas en Uy V (véanse las ecuaciones (3.3) y (3.4)). No es por ello de extraiar la simetria existente entre la region
factible del problema (4.21) y la region que puede encontrarse en el capitulo 2 de [NELQUERO] (véase ilustracion
(4.5)) . En su articulo, los autores presentan un método de generacion de familias de copulas bivariantes con secciones
cubicas. En concreto, algunos de los resultados mas importantes a los que llegan vienen dados por los teoremas 2.4 y

4.1, que a continuacidn presentamos:

Teorema 4.2

“Sean x,B:[0,11-R dos funciones que satisfacen «(0)=c(1)=B(0)=B(1)=0 y sea

Clx,y)=xy+x(1=x)[a(y)(1=x)+B(y)x] V(x,y)€[0,1] . Entonces C es una cépula si y sélo si:

i) «(y) v B(y) son absolutamente continuas y,
ii) para casitodo y€[0,1] , elpunto (x'(y),B'(y)) seencuentra en S. En otras palabras, para casi todo
yeloa]
iil)o —l1=<a'(y)<2 y =2<B'(y)=<I
ii2)o [’ (y)F=a’(y)B'(»)+[B'(»)F=3a’(y)+3B"(y)=0

Ademas, C es absolutamente continua”.

Teorema 4.3

“Supongamos que C tiene secciones ciibicas en X e Y, es decir, para casi todo x,y€[0,1] sea C, dada por :
Clx,y)=xy+x(1-x)[a(y)(1=x)+B(y)x] y Clx,y)=xy+y(1-p)y(x)(1=y)+6(x)y] donde
o, B,y.5:[0,1]>R y tales que «(0)=a(1)=B(0)=B(1)=y (0)=y(1)=56(0)=5(1)=0
Entonces, C(x,y)=xy+xy(1=x)(1=y)[4,(y)(1=x)+A4,(1—y)(1=x)+B,xy+B,x(1—y)] donde A, 4> B, B:

son constantes reales tales que los puntos (A, A1), (B, B3), (B1, A1) y (A2, B) estan todos en S”.

Es esta region S, a la que hace referencia el teorema, la que mantiene el parentesco con la region factible del problema
(4.21). Basta hacer una traslacion del origen (0,0) al punto (-1,1) y una simetria respecto del eje de ordenadas para
poder conseguir una a partir de la otra. En esta ocasion, son las derivadas de primer orden de (a,() las que deben
pertenecer a la region S. En nuestro caso, dicho papel lo juegan las expresiones (4.22)-(4.25), que combinan los valores
que deben tomar las derivadas primeras de la subcopula 6ptima en los nodos que resultan de hacer la particion de 1%

La evaluacion de dichas derivadas forma parte de las matrices de geometria de Hermite (véase (4.18)).
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Ilustracion 4.5: Region de factibilidad del problema que permite construir una cépula por interpolacion cubica

El lema (4.4) expuesto establece que, encontrando solucion factible al problema (4.21), podremos construir una funcion
2-creciente. Sin embargo nada nos garantiza que esa solucion vaya a existir siempre y por ello convendria estudiar bajo
qué condiciones es posible determinar una relacion de valores para que todas las derivadas primeras que participan en

(4.20) (o equivalentemente las variables (4.22)-(4.25)) pertenezcan a una region de tipo S.

Comencemos analizando el modelo planteado por (4.21). Se trata de un problema de programacioén no lineal entera
(MINLP). Ambas caracteristicas vienen impuestas por la forma de la regién factible presentada en la ilustracion (4.5).
Por un lado la no linealidad viene reflejada por la elipse contenida en la misma, mientras que por otro, el caracter entero
surge de la necesidad de imponer restricciones disyuntivas ante la dificultad de expresar la region factible con una nica
ecuacion. Como se explica en el apartado 10.6 de [SIXTO], los problemas de programacion entera pueden ser resueltos
mediante el método de ramificacion y acotacion también en el caso no lineal, con el inconveniente afiadido de que en su
resolucion no esta garantizada la optimalidad global. Sin embargo el principal problema que encontraremos de cara a la
implementacion informatica de este problema es la escasez de software que permite resolver el MINLP. No habiendo
encontrado a tal fin un procedimiento adecuado en la herramienta SAS, se propone resolver en su lugar otro problema
cuya region factible no precise de ser expresada a trozos. En concreto, se propone como region factible asociada a cada
una de las variables (K,L) (o (P,Q)) el rectangulo [-3,0]x[-3,0]. Esta permite obtener una expresion “relajada” (lineal y

continua) del problema (4.21) que es la que a continuacidn se presenta:
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n—

m—1 aC! V. ac! LV,
Max/MinZZ[au (,v))  0C v‘/)]

i
+
0 j=0 ov

Restricciones asociadas a las derivadas respecto de U

2x(u; —u,)  0C"(u;,v)) _6C’(u[, Vi)

-3< =<0
V.'"(B) ey Ou ]

_3S2*(uf+l_uf)*[ac (u[-*—l’vl/‘)_ac (uf+l’vj+l) 1<0
V."(B) ou ou

Restricciones asociadas a las derivadas respecto de V

_3S2*('vl.+l—v,) *[6C (w,v,) 0C"(uy,,v) 1<0
V.'"(B) ov ov

_3S2*(Vj+|_vl/) *[ac'(uwvjﬂ) _ac'(u[+l’vj+l) 1<0
V."(B) ov ov

Vie{0,1,..,n—1} je{0,1,...m—1}
(4.26)

El resultado equivalente al lema (4.4) para esta relajacion del problema (4.21) es el siguiente:

Lema 4.5: Condicion suficiente “relajada” para que se cumpla la tercera de las propiedades de las funciones copula

en una superficie interpoladora de Ferguson

“Sea una particion del cuadrado unidad en n x m rectangulos del mismo darea y sea la solucion optima al problema de
L . * ol J . .
programacién fraccional (4.7) dada por —c¢;=C (= LIV i€{0,1,2,..n} Vj€{0,1,2,..m} que define una
nom
subcépula C* de dominio los puntos de interseccidn entre los rectdngulos que originan la particion.
Sea Currre(u,v) la funcion que se obtiene por interpolacion cubica de una subcdpula C™ mediante polinomios de

Hermite. Supongamos que las derivadas de segundo orden en el dominio de definicion de la subcopula valen cero, es

2
0" C yrasire (U5 v,,-)

decir, 200 =0 Vie{0,1,2,..,n} Vje{0,1,2,..m} , en cuyo caso, Cuermrc(u,v) define una
uov
superficie interpoladora de Ferguson Crercuson(U,v).
Si aCFERG%SON(””Vf) aCFERGlgON(”“Vf) Vie{0,12,..,n} YV jE{0,12,..m)
u v

proporcionan una solucion del problema de programacion matemdtica (4.26), entonces la funcion Crgrcuson(U,V)

cumple la tercera de las condiciones para ser copula:

chmm ([u 1, uz] X [V1, Vz])z C rerguson U V3)=C rrauson ( U, vy )= C reruson ( Uy, V) +C pprguson (U LV1 )=0

Y ou, uy v votqu,<u, v, <v,

Si bien parece claro a partir de la ilustracion (4.5) que la nueva region factible (dada por el rectangulo [-3,0]x[-3,0]) esta

contenida en la region factible del problema (4.21), proponemos consultar su demostracion analitica (Anexo V).
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Aunque resolver el problema alternativo (4.26) tiene el inconveniente de omitir soluciones factibles (todas aquéllas que
pertenezcan a la elipse y no estén contenidas en dicho rectdngulo), presenta la ventaja de ser facil de tratar por la
mayoria de los paquetes estadisticos, dado que se trata de un problema de programacion lineal continua que puede ser

abordado aplicando el algoritmo del Simplex.

Como resumen de este apartado, podemos establecer el siguiente teorema a partir de los lemas (4.2), (4.3) y (4.4 0 4.5):

Teorema 4.4: Condicion suficiente para poder generar una cépula por interpolacion de una subcopula mediante

una superficie de Ferguson

“Sea una particion del cuadrado unidad en n x m rectangulos del mismo darea y sea la solucion optima al problema de
programacion fraccional (4.7) dada por C;:C* (i,‘nﬁ)ViE{O,l,Z,--.n} Vj€{0,1.2,..m} que define una
subcdpula C* de dominio los puntos de interseccion entre los rectangulos que originan la particion.

Sea Crerguson(u,v) la funcion que se obtiene por interpolacion ciibica de una subcépula C* mediante superficies de
Ferguson (dada por (4.20)).

OC pprguson (U, V) 0C rpuson(Uir V)

Si ou Y ov

Vie{0,1,2,...,n} Vj€{0,1,2,..m} cumplen las  siguientes
condiciones:

0C rereuson (0, VI)

oC 0
I rencuson (s )=0Vk€{0,1,2,...,n} y o

ou

=0V 1€{0,1,2,...,m}

0 CFERGUSON( L, Vz)

ov

OC prreuson (”k 1)

ou

=1Vke{0,12,...,n} =1VI€{0,12,...,m}

3. Proporcionan una solucion del problema de programacion no lineal entera (4.21) (o bien su relajacion lineal

(4.26))

entonces la funcion Crgreuson es una copula’.

A modo ilustrativo, adjuntamos el grafico de una cépula construida siguiendo estas pautas para la relacion de puntos
presentados en la ilustracion (4.1). La densidad copula presenta un aspecto peculiar conformado por una sucesion de
monticulos asociados a cada uno de los rectangulos y que llegan a valer 0 en los vértices de los mismos. Esta es una
consecuencia directa de considerar una superficie interpoladora de Ferguson. Al imponer que las derivadas de segundo
orden valgan 0 en dichos vértices, como la densidad copula es a fin de cuenta una interpolacion de las derivadas
segundas respecto de Uy V en dichos vértices (donde vale 0), la superficie resultante tiene drasticas caidas a 0. Al pié
de dicha funcion copula se proporciona el valor del estadistico de Pearson (5.007) que se observa no coincide con el
minimo valor que se obtuvo para la copula que fue construida por interpolacion bilineal (0.445). Esto es asi porque,
como veremos, la construccion de esta copula por interpolacion cubica no estd siempre garantizada, es decir, no existe

siempre una solucion factible asociada al problema de programacion matematica (4.21). La solucién al problema, pasa
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por construir subcopulas que cumplen una propiedad mas restrictiva que “ser 2-creciente”. De hecho veremos, que los
rectangulos cuyos vértices son puntos del dominio de definicién de la subcdpula, deberan tener un volumen minimo
(estrictamente mayor que 0) cuyo valor dependera de la dimension de la particion. Es por ello logico que el valor del
estadistico de Pearson para estas copulas mas restrictivas sea mayor.

Funcién de Distribucion Funcion de Densidad

DISTRIBUCION_COPULA DENSIDAD_COPULA

100" s 5,00
0.75 375
0.50 ] 2,50
1 1.00 1 1.00
0.25 075 127 u.75
1 0.50
] 0.25
0.00 ‘ oopEy 1 1 ———F000
0.00 0.25 0.50 075 1o 0.00 0.25 0.50 0.75 Lod
u u

Estadistico de Pearson = 5,007

Tlustracion 4.6: Cépula construida por interpolacion cubica mediante superficies de Ferguson, de la subcopula que
optimiza el valor del estadistico de Pearson

Antes de determinar esa condicion suficiente que nos asegure que el problema dado por (4.21) tiene solucion factible,
vamos a estudiar qué restricciones adicionales es preciso afiadir, para contemplar la posibilidad de asignar valores
distintos de cero a las derivadas segundas, es decir, para que la superficie interpoladora pueda utilizar polinomios de
Hermite de cualquier tipo sin necesidad de restringirse a las condiciones impuestas para las superficies de Ferguson.
El hecho de imponer que las derivadas de segundo orden valgan 0 es una circunstancia que puede resultar desafortunada

a la vista del grafico anterior, sobre todo si esperamos que la relacion existente entre las variables de analisis sea suave.

4.2.3.2.2 Condicion a imponer para que una superficie interpoladora de Hermite sea 2-creciente

El desarrollo anterior nos servird de base para conseguir construir una superficie interpoladora mediante polinomios
cubicos de Hermite cualesquiera sin necesidad de restringir a que su derivada segunda valga cero (superficie de
Ferguson). No parece conveniente que la densidad copula tome valor cero en cada uno de los nodos de union de la
rejilla unidad (y que definen el dominio de la subcopula que proporciona una valor 6ptimo del estadistico de Pearson)
puesto que esta circunstancia implica que se sucedan cambios muy bruscos de comportamiento, algo que no parece
adecuado para expresar una relacion de dependencia entre variables y a partir de ella llevar a cabo una prediccion.
Las densidades copulas son un fiel reflejo de la relacion que existe entre los datos que representan y, salvo raras
excepciones, dicha relacion acostumbra a “moverse” de forma suave con mayor o menor velocidad (dada por las

derivadas primeras o vectores tangentes a la superficie).
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La razon que justifica esta falta de uniformidad no es el hecho de que la copula no sea paramétrica, sino el empefio que
estamos poniendo en forzar que nuestra copula conserve el valor 6ptimo del estadistico de Pearson asociado a la
subcopula a partir de la cual la estamos construyendo. Sirva como ejemplo el grafico de la densidad cépula construida
por interpolacién bilineal (ilustracion (4.2)) caracterizado por su estructura a saltos. Mediante la superficie de Ferguson,
esta forma escalonada se ha transformado en una sucesion de monticulos (ilustracion (4.6)) que incluso podria resultar
mas erratica si se utilizara con fines predictivos. So6lo en situaciones en las que la relacion de dependencia entre las
variables estuviera concentrada alrededor de varios valores modales (relaciones multimodales), el empleo de esta copula
podria ser mas conveniente. Sin embargo, como hemos sefialado, esta falta de regularidad no es una implicacion del
hecho de que la copula sea no paramétrica. Segiin hemos visto, la densidad copula de Bernstein presenta la suavidad y
uniformidad que estamos echando en falta (ilustracion (4.4)), y esto es porque dicha copula no es una interpolacion
exacta que vaya a conservar el valor del estadistico de Pearson sino una interpolacion aproximada del dominio de

definicion de la subcépula C”.

Lo que vamos a hacer para incrementar la suavidad de la densidad asociada a la funcion clbica que estamos
construyendo, es permitir que el valor de la derivada segunda en los nodos que resultan de la particion del cuadrado
unidad no sea necesariamente cero, evitando de esta manera las drasticas caidas que se muestran en la ilustracion (4.6).
Para tener una intuicion del valor al que intentar aproximar estas derivadas de segundo orden, utilizaremos como
referencia el valor que dichas derivadas toman en las dos copulas anteriores (la obtenida por interpolacion bilineal y la
que emplea polinomios de Bernstein) y que, como veremos, estd muy relacionado con el valor del volumen de los
rectangulos que han resultado de hacer la particion. Asi, vamos a transformar el problema de programacion matematica
(4.21) en otro con un objetivo adicional (multiobjetivo) consistente en que las derivadas segundas (que pasaran a ser
junto con las de primer orden, variables de decision) se aproximen lo mas posible a estos valores de referencia.
Esto nos conducira inevitablemente a la definicion de una funcion “distancia” a minimizar (objetivo) y, en
consecuencia, a un problema de programacion cuadratica. Habremos de ver qué restricciones es preciso afiadir al
problema (4.21) sobre las derivadas segundas para que la funcidén resultante sea una copula. Observemos que, al
construir el problema de optimizacion como extension del anterior, estaremos garantizando que si existe soluciéon para
(4.21), dado por una relaciéon de valores para las derivadas primeras, existira entonces también al menos una soluciéon

para este nuevo problema que tomara el mismo valor en dichas derivadas y el valor cero en las de segundo orden.

Una propuesta para los valores de referencia a los que se aproximaran las derivadas de segundo orden en los vértices de
la particion se puede obtener simplemente conociendo el valor que en ellos presentan las dos copulas interpoladoras

que hemos definido, es decir, la bilineal y la densidad copula de Bernstein.

— En el primer caso para la densidad de la copula obtenida por interpolacion bilineal (véase la ecuacion (4.9)) se

Ve(B) _Vc(B)
1

obtiene el valor  (u,,,—u,)*(v,,,—v,) 1.1 427
nom
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. . . C (u,v,
Asi, éste podria ser un primer candidato al que aproximar el valor de ﬁ’l
udv

En el caso de la densidad copula de Bernstein, de acuerdo a la definicion que se propone en [SANSAT] la

densidad copula responde a las expresiones (4.12) que recordemos era:

m 2
ZZB o 2 H(:n)*ujv’*(l—u,-)m_v’ siendo

=0 v,=0 J=1 J

Vi Yay_ Vz _
vi+1 v,+1 vi+1 v % v,+1 % %
+1 2 1 2 _ 1 2 _ 1 2 + 1 2
(m+1) >l<[O((m—l-l "m+1 ) (X(m+1 "m+1 ) O‘(m—|—1 "m+1 ) (X(m—l-l "m+1 ]
v, v, v+l v,+1

Este es el volumen a través de a de  B=[

Ix[

il mal ] , rectangulo que surge de hacer la

m+1" m+1
particion de [0,1]* en  (m+1)x(m+1) rectangulos (no en mxm ). En nuestro caso el papel de la

funcién a lo desempeiia la subcopula C”.

Teniendo en cuenta que  lim Ao (L)xm=1lim —2 =_(Z) (4.28)

1
m

vil)_a(v)

: , 1 m+l m+l’_Ox, vy
i lim A Y Vs(m+1)=1 m+ e
se tiene que  lim O((m-l-l) (m+1) lim 1 P (m—i-l) (4.29)
m+1
or tanto que  lim (m+1)**A o((v1 t: :620( Y Y2 ) (4.30)
yP q Moo 2 mAl m+1’ dv,0vy, m+1 m+1 ’
Como B(l‘;—l,%)=(m+l)2*A]’2a(:;T, :124—1 ), podemos concluir que
v, v, 0« v v orc v v
lim B(—, %)= (S )= (. 2—) (431

mow m m 0v0v, m+1 m+1" 0v,0v, m+1 m+1

En consecuencia 3 es una aproximacion a la derivada segunda de la subcépula C* en uno de los nodos que
surgen al dividir el rectangulo [0,1]> en (m+1)x(m+1) partes (noen mxm ). Por tanto, la derivada

segunda puede ser aproximada por

Vi Vs

Al,zo‘( ) V
B(V—l,v—z)=(m+1)2*AL20((vl ,Vz — m+1 m+1 C( ) (432)
m m m+1 m+1" 1 *1 1 *1
(m+1) (m+1) (n+1) (m+1)

La similitud con el candidato que surgia a través de la copula que resultaba de hacer la interpolacion bilineal es

clara.
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Supongamos que se realiza una particion del cuadrado unidad en nxm rectangulos y obtenemos el valor que tomaria
la derivada segunda de la copula obtenida por interpolacion bilineal y la que tomaria la derivada segunda de la copula

de Bernstein. Estableciendo la comparativa entre ambas expresiones ((4.27) y (4.32)) podemos observar que:

—  El numerador de ambas expresiones es el volumen de un rectangulo. En el primer caso, se trata del rectangulo

de la particién cuyo vértice inferior izquierdo es ( é) ; en el segundo se trata del rectangulo (de una

= |~.

particion de mayor dimension) cuyo vértice inferior izquierdo es (? __h) , pudiendo interpretarse
n m

como el “rectangulo del mismo orden” que se obtiene al aumentar en una unidad la particion del cuadrado
unidad. La ventaja de esta forma de proceder es la posibilidad de asignar un valor propio a los vértices

fronterizos del cuadrado unidad.

-1 1 . .

Asi en el punto (n " ;) , aproximariamos la derivada segunda por el volumen del rectangulo

n—=1 n 1 2 n 1

’ ’ R = 17_ i i 10
1 at ] Ix[ o — 1 , y en el punto (n m) ( m) hariamos la aproximacion por el
n n+l 1 2 n 1 2
¢ , , = )1 ,

volumen del rectangulo [n+l n+l]x[m+l m+l] [n+l ]x[m—i-l m+1

El siguiente grafico permite entender mejor esta explicacion. Se realizan dos particiones sobre el cuadrado
unidad, una de dimensiéon nxm y la otra de dimension (n-+1)x(m+1) vy se muestra el rectdngulo que irfa
asociado al célculo de la derivada segunda en dos situaciones distintas: un vértice interior y otro fronterizo. Se
marcan en rojo los rectangulos correspondientes a la aproximacion a la copula obtenida por interpolacion

bilineal y en azul aquellos que resultarian de la aproximacion a la copula de Bernstein.

0 1n Gl¥n  im @HYn . 1

[/m, (+1)/n]x[§/m, (j+1)/m]

D [/ (n+1), (1) (D ]x [/ (m+1),(G+ 1) (m+1)]

Ilustracion 4.7: Particiones de dimension (n x m) y (n+1) x (m+1) sobre el cuadrado unidad
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De no realizar la aproximacion mediante la densidad de Bernstein, la posibilidad que se antoja mas coherente
es aproximar las derivadas segundas asociadas a los vértices fronterizos por el mismo valor que se utiliza para

aproximar las derivadas segundas asociadas a los vértices inmediatamente anteriores en la particion, es decir,

en el punto (n;1 %) , aproximariamos la derivada segunda al volumen del rectangulo
-1 1 2 -1 1 2 1 1 L
2= Byx =, 2= 11—, =] , y en el punto (%, =)=(1,—) hariamos la aproximacion al
n o n m m n m-m nom m

volumen de ese mismo rectangulo. Asi, la derivada segunda en los vértices que definen un rectangulo de la

particion (en nxm  rectangulos) seria aproximada por el volumen del propio rectangulo.

— El denominador de ambas expresiones es la superficie de los rectangulos de la particion. En el caso de la

L . . . . 1.1 .
aproximacion a la copula resultante de la interpolacion bilineal esta cantidad es ;*; , mientras que en la

aproximacion a la densidad copula de Bernstein la cantidad va referida légicamente a la particion de un orden

N 1
n+1 m+l1

mayor, siendo por tanto

Tenemos asi dos tipos de candidatos para los valores de referencia Refy(u;, v)):

Ref'y (u;, v,)=

siendo B el rectangulo de la particidon en nxm rectangulos cuyo vértice inferior izquierdo es (u;, v)).

V.'(B
Ref (u, v)=— <2 (4.34)

n+l m+1

siendo B el rectangulo de la particién en  (n+1)x(m+1) rectangulos cuyo vértice inferior izquierdo es el

que ocupa la posicion (i, j) dentro del conjunto de todos los vértices de dicha particion.

El primero de los valores depende directamente del volumen de los rectangulos de la particion de orden nxm , el
cual a su vez depende de los valores asignados a cada vértice de dicha particion al tratar de optimizar el valor del
estadistico de Pearson (véase ecuacion (4.1)). Sin embargo, para el segundo no se dispone del volumen asociado a los
rectangulos de la particién de orden (n+1)x(m+1) através de la copula C porque ésta todavia no ha sido construida
(su expresion depende del valor de las derivadas segundas en los nodos de la particion, valor que estamos tratando de
aproximar). El hecho de que si conozcamos el volumen de los rectangulos de la particion de orden nxm  a través de
ella (de C) se debe a que va a ser el mismo que el que se obtenga a través de la subcopula C” a la que interpola dado que

esta interpolacion se produce precisamente a partir del valor de los vértices de dichos rectangulos.
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Esto provoca légicamente una dificultad si tratamos de aproximar el valor de las derivadas segundas a la densidad
copula de Bernstein. La solucién que planteamos a esta dificultad es resolver el problema (4.7) para una particion de
dimensién mayor ( (n+1)x(m+1) )y de esta manera obtener los valores asociados a los vértices que permiten
calcular, para dicha particion, el mejor valor para el estadistico de Pearson. Dichos valores definirian la referencia a la

que aproximar la densidad cépula ajustada a la particion de dimensién #nxm

Hechas estas consideraciones, se trata nuevamente de aplicar la expresion de la superficie cibica (ahora (4.19) en vez
de (4.20)) a cada uno de los cuatro vértices de un rectangulo Bc]® para obtener, en esta ocasion, otra en la que los
elementos desconocidos van a ser, no s6lo las derivadas primeras sino también las segundas respecto de U y V.
El resultado que a continuacidén enunciaremos, permite establecer las restricciones que garantizan la “2-crecencia” de C
proporcionando unos rangos de variacion para las derivadas de primer y segundo orden. Estos rangos vienen

determinados por la region factible asociada al siguiente problema de programacién multiobjetivo no lineal y entera:
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n—1m-1 ' ' n—lm=1 A2~y
Moty S ) OC )y SO )y
=0 j=0 Ou ov =0 iZ0 Oudv

Restricciones asociadas a las derivadas respecto de U

2% (uy,—u;) O0C'(u;,v)) _ac/(ui’vi+l) 2% 2(u; —u;) *[6C ttr,v,) 0C (U1, v 01) 1+3<3%(1=6))
- 1

V.'(B) *[Gu ou ]+VC’(B) ou ou
_2*2*(u,+1—u1) [GC’(u,,vi)_éc’(ui,ij) | 2% (u,, —u;) *[GC’(qu,v,) 0C (u41,v41) ]_3<(24+15*\/2 Jx(1=5,)
V.'(B) ou ou V.'(B) ou ou 7 !
2*2*(u,+1—u1) *[6C (u;,v)) _oc (u;,v,01) ]+2*(ui+l—u,-) *[6C (5,v,) 0C" (y,v 1) 1+3<3%(1-5,)
V'(B) ou ou V.'(B) ou ou
2% (u;,  —u;) *[6C "(u;,v;) _oc 1, v40) 1_2>s<2>s<(u,.+l—u,.) *[6C’(ui+1,v,) 0C (u41,v41) ]_3<(24+15*\/§ J(1-5,)
Ve'(B) ou ou SV (B) ou ou 7 2
25 (u;,  —u;) * oC '(u;,v)) _6C (ug,v;04) 1_2*(ui+l_ui) " 0C (usy,v)) 0C (upyy,v;01) 1-2<4%(1-6;)
V'(B) ou ou T V.'(B) ou ou - 3
{2*(ul+l—u,)*[6C'(M“‘//)_ac/(ui:"jﬂ) 2*(ui+l_ui)* 0C" (w1, v)) 6C,(”l+l’vf+1)]+3}2_
V'(B) ou ou V.'(B) ou ou
2*(ui+1—u,)* 6C’(u,-,vj)_6C’(u,.,vi+1) . 2>i<(u,.+1—u,.)>x< 0C (uyy,v,) 6C’(ui+1,vi+1)]<9*(l_6)
V.'(B) ou ou V.'(B) ou ou - ¢
[ac,(”u‘//) 6C,(ui:vj+1) ]So;[ac/(ui+l’v1) 6C,(ui+l’vj+l) 1<0
ou ou ou ou

Restricciones asociadas a las derivadas respecto de V

?/*(,?E;_Vj)*[gf (ui!vj) gf (ui+1!vj) ?/*%(”‘é‘)’jﬂ_"/)*[gf (”i:"jﬂ) gf (ui+1’vj+l) 1+3<3x%(1-y,)
c c
2%(v ,,=v;) 0C"(u;,v;) 0C'"(uyy,,v,; 2%(v,,,—v,) 0C'(u;,v; O0C (1, vy 24+15%V2
_2*V (,(,B)l J)*[av ( J)_av ( +1 J)]_V ('(jB; /)*[av ( /+1) 3, ( +10 7 1)]_35(7 * )*(1_)/1)
c c
2*12/*(,‘25)1_"1')* gf (ui!vj)_gf (ti1, v)) ]+?/*(,‘E;;_V,)*[gf (u;,v;01) gf (i1, V1) 1+3<3%(1-y,)
c c
2*(/vj+1_vj)*[acl(ui!vj) _6C’(ui+1:"j) _2*%*("141_"/)*[ac'(”i:"jﬂ) 0C (U1, v ;11) ]_35(244-15*\/—2)*(1_)/2)
V' (B) ov ov V.'(B) ov ov 7
2%(v,,=v)) 6C'(“w"j)_acl(”f+1:"j) _2*(Vj+1_"/) 0C (i, vyu) 0C Wiy vm) —2<4x%(1-
V' (B) *[6\/ ov V.'(B) *[6\/ ov 1-2=4x(1-y;)
{2*(V/+1_Vj) *[6(:’(“;',"]‘) _6C’(ui+1:"j) +2*(Vj+1_"/) « ac'(”i:"jﬂ) 6C’(u,wrlr"prl) ]+3}2_
V' (B) ov ov V.'(B) ov ov
2%(v,—v;) 0C'(u,,v;) 0C'"(uy,,v; 2%(v..,=v;) 0C"(u;,v,) O0C" (U, v,y
V*(/‘Eg)l Vj)* = (ul Vj) = (u +1 Vj) % V*(,‘EJB)I Vj)*[av (u V; 1) = (u+1 V; 1)]59*(1_}/4)
c c
ac'(ui:",’) ac'(uz#l’v/’)]So;[acl(ui’vj+l) ac'(ui+l’vj+l)]so
ov ov ov ov

Restricciones asociadas a las derivadas segundas respecto de U y V

&C " (u;,v;) oC "(u;,v;) 0C'(u;,v;yy)
0= (v =v il 5 === ] =3 [ —— - o]
62C'(u‘,vj) 0C " (u;,v,) 0C'(u;,,v)
OS(ui+l_ui)*[auav ]5_3*[av o ]
&C (u;,v;,)) o0C" (u;,v,) 0C"(u;,v,.y)
OS(V”I_VJ)*[éuﬁv - ]S_3*[6u } T ou ]
azc'(”u"jﬂ) 6C,(ui’vj+1) ac'(ui+l’vj+1)
e EE R -5 ]
8C " (upy,v)) O0C (upyy,v,) 0C" (Ui, viey)
0= (v, =v, [ G | <=3
azc'(u#l’vj) 6C’(ui’vj) ac'(ulﬁ’l’vj)
0= —u)rl5 — J<-3¢[5, - ]
o°C ' (u;,,, 0C " (uy,, ocC'’ Vi
OS(VJ+1_vj)*[8ua‘)(ul 1 V,+1)]S_3*[au (u,+1 V,) = (”‘H 7 1)]
azcy(ui+l’vj+1) ac/(”u",ﬂ) OC (U1, v;41)
05 {u =) [ I <3 = ]

8, +6,+8,+6,=1,y,+y,ty;+y,=1,6,0, 06, 6,€{0,1} .y, ¥,y:y.€{0,1} Vie{0,1,.. . n-1} je{0,1,.,m—1}

(4.35)
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Dando solucién a este problema, se dispondra de todos los elementos que componen la expresion (4.19) pues, ademas
de los valores que toma la cépula en los puntos del dominio de definicion de la subcopula dptima C* (aquellos que
minimizan el estadistico de Pearson), se tendran también los vectores tangentes a la superficie interpoladora en dichos
puntos y los valores de la densidad copula en los mismos (variables de decision de (4.35)). Formalmente, el resultado es

el siguiente:

Lema 4.6: Condicion suficiente para que se cumpla la tercera de las propiedades de las funciones cépula en una

superficie interpoladora de Hermite

“Sea una particion del cuadrado unidad en n x m rectangulos del mismo area y sea la solucion optima al problema de

programacion fraccional (4.7) dada por —c;=C ,#)Vie{O,l,Z,...n} Vj€{0,12,..m} que define una

i
n
subcopula C de dominio los puntos de interseccion entre los rectangulos que originan la particion.

Sea Cuprwire(u,v) la funcion que se obtiene por interpolacion cubica de una subcépula C* mediante polinomios de

Hermite.

2
aCHERMITE(ui) Vj) 0 C ygraire (”i , Vj) 0 CHERM[TE(uiJ Vj)

ou ’ ov Y ouov

Si Vie{0,1,..,n} VY je{0,1,..m}  proporcionan

junto con una relacion de Js y ys (variables binarias) una solucion al problema de programacion multiobjetivo no

lineal entera (4.35), entonces la funcion Cugrure(u,v) cumple la tercera de las condiciones de las funciones copula:

C,,EW,T,.([ul,uZ] x[Vl, Vz] )=CHERM1TE( uz,vz)_CHERMITE( u,v 1) _CHERMITE( Uy, VQ) t uervirEC (“1,"1 )=0
You, u, v, vyt.q.u<u, v,<v,

2

La demostracion de este resultado puede ser consultada en el Anexo VI. En ella, el desarrollo no se plantea a partir del
problema MINLP (4.35) sino de un caso particular del mismo en el que la regiéon factible es un subconjunto de esta
ultima que da al problema el caracter lineal y continuo (no entero) que lo hace ficilmente resoluble por la mayor parte
del software de optimizacion disponible. Por ello, de igual forma que hemos propuesto el planteamiento (4.26) como

alternativo al (4.21), proponemos ahora considerar el siguiente modelo como simplificacion de (4.35):
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n—1m—1 ' ' 2
Max/Min [25 (u,v) +Zf (1, v Mznz z [ 2 —Ref (u;,v))]

i=0 j=0 lO]Oaav

lml 2

’(uuv )

n—1 m—1 aC! V. ac! LV n
o bien Mln{)\*[ Z(a (14[ v./)_n_ (lll v./) )]
u

T
i=0 j=0 ov i '=0 Judv

~.
Il

[
~.

Restricciones asociadas a las derivadas respecto de U

2% (”z+1 ui) ac'(u[’vj) ac'(“i: vj+1)
_3_V "(B) *Lou " ou 1=0
(ui+] ui) ac'(u[-ﬁ—l’vl/) o0C"(u Uirt, j+1)
SSVC'(B) *[8u " Ou 1=0

Restricciones asociadas a las derivadas respecto de V

2*(vj+1 vj) ac'(ui:vj) ac,(”iﬂrvj)
_3<V (8] *[6\/ ~5y 1=0
_3 2*( j+1 vl/') *[ac'(ui’vj-ﬁ—]) aC ( H—l’ /+1) ]SO
V' (B) ov ov

Restricciones asociadas a las derivadas segundas respecto de U y V

OC'(u;,v)) oC'(u,v,) oC'(u;,v,.,)
0=(v,,=v,)* [W]S_3*[8u J - AT
o°C'(u;,v,) oC " (u;,v,) 9C"(uy,,v))
Os(ui+]_ui)*[8u8v ’ ]S_3*[8v " ov 1
oC (u v, 8C’(u,.,v.) aC’(ul_,v_ )
0=(v;,,—v,)* [W]S—3*[au 5 ]
o*C'(u, v, oC'(u,v,,,) 0C"(u. v,
<(u .—u. A .2 VA P 2 Vj+l Uii15V41
0_(u1+] ut)*[auav ]_ 3*[av av ]
OC' (u,,,v, oC (u,,,v,) 0C'(u,,,v,
Og(vjﬂ—vj)*[#]ﬁ_:;*[au (ulﬂ’vj) & (uz+1’v]+1)]
o°C’ ( +12 ) aC’(u';v) ocC’ ( 1 )
<lu  ,—u. % <— P U, V;
0_(u1+] ul) [auav ]_ 3*[av av ]
OC (v, oC "(u,,,,v,) 0C"(u,,,v,
Og(vjﬂ—vj)*[#]ﬁ_:;*[au (ulﬂ’ v/) _au (”z+1rv1+1) ]
azcr(ui-%—l’v/-%—l) ac’(u[;vj_H) aC( H—]’ j+])
OS(“M—”[)*[MV—]S—%[aV 7 ]

Vi€{0,1,..,n—1} je€{0,1,...m—1} A€[0,1]
(4.36)

_Refvs(uv

2

v,) 1}

De acuerdo a este planteamiento “relajado”, podemos enunciar un resultado equivalente al lema (4.6) que es el que a

continuacion se presenta:
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Lema 4.7: Condicion suficiente “relajada” para que se cumpla la tercera de las propiedades de las funciones copula

en una superficie interpoladora de Hermite

“Sea una particion del cuadrado unidad en n x m rectangulos del mismo darea y sea la solucion optima al problema de

., . s_ ol . .
programacion fraccional (4.7) dada por c;=C (£,-L) Vie{0,1,2,..n} V jE{0,12,..m} que define una
nom
subcopula C* de dominio los puntos de interseccion entre los rectangulos que originan la particion.
Sea Crugrire(u,v) la funcion que se obtiene por interpolacion cubica de una subcépula C* mediante polinomios de
Hermite.

Si aCHERMITE(ui’ Vj) 0 C ypraare (”i , Vj) o’ CHERM[TE(ui’ Vj)

ou ’ ov Y ouov

Vie{0,l,..,n} VY je{0,1,..m} proporcionan

junto con una relacion de Os y Ys (variables binarias) una solucion al problema de programacion multiobjetivo no
lineal entera (4.36), entonces la funcion Cugrare(u,v) cumple la tercera de las condiciones de las funciones copula:

VCHERM,TE([MI,MZ] X[VL Vz] ):CHERMITE(uz,vz)_CHERMITE(uZ,vl) _CHERMITE(ul, v,)+ CHERMITE(”I, v,)=0 )
Yoy uy vy votgu <u, v<v, ’

Este lema, permite hacer un tratamiento “relajado” del problema de programacion matematica (4.35) motivado por la
escasez de paquetes estadisticos que permiten resolver problemas de programacion no lineal y entera (MINLP). En esta

ocasion:

— La no linealidad viene dada no sélo por la elipse que participa en la definicion de la region factible, sino
ademas por la segunda funcion objetivo a minimizar que define la distancia (funcién cuadratica) entre las

derivadas segundas en los nodos de la particion y los valores de referencia Refy(u;, v)).

— Laexistencia de variables enteras viene dada por la necesidad de imponer restricciones disyuntivas para definir
la region factible asociada a las derivadas de primer orden. La asociada a las de segundo orden es lineal pues es

una acotacion de éstas por el valor que toman las de de primer orden.

Emplearemos una region factible lineal y conexa para las derivadas de primer orden ([-3,0]x[-3,0]) que permite evitar el
uso de variables enteras y simplificar asi el problema. La no linealidad no desapareceria dado que, como hemos
sefialado, no afecta inicamente a la region factible sino también a la funcién multiobjetivo. Efectivamente, el primero
de los objetivos es una funcion lineal de las derivadas de primer orden que viene a controlar, como ya sefialamos, el
apuntamiento de los monticulos que se originan como consecuencia de la interpolacion (ilustracion (4.6)). Sin embargo,
el segundo es una funcion de distancia que determina la proximidad a una relacién de valores de referencia que podria

tomar la densidad copula en los nodos de la rejilla obtenidos al dividir el cuadrado unidad.

Seglin se explica en el capitulo 9 de [SIXTO], existen varios métodos para resolver un modelo de programacion
continua multiobjetivo. Recalcamos el término “continua” para dar a entender que los métodos que se van a citar,

unicamente podrian ser aplicados al problema (4.36) pero no asi al problema original (4.35). Aqui hacemos una
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exposicion a grandes rasgos de algunos de los mas conocidos invitdndose al lector a consultar la obra de Sixto para

tener una vision mas detallada de ellos y de como pueden ser aplicados en algunos ejemplos reales.

La técnica que proponemos emplear por su simplicidad, es el “método de las ponderaciones” que consiste en construir
una Unica funcién como suma ponderada de las diferentes funciones objetivo. Asi, el problema se reduciria a una
asignacion de pesos en funcion de la importancia que considerasemos tiene cada una de ellas. En nuestro caso se trataria
de maximizar o minimizar la funcion objetivo asociada a las derivadas de primer orden y minimizar la funcion objetivo
asociada a las derivadas segundas. En el caso de la segunda funcion objetivo es evidente la intencion de minimizarla
pues se trata de aproximarse lo mas posible a los valores de referencia que hemos mencionado. Respecto de la primera
funcidon objetivo, si la intencion fuese la misma, el objetivo final seria claramente minimizar la suma ponderada de las
dos; si por el contrario la idea fuera su maximizacion, bastaria cambiar el signo de dicha funcion para transformar el
objetivo en otro de minimizacion. De esta forma, el objetivo final volveria a ser minimizar la suma ponderada de la
primera funcion transformada (multiplicada por -1) y la segunda con su signo original. La ventaja del método de las
ponderaciones es que el problema queda transformado en un problema de programaciéon con un Unico objetivo (no

lineal o, més concretamente, cuadratico).

Otro método de resolucién que reduce el problema a un tnico objetivo es el método de las &restricciones el cual
consiste en optimizar la funcién objetivo que se considere mas importante e introducir para la otra (u otras) una relacion
de numeros reales “£” que la acoten. En nuestro caso, si el objetivo fundamental fuera minimizar la distancia de las
derivadas segundas a los valores de referencia, se trataria de minimizar la segunda de las funciones objetivo (no lineal)
y restringir a que la suma de las derivadas primeras (primera funcion objetivo) fuera mayor (si el objetivo es de

minimizacion) o menor (si es de maximizacion) que un cierto “£”.

Un tercer método que permite la simplificacion al caso uniobjetivo es la programacion por metas (Charnes y
Cooper) en la que el decisor establece una relacion de metas a las que pretende llegar por objetivo y considera como
solucion Optima aquella que minimiza la suma de desviaciones a las metas propuestas. La funcion resultante es una
distancia y como tal no lineal, si bien, como explica Sixto, se puede hacer la transformaciéon a un formato lineal
mediante la incorporacion de pares de variables (desviacion por exceso y por defecto) asociadas a cada uno de los

objetivos.

La razdn por la que proponemos emplear el método de las ponderaciones con respecto al método de las &-restricciones
o al de programacion por metas (que también permiten tratar el problema como si tuviera un unico objetivo), es no
aumentar el numero de restricciones y variables del problema que es ya suficientemente amplio (12*n*m restricciones

para (4.36)).

Sefialaremos finalmente que existen otras técnicas que permiten abordar el problema sin necesidad de transformarlo en
otro uniobjetivo en el que el concepto de solucion optima tiene pleno sentido pues la optimalidad, sin lugar a dudas, se
dara respecto del Unico objetivo existente. En contraposicion, el método del Simplex Multiobjetivo de Zeleny aborda
directamente todos los objetivos y surge entonces el concepto de “solucién eficiente” dado que raramente la solucion
va a ser simultaneamente optima respecto de todos los objetivos. Por definicion, una solucion es eficiente si no existe
otra que mejore el valor de uno de los objetivos sin provocar un empeoramiento en el valor de alguno de los objetivos

restantes.
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El método Simplex multiobjetivo se basa fundamentalmente en tres etapas:

— La primera determina una solucién inicial basica factible (como en el Simplex uniobjetivo) introduciendo las

variables de holgura y artificiales necesarias para ello.
— Lasegunda determina un punto extremo eficiente.
— Latercera genera a partir del punto anterior el resto de puntos (soluciones) extremos eficientes.

El empleo de esta técnica multiobjetivo pura debe ser aplicada a funciones objetivo de caracter lineal. Esto no es
necesariamente un problema, dado que la no linealidad de (4.36) viene dada por la funcion distancia y ésta puede
definirse alternativamente a través de la funcién valor absoluto (en vez de como una medida cuadratica), para dar
posteriormente al problema un formato lineal, algo que es posible segin acabamos de comentar para el método de
programacion por metas. Con todo y con eso, el método de Zeleny presenta la dificultad de encontrar un software que
tenga implementado su algoritmo y, atn asi, debera tenerse en cuenta la complejidad computacional (en tiempo) que
pueden suponer los célculos para particiones de altas dimensiones. Mayores dificultades tendriamos atun para encontrar
un software que permitiera resolver el problema de programacion multiobjetivo no lineal en su version binaria (entera)
planteado por (4.35). En este caso, la no-linealidad del problema no es evitable dado que no va asociada sélo a uno de
los objetivos sino a la forma de la region factible. El primer articulo sobre programacion multiobjetivo entera data de
1977 (técnica de Passy) y aborda objetivos bilineales. Algunos autores posteriores como Bitran (1979) o Winkoffki
proponen técnicas de enumeracion implicita relacionados con la teoria de grafos. En general, los métodos existentes se
basan en algoritmos de ramificacion y acotacion o de planos de corte en programacion por metas, siendo el libro de
Ignizio (1976) el que recomienda Sixto al lector interesado en implementar un programa que permitiese resolver el
problema (4.35). A modo de resumen podemos establecer el siguiente teorema a partir de los lemas (4.2), (4.3) y

(4.6 04.7):

Teorema 4.5: Condicion suficiente para poder generar una copula por interpolacion de una subcopula mediante

una superficie de Hermite

“Sea una particion del cuadrado unidad en n x m rectangulos del mismo darea y sea la solucion optima al problema de

programacién fraccional (4.7) dada por  ¢;=C ( ,i)ViG{O,l,L...n} V je{0,1.2,..m} que define una

i

n
4 ok . . . . ’ . . . e

subcopula C de dominio los puntos de interseccion entre los rectangulos que originan la particion.

Sea Cuzrmrs(u,v) la funcion que se obtiene por interpolacion cubica de una subcépula C™ mediante polinomios de

Hermite (dada por (4.19)).
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aCHERMITE(ui’ Vj) 0 C ygrare (ui’ Vj) o C yzrare (ui’ Vj)

Si
! ou ’ ov Y oudv

Vie{0,1,2,...,n} V;j€{0,1,2,..m} cumplen las

siguientes condiciones:

aCHERMITE(O!vl)
ov

6CHERM1TE(uk ,0)

EP =0Vke{0,1,2,...,n} y

=0V /€{0,1,2,..,m}

0C yprare(1,v,)

ov

OC ypragrre (1 51)

2 =1Vke{0,12,....,n} y

=1V1€{0,12,...,m}

3. Proporcionan una solucion del problema de programacion multiobjetivo no lineal entera (4.35) (o bien su

relajacion (4.36))

entonces la funcion Cyggpure es una copula”.

Adjuntamos finalmente el grafico que resultaria de dar solucion al problema relajado (4.36) mediante el método de las
ponderaciones para obtener una copula por interpolacion ctbica de Hermite. La muestra de partida es nuevamente la
mostrada en la ilustracion (4.1). Se ha asignado peso 0.5 a cada uno de los objetivos donde el primero de ellos consiste
en minimizar la suma de las derivadas de primer orden mientras que el segundo minimiza la suma de las distancias a los
valores de referencia que, en este caso, han sido establecidos en funcion de la densidad de Bernstein, es decir, tratando
de aproximar los valores de las derivadas segunda a los volimenes de los rectangulos obtenidos en una particion de

dimensiéon mayor (6 x 6).

Funcion de Distribuciéon Funcion de Densidad

DISTRIBUCION_COPULA DENSIDAD_COPULA

4. : 1.00
0.25 g 075

, 50

] <005

0.00 ; = 0,00 ! —
0.00 0.25 0.50 0.75 1o 0.00 0.25 0.50 0.75 1.odf

Estadistico de Pearson = 5.007

Hlustracion 4.8: Copula construida por interpolacion cubica mediante polinomios de Hermite, de la subcépula que
optimiza el valor del estadistico de Pearson
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Se puede establecer la comparativa entre la densidad obtenida con la superficie interpoladora de Ferguson y esta ultima.
Haremos esta comparativa mediante un grafico de contorno (o térmico). Este tipo de graficos es muy utilizados en
teoria de copulas dado que permite hacerse una idea muy buena de la forma de la densidad en todos sus frentes gracias a
una perspectiva aérea mediante curvas de nivel. Cada color va asociado a un determinado nivel alrededor del cual se

[T

mueve la densidad copula. Dicho nivel vendria a ser el valor del eje “z” en el grafico anterior.

Densidad Copula obtenida por interpolacién de Ferguson Densidad copula obtenida por interpolacion de Hermite

0[7]0.5221386538 ] 0[7]0.4371323918
B 1.0442773076 1] 1. 5664159613 M 0.8742647836 [1]1.3113971753
[[12.0885546151 [l 2.6106932689 DENSIDAD_COPULA [ ]1.7485295671 [2.1856619589
[113.1328319227 [ ]3.6549705764 [12.6227943507 [ ]3.0599267424
[4.1771092302[ ] 4.699247884 [3.4970591342 [ | 3.934191526

Ilustracion 4.9: Comparativa entre la densidad copula interpolada mediante superficies de Ferguson y la
interpolada mediante polinomios de Hermite

Queda claramente puesta de manifiesto la mayor suavidad de la ultima copula ajustada, pues presenta mayor
continuidad en sus superficies coloreadas (no hay grandes cambios de nivel) y no sufre las bruscas caidas a cero en cada
uno de los vértices de la particion (los cuales estan representados en el grafico de contorno asociado a la superficie de
Ferguson por pequefios circulos en azul marino). Estas caidas resultan poco verosimiles en una relacion de dependencia
entre variables y mas aun cuando se busca extrapolar ésta con fines predictivos. Obsérvese ademas el hecho de que, de
igual manera que ocurria con el método de interpolacion bilineal (ilustracion (4.2)) y el que empleaba polinomios de
Bernstein (ilustracion (4.4)), existe una mayor densidad en la region asociada a las colas derechas (cercanas a 1) de las
variables Uy V, lo cual es indicio de que esta copula, de igual manera que ocurre con otras conocidas como la HRT y la
de Gumbel, enfatiza la relacion entre valores extremos. Esto es gracias, como ya hemos sefialado, al caracter empirico
de las copulas construidas, o sea, a la capacidad que tienen para ajustarse localmente a la muestra (ilustracion (4.1)).
Esto es un arma de doble filo dado que, si bien parece conveniente que se ajuste lo mas posible a la muestra, puede ser
que refleje relaciones espurias derivadas de la existencia de pares residuales en alguno de los rectangulos de la
particion. No es tan grave la presencia de rectangulos “no informados” (sin datos) como la de rectangulos poco
informados que puedan identificar relaciones inexistentes. En estos casos hay que garantizar que los rectangulos que
lleven la parte mas representativa de la relacion tengan una densidad significativamente mayor. Asi por ejemplo en el
grafico anterior puede observarse que la copula pone un énfasis especial en el cuadrante superior derecho el cual esta
implicado en la ocurrencia conjunta de comportamientos extremos. De hecho, el nimero de puntos en el rectangulo

superior derecho del grafico mostrado en la ilustracion (4.1) es superior al de cualquier otro rectangulo de la particion.

Construccion de copulas con valor optimo del estadistico de Pearson - 94 -



El ultimo paso es establecer las condiciones bajo las cuales el problema (4.35) tiene solucion factible, cuestion que
habiamos dejado aparcada justo antes de empezar este desarrollo que ha permitido establecer las restricciones a
satisfacer para que una superficie de Hermite genérica, construida por interpolaciéon del dominio de una subcopula, sea
una copula. Esta factibilidad no esta siempre garantizada y es la razon que provoca que no siempre sea posible
conservar el valor optimo del estadistico de Pearson obtenido sobre la clase de todas las subcopulas asociadas a la

particion original.

4.2.3.3 Condiciones para construir copulas por interpolaciéon cubica

Hemos establecido las restricciones que debe satisfacer la funcion Cugriure (v Crercuson) construida por interpolacion
cubica de una subcdpula para que pueda ser una copula. Esto se ha traducido en encontrar soluciéon a un problema de
programacion matematica (4.35) - (4.36) (y (4.21) - (4.26)) cuyas variables de decision son las derivadas de primer y
segundo orden de los puntos que definen el dominio de la subcdpula. Sin embargo, faltaria conocer las condiciones que
deben darse para que se pueda garantizar la existencia de una solucion factible a dicho problema. Observemos que el

verdadero problema es encontrar solucion a (4.26) dado que:

— Si existe solucion factible de (4.26) también existe para (4.21) dado que la region factible de este ultimo

contiene a la del primero.

— Como consecuencia, si existe solucion factible de (4.21) también existe solucion para (4.35) ya que al menos
existe la solucidn en la que el valor de las derivadas primeras es el mismo que el que se haya obtenido para

(4.21) y el valor para las derivadas segundas es 0.

— Del mismo modo, la existencia de solucién para (4.26) garantiza la existencia de solucién para (4.36) ya que al
menos existe la solucion en la que el valor de las derivadas primeras es el mismo que el que se haya obtenido

para (4.26) y el valor para las derivadas segundas es 0.

Por ello centraremos nuestros esfuerzos en determinar las condiciones de factibilidad de (4.26) pero antes de ello,
empezaremos proponiendo un ejemplo (mas bien un contracjemplo) que muestra que, al construir la copula

interpoladora a partir de los lemas (4.2) y (4.3) y del problema (4.26), este ultimo puede no tener solucion factible.

Supongamos que m =2, n =4, y que la subcopula que proporciona el menor valor del estadistico de Pearson, y que es el

resultado de resolver el problema (4.7), toma los siguientes valores en su dominio de definicion:

* 1 | | 1 =3 3

C (0,1)=0,C (—,1)==—-,C (,1)=2,C (>,1)==,C (L,1)=1
(0.1)=0.C" (1. 1)=1, C (3. 1)=2C (3 1)=2.C (L)

ol ol Lt el Ll 3 L3 e L

cp=0.c G D=e.c b = ot =t cul)t

€'(0.0)=0,C"(1-0)=0,C"(5,0)=0,C"(5-0)=0,C"(1,0)=0
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El siguiente grafico ilustra perfectamente este ejemplo.

0 174 12 3/ 1
RS R6 R7 RS
o 148 |14 /8 1i2
Rl R2 R3 R4
0 0 0 0 0

Hlustracion 4.10: Contraejemplo. Un caso en el que el problema de programacion matemdtica
que permite construir una copula por interpolacion ciibica no tiene solucion factible

Se puede comprobar que, de acuerdo a esta definicion, C" es efectivamente una subcopula pues se cumplen las

propiedades (1.1) - (1.4). El dominio de definicion es S; x S siendo S, ={0,4i4£4i 1} vy S2={0,2i

ambos contenidos en [0,1] (propiedad (1.1)). Ademas, las dos condiciones frontera ((1.2) y (1.3)) se cumplen por la

I,

propia definicién de C*. Finalmente, para verificar (1.4), basta ver que el volumen de cualquiera de los rectangulos
contenidos en el dominio de definicién de C” (véase el grafico anterior) es mayor o igual que cero a través de la

subcopula. Efectivamente,

1 11

| e

V(RI)=—20,V (R2)=——>0,V (R3)==>0,V (R4)==>0
48 48 8 8
_1 _1 _L _L
V(RS)= 1520,V (R6)= =20,V (R7)= 220,V (R§)=-=0

Luego C” es subcopula.

Sin embargo, vamos a ver que no es posible encontrar una relacion de valores para las derivadas primeras respecto de V'

. o , . 1 .
que satisfagan las restricciones del problema (4.26). Obsérvese previamente que V. —V j=5 . Entonces, deberian

cumplirse para las derivadas asociadasa v, =5 , las siguientes desigualdades asociadas a los rectangulos que quedan

por encima y por debajo de dicha ordenada., es decir,

oC (u;,v;) aC*(uiJrl’vj)

27

ov _6v

<2*(vj+l_vj) aC*(u' v,) aC*(uiH’Vj)

S m — 1<0==3%V (B)<]

- 1=0
ov ov

En consecuencia, se tendria el siguiente conjunto de restricciones asociadas a cada uno de los rectangulos:
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ac(o,v,) ac'
Rl:_3*4l§s[8v *( - " ov *(ULVI) 1=0
R2=>—3*%s[2§ (, v,) _25 (u,v,) 1<0
oC oC
Rs:»—s*é_s[av *(”Z’Vl)—av *(“3’V1)]so
1
R4:>—3*213—S[2€ (1) —2f (L,v,) 1<0
R5:—3*%s[gf*(0’v‘)—gvc*(”“vl) 1<0
R8:>_3*21§_S[gf (1371 _gf (1,v) 1<0

Se pueden eliminar aquellas restricciones que resultan redundantes, siendo el conjunto resultante:

1 _.0C(0,) 0C (u,v)

R12_3*4§S[6v* 7y * 1=0
ocC oC
R6:—3*i—85[62 (“Lvl)—az (v g
o0C (u,v,) 0C (uyv
R72—3*é—5[6‘)*( 2 l)_av*( RO
oC ocC (1,
R8=>—3*é—s[av (”3’“)—% Lw)y
Por otra parte, si para construir la copula interpoladora imponemos que 6C;§S’Vl)=0 y 6c;(‘1},v1)=1

(de acuerdo a los lemas (4.2) y (4.3)) para garantizar las propiedades frontera, se tiene que,

aC*(Osvl) _aC*(ul,vl) 1<0 SaC*(ul,Vl) <3_

1
RI=>-3x—< <0=0 <
RERTE P By AP 48
R6:>OS6C(ul’vl)gaC(uzjvl)SéC(ul’v1)+3_$3_+3_=6_
ov ov ov 48 48 48 48
R72036C (ulqvl)sac (uz’vl)sac (uyv)) SGC (u,v,) 3.6 31
ov ov ov ov 8 48 8 2
R825_3M31
8 Ov

ac*(”&"l)

Basta ver que las desigualdades asociadas a R7 y R8 generan intervalos disjuntos para , pues se debe

6C*(”3 ) 1 aC*(”3 v)
- > e 0’_ e -~ 7
oy cl0pl v v

5
E_
[8

verificar que ,11 lo cual es imposible.

Por tanto, no existe siempre solucion factible al problema (4.26). La razdén es el volumen tan bajo que se obtiene para
los rectangulos R y R6 a través de C". Vamos a ver que la manera de resolver esta falta de factibilidad es imponer un

volumen minimo a través de C" para los rectangulos contenidos en su dominio de definicion.
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Definicion 4.2.- Se define una 2-subcépula-Vyn como aquella 2-subcopula C' tal que el volumen a través de ella de
cualquier rectangulo B contenido en su dominio de definicion es mayor o igual que Vuw, es decir,

Vc’([”l,uz]x [v],vz])=C(u2’ Vz)_C(uz,Vl)_ C(1"1,"2)""6'(ul,vl)>

Vs (4.37)
Y B=[u, u,] x[v, v,]= Dominio(C") , V ,, €R ‘

. . 1 .. , o 1
Asi, por ejemplo una 2-subcopula-0.25 verificaria que V”'(B)ZZ Y BcDominio(C') . El hecho de afadir el valor

Vyav como sufijo en vez de prefijo es por reservar esta posicion para poder hacer referencia a la dimension de la copula

(el numero de variables sobre el que actua). La definicion se puede extender facilmente a funciones copula:

Definicion 4.3.- Se define una 2-céopula-Vun como aquella 2-copula C tal que el volumen a través de ella de cualquier

rectangulo B contenido en el rectangulo unidad es mayor o igual que Vuw, es decir,

V ([u, u,]x[v, v,])=0 VB=[u, u,]x[v, v,]cI’ , V,ER (4.38)
A partir de la definicion (4.2), se puede establecer el siguiente teorema:

Teorema 4.6: Condicion necesaria y suficiente para que el problema de programacion lineal que permite determinar

el valor de las derivadas en el dominio de la subcopula que optimiza el estadistico de Pearson, tenga solucion

“Sea una particion del cuadrado unidad en n x m rectangulos del mismo darea y sea la solucion optima al problema de
programacion fraccional (4.7) dada por C;/:C* (i #)V i€{0,1,2,..n} Vj€{0,1.2,..m} que define una
subcopula C* de dominio A={los puntos de interseccion entre los rectdngulos que originan la particion}.

La condicion necesaria y suficiente para poder definir una cépula Crereuson por interpolacion del dominio de C a

traves de las condiciones suficientes establecidas en los lemas (4.2), (4.3) y (4.5), es que C* sea una 2-subcopula-Viun

2

siendo  Vypw=7—"
3km*n

La demostracion de este resultado puede ser consultada en el Anexo VII.

El siguiente paso consiste es saber si sigue estando garantizada la existencia de solucion factible a una modificacion al
problema de programacion fraccional (4.7). La modificacion consiste en imponer que las subcopulas obtenidas sean

tales que, al aplicarlas sobre los rectangulos con vértices su propio dominio de definicioén, proporcionen un volumen
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2

Temen - Queremos saber bajo qué condiciones dicho problema va a tener solucion, algo
mxn

mayor o igual que V=

que para el problema (4.7) quedaba asegurado a través del teorema (4.1).

El problema que resulta al hacer la modificacion de (4.7) es el siguiente:

Mmz z ”*py Mmz z j_cri—l,j_c'i,j—1+c'i—1,j—1))2

’ ’
i€S, jes, *P,, i€S, jES, n*(c i, j—¢€ i—l,j_c i1 te i—l,j—l)
[ A— - . [ A— > . —i ; . | A— .
sa c¢'y=0 Vi€S,; c¢';=0 VjES,; ¢ = Vies,; c¢' ;=2 V jES,
p— ’ ’ ’ ’ — . .
p;=c¢’;, ;—ci_;—c¢’ . tc i—l,j—lZVMlN_ VleSl,]€S2

3km*n
S={1,2,...,n=1,n} S,={1,2,...,m—1,m}
(4.39)

Basta observar que, de igual manera que ocurriera para el problema (4.7), la subcopula producto es una solucion factible

a este problema.

Teorema 4.7: Existencia de solucion factible al problema de programacion no lineal “modificado” que permite

obtener una subcopula que optimiza el valor del estadistico de Pearson

“Sea una particion del cuadrado unidad en n x m rectangulos del mismo drea. Entonces el problema de programacion
fraccional (4.39) tiene solucion factible y va a proporcionar la relacion de valores en cada uno de los puntos del
dominio de definicion de la subcopula que optimiza el estadistico de Pearson respecto del espacio de las

2

MIN 3*”’1*7’1

2-subcdpulas-Vyyy siendo  V

demostracion

Efectivamente, dada la subcopula producto C'( )=ﬁ*i se puede comprobar que es solucién (no

LL
n'm

necesariamente la dptima) del problema (4.39) pues:

_ixj (=) ix(j=1) }(i—l)*(j—l)zl J2

’ ! ! ’
p;=c’, ., —Cc',_, ., —C', ._ +c'._, .= >
Y " =L LY mkn mkn m*n m*n nxm 3xn*xm

i, j—1

c.q.d

Obviamente, la region factible asociada a 2-subcdpulas-Viun (problema (4.39)) esta contenida en la que definen las
2-subcopulas (problema (4.7)) y por tanto, el valor que se obtenga para el estadistico de Pearson va a perder calidad.
Asi, al generar una copula por interpolacién con polinomios cibicos de Hermite este valor va a ser mayor (y por tanto

peor) que el que se obtendria si la interpolacion se llevara a cabo con polinomios lineales (de orden 1 en Uy V).
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Teniendo en cuenta los lemas expuestos, podemos resumir que, dada una particion arbitraria del cuadrado unidad en

nxm

rectangulos del mismo area:

El problema de programacion no lineal (4.39) tiene siempre solucion. Este problema determina la relacion de

valores que debe tomar la 2-subcopula-Vimy C” en su dominio de definicion (V= ) para ser la

3xm*n

que proporcione un valor mas bajo del estadistico de Pearson dentro de la clase de las 2-subcopulas- V.

El problema (4.26) asociado a la subcopula C* (y por tanto los problema (4.21),(4.35) y (4.36)) también tienen
solucion. En concreto, el problema (4.35) determina los valores que deben tomar las derivadas de primer y
segundo orden de una funcion interpoladora de los valores de la subcopula C* mediante polinomios cubicos de

Hermite para que dicha funcion interpoladora sea 2-creciente.

A dicha funcidn es posible imponer de manera adicional las condiciones impuestas por los lemas (4.2) y (4.3)

y obtener como resultado una funcion copula Cyeriure que es una interpolacion mediante polinomios cubicos.

4.2.4 Algunas observaciones sobre las cépulas interpoladoras

Hemos visto tres formas distintas de interpolar los valores de la subcopula para la cual se obtiene un valor 6ptimo del

estadistico de Pearson asociado al contraste de bondad de ajuste. De cada una de ellas, se puede hacer una sintesis:

La interpolacion mediante polinomios de orden 1 se puede llevar a cabo siempre a partir del conjunto de todas
las subcopulas, es decir, sin necesidad de restringirse a la clase de las subcopulas-Vyy. Sin embargo, la forma
escalonada de la densidad copula resultante se traduce en que no se hara discriminacion respecto de todos los
pares que pertenezcan a un mismo rectangulo. Su aspecto puede ser tan verosimil como el de la funcion de
distribucion empirica discreta (también escalonada) como aproximacion de una distribucion dada.

El empleo de esta copula requiere hacer particiones muy finas con una gran cantidad de rectangulos (siendo
preciso entonces disponer de una muestra suficientemente grande) para poder esperar respuestas distintas de la

variable V (y por tanto de la variable a predecir Y) a partir de un valor “u” del miembro conocido del par, U

(del valor explicativo de X).

La interpolacion mediante polinomios de orden cubico no se puede hacer a partir de una subcopula cualquiera,
sino que precisa de que ésta pertenezca a una subclase que hemos definido como subcépulas-Vyw  donde

2

Semen las cuales son subcopulas tales que el volumen a través de ellas de cualquiera de los
m*n

Vian=

rectangulos contenidos en su dominio de definicién es mayor o igual que V. Como consecuencia de ello, el
valor del estadistico de Pearson asociado a la subcopula desde la cual se lleva a cabo la interpolacion, deja de

ser optimo dentro de la clase de todas las posibles subcopulas asociadas a la particion y pasa a serlo dentro de
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la clase de las subcopulas-Vyy. Una vez hecha la interpolacién bajo esta hipdtesis, las copulas obtenidas
presentan una funciéon de densidad caracterizada por una sucesion de monticulos mas o menos pronunciados
pero que pueden ser suavizados en cierta medida mediante la aproximacion del valor de la densidad en cada
nodo de la particion (u; v;) a un valor de referencia dado por (4.27) o por (4.32) . Esta aspecto caracteristico de
“valles” y “montafas” es una consecuencia directa de ajustar un polinomio bivariante ctibico a cada rectangulo
de la particion y convierte a la copula resultante en una buena candidata para reflejar relaciones multimodales.
En este caso, la dimension de la particion no tiene por qué ser necesariamente muy alto como pudiera ocurrir
en el caso lineal. Obsérvese que, si bien particiones mas finas pueden ser convenientes para detectar diferentes
valores modales, en el caso mas sencillo (cuando » = m = 1, es decir, en ausencia de particion), la copula
obtenida es, en cierto modo, una variante de las familias de copulas con secciones ctbicas en Uy V que se
presentan en el apartado 3 de [NELQUERO] (expresion (4.3)) y que responden a una expresion general dada
por:

C,,(u,v)=uxv+uxv*(l—u)x(1=v)*[a+b*(1-2u)*(1-2v)] (4.40)

. a 2%a | 2%axb
==, T=S4 2
siendo p 3 T 9 225

Algunas de las variantes que se presentan en el articulo citado a modo de ejemplo son la familia de Farlie-
Gumbel-Morgenstern iterada de Kotz y Johnson (véase (AI.50) en Anexo I), la familia de Lin (véase
(ALS1)), la familia de Kimeldorf y Sampson (Al.35) y la familia de Sarmanov (AI.38). El siguiente grafico
pone de manifiesto el parentesco entre la densidad obtenida para uno de los representantes de estas familias y
el que resulta de interpolar con polinomios de Hermite la subcopula que optimiza el valor del estadistico de
Pearson en ausencia de particion (dimension 1 x 1) y donde los valores de referencia respecto de los cuales se

establece la aproximacion de las derivadas de segundo orden son los de Bernstein.

Cépula con secciones cithicas Cdpula obtenida por interpolacién con polinomios de Hermite

DENSIDAD_COPULA DENSIDAD_COPULA

Ilustracion 4.11: Comparativa entre la densidad de una copula con secciones cibicasen Uy Vy la
obtenida por interpolacion cubica de la subcopula que optimiza el valor del estadistico de Pearson

Construccion de copulas con valor optimo del estadistico de Pearson - 101 -



De haber utilizado una superficie interpoladora de Ferguson, el valor de las derivadas segundas (y por tanto de
la densidad copula) en cada uno de los cuatro vértices del cuadrado unidad hubiese sido cero. En dicho caso, el
aspecto de la densidad obtenida sin realizar particiéon alguna hubiese sido el que se muestra en el siguiente

grafico:

Capula obtenida por interpolacién con una superficie de Ferguson

Hlustracion 4.12: Densidad copula construida mediante superficies de Ferguson en ausencia de particion

— La interpolacion mediante polinomios de Bernstein trata de suplir las carencias de las copulas anteriores desde
el punto de vista de la uniformidad de su funcioén de densidad. Si bien es verdad que las copulas anteriores se
adaptan localmente a los datos, el ajuste puede presentar demasiados cambios de comportamiento poco
esperables en la mayor parte de las relaciones de dependencia entre variables. La regularidad puede ser una
caracteristica deseable en la relacion de dependencia entre las variables de estudio y aun cuando pueda
conseguirse mayor o menor suavidad de la superficie interpoladora ctibica mediante la “aproximacion” a los
valores de referencia, la aproximaciéon mediante polinomios de Bernstein puede ofrecer una solucion mas
satisfactoria. Hay que resaltar que, en contra de este ajuste, juega el hecho de que no se trata de una
interpolacion exacta del dominio de definicion de la subcopula que optimiza el estadistico de Pearson, sino de

una aproximacion a los valores de la subcopula en dicho dominio.

— Parala particion de dimension 5 x 5 mostrada en la ilustracion (4.1), hemos visto que los estadisticos obtenidos
para los representantes de diferentes familias de copulas convencionales (tabla (4.1)), proporcionan p-valores a
partir de los cuales no es posible rechazar la hipétesis del contraste de bondad de ajuste a la copula de
expresion desconocida. Pero también puede suceder todo lo contrario, es decir, que todas las copulas sometidas
al contraste conduzcan al rechazo del mismo, siendo en tales ocasiones, en las que las copulas construidas
empiricamente por interpolacion del dominio de aquélla que minimiza el valor del estadistico de Pearson,

puedan suponer una buena alternativa de solucion.

Construccion de copulas con valor optimo del estadistico de Pearson - 102 -



A modo de contraejemplo, podemos considerar otra nube de puntos asociada al mes de Marzo (la presentada

en la ilustracion (4.1) correspondia al mes de Noviembre).

Segin podemos ver en el siguiente grafico, a través de la copula construida por interpolaciéon bilineal de la

subcopula que optimiza la expresion de Pearson, conseguiremos un valor de ésta suficientemente pequefio.

DENSIDAD_COPULA

«IilWlﬂmlm

l\\\l\\l\\l\l\l\\\l\
]

i

1

L <

i

1.00

025 U

Estadistico de Pearson = 0.096953737

Hlustracion 4.13: Densidad copula construida por interpolacion bilineal

Sin embargo, si calculamos los valores de los estadisticos de Pearson para las mismas copulas candidatas que

planteabamos en el ejemplo anterior, veremos que ninguno de dichos valores permite “aceptar” (no rechazar)

el contraste de bondad de ajuste al 90% de confianza. Al 95%, la copula gaussiana y la de Gumbel si

superarian dicho contraste. Estas observaciones pueden ser confirmadas en la siguiente tabla, la cual

muestra los p-valores asociados a los estadisticos calculados para cada una de las copulas utilizadas.

NOR
GUM
Fi4
PLA
F12
HRT
FRA
ALI
CLA
PRO

0.7263
2.0728
1.5728
13.469
1.3819
0.4660
1.1503
0.4829
2.1457

Mes = 03

22.8813
22.9550
26.0486
29.4998
31.1235
31.2796
42.8999
44.6184
54.2155
68.2569

Contraste de bondad de ajuste a una Cépula

0.086694
0.085099
0.037515
0.013859
0.008457
0.008058
0.000163
0.000088
0.000002
0.000000

La region critica viene dada por {X|X> 24.99579014)}

Tabla 4.2: Evaluacion del estadistico de Pearson para una serie de cépulas
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Con esta observacion queremos hacer hincapié en que el empleo de las copulas interpoladoras puede resultar
interesante en aquellos casos en los cuales ninguna de las familias candidatas proporcione un ajuste
suficientemente bueno, pero parece existir evidencia de dependencia entre las variables (el p-valor mas bajo
corresponde a la copula producto).

Asi, proponemos la construccion de estas copulas interpoladoras en aquellas circunstancias en las
cuales ninguna de las copulas candidatas nos ofrezca ciertas garantias de que la distribuciéon conjunta obtenida
a través de cada una de ellas (mediante el teorema de Sklar), lleve implicita la verdadera relacion de
dependencia existente entre las variables.

Nuestro propdsito final consiste en automatizar el proceso de seleccion de la funcion copula que mejor refleje
la relacion entre un par de variables (demanda de gas/electricidad y temperatura), de cara a su
implementacion informatica, disponiendo de un recurso adicional ante la posibilidad de que los p-valores
asociados a las distintas candidatas, conduzcan al rechazo de la hipétesis planteada por el contraste de
bondad de ajuste a distribuciones bidimensionales. Este recurso adicional viene dado por una cépula empirica
y no paramétrica que respecto de la expresion de Pearson, que es a fin de cuentas una medida de proximidad
entre lo observado en la muestra y lo teéricamente esperado a través de la copula, presente un valor lo mas bajo

posible.
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5. Simulacién de valores para las cépulas construidas por interpolacion

Como se explica en el apartado 2.5.6 las copulas pueden ser utilizadas para hacer predicciones a partir de la simulacion
de valores de la distribucion de sus condicionadas C,=C;, . Se trata de conocer el valor que se espera para la
variable Y en funcién del valor conocido “x” de la variable X o lo que es lo mismo, la esperanza asociada a la variable
Y|X=x . Para calcular esta esperanza, se emplea la funcién de distribucion H,y de la cual se genera un
conjunto suficientemente grande de valores mediante técnicas de simulacion y se puede seleccionar entre ellos por
ejemplo la media o la mediana. La simulacion de valores de  Hy)y se plantea a partir de la copula condicionada
C,=Cy; con la cual se encuentra relacionada a través del teorema de Sklar (véase expresion (1.11)). Esto es asi
puesto que son las funciones copula las que se utilizan para calibrar la relacion de dependencia entre X e Y (a través de
Uy V) y seleccionar la distribucion conjunta con marginales X e Y que mejor se adapte a dicha relacion. Dado que la
simulaciéon de valores se hace para c,=C nu » los valores simulados “v” deben ser posteriormente
“destransformados” a través de la marginal de la variable Y para obtener valores simulados “y”. Como bien se resume
en el apartado 2.4.2 de [LIU] la simulacion se puede hacer en los siguientes pasos:
1. Generar u*' y € valores aleatorios que se distribuyen segin una U(0,1). En nuestro caso “u” viene
dado por F(x)
2. Calcular vS=C;|} (€'lu’) ; entonces (u°,v") es una simulacién de la copula condicionada C,
( Cy=C ).
3. Hacer r\=F ') y ry=F “(vY) (en nuestro caso bastaria con calcular éste Ultimo) para obtener

los puntos originales.

La técnica de simulacion que se propone en el apartado al que hacemos referencia es la de la transformada inversa. Este

método para variables aleatorias continuas X, se basa en lo siguiente:

Sea X='F,yU="U(0,1)>Z=F;(U)="F, pues F,(z)=P(Z<z)=P(F3;(U)<z) . Como Fy es la funcién
de distribucion de una variable aleatoria continua, es mondtona y estrictamente creciente, lo cual permite sacar en
conclusién que P(F (U)<z)=P(U<F ,(z))=F,(z) . En consecuencia, las funciones de distribucién de X y Z
coinciden y por tanto, para simular valores de X basta simularlos para Z=F }I(U ), lo cual se traduce en igualar la
funcién de distribucion C,(u,v) a un valor “p” distribuido segiin una uniforme estdndar y despejar “v” para obtener una
expresion en funcion del valor “u” al cual se condiciona y en funcién también de “p”. Bien es verdad que la inversa de

la copula condicional no siempre puede calcularse por estos métodos convencionales (por ejemplo para la t-copula o

copula de la t-student) siendo necesario en dichos casos recurrir a aproximaciones numeéricas.
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5.1 Simulacién de valores para algunas familias de cépulas conocidas

En articulos como el de [LIU], el de [ARMGAL], o el de [VENTER], por poner algunos ejemplos, se citan familias de
copulas para las que es posible calcular la inversa de su condicionada y se presenta también la expresion a la que

responde el valor generado para V|U . Algunos ejemplos son:

— Copula de Cola Derecha Pesada (véase (Al.12) en Anexo I)
-1 1 -1

p=l={1=(1=u)* +[1=p*(1=u) ]} (.1

siendo a_Z*T (5.2)

— Copula de Clayton (véase (Al.11) en Anexo I)

—l-a =1

v={(— )=y (53)
iendo a=="" (54
siendo — 5.4

— Copula de Frank (véase (Al.13) en Anexo I)

-1 _ P&
vE— *ln[1+1+g,,*(l—p)] (5.5)
siendo g.=e =1 (5.6)
« . ., 4. 4.7 ¢
y donde “ a ” se puede calcular a partir de la expresion T—l—;-f-—z*‘l‘ - ldt 5.7).
a 0o € —

La integral de esta expresion (funcion de Debye) se puede resolver a través de la siguiente aproximacion

o0

2%
Z By *a
k=1

(2k+1)*(2%k!)

<y a (5.8)
dt=ax*[1——+
'!)‘ o107 ! 4 ]

donde B, denota a los nimeros de Bernuolli (véase el apéndice 7 de [MOLIFE]).

— Copula de Farlie-Gumbel-Morgenstern (véase (Al.34) en Anexo I)

V=—1+a*(2*u—1)+\/(1—a*(Z*u—1))2+4*p*a*(2*u—1) (5.9)
2%a*(2*%u—1) ’

9
siendo a =% (5.10)
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— Copula Normal (véase (AL5) en Anexo I)
v=0@[p*xd ' (u)+V1-p*xd7'(p)] (5.11)

siendo  p=sen( TF*T) (5.12)

y donde @es la funcion de distribucion normal estdndar univariante

Vamos a ver ahora cual es el resultado de aplicar el método de la transformada inversa a las copulas construidas por

métodos de interpolacion que hemos citado en el apartado 4.

5.2 Simulacién de valores para la copula construida por interpolacion bilineal

Supongamos que “x” es el valor al que se condiciona (valor de la variable explicativa) y u = Fx(x) el valor transformado
a través de la funcion de distribucion de X (que podemos suponer que es la empirica continua). La cdpula condicionada
asociada a la copula construida por interpolacion bilineal (4.8) se puede calcular derivando dicha expresion respecto de
U. El resultado es:

0C (u,v) _v*C oy, v)=C v ) =C (U, v ) +HC (U0, v 40

C(u,v)= +
: Ju (Vj+1_vj)*(vf+1_vi)
Vi ¥C (i1, v)=C ' (uy,v;)  vi*xC ", v 101)=C (i1, V1) —a v+b, VvE[vj,ij]
(V/H_V,')*(VHI_V;') (V/+1_V,'>*(Vi+1_vi)
(5.13)
siendo aj=c,(ui’v/')_c'(ui’v_/'+l)_c,(ui+1’v_/)+c,(ui+l’V/+1)=VC([ui’ ”i+1]x[v_/r"/+1]) (5.14)
(V/+1_V/)*(V5+I_Vi) (ui+1_ui)*(v/+1_vj)
y b.:v_/+l*c,<ui+l’V‘j)_Cl(ui’V/) +v/*C,(ui’vj+l)_C,(ui+l’v/+1) (5.15)
! (V/H_Vj)*("iﬂ_vi) (V/+1_V,/)*(Vi+1_vi)

Observemos que la ecuacion de la densidad copula (véase (4.9)) es facil de calcular a partir de (5.13) pues

_8C1(u,v)_ _VC([ui’ui+l]x[Vj’Vj+1])
=————=a,=
ov (ui+1_ui)*(vj+l_vj)

c(u,v)

€99

Sea ahora “p” un valor extraido de una distribucién uniforme (0,1). Si “p” es tal que a;*v,+b,<p=<a*v,  +b, |
entonces igualando a “p” la expresion (5.13) y despejando “v” se llega a la expresion que permite hacer simulaciones de
la copula construida por interpolacion bilineal:

oy =) Cluv)=Cluv)  Cli v, )=C v,

2 1
VelB) TV VelB) Hch Ve(B)

i

(5.16)

verificindose que V,SV=v,,

5.3 Simulacioén de valores para la copula construida por interpolacién cubica

La copula condicionada asociada a la copula construida por interpolacion ciibica mediante polinomios de Hermite

(4.19) se puede calcular derivando dicha expresion respecto de U. El resultado es:
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0 CHERMITE( u,v)

du =A*((vj+1—vj)3 _(vjﬂ—v/)2 +1)+B*((Vl,~+1—\{/)3 (Vj+|_V./)2)+
3 2 3 ?
C*((V_Vf) 2_2*(V—vj) +(v—V,-))+D*((V_Vj) 2 (r=v) ) VveElv,, vl
(vj+1_Vj) (Vj+1_Vj) (Vj+l_vj) (VJ'H_VJ)
(5.17)
siendo

6%(u—u,) 6%(u—u,)

A= - *C'(u.,v,
[((u,-+1—ul.)3 (ui+l_u")2) (1 A/)‘f‘(
(3*(”—%) _4*(”_”i)+1)

(ui+1_ui)2 (uiH_ui)

(5.18)

—6x(u—u,’ 6x(u—u,)
! e C 1)+

(ui+1_ui)3 (ui+]_ui)
LOC (u,v) +(3*<u—u,-)2 _ 2w,

Ou (uiﬂ—ui)z (v —u;)

L0C (. v)

ou ]

—6%(u—u.) 6%(u—u.
(M u,}) (M u,z)*C'(qu,ij)_i_
(ui+l_ui) (u[+l_ui)

3x(u—u,) 2%(u—u,) *GC'(uiH,ij)

6x(u—u,)’ 6x(u—u,)
= B *C (U, v,
[( (u,~+1 —u[.)3 (qu_ui)Z) ( irVj )+(

3x(u—u,) _4x(u—u) 1)

oC " (u;,v;,y)

+( ]

(”i+1_ui)2 (u;,—u,) Ou (ui+1_ui)2 (—u;) " Ou
(5.19)

C=[<6>l<(u—ul.)32_6>l<(u—u,.)2 GC’(ui,v‘/)+(—6*(u—ui3)2 6>|<(u—ul.)2)>’<6C'(ui+l,v‘/)+
(ui+l_ui) (ui+l_ui) v (uH—l_ui) (ui+l_ui) ov
3x(u—u,) 4*(u—ul.)+1)*62C’(ul.,vl.) 3% (u—u,) 2*(u—ui))*62C'(uiH,vl.)]

(”m_ui)z (u,,,—u,) ouov (”i+|_”i>2 (u,,,—u,) " Oudv
(5.20)
D=[<6*(u—ul.)32_6*(u—ui1+1)*8C'(ui,v‘/ﬂ)+(—6*(u—ui3)2 6*(u—u,)2)*6c'(ui+l,v_].+1)+
(ui+1_ui) (ui+l_ui) ov (ui+1_ui) (ui+l_ui) v
3*(”_“i)22_4*(1"—“1')+1)*62C,(ui’vi+l)+(3*(u_ui)22 _2*(“_ui) *6C,(ui+1’v/+1)]
(4, —u,) (”i+|_”i) oudv (;,—u,) (ui+]_ui) oudv

(5.21)

La copula condicionada asociada a la expresion (4.20) (interpolacion realizada mediante una superficie de Ferguson), se
obtendria dando valor 0 a las derivadas segundas.
Para la simulacion de valores en uno u otro caso, bastaria igualar la expresion correspondiente a un valor “p” generado a
partir de una uniforme estandar y resolver en “v”. Podemos reescribir (5.17) como una funcién de “v” de la siguiente
forma:

2%(A—B) n (C-D)

(Vj+1_Vj)3 (vj+1_vj)
—6*(A—B)*V‘,»+3*(B—A) 3%(C+D)xv, (=2%C—D)

5 }*v3+

- + prvi+
(Vj+1_vj)3 (Vj+1_vj)2 (Vj+1_vj)2 (vj+]_vj)
) 2

6*(A—B)3*vj _6*(B—A)2*vj 3*(C+D)z*vj _2%(=2xC-D) v +C v+
(Vi —=v)) (Vi1 =v;) (V=) Vui=v)

—2x(A—=B)xv, 3%(B—A)*V’ C+D)*v; | (=2xC—

=B} SHB=AY, | (CHDINY, (CD) s
(Vi =v)) (V=) Wy=v)) (V/+1_V/>
(5.22)
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Esta ecuacién se puede resolver mediante la formula de Cardano-Tartaglia pudiendo darse alguna de las siguientes

posibilidades:

— Una de las soluciones a la ecuacion (5.22) es real y las otras dos complejas. En dicho caso, la solucion real “v”
es la que deberemos tomar como valor simulado.

“ L3

—  Se obtiene una Unica raiz real (triple). En dicho caso, éste es el valor simulado.

113 ”

— Se obtiene una raiz doble y una raiz simple. Se tomaran como valores simulados aquellas soluciones que

pertenezcan al soporte de la variable V' (deberan estar entre 0 y 1).

113 ”

— Se obtienen tres raices simples. De la misma forma que en el caso anterior, solo interesan las soluciones
que pertenezcan al soporte de V' (que se muevan entre 0y 1).
Cualquiera que sea el caso, una vez obtenido el valor “v” simulado correspondiente a la distribucion de V, sera

necesario “destransformar” a través de la funcion de distribucion estimada para Y (habiamos considerado también la

“ t3] “ 29

funcion de distribucion empirica continua), para obtener el correspondiente valor simulado condicionado a

[T [Tl

conocido. Sucesivas simulaciones de valores “p” proporcionaran sucesivos “y”. La media o mediana de dichos valores

se tomara como valor predicho de la variable Y condicionado a X = x.

5.4 Simulacion de valores para la cépula construida por interpolacion
mediante polinomios de Bernstein

La copula condicionada asociada a la copula construida por interpolacion mediante polinomios de Bernstein (4.11) se

puede calcular derivando dicha expresion respecto de U. El resultado es:

€)= 2] ﬁﬁa%,é)*(’}j)*a,m(v)*[k*u"-l*u—u)m-k—uk*w—k)*(l—u)"l-“] (5.23)

siendo  P;..(v)= (l)*v*(l— "'V 1€(0,1.2, ..., m) (5.24)

r.n 2

La inversion de esta condicionada es complicada. Habriamos de igualar la expresion (5.23) a un valor generado a
partir de una U(0,1) y despejar “v”. En su lugar se puede resolver la ecuacion resultante mediante aproximaciones

numéricas.
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6. Empleo de funciones cépula para predecir

En el apartado 2.5.6 explicdbamos como se pueden realizar predicciones utilizando una funcién cépula mediante la
simulacion de valores de la derivada de dicha funcion (cépula condicionada). El empleo de técnicas de simulacion suele
estar orientado a hacer predicciones cuando se desconoce el valor de los factores que intervienen en el modelo
(variables explicativas). En estos casos, el analista tiende a configurar escenarios en funcion de ciertos valores
propuestos para dichos factores y realiza simulaciones del comportamiento que cabria esperar para la variable a predecir
bajo dichos condicionantes. A través de la distribucion de los valores simulados se puede proponer una prediccion dada
por el valor esperado (por ejemplo la media o la mediana) bajo las circunstancias que definen el escenario e incluso

evaluar el riesgo asociado a dicha prediccion.

6.1 Empleo de funciones cépula como modelos de funcién de transferencia

El objetivo que vamos a perseguir con las copulas es hacer una prediccion para una serie temporal, fin al que esta
destinado el bloque practico de esta tesis. Si el horizonte que se plantea es medio/largo, los factores explicativos seran
probablemente desconocidos y dificiles de estimar, por lo que no parece extrafio el utilizarlas como método de
simulacion. Sin embargo, pretendemos ir mas alld y utilizarlas también para hacer una prediccion a corto plazo y
supuestos conocidos los valores de los agentes que intervienen en el modelo. En concreto, lo que se persigue es partir de
la prediccion proporcionada por un modelo ARIMA ajustado con la metodologia Box-Jenkins, y suplir con funciones
copula el papel desempenado por los modelos de funcion de transferencia cuando éstos no consiguen ajustar bien la
relacion existente entre la variable a predecir y la variable explicativa. La metodologia Box-Jenkins, que a continuacion
exponemos a grandes rasgos, permite el ajuste de modelos ARIMA para hacer una prediccion a corto plazo,
proporcionando buenos resultados si la serie reune ciertas condiciones de estabilidad, disponibilidad de histérico, etc.
En primer lugar, y esto debe ser un paso previo a cualquier estudio de prediccion, conviene reservar parte del historico
para hacer predicciones fuera de muestra (out-of-sampling) y emplear el resto para ajustar el modelo (véase el punto I
en el apartado 2.5.6). Si se trata de realizar una prediccion diaria fuertemente influenciada por el calendario, seria
suficiente reservar un aflo completo como conjunto de validaciéon y disponer de al menos 2 o 3 afios para ajustar el
modelo (conjunto de entrenamiento). El conjunto de validacion sirve para “validar” si se puede esperar que el modelo
proporcione buenos resultados a futuro, utilizando un conjunto que no participa en al ajuste del modelo.

Como se explica en [AZTRI], la metodologia Box-Jenkins consta de las siguientes fases:
I. FASE DE IDENTIFICACION.- que conlleva los siguientes pasos:

1. Determinar si es necesario o no transformar los datos (logaritmo, raiz cuadrada, etc.) con el fin de

disminuir (“explicar”) la variabilidad de los datos: parametro A de la transformacion de Box-Cox.

2. Evaluar la necesidad de hacer diferencias regulares con el fin de que el modelo recoja (“explique”) la
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II.

II1.

Iv.

posible tendencia de la serie: parametro d del modelo ARIMA(p, d, q).

3. Evaluar la necesidad de hacer diferencias estacionales que reflejen (“expliquen”) posibles periodicidades:
parametro D del modelo SARIMA(p, d, q) X (P, D, Q) (en caso de que la tendencia se incorpore al

modelo de forma multiplicativa).

Estos tres primeros pasos van orientados a hacer que la seriec a modelizar mediante un ARIMA, sea un
proceso estacionario en varianza (1) y en media (2 y 3) dado que esta es una hipétesis que se hace cuando se

ajustan este tipo de modelos: “la distribucion de los datos no cambia con el tiempo™.

4. Identificar otros 6rdenes del modelo que determinen la dependencia del valor a predecir en funcion del
historico de datos reales (p, P), y otros que hagan que la prediccion se corrija en funcion de los errores

cometidos por el propio modelo (g, Q).

5. Realizar un analisis de intervenciones para que queden explicados en el modelo determinados eventos

aislados identificados a partir del propio historico.

6. Incluir modelos de funcion de transferencia (variables explicativas).

FASE DE ESTIMACION.- supone estimar la relacion de parametros asociadas a cada una de las variables que
surgen de los pasos 4,5 y 6. Los métodos convencionales a tal fin son: el método de la maxima verosimilitud
(ML), el método de los minimos cuadrados condicionados (CLS) y el método de los minimos cuadrados no

condicionados (ULS).

FASE DE CONTRASTE.- supone contrastar la significatividad de los paradmetros estimados, de las
correlaciones entre ellos, la hipdtesis de ruido blanco, etc.

Los parametros basicos del modelo (determinados por los o6rdenes p y ¢), asi como los asociados a las
variables de intervencion y a los modelos de funciéon de transferencia deben ser incluidos poco a poco e ir
contrastando continuamente su significatividad y correlacion. Asi, las fases I-II-III deben repetirse
paulatinamente hasta que el proceso de error resultante sea ruido blanco y todos los parametros incluidos en

el modelo sean significativos y no presenten altas correlaciones entre ellos.

FASE DE PREDICCION.- consiste en aplicar el modelo sobre una muestra que no ha sido utilizada para el
ajuste (conjunto de validacion) y determinar si la calidad de las predicciones a diferentes horizontes

temporales es buena o no:

— Si se considera buena, utilizar el modelo para hacer predicciones hasta que éste se “desajsute” (parametros
que dejan de ser significativos, el error deja de ajustarse a un proceso de ruido blanco, etc.).

Esto puede venir provocado por un cambio de comportamiento de la serie.
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— Sino se estima satisfactoria, regresar a la fase de identificacion, proponer otro modelo y volver a esta fase

de prediccion. Si tras varios ajustes ninguno resulta satisfactorio, puede ser que la metodologia

Box-Jenkins no sea apropiada para el tratamiento de la serie en cuestion siendo aconsejable en dicho caso,

el empleo de otro tipo de metodologia alternativa (posiblemente no lineal).

El siguiente esquema, extraido basicamente de [AZTRI], resume perfectamente la metodologia Box-Jenkins:

‘ Serie temporal (Datos)

; FASE DE IDENTIFICACION
‘ (Es estacionaria la serie en varianza? }ﬂp‘ Seleccion de la transformacion de Box Cox (M) }—ﬂ
Y S A
‘ $Es estacionaria la serie en media? }—DNO E:tt:cr?;::gi:FDc}le diferencias regulares (d)y
I Sl

Determinacion de ordenes autorregresivos y de medias
moviles regulares (p,q) y estacionales (P,Q)
Propuesta modelo base SARIMA(p,d,q)X(P,D,Q)

Y
— ; : FASE DE ESTIMACION
‘ Estimacion de parametros (métodos: ML, CLS, ULS) ‘
Significatividad de las estimaciones FASE DE CONTRASTE
Ausencia de correlacion entre parametros NO
Test de ruido blanco >
S
Y ' I
‘ Obtencion de las predicciones FASE DE PREDICCION

‘ ;Son satisfactorios los resultados in-sample and out-of-sample)? I

Hlustracion 6.1: Metodologia Box-Jenkins

Queremos destacar en qué consiste realmente el proceso iterativo de las fases I-II-III. Obsérvese que de lo que

realmente se trata es de ir incorporando informaciéon en una formula buscando que aquello que quede sin explicar

(proceso de error) sea ruido blanco, es decir, algo impredecible. Dicho de otra manera, cada vez que incorporamos una

variable al modelo, estamos explicando parte del comportamiento de la serie para, posteriormente, tratar de justificar

con otras variables lo que vaya quedando por explicar (error). El proceso de error va siendo relacionado en cada

iteracion con la informacion disponible hasta que no quede nada mas por explicar (ruido blanco) o bien hasta que no
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tengamos mas informacion para intentar hacerlo. En esta linea, podria pensarse en un método de ajuste secuencial del
proceso de error mediante funciones copula. Concretamente, vamos a utilizar estas funciones para buscar la relacion de
la variable a predecir con posibles variables explicativas de igual manera que hacen los modelos de funciéon de
transferencia.

Supongamos por ejemplo que nos planteamos predecir la variable X a partir de su propio historico y de “m ” variables
explicativas Y{1},Y{2},...,Y{m}. Para referirnos al valor especifico de cada una de estas variables en el instante “¢”,
utilizaremos la notacion Y{j}(2).

Sea Error{1} el proceso de error “porcentual” asociado a un modelo SARIMA que ha sido ajustado inicamente a partir
del historico de X (también se ha realizado el correspondiente analisis de intervenciones) sin emplear ninguna de las
variables explicativas (sin usar modelos de funcion de transferencia). Si P{/} identifica la prediccion hecha para X,

_100%(X (1)=P {1}(1))
P{1}(1)

Mediremos el error de forma porcentual con la idea de tratar de evitar la posible dependencia temporal de las unidades

Error {1}(t)

(6.1)

en las que se mide el error (de igual forma que se emplea la correlacion en vez de la covarianza) pues esto puede ser
problematico si la variabilidad de los datos cambia con el tiempo (véase el apartado siguiente, 6.2).
Partiendo de esta base, el algoritmo de ajuste secuencial mediante copulas que proponemos, presentado también

graficamente en la ilustracion (6.2), seria el siguiente:

Algoritmo de ajuste iterativo mediante funciones cépula.

1. Sea j=1,i=1yME"=ME{I} el error medio o mediano asociado al valor absoluto de la variable Error{1}.

2. Determinar a partir del histdrico, la copula CYi, j} que mejor refleje la relacion entre el proceso Error{i} y la

variable explicativa Y{j}:

2.1 Si la mejor copula es la copula producto ( IT(u,v)=u*v ), no existe relacion entre Error{i} e Y{j} (la

copula que mejor se ajusta es aquélla que refleja la independencia entre las variables). Ir al paso 4.

2.2 En caso contrario, ir al paso 3.

Nota: Para seleccionar la copula que mejor refleje la relacion, proponemos utilizar por ejemplo el contraste de
bondad de ajuste descrito en el apartado 2.5.5, esto es, asociar a cada copula representante (seleccionada como
la mejor dentro de cada familia candidata) un valor del estadistico de Pearson (y a través de €l un p-valor) y

tomar aquélla que menor valor proporcione (mayor p-valor).

3. Realizar predicciones mediante la copula condicionada de C{i,j}! a través del método de la transformada
inversa o bien por aproximaciones numéricas. Para ello, simular para cada valor del historico Y{j}(?), valores
de Error{i}(t), es decir, simular valores de Error{i} condicionado a cada Y{j}(t). Proponer como valor esperado

para Error{i}(t) (sobre el historico) la media o mediana (Mediana_Error{i}) de dichas simulaciones.
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Sea P'(?) la prediccion de X(2) corregida por la prediccion del error esperado, es decir,

_ Mediana _ Error {i}*P {i}(t)
100

P'(1) +P{i}(t) (6.2)

Considérese el nuevo proceso de error porcentual que determina lo que queda por explicar a raiz de esta
prediccion corregida,

_100%(X (1)=P"(t))

Error'(t) N

(6.3)

Calcular ME' como la media o mediana de estos nuevos errores pero medidos en términos absolutos.

3.1 Si ME' < ME" (el error medio/mediano de prediccién mejora en valor absoluto) hacer

P{i+1}(t)=P"'(t), Error {i+1}(t)=Error'(t), ME'=ME’,i=i+1 eir al paso 4.

3.2 Si no, ir directamente al paso 4. (El proceso de error no se modifica pues la explicacion proporcionada

[TXS3]

por Y{j}(t) no mejora la calidad de las predicciones. Por ello, la “i” se mantiene fija)
4. Hacerj=j+1.
(Si se viene del paso 3, opcionalmente se puede dejar “/j ” fija y tratar de seguir explicando el proceso de error
con la misma variable mediante otra copula, hasta que aquélla que mejor se ajuste sea la copula producto).

4181 j<m volver al paso 2.

4.2 En caso contrario, FIN.

Hacer:1i=1,1=0
Ajuste de ARIMA
Prediccion:P{i}
Er. porcentual:E{i}
Mediana del
Er Medio. Abs: ME*

Seleccionar la variable
explicativa Y {j}{atemporal)
Determinar la copula C* que
mejor relaciona Y {1} v E{1}

Explicativas: Obtencion de prediceiones a través
SRR ] o .. .
Yiil=j—m de la condicionada C *
. ) Correcion prediccion:P{i} —»P'
Copulas candidatas: '
Colrl-k-n Error:E
LS Bl Mediana del Er. Medio Abs.: ME'

v

1=1tl
Nueva prediccion v error
P{}-P: E{1}~E"ME*=ME'

Tlustracion 6.2: Metodologia de prediccion basada en un el tratamiento del proceso de error de un modelo
ARIMA mediante funciones copula
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Observaciones

De acuerdo al paso 2.1 del algoritmo, si la copula que mejor refleja la relacion de dependencia entre las
variables Y{j! y Error{i} es I, podemos descartar la posible vinculacion entre ellas. Esto es una consecuencia
derivada del teorema 2.4.2 que encontramos en [NELSEN], segtin el cual, la independencia entre variables
aleatorias queda totalmente caracterizada a partir de la copula producto (“Dos variables aleatorias continuas X
e Y son independientes si y sélo si Cyy = [1.).

Esta es una propiedad diferencial de las funciones copula, su posibilidad para detectar independencia entre
variables frente a otras medidas clasicas que no lo permiten como el coeficiente de correlacion lineal (que en
caso de ser cero, inicamente permite confirmar la ausencia de dependencia lineal entre las variables), e incluso
las propias medidas de concordancia a las que ya nos hemos referido en alguna ocasion en esta tesis: la Tau
de Kendall ((1.19)) y el coeficiente de correlacion de Spearman ((1.20)). Efectivamente, de acuerdo a la
definicion 5.1.7 que se presenta en la obra de Nelsen, el hecho de que X e Y sean independientes implica que
dichas medidas valgan cero, sin que la implicacion reciproca sea necesariamente cierta. S6lo para medidas de
asociacion que respondan a la definicion de medida de dependencia (definicion 5.3.1 de [NELSEN], y que
viene a ser una adaptacion del conjunto de propiedades discutidas en [Rényi (1959), Schweizer y Wolff

(1981), Jogdeo (1982), Lancaster (1982)]), esta reciprocidad esta garantizada.

En segundo lugar observemos que, en cada iteracion del algoritmo se obtiene un nuevo proceso de error
medido respecto de la variable X (a predecir) que intenta ser explicado por las variables ¥ que van quedando.
Otra posibilidad alternativa seria medir el error respecto del propio proceso de error que se va obteniendo.
Es decir, en una primera iteracion tratar de predecir el error E resultante del ajuste con el modelo ARIMA. En
la segunda iteracion tratar de predecir el error £’ en el que se vuelve a incurrir cuando se hace la prediccion de

E mediante copulas, pero donde E’ esta medido respecto de E y no respecto de X.

Finalmente comentaremos que el método de ajuste implica ir midiendo constantemente relaciones entre pares
de variables: un proceso residual y una variable explicativa candidata. Para ello, se utiliza una 2-coépula que
permite evaluar dicha relacion. Sin embargo, también seria posible incluir simultineamente varias variables
explicativas (“m ") para tratar de explicar el error, siendo necesario en dicho caso utilizar una m-copula para
estudiar la relacion. La razon por la que se propone hacer este ajuste 2 a 2 es, como ya hemos sefialado en
alguna ocasion, la amplia literatura que existe para copulas bivariantes y, en consecuencia, el amplio abanico

de funciones de este tipo de las que puede disponerse.

6.2 Empleo de funciones copula para explicar dependencia dinamica

Se ha propuesto emplear este método para suplir el empleo de modelos de funcion de transferencia con funciones

copula, pero se parte de una prediccion inicial (y de un error inicial) proporcionada por un modelo ARIMA.

La posibilidad de ajustar la serie temporal desde el principio (desde los datos reales originales) mediante dichas
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funciones copula sirviéndonos del algoritmo propuesto puede presentar algunos inconvenientes.

Las funciones copula nos van a proporcionar buenos resultados si los pares de variables (U, V) entre las que intenta
buscar relacion son “ruidosas”. Es decir, conviene que no exista ningtn tipo de estructura dentro de la propia variable y
por tanto que no exista dependencia temporal, pues en dicho caso, la relacion no quedaria establecida inicamente entre
Uy V, sino que participaria una tercera variable 7, el tiempo.

En el capitulo 7.3 abordaremos con todo lujo de detalles el tratamiento de la relacion demanda de gas/temperatura
mediante funciones copula. En concreto, analizaremos la dependencia entre la variable de error de un modelo ARIMA
ajustado a la demanda de gas en Madrid y la temperatura maxima registrada en uno de los observatorios de la provincia.

Seglin acabamos de ver, habremos de evitar que cada una de estas variables dependa de su pasado, es decir:

— El proceso de error no debe estar correlado con su pasado. Por ello, tomaremos el proceso de error obtenido
una vez ajustada la parte de medias moéviles del modelo ARIMA que elimina esta posible correlacion. Ademas,
la magnitud del error no debe depender de la tendencia: a medida que pasa el tiempo el valor de la serie crece y
asi también la magnitud del error (pero no en porcentaje). Por ello, utilizaremos errores medidos en términos

porcentuales.

—  Es preciso eliminar la doble dependencia temporal asociada a la variable climatica. Por un lado, la temperatura
de dos dias consecutivos acostumbrard a ser parecida, es decir, la de un dia sera similar en lineas generales a la
del dia anterior (AR(1)). Por otro lado, la temperatura dependera de la estacion del afio en la haya sido medida
(en invierno seran bajas y en verano altas). Para eliminar dichas dependencias se propone utilizar por ejemplo
el incremento climatico de un dia a otro. El hecho de que la temperatura bajara un determinado niimero de
grados de un dia al siguiente no justificaria que se produjese otro descenso de la misma magnitud entre los dos

dias posteriores. Realmente, ni siquiera existiria motivo para suponer que volviera a bajar.

De esta manera, la funcion copula trataria de ajustarse a la relaciéon que existe entre las variables “error porcentual” e
“incremento climatico”, ambas dos “ruidosas”.

Con esta explicacion pretendemos justificar que puedan encontrarse problemas al tratar de ajustar una serie temporal
desde los datos originales ya que, si bien siempre es posible considerar una variable de error porcentual que tratariamos
de ir explicando, las posibles variables explicativas si podrian tener una dependencia temporal.

Si se piensa en un modelo ARIMA, los agentes que en éste intervienen y que podrian intervenir como variables
explicativas son: el término constante (4), los términos autorregresivos (parte AR) y los términos de medias moviles
(parte MA). Podria comenzarse al ajuste tratando de explicar la serie con el término constante ([L) que seria la media de
la propia serie.

Automaticamente, se podria obtener un primer proceso de error porcentual asociado a este ajuste que podriamos
intentar relacionar mediante una copula con la variable X(#-1) (o X(t-p) para un AR(p)) para, de esta forma, identificar
un posible efecto de tendencia. Posteriormente, para reflejar una posible estacionalidad de periodo “s”, se buscaria la
relacion entre el proceso de error porcentual obtenido tras el ajuste anterior y la variable X{(#-s) y asi sucesivamente.

Sin embargo, las variables X(z-1),...,X(t-s) estan relacionadas con su propia historia, tienen estructura temporal, no son
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ruidosas, y por ello el resultado del ajuste mediante copulas no resultaria adecuado.

Algunos articulos en los que se ha analizado la dependencia dindmica mediante el empleo de funciones copula son
[PATTON], [FERSCA] y [BOGASA]. En este ultimo, los autores definen la funcién de autoconcordancia como
alternativa a la funcion de autocorrelacion para medir la dependencia dindmica, dado que el autocorrelograma es
disefiado unicamente para detectar un proceso lineal autorregresivo. La funcion de autoconcordancia podria permitir en
cambio detectar una estructura dinamica no lineal. Para el calculo de cada uno de los coeficientes de esta funcion, basta
hallar el indice de Kendall o el de Spearman entre la variable y sus propios retardos. Parece 16gico que si los parametros
asociados a funciones copula pueden ser estimados a partir del valor muestral de la Tau de Kendall o del coeficiente de
correlacion de Spearman, se utilicen estos mismos indicadores para medir posibles dependencias entre las variables que
relacionan, en vez de emplear el coeficiente de correlacion lineal que es a fin de cuentas, una medida de linealidad.

Por analogia, podriamos pensar en definir una funcion de concordancia cruzada, calculada como el indice de Kendall o
Spearman entre la variable a explicar (por ejemplo el proceso de error porcentual) y los diferentes retardos de la
variable explicativa (el incremento de la temperatura maxima). Esta funcion permitiria detectar no s6lo la posible
dependencia entre las dos variables a relacionar mediante la coépula, sino posibles relaciones entre el valor
contemporaneo de una de ellas (el error) y el pasado de la otra (los ultimos incrementos climaticos): “si la temperatura
ha estado bajando durante la ultima semana, el error que comete el modelo es mayor”. Obsérvese que esta situacion

puede producirse sin necesidad de que ninguna de las dos variables presente estructura.

Autoconcordancia Cruzada ERROR1 vs INC_TMAX

0.4 0.15
0.2 0,10
1 0.05
0.0+ ]
] 0.00
-O.Zi 3
n -0.054
-0.4— 3
. 0,10
-0.6 7 0.15
-0.8 -0.20

| T T T T ‘ T T T T | T T | T T T | | T T T | T T T | T T T | T T T |

-20 -10 0 10 20 -20 -10 0 10 20

— KENDALL — SPEARMAN

Ilustracion 6.3: Grdfico de autoconcordancia cruzada asociado a un par de variables

En el grafico de la izquierda de la ilustracion anterior se puede observar la dependencia entre el proceso de error
porcentual resultante de un modelo ARIMA para ajustar la demanda de gas y el incremento climatico en el mes de
Enero. El alto valor (en términos absolutos) de los indices de Kendall y Spearman en el retardo 0 pone de manifiesto
que cuanto mayor es la bajada de temperatura en invierno (incremento de temperatura negativo), mayor es el error que
comete el modelo (el dato real se queda por encima de la prediccidén). Una vez realizado el ajuste mediante una funcion
copula, los nuevos valores obtenidos para dichos indices en ese mismo retardo son de una magnitud considerablemente

inferior, como se puede apreciar en el grafico de la derecha.
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7. Aplicacion practica: Prediccién de la demanda de gas natural

7.1 Introduccion

Hace cientos de millones de afios, existieron en los océanos pequefas plantas y animales marinos que, tras completar su
ciclo de vida, se fueron descomponiendo con el tiempo para terminar siendo sepultados por una capa de arena y
sedimentos. Como consecuencia de los cambios de presion y temperatura del planeta, parte de esta materia organica

putrefacta, filtrada entre las rocas submarinas, acabd transformandose en carbon, petrdleo y gas natural.

El gas natural natural se define por ello como un combustible fosil. Estad compuesto en mas de un 95% por metano, un
gas integrado por un atomo de carbon y cuatro atomos de hidrégeno. El etano, el propano y otros elementos mas

pesados completan su composicion (véase ilustracion (7.1)).

Las ventajas principales del uso de gas natural desde el punto de vista medioambiental son su bajo indice contaminante
para la atmosfera gracias al reducido porcentaje de dioxido de carbono que produce en combustion, su seguridad para
ser transportado, el hecho de no ser corrosivo o su contribucion a abatir el efecto invernadero por citar algunos
ejemplos. Economicamente destaca frente a otras fuentes de combustible como el carbon y el petrdleo por su precio
competitivo, los reducidos costes de mantenimiento de los equipos de combustion y su alto grado de eficiencia desde su

extraccion hasta su consumo final (9 de cada 10 unidades extraidas del suelo son utilizadas).

Desde profundos depdsitos subterraneos formados por roca porosa, el gas natural impulsado por su propia presion es
extraido hoy dia mediante pozos de perforacion y conducido a la superficie por medio de ductos. Una vez procesado por

centrales de recoleccion el gas es comprimido y preparado para su distribucion.

200 - 400 millones
de arios atras...

(100 millones
nos atras...

IPONENTES {
NITROGENO

arena, sedimentos y rocas

depositos de aceite y gas

Ilustracion 7.1: Origen del gas natural y composicion
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El gas circula por un entramado de tuberias de acero denominado gasoducto, manteniendo unos altos niveles de presion
que suelen ser normalmente de 72 bares para redes de transporte y de 16 para redes de distribucién siendo en las
estaciones de regulacion y medida en las que se lleva a cabo este cambio de presiones. Cuando la distancia a recorrer
por el gasoducto es muy grande, se intercalan en su recorrido estaciones de bombeo que pueden ser bien yacimientos o
bien puertos de mar a los que llegan buques denominados metaneros (véase ilustracion (7.39)) que lo transportan de

forma licuada a muy alta presion.

Con el objetivo de construir una red de gasoductos que recorra toda la peninsula ibérica (véase ilustracion (7.2)), el
Ministerio de Industria publicod un decreto el 23 de Marzo de 1972 creando Enagas, la empresa nacional de gas.
El gas que llega a la peninsula procede de Noruega y desde Argelia a través del gasoducto Magreb-Europa (véase
ilustracion (7.3)) siendo este ultimo, de acuerdo a los datos presentados en [PEMEX], uno de los diez paises con

mayores reservas del mundo (véase ilustracion (7.2)).

En la actualidad, Enagéas es la principal empresa transportista espafiola de gas y entre sus activos, cuenta con 7.538 km
de gasoductos de alta presion, tres plantas de regasificacion (Barcelona, Cartagena y Huelva) y la propiedad o gestion
de los almacenamientos de gas natural (véase [ENAGAS]). Una de sus principales funciones es disefiar un plan de
operaciones a través del cual pueda garantizar la continuidad y seguridad del suministro de gas natural y la correcta
coordinacion entre los puntos de acceso, los almacenamientos, el transporte y la distribucion teniendo en cuenta las
necesidades y caracteristicas de cada uno de sus tipos de clientes tanto dentro del &mbito industrial como del doméstico.
En el sector industrial los clientes pueden ser desde grandes consumidores como son las centrales de generacion
eléctrica o las centrales de cogeneracion, hasta empresas medianas y pequeiias que lo emplean en funcion de sus
caracteristicas (siderurgia, quimica, azulejeras, celulosa y papel, cemento, etc.). En el sector doméstico encontramos un
grueso constituido por millones de clientes residenciales que utilizan el gas como combustible para la calefaccion, para

la cocina o para la obtencion de agua caliente.

RESERVAS PROBADAS ESTIMADAS DE GAS NATURAL
(en hillones de pies cubicos)

DATOS A 1 DE ENERO DE 2005. TOTAL MUNDIAL: 6.040

Qatar 910

EUA.

Nigeria

Argelia

Venezuela

Irak

Hlustracion 7.2: Red de gasoductos de Enagas (a Diciembre de 1996) y datos de reservas estimadas de gas natural
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El comportamiento de la demanda de cada segmento es bastante diferente dado que uno y otro estan influenciados por
agentes distintos. El sector industrial tiene un patréon de consumo muy marcado por el efecto del calendario de acuerdo
al cual, la actividad de las industrias acostumbra a ser mayor durante los dias laborables que durante los dias festivos,
los puentes o los periodos vacacionales. En el caso doméstico, si bien este efecto estd obviamente presente pues la
presencia o no de las personas en sus hogares puede depender del caracter laboral del tipo de dia, existe un claro
condicionante adicional que es el efecto derivado del comportamiento climatico durante los meses invernales.

La influencia de estos agentes resulta ademas diferente en funcion de la zona geografica en la que se ubica el usuario.

Para Enagas, el conocimiento de los perfiles que identifican a sus distintos clientes es un aspecto clave de cara a
elaborar su plan de operaciones. Esto implica, ademéas de saber por supuesto el numero de ellos que tiene de cada tipo,
conocer como va a variar este numero en el futuro, el efecto de los planes de expansion de las distribuidoras que van a
permitir el acceso al consumo doméstico a nuevas poblaciones, la variacion de los habitos de consumo en funcion del

progreso y la mejora del nivel de vida, etc.

La gestion del plan de operaciones es una tarea muy compleja que se realiza no s6lo de acuerdo a los recursos de gas
disponibles sino también a la demanda prevista que hay que abastecer en funcion de las necesidades y caracteristicas de
cada tipo de cliente y en funcion ademas del cumplimiento de los compromisos contractuales tanto con las empresas

suministradoras como con las distribuidoras y comercializadoras.

La aparicion de las comercializadoras de gas ha tenido lugar a raiz de la reciente liberalizacion del mercado del gas en
Espafia (desde Enero de 2003). Segin la nueva normativa, un cliente no tiene porqué mantenerse en el mercado
regulado que se rige de acuerdo a las tarifas fijadas por el gobierno, sino que puede comprar directamente en dicho

mercado, elegir una comercializadora a la que pague una tarifa de menor coste o establecer contratos bilaterales.

El crecimiento del nimero de comercializadoras, unido al esperado incremento del consumo y a otro factor
determinante como es la capacidad limitada de la red actual hacen prever a Enagas dificultades en un futuro préoximo a
la hora de poder elaborar su programacion. Resulta por ello imprescindible para el departamento de operaciones
disponer de unas buenas herramientas de prediccion de la demanda a distintos horizontes para poder adaptarse de
manera adecuada a las necesidades de suministro a medio (1-3 afios) y corto plazo (dia/hora). Cuanto mayor sea la
bondad de las predicciones que proporcionen estos sistemas, mas fielmente se cefiiran a la realidad los programas y

planes de gestion citados y por tanto mas beneficiosos resultaran los resultados de la operacion.

Ilustracion 7.3: Gasoducto Magreb-Europa en su recorrido por Argelia, Marruecos y el estrecho
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7.2 Prediccion de la demanda de gas natural a medio plazo

7.2.1 Introduccién al problema

Empezaremos tratando la prediccion de la demanda de gas a medio plazo con detalle diario. El conocimiento de la
demanda con la suficiente antelacion va a permitir el disefio y la construccion de las infraestructuras que deben existir
para poder prestar el servicio. La construccion de un gasoducto, de una estacion de compresion que provee la energia
necesaria para hacer llegar el gas natural a lo largo y ancho del territorio nacional, de una planta de regasificacion
(véase ilustracion (7.4)), o de cualquiera de las instalaciones que participan en el suministro del gas, es un proceso
largo y complejo condicionado por las exigencias del entorno social. Es necesario cumplir con unos compromisos
medioambientales, una serie de requerimientos de las autoridades autonomicas y locales, tener en cuenta los derechos
de los propietarios que se puedan ver afectados de manera temporal o definitiva, etc. La duracion de este periodo en el
que se concreta el proyecto, se hacen las correspondientes tramitaciones administrativas y se hace la ejecucion

definitiva suele ser de entre 3 y 4 afios.

Aunque pueda pensarse que solo tiene sentido medir la prediccion a tan largo horizonte en unidades mensuales
(demanda mensual), existe una razoén que justifica conocer el detalle diario de la prediccion. Se trata de evaluar si la
capacidad del gasoducto es suficiente para soportar en un dia cualquiera del futuro la demanda del colectivo industrial y
doméstico asociado a una determinada poblacion dado que en funcion de ello se planteara la necesidad de expandir la
infraestructura existente. La herramienta de prediccion a medio plazo debe permitir asi no sélo conocer el valor diario
de demanda que cabe esperar en cada uno de los dos o tres proximos afos en funcion de la tendencia observada en el
historico, sino ademas valorar el impacto de una ola de frio que se prolongue durante varios dias, pues es un
condicionante extremo de este tipo bajo el que se podra esperar un valor maximo (denominado “pico” en la
terminologia energética) para la demanda de gas. Es en este contexto de la simulacion donde hacen su aparicion las

funciones copula.

Ilustracion 7.4: Plantas de Barcelona y Cartagena
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7.2.2 Planteamiento de la solucion

Existen diferentes planteamientos ante un problema de prediccion de picos de demanda de gas o electricidad a medio
plazo. Algunas buenas referencias las podemos encontrar en el capitulo 2 de la tesis de [GUTIER]. Entre ellas se cita
por ejemplo el empleo de modelos econométricos en la linea de los desarrollados por Spann y Beauvais (1977) en los
que el pico de demanda se expresa como una combinacion lineal de una componente base y otra que refleja la

influencia de las variables climatologicas:
PD=B+axT (7.1)

siendo PD el pico de demanda, [ el comportamiento basico de la demanda cuyo crecimiento viene justificado por la
influencia de variables econémicas y demograficas y donde 7 es una funcién de los posibles agentes meteorolégicos

que puedan condicionar el sistema.

Otra metodologia cominmente utilizada para predecir picos de demanda energética (electricidad o gas) son los modelos
ARIMA y a modo de ejemplo se menciona en [GUTIER] el trabajo de Abraham,B.(1983) para la prediccion de
demanda eléctrica en el estado de lowa (Estados Unidos). La complejidad de estos modelos, de los que hablaremos mas

adelante, dependera normalmente de la manera de reflejar en ellos el efecto de las variables climaticas.

La metodologia que vamos a proponer combina en cierto modo estas dos que hemos citado. Partiendo de la base de que
un pico de demanda no es mas que una desviacion extrema del comportamiento basico de la demanda justificada por
una desviacion extrema del comportamiento basico de unos agentes climatologicos, plantearemos un modelo
autorregresivo para predecir el consumo en condiciones normales de temperatura y posteriormente llevaremos a cabo un
analisis mediante funciones copula para simular posibles valores de la demanda de gas ante situaciones meteoroldgicas
especialmente desfavorables. Es decir, en la linea del modelo de Spann y Beauvais, predeciremos el pico de consumo de
acuerdo a una estimacion del comportamiento béasico o normal de la demanda y a otra estimacion mediante copulas de
sus posibles desviaciones ante adversidades climaticas. Es precisamente la inclusion de este tipo de funciones la que

aporta un caracter mas innovador a la metodologia propuesta.

Las copulas se mueven habitualmente en el ambito de la simulacion, del condicionamiento a escenarios configurados
por el valor supuesto para ciertas variables explicativas ante la imposibilidad de tener un conocimiento mas preciso de
ellas, como es el caso de los datos diarios de temperatura a 1,2 6 3 afios. Su utilizacion no es tan comtn en problemas de
prediccion a corto plazo en los que la fiabilidad de dichos valores es tal, que pueden ser considerados casi reales en vez
de hipotéticos y donde tampoco existe margen de maniobra para plantearse posibles realidades alternativas. A pesar de
ello, en el capitulo 7.3 si abordamos el problema de la prediccion a corto plazo apoyandonos en el empleo de copulas, si
bien consideramos que, dada la gran cantidad de técnicas que existen para tratar con ciertas garantias este problema, el

potencial de estas funciones puede no resultar siempre tan determinante.

Como paso previo al empleo de las funciones copula es necesario predecir el comportamiento basico de la demanda. La
técnica que utilizaremos viene a ser una extension de la que habitualmente se utiliza en la modelizacion de este tipo de
series a corto plazo: la metodologia Box-Jenkins de la que ya hemos hablado en el apartado 6.1. La experiencia

demuestra que esta metodologia fundamentada en el empleo de modelos ARIMA es la mas adecuada para predecir a un
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horizonte de pocos dias frente a otras alternativas como por ejemplo las redes neuronales, las cuales, salvo raras
excepciones, no conducen a mejores resultados. La razén fundamental es que los modelos ARIMA permiten identificar
facilmente rasgos muy caracteristicos de una serie de demanda de gas (o electricidad) como son su tendencia, su
variabilidad, la influencia del calendario a través de un analisis de intervencion o el efecto de variables climaticas a

través de modelos de funcion de transferencia (véase apartado 7.3.2.1).

A medio plazo, 1 o 2 afios, se consideraria impensable plantear una prediccion diaria con modelos ARIMA ya que
éstos son utiles para hacer predicciones para un horizonte temporal corto, entre otras cosas porque el orden asociado a la
parte MA raramente sera superior a 7 (si tiene una estacionalidad semanal), con lo que la capacidad de que la prediccion
sea corregida en funcion de los errores que el modelo comete (una de las principales caracteristicas de un ARIMA
reflejada por sus componentes de medias moéviles) se perdera a partir de dicho horizonte. Otra razon obvia es la
imposibilidad de disponer de previsiones diarias de temperatura fiables a tan largo plazo: el INM no proporciona mas de
10 (y no garantiza la calidad de las previsiones a partir del cuarto dia), y algunos otros proveedores (Accuweather.com)

facilitan un maximo de 15.

Lo mas comun para un horizonte anual es realizar la prediccién mensual en funcidén de un histdrico construido a ese
nivel de detalle, es decir, por meses. De esta forma, el nimero de unidades temporales a predecir se sitia entre 12 y 24,
una cantidad razonable pues el posible término MA(12), en caso de que exista una estacionalidad anual, garantizaria la
correccion de las predicciones realizadas para los doce primeros meses, algo mas sensato que una semana. En esta caso,
el efecto del calendario, de la Semana Santa moévil (que puede aparecer en distintos meses) y de los posibles afios
bisiestos son recogidos mediante variables que cuantifican el nimero de dias laborables del mes, la longitud del mismo
(para los bisiestos), etc. Los modelos X11 y X12 que permiten hacer referencia a este tipo de efectos son realmente

ARIMA's especialmente disefiados para el tratamiento de series mensuales.

Sin embargo, de acuerdo a la problematica que hemos planteado, el interés de la compaiiia es disponer de un patrén
diario de la demanda para los dos proximos afos pues éste le permite intuir la época del afio (quincena o mes) en la que
puede esperar un pico de demanda y sobre ¢€l, suponer unas condiciones climatolégicas especialmente adversas para
conocer cudl es el maximo diario que podria llegar a alcanzarse en el futuro planteado. Si bien una posibilidad podria
ser desagregar la prediccion mensual en unidades diarias (véase [GIDEDU]), nos proponemos aprovechar un
planteamiento de prediccion a corto plazo y hacer una extrapolacion a un horizonte mayor. En la metodologia que

vamos a desarrollar, distinguiremos las siguientes fases:

1. Construccion de un histérico de la demanda en condiciones normales de temperatura.- Para ello, se
estableceran unos valores de temperaturas que se consideren representativos de cada uno de los meses del afo
(temperaturas normales de un mes). En funcion de ellos, haremos una depuracion del histérico de demanda,
eliminando picos y caidas que puedan venir justificadas por desviaciones de esos valores. Destinaremos parte
de los datos disponibles a la construccion de este patron de demanda y otra parte (de 1 a 2 afios en funcion del
horizonte al que se desee hacer la prediccion) a contrastar la calidad de las predicciones que se haran tomando

como base dicho histdrico (véase el punto I en el apartado 2.5.6).
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2. Construccion de un modelo autorregresivo (AR) que permita hacer una prediccion a medio plazo en
condiciones normales de temperatura.- Dicho modelo debe identificar y extrapolar a un horizonte de 1 o 2

aflos los rasgos mas caracteristicos de este tipo de series, que son:

— La estacionalidad es una propiedad presente a lo largo de todo el afio y por tanto extrapolable. Bien es
cierto que el distanciamiento entre lo que llamaremos dias “intrasemanales” y fines de semana puede

variar en funcion del mes o estacion del afio.

—  El efecto “calendario” referido a festividades aisladas y periodos vacacionales es identificable a partir del
historico, conocido de antemano, y por tanto también transferible a cualquier dia del horizonte de 2 afios

que se contempla.

— El efecto climatico es despreciable puesto que al haber construido un histérico en condiciones normales de

temperatura, podemos suponer que la prediccion estard hecha también en esas mismas circunstancias.

Hemos dejado para el final dos de los aspectos mas importantes de la serie, la tendencia y la variabilidad que, a
diferencia de las componentes anteriores, no pueden ser tratados por extrapolacion directa de un modelo

disefiado para una prediccion a corto plazo.

— La tendencia no puede ser establecida unicamente a partir de los tltimos datos pues las predicciones
quedarian estancadas en un nivel fijo (aquél en el que se muevan los ultimos datos). Por ello, se utilizara
como “input” del modelo una variable que permita recoger la periodicidad anual de la serie. Es este “ciclo
anual” el que va a permitir expandir las propiedades citadas (calendario, estacionalidad, etc.) a un
horizonte mayor. La construccion de esta variable Ciclo se hara extrayendo la sefial de baja frecuencia
asociada a la serie mediante una técnica de suavizado de curvas como por ejemplo las wavelets o los
splines. El comportamiento suave de estas sefiales es facilmente extrapolable a varios afios, pudiéndose
utilizar por tanto como una variable explicativa del modelo autorregresivo. Es sobre esta curva sobre la

que van a incorporarse la estacionalidad y el efecto del calendario.

— La variabilidad puede venir inducida como hemos comentado por diferencias en la dispersion entre dias
laborables y festivos pertenecientes a una misma semana en distintas épocas del afio. De igual manera que
el modelo autorregresivo en ausencia de la componente Ciclo seguiria moviéndose en el nivel marcado
por los tultimos datos reales del histérico, asi lo haria también su variabilidad. Para corregir esta

circunstancia y permitir que la variabilidad del modelo cambie a lo largo del afio, introduciremos variables
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dummy's que sean capaces de reflejar los rangos de variacion diferentes que pueden esperarse para cada

mes entre los dias laborables y los festivos, puentes y fines de semana.

El modelo quedara ajustado cuando consigamos reflejar en una ecuacion todas estas componentes. A partir de

ellas, sera posible realizar la prediccion diaria a 1 o 2 afios en condiciones normales de temperatura.

Obsérvese que en todo momento hemos hablado de modelos autorregresivos (AR), no teniendo sentido la
inclusion de una parte de medias moviles que pudiera corregir la prediccion en funciéon de los errores
cometidos. La parte MA del modelo es la que justifica en mayor medida el empleo de los modelos ARIMA
para el tratamiento a corto plazo pues una prediccion tiene en cuenta el error que cometid recientemente (el
ultimo dia o el mismo tipo de dia de la semana pasada) y en funcion de €l se corrige de manera que, si la
prediccion se iba quedando por debajo del dato real, se hace una correccion a la alza y viceversa. A medio

plazo, como decimos, esta correccion carece de sentido.

3. Simulacion del valor esperado para la demanda ante diferentes escenarios configurados por el valor de
las variables de temperatura.- El tltimo paso es simular la desviacion esperada para la demanda construida,
ante posibles incrementos y decrementos de la temperatura sobre el nivel establecido. En este contexto,

utilizaremos las funciones cépula.

Construiremos una muestra de pares cuya primera componente (X) sea la diferencia entre el dato de
temperatura real y el que ha sido supuesto como “normal” (para el mes al que pertenece el dato); la segunda
componente (Y) sera la diferencia porcentual entre el dato historico real de demanda y el que forme parte del
patron construido en condiciones estandares. La razon de considerar la diferencia porcentual en lugar de
absoluta, es hacer que el par de variables no dependa del tiempo, una circunstancia que como ya hemos

seflalado y mas adelante recalcaremos, no es aconsejable a la hora de emplear con libertad las copulas.

Asi, buscaremos la copula C que mejor refleje la relacion de dependencia entre X e Y, es decir, la que mejor se
ajuste a los pares (F(X),G(Y))=(U,V) siendo F'y G las distribuciones marginales de X e Y respectivamente. La
relacion entre ambas variables no es lineal y ademdas presenta un comportamiento dificil de capturar en
situaciones extremas. Veremos que, aquellas copulas que permiten enfatizar la dependencia entre sucesos

“cola”, son especialmente apropiadas para capturar este tipo de relacion.

Una vez determinada C, su condicional C;, nos posibilitara hacer simulaciones de valores de V' (de Y) a partir
de valores propuestos para U (para X). Esto nos va a permitir conocer el incremento porcentual que se puede
esperar sobre la demanda cuando se supone una variacion en grados del valor normal de temperatura para un
mes concreto. Gracias a ello y teniendo en cuenta el mes en el que se presentara el pico invernal de acuerdo a
la prediccion realizada en condiciones normales de temperatura, podremos simular desviaciones porcentuales
de ese valor ante una bajada extrema de temperatura (la maxima caida recogida sobre el histdrico). Tomando la
media o mediana de dichas simulaciones y aplicandola sobre el pico invernal, podremos establecer el valor que

cabria esperar para la demanda ante una bajada de temperatura extrema. Pero ademas, el conocimiento de la
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distribucion de las simulaciones realizadas y por tanto de sus colas, nos dard una idea del maximo valor que se

puede llegar a esperar y evaluar el riesgo de que éste se presente.

De acuerdo al criterio establecido en el apartado 2.5.5, seleccionaremos aquella copula que proporcione,
respecto de una particion determinada, un menor valor del estadistico de Pearson (veremos que es una copula
que enfatiza la relacion entre sucesos extremos) y compararemos los resultados que proporcione con aquellas
otras que son resultado de interpolar la subcopula que para dicha particion optimiza el valor de dicho
estadistico (y que son objeto de estudio de esta tesis). El decantarnos por la familia conocida o por la
construida mediante técnicas de interpolacion dependerd de la calidad de las predicciones realizadas (véase
apartado 2.5.6) contrastando para ello, la distribucion de la demanda real y esperada (propuesta por cada

cOpula) ante una misma situacion climatica extrema.

7.2.3 FASE I: Construccidon de un histérico de demanda en condiciones normales de temperatura

Ya hemos mencionado que enfocaremos el tratamiento a medio plazo de este tipo de series como una extension de un
estudio a corto plazo del que hablaremos en el apartado 7.3 y para el que la mejor solucion viene dada por el empleo de
modelos ARIMA. En este tipo de modelos, el efecto del calendario es reflejado mediante variables de intervencion y la
influencia de la meteorologia a través de funciones de transferencia, siendo el ajuste de estas Gltimas el que ha
permitido determinar las variables que definiran el concepto de “normalidad climatica”. El hecho de que un alto
porcentaje de la demanda de gas en Madrid proceda del segmento residencial (por encima del 90%), justifica que se
haya contemplado en principio su relacion con diferentes tipos de agentes climaticos. Los histdricos de éstos han sido
proporcionados por la red SYNOP del Instituto Nacional de Meteorologia (INM) para un total de cuatro estaciones de

medida: Barajas, Cuatro Vientos, Getafe y el Puerto de Navacerrada. Estas variables son:

—  Temperatura maxima y minima diaria medida en grados centigrados.

—  Precipitacion acumulada en 24 horas (de 7:00 a 7:00 horas) medida en litros por metro cuadrado.

— Nubosidad (a las 6:00, a las 12:00 y a las 18:00 horas) medida como el ntimero de octavos de cielo cubierto.

— Velocidad del viento (a las 6:00, a las 12:00 y a las 18:00 horas) medida en metros por segundo.

— Humedad relativa (a las 6:00, a las 12:00 y a las 18:00 horas) medida porcentualmente.
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Tras contrastar los resultados obtenidos con diferentes modelos ARIMA, en los que el efecto de la meteorologia ha sido

reflejado de maneras distintas, hemos llegado a estas conclusiones:

1. No es conveniente incluir de manera simultdnea en el modelo, variables de un mismo tipo (temperatura,
nubosidad, ...) asociadas a observatorios distintos (por ejemplo Barajas y Getafe). El alto grado de correlacion
que entre ellas se establece proporciona al modelo un caracter peligrosamente inestable. De esta forma, no es
conveniente por ejemplo, incluir a la vez en el modelo, variables asociadas a las temperaturas maximas de

Barajas y Getafe.

2. No proporciona mejores resultados la inclusion de una variable (temperatura, nubosidad,...) obtenida como
agregacion ponderada de las variables de su mismo tipo recogidas en cada uno de los observatorios. Es decir,
la consideracion de la variable temperatura maxima de Barajas proporciona un mejor ajuste del modelo y unos
errores de prediccion mas bajos que la variable de temperatura maxima que surge como resultado de la
ponderacion (en funcién de su grado de dependencia de la variable demanda) de las temperaturas maximas de

cada uno de los 4 observatorios.

3. La incidencia de las variables precipitacion acumulada, nubosidad, velocidad del viento y humedad relativa
resulta ser insignificante para el modelo matematico de prediccion a corto plazo, ya que el efecto de estas
variables queda absorbido, casi en su totalidad, por las variables de temperatura. Dada la escasa mejora que
sobre el error medio de prediccion aportan estas variables y de cara a simplificar el modelo (el principio de

parsimonia establece la conveniencia de modelos sencillos), se ha despreciado la inclusion de las mismas.

4. Entre todas las variables de temperatura contempladas, han sido la maxima de Barajas y la minima de Cuatro
Vientos las que, por su mayor grado de significatividad y por proporcionar mejores resultados de prediccion,

han sido incluidas finalmente en el modelo.

De esta manera la influencia de la meteorologia ha sido reflejada en el modelo ARIMA, del que como decimos
hablaremos en el apartado 7.3, a través de funciones de transferencia asociadas a las temperaturas de Barajas y Cuatro
Vientos. Es éste el motivo por el cual hemos establecido el concepto de “climatologia normal” en funcion de los valores
recogidos para dichas estaciones. De ellas, es la variable de temperatura méaxima la que presenta una relacion mas clara
con la demanda y la que posee mayor poder predictivo puesto que el valor de temperatura minima suele darse a altas
horas de la madrugada lo cual no suele condicionar de manera determinante el mayor uso de la calefaccion. Por ello,
tampoco perderemos mucha rigurosidad en el estudio si simplificamos ain mas y establecemos el concepto de
“normalidad meteorologica” en funcion Unicamente de la temperatura maxima de Barajas. Una de las razones
fundamentales que nos ha llevado a tomar esta decision es facilitar la labor de simulacion de valores de demanda a

partir de una tnica variable en vez de dos, sirviéndonos para ello de una 2-copula y no de una 3-copula para las que
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existe mucha menos literatura al respecto.

Fijaremos el periodo de un mes como la unidad temporal asociada a la cual definiremos una temperatura “normal” y asi,
hablaremos de la temperatura normal de Enero, Febrero, etc. El concepto de “estacion del afio” parece demasiado
amplio para ser identificado con un rango de temperaturas y el de “semana” o “quincena” tal vez demasiado reducido.
De los 9 afios de datos de los que disponemos (desde el 1 de Abril de 1997 al 31 de Marzo de 2006), utilizaremos 7 de
ellos (del 1 de Abril de 1997 al 31 de Marzo de 2004) para construir el historico de demanda no influenciado por la
climatologia y reservaremos los otros dos para contrastar la calidad de las predicciones que hagamos. Asi, tendremos
una muestra por encima de los 200 datos diario por mes (7*30 = 210) para establecer el estandar climatologico.
Podemos considerar por ejemplo como temperatura normal del mes la mediana de esos 200 valores. De esta forma, los
datos de demanda “normales” van a ser aquellos que lleven asociado ese valor de referencia o al menos estén
suficientemente proximos a él, donde el concepto de proximidad podria venir dado por un intervalo delimitado por

ejemplo por los cuartiles 1 y 3. La siguiente tabla presenta esta relacion de valores.

i 8.9 10,2 11.9
2 10.9 13.7 1.4
= 14.0 16.8 19.8
“} 15.1 18.4 21.6
5> 1.3 23.4 26.8
(= 2F7.0 1.0 3.7
r 0.2 33.0 35.2
= 0.5 2.8 =5.2
< 24.8 28.0 0.1
10 17.8 20.7 23.3
11 11.5 1=.4 16.2
iz 2.8 10,4 11.9

Tabla 7.1: Parametros de localizacion de la temperatura mdxima de Barajas por meses: “temperaturas normales”

Llegados a este punto vamos a hacer una observacion que nos llevara a hablar de datos de demanda normales asociados
a diferentes tipos de dia. Como ya hemos comentado en alguna ocasion, la serie tiene una acentuada estacionalidad
semanal. Esta periodicidad a corto plazo viene marcada fundamentalmente por la caida brusca de demanda que se
produce el sabado respecto al viernes, el domingo respecto al sdbado y el incremento del domingo al lunes que le
permite recuperar su nivel. Dicho de otra manera, si los sabados y domingos estuvieran al nivel del resto de los dias de

la semana, no existiria posiblemente componente estacional. Esta apreciacion queda patente en el siguiente grafico.
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DEMANDA DEMANDA

i i
01/01/2001 16,/01/2001 01/02/2001 01/06/1997 16f06/1997 01/07/1997

Ilustracion 7.5: Estacionalidad semanal caracteristica de una serie de demanda de gas

El grafico de la izquierda muestra datos de demanda en Enero pudiendo reconocerse el patron estacional que esta algo
distorsionado por la existencia de “picos” (9 de Enero) y “caidas” (23 y 24 de Enero) que son reflejo del efecto de la
temperatura (frio y calor respectivamente) y otras “caidas” (1,5 y 6 de Enero) justificadas a partir del efecto del
calendario (Afio Nuevo y Reyes). Por otro lado, el grafico de la derecha muestra datos de demanda en Junio donde a
priori no es de esperar que influyan las temperaturas. El consumo residencial es muy regular a lo largo de todo el verano
pues esta sujeto a habitos cotidianos como cocinar o ducharse y no a la mayor o menor utilizacion de sistemas de

calefaccion en funcién del frio que haga.

Veamos a continuacion como la deformacion del patrdn estacional estd condicionada por los valores de temperatura en
funciéon de la estacion del afio. Dado que ambas variables se mueven en escalas claramente diferentes, se han
normalizado sus valores con vistas a poder compararlas de forma simultanea. Asi, mientras que en el periodo estival la
estructura semanal es facil de identificar con independencia del afio que consultemos, en el caso invernal podremos
llegar a encontraremos con situaciones en las que esta estructura queda practicamente irreconocible, si bien cabe
suponer que en condiciones normales de temperatura, deberia haberse presentado un patrén estacional que es el que

perseguimos construir. Los primeros graficos van asociados a periodos invernales.

16/01{2002 01/02/2002 01/01/2003 16/01/2003 01/02/2003

-®- DEMANDA —@- TMAX

Hlustracion 7.6: Distorsion del patron estacional de demanda en funcion del efecto de la temperatura en invierno
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El gréfico de la izquierda muestra un fin de semana (12 y 13 de Enero) cuyo nivel es demasiado alto. Esto puede venir
justificado porque el periodo anterior era vacacional (Navidad) y en consecuencia el nimero de habitantes en Madrid se
podria esperar que fuera menor (y por tanto el consumo doméstico). Sin embargo, lo que mas llama la atencién es que el
valor de demanda del domingo dia 13 se sitiia incluso por encima del dia anterior (sabado 12) cuando por lo general
siempre serd inferior la demanda de un domingo (por la repercusion industrial de un dia festivo) a la de un sabado.
A partir de los valores de temperatura resulta mas sencillo entender esta circunstancia dada la caida de temperatura que
se produce el domingo. También es significativo el descenso climatico de la semana del 7 con respecto a los tltimos

dias de la anterior.

El grafico de la derecha es atin mas explicito. El patron estacional es casi imposible de identificar y se aprecia muy
claramente la relacion de dependencia entre demanda y temperatura pues, para un mismo periodo, el abombamiento de
ambas curvas se “abre” en sentidos opuestos. Obsérvese también que el valor del lunes 27 es incluso inferior al del
domingo anterior, algo que puede llegar a entenderse a la vista del calor que llegd a hacer (“pico” de temperatura) en

comparacion con las semanas previas.

Los siguientes graficos van asociados a periodos veraniegos. En ellos se puede reconocer facilmente la estacionalidad
semanal con independencia de las posibles inclemencias del tiempo, quedando los dias laborables claramente

diferenciados de los fines de semana.

T I T T
01/08/2000  01/08/2000 16/08/2000 01/09/2000
-@ DEMANDA @ TMAX

T
16/07/2000
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Hlustracion 7.7: Independencia del patron estacional de demanda respecto del efecto de la temperatura en verano

En el grafico de la izquierda, vemos que el ultimo lunes de Julio (dia 31) la demanda cae un poco por debajo de la que
cabria esperar para un lunes a tenor de lo que se observa en otros de ese mismo mes. En esta ocasion el motivo es el
comienzo del periodo vacacional de Agosto que pudo provocar una salida masiva de personas de la capital,

repercutiendo tanto en el sector industrial como en el doméstico (uso regular del gas para cocina, higiene, etc.).

El grafico de la derecha es la prolongacion del anterior (va asociado al mismo afio) y muestra por tanto el periodo
vacacional del que hablamos. A pesar de que se respeta el patron estacional, podemos encontrar un par de anomalias los
dias 14 y 15 de Agosto, lunes y martes en que el nivel de la demanda no es el propio de un dia laborable, rompiéndose
el patron estacional. Este hecho queda justificado si tenemos en cuenta que el dia 15 de Agosto es festivo (dia de la

Virgen) con lo que la actividad industrial disminuy6. Su situacion en la semana hace comprensible que se produzca el
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efecto puente (lunes 14) siendo éste el motivo de que no se recupere dicho dia el nivel caracteristico de los lunes.

En resumen, el nivel “normal” de la demanda para un mes estara condicionado por el tipo de dia al que nos estemos
refiriendo: los domingos, los sdbados o los dias laborables (por lo general de lunes a viernes). Desde un punto de vista
analitico se puede confirmar esta intuicion, estableciendo un contraste de igualdad de medias de la variable demanda
respecto de siete clases que van a ser los dias de la semana. Vamos a plantear el contraste de Kruskal-Wallis (véase
Anexo IX) que es una alternativa no paramétrica al método ANOVA y que no precise de validar las hipotesis de
homocedasticidad y normalidad que presupone este ultimo. Asi, no es necesario ver que el comportamiento de la
demanda se reparte por tipo de dia de acuerdo a una distribuciéon normal, ni tampoco importa el hecho de que la
variabilidad de los datos cambie con el tiempo (heterocedasticidad que, como veremos, si es una de las propiedades de
nuestra serie). Respecto de la tendencia de los datos, si bien es verdad que la media cambia con el tiempo, lo hace de
manera compensada para todas las clases, es decir, al crecer la media de los Iunes de un afio a otro también lo hace para
el resto de dias de la semana y no existe por tanto necesidad de eliminar la tendencia implicita a la serie a la hora de

llevar a cabo el contraste.

Plantearemos el test respecto de los 7 niveles que puede tomar la variable dia de la semana (L, M, X, J, V, S, D).

Hoyop, =y ===ty =pHs=Hp
Hl:uﬂﬁuj para algunos i, je{L,M ,X,J,V,S,D}

El primer resultado al que llegamos es:

Wilcoxon Scores (Rank Sums) for Variable CONSUMO
Classified by Variable DIA_C
(] cmafee menl o
Scores | Under HO Under HO
507606. 468114.0  13074.3869 1386.290164
366 508042.50 4568114, 13074.3869 1388.094206
365 501818.50 466835, 13059 4928 1374.84521
365 493550.50 45683 5. 13059.4928 1352.19315
365 404411.00 456835. 13059.4928 1107.97534

365 370712.00 466835, 13059 . 4928 1015.64932

0 00000

365 4a484262.50 45683 5. 1353059.4928 1326.74658
Average scores were used for ties.

Kruskal-Wallis Test

Chi-Square

Pr > Chi-Square

Tabla 7.2: Contraste de igualdad de medias de la variable demanda respecto de los 7 dias de la semana

El contraste lleva a rechazar la igualdad entre las medias respecto de los 7 tipos de dia. Se puede intuir por las
puntuaciones obtenidas que son el tipo de dia sdbado y el tipo domingo (puntuaciones mas bajas) los que estan
provocando esta desigualdad. Efectivamente se puede comprobar que si establecemos el contraste entre los sdbados o
los domingos y cualquiera de los dias “infrasemanales” el resultado del contraste volveria a ser de rechazo. Por el
contrario, cuando se plantea el contraste exclusivamente de estos tlltimos entre si, no se puede rechazar la hipdtesis de

igualdad.
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Wilcoxon Scores (Rank Sums) for Variable CONSUMO
Classified by Variable DIA

Sum of | Expected Std Dev
Scores | Under HO | Under HO

Wilcoxon Scores (Rank Sums) for Variable CONSUMO
Classified by Variable DIA

Expected Std Dev
Under HO| Under HO

401319.00 11051.4577 1152.53279

Wilcoxon Scores (Rank Sums) for Variable CONSUMO
Classified by Variable DIA

Expected Std Dev
Under HO | Under HO

426197.00 401319.00 11051.4579 1164.47268 421827.00

366 340418.0 334524.0 9025.32036 930.103825

401319.00 11051.4577 1153.44399

366 426490.00 401319.00 11051.4579 116527322 366 422160.50

366 340608.0 334524.0 9025.32936 930.622951

400222.50 11039.3714 1141.60959

365 421029.00 400222.50 11039.3715 1153.50411 365 416687.50

365 335898.0 333610.0 9016.07524 920.268493
400222.50 11039.3714 1121.85753

365 413940.50 400222.50 11039.3715 1134.08356 365 409478.00

400222.50 11030.3714  000.82603 365 329868.0 333610.0 9016.07524 903.747945

365 309811.50 400222.50 11039.3715 848.79863 365 332086.50

365 323086.0 333610.0 9016.07524 885.167123

400222.50 11039.3714 1099.42055

365 406060.00 400222.50 11039.3715 1112.49315 365 401288.50

Average scores were used for ties.

Kruskal-Wallis Test

Chi-Square

5

PR>ChisSquare estiii}} Pr>ChisSquare JEsiii Pr > Chi-Square [\NEE]

Tabla 7.3: Contrastes de igualdad de medias de la variable demanda respecto de diferentes grupos de dias

De igual manera se establece la desigualdad entre sabados y domingos. El contraste al 95% a ellos asociados, también

conduce a rechazar la igualdad entre las medias.

Wilcoxon Scores (Rank Sums) for Variable CONSUMO
Classified by V! ble DIA

Expected Std Dev Mean
Under HO Under HO Score

365 139119.50 133407.50 2848.79227 381.149315
365 127695.50 133407.50 2848.79227 349.850685

Average scores were used for ties.

Kruskal-Wallis Test

Chi-Square

Pr = Chi-Square JKE 5]

Tabla 7.4: Contrastes de igualdad de medias de la variable demanda entre sabados y domingos

Esto nos lleva a considerar en principio 3 tipos de dias: domingos, sabados e “intrasemanales” (resto).

Aun asi, hemos considerado conveniente diferenciar el comportamiento de los lunes y viernes del resto de los dias
laborables. La justificacion viene a ser que, en dichos dias, el consumo industrial suele ser ligeramente inferior
(maquinaria que empieza a arrancar el lunes o deja de funcionar el viernes a mediodia) e incluso el doméstico
acostumbra a caer por debajo de su nivel habitual (usuarios que desde el viernes al mediodia abandonan su residencia de
trabajo para marchar a su pueblo o a su casa de la playa o la sierra, o estos mismos que vuelven el propio lunes
directamente a trabajar sin pasar por su hogar). Ademas, ambos tipos de dias estan sujetos a posibles efectos “puente”
(si el martes o el jueves eran festivos). Tras los correspondientes contrastes analiticos se puede comprobar que,
efectivamente, la inclusion de los lunes o los viernes junto con los martes, miércoles y jueves proporciona un valor

menor del p-valor (0.61 y 0.89 respectivamente) que si se contemplaran unicamente estos tres tltimos (0.95).
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Wilcoxon Scores (Rank Sums) for Variable CONSUMO
Classified by Variable DIA

Expected  Std Dev Mean
Under HO | Under HO Score

|
i
i
|
|
i
i
i
|
|
|
366 201668.50 200934.0 4947.77197 551.006831;
|
|
|
|
|
|
|
|
|
i
i
|
|

Wilcoxon Scores (Rank Sums) for Variable CONSUMO Wilcoxon Scores (Rank Sums) for Variable CONSUMO
Classified by Variable DIA Classified by Variable DIA
Expected  Std Dev Sum of | Expecte: st Me
Under HO | Under HO Scores| Under HO| Under HO Score

366 271729.00 267729.00 6993.22146 742.428962 366 270357.50 267729.00 6993.22147 738.681694

366 271836.50 267729.00 6993.22146 742.722678 366 270447.00 267729.00 6993.22147 738.926230

300 201675.50 2009340 4947.77197 551.023956
365 268064.50 266997.50 6986.84659 734.423288 365 266742.50 266997.50 6986.84661 730.801370
365 198909.00 200385.0 4944.38656 544.956164
365 257823.00 266997.50 6986.84659 706.364384 365 261906.00 266997.50 6986.84661 717.550685

Average scores were used for ties.

Average scores were used for ties.

Average scores were used for ties.

Kruskal-Wallis Test

Kruskal-Wallis Test Kruskal-Wallis Test

Pr>Chi-Square {41 Pr > Chi-Square [IX:{2¥]

P> ChisSquare R

Tabla 7.5: Contrastes de igualdad de medias de la variable demanda respecto de grupos de dias intrasemanales

Ademas, el test planteado unicamente sobre las clases lunes y viernes no permite rechazar la igualdad entre este tipo de

dias, lo cual nos permite considerar la nueva agrupacion sugerida.

Wilcoxon Scores (Rank Sums) for Variable CONSUMO

Classified by Variable DIA

Expected Std Dev Mean
Under HO Under HO Score

365 134757.0 133407.50 2848.79223 369.19726

0
365 132058.0 133407.50 2848.79223 361.802740

Average scores were used for ties.

Kruskal-Wallis Test

Chi-Square

Pr > Chi-Square [RReETE

Tabla 7.6: Contrastes de igualdad de medias de la variable demanda entre lunes y viernes

Finalmente, obsérvese que hemos hablado indistintamente de dias laborables e “intrasemanales” cuando algunos de
éstos, como hemos visto presentan un comportamiento completamente diferente si caen en puente o en festivo. En el
grafico de la derecha de la ilustracion (7.7) podemos ver que el nivel de una festividad es equiparable al de un domingo
(de hecho éste en si es un festivo) y el de un puente (no todo el mundo lo hace y por tanto no debe ser englobado en la

clase de los festivos) al de un sabado. De acuerdo a esta consideracion final, vamos a distinguir cuatro tipos de dias:

— Tipo I: Domingos y festivos.

— Tipo II: Sabados y puentes.
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— Tipo III: Lunes y Viernes que no sean ni festivos ni puentes.

— Tipo IV: Martes, Miércoles y Jueves que no sean ni festivos ni puentes (estos dias so6lo podrian dar lugar al

puente de la Constitucion comprendido entre los festivos 6 y 8 de Diciembre).

Para construir el histérico de demanda en condiciones normales de temperatura necesitaremos para cada mes de cada
afio del historico, algunos datos asociados a cada uno de los tipos de dia que se hayan dado en dichas condiciones.
Se puede entender entonces el riesgo que se corre al establecer como “normal” todos aquellos datos que se encuentren
en un determinado intervalo alrededor del valor de referencia (dado por la mediana de los 7 afios de datos diarios de
temperatura de los que se dispone). Si por ejemplo la temperatura maxima mediana de Febrero fuese de 13.6°C, y
considerasemos como normal todo dato que estuviese entre Q,=10.9°C y Q;=16.4°C, la mala suerte nos podria deparar
un mes de Febrero atipico en nuestro historico que presentase pocos registros en dichas condiciones y en concreto,
ninguno para alguno de los tipos de dia mas reducidos. Por ejemplo, la ausencia de festivos en Febrero simplificaria el
grupo I a los cuatro domingos pudiendo ser que ninguno de ellos registrase datos en condiciones normales.
En consecuencia, no tendriamos muestra de datos festivos en dichas condiciones para estimar cual fue la demanda que
debid esperarse un “festivo normal de Febrero de un afio concreto”. Por ello, vamos a establecer el dato de demanda
normal asociado a un tipo de dia de un mes y afio determinado como la media ponderada de todos los datos de ese
mismo mes y aflo que comparten el mismo grupo de dia. La ponderacion se establecera en funcion de la distancia entre
el dato real de temperatura maxima y la mediana que sirve de valor representativo del mes. Datos a menor distancia del
valor mediano del mes (asociados por tanto a temperaturas mas “normales”) tendran mayor peso en el calculo de la
media que datos mas alejados. El valor obtenido para cada grupo de dia como resultado de esa media ponderada es
propuesto como valor “normal” de la demanda para todos los dias del mismo tipo de ese afio y mes. Se haran algunas
correcciones a posteriori de acuerdo al conocimiento que se tiene de las propiedades que deben guardarse entre los

distintos tipos de dia:

1. Sien un mismo aflo y mes, el nivel medio del grupo III (lunes y viernes) es superior al del grupo IV (martes,

miércoles y jueves), se sustituye el valor del tercero por el del cuarto.

2. Si en un mismo afio y mes, el nivel medio del grupo I (domingos y festivos) es superior al del grupo II

(sabados y puentes), se sustituye el valor del primero por el del segundo.

No ha sido preciso corregir ninglin otro tipo de circunstancia mas dificil de presentarse como por ejemplo que el nivel
medio del grupo I o II estuviese por encima del de alguno de los otros grupos (III o IV) si bien en dicho caso, se hubiera

hecho igualmente la correspondiente modificacion de valores.

Vamos a presentar un grafico por cada uno de los tipos de meses en el que comparamos el dato de demanda asi
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construido (en rojo) con el dato original (en azul). Respecto de los meses estrictamente veraniegos, dado que los datos
no se encuentran condicionados por las variables de temperaturas, podriamos considerar que ellos mismos son los que
se presentaron en condiciones normales. Sin embargo, aplicaremos también a estos meses el método de normalizacion
del histdrico y comprobaremos que ambos datos (el real y el que supuestamente se hubiera presentado en condiciones

normales) estan muy proéximos.

No es s6lo una cuestion de consistencia con la forma de proceder para el resto de los meses, sino también como medida
de precaucion ante la existencia de alguna anomalia climatica que pudiese justificar contra todo pronostico el mayor uso
de gas durante estos periodos (un final de Septiembre muy frio que “anticipa” la llegada del invierno). A modo de
ejemplo, haremos referencia a la existencia de una ola de frio inesperada en Mayo de 2003 que se manifesto entre los
dias 6 y 7 con maximas alrededor de 13°C y minimas entorno a los 6°C (frente a los valores normales para dicho mes de
23°C y 11°C respectivamente). Como consecuencia, se produjo un incremento descomunal de la demanda en un mes en

el que el uso de la calefaccion pareceria del todo injustificado.

.

01/06/1997 16/06/1997 01/07/1997 01/07/1999 16/07/1999 01/08/1999

01/08/2001 16/08/2001 01/09/2001 01/09/2003 16/09/2003 01/10/2003

—.— DEMANDA REAL —.— DEMANDA EN CONDICIONES NORMALES DE TEMPERATURA

Hlustracion 7.8: Comparativa entre el historico real de demanda y el construido en condiciones normales de
temperatura durante los meses de verano

Para los meses asociados al resto de las estaciones del afio (de Octubre a Abril), se han tomado también distintos tipos
de meses y aflos, con la intencion de dar una idea evolutiva desde el mes que marca el comienzo del historico (Abril de

1997) hasta el Gltimo que sirve de entrada al conjunto de entrenamiento (Marzo de 2004). El resultado es:
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—4)— DEMANDAREAL —)— DEMANDA EN CONDICIONES NORMALES DE TEMPERATURA.

Hlustracion 7.9: Comparativa entre el historico real de demanda y el construido en condiciones normales de
temperatura durante los meses de invierno

A la vista de ellos, podemos hacer una serie de observaciones:

— Ladiferencia entre el dato real y el que consideramos que se presenta en condiciones normales de temperatura

es mayor que en los meses de verano. El patron estacional real tiende a perderse con frecuencia.

— Aunque parezca contradictorio, estas diferencias no son mayores en los meses mas frios (Noviembre,
Diciembre y Enero de acuerdo a la tabla (7.1)) y de hecho el patron estacional es mas facilmente identificable
en dichos meses. La razon es que al ser las bajas temperaturas un rasgo comun a todos los dias, el incremento
de la demanda sobre el supuesto nivel de normalidad es constante. Los clientes utilizan el gas todos los dias al

maximo rendimiento (efecto saturacion) de manera regular y es esa demanda regular la que se incorpora sobre
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el patron estacional caracteristico de la demanda industrial. De esta forma, la estacionalidad no se pierde.

— Uno de los meses mas inestables es Marzo por servir de transicion entre el invierno y la primavera. La
alternancia de periodos con buenas temperaturas y otros en los que se presentan repentinas olas de frio provoca

la irregularidad en el consumo doméstico con la consecuente deformacion del patron estacional.

— Como advertimos anteriormente, podemos encontrar meses mas proximos al verano que al invierno que son
sorprendidos por una drastica caida de temperaturas. El resultado salta a la vista en la primera semana del mes

de Mayo representado.

En cualquiera de los meses el patron construido es puramente estacional y respeta las condiciones impuestas de
antemano en cuanto a las relaciones que se establecen entre los dias de una misma semana (grupos I-IV). Sin embargo,
el hecho de proceder de esta manera conlleva que se produzcan saltos bruscos del nivel de la demanda al pasar del
ultimo dia de un mes al primero del siguiente. Dado que el valor de la demanda es el mismo para los dias centrales de
una semana (Martes, Miércoles y Jueves), el patron ofrece un aspecto atin menos creible si la transicion entre meses se
produce a mitad de semana (véase ilustracion (7.10)). Para mejorar esta falta de suavidad, se ha procedido de la

siguiente manera:

1. Las semanas de un mes han sido numeradas de 1 a 4 entendiéndose por una semana el periodo que empieza en
lunes y acaba en domingo. Asi, la primera semana de un mes MM (que denominaremos como S I M MM =

semana 1 del mes MM, con MMe{1,2,..,12} ) no empieza necesariamente en dia 1, sino en el primer

lunes de dicho mes. Las semanas sucesivas de dicho mes (S 2 M MM, S 3 M MM,...) se van construyendo
de manera sucesiva a partir de la primera. Obsérvese que puede ser que no exista semana cuarta (S 4 M MM)
por no poder incluir dentro del mismo mes una cuarta sucesion de siete dias en caso de que la primera semana

(S_1_M MM) hubiese empezado demasiado tarde (un dia 5 o 6 de dicho mes).

2. Definiremos ademas como semana de transicion asociada a un mes MM (ST M MM) aquella que comience
un lunes del mes MM y concluya un domingo del mes MM+1. Obsérvese que puede darse el caso de que no
exista semana de transicion en caso de que la Gltima semana del mes MM (S_4 M MM) acabe justamente en

domingo (la semana siguiente es este caso seria S I M _{MM+1}).

3. A partir de variables de este tipo ha resultado facil proceder al suavizado de los periodos de transicion entre
meses. De esta manera, dados dos meses consecutivos 4 y B (B = A+1), se ha considerado la variable

S 4 M A (oensuausenciaS 3 M A), asociada a la ultima semana completa del mes A4, y la variable
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S I M B asociada a la primera semana completa del mes B. Posteriormente se ha tomado un representante de
cada grupo de dias de cada una de estas dos semanas, por ejemplo un dia del grupo IV (martes, miércoles o
jueves que no sea puente ni festivo) de la semana S 4 M A (o, en caso de no existir ésta, S 3 M A) y otro de
ese mismo grupo de la semana S / M By se ha calculado el valor medio de ellos. Se ha procedido de la
misma forma para cada uno de los cuatro tipos de dia, obteniéndose cuatro representantes “medios” o “de
transicion” que han sido utilizados para sustituir a las semanas S 4 M 4 (0 S 3 M A),S I M By ST M A.
En caso de no existir ST M A, las semanas sustituidas por estas “semanas medias” serian S 3 M 4,5 4 M A

yS I M B.

El siguiente grafico muestra la transicion entre los meses de Septiembre y Octubre de 1998 para los datos
reales de demanda (en azul), los construidos supuesto que se dieron condiciones normales de temperatura (en
rojo) y los finalmente propuestos una vez hecho el suavizado (en negro). El salto se produce el dia 1 de
Octubre que, por estar localizado entre semana (jueves), deforma de manera significativa la estacionalidad
respecto del mismo dia de la semana anterior generando un incremento repentino, desmesurado y poco
verosimil. A través del patron suavizado no solo se solventa esta irregularidad sino que ademas se consigue

una mayor aproximacion a la curva original.

. e N T RO ——
05/09/1998 01/10/1998 5011071998 05/09/1998 01/10/1998  20/10/1998

- DEMANDA ORIGINAL ~@) EX CONDICIONES NORMALES DE TEMPERATURA ~@)- SUAVIZADO ENLAS TRANSICIONES ENTRE MESES

1lustracion 7.10: Suavizado “intramensual” del historico de demanda construido en condiciones normales de
temperatura

4. Finalmente se valora la subida (o bajada) que han supuesto los niveles de demanda de estas nuevas semanas
(entre ellas coincidentes) con respecto a aquellas a las que han sustituido. Silasemana S 4 M A (0 S 3 M A)
ha experimentado una subida del X,% ylasemana S / M Bun descenso del X,% , con vistas a que

el nivel de todas las semanas intermedias no sea el mismo y dotar de mayor suavidad aun al histérico, se ha

X
reajustado la semana S 4 M A4 (o S 3 M A) rebajando su nivel en un 7“% y la semana S I M B

incrementando su nivel en un Tb% . La semana de transicion ST M A (o en caso de no existir, S 4 M 4)
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conservara el valor medio estimado, previamente a este reajuste, como media de las semanas S 4 M A4 (o

S 3 M A)yS I M B. Elresultado de este proceso es el siguiente:

05/09/1998 01/10/1998 20/10/1998 05/09/1998 01/10/1998  20/10/1998
~)— EN CONDICIONES NORMALES DE TEMPERATUR:. —{f~ SUAVIZADO ENLAS TRANSICIONES ENTREMESES == REAJUSTE DEL SUAYIZADO

llustracion 7.11: Reajuste del suavizado “intramensual” del histérico de demanda construido en
condiciones normales de temperatura

En resumen, el procedimiento consiste en redistribuir el volumen de demanda acumulado durante la ultima semana de
un mes, la primera del siguiente y la intermedia entre ambos para dar al patrén un aspecto mas suave y menos
escalonado. Bastaria proceder de esta manera sobre cada uno de los meses de transicion para obtener el hipotético

historico en condiciones normales de temperatura (maxima).

A continuacién se muestra el resultado de aplicar esta técnica a un aflo completo, pues éste es el periodo maximo que
parece razonable para poder superponer en un mismo grafico la curva original de demanda (en azul) frente a la que
asume un valor contante para todos los dias de un mismo grupo dentro de un mes (en rojo). En un grafico posterior
establecemos la comparativa entre esta ultima y la curva de demanda que finalmente se obtiene como suavizado de ella

(en negro).
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Hlustracion 7.12: Comparativa, sobre el periodo de un aiio, entre el historico real de demanda y el construido en
condiciones normales de temperatura

Para terminar, presentamos el patron de demanda que resultaria de utilizar este método sobre el historico completo.

ANy

B A

o/

[ ' [
01/04/1997 01/04/1998 01/04/1999 01/04/2000 01/04/2001 01/04/2002 01/04/2003 01/04/2004

Hlustracion 7.13: Patron de demanda de gas supuestas unas condiciones normales de temperatura mdaxima
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Vamos a contrastar si el patron asi construido responde a las condiciones meteoroldgicas normales que estamos
asumiendo. Para ello vamos a generar a partir de este resultado y de los datos de partida, una muestra bidimensional
donde la primera componente “x” de cada par refleje la diferencia entre el dato de temperatura maxima que se ha
establecido como normal para el mes al que pertenece el dato y el de temperatura maxima real; la segunda componente

[T T

'y” serd la diferencia porcentual entre el dato real de demanda y el que forma parte de este patron. Es decir,

X (t)=Temperatura Maxima_Normal,;—Temperatura Maxima_Real(t) (7.2)

_ 100%(Demanda _Real (t)—Demanda _en _condiciones _normales _de _temperatura(t))

Y (¢
(®) Demanda _en _condiciones _normales _de _temperatura(t)

(7.3)

Si ambas componentes son positivas, podremos interpretar que cuando la temperatura real se situa por debajo del valor
tomado como normal, el valor real de la demanda estara por encima del nivel marcado por el patron. Coloquialmente
hablando podemos decir que “si hiciera mas frio de lo normal la demanda subiria por encima del patron establecido”.
En el caso en el que las dos componentes sean negativas podriamos igualmente decir que “si hiciera mas calor de lo
normal la demanda caeria por debajo del patron establecido”. En uno y otro caso es la relacion de dependencia que
cabria esperar, es decir, la l6gica conduciria a pensar que el proceso de generacion del patron ha funcionado bien si

estos pares se concentran en los cuadrantes primero y tercero del plano.

El siguiente grafico viene a confirmar este hecho. Unicamente vamos a representar los puntos asociados a los meses
comprendidos entre Noviembre y Marzo (invierno gasista) en los que la influencia de la temperatura se puede
considerar manifiesta y en los que por tanto tiene sentido medir esta relacion. Se representa con un color distinto los
pares correspondientes a cada uno de los meses, dando a entender la necesidad de evaluar de manera diferente la

relacion en cada caso, puesto que por ejemplo, el efecto de una ola de frio no es el mismo en Diciembre y en Marzo.

712,60/0 .375‘%

Ilustracion 7.14: Relacion entre el incremento de demanda y el incremento de temperatura
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Casi el 75% de los puntos (3 de cada 4) se sitian en los cuadrantes que podriamos considerar “logicos”. Ademas, para
aquéllos que caen en el primero y en el cuarto, el valor de ambas componentes es proximo a cero, circunstancia que
también juega a favor del proceso de construccion del histérico dado que parece razonable esperar que cuando la
temperatura experimente cambios muy pequefios respecto de su nivel normal, el valor de la demanda se mantenga mas
o menos constante. La siguiente tabla detalla por meses, el nimero de puntos que cae en cada uno de los cuadrantes y la

proporcion que dicha cantidad representa del total de los pares asociados a cada mes:

Table of CUADRANTE by MES

CUADRANTE

Tabla 7.7: Distribucion por mes y cuadrante del plano de los pares (incremento_temperatura, incremento_demanda)

El patron de demanda que hemos construido nos va a servir de punto de partida para las dos fases siguientes:

—  Por un lado, disponemos de un histérico en condiciones normales de temperatura con base en el cual podremos

realizar predicciones en dichas condiciones (Fase II).

—  Por otro lado, tenemos una serie de pares que reflejan el incremento porcentual que se puede esperar de la
demanda ante posibles desviaciones de los valores estandares establecidos para la variable de temperatura

(Fase III).

Antes de pasar a la segunda fase, vamos a hacer una observacion que salta a la vista a partir de la ilustracion (7.14).
Notese que, si bien la relacion entre las variables parece lineal, el estudio esta orientado al analisis de la dependencia en
situaciones extremas para las que esta linealidad se pierde segiin se intuye en la region ampliada de dicho grafico
(descensos superiores a 5°C respecto del valor normal de la temperatura). Para comprobarlo basta ajustar un modelo de
regresion lineal simple para cada uno de los meses a partir de dicho umbral climatico, el resultado del cual se muestra

en la siguiente tabla:
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01 Y=65.90-6.41*X 1.94 -1.23 0.3
02 Y=8.20+3.72*X 0.85 2.54 0.
03 Y=-5.72+5.36%X -0.51 3.60 0.
11 Y=18.77-0.22%X 0.40 -0.03 0.
12 Y=-14.39+5.58*X -0.70 1.79 0.

Tabla 7.8: Rectas de regresion ajustadas a los pares (incremento_temperatura, incremento_demanda)
para valores extremos de “incremento_temperatura”

Parece poco aconsejable el empleo de estas ecuaciones para predecir el incremento/decremento del consumo de gas
supuesto una bajada o subida de las temperaturas. Vamos a enumerar las razones que hacen mas aconsejable la

utilizacién de funciones copula a tal fin:

1. De entrada, las ecuaciones de regresion ofrecen poca fiabilidad. Para un nivel de confianza del 95%,
unicamente en 2 de los 5 casos la pendiente de la recta se puede considerar significativa y en cuanto a los

valores de los R* tampoco son representativos de un buen ajuste.

2. Estos modelos estan ajustados a muestras de datos relativamente pequeias de entre 10 y 20 datos, dado que
van asociadas a comportamientos extremos respecto de la variable de temperatura. Esta circunstancia nos
puede llevar a considerarlas poco representativas para hacer una prediccion. En su lugar, las funciones copula
actuaran, en cada mes, sobre todos los pares localizados en el primer cuadrante, es decir, sobre conjuntos de
entre 70 y 90 datos (véase tabla (7.7)). Pero ademas, las propiedades de las familias de copulas que vamos a
utilizar (HRT, las familias de valor extremo, o las ajustadas localmente por interpolacidén) van a permitir dar un
tratamiento especial a los pares situados en la ventana de riesgo sin necesidad de centrar el ajuste

exclusivamente en ella tal y como hacen los modelos de regresion.

3. Lasimetria de los intervalos de confianza asociados a las predicciones que ofrecen los modelos de regresion se
antojan poco verosimiles. Por el contrario, las copulas permitiran presentar las predicciones a través de
distribuciones asimétricas, el analisis de las cuales (de sus colas), permitira evaluar la probabilidad de que se

alcance un récord historico de demanda.

7.2.4 FASE II: Construcciéon de un modelo autorregresivo para hacer una predicciéon a medio plazo

La siguiente etapa de esta metodologia consiste en determinar la ecuacion generadora del histérico que hemos supuesto
que debid presentarse en condiciones normales de temperatura. En esta ecuacion deberan quedar reflejados sus rasgos

mas caracteristicos que son:
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— Su marcada estacionalidad semanal ya patente en los datos reales de demanda pero atin mas sefialada en el
patron que hemos construido (véase ilustracion (7.11)). Esta estacionalidad sufrira alteraciones en presencia de
dias atipicos conocidos de antemano como son las festividades y puentes que habitualmente son tratados

mediante un analisis de intervenciones.

— Su variabilidad cambiante con mayores y menores diferencias entre dias laborables y festivos en funcion del
mes del afio en el que oscilen los datos. Esta propiedad también es propia del histérico original, pero

nuevamente se acentlia ain mas en el patron debido al tratamiento mensual que hemos llevado a cabo.

— Su también destacada periodicidad anual (véase ilustracion (7.13)) que una vez identificada (variable Ciclo)
nos va permitir, como veremos, extender el horizonte de prediccion de corto a medio plazo. En este Ciclo iran
implicitos cambios de tendencia y caidas justificadas del nivel de la demanda durante periodos vacacionales

como Navidad o Agosto.

Vamos a ir incorporando en un modelo lineal de regresion cada una de estas componentes de manera secuencial.

7.2.4.1 Identificacion del patron estacional semanal

Una forma habitual de reflejar comportamientos periédicos en un modelo es incluyendo como variable explicativa el
valor retardado de la propia variable a predecir tantas unidades como longitud tenga el periodo estacional. Este tipo de
modelos en los que la propia variable actia como regresor recibe el calificativo de “autorregresivo” (AR). El mas
popular y posiblemente el mas utilizado para el tratamiento a corto plazo de series estacionales es el SAR(1)x(1); el cual

responde a la ecuacion:

(1_¢1*B)*( 1 _¢1 *Bs) Xt=€t:Xt=¢l* Xt—1+¢l* Xt—s_(l)l *¢1*Xt—s—l+€t (74)
siendo X, la serie a predecir (CONSUMO_MEDIO), B el operador retardo  B* X, =X ,_, , £el término de error y “s”
el periodo de estacionalidad (s = 7 que determina una estacionalidad semanal).

Este modelo establece la dependencia entre el dato real de una unidad temporal (dia, mes, afo, etc.), el dato real mas
reciente al que hace referencia el primer orden del modelo (ayer, el mes pasado, el afio pasado, etc.) y el dato que se
presentd hace “s” instantes de tiempo al que hace referencia el segundo orden (el mismo dia de la semana pasada, el

mismo mes del afio pasado, etc.). La estacionalidad se incorpora de manera multiplicativa sobre la tendencia de acuerdo

al resultado de los factores (1—¢,*B) y (1—® *B")
Alternativamente, se puede incorporar de manera aditiva (SAR(s) con  ¢,=...=¢,_ =0 ) conforme a la expresion

(1= xB—p*B’) X ,=€,=> X = *X,_+p*x X _ +e (71.5)
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En nuestro caso, de los dos términos explicativos Unicamente nos va a interesar contemplar aquél que modeliza
estacionalidad, dado que ésta, de acuerdo al patrén construido, se va a presentar a lo largo de las mas de 700 unidades
temporales (2 afios en dias) para las que realizaremos la prediccion. Respecto del término tendencia, debe tenerse en
cuenta que éste va mas orientado a una prediccion a corto plazo, de forma que el modelo fundamente la prediccion en el
ultimo dato (“decir para mafiana algo parecido a lo que sucedié hoy”) y utilice éste como referencia del nivel en el que
se esta moviendo y debera moverse la serie. Sin embargo, no es realista suponer que este pasado inmediato vaya a
condicionar el comportamiento diario de la demanda durante los dos proximos afios y por ello, en principio, no tiene
sentido que contemplemos dicha componente en la formula. En su lugar, incluiremos una variable Ciclo (apartado
7.2.4.3) que sirva de guia al modelo durante esos dos afios y le informe sobre los cambios de nivel que cabe esperar en
funcion del mes en el que se “mueva” la serie. Veremos que, de acuerdo a la forma en que definamos dicha variable, la
componente estacional se incorporard sobre ella de manera aditiva o multiplicativa. De momento, empezaremos

planteando una primera ecuacion para la demanda que identifique su estacionalidad:
(1_¢7*B7) X=e=>X=p,xX,_;+e, (7.6)

Otra manera de plasmar la estacionalidad en la formula es a través de (s-1) variables dummy asociadas a cada uno de los
tipos de dia (lunes, martes,...), meses (Enero, Febrero,...) o en definitiva, clases distintas, que comprendan un periodo
estacional. Estas variables son binarias y toman valor 1 para todos los datos que pertenecen a la clase que identifican.
Asi por ejemplo la variable Lunes valdra 1 en cada uno de los lunes del histérico y cero en el resto de dias. La razon por

la que se consideran (s-1) variables en lugar de “s” es por evitar efectos multicolineales derivados de que una de ellas se

pueda expresar como combinacion lineal de las restantes D (=Domingo)=1—-(L+ M +X+J+V+S) (7.7)
De acuerdo a estas variables dummy, la ecuacion del modelo seria

X,=¢,* Lunes+¢,, *Martes+ ¢, *Miercoles+¢ ,* Jueves+¢, * Viernes+ ¢y *Sabadg+e€, (7.8)

Normalmente se prefiere la utilizacion de la formula autorregresiva (7.6) dado que de acuerdo al principio de
parsimonia interesan los modelos que tengan menor nimero parametros (segun vimos en el apartado 2.5.4, el AIC,
indicador de la calidad del ajuste de un modelo, penaliza la presencia de parametros). Sin embargo en nuestro caso nos
encontramos ante un tipo de estacionalidad muy peculiar. Segin hemos construido el histoérico, la similitud no se
presenta exclusivamente entre dos dias separados por el periodo de una semana (dos lunes, dos martes, etc.) sino entre
dos dias que sean del mismo tipo (I, II, III o IV). Es decir, el comportamiento por ejemplo de un miércoles no es solo
similar al del miércoles pasado sino también al de cualquier martes, miércoles o jueves de ese mismo mes. Podriamos
por tanto considerar variables asociadas a cada uno de los tipos de dias que permitiesen reflejar este tipo caracteristico
de estacionalidad. El nimero de parametros no seria mucho mayor que en el caso autorregresivo pues se pasaria de 1 a
3 dado que, a pesar de que hay cuatro tipos de dias, uno de ellos siempre se puede obtener a partir de los restantes.

Respecto de estas variables el modelo seria:
X,=¢gp*Tipol + ¢, *Tipoll .+, * Tipolll +€, (7.9)
Pero ademas, aunque pudiera pensarse que el numero de pardmetros de la expresion (7.9) es mayor que en (7.6), esto

tampoco es realmente asi. Debe tenerse en cuenta que por definicion, estas variables estan recogiendo también el efecto

asociado a dias festivos y puentes lo cual posibilita evitar llevar a cabo un analisis de intervenciones que se traduciria en
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la inclusién de nuevas variables en el modelo. Efectivamente, si plantearamos la ecuacion (7.6), este tipo de dias
atipicos rompen la estacionalidad marcada por el pardmetro autorregresivo de orden 7 y resultaria por tanto conveniente
reflejar su influencia en la serie, lo cual incrementaria el nimero de variables y, en consecuencia, de parametros. Bien
es verdad que en este caso no seria necesario incluir demasiadas variables de intervencion. Es cierto que el efecto de
una festividad es diferente en funcion del dia de la semana en el que caiga dado que en ocasiones podra dar lugar a un
puente (martes o/y jueves) , ser un puente en si misma (lunes y viernes), o constituir una festividad de forma aislada
(miércoles). También encontraremos diferencias entre festividades de ambito local (que afectan a la comunidad) y de
ambito nacional (celebradas en todo el pais) y dentro de estas Ultimas la repercusion de algunas (1 de Enero, 25 de
Diciembre, etc.) puede ser mas fuerte que la de otras (1 de Mayo, 1 de Noviembre, etc.). Sin embargo, para el problema
a medio plazo que estamos planteando no es necesario ser tan meticuloso a la hora de cuantificar con exactitud el
impacto sobre la demanda de un festivo de acuerdo a un cruce concreto de circunstancias (1 de Enero que cae en Jueves
y origina un puente el dia 2). Esto, como veremos en el apartado 7.3.2.1, tiene mas sentido para un problema de
prediccion a corto plazo en el que el objetivo es afinar al maximo la prediccion para cualquier tipo de dia. En cambio,
en el estudio a medio plazo vamos a hacer una prediccion a partir de un historico que de entrada, hemos construido
nosotros y donde el objetivo es conocer el “pico” aproximado de demanda que puede presentarse en un dia genérico
(laborable o festivo) del periodo de dos afios que comprende el horizonte de prediccion. Por ello, para el estudio a
medio plazo, bastaria con afiadir un par de variables dicotomicas a la ecuacion (7.6), una asociada a los festivos y otra a
los puentes (dado que el efecto de ambos tipos de dias es distinto). Con su incorporacion esta ecuacion incrementaria en
dos el nimero de variables (y de parametros), cantidad con la que igualaria en complejidad al modelo de expresion (7.9)
y que implicaria que este ultimo no sufriera una mayor penalizacion en el calculo del indice AIC. Nos decantaremos
entonces por el modelo (7.9) dado que su forma de recoger la estacionalidad parece mas adecuada al historico que
hemos construido. Esta ecuacion sin ser exactamente autorregresiva (por no incluir a la propia variable X entre sus
regresores) identifica de forma correcta no solo la estacionalidad, sino la relacion de parentesco que se establece entre

dias del mismo tipo.

Una clase de modelos mas sofisticada que los autorregresivos AR (SAR en el caso estacional), son los ARMA pero que,
para un problema de prediccion a medio plazo, tampoco aportan ventajas suficientes que justifiquen su utilizacion.
El papel que desempeia en estos modelos los parametros de la parte MA, o de medias modviles (moving average), es
corregir la prediccion en funcion de los ultimos errores que ha cometido el modelo. Asi por ejemplo un ARMA(1,1) es
un clésico que en general funciona muy bien puesto que calcula la prediccion a partir del tltimo dato real (AR(1)) y del
ultimo error que cometid el modelo (MA(1)) a partir del cual se corrige (si el modelo se equivoco por defecto hard una

prediccion a la alza y viceversa):
(1-¢*B) X, =(1-0,(B))e, = X, = *X,_—0,%€,_+€, (7.10)

El orden de una y otra parte raramente es superior a 2 (o a 2*s si la serie es estacional) ya que, por ejemplo para una
serie diaria, no parece tener sentido que el valor esperado un dia dependa del dato real de hace mas de dos semanas (y
mucho menos del error que cometio entonces el modelo). Esta es la razén por la cual no son tutiles los modelos ARMA
para realizar predicciones a tan largo plazo. Obviamente el factor corrector MA solo es aplicable mientras se disponga
de un dato real del pasado al que haga referencia (orden de la parte MA) pues de otra manera no podria ser evaluado el

error que cometié el modelo. A partir del horizonte identificado por dicho orden (7 o 14) el error sera desconocido y en
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consecuencia se asumira que toma valor 0 (se espera que el modelo no se equivoque) con lo que la influencia de dicho
factor desaparece para los mas de 700 dias restantes (la parte MA es como si no existiera). Por ello, no incluiremos

términos de medias moviles en nuestro modelo.

En resumen, propondremos la ecuacion (7.9) como base para realizar una prediccion a medio plazo que tenga en cuenta

la estacionalidad. El resultado del ajuste es el siguiente:

Blle e fphen sl e CONSUMO_MEDIO ‘

Ordinary Least Squares Estimates

2554

2541483.81

24927.5582 24910.0184

Regress R-Square 0.6768 i M E =TT o] 0.6768

NOTE: No intercept term is used. R-squares are redefined.

31.54520

Variable Estimate | Standard Error | t Value

51.8410
44.1864 1.6182 27.31 <.0001
50.2330 1.2062 41.65 <.0001

Tabla 7.9: Modelo para la prediccion a medio plazo de la demanda de gas que identifica el efecto estacional

De acuerdo al valor de los t-ratios podemos concluir que las tres variables dummy son muy significativas y el valor del
R? también es representativo de la buena calidad del ajuste. En el siguiente grafico se muestra la prediccion realizada
por este primer modelo. En color azul se presenta el patrén de demanda construido a partir del historico y en rojo, la

prediccion que se obtendria teniendo en cuenta inicamente las variables estacionales.

SBERENEEENIINE

01/02/2004 01/03/2004 01/04/2004 01/05/2004

—@)- PATRON DE DEMANDA EN CONDICIONES NORMALES DE TEMPERATURA
—@)— PREDICCION BASADA EN ESTACIONALIDAD

Ilustracion 7.15: Prediccion de la demanda de gas en condiciones normales mediante un
modelo que atiende exclusivamente a la estacionalidad de la serie
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Debe observarse que todavia no estamos reflejando en el modelo la informacion asociada al nivel en el que debe
moverse la serie. En su ausencia, el patron estacional semanal se repite de acuerdo a su comportamiento mas reciente

con independencia del mes o estacion del afio que vaya alcanzando el horizonte de prediccion.

7.2.4.2 Identificacion de la variabilidad

Por construccion, la variabilidad del patron de demanda que hemos generado se mantiene constante a lo largo de todas
las semanas que pertenecen a un mismo mes de un mismo afo. Es decir, las diferencias entre dias correspondientes a
clases distintas (un miércoles frente a un sdbado, un lunes frente a un domingo, etc.) dentro de un mes comun son
idénticas y en particular valen cero cuando van referidas a miembros de una misma clase. Sin embargo esta igualdad no

tiene porqué presentarse entre semanas asociadas a meses distintos.

Cuando la varianza de la serie no es homogénea a lo largo del tiempo decimos que la serie es heterocedastica.
Es conveniente corregir este fenomeno dado que nos interesa que el término de error resultante del ajuste sea algo
impredecible y responda a las tres propiedades que caracterizan a un proceso de ruido blanco: de media cero, varianza
constante e incorrelado con su pasado. De no corregir la posible heterocedasticidad de la serie esta propiedad puede
conservarse en el proceso de error, dado que éste viene a ser a fin de cuentas lo que queda por explicar de la serie
conforme el modelo va siendo ajustado y, en consecuencia, no se cumpliria la segunda de las hipotesis de ruido blanco.
Para arreglar problemas de heterocedasticidad asociados a una serie temporal lo habitual es “aplanarla” a través de una
transformacion. En este contexto gozan de especial popularidad la familia de transformaciones de Box-Cox que

responde a la expresion:

t .
e S AT

In(X,) si A=0

El método consiste en ajustar modelos sencillos (por ejemplo. un ARMA(p, ¢) con p y g pequeiios) para una relacion de
valores de A y utilizar un criterio que permita medir la bondad del modelo respecto de esa transformacion. Las valores
que normalmente se plantean para A son 0 (logaritmo), 0.5 (raiz cuadrada) y 1 (variable sin transformar). Respecto del

criterio de evaluacion lo normal es emplear alguno de estos dos:

— Escoger aquella transformacion para la que se obtiene un minimo AIC.- este indicador (véase ecuacion
(2.6)) penaliza a los modelos con mayor niumero de parametros a la vez que favorece a aquéllos que
proporcionan un mejor error de prediccion sobre el historico. Para modelos estructuralmente iguales donde la
unica diferencia radica en la transformacion aplicada sobre la serie, la penalizacion respecto del nimero de
parametros (p+q para un ARMA(p, ¢)) es comun, con lo cual elegir el modelo de menor A/C es sinonimo de

tomar aquél que minimiza el error cuadratico medio (sobre el historico).
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— Escoger aquella transformacion que maximiza la funcién de verosimilitud.- para un mismo modelo
ARMA (p,q) se construye la funcién de verosimilitud ~ @(¢,_,¢,.0, ,0,,A) que representa la probabilidad

de que la serie transformada quede bien representada por los parametros, seleccionandose aquella

transformacion para la cual se maximiza dicha probabilidad.

El método de Box-Cox plantea modelos de diferentes 6rdenes respecto de cada una de las potencias de A propuestas y
termina seleccionando aquélla que en media proporciona mejores resultados respecto del criterio de evaluacion.
En nuestro caso, respecto del primero de los criterios, la transformacion recomendada es la raiz cuadrada segun se

muestra en la siguiente tabla:

1.0 16349.74

0.5 15920.59
0.0 16328.94

Tabla 7.10: Evaluacion del AIC para varias propuestas de transformacion de la variable demanda

El hecho de aplicar la transformacion a los datos, amortigua los cambios de variabilidad entre meses sobre el historico y
es conveniente desde el punto de vista de las propiedades asociadas al proceso de error resultante. Pero ademas estamos
interesados en que esta volatilidad cambiante esté presente en cada uno de los 24 meses para los que nos proponemos
hacer la prediccion pues obviamente ésta debe ser fiel reflejo del comportamiento historico o real de la serie. A falta de
ajustar el nivel en el que se mueve la serie a través de la variable Ciclo cuya construccion detallaremos en el apartado
siguiente, observaremos que, si la prediccion se basara unicamente en la componente estacional descrita por las
variables que hasta ahora hemos incluido, la variabilidad se mantendria constante a lo largo de todos los meses del
horizonte (véase el grafico de la izquierda en la ilustracion (7.16)) dado que no hay nada que informe al modelo de que
esta variabilidad debe cambiar. Para aportar este conocimiento vamos a generar 24 variables binarias MES TIPO,
donde MES puede ser cualquiera de los 12 del afio y T/PO serd F (festivo) si el dia es de tipo I o Il o bien L (laborable)
si es de tipo III o I'V. Si bien podrian generarse tantas variables como cruces entre tipos de meses (12) y tipos de dias (4)
aparte de que el numero de ellas seria excesivo (48) tampoco aportaria nada en cuanto a la forma de recoger la
variabilidad asociada a los meses. A fin de cuentas lo que nos interesa es identificar por meses una medida de dispersion
de los datos y esto se puede conseguir a través de variables que marquen el dia en que se dard el minimo mensual (con
seguridad un festivo) y el maximo (que se presentara un dia laborable).

La expresion del modelo que contempla estas variables es la siguiente:

MES=12

X(t)zd)SP*TlpO](t)+(;bLV*TlpOII(t)+¢MXJ*Tlp0]II(t)+ Z z wMES,TIP()*IMES,TIPO(t)+€(t) (7.12)

MES=1 TIPOE€{F L}
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A continuacion se presenta el resultado del ajuste. La variable a predecir es la raiz cuadrada de la demanda en
condiciones normales de temperatura (RCONSUMO_MEDIO). En cuanto a los nuevos “inputs” considerados (variables
explicativas MES TIPO) sefialaremos que ha sido omitida una de ellas (DICIEMBRE L = laborables de Diciembre)
dado que se puede expresar como combinacion lineal de las restantes (deben evitarse efectos multicolineales). Se puede

apreciar la significatividad de todas ellas y la mejora considerable del valor del R?.

Bl el e el RCOMSUMO_MEDIO ‘

Ordinary Least Squares Estimates

0.79577
6114.02624
Regress R-Square . 0.9870

NOTE: No intercept term is used. R-squares are redefined.

Approx
Variable Estimate | Standard Error | £t Value | Pr > |t]
DIA_MXJ 9.3372 0.0705 132.47 <.0001
DIA_SP 0.3160 0.0562 5.63 <.0001
DIA_LV 9.2397 0.0733 126.10 <.0001
ENERO_L 0.2369 0.09G65 2.45 0.0142
FEBRERO_L -0.4056 0.0962 -4.22 <.0001
MARZO_L -1.4096 0.0944 -14.94 <.0001
ABRIL_L -2.6573 0.0964 -27.58 <.0001
MAYO_L -3.5300 0.0952 -37.07 <.0001
JUNIO_L -3.9534 0.0949 -41.64 <.0001
JULIO_L -4.2259 0.0938 -45.06 <.0001
AGOSTO_L -4.4835 0.0955 -46.92 <.0001
SEPTIEMBRE_L -3.9620 0.0948 -41.81 <.0001
OCTUBRE_L -2.9829 0.0948 -31.47 <.0001
NOVIEMBRE_L -0.6972 0.0960 -7.26 <.0001
ENERO_F 8.3910 0.0940 89.31 <.0001
FEBRERO_F 8.0777 0.1090 74.14 <.0001
MARZO_F 7.1626 0.1029 69.61 <.0001
ABRIL_F 5.8288 0.0972 59.96 <.0001
MAYO_F 4.9368 0.0989 49.89 <.0001
JUNIO_F 4.4346 0.1056 42.01 <.0001
JULIO_F 4.1191 0.1065 38.68 <.0001
AGOSTO_F 3.8385 0.0975 39.39 <.0001
SEPTIEMBRE_F 4.3390 0.1065 40.74 <.0001
OCTUBRE_F 5.2218 0.1008 51.78 <.0001
NOVIEMBRE_F 7.4692 0.1001 74.65 <.0001
DICIEMBRE_F 8.2630 0.0905 ©1.35 <.0001

Tabla 7.11: Modelo para la prediccion a medio plazo de la demanda de gas que identifica el efecto
estacional y la variabilidad de la serie

Con la inclusion de estas 23 de estas variables en el modelo se consigue un doble objetivo:

— Por un lado se recoge el comportamiento ciclico anual de la serie, que no es realmente el propdsito de estas

variables, ya que no queremos que informen del “orden de magnitud” en el que la prediccion debe moverse
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sino so6lo de su “forma”. Ademas, el caracter mensual de las variables (una por mes) da un aspecto escalonado
y poco verosimil a la prediccién. Veremos cémo la inclusion de la variable Ciclo permite recoger no sélo el
patrén periodico de los datos sino extrapolarlo de manera suave (no a saltos) a un nivel acorde con aquél en el

que deberia oscilar la serie.

— El segundo, y al que si esta orientado la inclusion de estas variables, es que la variabilidad de la prediccion sea

diferente en funcion del mes del afio.

En los siguientes graficos se puede comparar el resultado de incluir o no estas variables en el modelo. Nuevamente en
color azul se presenta el patron de demanda construido a partir del histérico y en rojo, la prediccion que a partir de €l se
obtendria. En el de la izquierda se refleja una prediccion basada sdlo en la estacionalidad de la serie transformada a

través de la raiz cuadrada. En el de la derecha se contempla el efecto adicional de las variables MES TIPO.

ﬂ{‘ ummnn

T

01/04/2003 01/01/2004 01/01/2005 01/04/2006 01/04/2003 01/01/2004 01/01/2005 01/04/2006

ERTAERET Y IR RRRRIARAA Y

. PATRON DE DEMANDA EN CONDICIONES NORMALES DE TEMPERATURA . PREDICCION BASADA EN ESTACIONALIDAD Y
(APLICADA LA TRANSFORMACION RAIZ CUADRADA) VARIABLES MES_TIPO

Hlustracion 7.16: Prediccion de la demanda de gas en condiciones normales mediante un modelo que atiende a la
estacionalidad y variabilidad de la serie

Aun cuando lo que mas llama la atencién es la diferencia en lo que respecta el aspecto periddico de una y otra
prediccion, debemos insistir en el que la prediccion del grafico de la derecha estd desubicada y presenta bruscos
cambios de nivel, no es suave. Sin embargo, no olvidemos que el objetivo que perseguiamos con la inclusion de las
variables MES TIPO es una correccion de variabilidad. En ese sentido, el grafico de la derecha si refleja la distinta
variabilidad para la prediccion en funcion del mes del afio, la cual se mantiene estatica en el de la izquierda. Asi, se
puede ver por ejemplo que un mes de Abril (acotado por las referencias superiores del eje vertical) tiene un rango de
variacion que son 4/5 partes del correspondiente a un mes de Agosto (acotado por las referencias inferiores). Queremos
reincidir también en el aspecto escalonado de la prediccion, acentuado como hemos dicho en los meses que sirven de
transicion del invierno al verano (Marzo/Abril), o en otras palabras, del frio al calor, y viceversa (Octubre/Noviembre).

Son meses que separan dos niveles de demanda claramente diferenciados: uno asociado al invierno gasista, que
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comienza con el arranque de las calefacciones en la primera semana de Noviembre y termina con el comienzo de la
primavera en la ultima semana de Marzo y otro asociado al resto del afio que, salvo excepciones puntuales (olas de frio
en Abril u Octubre y de manera excepcional en Mayo o Septiembre) es independiente de la climatologia. Es ésta la
razén que justifica el hecho de que la magnitud del salto sea mayor durante estas transiciones y también que inicamente
hayamos tenido en cuenta el periodo Noviembre-Marzo para representar los pares de puntos que permitiran analizar la

relacion demanda-temperatura (véase ilustracion (7.14)).

A raiz de esta observacion, podremos encontrar problemas si planteamos la prediccion desde cualquiera de estos dos
meses. La presencia del escalén no hace facil conseguir suavidad entre los datos reales de Marzo y las predicciones
realizadas para Abril. Como veremos en el apartado siguiente, si se marca por ejemplo el dia 31 de Marzo de 2006
como horizonte final, puede ser recomendable anticiparse un mes (desde el 1 de Marzo) o esperarse al siguiente (desde

el 1 de Mayo) para realizar las predicciones diarias a dos afios (25 0 23 meses respectivamente).

7.2.4.3 ILdentificacion del ciclo anual de la serie

Ahora que disponemos de una prediccion que presenta las dos estacionalidades mas caracteristicas de una serie de
demanda, la semanal, generada por el efecto del calendario y cuya oscilacion se amplifica o disminuye en funcion del
mes del afio, y la anual, que si bien presenta un aspecto algo abrupto, da respuesta a la influencia bésica de las
temperaturas (frio o calor) en las distintas estaciones (invierno o verano), el ultimo paso consiste en nivelar dicha

prediccion, esto es, determinar el nivel en el que ésta deberd moverse.

Mediante técnicas de suavizado de curvas vamos a ser capaces de identificar un comportamiento basico anual

subyacente bajo el historico construido, el cual, de acuerdo a la terminologia empleada en la teoria de la sefial, vendra

1

. . . . . 1
dado por una curva de baja frecuencia o equivalentemente largo periodo (  w= frecuencia= W— T ).

Esta curva, que pasaremos a denominar Ciclo, ademas de determinar el nivel medio alrededor del cual se distribuyen los
datos, nos va a permitir recoger la periodicidad anual histérica de la serie de una manera suave, sin cambios bruscos de
comportamiento. Si conseguimos que su extrapolacion mantenga también esta suavidad, la variable Ciclo podra
participar en la expresion (7.12) como una variable explicativa mas, informando al modelo de la base sobre la que
deberan actuar las variables que reflejan la estacionalidad semanal y la variabilidad cambiante por meses. Para ser
exactos, dado que la variable a predecir en el modelo es la raiz cuadrada de la demanda esperada en condiciones
normales de temperatura, sera también la raiz cuadrada de la variable Ciclo (Rciclo) la que finalmente sea incluida en el
modelo. Con ella, el modelo quedara planteado de la siguiente manera:
MES=12

X (t)=¢5P*TiI70] (l)+4)w* Tip‘)[](l)+¢.MXJ* TipOHI(t)+ Z Z W yves, 11p0* IMES.TIPO(I)+wCICLO*V’(Ciclo(t))+€ (t) (713)

MES=1 TIPOE{ F,L}

El conocimiento de todos los términos que participan en la expresion anterior (calendario y Ciclo) permitira que ésta sea

utilizada para predecir el valor de la demanda en condiciones normales de temperatura.

Las dos metodologias que vamos a ver para extraer este patron basico se fundamentan en conseguir expresar el historico
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de demanda construido en condiciones normales de temperatura, como una combinacion lineal de los miembros de una
base ortonormal compuesta por funciones suavizadoras, siendo dos las alternativas que para ello planteamos: las
wavelets y los splines. A través de unas y otras se puede conseguir una aproximacion suficientemente suave de la serie
que refleje el comportamiento periddico anual de los datos y que pasaremos a definir como la variable Ciclo que
participara en el modelo (7.13). La extrapolacion de dicha variable puede ser llevada a cabo de dos maneras diferentes

con independencia de la funcion suavizadora que a tal fin se utilice:

— Una primera forma de llevar a cabo la extrapolacion de la componente Ciclo ajustada al historico, es a través
de un modelo sencillo que refleje exclusivamente la estacionalidad y tendencia de esta variable. Previamente a
la aplicacion de este modelo sera preciso, obviamente, detectar el comportamiento de baja frecuencia. Para ello
emplearemos una de las clases de funciones suavizadoras, por ejemplo, las wavelets. De ellas, asi como de sus
posibilidades para descomponer una sefial como suma de procesos que se mueven a distintas frecuencias, se

ofrece una breve descripcion en el Anexo X.

— Otra forma alternativa de predecir el Ciclo es mediante el uso de las propias funciones suavizadoras como
variables independientes de un modelo de regresion convenientemente extrapoladas. En esta ocasion sera la
estimacion realizada por el propio modelo la que se utilice como variable Ciclo tanto a pasado (sobre el
historico) como a futuro (para el horizonte de dos afios al que se plantea el estudio). Es decir, no es necesario
dar un primer paso en el que se extraiga la componente de baja frecuencia y un segundo en el que se lleve a
cabo su prediccion a partir de otra ecuacion diferente, sino que la deteccion del Ciclo y su extrapolacion tienen
lugar en una misma etapa. Segun hemos dicho valdrian tanto las funciones wavelets como los splines como
regresores del modelo que realiza la estimacion y prediccion del Ciclo. En este caso nos decantaremos por el

uso de los splines, de cuya teoria se ofrece otra breve descripcion en el Anexo XI.

7.2.4.3.1 Generacion de la variable Ciclo a partir de wavelets

Las funciones wavelets van a permitir expresar la serie de demanda como suma de otras que miden sus variaciones a
diferentes escalas o niveles de resolucion: dia, semana, afio, etc. Este proceso de descomposicion recibe el nombre de
analisis multirresolucion de la sefial o MRA (véase Anexo X), siendo necesaria la especificacion de la familia o base
de funciones wavelets como combinacion lineal de las cuales vamos a expresar nuestra serie. Seran las propiedades de

esta ultima las que condicionen la seleccion de una familia u otra.

La primera de las propiedades a contemplar es la continuidad de la componente Ciclo. Esta propiedad lleva a descartar
de entrada la wavelet de Haar dada la forma escalonada (a saltos) que caracteriza a las componentes que resultarian de
realizar el analisis con este tipo de wavelets. En su lugar deben seleccionarse familias mas suaves, viniendo

determinado el grado de suavidad por el nimero de derivadas que estas funciones admiten.

En segundo lugar, de acuerdo a las caracteristicas periédicas del estudio, una buena eleccion podria ser la clase
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symmlet. Dentro de esta familia es necesario ademas especificar la amplitud del soporte de la wavelet (4, 6, 8....,20,...)
que viene a determinar el grado de suavidad del ajuste. Dado que con la curva Ciclo no tratamos de recoger
caracteristicas locales del historico a un nivel de detalle maximo, nos van a interesar wavelets amplias puesto que la

suavidad de estas funciones crecen de acuerdo a la amplitud de su soporte.

A continuacion, se detalla el MRA llevado a cabo a través de symmlets de amplitud 6, 8, 10 y 12, es decir, de miembros

de las clases symmlet6, symmletS, symmlet](y symmlet]2 respectivamente.
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Ilustracion 7.17: MRA del histérico de demanda en condiciones normales de temperatura llevado a cabo mediante
symmlets de distintas amplitudes

A través de cada tipo de wavelet la serie original ha sido descompuesta en un total de 7 sefiales o niveles, cantidad que
puede ser modificada pero que ha sido suficiente para la deteccion de la componente Ciclo que buscamos. Se presenta
en cada caso la componente mas suave (Ss) y el agregado que resulta de sumar ésta con una (Ds) o dos (Ds 'y Ds) de las
componentes siguientes de mas baja frecuencia. La principal desventaja de la symmlet de amplitud 6 es el claro
problema de ajuste que presenta en la frontera desde la cual se plantearia la prediccion (obsérvese la irregularidad que
se presenta en las fechas del histdrico mas cercanas al 31 de Marzo de 2004). Por otra parte las componentes obtenidas
como resultado de los analisis asociados a symmlets de amplitudes grandes (10 y12) no presentan grandes diferencias
que hagan esperar mejoras sustanciales respecto de los resultados que se obtienen para el MRA llevado a cabo con una
symmlet8. Es por ello que ha sido esta familia de wavelets la que finalmente se ha utilizado para descomponer nuestra

serie, siendo el resultado el siguiente:

Aplicacion prdctica: Prediccion de la demanda de gas natural - 155 -



[
\/k \J b\ﬂb
NNV
i w\j\f\f h

So+Do+D5+D4+D3+1D2 | |

010471997 10352004 dl/D4}’1997 31/03/2004
NARA cors syrrerreict8

Ilustracion 7.18: MRA a 7 niveles de resolucion llevado a cabo con symmlets8
sobre el historico de demanda en condiciones normales de temperatura

En el grafico anterior se presentan en la columna de la izquierda cada una de las componentes resultantes del analisis
multirresolucion en orden creciente de frecuencias (desde Ss hasta D,). La sefial mas suave Ss, caracteriza el
comportamiento ciclico anual de la serie y las seis restantes, Ds-D; recogen oscilaciones asociadas a periodos cada vez
mas cortos o frecuentes, es decir, correcciones cada vez mas detalladas a la curva suave establecida por Ss. La columna
de la derecha muestra el resultado de ir sumando todas las sefiales de frecuencia mas baja a una dada. En el caso

extremo se obtiene la serie de partida como suma de todas ellas.

De todas las sefiales acumuladas s6lo las mas suaves van a servir a nuestros propdsitos. Recordemos que nuestro
objetivo es incluir una variable en la ecuacion (7.12) que convenientemente extrapolada permita identificar el nivel en
el que se movera la serie en el futuro y sobre el que se va a incorporar la estacionalidad y variabilidad cambiante por
meses recogida por los otros regresores de la ecuacion. Es ésta la razon por la que la variable Ciclo debe ser suave, para

limitarse a recoger la periodicidad anual y no otros efectos redundantes que ya puedan estar aportando otros miembros

de la formula.
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A la vista del gréafico anterior, se propone utilizar como Ciclo la componente Ss 0 a lo sumo la adicién de S5 y Dsya que
los acumulados posteriores empiezan a presentar irregularidades que no son comunes a todos los afios. Por ejemplo, la
adicion de la componente D; acentua demasiado un “extrafio” abombamiento en Abril de 2002 (que empieza a
contemplarse a raiz de la inclusiéon de Ds), y aporta pequefias caidas asociadas a los periodos navidefios de los afios
1999-2000 y 2003-2004. Con la incorporacion de la sefial de detalle D, se incrementan atin mas estas deformaciones y

ya con la sefal D; la curva se vuelve demasiado irregular para plantearse su posible extrapolacion con fines predictivos.

En cualquier caso, para extender el Ciclo generado (Ss o Ss + Ds) a un horizonte de dos afios y que asi pueda ser

utilizado por (7.13) como variable explicativa, vamos a ajustar a dicha variable el siguiente modelo:

V**Ciclo,=(1-B’*)* Ciclo,=p +¢€,= Ciclo,=Ciclo,_+u+e, (7.14)

En éste, el operador diferencia 'V permite controlar la periodicidad anual de la curva y p es el tnico pardametro a
estimar el cual controla el nivel en el que se mueve la serie. Una vez que dispongamos de la variable Ciclo ajustada al
historico de demanda y de su comportamiento futuro para los dos proximos afios dado por (7.14), la ecuacion (7.13)

podra ser utilizada para realizar predicciones para los dos proximos afios en condiciones normales de temperatura.

En los graficos que a continuacién se presentan se marca con una referencia vertical el ultimo dia del conjunto de
entrenamiento (31 de Marzo de 2004) y desde el cual se lanza la prediccion a dos aflos. Se presentan los dos ultimos
afios del historico construido en condiciones normales de temperatura (en azul). Este es utilizado para la construccion
de la variable Ciclo (en rojo) que puede ser Ss o bien la suma de ésta con una o varias sefiales de detalle (D).
Dicho Ciclo es extrapolado a futuro (en rosa) mediante la ecuacion (7.14). Finalmente, el Ciclo y su prediccion
proporcionada por (7.14) generan a través de (7.13) una prediccion definitiva que se supone también en condiciones
normales de temperatura (en celeste). El primero de los graficos utiliza como variable Ciclo la componente S.
Se han marcado con un circulo los principales problemas que aporta esta prediccion. Llama fundamentalmente la
atencion las dos grandes discontinuidades asociadas a las transiciones entre los meses de Marzo y Abril. Esto es
consecuencia de que la curva Ss no consigue recoger bien la tendencia descendente del patréon en dicho periodo.
También se ha marcado el apuntamiento invernal que recoge la curva en 2003 y que no se repite al aflo siguiente. Estas

observaciones no parecen aconsejar el uso de esta curva como regresor en la ecuacion (7.13).

T I T T | T
01/04/2002 01/04/2003 31/03/2004 31/03/2005 31/03/2006
4.7 PATRON DE DEMANIDA EN CONDICIONES NORMALES DE TERMPERATLIRA
—.— VARIABLE CICLO CONSTRIUIDA A PARTIR DE LA SERATL STITATVE S6

—@l) PREDICCION DE LA VARLABLE 'CICLO' BASADA EN UN 3651+ 1
PREDICCION BASADA EN ESTACIONALIDAD, VARIABLES "MES_TIPO" ¥ VARIABLE "CICLO"

Hlustracion 7.19: Prediccion de la demanda de gas en condiciones normales mediante un modelo 1 que atiende a la
estacionalidad semanal, variabilidad, tendencia y periodicidad anual de la serie identificada mediante wavelets
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El siguiente grafico utiliza como variable Ciclo la suma de S5y Ds. Si bien la longitud del salto entre el patrén real y el
predicho es menor y la curva se ajusta mejor al histérico, sigue siendo notoria la falta de continuidad. Se empieza a
sospechar las dificultades que pueden surgir para conseguir suavidad en dicho periodo dado el brusco escalén que, aun

a pesar del suavizado del historico, se presenta entre dicho meses segun sefialadbamos en el grafico (7.16).
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Hlustracion 7.20: Prediccion de la demanda de gas en condiciones normales mediante un modelo 2 que atiende a la
estacionalidad semanal, variabilidad, tendencia y periodicidad anual de la serie identificada mediante wavelets

Una tltima tentativa con la variable que resulta de sumar las componentes S5, Ds y D5 consigue que la discontinuidad
Marzo-Abril sea aun menor. Sin embargo comienzan a aparecer ciertas deformaciones que, si bien pueden estar
justificadas por la influencia de la caida de la demanda durante el periodo de Navidad, anticipan para mayores niveles

de acumulacién, un grado de irregularidad poco deseable pensando en su extrapolacion a futuro.

T I T T I T
D1/5049/2002 D104 200=3 I1FO0ZF/ 2004 FALAO32005 3150352006
—Mi— FATRON DE DEMAMNDA EMN COMNDICIOMES MNORMALES DE TEMPERATURA
—dl VARIABLE CICLO CONSTRUIDA A PARTIR DE LA SENAL SUAVES6+D6+DS
—@l) - PREDICCION DE LA VARIABLE 'CICLO' BASADA EN UN 3651+
PREDICCION BASADA EN ESTACIONALIDAD, VARLIABLES "MES_ TIPO" ¥ VARIABLE "CICLO"

llustracion 7.21: Prediccion de la demanda de gas en condiciones normales mediante un modelo 3 que atiende a la
estacionalidad semanal, variabilidad, tendencia y periodicidad anual de la serie identificada mediante wavelets
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Dadas las dificultades que surgen para ajustar completamente el solape entre dato real y predicho y que la causa parece
venir inducida por el cambio brusco que se produce del invierno a la primavera, una solucion alternativa es ajustar el
Ciclo hasta un periodo de transicion menos conflictivo como es Febrero-Marzo y plantear su extrapolacion mediante
(7.14) desde ese instante. La curva extrapolada sera finalmente utilizada para realizar la prediccion final del patron en
condiciones normales de temperatura a través de (7.13). El nuevo resultado hace imperceptible la diferenciacion entre
pasado y futuro y ademas no presenta irregularidades dificiles de justificar. A lo tnico que estariamos obligados es a
hacer la prediccion a 25 meses (en vez de 24) pero esto no parece ser un grave problema dado el largo horizonte que de

entrada ya nos venimos planteando.
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Hlustracion 7.22: Prediccion de la demanda de gas en condiciones normales mediante un modelo 4 que atiende a la
estacionalidad semanal, variabilidad, tendencia y periodicidad anual de la serie identificada mediante wavelets

Asi, esta seria una posible propuesta de prediccion diaria en condiciones normales de temperatura para los dos proximos
afios utilizando el método de descomposicion basado en wavelets. Veremos en el apartado 7.2.4.3.3 una correccion del

mismo motivada por la necesidad de alcanzar mejores predicciones fuera de muestra.

7.2.4.3.2 Generacion de la variable Ciclo a partir de splines de regresion

De igual manera que hemos expresado el histérico de demanda en condiciones normales de temperatura como una
combinacion de funciones wavelets a través de un analisis multirresoluciéon (o0 MRA), vamos a expresar ese mismo
histérico en funcion de otra clase de funciones suavizadoras denominadas splines mediante un modelo de regresion
lineal. La estimacion de los parametros asociados a cada una de estas funciones permite la expresion de la demanda
como combinacion lineal de ellas y, a través de la ecuacion resultante, predecir su comportamiento futuro.
A tal fin utilizaremos splines cubicos, que son polinomios de grado 3 y de clase C'. Con el fin de que estas funciones
no tengan una finalidad puramente suavizadora sino que sirvan ademas para reflejar la estacionalidad anual del historico
(pues buscamos un patron ciclico), vamos a considerar un subespacio del espacio de los splines en el que esta

periodicidad quede puesta de manifiesto (véase Anexo XI).
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Sea SP={S€C1 Lq S(t)=S(t+365)’S|[t,,1+365*k,t,+1+365*k]elR}[t] Vie{l2, ...n} keN} (7.15)

El subespacio S, define el conjunto de las funciones de clase C' (continuas y diferenciables) de periodo 365 (dias)

ey
t

y definidas como polinomios cubicos en la variable

por [t,_,+365xk, ¢, ,+365%k]

sobre intervalos centrados en un instante de tiempo f; dados

Los instantes  #,f, ¢, ,f, determinan el nimero de trozos en que se divide el periodo de un afio. Cuanto mayor sea
este nimero, menor serd la longitud de cada uno de los intervalos y por tanto la funcion se ajustara de forma local a un
conjunto de puntos cada vez mas reducido, proporcionando una curva sobreajustada que no resultaria conveniente para
ser extrapolada. Por el caracter mensual del que estamos dotando al estudio, una primera alternativa seria por ejemplo
dividir cada afio en un total de 12 trozos (uno por mes), cantidad que en principio, no parece antojarse demasiado
grande. Para expresar la demanda como combinacion lineal de elementos de S, bastaria considerar una base de
dicho espacio dada por una relacion de funciones @ /s (véase Anexo XI) que actuaran como variables independientes
de un modelo de regresion (de ahi su denominacion de splines de regresion) en el que la variable de respuesta es la

demanda en condiciones normales de temperatura:

MES=12 MES=12
X(t)= Z aO,MES*¢MES(t)+ Z bo,MES*WMEs(t)+€(t) (7.16)
MES=1 MES=1

Obsérvese que resulta facil utilizar los propios splines para predecir a través de esta ecuacion dado que su valor a futuro
es el mismo que a pasado, es decir, el comportamiento de los splines para los dos proximos afios es conocido y por ello
no es preciso predecirlo. La estimacion proporcionada por este modelo, X (¢) , nos dara tanto el Ciclo anual de
comportamiento sobre el histérico como el valor esperado en el futuro para el mismo. Para su obtencion basta aplicar el
método de minimos cuadrados y realizar a través de €l la estimacion de los coeficientes de (7.16). El siguiente grafico

muestra el resultado del ajuste (en rojo) que en si constituye un suavizado del historico (en azul).
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Tlustracion 7.23: Suavizado del historico de demanda en condiciones normales de
temperatura mediante splines ciibicos de regresion
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En esta ocasion, de forma opuesta al método de ajuste anterior en el que se utilizaban las wavelets como funciones
suavizadoras, no se utiliza la expresion (7.16) para detectar el Ciclo sobre los datos historicos (como haciamos a través
del MRA) y otro modelo distinto (tipo (7.14)) para llevar a cabo la extrapolacion al futuro del mismo, sino que es el
propio modelo el que detecta el comportamiento de baja frecuencia y a partir de ¢l plantea directamente la prediccion.
Un primera apreciacion a la vista del grafico anterior es que el modelo ajustado no estd consiguiendo capturar el
incremento de consumo que va teniendo lugar de un afio a otro. Sin embargo solventar esta carencia resulta sencillo
dado que basta incluir en la ecuacion anterior una variable que modelice tendencia (una recta dada por ejemplo por la
propia variable “¢”, que determina la fecha a la que va referida el dato historico) para que dicho efecto incremental sea

tenido en cuenta.

MES=12 MES=12
X(t):(l)*f+ Z aO,MES*d)MES(t)-i_ z bO,MES*wMES(t)-I-E(t) (717)
MES=1 MES=1

A continuacion se muestra el resultado asociado a este nuevo modelo:

! J ! ! ! ! ! ! |: ! I
1/0451997 017042004 01,/042006

!

- PATRON DE DEMANDA EN ¢ ONDICIONES NORMALES DE TEMPERATURA

- VARIABLE "CICLO" CONSTRUIDA MEDIANTE SPLINES DE REGRESION

Ilustracion 7.24: Suavizado del historico de demanda en condiciones normales de temperatura
mediante splines cubicos de regresion teniendo en cuenta la tendencia del historico

Aunque la mejora es sustancial con respecto al modelo anterior, la curva parece seguir sin adaptarse bien al historico de
datos sobre todo en lo que se refiere a las cotas anuales presentadas en el periodo invernal y durante los meses
puramente vacacionales como son Julio y, sobre todo, Agosto. Obviamente, dado que nuestro estudio esté orientado a la
estimacion del valor maximo diario que se puede esperar para la demanda durante los dos proximos afios, debemos

hacer todo lo posible por conseguir mejorar el resultado de este ajuste.

La consideracion de otros 24 regresores adicionales que sean el producto de cada uno de los ya incluidos por una
variable que refleje tendencia (nuevamente la propia variable “t”) permitira que la variabilidad de los splines cambie
con el tiempo, consiguiendo ademas, dado que cada uno de los splines va referido a un mes concreto, reflejar que el
crecimiento de la demanda de un mes a otro no sea igual para todos los meses del afo. La inclusion de estas variables
permitira la salida de la variable “¢” de la ecuacion (7.17) puesto que la informacidén que esta ultima aporta viene ya

recogida por ellas.
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Asi, de acuerdo a los nuevos regresores, el modelo quedaria planteado de la siguiente manera:

12 12 12 12
X(t)= Z ao,MES*¢MEs(t)+ Z bo,MEs*WMES(t)"‘ Z al,MES*¢MES(t)*t+ Z bl,MES*WMES(t)*t+E(t) (7.18)

MES=1 MES=1 MES =1 MES =1

Conforme a esta expresion, el resultado del ajuste y de la consiguiente extrapolacion seria la que ahora presentamos:

M
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Hlustracion 7.25: Suavizado del historico de demanda en condiciones normales de temperatura
mediante splines cuibicos de regresion teniendo en cuenta la tendencia y variabilidad del histérico

Visualmente el ajuste resulta mucho mas satisfactorio pues la curva parece moverse en sintonia con el histdrico.
Una ultima apreciacion que podriamos hacer se refiere al grado de suavidad del ajuste. Aun cuando hemos considerado
logico realizar la particion anual en periodos de 12 meses, tal vez no resulte conveniente extrapolar ciertas
irregularidades observadas en el grafico anterior como son los agudos picos observados durante los meses invernales y
veraniegos derivados de las caidas de demanda producidas durante los periodos vacacionales de Navidad y Agosto o los
sutiles abombamientos que se presentan en los meses de Abril. Debemos tener en cuenta que, conforme a la definicion

multiplicativa de los splines que intervienen en (7.18) estos “defectos” creceran en magnitud de un afio a otro.

Cuando llevabamos a cabo el analisis mediante funciones wavelets (MRA), estas anomalias comenzaban a aparecer a
partir de la inclusion de la componente D;s en la definicion de la variable Ciclo (véanse las ilustraciones (7.18) y (7.21)),
bastando omitir la presencia de esta componente en dicha definicion para dejarla asi planteada unicamente como la
adicion de S5 y Ds. En el caso que nos ocupa la forma de conseguir un mayor grado de suavidad consiste en reducir el
numero de trozos en la particion realizada sobre cada uno de los afios. Las siguientes ecuaciones definen dos nuevos

modelos asociados a una particion bimestral y trimestral respectivamente.

6

3 3 5
X(t)= z aO,BIM*¢BIM(t)+ z bO,B[M*wBIM(t)+ z al,BIM*¢BIM(t)*t+ z b1,31M*WBIM(t)*t+E(t) (7.19)

BIM =1 BIM =1 BIM =1 BIM =1

4 4 4 4
X(t)z z aO,TRI;M*¢MES(t)+ Z bO,TRIM*"IjTRIM(t)Jr z aI.TRIM*d)TRIM(I)*tJr Z bl,TRIM*(I}TRIM(t)*t+€(t) (7'20)

TRIM=1 TRIM =1 TRIM =1 TRIM =1
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Los graficos presentados muestran el resultado de aplicar dichos modelos sobre estas particiones de tamaiio 6 y 4.
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Ilustracion 7.26: Suavizados del historico de demanda en condiciones normales de temperatura mediante splines
cutbicos de regresion teniendo en cuenta la tendencia y variabilidad del histérico

En el primero de los graficos desaparecen por completo dos de las irregularidades a las que haciamos referencia
(vacaciones de Navidad y abultamiento en el mes de Abril) pero es en el segundo cuando se consiguen suavizar por
completo las tres (vacaciones de Agosto). De esta manera tendriamos otra candidata diferente a participar en el modelo
(7.13) como variable Ciclo, a la obtenida a través del ajuste mediante wavelets. Esta constituira otro posible soporte
sobre el que “montar” las otras componentes reflejadas en dicho modelo, permitiendo en su conjunto, realizar la
prediccion diaria a dos afios vista. Nuevamente se presentan los dos ultimos afos del histérico construido en
condiciones normales de temperatura (en azul), la variable Ciclo sobre el historico (en rojo) y su extrapolaciéon a futuro
(en rosa) generadas ambas por el modelo (7.20) y finalmente la prediccion (en celeste) realizada por la ecuacion (7.13)

una vez conocidos todos sus integrantes.
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Hlustracion 7.27: Prediccion de la demanda de gas en condiciones normales mediante un modelo 5 que atiende a la
estacionalidad semanal, variabilidad, tendencia y periodicidad anual de la serie identificada mediante splines
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7.2.4.3.3 Comparativa entre los métodos planteados para la generacién de la variable Ciclo

De acuerdo a lo expuesto en los dos apartados anteriores podemos enumerar una seric de aspectos que juegan

claramente a favor del ajuste llevado a cabo mediante la segunda de las técnicas propuestas:

— La solucién al problema se plantea en una tinica etapa: ¢l ajuste y la extrapolacion a futuro se lleva a cabo a
partir de una tUnica ecuacion (expresion (7.20)). El ajuste mediante wavelets necesita realizar un analisis
multirresolucion previo (MRA) en funcion de una familia de wavelets, a determinar, para la obtencion de una

curva que es posteriormente extrapolada mediante un modelo autorregresivo (expresion (7.14)).

— El grado de suavizado de la curva depende de un tinico parametro que es la dimension de la particiéon anual.
En el ajuste mediante wavelets existen demasiados elementos que controlan este factor: las propiedades de la
wavelet seleccionada (continua o discreta, simetria, amplitud, etc.), el nimero de niveles a obtener a través del

MRA vy la determinacion del nimero de niveles como suma de los cuales se genera la variable Ciclo.

— El modelo puede ser aplicado en cualquier momento del tiempo para aprovechar al maximo toda la
informacion histérica disponible. El ajuste mediante wavelets puede presentar problemas de ajuste en las
fronteras del historico, es decir, en los primeros y ultimos datos del historico y en consecuencia, no deberia
realizarse la prediccion a partir de estos ltimos. De hecho, a diferencia del tratamiento llevado a cabo con
splines, con las wavelets hemos tenido la necesidad de realizar la prediccion a partir del dia 1 de Marzo de

2004 y no desde el 1 de Abril de ese mismo afio.

De manera adicional a todas estas ventajas existe un aspecto fundamental a tener en cuenta que es la calidad de las
predicciones que han sido obtenidas por uno y otro método. Se ha establecido la siguiente formula de error para validar
la calidad de las predicciones de uno y otro modelo tanto sobre el histérico como a futuro.

Demanda _real (t)— Prediccion (t)|
U (7.21)
Prediccion(t) |

Error(t)=100

Sobre el historico, parece 16gico que el resultado conseguido mediante wavelets sea mejor dado que la curva se puede
ajustar de manera particular a cada uno de los afios del histérico, mientras que la obtenida mediante splines es una
funcién periddica que responde a la misma forma en todos ellos, con la unica diferencia de ver amplificada su
variabilidad en el paso de un afio a otro. Hemos comparado las predicciones que proporciona el patron dentro y fuera de
muestra con los datos reales, para aquellos dias cuya diferencia de temperatura con respecto al patréon estandar no
supere los 3°C. Es decir, hemos supuesto como datos normales de demanda (no influenciados por la temperatura)
aquéllos que se presentaron en dias en los que las temperaturas maximas reales no se desviaron mas de 3°C del valor

mediano mensual estimado en funcidn del historico. Hemos considerado como referencia esta diferencia de 3°C por ser
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el numero aproximado de grados que separa al valor mediano de la temperatura mensual de los valores térmicos
asociados al primer y tercer cuartil (véase tabla (7.1)). Es decir, tomaremos como temperaturas normales el 50% de los

datos de temperatura mas centrados respecto a la mediana (porcentaje comprendido entre Q, y Q).

De acuerdo a esta consideracion, la diferencia obtenida entre el error medio para uno y otro modelo y a un horizonte de
1 dia in-sampling, esta alrededor de un 1.5% a favor del modelo ajustado mediante wavelets (de un 4% frente a un 5.5%
para el modelo basado en splines). Sin embargo, para predicciones fuera de muestra (out-of-sampling) la balanza se
inclina claramente a favor del segundo de los métodos de ajuste. La prediccion en condiciones normales de temperatura
que genera el modelo que utiliza los wavelets no captura bien la tendencia creciente de los datos pues no se adapta bien
a las cotas maximas de los inviernos. Por ello se ha reforzado el efecto tendencia de la curva ajustada mediante wavelets
incluyendo un término autorregresivo de orden 1 en la ecuacion (7.14) que de esta forma ha quedado planteada de la

siguiente manera:
(1= B**)*(1=¢p,* B) Ciclo,= u+e€,= Ciclo,=Ciclo, s+ Ciclo,_,—¢,*Ciclo,_+u+e, (1.22)

Los resultados obtenidos por la combinacién de modelos (7.22)-(7.13) mejoran durante el periodo invernal los
conseguidos por la combinacion (7.14)-(7.13) pero empeoran durante el periodo estival. Esto podria no ser un problema
dado que nuestro estudio busca la obtencion de buenas predicciones durante los meses comprendidos entre Noviembre

y Marzo. El siguiente grafico establece la comparativa entre ellos, pudiendo apreciarse este ligero crecimiento.
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Ilustracion 7.28: Comparativa entre las predicciones a medio plazo llevadas a cabo por dos modelos basados en la
deteccion del comportamiento ciclico de la serie mediante funciones wavelets

Sin embargo, las predicciones que para los meses de invierno proporciona (7.22) - (7.13) tampoco han llegado a
alcanzar la calidad conseguida mediante el modelo que emplea la curva ajustada por splines (7.20) - (7.13). Los errores

medios y medianos de prediccion para cada uno de los tres modelos se presentan en la siguiente tabla:
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ANYO | MES | MEDIA_W1  MEDIA_ W2 MEDIA_SP MEDIANA_W1 | MEDIANA_W2 MEDIANA_SP

2004 4 19.67 18.84 19.15 19.88 19.45 20.25
2004 5 5.18 3.27 5.68 4.65 2.39 4.37
2004 6 570 8.26 4.00 570 8.06 3.71
2004 7 9.74 12.66 4.19 9.96 12.76 4.51
2004 B8 9.09 12.62 5.24 8.17 12.19 5.49
2004 9 9.18 12.35 4.78 10.28 13.27 4.65
2004 10 8.86 8.93 8.69 7.69 7.77 8.01
2004 11 9.02 8.45 7.90 7.35 7.91 7.12
2004 12 6.76 5.65 5092 6.33 5.48 5.70
2005 1 18.12 16.36 14.16 19.10 17.42 14.08
2005 2 18.05 16.10 12.42 16.37 14.41 10.82
2005 3 16.63 15.96 14.74 14.22 13.35 11.36
2005 4 11.12 10.85 11.54 12.05 7.93 12.00
2005 5 11.93 16.90 9.01 8.36 14.51 3.09
2005 6 11.89 17.70 2.68 11.44 17.19 2.49
2005 7 17.33 23.62 4.36 16.26 23.06 3.01
2005 8 18.05 25.20 6.22 19.61 26.32 5.33
2005 9 14.93 21.24 2.82 14.89 21.41 2.16
2005 10 10.25 14.87 8.83 8.05 13.63 8.43
2005 11 6.83 6.09 6.22 571 5.65 5.54
2005 12 12.59 9.29 7.31 12.05 8.79 5.50
2006 1 8.22 6.61 6.74 9.25 6.69 5.63
2006 2 15.46 11.16 7.66 12.67 8.44 5.30
2006 3 9.53 10.69 10.92 7.95 10.35 11.07

Tabla 7.12: Comparativa entre los errores de prediccion obtenidos por dos modelos que identifican el
ciclo anual de la serie mediante funciones wavelets y uno que lo hace mediante splines

Se representan errores fuera de muestra para los modelos (7.14) - (7.13) identificados por Wi (Waveletsl),
(7.22) - (7.13) identificados por W2 (Wavelets2) y (7.20) - (7.13) identificados por SP (Splines). A la vista de los
resultados se ha optado finalmente por la inclusion de la variable Ciclo (mas concretamente su transformada a través de
la raiz cuadrada, Rciclo) resultante del ajuste por splines. En la tabla siguiente se presentan las estimaciones asociadas a

los parametros de la ecuacion (7.13) asi como su significatividad.
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Dependent Variable RCONSUMOiMEDIO|

Ordinary Least Squares Estimates

163.727391

0.06471 0.25439

440.683562 282.825633

Regress R-Square

NOTE: No intercept term is used. R-squares are redefined.

Approx
Variable Estimate | Standard Error | t Value | Pr > |t]
DIA_MX] 0.3803 0.0642 5.93 <.0001
DIA_SP 0.3212 0.0180 17.89 <.0001
DIA_LV 0.2774 0.0645 4.30 <.0001
ENERO_L 0.1704 0.0309 5.52 <.0001
FEBRERO_L 0.0518 0.0309 1.67 0.0941
MARZO_L -0.1116 0.0314 -3.56 0.0004
ABRIL_L 0.0443 0.0357 1.24 0.2156
MAYO_L -0.0861 0.0382 -2.25 0.0243
JUNIO_L -0.0305 0.0402 -0.76 0.4480
JULIO_L -0.0286 0.0411 -0.69 0.4873
AGOSTO_L -0.0773 0.0425 -1.82 0.0692
SEPTIEMBRE_L 0.1002 0.0407 2.46 0.0140
OCTUBRE_L -0.2429 0.0354 -6.86 <.0001
NOVIEMBRE_L 0.3387 0.0315 10.76 <.0001
ENERO_F -0.6028 0.0674 -8.95 <.0001
FEBRERO_F -0.45006 0.0670 -6.73 <.0001
MARZO_F -0.5276 0.0612 -8.63 <.0001
ABRIL_F -0.4649 0.0524 -8.87 <.0001
MAYO_F -0.6042 0.0488 -12.38 <.0001
JUNIO_F -0.6291 0.0479 -13.14 <.0001
JULIO_F -0.6479 0.0467 -13.87 <.0001
AGOSTO_F -0.7181 0.0436 -16.46 <.0001
SEPTIEMBRE_F -0.5963 0.0475 -12.56 <.0001
OCTUBRE_F -0.9381 0.0524 -17.90 <.0001
NOVIEMBRE_F -0.3528 0.0614 -5.74 <.0001
DICIEMBRE_F -0.7351 0.0669 -10.98 <.0001
RCICLO 0.9837 0.006596 149.12 <.0001

Tabla 7.13: Modelo para la prediccion a medio plazo de la demanda de gas que identifica el efecto estacional, la
variabilidad, la tendencia y la periodicidad anual de la serie (las dos ultimas componentes identificadas por splines)

Si bien el valor del R* mejora un poco respecto del ultimo ajuste (véase la tabla (7.11)), lo que mas llama la atencion es
que la nueva variable incluida (Rciclo) pasa a ser la que mayor significatividad presenta, modificando de manera
sensible las estimaciones correspondientes al resto de los “inputs” de la ecuacion. Esta variable ademas de cumplir su
propdsito fundamental de estimar el nivel en el que se movera la serie durante los dos proximos afios, viene a reforzar la
periodicidad anual de la misma y la variabilidad cambiante por meses ya recogida en parte por las variables
MES TIPO. Recordemos que, al ir referida la definicion de cada spline a un mes concreto, la variabilidad de éstos

cambia con el tiempo permitiendo reflejar que el crecimiento de la demanda de un mes a otro no sea constante.
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7.2.5 FASE llI: Simulacién del valor esperado de la demanda en situaciones climatolégicas extremas

El resultado de las dos fases anteriores permite cuantificar el valor de la demanda diaria de gas que se espera en Madrid
para los dos proximos afos supuestas unas condiciones climatoldgicas normales. El paso final consiste en medir el

impacto sobre dicho patrén, de una circunstancia meteoroldgica extrema como puede ser una ola de frio.

El punto de partida de esta Gltima fase es la ilustracion (7.14). En el primer cuadrante de ésta representdbamos pares de
puntos que reflejaban, durante los meses invernales, la relacion existente entre el incremento de la demanda (respecto
del valor que se estima debid presentarse en condiciones normales de temperatura) y un descenso del valor de la
temperatura maxima (respecto de los valores medianos por meses presentados en la tabla (7.1)). La idea que
perseguimos es determinar cudl es la distribucion del incremento esperado para la demanda supuesto un descenso
méximo de la temperatura, es decir, conocer la distribucién de la variable Y|X=x donde Y es el incremento
porcentual de la demanda real respecto del patron construido (véase ecuacion (7.3)), X es la desviacion entre el dato
verdadero de temperatura y el establecido como estandar para un mes concreto (véase ecuacion (7.2)) y “x” es la

maxima desviacion de temperatura respecto del estandar establecido para dicho mes que se tiene registrada en el

historico.

Una de las principales razones que justifican el tratamiento mensual que se ha dado a este estudio es distinguir la
influencia de la temperatura en cada uno de los meses. Obviamente, no produce el mismo efecto una ola de frio en
Diciembre o Enero, meses puramente invernales durante los cuales los niveles de calefaccion acostumbran a estar al
maximo, que en Marzo, Abril o Mayo, mas primaverales, en los que porcentualmente el consumo de gas se incrementa
muy por encima de la media mensual (véase ilustracion (7.9)). Por ello, buscaremos la funciéon de distribucion que

mejor refleje la dependencia entre los pares (x,y) en un mes determinado (de un color concreto en la ilustracion (7.14)).

Es en este contexto de estimacion de funciones de distribucion y simulacion de valores de sus condicionadas, en el que
hemos considerado apropiado utilizar funciones copula. Queremos resaltar un aspecto importante que es la
independencia temporal que deben satisfacer las variables X e Y. Seglin se explica en [FERSCA], un error frecuente que
se suele cometer al utilizar copulas, es no garantizar la independencia temporal de las variables de analisis. Una copula
que se ajusta a los pares de valores (x,y), busca medir la relacion entre X e Y sin tener en cuenta la influencia de una
posible tercera variable (7 = tiempo). En los casos en los que esta dependencia temporal exista (por ejemplo, en la
mayoria de las series financieras multivariantes), los autores consideran que no deben utilizarse las copulas
convencionales sino otras disefiadas especificamente a tal fin (constltese el apartado 4 de [FERSCA] o los articulos de

Patton que se referencian en esta tesis, [PATTON] y [PATTONZ2]).

En nuestro caso, no es preciso tener esta precaucién dado que la independencia temporal de las variables X e Y es una
consecuencia directa de su propia definicion. La variable ¥ no mide la demanda de gas, la cual si depende logicamente
del tiempo, sino los crecimientos o decrecimientos de demanda con respecto al patron construido. Estos, al estar
medidos en términos porcentuales, no se ven fuertemente influenciados por sus instantes de ocurrencia “¢”. De igual
modo, la variable X no mide la temperatura que obviamente depende de la estacion del afo, sino el nimero de grados
centigrados que ésta se desvia respecto de los valores medianos mensuales calculados a partir del historico. Ademas

debe tenerse en cuenta que, por el caracter mensual del estudio, vamos a ajustar una funcion copula a los pares
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muestrales de un mismo mes, siendo razonable pensar que la posible dependencia temporal entre las variables X e YV

dentro de un mismo mes sea aun menor.

Aun cuando presentaremos los resultados finales para cada unos de los 10 meses invernales que se contemplan en los
dos aflos del horizonte de prediccion (dos meses de Noviembre, dos de Diciembre, dos de Enero, dos de Febrero y dos
de Marzo), inicamente para uno de ellos, M, haremos un analisis mas detallado y mostraremos los graficos y resultados

parciales que vayamos obteniendo en cada una de las etapas de esta tltima fase. Estas son las siguientes:

—  En primer lugar, determinaremos las distribuciones marginales Fy y Gy de las variables X e Y en el mes M.
Para ello, utilizaremos el estimador no paramétrico dado por la funcién de distribuciéon empirica continua
(véase apartado 2.2) construido a partir de los datos histdricos de dicho “tipo” de mes (desde el 1 de Abril de

1997 hasta el 31 de Marzo de 2004).

—  En segundo lugar, determinaremos aquella familia de copulas Cxyy' , de entre todo un conjunto de candidatas
(arquimedianas, elipticas, de valor extremo, etc.) que mejor se aproxime a la verdadera distribuciéon conjunta
Hyy (de acuerdo a la relacion establecida por el teorema de Sklar). El criterio de seleccion de la copula por el
que se ha optado, consiste en tomar aquélla que ofrece un minimo valor respecto del estadistico de Pearson que
evalua el contraste de bondad de ajuste a una distribucion desconocida respecto de una particion dada (véase
apartado 2.5.5). La evaluacion del estadistico se hard nuevamente sobre datos correspondientes al mes M

localizados en el conjunto de entrenamiento (desde el 1 de Abril de 1997 hasta el 31 de Marzo de 2004).

—  Finalmente realizaremos predicciones fuera de muestra (out-of-sampling) con la coépula seleccionada Cyyu .
Ademas, se contrastardn dichos resultados con aquéllos que proporcionen otras copulas obtenidas por
interpolacion de la subcopula que optimiza el estadistico de Pearson y cuya generacion se detalla en el capitulo
4 de esta tesis. En concreto, se propondra una copula obtenida por interpolacion bilineal (véase apartado 4.2.1),
otra mediante polinomios interpoladores de Bernstein (véase apartado 4.2.2) y una tercera obtenida por
interpolacion cubica mediante polinomios de Hermite (véase apartado 4.2.3). El criterio de seleccion definitivo

que se ha tomado consiste en elegir aquélla que mejores predicciones proporcione (véase apartado 2.5.6).

Vamos a empezar determinando el mes M para el que iremos detallando cada uno de estos pasos. Podemos considerar
que tal vez, el que pueda ilustrar mejor el proceso completo es aquél para el cual, a futuro, se disponga de una mayor
cantidad de descensos extremos de la temperatura. Esta consideracion es importante pues perseguimos evaluar la
calidad de las predicciones fuera de muestra en situaciones meteorologicas especialmente adversas y por ello es
conveniente disponer de una muestra de validacion que sea lo mas amplia posible. La siguiente tabla muestra por filas,
para cada uno de los 10 meses invernales fuera de muestra, el nimero de dias para los que el valor real de la
temperatura maxima se desvia un determinado nimero de grados (por columnas) de los valores medianos recogidos en

la tabla (7.1)).
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ANO | MES | DIF_1 | DIF_2 | DIF_3 | DIF_4 | DIF_5 | DIF_6 | DIF_7 | DIF_8 | DIF_9 | DIF_10 | NUM_DIF

2004 11 3 2 1 0 0 0 0 0 0 0 (s}
2004 12 1 5 0 1 1 0 0 0 0 0 8
2005 1 2 0 1 1 0 1 0 1 0 0 (s}
2005 2 3 3 3 1 4 3 3 0 0 2 22
2005 3 3 1 0 2 0 2 1 1 1 1 12
2005 11 4 2 0 3 3 3 0 0 0 0 15
2005 12 7 1 1 1 0 0 0 0 0 0 10
2006 1 2 5 4 1 2 1 0 1 0 0 16
2006 2 4 2 2 2 1 2 2 0 0 0 15
2006 3 3 4 2 2 3 0 0 0 1 0 15

Tabla 7.14: Conteo, sobre el conjunto de validacion, del niimero de dias por mes en los que la temperatura mdaxima
desciende un determinado niimero de grados centigrados respecto del valor establecido como normal

A la vista de esta tabla y de acuerdo al criterio establecido, no existe duda en tomar el mes de Febrero de 2005 como
referencia de estudio. Del mismo modo, si nos restringimos a las desviaciones de temperatura que hemos dejado de
considerar como “normales” (a partir de 3°C) y a cuyo tratamiento esta dirigido este analisis, el nimero de dias que
aparecen en dichas condiciones es muy superior (16) al de cualquier otro mes (Noviembre de 2005 y Enero y Febrero

de 2006 como siguientes candidatos, sdlo tienen 9).

En consecuencia, el soporte de las variables X e Y para el caso que vamos a detallar, estard conformado por datos
referidos a los meses de Febrero comprendidos entre el 1 de Abril de 1997 y el 31 de Marzo de 2004, es decir, un total
de 7 meses, que dan lugar, a una muestra de 198 puntos (véase tabla (7.7)) de los cuales 158 (casi un 80%) caen en los
cuadrantes primero y tercero. Recordemos que son los pares ubicados en estos cuadrantes los que responden a una
relacion logica entre las variables: “cuando la temperatura baja se produce un incremento de demanda y cuando sube se
produce un decremento de la misma”. Sin embargo, dado que estamos inicamente interesados en posibles aumentos del
consumo de gas a partir de bajadas de temperatura, vamos a restringir aun mas el espacio de analisis al conjunto de
pares que pertenecen al primer cuadrante. Este se compone de un total de 76 puntos (casi la mitad de los bien
clasificados) que presentamos en la ilustracion (7.30). Este conjunto servira de soporte para obtener las funciones de
distribucion, tanto de X e Y, como de la conjunta (X,Y) a través del ajuste de una copula al espacio de pares

transformados (u,v) por las respectivas marginales Fx y Gy.

7.2.5.1 Generacion de distribuciones marginales

Para la generacion de las marginales Fx y Gy, basta aplicar la definicion de la funcion de distribucion empirica continua
que se presenta en [MATTEIS] y que ya dimos en el apartado 2.2. También podria contrastarse si X e Y responden a
algunas de las distribuciones continuas univariantes conocidas (normal, uniforme, exponencial, etc.). Presentamos a

continuacion el resultado grafico de esta aproximacion empirica.
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Hlustracion 7.29: Funciones de distribucion empiricas continuas asociadas al incremento de la temperatura maxima
y al incremento de la demanda de gas en Febrero

Aplicando estas funciones obtenidas a las muestras respectivas de X e Y obtendremos el espacio transformado de pares
(u , V)=(F X (X ) Gy(y)) (véase el grafico de la derecha en la ilustracion (7.30)), que utilizaremos para determinar la

copula Cxra" que mejor representa la relacion de dependencia entre las variables.

7.2.5.2 Determinacion de una copula a través del criterio de seleccion basado en el estadistico de Pearson

Dado que el criterio de seleccion que vamos a seguir estd basado en determinar aquella copula que respecto de una
particion del cuadrado unidad presenta un mejor valor del estadistico de Pearson, es necesario en primer lugar
determinar la dimension de dicha particion. Si bien seria bueno que cada uno de los rectangulos que resultasen de esta
particion tuviese un nimero minimo de puntos (existen convenios empiricos que fijan en 5 este minimo), proceder de
esta manera dificultaria disponer de un rectangulo en el que se concentrasen claramente los valores extremos de ambas
variables. De no disponer de él, por el caracter empirico de las densidad de las copulas interpoladoras que vamos a
ajustar, éstas no serian capaces de concentrar su probabilidad en esta regiéon extrema y en consecuencia no serian
capaces de capturar bien correlaciones entre sucesos extremos. Asi, aunque la particidon que asegura este minimo de
puntos por rectangulo es de dimension 2 x 2, se ha decidido tantear con particiones de diferentes dimensiones dentro de
unos rangos razonables, para ver cudl de ellas termina ofreciendo mejores resultados en términos de errores de
prediccion. De todas ellas, ha sido la de dimensidén 5 x 5 la que ha conseguido esta optimalidad. En el siguiente grafico
se presenta el espacio de andlisis antes y después de la transformacion llevada a cabo por las marginales Fyy Gy, asi

como la configuracion del reparto de pares en el cuadrado unidad respecto de esta particion.
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Hlustracion 7.30: Espacio original de las variables incremento de temperatura e incremento de demanda en

Febrero y espacio transformado mediante sus funciones de distribucion empiricas continuas

Observemos que, como acabamos de decir, seria necesario reducir la dimension del espacio hasta 2 x 2 para garantizar

la presencia de 5 puntos por rectangulo.
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Hlustracion 7.31: Tentativas de particion para el espacio transformado que sirve de soporte a una copula

2x2-Particion

V=G(Y) 3x3- Particion
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El siguiente paso nos lleva ahora a considerar una relacion de familias de copulas uniparamétricas candidatas a reflejar

la relacion entre nuestro par de variables. Son dos las condiciones que vamos a imponer para que una familia de copulas

pueda ser evaluada como posible alternativa:

—  Que la construccion de la densidad copula condicionada

Y[ X=x

no resulte compleja sino de expresion

conocida y, si también es posible, que sea facilmente invertible pues, a partir de dicha funcion, llevaremos a

cabo la simulacion de valores del incremento de demanda en funcion de una desviacion propuesta para la

temperatura maxima. En caso de existir problemas de invertibilidad, siempre podremos generar valores de la

misma a través de métodos numéricos.
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—  Que el parametro de la cépula se pueda calcular de una forma sencilla a partir de la Tau de Kendall (o del
coeficiente de correlacion de Spearman o incluso del de correlacion lineal) para poder disponer asi de un

representante de la familia para el cual calcular el estadistico de Pearson asociado a la particion.

Conforme a este criterio, las familias propuestas, cuya expresion se detalla en el Anexo I, han sido:

— Familia de Ali-Mikhail-Haq, de nomenclatura ALI (véase (AI.10)).

— Familia de Clayton, de nomenclatura CLA (véase (AL.11)).

— Familia de Cola Derecha Pesada, de nomenclatura HRT (véase (AL.12)).

— Familia de Farlie-Gumbel-Morgenstern, de nomenclatura FGM (véase (AlL.34)).

— Familia de Frank, de nomenclatura FRA (véase (Al.13)).

— Familia de Gumbel, de nomenclatura GUM (véase (AL.8) o (AL.15)).

— Familia Normal o gaussiana, de nomenclatura NOR (véase (AL5)).

— Familia de Plackett, de nomenclatura PLA (véase (AI.37)).

Con el fin de reunir un total de 10 familias, hemos considerado otras dos arquimedianas (las nimero 13 (Al.22) y 15
(AlL.24) dentro de la clase de las arquimedianas uniparamétricas presentadas en el Anexo I, de nomenclaturas F13 y F15
respectivamente) cuya distribucion condicionada es también facil de calcular y para las que el valor del parametro es
directamente calculable a través del estadistico de Kendall. Para conocer las condicionadas asociadas a las copulas
arquimedianas asi como el calculo del valor del parametro se pueden consultar los Apéndices A,B y C de [MATTEIS].
Dentro de éste, estas dos ultimas familias ((Al.22) y (Al.24)) responden a las numeraciones 12 y 14. También hemos
considerado como candidata a la copula producto (o independiente) para contrastar una posible falta de dependencia

entre las variables.
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Gracias a las condiciones impuestas es posible calcular el valor del estadistico de Kendall asociado al conjunto de pares
(u,v) y, a partir de él, estimar el valor del parametro correspondiente a cada una de las familias candidatas. La copula
cuyo parametro tome dicho valor sera considerada como la representante de la familia siempre y cuando el valor
resultante se mantenga en el rango de variaciébn que para ese parametro tenga establecido la familia en cuestion.

A modo ilustrativo proponemos como ejemplo seleccionar los representantes asociados a las familias de Gumbel y

Farlie-Gumbel-Morgenstern.

Como paso previo calcularemos los valores de la Tau de Kendall y el coeficiente de correlacion de Spearman respecto
de la muestra (u,v) representada en la ilustracion (7.30). Estas medidas de asociacion, ademas de cuantificar la relacion
(no necesariamente lineal) entre las variables Uy V, serviran para estimar los parametros asociados a las dos familias

consideradas.

Prob > |r] under HO: Rho=0 N = 76
Kendall Tau Spearman Correlation

0.49011 0.66572
<.0001 <.0001

Tabla 7.15: Valor de la Tau de Kendall y del coeficiente de Spearman para la muestra de
entrenamiento transformada asociada al mes de Febrero

1

La clase de Gumbel responde a la expresion C,o(u,v)=exp(=[(=Inu)’+(=Inv)’1°) con 6=1

1 A1 1
donde T=I 3 (véase Apéndice B de [MATTEIS]). En consecuencia, 0= —z =m=1-9621 y asi el
representante de la familia de Gumbel seria
e

C;UMBEL (u, v)=exp(—[ (_ln“)wﬁ +(_an)L%]l'% ) (7.23)
Por otra parte, la clase de Farlie-Gumbel-Morgenstern responde a la expresion

C,(u,v)=uxv*[14+0%(1—u)*(1—v)] con —1<0<I

2%0 . 9% T

donde T=T (véase ejemplo 5.2 de [NELSEN]). En consecuencia, 0= 2T = 9*(2)'49 =225¢[-1,1] y por

tanto esta copula es rechazada del conjunto de candidatas.

De todas las familias enumeradas, unicamente hemos rechazado la de Farlie-Gumbel-Morgenstern por no estar
comprendida la estimacidon del pardmetro dentro de su rango de variacion. En la tabla (7.16) se presenta el valor
asociado al parametro de la copula que se considerara representante de su respectiva familia. Posteriormente se calcula,
para cada uno de estos representantes, el valor del estadistico de Pearson (expresion (4.1)) respecto de la particion
planteada que permite contrastar la bondad de ajuste de cada copula a la funcion de distribucion verdadera, es decir, a la

copula que, en funcion del teorema de Sklar, estd determinada de manera univoca. El valor del estadistico es una
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evaluacion del contraste H . C(u,v)=C(u,v,;0) para algin 0€O . Cuanto mayor sea la proximidad entre el
volumen empirico de los rectangulos de la particion y el volumen esperado para ellos a través de la copula representante
de una clase, menores seran las cantidades como suma de las cuales se obtiene el estadistico de Pearson y en
consecuencia, menor sera el valor de éste. Asi, conforme se hace mas pequetio el valor de este estadistico, mayor es el
grado de bondad del ajuste de la copula a los datos. En la tabla siguiente se muestra para cada uno de los representantes
de las familias de copulas candidatas, los valores de los respectivos estadisticos de Pearson ordenados de forma

creciente.

HRT 0.5201 17.8778 0.26914
GUM 1.9611 17.8800  0.26903
PLA 10.625 22,1443 0.10408
F15 1.4611 24,0165  0.06482
NOR 0.6960 24,1406 0.06274
F13 1.5074 28.5944  0.01813
CLA 1.9223 45.8672  0.00006
FRA 1.1384 51.3273  0.00001
ALL 0.4755 53.1418  0.00000
PRO . 75.9743  0.00000

La region critica viene dada por {X|X> 24.99579014})
Nivel de significacion del contraste, alpha = 0.05

Tabla 7.16: Evaluacion del estadistico de Pearson para una serie de copulas ajustadas a la muestra de
entrenamiento asociada al mes de Febrero

Dado que hemos supuesto que las marginales de X e ¥ son desconocidas y que hemos procedido a su estimacion a partir
de sus funciones de distribucion empiricas, el estadistico de Pearson, segtin se expone en el capitulo 2 de [DOSCH], se
distribuye segin una Chi-cuadrado con (m—1)%(n—1)—d =4%4—1=15 grados de libertad, cuyo valor, a un nivel
de significacion del 0.05%, es 25.00, dando lugar a la region critica RC={X|X>25.00} . Respecto de esta region
la copula gaussiana (NOR) marcaria el umbral desde el cual se rechazaria el contraste de bondad de ajuste. Si por el
contrario, las funciones Fyy Gy hubieran sido conocidas, el estadistico de Pearson se hubiera distribuido segun una Chi-
cuadrado con m*n—1—d=5%x5—1—1=23 grados de libertad donde d seria el nimero de parametros de la copula.
En esta caso, el valor del estadistico, a un nivel de significacion del 0.05%, hubiese sido 35.17, dando lugar a la region
critica  RC={X|X>35.17} . Respecto de esta segunda region, el contraste sugeriria de forma adicional como

posibles alternativas las familias F13 y de Clayton (CLA).
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En cualquier caso, como era de esperar la copula producto (/7) resulta ser la que peor se aproxima a la verdadera
distribucion cépula asociada a los datos, lo cual refuerza la hipotesis de que efectivamente existe estructura de
dependencia entre ellos. Por otra parte, las dos familias de copulas que mejor parecen reflejar esta relacion de
dependencia entre X e Y (a través de Uy V), con valores del estadistico de Pearson casi parejos, son la de Cola Derecha
Pesada (Curr) y la de Gumbel (Coumser). Este resultado parece sensato teniendo en cuenta que, de antemano,
esperabamos que la copula a utilizar enfatizase la relacion entre valores extremos de demanda y temperatura. De todas
las candidatas planteadas son precisamente estas dos las especialmente orientadas a tal fin. La copula Cyrr refuerza la
relacion entre las colas derechas de las distribuciones (maximos incrementos de demanda frente a maximas caidas de
temperatura) y la de Gumbel es en si misma una copula perteneciente a la clase de valor extremo que, ademas de
presentar colas pesadas, manifiesta cierta asimetria tendiendo a concentrar la probabilidad mas en su cola derecha que
en su cola izquierda. Decantarse por cualquiera de ellas es indiferente de acuerdo a los valores tan parecidos que
presentan respecto del estadistico del contraste. Por respetar el resultado obtenido optaremos por la primera de ellas, o

lo que es lo mismo, por la copula representante de la familia HRT, de ecuacion

-1 -1

Clr(u, v)=u+v—1 F[(1=u)24(1=p)?2 =172 (7.24).

Copula HRT
DENSIDAD_COPULA v
0.742
60— i
] 0.495
45 0.248
20 0.000
] 0.000 0.248 0.495 0.742 0.990
] u
154 M 0.0004178044[ |5.6617283985
i B 11.323038993 6.984349587
.
0.00

Ilustracion 7.32: Densidad de la copula de Cola Derecha Pesada ajustada a la muestra de entrenamiento en Febrero

Los graficos anteriores son dos visiones posibles de la densidad copula asociada a la expresion (7.24), una mediante un
grafico tridimensional y otra mediante uno de contorno. En ambos queda claramente puesta de manifiesto la
concentracion de probabilidad en la parte de la distribucion conjunta en que se “cruzan” las dos colas derechas de las
distribuciones marginales. La ecuacion de esta densidad asi como algunas otras propiedades y aplicaciones practicas de
esta copula pueden ser encontradas en [VENTER]. En dicho articulo encontramos por ejemplo la relacion entre el valor

de la copula y el estadistico de Kendall, medida por T =m
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—%_1-049

— =0.52 iacié :
EIES 0.8 , valor que entra dentro del rango de variacion del parametro de

De aqui, se concluye que 0=
esta copula ( 0>0 )y que es utilizado para calcular el representante de la familia (7.24).

De particular interés para nosotros va a ser la expresion de la copula condicionada C; calculada a partir de la derivacion

respecto de U de la expresion (7.24) y que segun se presenta en el articulo al que se hace referencia es:

-1 -1

=L =L =L
C (0, )= Cr (vl =1 =[ (1=) 2 +(1 =) 2= ]2 (=) 05 (7:25)

Esta expresion es invertible y por tanto se puede utilizar el método de la transformada inversa para generar valores de V'

a partir de un valor U = u conocido (véase apartado 5). Efectivamente, si “p” es un valor generado de una variable

aleatoria P uniforme en (0,1), la igualdad

-1 -1

I=[(1=u)*2 +(1=v)"2 1 T2 (1 —w) | *P=p (7.26)

permite despejar “v” de manera sencilla y obtener la ecuacion del valor generado para la variable " en funcion de U,
o (1+55) 03241 ~052
dadapor v=1—{1—(1—u)"2+{(1=p)x(1—u) O 027117032 (7.27).

La propuesta de valores aleatorios uniformes para “p”’ genera automaticamente valores de “v”.

En la ecuacion anterior el valor de “u” no es mas que el transformado por Fy de una bajada de “x” grados centigrados
que suponemos del valor de la temperatura. Como nuestro interés se centra en conocer la respuesta incremental que se
puede esperar para la demanda ante un descenso extremo de la temperatura, con vistas a poder evaluar la bondad de la
simulacion realizada mediante copulas, vamos a seleccionar un dia de Febrero de 2005 en el que el descenso de
temperatura fuese maximo. Concretamente, el dia 23 de Febrero de 2005 la temperatura maxima registrada en el
aeropuerto de Barajas alcanzo6 un valor minimo de 3.3°C, esto es, 10.4°C por debajo del valor mediano estimado para el
mes (véase tabla (7.1)). Por tanto podemos proponer para “x” ese mismo valor, hallar su transformado u=F ,(x) vy
generar valores de V. Obviamente, los valores que realmente nos van a interesar son las imagenes inversas mediante Gy
de cada “v” generado, pues seran estos valores simulados de Y los que correspondan a los incrementos porcentuales de
demanda. A través de estos valores simulados, podremos obtener los respectivos valores de la propia variable demanda

tras despejar en la ecuacion (7.3) de la siguiente manera:

Demanda _esperada (t)= Prediccion _demanda _en _condiciones _normales _de _temperatura (t)*(1+ T&) (7.28)

Después de simular 100 valores de Y, hemos procedido a su representacion a través de un histograma de frecuencias,

siendo el resultado el que se muestra a continuacion:
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Forcentaje de
Observaciones

35

Prediccién

Hlustracion 7.33: Distribucion de las predicciones simuladas para la demanda cuando
la temperatura maxima desciende 10°C respecto de su valor normal para Febrero

La mediana de estos valores, marcada por una fina linea punteada en rojo, podria ser tomada como el valor esperado
para la demanda. El error porcentual de esta prediccion con respecto al valor real que se presentd para la demanda es de
un -2.82%, aproximacion que se puede considerar francamente buena. Pero ademas, de manera adicional, el
conocimiento de la distribucion permite medir la probabilidad de que el consumo de gas sea atn mayor y evaluar
posibles riesgos derivados de que se alcanzaran valores extremos. La forma asimétrica de la distribucion, mas pesada en

su cola derecha, es una consecuencia directa del empleo de la copula C uzr.

7.2.5.3 Construccion de copulas que optimizan el estadistico de Pearson

Vamos ahora a ajustar copulas de caracter empirico, no paramétricas y que optimizan el valor del estadistico de
Pearson. Para ello empezaremos resolviendo el problema de programacion fraccional (4.7) que proporciona la relacion
de valores c'; que debe tomar una subcopula C' en cada uno de los vértices (i, j) de la particion para que el valor del
estadistico de Pearson, calculado a partir de los propios c¢’; y del nimero de puntos muestrales N; que caen en cada uno
de los rectangulos, sea lo menor posible. La siguiente tabla presenta la soluciéon éptima c¢; a dicho problema. El valor

del estadistico de Pearson que se obtiene a partir de esta solucion es 0.357.
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0.000 0.200 0.400 0.600 0.800 1.000
0.000 0.200 0.389 0.578 0.766 0.800
0.000 0.171 0.316 0.466 0.584 0.600
0.000 0.171 0.275 0.335 0.400 0.400
0.000 0.121 0.148 0.160 0.200 0.200
0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000

Tabla 7.17: Valores que debe tomar la subcopula que optimiza el valor del estadistico de Pearson en
cada uno de los vértices de la particion del cuadrado unidad

Se puede demostrar que la funcion C* definida por esta relacién de valores c*; es una subcopula viendo que verifica
cada unas de las propiedades que caracterizan a estas funciones ((1.1) — (1.4)). La comprobacion de las dos condiciones
frontera es inmediata:

C'(£.0=C(0.4)=0 Vi je(12345}) y C'(L1)=% vy c(0.l)=L Vi je12345)

Para verificar que C" es 2-creciente, basta ver que para cualquier rectangulo conformado por 4 valores adyacentes de
dicha tabla (la evaluacion de C” sobre los vértices del rectangulo), la diferencia entre los que se sitGian en la diagonal
principal y los que se ubican en la secundaria es siempre mayor o igual que cero. De ser asi, como cualquier otro
rectangulo se puede expresar siempre como un agregado de ellos, sus correspondientes volumenes serdn también
mayores o iguales que cero. También se puede comprobar el lema 2.1.4 que encontramos en [NELSEN] segtn el cual,
si efectivamente la funcion C* es 2-creciente entonces debe ser no decreciente en cada una de sus variables. A este
respecto, podemos observar que los valores de la tabla anterior crecen conforme nos movemos hacia arriba o hacia la

derecha. Sin embargo, se trata de una propiedad necesaria (y no suficiente) que no garantiza la “2-crecencia” de C".

Los valores anteriores definen asi una subcoépula C* que ademas presenta el menor valor posible del estadistico de
Pearson para la particion dada, en comparacion con cualquier otra posible subcopula definida sobre ella.
Si construimos una funcién coépula que tome exactamente los mismos valores que la subcopula en los nodos de la
particion, el resultado de la evaluacion del estadistico de Pearson para dicha cépula sera exactamente el mismo.
De acuerdo a lo expuesto en los apartados 4.2.1, 4.2.2 y 4.2.3 de esta tesis, vamos a proponer una copula generada por
interpolacion bilineal, otra por interpolaciéon mediante polinomios de Bernstein y una tercera obtenida por interpolacion
mediante polinomios cibicos de Hermite. Finalmente estableceremos la comparativa entre las curvas de distribucion de

demanda predichas para el 23 de Febrero de 2005 con cada una de las copulas propuestas.
7.2.5.3.1 Construccion de una cépula por interpolaciéon bilineal

Teniendo en cuenta €l lema (4.1) y la ecuacion (4.8) la construccion de la copula C'pumes que se obtiene por
interpolacion bilineal de C” es inmediata. El valor de la densidad copula puede ser calculado directamente a partir de la

tabla anterior ya que se define sobre cada rectangulo de la particion como la constante que resulta de realizar el cociente
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entre el volumen del propio rectangulo y su area (véase ecuacion (4.9)). Esta tltima cantidad es comin a todos los

rectangulos y vale %*%=% . Asi por ejemplo, teniendo en cuenta la tabla (7.17), el valor de la densidad en

Ve(B)
1/25

cualquier punto del rectangulo superior derecho B seria =25%(1—-0.8—0.84+0.766)=4.15

Los siguientes graficos dan dos visiones distintas de la densidad cépula asociada a C g, funciéon que por ser
constante sobre cada uno de los rectangulos presenta un aspecto escalonado. En el grafico de contorno resulta sencillo

validar el resultado de la operacion anterior.

Copula obtenida por interpolacién bilineal

DENSIDAIj?COPULA

0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
u
] 0[710.4621318216
100 W 0.9242636431 [[]1.3863954647

[11.8485272862 [ 2.3106591078
[112.7727909293[ |3.2349227509
I 3.6970545724[ ] 4,159186394

Estadistico de Pearson = 0.357

Hlustracion 7.34: Densidad de la copula obtenida por interpolacion bilineal de la subcopula que optimiza el
estadistico de Pearson ajustada a la muestra de entrenamiento en Febrero

Dado que esta copula es una interpolacion exacta de los valores que toma C” en cada uno de los puntos de su dominio
de definicion, la evaluacion del estadistico de Pearson vuelve a ser 0.357. Se puede observar como la mayor parte de la
densidad se concentra en la region de la funcién en la que confluyen las colas derechas de las distribuciones de X e 7, lo
cual es sinénimo de la fuerte correlacion entre ellas y que ya recogia la copula C'yrr. Aunque en menor medida, otra
parte importante de la densidad se concentra en el rectangulo inferior izquierdo lo cual se puede entender si tenemos en
cuenta que existen bastantes puntos en el mismo (véase ilustracion (7.30)) que reflejan pequefios incrementos de
demanda en respuesta a insignificantes descensos de la temperatura. Esto es una prueba de la buena calidad del proceso
de construccion del historico de demanda en condiciones normales de temperatura pues es de esperar que, si la
temperatura se desvia pocos grados de su valor mensual esperado, el efecto sobre el comportamiento base de la
demanda sea despreciable. La captura de esta segunda region en la que se concentra la probabilidad no es un hecho
asociado exclusivamente al caracter empirico de la copula interpoladora. Ya en el ajuste que hemos hecho con la cépula
C"uxr se mostraban leves indicios de correlacién entre las colas izquierdas de las distribuciones, circunstancia que no
pasaba desapercibida en el grafico térmico de la ilustracion (7.32) en el cual se dejaba ver una tenue degradacion del
color cerca del origen. El ultimo paso es nuevamente simular valores de Y a partir de la condicionada de C’prngaz, 1o

cual se hard a través de la expresion (5.16) segun se detalla en el apartado 5.2.
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7.2.5.3.2 Construccion de una cépula por interpolacion cubica

El segundo tipo de interpolacion que vamos a llevar a cabo es a través de polinomios cubicos. La idea es ajustar a cada
uno de los rectangulos de la particion un polinomio de orden 3, o superficie cubica en Uy V, que interpole los valores
c*; que toma la subcopula 6ptima en cada uno de los vértices (i, j) de dichos rectangulos. Sin embargo, la construccion
de una copula clibica que pase por dichos puntos no es siempre posible. De acuerdo al teorema (4.6) la construccion de
una copula mediante superficies clbicas interpoladoras de Hermite estd garantizada si C” es una subcopula-Viuy que de

acuerdo a la definicion (4.2) es una subcopula tal que el volumen a través de ella de cualquier rectangulo de la particion

1 men, V==t =2
SCAALMENOS PN =3 sn  3%5%5 75

l]x[sil] y de

Nuestra subcopula 6ptima no verifica esta propiedad pues dado por ejemplo el rectangulo B=[0, 5

acuerdo a los wvalores presentados en la tabla (7.17), el volumen de dicho rectangulo seria

V(B )=0.2—0.2—0+0=0<% . Por ello, un primer paso consiste en definir la subcopula-Vimw C que optimice
nuevamente el valor de la expresion de Pearson o lo que es lo mismo, encontrar la solucion 6ptima al problema de

programacion matematica (4.39). La siguiente tabla presenta la relacion de valores ¢, que definen esta solucion.

5 0.000 0.200 0.400 0.600 0.800 1.000

4 0.000 0.173 0.347 0.520 0.693 0.800

3 0.000 0.147 0.277 0.414 0.520 0.600

2 0.000 0.120 0.2106 0.284 0.347 0.400

1 0.000 0.084 0.111 0.137 0.173 0.200

o] 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
o 1 2| 3 2 s|g

Tabla 7.18: Valores que debe tomar la subcopula-Vyuy que optimiza el valor del
estadistico de Pearson en cada uno de los vértices de la particion del cuadrado unidad

El valor del estadistico de Pearson que se obtiene a partir de esta solucion y del nimero de puntos muestrales N; que
caen en cada uno de los rectangulos es 19.00, valor que se conservard para la copula ctbica C™cypics que construyamos
y que, como era de esperar, es superior al obtenido para la subcopula optima. Este valor no es directamente comparable
con los presentados para dicho estadistico respecto de las familias uniparamétricas presentadas en la tabla (7.16)
precisamente por la naturaleza no paramétrica de las copulas interpoladoras que hace que el niimero de grados de
libertad de ellas no sea el mismo. Aun asi, el valor obtenido es muy similar al que ha resultado para las principales
favoritas (proximo a 18 para C'ugr y C'oumsez ), con lo cual, si simplemente interpretaramos los valores de la expresion
de Pearson como una medida del error de ajuste entre lo observado en cada rectangulo (N;) y lo esperado a través de la

copula (n*pj;), podriamos considerar que ambos son de magnitud parecida.
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La definicién de la superficie cubica interpoladora se establece a partir de la expresion (4.19) la cual requiere del
conocimiento del valor de C™cugic4 asi como de sus derivadas de primer y segundo orden en cada uno de los vértices de
la particion. Por su propio caracter interpolador, el valor de C™cupics en cada par (i, j) es el mismo que el de C™, es

decir, C";. Por tanto (inicamente seria preciso determinar el valor de sus derivadas en cada (i, j).

Por ser coherentes con el desarrollo presentado en el capitulo 4.2.3 de esta tesis, comenzaremos ajustando superficies de

Ferguson, es decir, asumiendo que el valor de la derivada segunda de C*"cypics, a partir de ahora C*"rzreuson, €n cada

2k

. 5 v
nodo de la particién es 0, o sea, FERacZSg]L(u’ v’)=0 Vie{0,1,2,..,5} V je{0,1,2,..5}

Entonces, de acuerdo al teorema (4.4) cualquier relacion de valores para las derivadas de primer orden

sk

ko
6CFERGUSON(uiij) aCFERGUSON(”ij)

ou ov

Vie{0,12,..,5} Vj€{0,172,.5)

que sean solucion al problema de programaciéon no lineal entera “relajado” (4.26) va a generar una superficie

interpoladora de Ferguson (ecuacion (4.20)) que en si misma es una funcion copula.

De todo el espacio de posibles soluciones, vamos a tomar aquélla que minimiza la suma de las derivadas de primer
orden. Si bien hubiera valido cualquier otra, la biisqueda de este objetivo pretende conseguir que las pendientes de los

vectores tangentes a la superficie tengan menor pendiente y, en consecuencia, el resultado sea mas suave.

Cdépula obtenida por interpolacién cibica mediante superficies de Ferguson

DENSIDAD_COPULA

o
[=}
|

B
n

L
o

0.00 0.25 0.50 0.75 1.00

1.5

0[]0.5833333326
M 11666666651 [11.7499999977
: : [712.3333333302 [l 2.9166666628
000 . 0,50 0rs Lo¥ [113.4999999953( | 4.0833333279

u 11 46666666604 | 5.249999993
0.00

Estadistico de Pearson = 19.00

Ilustracion 7.35: Densidad de la cépula obtenida por interpolacion cubica mediante superficies de Ferguson de la
subcopula-V v que optimiza el estadistico de Pearson ajustada a la muestra de entrenamiento en Febrero

El hecho de que la densidad cépula se obtenga a partir de la derivada segunda de C"rzreuson respecto de Uy V, y de
que hayamos forzado a que el valor de dicha derivada sea cero en todos los nodos de la particion, permite entender las
dréasticas caidas a cero que en dichos puntos reflejan los graficos anteriores. Estos picos son por tanto consecuencia de
haber ajustado una superficie de Ferguson. Con vistas a conseguir una curva mas suave, vamos a imponer que el valor

de la derivada segunda en los vértices de la particion de la nueva superficie a determinar C* cugicy, a partir de ahora
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C"" yerars, S€ Mueva en consonancia con el nivel que presente esa misma superficie en un entorno de dichos vértices.
Una aproximacioén a este nivel puede venir dada por el volumen a través de C”yzrure de los rectdngulos que comparten

ese vértice. Segun se explica en el apartado 4.2.3.2.2, dado un vértice (u;, v;) un posible valor de referencia al que

ek V "(B)
. o'cC oV v )= . .
aproximar HEnggE (;,v)) seria Ref'y,(u;v)) 11 siendo B el rectingulo de la particién cuyo vértice
uov —*z
55

inferior izquierdo es (u;, v;) es decir  B=[u;,u;, ]x[v, v,, ;] (véase la ecuacion (4.33)). En dicho apartado se
proponia un segundo valor de referencia dado por la ecuacion (4.34) (aproximacion de Bernstein), pero éste ha sido

finalmente desestimado pues la superficie obtenida tenia un aspecto mas irregular.

Esta consideracion conduce a que ahora, la busqueda de suavidad implicara no sélo a las pendientes de los vectores
tangentes a la superficiec dadas por las derivadas primeras, sino también a las derivadas de segundo orden que
intentaremos aproximar lo mas posible a los valores de referencia citados. Esta aproximacion se plantea a través de una
funcioén distancia que se convierte en un nuevo objetivo a minimizar en nuestro problema de programacion fraccional
dandole a éste la catalogacion de problema multiobjetivo. El tratamiento de este problema se ha llevado a cabo a través
del método de las ponderaciones, dando peso 0.5 a cada uno de los dos objetivos y resolviéndolo como si de un

problema uniobjetivo se tratara. De acuerdo al teorema (4.5) cualquier relacion de valores para las variables de decision

*k

aC:ERMITE(ui’Vj)’aC:ERMITE(ui’Vj) y achERMITE(ui’vj) Vie{0,12,..5) Vj€{0,12,.5}
ou ov ouov

que sean solucion al problema de programacion no lineal entera multiobjetivo “relajado” (4.36), y en particular la
optima, va a generar una superficie interpoladora de Hermite (ecuacion (4.19)) que en si misma es una funcién copula y
que conserva el valor 19.00 del estadistico de Pearson. La optimalidad del problema no va a proporcionar un valor
mejor para el estadistico de Pearson sino que pretende generar una copula de aspecto mas suave, condicion que parece
deseable a la hora de emplear ésta con fines predictivos. Los graficos siguiente dan dos visiones distintas de la densidad

copula asociada a C™ yeryare.

Céopula obtenida por interpolacidén ciibica mediante polinomios de Hermite

DENSIDAD_COPULA

v
10O o

0.75

Q.50

Q.00
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
u

] 0[7]0.5059274717
W 1.0118549433 [ 1.517782415
[12.0237098867 [l 2. 5296373583
[ 3.03556483[ |3.5414923017
0 4.0474197733[ ] 4.553347245

Estadistico de Pearson = 19.00

Hlustracion 7.36: Densidad de la cépula obtenida por interpolacion cubica mediante polinomios de Hermite de la
subcépula-Viun que optimiza el estadistico de Pearson ajustada a la muestra de entrenamiento en Febrero
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Aun cuando el aspecto de esa densidad sigue presentando irregularidades, en el grafico de contorno encontramos una
primera diferencia que salta claramente a la vista con respecto a C™ rzrcusov (ilustracion (7.35)) y es la ausencia de los
pequetios circulos en color azul marino (representativo del valor 0) que existian en cada uno de los nodos de la
particiéon. Nuevamente vemos dos indicios claros de correlacion en el grafico en respuesta a la concentracion de puntos
que se observa en la ilustracion (7.30): una correlacion mas fuerte entre las colas derechas de las distribuciones y otra de
intensidad ligeramente menor entre las colas izquierdas. La simulacion de valores de esta copula se puede llevar a cabo

a través de la expresion (5.22) tal y como se explica en el apartado 5.3.

7.2.5.3.3 Construccion de una cépula por interpolacion mediante polinomios de Bernstein

La ultima copula que vamos a construir Cpzrysrev Utiliza polinomios de Bernstein (expresion (4.10)) como medio de
aproximacion al dominio de definicion de la subcopula C* aunque éstos no permiten hacer una interpolacion exacta de
ella. Esto supone obviamente que, como ya nos sucediera con C* cugics, tampoco va a ser posible alcanzar el valor
optimo del estadistico de Pearson obtenido para C”, si bien a cambio la ventaja es que, por la propia definicion de esta
copula, su densidad asociada presenta un aspecto muy suave, lejos del comportamiento escalonado y sinuoso que

mostraban los ajustes anteriores.

Para definir la copula C zerysreny basta aplicar la ecuacion (4.11) sobre las ternas de valores (i, j, ¢’j) e igualmente a
partir de ellos se puede calcular la densidad copula correspondiente dada por la ecuacion (4.12) y cuyo resultado se

muestra a continuacion:

Cépula obtenida por interpolacién mediante polinomios de Bernstein

v

DENSIDAD_COPULA

0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
u
B 7.41G808E-8[ |0.4621318874
W 0.9242637007 ] 1.386395514
[[11.8485273272 [ 2.3106591405
[[12.7727909538( | 3.234922767
[ 3.6970545803[_[4.1591863936

Estadistico de Pearson = 27.471

Ilustracion 7.37: Densidad de la cépula obtenida por interpolacion mediante polinomios de Bernstein de la
subcopula que optimiza el estadistico de Pearson ajustada a la muestra de entrenamiento en Febrero

La suavidad a la que haciamos referencia es la principal propiedad que observamos a la vista de uno y otro grafico.

Ademas, el caricter empirico de la copula vuelve a quedar puesto de manifiesto. Como ocurriera con C gz,
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C" rerguson' Y C nermre 1a densidad copula enfatiza la correlacion en aquellos rectangulos de la particion donde existe
una mayor concentracion de puntos. En coherencia con las copulas C'urry C'oumser, €sta correlacion es mas fuerte entre
las colas derechas de las distribuciones de X e Y y algo mas débil entre los extremos izquierdos de ellas. El valor del
estadistico de Pearson ha vuelto a crecer un poco respecto al de C™cumcs y se distancia mas del obtenido para las
familias uniparamétricas. Sin embargo, hemos considerado que el aspecto suave de su densidad es una caracteristica
interesante y diferenciadora respecto al de las otras copulas interpoladoras construidas, constituyendo una razon de
suficiente peso, para plantearnos su empleo como posible alternativa para llevar a cabo la simulacion de valores de la
variable demanda. En este caso este proceso resulta algo mas complicado pues, si bien la copula condicionada responde
a una expresion conocida (véase (5.23)), su inversion se antoja complicada. En su lugar, para realizar la simulacion de
un valor se puede proceder como se detalla en el apartado 5.4, generando un valor aleatorio “p” comprendido entre 0 y

1, igualando la expresion de la condicionada a dicho valor, y resolviendo en la variable /' mediante métodos numéricos.

7.2.5.4 Comparativa de resultados entre las diferentes copulas candidatas

A continuacion, se presentan varios histogramas que reflejan la distribucion de la demanda de gas en Madrid esperada
para el dia 23 de Febrero de 2005 en el supuesto de que dicho dia se produjera una bajada de diez grados centigrados
respecto del valor historico mediano de las temperaturas maximas registradas en ese mes, que recordemos es 13.7°C
(véase tabla (7.1)). Cada histograma es el resultado producido por una cépula distinta: C'urr, C'oumser, Cpimiar,
C" sernstevy C cusica. Con la idea de poder comparar estas distribuciones todos los histogramas han sido anclados en un
mismo origen y se ha considerado un nimero comun de cajas de la misma amplitud. La linea punteada azul refleja la
prediccion que proporciona en condiciones normales de temperatura el modelo (7.13). La linea de color rojo marca la
mediana de los valores simulados para la demanda supuesto un descenso de temperatura de 10°C. Finalmente la linea de
color negro muestra el valor real de la demanda que se present6 dicho dia. Obviamente, esta ultima junto con la primera
son fijas en todos los graficos. También se muestra el error con signo en el que se incurriria si se tomara como valor

predicho para la demanda la mediana de la distribucion.
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Ilustracion 7.38: Distribucion de las predicciones simuladas para la demanda mediante distintas familias
de copulas cuando la temperatura maxima desciende 10°C respecto de su valor normal para Febrero

A la vista de los histogramas, parece que son las copulas C'oumss y C rrr 1as que proporcionan mejores resultados con
unos margenes de error sorprendentemente buenos. Las predicciones en mediana dadas por las copulas interpoladoras
quedan mas distantes del valor real de la demanda. De todas maneras no debemos sacar conclusiones de forma
precipitada. Puede ser que el valor mediano sugerido por las copulas interpoladoras sea realmente mas fiable que el de
las otras dos pero que el dato registrado el 23 de Febrero haya sido un valor atipico y extremo como anuncian las colas

de dichas distribuciones. Es decir, puede ser que el dato real de ese dia sea un valor realmente alto que deberia haber
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sido capturado por el méximo de las distribuciones que ofrecen las copulas C'urr y C'oumszr y no asi por su valor
mediano respecto del cual estamos planteando la prediccion. Por ello, de momento consideraremos importante el hecho
de que el dato real (en negro) siempre esté comprendido dentro del rango de variacion de todas las distribuciones
presentadas. A raiz de este comentario, un posible andlisis seria cuantificar en cuantas ocasiones el dato real queda

incluido entre el minimo y el maximo de la distribucion de valores simulados por cada funcion copula.

Para medir definitivamente cual de las copulas genera mejores predicciones en el mes de Febrero de 2005 vamos a
hacer predicciones para todos aquellos dias de ese mes en los que el descenso de la temperatura con respecto al valor
establecido como normal fue al menos de 3°C. El nimero de datos segiin muestra la tabla (7.14) es 16, el mayor sujeto a
estas circunstancias en comparacion con el resto de los meses. De hecho ha sido ésta la razén que nos ha llevado a
realizar el estudio sobre este mes. Asi, para cada uno de esos dias, vamos a hacer el mismo analisis que para el 23 de
Febrero, es decir, sabiendo de antemano el numero de grados que bajo la temperatura real, haremos las simulaciones de
incrementos de demanda condicionando a ese valor numérico. Los criterios que vamos a establecer para medir la

bondad de las cdpulas candidatas son los siguientes:

1. Valores reales en rango.- Vamos a medir el numero de veces en el que el dato real de consumo queda
comprendido entre el minimo y el maximo de los valores simulados. Premiaremos a las dos copulas que

presenten un mayor numero de valores en rango.

2. Fiabilidad de la distribucion.- Vamos a contar cuantos de los valores reales estan cerca de los distintos
percentiles de la distribucion conformada por las simulaciones realizadas. Si el valor real cae entre el minimo y
el cuartil 1 de la distribucion de la prediccion lo contaremos dentro del grupo BAJA (parte baja de la
distribucion); si cae entre los cuartiles 1 y 3 lo incluiremos en el grupo MEDIA (parte media de la
distribucion); si cae entre el cuartil 3 y el percentil 95 lo asociaremos al grupo ALTA (parte alta de la
distribucion); si cae por encima del percentil 95, el valor correspondera al grupo EXTRM (parte extrema de la
distribucion). Adicionalmente existen los grupos BMIN (bajo minimo) y SMAX (sobre méximo) que haran
referencia a aquellos valores reales que caen por debajo del valor minimo de la distribucion y por encima del

valor maximo. La fiabilidad de la distribucion dependera de los tres factores siguientes:

— Los valores reales deben estar concentrados cerca de la mediana, es decir, en la clase MEDIA el
numero de valores reales debe ser mayor o igual que en la suma de las clases BMIN y BAJA y también
mayor o igual que en la suma de las clases ALTA, EXTRM y SMAX. La interpretacion seria que
cuando la temperatura baja un determinado nimero de grados, el valor real cae fundamentalmente en

el rango de mayor densidad de la distribucion (el rango esperado).

— Interesa que los valores reales estén mas concentrados en la cola derecha que en la izquierda, es decir,

deben caer mas veces entre los grupos ALTA, EXTRM y SMAX que entre BMIN y BAJA. De no ser

Aplicacion prdctica: Prediccion de la demanda de gas natural - 187 -



asi, pudiera darse el caso de que las predicciones tendiesen a un maximo que realmente no se alcanza
nunca y no parece conveniente alarmar a la compaiiia ante la posibilidad de un maximo que nunca
llega a presentarse. O dicho de otra manera, parece facil establecer un maximo si éste es inalcanzable.
Por ello, debe existir cierta inclinacion de los valores reales hacia la cola derecha de la distribucion de

las simulaciones (debe ser mas pesada).

— Dentro de la cola derecha, el nimero de valores reales en el grupo ALTA debe ser mayor o igual que
en el grupo EXTRM y esta misma relaciéon debe guardar este tltimo respecto del grupo SMAX, es
decir, la frecuencia de valores en la cola derecha debe ser decreciente. De esta forma, el nimero de
valores reales en cada clase de la cola derecha se movera en consonancia con la densidad de las

mismas.

Premiaremos a las dos copulas que, de manera significativa, mejores resultados presenten respecto de cada uno

de los criterios.

3. Calidad de las predicciones.- Vamos a calcular las medias de los errores de prediccion cometidos. Se

proponen 3 medidas:

— Media de los errores porcentuales absolutos de todos los dias simulados (16 datos). Estos errores se
miden, para cada dia, comparando el dato real y el valor mediano de la distribucion de la prediccion

que es el que se utilizara como referencia de demanda esperada para ese dia.

— Media de los errores porcentuales absolutos de los dias que caen en el grupo MEDIA. Estos errores se
miden para cada dia del grupo MEDIA comparando el dato real y el valor mediano de la distribucion
de la prediccion. Supuesto que en un porcentaje alto de los casos el dato real estara cerca del valor

mediano de la distribucidn, se trata de cuantificar el error entre ambos valores.

— Media de los errores porcentuales absolutos de los dias que caen en los grupo EXTRM y SMAX. Estos
errores se miden para cada dia de los grupo EXTRM y SMAX comparando el dato real y el valor
maximo de la distribucion de la prediccion. Se trata de cuantificar el error que se comete al dar como

prediccion el valor maximo de la distribucion.

De igual manera que antes premiaremos a las dos copulas que, de manera significativa, mejores resultados den

para cada uno de estos criterios.
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De acuerdo a lo expuesto, queda patente nuestro interés en medir la calidad de las predicciones en términos de sus
distribuciones y no tnicamente en funciéon de su capacidad para acertar de forma puntual. Una de las principales
ventajas que aporta el empleo de copulas frente a otro tipo de metodologias mas convencionales es la posibilidad de
proporcionar resultados en términos de distribuciones que no tienen porqué ser necesariamente simétricas. Queremos
destacar (véase por ejemplo la copula de Gumbel en la ilustracion (7.38)) el hecho de que, con independencia de la
copula que se utilice, los valores de las colas derechas (en amarillo) se encuentren mas concentrados respecto de la
mediana (que se propone como prediccion) que los de las colas izquierdas (en verde), aun cuando por definicion de la
propia mediana (percentil 50), el nimero de ellos situados en una y otra cola sera el mismo. Esta circunstancia resulta
de gran relevancia para la compafiia gasista pues le permitira tener mas controlada (acotada) la incertidumbre asociada

al pico maximo de demanda que, no debemos de olvidar, es el verdadero objetivo de este estudio.

Habiendo realizado este apunte, presentamos a continuacion el resultado obtenido para el mes de Febrero de 2005

respecto de cada uno de los 3 criterios establecidos.

Valores reales en rango

De acuerdo a este primer criterio existe una copula claramente desfavorecida que es la ajustada mediante interpolacion
cubica. En dicho caso, 5 de los 16 datos reales no se encuentran comprendidos entre el minimo y el maximo valor
predicho. Por tanto, de acuerdo a este primer criterio podriamos empezar descartando dicha copula. Para las restantes
copulas, los valores son muy parecidos siendo tan s6lo mejores en una unidad (un dia) para las copulas obtenidas por
interpolacion de C” que para las pertenecientes a las familias de Gumbel y HRT. Tal vez lo mas justo serfa premiar con
un punto a todas las copulas salvo a C”cupics, aun cuando las que mejores resultados consiguen son las otras dos

interpoladoras.

FAMILIA

Tabla 7.19: Evaluacion del criterio “Conteo de valores en rango” para las copulas candidatas a
reflejar la relacion entre el incremento de la demanda y el incremento de la temperatura en Febrero
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Fiabilidad de Ia distribucion

Evaluemos los tres factores que determinan la bondad de este criterio:

- Respecto del primero, las copulas C'servsrzny y C cusica son las que presentan mas elementos (7) entre el cuartil

1y el cuartil 3 (clase MEDIA) pero en ningun caso llegan a suponer al menor el 50% de los datos reales.

— Respecto del segundo, todas las copulas verifican tener mas valores a partir del cuartil 3 (grupos ALTA,
EXTRM y SMAX) que por debajo del cuartil 1 (grupo BAJA), dandose el efecto asimétrico esperado. Las dos
que mas peso tienen en dicha cola son C'pervstey Yy C cusica pero tal vez fuera injusto penalizar a las

distribuciones C'urr y C’cumsrr. S6lo en el caso de C' iz, €l peso de la cola izquierda parece excesivo.

—  Respecto del tercero, solo la copula C’zerasreny respeta el orden decreciente en cuanto al nimero de valores

ubicados en las clases ALTA, EXTRM 'y SMAX.

Por tanto, premiariamos con 2 puntos a C'gzrysrery y con 1 a todas las demés salvo a  Cpives que no recibiria ninglin

punto.

Tabla 7.20: Evaluacion del criterio “Fiabilidad de la distribucion” para las cépulas candidatas a reflejar la
relacion entre el incremento de la demanda y el incremento de la temperatura en Febrero
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Calidad de las predicciones

Respecto del error medio absoluto de prediccion los resultados son los siguientes:

— Teniendo en cuenta todas las predicciones realizadas, los mejores resultados corresponden a las copula Cuer y

*
C GUMBEL -

— Si la medicion se hace respecto de los dias que caen en el grupo MEDIA, 1a media de error mas baja se registra

para las c()pulas C*HRT y C*BERNSTE1N~

— En cuanto a los errores de prediccion de los grupos EXTRM y SMAX (respecto del valor maximo de la

distribucién) el mejor resultado se obtiene para Curry C oumsss -

Asi, como resultado de este criterio asignariamos 3 puntos a la copula C'urr, 2 @ C'oumper y 1 @ Cerastrin.

FAMILIA |  ERROR_A_ MEDIANA_TOTAL  ERROR_A_ MEDIANA  ERROR_A_ MAXIMO

BER 8.78
BIL 9.52
cuB 9.90
GuUM 8.02
HRT 7.88

1.71
2.33
4.08
2.28
1.26

20.03
15.65
17.36
13.76
1=3.24

Tabla 7.21: Evaluacion del criterio “Errores de prediccion” para las copulas candidatas a reflejar la relacion entre

el incremento de la demanda y el incremento de la temperatura en Febrero

El recuento de todos los puntos, daria como ganadora a la copula C’uzr con 5 puntos, seguidas de C'sgrysrev Y C umser

con 4 y finalmente C”cusics y C'simear con 1. Por tanto, en el mes de Febrero de 2005, la copula que proporcionaria el

mejor ajuste seria C'urr , 1o cual nos llevaria a sopesar la conveniencia de ésta para realizar predicciones en dicho mes

del afio. También podriamos plantearnos utilizar C'geryszev atendiendo a que es la copula que presenta mejores

puntuaciones respecto del criterio “Valores en rango” y del primero de los criterios de “Fiabilidad de la distribucion”,

sin haber recibido un premio adicional por ninguno de ellos. Sera la validacion sobre el mes de Febrero de 2006 la que

incline definitivamente la balanza a favor de una u otra cépula.

A continuaciéon vamos a presentar estos mismos resultados para cada uno de los 9 meses invernales restantes

comprendidos en los dos afios del horizonte de prediccion que hemos planteado. Dado que para un mismo mes y afio es

muy pequefio el nimero de dias en los que la temperatura baja mas de 3°C (véase por ejemplo el mes Noviembre de
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2004 en la tabla (7.14)), se presentan los resultados por tipo de mes, es decir, en la categoria Enero estarian englobados
Enero de 2005 y Enero de 2006. En cada caso, la propuesta de las copulas candidatas (como en Febrero de 2005 eran
C'urry C’gumser) se plantea a partir de la evaluacion del estadistico de Pearson sobre la nube de pares (x, y) asociados al
mes en cuestion. La tabla siguiente presenta el orden en el que estas copulas deberian ser tanteadas en funcion del valor

del estadistico que para ellas se obtiene. Tan solo se presentan las 3 primeras candidatas para cada uno de los meses.

ENERO MARZ0 NOVIEMBRE DICIEMBRE

COPULA | PEARSON | P_VALOR COPULA | PEARSON | P_VALOR

COPULA | PEARSON | P_VALOR (| COPULA PEARSON P_VALOR

HRT 16,3712 0.35782 | NOR 16.5354  0.34739 | GUM 18.3167  0.24638 | HRT 03242 0.85996
GUM 17.0177  0.31781 || GUN 18.6692  0.22912 | PLA 18.3952  0.24246 | | GUM 10.9499  0.75614
NOR 18.0096 = 0.26216 || F15 21.4659  0.12259 || CLA 19.0401 0.21192 | NOR 12,6324 0.63067

Tabla 7.22: Evaluacion del estadistico de Pearson para una serie de copulas ajustadas a cada uno de los meses
invernales de la muestra de entrenamiento

La conclusién que podemos sacar a la vista de las tablas anteriores ((7.16) y (7.22)) es que durante los meses claramente
invernales (Diciembre, Enero y Febrero), las copulas C'urr v C'ounme (en este orden) deberian ser las primeras en ser
utilizadas dado que ocupan siempre las dos primeras posiciones. Para los meses de Enero y Diciembre, la cépula
gaussina se plantea como la tercera alternativa, mientras que para Febrero esta tercera posicion esta reservada a la

familia de Plackett.

Para los meses que pudiéramos considerar de transicion con el Otofio (Noviembre) y la Primavera (Marzo), la familia
de Gumbel sigue ocupando los primeros puestos, pero el representante de la familia de Cola Derecha Pesada

desaparece, permitiendo que aparezcan nuevamente la copula Normal y la de Plackett.

Asi, la familia de Gumbel perteneciente a la clase de valor extremo, aporta siempre con independencia del mes de
estudio, un representante para analizar la relacion de dependencia entre la variable de demanda y la climatoldgica. Bien
es verdad que en aquellos casos en los cuales la familia de Cola Derecha Pesada aporta un representante, éste genera un

p-valor algo mas alto que permite no rechazar el contraste de bondad de ajuste con un mayor nivel de significatividad.

Finalmente, dado que es C'yoruz la que en un mayor nimero de ocasiones ocupan el tercer puesto en litigio, sera ésta la
que participe juntamente con C'urr, C'umser Y las copulas interpoladoras en la presentacion final de resultados (tablas
(7.23)-(7.27)). De acuerdo a ellos, las copulas C'urr, C'gummrr Y C cusica parecen ser las mas apropiadas en lineas
generales. Las dos primeras basan estos buenos resultados en la calidad de las predicciones que generan, mientras que la
interpoladora, a parte de conseguir buenos resultados de prediccion en Enero y Diciembre, justifica sus buenas

puntuaciones en el criterio que hace referencia a la fiabilidad de la forma de la distribucion.

Finalmente sefialaremos que, respecto del debate que teniamos abierto entre la posibilidad de utilizar C'szr 0 C szrnsrey
para predecir en el mes de Febrero, la incorporacion del afio 2006 al conjunto de validacion establece definitivamente
como ganadora a la primera, siendo la principal razén de ello, la menor magnitud de los errores de prediccion cometidos

fuera de muestra (tercer criterio).
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Mes de Enero

Vafores reales en rango

FAMILIA

EN_RANGO

Calidad de fas predicciones

FAMILIA | ERROR_A MEDIANA_TOTAL ERROR_A_MEDIANA | ERROR_A_MAXIMO

BER
BIL

CuUB
GUM
HRT
NOR

13.17
11.96
13.77
11.44
10.98
12.82

1.60
2.70
1.27
5.05
4.82
1.78

21.44
20.61
19.58
23.40
22.51
22.93

Tabla 7.23: Evaluacion de los criterios que permiten determinar la copula que mejor refleja la
relacion entre el incremento de la demanda y el incremento de la temperatura en Enero

Familia Criterio 1 Criterio 2 Criterio 3 Total
BER 1 0+1+0 0+1+0 3
BIL 1 0+1+0 0+0+1 3
CUB 1 0+1+0 0+1+1 4
GUM 1 0+1+0 1+0+0 3
HRT 1 0+1+0 1+0+0 3
NOR 1 0+1+1 0+0+0 3
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Mes de Febrero

Vafores reales en rango

FAMILIA

Calidad de las predicciones

FAMILIA | ERROR_A MEDIANA_TOTAL ERROR_A_ MEDIANA ERROR_A MAXIMO

BER
BIL

cuB
GUM
HRT
NOR

7.21
7.89
8.00
6.50
6.48
6.44

2.71
2.54
3.62
2.21
1.81
3.15

20.03
15.65
15.98
13.76
13.24
15.05

Tabla 7.24: Evaluacion de los criterios que permiten determinar la copula que mejor refleja la
relacion entre el incremento de la demanda y el incremento de la temperatura en Febrero

Familia Criterio 1 Criterio 2 Criterio 3 Total
BER 1 1+1+1 0+0+0 4
BIL 1 0+0+0 0+0+0 1
CUB 0 1+1+0 0+0+0 2
GUM 1 0+1+0 1+1+1 5
HRT 1 0+1+0 1+1+1 5
NOR 1 1+1+1 1+0+0 5
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Mes de Marzo

Valores regies en rango

EN_RANGO

FAMILIA

Cualidad de las predicciones

FAMILIA | ERROR_A_MEDIANA_TOTAL | ERROR_A_ MEDIANA | ERROR_A_MAXIMO

BER 13.87 5.36 23.67
BIL 10.92 3.79 21.33
cuB 15.17 6.25 24.22
GUM 9.45 1.27 15.76
HRT 8.99 0.68 14.14
MOR 10.15 0.85 18.67

Tabla 7.25: Evaluacion de los criterios que permiten determinar la copula que mejor refleja la
relacion entre el incremento de la demanda y el incremento de la temperatura en Marzo

Familia Criterio 1 Criterio 2 Criterio 3 Total
BER 1 0+1+0 0+0+0 2
BIL 1 0+1+0 0+0+0 2
CUB 0 0+1+0 0+0+0 1
GUM 1 0+1+0 1+0+1 4
HRT 0 0+1+0 1+1+1 4
NOR 1 0+1+0 0+1+0 3
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Mes de Noviembre

Vafores reafes en rango

FAMILIA

Calidad de fas predicciones

FAMILIA  ERROR_A_MEDIANA_TOTAL | ERROR_A_ MEDIANA | ERROR_A_ MAXIMO

BER
BIL

cup
GUM
HRT
MOR

5.99
5.57
5.62
3.82
3.59
4.83

3.03
3.22
2.97
2.38
2.23
2.49

15.73

Tabla 7.26: Evaluacion de los criterios que permiten determinar la copula que mejor refleja la
relacion entre el incremento de la demanda y el incremento de la temperatura en Noviembre

Familia Criterio 1 Criterio 2 Criterio 3 Total
BER 1 1+1+0 0+0+0 3
BIL 1 1+1+0 0+0+0 3
CUB 1 1+1+1 0+0+0 4

GUM 1 1+0+0 1+1+0 4
HRT 1 1+0+0 1+1+0 4
NOR 1 1+1+0 0+1+0 4
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Mes de Diciembre

Valores reales en rango

Calidad de las predicciones

FAMILIA | ERROR_A_MEDIANA_TOTAL | ERROR_A MEDIANA | ERROR_A_ MAXIMO

BER
BIL

cuB
GUM
HRT
NOR

7.63
10.41
7.52
8.28
8.39
8.14

2.98

2.59
2.71
2.75
2.67

Tabla 7.27: Evaluacion de los criterios que permiten determinar la copula que mejor refleja la
relacion entre el incremento de la demanda y el incremento de la temperatura en Diciembre

Familia Criterio 1 Criterio 2 Criterio 3 Total
BER 0 1+0+0 1+0+0 2
BIL 0 0+0+0 0+0+0 0
CUB 0 1+0+0 1+1+0 3
GUM 0 0+0+0 0+1+0 1
HRT 0 0+0+0 0+1+0 1
NOR 0 0+0+0 0+1+0 1
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7.3 Prediccién de la demanda de gas natural a corto plazo

7.3.1 Introduccién al problema

El siguiente capitulo del bloque practico de esta tesis versa sobre la prediccion diaria de la demanda de gas a corto
plazo. Una de las principales necesidades de disponer de una buena prevision a este horizonte es conseguir adaptar el
ritmo uniforme y regular que imponen las suministradoras de gas a la gran heterogeneidad de demanda que a corto
plazo se puede esperar por parte de los clientes finales en funcion de su perfil de consumo. No sé6lo deben tenerse en
cuenta los recursos de gas disponibles sino los contratos firmados con comercializadoras y suministradoras que pueden
implicar por ejemplo la movilizacion de flotas completas de buques metaneros (véase ilustracion (7.39)) que traen el

gas desde Argelia.

La dificultad para mantener la calidad del gas (presion) dentro del gasoducto justifica la necesidad de que la prediccion
no exceda en demasia el dato real de demanda: conforme pasa el tiempo, el gas pierde calidad, calienta menos y, en
consecuencia se necesita mas volumen para producir el mismo calor, con la consiguiente pérdida econémica para la
compaiiia. Si por el contrario el dato predicho se situa significativamente por debajo del real, los clientes industriales
podrian ver reducidas sus tasas de produccion y los domésticos plantearse el empleo de otra energia alternativa como
forma de calefaccion para su hogar. Si bien existen tanques de almacenamiento de gas y aun cuando las infraestructuras
del sistema gasista espafiol han sido dimensionadas buscando cierta flexibilidad en términos de regasificacion y
transporte, esta holgura es menor que la que existe en otros paises como Francia o Italia. Por ello, son mayores las
necesidades de ajustar modelos de prediccion muy fiables, que proporcionen unas previsiones de demanda dptimas para

garantizar el buen funcionamiento del transporte al menor coste posible.

La prediccion de demanda a corto plazo es un problema clasico entre las compafias del sector energético. Existen
multitud de técnicas contrastadas que proporcionan buenos resultados entre las que gozan de mayor popularidad los
modelos ARIMA basados en la metodologia Box-Jenkins. En este capitulo, nos basaremos en la idea propuesta para el
tratamiento a medio plazo de las series de demanda de gas mediante funciones copula, y propondremos un método de

prediccion alternativo a estos modelos clasicos.

Hlustracion 7.39: Buque metanero descargando gas en la planta de Huelva
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7.3.2 Planteamiento de la solucion

Ya en el apartado 7.2.2 anuncidbamos la conveniencia de emplear modelos ARIMA para abordar un problema de

prediccion de demanda de gas o electricidad a corto plazo frente a otras alternativas de modelizacion y argumentabamos

que la razén fundamental es que estos modelos permiten identificar rasgos muy caracteristicos de este tipo de series

COmo son:

La tendencia recogida por los parametros asociados a los primeros retardos de la variable de consumo

(diferencias regulares o parametros autorregresivos de ordenes bajo).

La variabilidad que puede cambiar (heterocedasticidad) o no (homocedasticidad) con el tiempo. En el primer
caso suele ser necesario someter a la serie a alglin tipo de transformacion (mediante la funcién logaritmica o
raiz cuadrada). Raramente la volatilidad de la serie es tal que resulta conveniente completar el proceso de
ajuste con un tratamiento de la varianza del término error a través de un modelo GARCH (autorregresivo

condicionalmente heterocedastico generalizado).

La influencia del calendario tanto en el segmento doméstico (descenso de la demanda por desuso del gas en la
residencia habitual durante periodos festivos) como en el industrial (caida en esos mismos periodos de la
actividad de fabricas que emplean de forma regular el recurso energético). Parte de este efecto “calendario”
sera reflejado a través de los ordenes estacionales del modelo que permiten basar la prediccion en el dia de la
semana anterior. De esta forma quedaran diferenciados los fines de semana del resto de dias (por lo general,
laborables). Otra parte mas dificil de modelizar va asociada a situaciones anomalas que deben ser abordadas

mediante un analisis de intervenciones traducido en la incorporacién de variables binarias en el ARIMA:

— El efecto de festividades aisladas puede ser identificado mediante intervenciones tipo pulso

(AO = Additive Outlier o Atipico Aditivo).

— El efecto de puentes también puede ser recogido mediante outliers tipo AO asociados al puente o,
alternativamente, con outliers tipo TC (Temporary Change o Cambio Temporal) asociados a una
festividad aislada que supone el impacto inicial en la serie y cuyo efecto decae de manera exponencial

y amortiguada en los dias siguientes (el del puente).

— El efecto de un periodo vacacional se puede capturar mediante intervenciones tipo escalon

(LS = Level Shift o Cambio de Nivel) que afecta a un grupo de dias (Navidad, Agosto, S. Santa, etc.).
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— En el sector residencial los agentes climaticos desempefian un papel determinante pudiendo ser incluidos en la
ecuacion del ARIMA a través de modelos de funcion de transferencia. Ya comentamos en el apartado 7.2.3
que, después de haber contrastado la influencia de las distintas variables que nos proporcioné el Instituto
Nacional de Meteorologia asociadas a las estaciones mas cercanas a la zona en que es medido el consumo de
gas, fueron las variables de temperatura (maxima de Barajas y en menor medida, minima de Cuatro Vientos)
las que proporcionaron mejoras sustanciales en términos de prediccion. Otras que en un principio se
contemplaron pero que finalmente fueron descartadas por no resultar significativas y jugar en contra de la
parsimonia buscada para el modelo son, por orden decreciente de importancia: la velocidad del viento, la

humedad relativa del aire, la nubosidad (medida como la proporcién de cielo cubierto) y las precipitaciones.

En resumen las predicciones a corto plazo de demanda doméstica de gas pueden obtenerse a partir de un modelo
ARIMA debidamente complementado con un analisis de intervenciones para reflejar el efecto del calendario y la
inclusion de modelos de funcion de transferencia asociados a las variables de temperatura. El criterio principal de
decision ante el abanico de técnicas existentes es obviamente la calidad de los resultados, pero también conviene citar
otros como por ejemplo la facilidad con que pueden ser interpretados los parametros que participan en el modelo o, por
poner otro ejemplo, la estabilidad de los mismos, circunstancia que permite reducir el tiempo dedicado a su

mantenimiento y distanciar los periodos dedicados a su revision.

La metodologia que vamos a proponer consiste en suplir el empleo de las funciones de transferencia por el de funciones
copula, para modelizar el efecto de la temperatura maxima de Barajas y la minima de Cuatro Vientos. Partiremos de una
prediccion inicial dada por un modelo ARIMA y estudiaremos la relaciéon de dependencia del proceso residual
resultante del ajuste con estas variables de temperatura. Obsérvese que este planteamiento mantiene un claro
paralelismo con el desarrollado en el tratamiento a medio plazo. Tenemos por un lado una variable asociada a la
demanda medida en términos porcentuales que en este caso es el error de un modelo y que en el caso anterior era el
incremento porcentual o por qué no decirlo, el error, entre la demanda real y la que estimdbamos en condiciones
normales de temperatura. Por otro lado, dispondremos de una variable de temperatura que en el modelo a medio plazo
era la desviacion con respecto a un valor estandar establecido para cada mes y que en este modelo sera la diferencia en
grados con respecto al dia anterior, es decir, el nimero de grados centigrados que la temperatura ha bajado o subido de
un dia a otro. Nuevamente ambas variables eliminan la posible dependencia temporal cuya existencia nos obligaria,
como también hemos mencionado en alguna ocasion, a tener ciertas precauciones si pretendemos utilizar funciones

copula.

Nuestro objetivo final es comparar los resultados que se obtienen a través de un modelo ARIMA en el que las variables
de incremento de temperatura intervienen como modelos de funcidn de transferencia y otro modelo ARIMA en el que el
efecto que aportan estas funciones es incorporado a través de funciones copula. Empezaremos ajustando este modelo

ARIMA que sirve de punto de partida a ambas propuestas de solucion.
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7.3.2.1 Ajuste de una serie mediante un ARIMA complementado con modelos de funciéon de transferencia

Para ajustar el modelo ARIMA de partida vamos a seguir cada una de las fases que componen la metodologia Box-
Jenkins y que fueron descritas en el apartado 6.1. Para empezar vamos a empezar distinguiendo entre un conjunto de
entrenamiento con datos comprendidos entre el 1 de Noviembre de 1997 y el 31 de Octubre de 2005 y otro de
validacion cuyos datos se mueven entre el 1 de Noviembre de 2005 y el 31 de Marzo de 2006 que es el Gltimo inverno
gasista del que disponemos y para el que parece tener sentido plantear la prediccion fuera de muestra por ser el mas
reciente. Justificado asi el hecho de que tomemos el 31 de Octubre como fecha de cierre del conjunto de entrenamiento
diremos que, si bien se dispone de datos desde el 1 de Abril de 1997, hemos preferido tomar como fecha de inicio de
dicho conjunto el dia 1 de Noviembre con la idea de que en el ajuste sdlo participen afios completos, sin posibles
descompensaciones entre meses. A partir de aqui, podemos empezar a aplicar la metodologia citada.

El primer paso de la denominada fase de identificacion consiste en determinar si es preciso o no hacer una
transformacion sobre la variable a predecir con vistas a reducir su variabilidad. En el ajuste a medio plazo en el que esta
variable era la demanda en condiciones normales de temperatura, el criterio de informacion de Akaike (ecuacion (2.6))
sugeria el empleo de la transformacion raiz cuadrada (véase tabla (7.10)). En este caso, en que el histdrico es el mismo
pero sin hacer el depurado del efecto climatico dicho criterio propone nuevamente hacer esta misma transformacion,

circunstancia que obviamente no es de extrafiar.

1.0 19445.28
0.5 18806.32
0.0 19101.94

Tabla 7.28: Evaluacion del AIC para varias propuestas de transformacion para la variable demanda

El segundo paso es determinar la necesidad de diferenciar la variable a predecir para ésta sea estacionaria en media.
Para ello vamos a especificar los 6rdenes regulares y estacionales del modelo tanto en lo que se refiere a la parte
autorregresiva (AR) como a la de medias moviles (MA) a partir de los resultados parciales que vayan ofreciendo los
graficos de autocorrelacion (correlogramas) obtenidos conforme vayan siendo ajustados los parametros del modelo.
Estos parametros se iran recalculando a medida que vayan siendo incluidos nuevos términos en la formula. Asi, la
posible necesidad de diferenciar la serie se contemplara a partir de las estimaciones obtenidas para los coeficientes de la
parte autorregresiva en caso de que éstas se muevan suficientemente cerca de de 1.
Para empezar observaremos el grafico de autocorrelacion simple asociada a la serie transformada asi como el resultado
de contrastar si dicho proceso es 0 no ruido blanco. Podriamos decir que el grafico corresponde al residuo del “modelo
sin estructura”.

X(t)=€(t) (7.29)
siendo X (t)=+ Demanda (t)
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Autocorrelation Check of Residuals

m Pr > ChiSq Autocorrelations

9999.99 6 <.0001 0.998 0.994 0.993 0.992 0.991 0.992
9999.99 12 <.0001 0.992 0.990 0.988 0.987 0.986 0.985
9999.99 18 <.0001 0.986 0.987 0.985 0.982 0.981 0.981
9999.99 24 <.0001 0.980 0.981 0.982 0.980 0.978 0.976

Autocorrelation Plot of Residuals

53.672396 1.00000 | | KA RFERERARE R RFREAR | 0
53.538469 0.99750 | L |FEREEEEERRRRRREEFFEER ] (),018499
53.375303 0.99446 | L FEEERRXRRARRAEERTRLL] 0 0.031989
53.284665 0.99278 | o | EEREEEERERRRRAREERIEEE ] 0,041233
53.225498 0.99167 | L | EEEEEERERRRRRREERIEEE ] 0,048732
53.194122 0.99109 | .| EEREEEEEREERREEEREEEE ] 0.055208
53.232348 0.99180 | L | FEREEERERREREREEEIEER ] 0.060994
53.257796 0.99228 | L | FEEEERERREREREEIEEEE]0.066284
53.136766 0.99002 | L | FEEFEEREREERRREEEEEER]0.071186
53.008486 0.98763 | L | FEREREEFERREREZEEEIEEE]0,075752
52.949354 0.98653 | L | FERERERRRRZRREEXTLLL] 0 0.080037
52.910147 0.98580 | - | EEEEERERRERRREERAEEE ] 0.084096
52.888666 0.98540 | - |FAHFERRRRRRRREXEEERR| | 0,087962
52.932354 0.98621 | - | FHREFER SR I EEIEER | 0.001662
52.963025 0.98678 | - |FHREFERKRE LG EEIIEIR | 0,095224
52.848069 0.98464 | - |FHRFEFERKREE LS G EEEEEET | 0,008661
52.726279 0.98237 | - |FHREFERKREE LGS EEEEEER ] 0,101969
52.672290 0.98137 | - |FREEEREREE ARG EEEEER| | (0,105158
52.636441 0.98070 | . [FRRFEXXRRRRRRETXAALN] 0 0.108247
52.618500 0.98036 | - |FAHFERRRRRRRREXEEERR| | 0,111246
52.666279 0.98125 | - |FAHFERRRRRRRREXEEERR| | 0,114165
52.700351 0.98189 | - |FHF KRR REIERR ] 0,117015
52.589365 0.97982 | - |FHRFFERKREE LSS EEEIEET| | (0,119802
52.466421 0.97753 | - |FHREFERKRE LG EEEEEIR | 0,122514
52.407859 0.97644 | - |FHRFFERK S LSS EEEEEER | 0,125155

Hlustracion 7.40: Test de ruido blanco y correlograma para la serie original de demanda de gas

A la vista de este primer grafico se deduce la necesidad de ajustar un modelo AR(1) o incluso, si fuese preciso, una
diferencia regular I(1). Por tanto, un primer modelo seria:
(I=¢p*xB) X (t)=€(t) (7.30)

Una vez ajustado este modelo, el resultado es el siguiente:
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Parameter

0.99785

Conditional Least Squares Estimation

Approx
Esti Standard Error | t Value | Pr > |t| | Lag

0.0012610 791.32

<.0001

1

Autocorrelation Check of Residuals

m Pr > ChiSq Autocorrelations

616.32 5 0.124 -0.293 -0.132 -0.108 -0.278 0.051
2095.15 11 0.589  0.037 -0.279 -0.084 -0.067 -0.259
3360.96 17 0.054 0.585 0.035 -0.273 -0.075 -0.066
4785.92 23 -0.253 0.050 0.583 0.056 -0.259 -0.083

Autocorrelation Plot of Residuals

3210123456

0.249288 1.00000 | FARERERR R AR RARRERLS | 0
0.030998 0.12435 - | 0.018499
-0.073106 -.29326 FEREEEE] L | 0.018783
-0.032785 -.13152 EE] L | 0.020290
-0.027024 -.10840 . | 0.020580
-0.069389 -.27835 FEREEEIE] L | 0.020774
0.012604 0.05056 -1 | 0.022013
0.146796 0.58886 o | EEERREE R | 0.022053
0.0092761 0.03721 - I 0.026901
-0.069535 -.27893 FEEERRE] L | 0.026919
-0.020905 -.08386 x| | 0.027891
-0.016748 -.06718 *- | 0.027977
-0.064465 -.25860 EEEEE] L | 0.028032
0.013399 0.05375 -1* | 0.028837
0.145772 0.58475 | FEREREEEEEREE | 0.028871
0.0087700 0.03518 -1 | 0.032674
-0.068086 -.27312 FEREE| L I 0.032687
-0.018818 -.07549 *E| | 0.033459
-0.016556 -.06641 *. | 0.033517
-0.063157 -.25335 EEEEE] L | 0.033562
0.012538 0.05030 -1* | 0.034210
0.145305 0.58288 - | FEREREREAEE LR | 0.034235
0.014032 0.05629 -1* | 0.037478
-0.064665 -.25940 FEEEE | 0.037507
-0.020716 -.08310 **| | 0.038116

Hlustracion 7.41: Test de ruido blanco y correlograma para el modelo AR(1) ajustado a la serie de demanda de gas

Lo primero que observamos es que la estimacion del parametro ¢; sale muy proxima a 1, lo cual es un claro indicio de
la necesidad de llevar a cabo una diferencia regular ante la posibilidad de que la serie no sea estacionaria en media, y
teniendo en cuenta que los modelos ARMA deben ser ajustados sobre procesos estacionarios. A pesar de que el valor de

la desviacion tipica de la estimacion es pequeiio, puede considerarse suficiente para que el valor 1 esté incluido en un

intervalo centrado en ¢, y cuyo radio sea un par de veces dicho valor.

Por otra parte también puede apreciarse que alrededor de cada uno de los retardos estacionales reflejados en el grafico,
aparece el patron del modelo MA que cabria ajustar a la vista de los tres primeros valores del correlograma, es decir, en
los retardos 6 y 8 (a una unidad de distancia de 7) vemos una pequefia correlacion asociada a la autocorrelacion de

orden 1 (MA(1)); en los retardos 5 y 9 (a dos unidades de distancia) vemos una correlacion mas fuerte asociada a la
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autocorrelacion de orden 2, que también es mas significativa (MA(2)); finalmente en los retardos 4 y 10 (a tres unidades
de distancia) vemos otra correlacion bastante significativa en concordancia con la autocorrelacion de orden 3. Este
comportamiento peculiar esta identificando que la componente estacional se incorpora de manera multiplicativa sobre
la regular y que por tanto hemos de proponer un modelo multiplicativo en vez de aditivo. Sin embargo, antes de
empezar incorporando la parte estacional del modelo, vamos a sustituir el AR(1) por un I(1). Consideremos asi el
modelo

(1-B) X (t)=¢€(t) (7.31)

El resultado asociado a este modelo es el siguiente:

Autocorrelation Check of Residuals

m Pr > ChiSq Autocorrelations

689.32 <.0001 0.127 -0.311 -0.139 -0.115 -0.296 0.052
2332.18 12 <.0001 0.618 0.040 -0.299 -0.092 -0.072 -0.271
3737.91 18 <.0001 0.057 0.614 0.036 -0.292 -0.079 -0.070
5309.42 24 <.0001 -0.266 0.051 0.609 0.058 -0.280 -0.088

Autocorrelation Plot of Residuals

0.239524 1.00000 | | Rk ek kR KKK AR LK | 0
0.030341 0.12667 | | EEE | 0.018503
-0.074410 -.31066 | FEEEEE] L | 0.018797
-0.033377 -.13935 | EE] L | 0.020480
-0.027571 -.11511 | . | 0.020802
-0.070927 -.29612 | R | 0.021019
0.012341 0.05152 | - I 0.022401
0.148072 0.61819 | | FEERERE LT | 0.022442
0.0095126 0.03971 | -1* I 0.027664
-0.071626 -.29903 | e | 0.027684
-0.021959 -.00168 | . | 0.028768
-0.017344 -.07241 | . | 0.028868
-0.065019 -.27145 | FEEEE] L | 0.028930
0.013660 0.05703 | -1 | 0.029789
0.147124 0.61424 | | EEERREEREEAS | 0.029827
0.0086864 0.03627 | -1* | 0.033882
-0.070024 -.29235 | e | 0.033895
-0.018959 -.07915 | x| I 0.034747
-0.016862 -.07040 | . | 0.034809
-0.063602 -.26554 | FREEE] L | 0.034858
0.012266 0.05121 | -1 | 0.035544
0.145920 0.60921 | L | EEERER SRR I 0.035569
0.013960 0.05828 | - |1 0.038978
-0.067055 -.27995 | rEEEER] L I 0.039007
-0.021045 -.08786 | I | 0.039689

Ilustracion 7.42: Test de ruido blanco y correlograma para el modelo I(1) ajustado a la serie de demanda de gas

A la vista de cualquiera de los dos graficos anteriores queda clara la necesidad de ajustar un término autorregresivo de
orden 7 que, en funcion de su magnitud, también puede derivar en una nueva diferenciacion de la serie.

Las correlaciones asociadas a los retardos que son miltiplos de 7 son muy significativas y decrecen lentamente hacia 0.
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Segtin hemos observado, este término debera incorporarse de manera multiplicativa al modelo y por ello, pasaremos a

distinguir entre la parte regular y la parte estacional del mismo. Sea entonces el modelo SARIMA(0,1,0)x(1,0,0);:

(1-B)(1-®,%xB") X (t)=€(t) (7.32)

El resultado del ajuste es el siguiente:

Conditional Least Squares Estimation

Approx
Parameter | Estimate | Stan d Error | t Value | Pr > |t] | Lag

0.61912

0.01455 42.55 <.0001

Autocorrelation Check of Residuals

m Pr > ChiSq Autocorrelations

207.87

40416 11
485.67 17
568.36 23

<.0001 0.192
<.0001 -0.233
<.0001 0.025

<.0001 -0.048

-0.099 -0.105 -0.045 -0.080
-0.074 -0.066 0.014 0.024
0.146 -0.017 -0.074 0.003

0.003 0.141 0.025 -0.066

-0.069
-0.046
0.001

-0.032

Autocorrelation Plot of Residuals

-

0.147900 1.00000

0.028469 0.19249
-0.014631 -.09892
-0.015551 -.10514

-0.0067084 -.04536
-0.011806 -.07982
-0.010182 -.06884
-0.034464 -.23302
-0.011004 -.07440

-0.0097081 -.06564
0.0020666 0.01397
0.0035262 0.02384

-0.0067388 -.04556

0.0036858 0.02492
0.021590 0.14598

-0.0025302 -.01711
-0.010983 -.07426
0.00037851 0.00256
0.00022174 0.00150
-0.0071016 -.04802
0.00046434 0.00314
0.020789 0.14056

0.0037449 0.02532
-0.0097650 -.06602
-0.0047041 -.03181

| EREERERFA AR ARSI RFRTAL |

_|FEEE |

FREEF| |
. |
*l. |
-l |
ol |
x| . |
ol |

NEE

. |

*|. |

NEE |

x|, |

. |

0
0.018503
0.019176
0.019350
0.019545
0.019581
0.019692
0.019774
0.020693
0.020784
0.020855
0.020858
0.020867
0.020901
0.020912
0.021258
0.021262
0.021351
0.021351
0.021351
0.021388
0.021388
0.021702
0.021712
0.021781

Ilustracion 7.43: Test de ruido blanco y correlograma para el modelo SARIMA(0,1,0)x(1,0,0); ajustado a la serie de
demanda de gas

En esta ocasion, el valor estimado para el parametro ¢ no es lo suficiente proximo a 1 como para traducirlo en una

diferenciacion. La siguiente autocorrelacion residual que presenta mayor significatividad es la asociada al retardo 7 la

cual sugiere la propuesta de un parametro que cuantifique esa relacion (MA(7)).
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Tras incorporar este parametro a la formula, tendremos un modelo SARIMA(0,1,0)x(1,0,1); dado por:
(1-B)(1-®,xB") X (1)=(1-0,%B")e(t) (7.33)

El resultado al que conduce el ajuste de este modelo es el siguiente:

Conditional Least Squares Estimation Correlations of Parameter

Estimates
Approx
Parameter | Esti te Standard Error |t e | Pr > |t] Parameter mm

0.92917 0.0071955 129,13 <.0001 7 1.000 0.306
0.99938 0.0011483 870.29 <.0001 7 0.306 1.000

Autocorrelation Check of Residuals

m Pr > ChiSq Autocorrelations

6 201.89 4 <.0001 0.180 -0.093 -0.138 -0.075 -0.057 -0.015
12 225.00 10 <.0001 0.012 -0.047 -0.064 -0.013 0.035 0.005
18 247.10 16 <.0001 0.000 0.006 -0.056 -0.048 0.019 0.040
24 249.97 22 <.0001 0.020 -0.014 -0.003 -0.001 -0.019 -0.002

Autocorrelation Plot of Residuals

32101234567682581

0.099204 1.00000 | FEFKEFEEEEEEETEEEETK | 0
0.017809 0.17952 | - EEEE | 0.018503
-0.0092586 -.00333 | x| | 0.019090
-0.013679 -.13789 | FEEL | 0.019245
-0.0074497 -.07509 | | | 0.019580
-0.0056203 -.05665 | *| |1 0.019679
-0.0014738 -.01486 | | | 0.019735
0.0012161 0.01226 | | | 0.019738
-0.0046438 -.04681 | *| | 0.019741
-0.0063580 -.06409 | *| | 0.019779
-0.0013363 -.01347 | | | 0.019850
0.0034676 0.03495 | I* | 0.019853
0.00052890 0.00533 | | | 0.019874
0.00003972 0.00040 | | |1 0.019875
0.00062588 0.00631 | | | 0.019875
-0.0056040 -.05649 | *| | 0.019875
-0.0047769 -.04815 | *| | 0.019930
0.0019033 0.01919 | | | 0.019970
0.0039701 0.04002 | I* | 0.019976
0.0019631 0.01979 | | | 0.020004
-0.0014366 -.01448 | | | 0.020010
-0.0002552 -.00257 | | |1 0.020014
-0.0000685 -.00069 | | | 0.020014
-0.0018887 -.01904 | | | 0.020014
-0.0002342 -.00236 | | I 0.020020

Hlustracion 7.44: Test de ruido blanco y correlograma para el modelo SARIMA(0,1,0)x(1,0,1); ajustado a la serie de
demanda de gas

Nuevamente el parametro asociado a la parte autorregresiva sale muy proximo a la unidad. Parece evidente que también
habremos de diferenciar nuestra variable en concepto de estacionalidad para evitar los riesgos de inestabilidad que

pudieran derivarse de la no-estacionariedad semanal del proceso resultante.
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Sin embargo, no queremos correr el riesgo de estar sobrediferenciando la serie. Por ello, si bien incluiremos una

diferencia estacional en la formula, hemos decidido volver a proponer un AR(1) en vez de una diferencia para la parte

regular para ver si efectivamente es necesaria la realizacion de ambas diferencias. Es decir, proponemos como modelo

un SARIMAC(1,0,0)x(0,1,1); dado por:

(1=¢,*B)(1=B") X (t)=(1-0,*B")e(t) (7.34)

Para este modelo se obtiene el siguiente resultado:

Conditional Least Squares Estimati

Correlations of Parameter

Estimates

Approx
Parameter | Estimate | Standard Error Pr > |t] Parameter | MA1,1 | AR1,1

0.90164 0.0085364

0.97833 0.0040867

105.62 <.0001

239.39 <.0001

1.000 0.339

0.339 1.000

on-saure o or> e

0.179 -0.075 -0.125 -0.063 -0.042 -0.014

6 173.29 4
12 193.89 10
i8 216.58 16
24 220.09 22

<.0001
<.0001
<.0001
<.0001

0.011 -0.047 -0.048 -0.002 0.045 0.019

0.003 0.007 -0.057 -0.033 0.030 0.049

0.031 -0.011 -0.003 -0.001 -0.007 0.009

Autocorrelation Plot of Residuals

0.099926 1.00000
0.017915 0.17928
-0.0075055 -.07511
-0.012485 -.12494
-0.0063240 -.06329
-0.0041946 -.04198
-0.0014314 -.01432
0.0010507 0.01051
-0.0047164 -.04720
-0.0047758 -.04779
-0.0002437 -.00244
0.0045453 0.04549
0.0018504 0.01852
0.00031288 0.00313
0.00065701 0.00657
-0.0056791 -.05683
-0.0033214 -.03324
0.0030418 0.03044
0.0049142 0.04918
0.0030529 0.03055
-0.0011476 -.01148
-0.0002710 -.00271
-0.0001412 -.00141
-0.0006750 -.00676
0.00086118 0.00862

| ek R K R |
NEEES |
LA |
wE | |
*|. |
*]. |
Sl |
Sl |
*|. |

| |

]
0.018522
0.019108
0.019209
0.019486
0.019556
0.019587
0.019590
0.019592
0.019631
0.019671
0.019671
0.019707
0.019713
0.019714
0.019714
0.019770
0.019790
0.019806
0.019847
0.019864
0.0198066
0.019866
0.019866

0.019867

Hlustracion 7.45: Test de ruido blanco y correlograma para el modelo SARIMA(1,0,0)x(0,1,1); ajustado a la serie
de demanda de gas

Si bien el parametro ¢ sigue saliendo bastante proximo a la unidad, puede llegar a considerarse significativamente

distinto de 1 si construimos un intervalo alrededor de ¢l y de radio dos veces la desviacion tipica. En cualquier caso, la

verdadera razon por la que hemos optado seguir con el SARIMA(1,0,0)x(0,1,1);en vez del SARIMA(0,1,0)x(0,1,1),
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es que la calidad de las predicciones fuera de muestra es mayor en el primer caso. Obsérvese también que la correlacion

existente entre los parametros del modelo (¢ y ;) se puede considerar pequeiia.

El ultimo paso a la vista del grafico anterior seria incluir un coeficiente 8, que mida la relacion de dependencia entre el

proceso residual y su retardo de orden 1 o lo que es lo mismo, entre el error de un dia y el error del dia anterior.

La incorporacion del término de medias moviles conduce al modelo final SARIMA(1,0,1)x(0,1,1); de ecuacion:
(1—=¢p,*xB)(1-=B") X (t)=(1-0,%xB)(1-0,* B")e(t) (7.35)

Una vez incorporado este término de medias moviles se obtiene el siguiente resultado:

Conditional Least Squares Estimation

Approx
Parameter | Esti e | Standard E| t Value | Pr > |t] | Lag

Correlations of Parameter Estimates

1.000  0.089 0.227

-0.21384 0.01859 -11.50 <.0001 1

0.88524 0.0092232 9598 <.0001 7 0.089| 1.000| 0.356

0.96597 0.0052526 183.90 <.0001 1 0.227| 0356 1.000

Autocorrelation Check of Residuals

mm Pr > ChiSq Autocorrelations

6 36.07 <.0001 -0.004 -0.039 -0.098 -0.025 -0.023 -0.001
12 51.35 9 <.0001 0.014 -0.033 -0.029 0.005 0.052 0.018
18 68.80 15 <.0001 0.008 0.012 -0.045 -0.019 0.036 0.045
24 73.29 21 <.0001 0.033 -0.007 -0.005 0.009 -0.001 0.016

Autocorrelation Plot of Residuals

0.096024 1.00000 | | Fhkkdkkk kR kR Rk kK | 0
-0.0003987 -.00415 | -l | 0018522
-0.0037823 -.03939 | *l. | 0.018522
-0.0094116 -.09801 | = I 0.018551
-0.0024385 -.02540 | *| | 0.018728
-0.0022118 -.02303 | -l I 0.018739
-0.0001113 -.00116 | -1 I 0.018749
0.0013881 0.01446 | - | 0.018749
-0.0031871 -.03319 | *| | 0.018753
-0.0027741 -.02889 | *| I 0.018773
0.00046683 0.00486 | -1 I 0.018788
0.0050111 0.05219 | I* I 0.018789
0.0017446 0.01817 | -1 | 0.018838
0.00072237 0.00752 | - | 0.018844
0.0011405 0.01188 | -l | 0.018845
-0.0043232 -.04502 | *| | 0.018848
-0.0018575 -.01934 | -1 | 0.018885
0.0034699 0.03614 | -1 | 0.018892
0.0043383 0.04518 | I* | 0.018915
0.0032078 0.03341 | I* I 0.018952
-0.0007069 -.00736 | -1 I 0.018973
-0.0004369 -.00455 | - | 0.018973
0.00089230 0.00929 | -l | 0018974
-0.0000732 -.00076 | -1 I 0.018975
0.0015219 0.01585 | - | 0.018975

Ilustracion 7.46: Test de ruido blanco y correlograma para el modelo SARIMA(1,0,1)x(0,1,1);ajustado a la serie de
demanda de gas

El resultado final de esta fase de identificacion es un modelo tipico en el ajuste de series de demanda diaria de gas y
electricidad. El modelo basa el comportamiento esperado de la demanda para un dia concreto en el dato real del dia

anterior y el dia del mismo tipo de la semana pasada, a la vez que se corrige en funcion de los errores que hubiera
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cometido esos mismos dias al hacer la estimacion. Si bien en el grafico no parece haber correlaciones demasiado
significativas, el proceso residual no supera el test de ruido blanco. Esto puede resultar complicado de conseguir dado
que por el elevado nimero de datos que compone la serie, el intervalo de confianza del residuo se estrecha bastante y
hace facil que las autocorrelaciones se “salgan” de dicha banda. De todas maneras, conviene incluir en el modelo
algunos agentes explicativos que puedan terminar de eliminar la estructura observada en dicho grafico manifestada por
ejemplo a través de la autocorrelacion de orden 3. A este respecto sefialaremos que no es conveniente incluir un término
de medias moviles 6; que elimine dicha correlacién puesto que no existe razon para pensar que la prediccion para la
demanda de gas un dia esté condicionada por el error que cometid el modelo hace tres dias.

Las variables con las que trataremos de seguir explicando el proceso de error hacen referencia al calendario laboral.
Como ya hemos comentado en varias ocasiones, la serie se encuentra fuertemente influenciada por el efecto de
festividades aisladas, puentes y periodos vacacionales, en los que la actividad industrial manifiesta un sensible

descenso. Para reflejar el efecto provocado por este tipo de fendmenos vamos a generar una relacion de variables:

— Variables asociadas a cada una de las festividades aisladas: VO0IMAY (asociada al 1 de Mayo), VIi20CT
(asociado al 12 de Octubre), etc. Son variables binarias que valen 1 el dia en el que se produce la fiesta y 0 en

el resto de dias.

— Variable PUENTE asociadas a dias de puente, que valen 1 si el dia cae entre dos festivos (un lunes entre un

domingo y un martes, un viernes entre un jueves y un sabado, etc.) y 0 el resto de dias.

— Variables asociadas a cada uno de los 3 periodos vacacionales (Navidad, Semana Santa o Agosto) que valen 1

durante dichos periodos y 0 en el resto de dias.

Las variables anteriores se denominan variables de intervencion, siendo las pertenecientes a los dos primeros grupos de
tipo “pulso” y las pertenecientes a la tercera clase de tipo “escalon”.

Conviene destacar también que el efecto de un mismo festivo (por ejemplo el 8 de Diciembre) puede depender del dia
de la semana en que se produzca. Si cae en lunes, dara lugar a un puente de 3 dias (6,7 y 8), si cae en martes a un puente
de 4 (5,6,7 y 8) y si cae en miércoles al famoso “acueducto” de 5 dias de Diciembre (pues el dia 6 es festivo). Por ello,
incluiremos en el modelo otras variables binarias que identifiquen las festividades en funcion del dia de la semana en el

que caen. Asi, un 1 de Noviembre que cae en jueves quedara intervenido mediante dos variables:

— Una variable VOINOYV para la que se estimara un parametro a partir del efecto que han producido los dias 1 de

Noviembre en afios anteriores.

— Una variable FESJUE (jueves festivo) que se estima en funcion de todas las festividades recogidas en el

histérico que hayan caido en jueves.

Esta forma de intervenir los festivos persigue también reflejar la influencia de este tipo de dias en caso de no disponer

de una muestra de datos suficientemente grande. En dicho caso, pudiera resultar por ejemplo que ninguno de los dias 1
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de Noviembre almacenados en el historico hubiese caido entre lunes y viernes (en dia laborable) y en consecuencia, la
estimacion asociada al parametro que acompafia a la variable VOINOV podria no ser significativamente negativa (o
incluso positiva). Sin embargo, dispondremos de otra variable FES(DIA DE LA SEMANA) que por su propia
definicion, se entrena a partir de festivos que caen en dias laborables, es decir, identifica dias festivos que no caen ni en
sabado ni en domingo, con lo cual su estimacion si sera significativamente negativa y conseguira, en conjuncion con la
anterior, hacer que el impacto sobre la serie sea de “caida”. Se trata por tanto, de que la suma de las estimaciones
asociadas a los parametros para cada par de variables que afecta a un festivo concreto sea siempre negativo, para que
asi quede reflejada sobre la serie la influencia de un dia de tales caracteristicas.

Dentro del entorno de las festividades aisladas consideraremos otras variables binarias que denominaremos VISPFES'y
POSFES que haran referencia respectivamente a los dias que sean vispera de festivo o posterior al mismo, pues se ha
observado que en ambos casos el nivel de la demanda suele ser algo mas bajo de lo habitual. Parece razonable que la
tarde anterior a una festividad pueda ser concedida a algunos trabajadores para que inicien su periodo de descanso y, del
mismo modo, que la reincorporacién a la actividad laboral después de un dia festivo se produzca de forma gradual
(arranque de maquinaria y hornos que utilizan gas, regreso de los usuarios domésticos de su segunda residencia, etc.).

La formula a la que responderia el modelo una vez incorporada las variables de intervencion presentaria la siguiente

estructura:
. _ ( 1 _91 * B) ( 1 — @7* B7) Num __intervenciones
(1-B") X (1)= =g +5) e(t)+ ZO p*l,_, (7.36)

donde p; son los coeficientes a estimar para cada una de las intervenciones e I;-; son funciones indicatrices que valen 1
exclusivamente el dia o dias a los que hace referencia la intervencion. El resultado de la inclusion de estas nuevas

variables es el que a continuacidn se presenta:
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Conditional Least Squares Esti 10|

]
Approx
Parameter | Est s dard Error Pr > |t] | Lag le

MA1,1 -0.24931 0.01850 -13.48 <.0001 1 RCONSUMO 0
MA2,1 0.92941 0.0072958 127.39 <.0001 7 RCONSUMO 0
AR1,1 0.98145 0.0038205 256.89 <.0001 1 RCONSUMO 0
NUM1 -0.77988 0.07955 -9.80 <.0001 0 VO1JAN 0
NUM2 -0.59662 0.07600 -7.85 <.0001 0 VOGjan 0
NUM3 -0.36530 0.05913 -6.18 <.0001 0 V19MAR 0
NUM4 -0.78476 0.10422 -7.53 <.0001 0 juesanto 0
NUM5 -1.03024 0.12405 -8.30 <.0001 0 viesanto 0
NUM6 -0.60131 0.08201 -7.33  <.0001 0  sabsanto 0
NUM7 -0.46368 0.08266 -5.61 <.0001 0 VO1MAY 0
NUMS -0.41520 0.07122 -5.83 <.0001 0 VO2MAY 0
NUM9 -0.17459 0.05531 -3.16  0.0016 0 V15MAY 0
NUM10 -0.40569 0.07228 -5.61 <.0001 0 V15AUG 0
NUM11 -0.41058 0.07277 -5.64 <.0001 0 V120CT 0
NUM12 -0.656606 0.05028 -13.06 <.0001 0 VO1NOV 0
NUM13 -0.12709 0.05537 -2.30 0.0218 0 VO9NOV 0
NUM14 -0.42413 0.07600 -5.58 <.0001 0 VOGDEC 0
NUM15 -0.34574 0.07880 -4.39  <.0001 0 VOSDEC 0
NUM16 -0.51275 0.07841 -6.54 <.0001 0 V24DEC 0
NUM17 -0.91464 0.08021 -11.40 <.0001 0 V25DEC 0
NUM1B -0.40942 0.07780 -5.26 <.0001 0 V31DEC 0
NUM19 -0.22638 0.03836 -5.90 <.0001 O PUENTE 0
NUM20 -0.12895 0.02857 -4.51  <.0001 0 VISPFES 0
NUM21 -0.11342 0.02662 -4.26 <.0001 0 POSFES 0
NUM22 -0.31679 0.05671 -5.59 <.0001 0 FESLUN 0
NUM23 -0.32315 0.07183 -4.50  <.0001 0 FESMAR 0
NUM24 -0.25874 0.06417 -4.03 <.0001 0 FESMIE 0
NUM25 -0.30837 0.06467 -4.77 <.0001 0 FESJUE 0
NUM26 -0.40052 0.07234 -5.54 <.0001 0 FESVIE 0
NUM27 0.03391 0.06178 0.55 0.5832 0 NAVIDAD 0
NUM28 -0.05068 0.06178 -0.82  0.4121 0 AGOSTO 0
NUM29 -0.03979 0.06329 -0.63 0.5296 0 SEMANA_SANTA 0

Tabla 7.29: Estimaciones de los parametros del modelo SARIMA(1,0,1)x(0,1,1); y de los asociados a las variables
resultante de un andlisis de intervencion para la identificacion del efecto “calendario”

De todas las variables contempladas unicamente las asociadas a los periodos vacacionales no resultan significativas y
por ello finalmente han sido excluidas del ajuste. En el caso de la Navidad y la Semana Santa este hecho esta justificado
dado que existen multitud de variables de festividades, visperas y puentes que ya recogen este efecto durante dichos
periodos. Nos podriamos plantear la inclusién o no de la variable AGOSTO pero tampoco parece que vaya a tener
demasiada importancia de cara a nuestro objetivo que es, recordemos, la calidad de las predicciones fundamentalmente
durante el periodo invernal. Una vez eliminada la presencia de estas variables en el modelo, el resultado ha sido el

siguiente:
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Conditional Least Squares Estimation

Approx
Parameter | Estimate | Standard Error Pr > |t]| | Lag | Variable

Autocorrelation Check of Residuals

mm Pr > ChiSq Autocorrelations

42.35 <.0001 0.009 0.018 -0.091 -0.054 -0.054 0.002

- - <,
023002 001840 -13.59| <0001 RCONSUNO 4025 9 <,0001 -0.019 -0.029 0.006 -0.007 0.029 -0.015
0.92914 0.0073052] 127.19) <.0001| 7 RCONSUMO| O 5879 15 <.0001 -0.014 0.024 0.017 -0.032 0.017 0.030
0.98154 00038099 257.63 <.0001 1 RCONSUMO 0 6311 21 <0001 0.001 -0.013 0.019 0.027 0.002 -0.014
-0.78231 0.07939  -9.85 <.0001 0 VO1JAN 0 . .
Autocorrelation Plot of Residuals

-0.59998 0.07561 -7.91 <.0001 0 VO0Gjan 0 . .

Covariance | Correlation
-0.36585 0.05007 -6.19 <.0001 0 VIOMAR 0 0.066244| 100000 | | EEKKEEREE AR EEE 0
-0.78450 0.10416  -7.53 <.0001 0 juesanto 0 000062848 0.00040 | . | 0018522
-1.02820 0.12397 -8.29  <.0001 0 viesanto 0 0.0011866 0.01791 | . | 0.018523
-0.59719 0.08168  -7.31 <.0001 0 sabsanto 0 -0.0060163 -.09082 | *k|, | 0.018529
-0.46525 0.08260 -5.63 <.0001 0 VOIMAY 0 -0.0035850  -.05412 | % | 0.018681
-0.41258 0.07107  -581 <.0001 0 VO2MAY 0 -0.0035732 -.05394 | %], | 0.018735
-0.17495 0.05526  -3.17 0.0016 0 VISMAY 0 0.00012533  0.00189 | -l | 0.018788
-0.40804 0.07209  -5.66 <.0001 0 V15AUG 0 -0.0012819  -.01935 | -l | 0.018788
-0.41274 0.07258  -5.60 <.0001 0 V120CT 0 -0.0019036  -.02874 | Ml | 0.018795
-0.65683 0.05016 -13.13 <.0001 0 VOINOV 0 0.00040089  0.00605 | -l | 0.018810
-0.12674 0.05532 -229 00220 0 VOINOV 0 -0.0004381)  -.00661) | A || 0.018811

*

-0.42690 0.07584  -5.63 <.0001 0 VOGDEC 0 00019191) 0.02897 ] | o || 0.018812

-0.0010188  -.01538 | .. | 0.018827
-0.34974 0.07854  -4.45 <.0001 0 VOSDEC 0

-0.0009050  -.01366 | .. | 0.018831
-0.50717 0.07765  -6.53 <.0001 0 V24DEC 0

0.0015598  0.02355 | .. | 0.018835
-0.91166 0.07938 -11.49 <.0001 0 V25DEC 0

0.0011339  0.01712 | -l | 0.018845
-0.40895 0.07776  -526  <.0001 0 V31DEC 0

-0.0020052  -.03163 | 5. | 0.018850
-0.22427 0.03826  -5.86 <.0001 0 PUENTE 0

0.0011418  0.01724 | .. | 0.018868
- - <
0.13060 0.02848  -4.59 <.0001 0 VISPFES 0 0002000 | 0.03037 | 1 - Too1ssra
-0.11712 0.02598  -4.51 <.0001 0 POSFES 0 0.00007449 | 0.00112 | n | 0.018891
-0.31667 0.05666  -5.59 <.0001 0 FESLUN 0 0.0008801 | -.01342 | | . || 0.018891
-0.32298 0.07177  -4.50 <.0001 0 FESMAR 0 00012498 0.01887 | . | 0.018894
-0.25923 0.06412 -4.04 <0001 0 FESMIE 0 0.0018086 0.02730 | |* | 0.018900
-0.30836 0.06462  -477 <.0001 0 FESIUE 0 0.00010591  0.00160 | .. | 0.018914
-0.40032 0.07220  -5.54 <.0001 0 FESVIE 0 -0.0009005  -.01359 | . | 0.018914

llustracion 7.47: Test de ruido blanco, correlograma y estimaciones de los parametros del modelo
SARIMA(1,0,1)x(0,1,1); con anadlisis de intervencion ajustado a la serie de demanda de gas

Tomando como base este modelo, se han hecho predicciones en muestra y fuera de muestra siendo los resultados los

que se presentan en la siguiente tabla:
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Historico de entrenamiento: (01/11/1997- 31/10/2005)

Modelo base: Sin tratamiento de la temperatura

Errores en muestra Errores fuera de muestra
TOTAL 5.81 4.64 TOTAL 5.49 4.30
1 5.10 4.03 1 5.53 4.30
2 5.45 4.32 2 3.97 3.48
3 7.47 5.97 3 6.85 7.45
11 6.03 4.88 11 5.80 4.47
12 4.98 4.17 12 5.17 3.30

Tabla 7.30: Errores de prediccion del modelo SARIMA(1,0,1)x(0,1,1); con
andlisis de intervencion ajustado a la serie de demanda de gas

Vamos a ver como la inclusion de variables que recogen el efecto de las variables climaticas a través de modelos de

funcién de transferencia mejora considerablemente la calidad de estas predicciones. Los modelos de funcion de

transferencia se disefian para relacionar la serie temporal “output” (demanda de gas) con otra u otras series “inputs” (las

variables de femperatura). Estos modelos, segiin se puede consultar en el capitulo 13 de [AZTRI], responden a la

siguiente expresion:

w(B)*B" (w,—w,* B—w,* B—...—w, *B)x B
5(B)  (1-6,xB—06,%B—..—0%B)

X(t)= *Y (¢)+N(t) (7.37).

donde en nuestro caso X(#) seria la demanda, Y(2) la variable explicativa en cuestion, es decir, las temperaturas y N(?) un
proceso residual. A priori se considera la existencia de una relacion de dependencia de causalidad unidireccional desde
los “inputs” hacia el “output”. En cuanto a los polinomios respecto del operador de retardo B se refiere, observemos

que:

— El orden del polinomio «w(B) determina el nimero de periodos (dias) desde el cual se considera influye la

variable Y(?) en X().

— El orden del polinomio &B) determina la forma en la que se transmite el efecto de Y(z) a X(#). Si por ejemplo
este orden es 1, vendria a decir que el valor de la demanda de un dia depende del valor de la temperatura de ese
mismo dia y que esa influencia decae de forma exponencial con mayor o menor velocidad en funcion de que el

valor de J; esté mas o menos proximo a 0.

—  El operador de retardo B* identifica el niimero de dias que transcurren antes de que Y(#) comience a tener
efecto sobre la variable dependiente. Puede ser que un cambio de temperatura no afecte de manera instantanea
en la demanda sino que comience a influir por ejemplo a partir del dia siguiente. Este efecto que se define en el

capitulo tercero de [GIDEDU] como efecto de histéresis o retardo se traduce en que los usuarios de gas
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pueden no encender la calefaccion inmediatamente después del momento en el que se produce el descenso de

la temperatura, sino una vez que la misma se mantuvo baja por algunos dias.

Hablaremos ahora de qué forma tendran las variables Y(#) que seran introducidas en la ecuaciéon del ARIMA con su
correspondiente modelo de funcion de transferencia ya que existen muchas maneras de definir las variables de
temperaturas para que la informacion aportada por éstas refleje mejor su influencia sobre la demanda. La forma
inmediata de hacerlo es incluir las propias variables en estado puro, es decir, como el nimero de grados centigrados que
marcan los termdémetros un dia determinado. Otra manera de hacerlo es sometiendo a las variables a alglin tipo de
transformacion que aumente su poder predictivo.

Por ejemplo, vamos a incluir la informacion de temperaturas como el incremento en grados que se produce de un dia al

siguiente para lo cual, vamos a definir las variables:

— INC TMAX.- nimero de grados centigrados que sube o baja la temperatura méxima de un dia al siguiente.

— INC TMIN.- numero de grados centigrados que sube o baja la temperatura minima de un dia al siguiente.

La idea es eliminar la dependencia temporal que llevan implicita las variables de temperatura puesto que nuestro
objetivo es comparar el resultado de este ajuste con aquél que obtengamos a través de funciones copula y éstas se
desenvuelven bien cuando esta dependencia no existe. Previamente hemos comprobado que, de acuerdo a esta
transformacion, los resultados predictivos que se obtienen con un modelo ARIMA en el que las variables INC TMAX e
INC _TMIN son ajustadas con modelos de funcion de transferencia, son mejores que los que se obtienen cuando se
utilizan las variables originales sin transformar, TMAX y TMIN. También es verdad que existe una transformacion atn
mejor para dichas variables que conduce a resultados de mayor calidad y que mas tarde comentaremos.

Otro hecho en el que queremos reincidir es que el efecto de la temperatura no es igual en meses diferentes. Asi, vamos
a considerar un par de variables (una asociada a la temperatura maxima, /INC TMAX MES, y otra asociada a la
temperatura minima, /NC TMIN MES) para cada uno de los meses no veraniegos del afio y en los que por tanto se
considera influye la temperatura. Estas variables se definen, en cada dia del mes al que van asociadas, como el valor del
incremento de temperatura de un dia al siguiente, y como 0 en los dias correspondientes el resto de los meses del afio.
En cuanto al modelo de funcion de transferencia ajustado a cada una de las variables, se contemplan sélo retardos de
ordenes 1 y 2 de la propia variable (n = 2 en la ecuacion (7.37)), de manera que el modelo evalte la relacion de
dependencia entre la demanda de un dia y el incremento climatico respecto del dia anterior, y cuantifique la influencia
de este efecto en un horizonte méximo de dos dias, pues no hemos considerado verosimil su repercusién mas alld de
este periodo. Tampoco se han tenido en cuenta estructuras mas complejas de modelizacién en las que el efecto de las
temperaturas comience a afectar pasados algunos dias o en las que dicho efecto decaiga de acuerdo a un patrén
exponencial o sinusoidal (6rdenes “k” y “n” en la expresion (7.37)) Teniendo en cuenta estas consideraciones el

modelo quedaria planteado como:

(1_9 *B)(l_@ *B7) Num _ intervenciones
(1—B7)X(1)=(1_¢1 *B) u e(t)+ ; pixl i+
1 i=

) , (7.38)
Y D O e B)XINC _TMAX ot Do D Wy, i (B)*¥ INC _TMIN

MES€e{E,..,.D} jmax=0 MES€{E,..,.D} jmin=0
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Segtin puede verse en la ilustracion (7.48), las variables propuestas para cada uno de los meses asi como los retardos

definidos a través de sus modelos de funcion de transferencia han resultado ser en su mayoria significativas, salvando

algunas excepciones como son por ejemplo las variables de temperatura minima correspondientes al mes de Mayo.

Si es verdad que el proceso residual sigue sin verificar todavia las hipotesis de ruido blanco de acuerdo a lo observado

en la tabla de la derecha.

En cuanto a los errores de prediccion, la tabla (7.31) nos permite comprobar como éstos han bajado notoriamente con la

inclusion de las variables de temperatura y mas aun conforme se han ido afiadiendo términos en sus modelos de funcion

de transferencia.
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Ilustracion 7.48: Test de ruido blanco, correlograma y estimaciones de los pardmetros del SARIMA(1,0,1)x(0,1,1);
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Historico de entrenamiento: {(01/11/1997- 31/10/2005)

Modelos de funcion de transferencia con n=0, m=0, k=0

Errores en muestra Errores fuera de muestra
TOTAL 5.05 4.11 TOTAL 512 4.03
1 4.48 3.55 1 5.09 4.13
2 4.46 3.62 2 3.76 3.28
3 6.84 5.47 3 6.62 4.88
11 4.99 4.11 11 5.34 4.35
12 4.41 3.91 12 4.68 3.42

MModelos de funcion de transferencia con n=1, m=0, k=0

Errores en muestra Errores fuera de muestra
TOTAL 4.72 3.79 TOTAL 4.66 3.70
1 4.06 3.25 1 4.94 3.73
2 4.22 3.62 2 3.72 3.11
3 .41 4.97 3 5.62 4.21
11 4.87 3.80 11 4.97 4.15
12 4.03 3.53 12 3.99 3.09

MModelos de funcion de transferencia con n=2, m=0, k=0

Errores en muestra Errores fuera de muestra
TOTAL 4.36 3.41 TOTAL 4.21 2.97
1 3.80 3.02 1 4.06 2.59
2 3.91 3.07 2 3.45 2.68
3 6.00 4.53 3 5.13 4.09
11 4.40 3.39 11 4.71 3.88
12 3.606 3.22 12 3.65 2.48

Tabla 7.31: Errores de prediccion del modelo SARIMA(1,0,1)x(0,1,1); con andlisis de
intervencion y modelos de funcion de transferencia ajustados a la serie de demanda de gas

Segun hemos ido planteando este desarrollo podemos ver que estamos partiendo del error de prediccion que comete una
formula y reduciéndolo, en término medios, mediante la inclusion de nuevas variables que tratan de ir explicando parte
de ese proceso residual desconocido. El objetivo final es que éste sea totalmente impredecible a partir de la informacion
disponible y, en el mejor de los casos, que sea un proceso de ruido blanco. En concreto, el modelo (7.38) no es mas que
el resultado de tratar de predecir el error que comete el modelo (7.36) a través de la informacion aportada por variables

de temperatura medidas en términos de incrementos.
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7.3.2.2 Ajuste de una serie mediante un ARIMA complementado con un algoritmo basado en funciones cépula

Como camino alternativo, proponemos extraer el proceso de error vinculado a la ecuacion (7.36) y buscar su relacion
de dependencia con las variables climaticas pero a través de funciones copula en sustitucion de las funciones de
transferencia. Para ello vamos a aplicar el algoritmo iterativo de ajuste secuencial mediante funciones copula descrito
en el apartado 6.1. Asi, de igual manera que hemos hecho con las funciones de transferencia, buscaremos la copula que
mejor explique el proceso residual del modelo (7.36) en funcion de las variables de temperatura asociadas a cada uno
de los meses.

Tomemos por ejemplo el mes de Enero. Vamos a considerar un par de variables explicativas adicionales a INC TMAX

e INC _TMIN y que trataremos de relacionar con los procesos de error que vayan resultando de cada uno de los ajustes:

— INC TMAX 2.- diferencia de temperatura maxima en grados centigrados entre un dia y el situado a dos

unidades de tiempo, es decir, no el anterior sino el anterior al anterior.

— INC TMIN 2.- de definicion analoga a la anterior pero respecto de la temperatura minima.

El objetivo que perseguimos con éstas, es reflejar la informacion que en el modelo de funcidon de transferencia
introducen las variables retardadas (al especificar el orden n = [ para el polinomio que aparece en el numerador de
dicha funcién). En cuanto a las familias de copulas candidatas a medir la relacion de dependencia entre estas variables
y los sucesivos procesos de error que vayan resultando, vamos a utilizar exactamente las mismas que las propuestas en
el estudio de prediccion a medio plazo (véase apartado 7.2.5.2).

Entonces, de acuerdo al algoritmo mencionado, empezaremos estableciendo j = 1, i = 1 y calculando
Mean"usrorico = 5.10% la media del error sobre historico de (7.36) en Enero (véase tabla (7.30)) y
Median"msrorico = 4.03% la mediana del mismo. Este proceso de error calculado en funcion del valor real de la
demanda (demanda(t)) y de la prediccion hecha para ella a través de (7.36), P1(?), seria la variable Errori(t). Ademas
Mean’ rururo = 5.53% es el error medio fuera de muestra cometido para ese mes, es decir, el error medio del mes de
Enero de 2006 mientras que Median"rururo = 4.30% es el error mediano.

Ya en el paso 2, tomamos la primera de las variables candidatas a explicar este primer proceso de error. Se trata
entonces de buscar la copula que mejor establezca la relacion entre Errorl ¢ INC_TMAX. Para ello, vamos a fijar una
dimension de particion del rectangulo unidad y vamos a ver cudl de las familias de copulas de la relacion de candidatas
que proponemos proporciona un mejor valor del estadistico de Pearson. Como en ocasiones anteriores, hemos dividido
el rectangulo unidad en un total de 25 rectangulos (dimensién 5 x 5). El siguiente grafico muestra el espacio
transformado que sirve de soporte a la funcidon copula buscada y en la tabla se presenta la relacion de estadisticos de

Pearson obtenidos para cada una de las candidatas planteadas:
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Hlustracion 7.49: Particion del espacio transformado de las variables INC_TMAX y Errorl (de prediccion de la
demanda) en Enero. Evaluacion del estadistico de Pearson para una relacion de copulas

Seleccionamos por tanto la copula de Plackett. De haber salido la copula producto hubiéramos podido interpretar
independencia entre las variables Errorl e INC _TMAX y haber descartado la posible relacion entre ellas.

El siguiente paso del algoritmo (paso 3) nos lleva a simular para cada dia “¢” y, en funcién del valor de INC_TMAX(t)
asociado al mismo, valores de Errorl(?) a través de la copula condicionada de Plackett. Para cada dia “¢” se propone
como valor esperado de la variable Errorl la mediana de las simulaciones realizadas y, a partir de ella, proponemos una
nueva prediccion para dicho dia P'() a través de la formula (6.2). Esta prediccion da lugar a un nuevo proceso de error,
Error'(t), cuya media y mediana sobre el historico asi como sobre el conjunto de validacion es Mean usrorico = 3.49%,
Median wsrorico = 2.85%, Mean rururo = 3.50% y Median rururo = 2.90%. Dado que Mean wsrorico< Mean"wsrorico y que
Mean rururo< Mean ryrurs , establecemos Error2(t) = Error'(t), P2(t) = P'(t), Mean wmsrorico = Mean msrorico
Median” usrorico = Median wsrorico, Mean”rururo = Mean rururo, Median”ryruro = Median'rururo, i =2, j =2y volvemos
al paso 2.

Buscaremos ahora la copula que mejor establezca la relacion de dependencia entre el nuevo proceso de error Error2(t)
y la siguiente de las variables explicativas candidatas INC TMAX 2. Alternativamente se podria volver a intentar
explicar el error nuevamente con /INC TMAX hasta que el error medio dejara de disminuir o bien hasta que la copula
que mejor se adaptase a la relacion entre las variables fuese la copula producto. De acuerdo a una particion de la misma

dimension que la anterior, el resultado es el siguiente:
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Hlustracion 7.50: Particion del espacio transformado de las variables INC_TMAX 2y Error2 de prediccion de la
demanda en Enero. Evaluacion del estadistico de Pearson para una relacion de copulas

En este caso, la copula seleccionada es la de Clayton. A través de su condicionada simularemos valores de Error2()
para cada valor de INC_TMAX 2. Proponemos nuevamente como error esperado para cada dia “¢” la mediana de dichas
simulaciones y utilizamos este valor esperado para proponer una nueva prediccion P'(z) a través de (6.2).

El nuevo proceso de error asociado a esta prediccion Error'(t), tiene por medias y medianas los valores:
Mean wisrorico = 3.49%, Median yisrorico = 2.84%, Mean ryruro = 3.41% y Median rururo = 2.56%. Si bien no existen
claras mejoras sobre histdrico respecto de los ultimos valores establecidos, si se aprecia alguna respecto del conjunto de
validacion que hace que no sea descabellado incluir esta variable como explicativa en este proceso de ajuste. Asi,
establecemos Error3(t) = Error'(t), P3(t) = P'(t), Meanwsrorico = Mean wsrorico , Median” srorico = Median wisrorico ,
Mean’ rururo = Mean rururo, Median”rururo = Median rururo, i = 3, j = 3 y volvemos al paso 2.

La siguiente variable a considerar es INC_TMIN, debiendo analizar la relacion de ésta con Error3(t). La siguiente tabla

propone la funcioén copula mas apropiada a tal fin en funcion del valor del estadistico de Pearson.
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Ilustracion 7.51: Particion del espacio transformado de las variables INC_TMIN y Error3 de prediccion de la
demanda en Enero. Evaluacion del estadistico de Pearson para una relacion de copulas
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La copula de Cola Derecha Pesada (HRT) es la mas apropiada para establecer la nueva relacion entre variables.
La nueva prediccion generada P'(?) y a través de ella, el nuevo proceso de error Error'(t) proporciona las siguientes
medidas de evaluacién: Mean'msrorico = 3.33%, Medianwsrorico = 2.64%, Mean'rururo = 2.98% y
Medianrururo = 1.89%. La mejora respecto de los ultimos indicadores que teniamos vuelve a ser manifiesta y por ello
establecemos Errord(t) = Error'(t), Mean usiorico = Mean'wsrorico , Median wsrornico = Median wsrorico
Mean"ryruro = Mean rururo, Median”rururo = Median rururo, P4(t) = P'(t), i =4, j = 4 y volvemos al paso 2.

Podemos tomar ya la ultima de las variables candidatas disponibles INC TMIN 2y estudiar su relacion con la variable
Errord(t). El espacio transformado que servira de soporte a la nueva copula asi como los valores del estadistico de

Pearson que se obtienen para las diferentes candidatas son los siguientes:
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Ilustracion 7.52: Particion del espacio transformado de las variables INC_TMIN 2y Error4 de prediccion de la
demanda en Enero. Evaluacion del estadistico de Pearson para una relacion de copulas

Nuevamente la copula de Clayton es la que resulta mas apropiada para representar la relacion de dependencia entre las
variables. Como nota curiosa, observaremos que por primera vez la copula producto (sinébnimo de independencia)
empieza a tener mas importancia que algunas otras alternativas como la de Gumbel o la de Frank. Este puede ser es un
indicio de que estamos llegando a un punto en el que encontraremos dificultades para seguir explicando el proceso de
error. Los valores medios y medianos asociados al nuevo proceso Error'(t) son: Mean wsrorico = 3.31%, Median wsrorico
= 2.62%, Mean rururo = 2.95% y Median rururo = 1.86%. La mejora respecto al paso anterior es muy pequefia tanto en
términos histdricos como en términos de validacion. Esta circunstancia unida a la que acabamos de mencionar podria
llevarnos a dar por finalizado el proceso iterativo de ajuste mediante funciones copula. Sin embargo, también
podriamos seguir adelante y, a falta de nuevas variables explicativas, volver a empezar a utilizar las mismas (una
segunda ronda).

Establezcamos Error3(t) = Error'(t), P5(t) = P'(t), Mean isrorico = Mean wsrorico, Median"wsrorico = Median wisrorico ,
Mean’ rururo = Mean rururo, Medianrururo = Median rururo, i = 5, j = 5 'y volvamos al paso 2, considerando nuevamente
como variable explicativa candidata INC TMAX. Volveriamos a decantarnos por la copula que respecto de la particion

realizada para el espacio transformado proporcione un mejor valor del estadistico de Pearson.
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Hlustracion 7.53: Particion del espacio transformado de las variables INC_TMAX y Error5 de prediccion de la
demanda en Enero. Evaluacion del estadistico de Pearson para una relacion de copulas

En esta ocasion, la copula producto ha ganado una nueva posicion y no todas las familias son apropiadas para reflejar
dicha relacion, dado que la estimacion del parametro que permite tomar un representante de la familia no se encuentra
comprendido dentro del rango de variacion permitido para dicho parametro. En cuanto a los errores medios de
prediccion se refiere, los resultados que se obtienen son los siguientes: Meanmsrorico = 3.22%,
Median wsrorico = 2.66%, Mean rururo = 2.95% y Median rururo = 1.81%, que apenas mejora los ultimos resultados
conseguidos.

El criterio de parada que hemos decidido adoptar es que bien el error medio o bien el error mediano sobre el historico
deje de mejorar de una iteracion a otra o que, alternativamente, la cdpula que mejor explica la relacién de dependencia
entre el par de variables sea la copula producto. En el caso que nos ocupa, vemos que aun cuando
Mean wsrorico = 3.22% mejora el valor de Meanwisrorico = 3.31%, no sucede lo mismo respecto de los errores medianos
dado que Median uisrorico = 2.66% es mayor que Median"msrorico = 2.62%. Por tanto, para €l mes de Enero, la parada
podria establecerse después de haber tanteado una sola vez cada una de las cuatro variables. Podriamos resumir

entonces que para realizar una prediccion en un dia “¢” del mes de Enero, el procedimiento consiste en lo siguiente:

1. Realizar una prediccion P1(z) a través de un modelo base (ecuacion (7.36)) en el que no participan las variables

de temperatura.

2. Tteracion 1: Utilizar la copula condicionada de la familia de Plackett cuyo valor del parametro es 12.23
(ilustracion (7.49)) para predecir el error porcentual Errorl(t) que se espera cometer en funcion del incremento
esperado para la temperatura maxima desde el dia anterior (#-1). Supuesto este error porcentual, proponer

_ Errori(t)«P1(t)

100 +PI(t)

como nueva prediccion  P2(¢)

3. [Iteraciéon 2: Utilizar la copula condicionada de la familia de Clayton cuyo valor del parametro es 0.24

(ilustracion (7.50)) para predecir el error porcentual Error2(t) que se espera cometer en funcion del
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incremento esperado para la temperatura maxima desde hace dos dias (#-2). Supuesto este error porcentual,

E 2(t)* P2(t
proponer como nueva predicciéon  P3 (t)=% +P2(¢)

4. Tteracion 3: Utilizar la copula condicionada de la familia HRT cuyo valor del parametro es 1.84 (ilustracion
(7.51)) para predecir el error porcentual Error3(t) que se espera cometer en funcidon del incremento esperado
para la temperatura minima desde el dia anterior (#-1). Supuesto este error porcentual, proponer como nueva

_ Error3(1)xP3(¢)

100 +P3(t)

prediccion  P4(¢)

5. Tteracion 4: Utilizar nuevamente la copula condicionada de la familia de Clayton pero esta vez con valor del
parametro 0.10 (ilustracion (7.52)) para predecir el error porcentual Error4(t) que se espera cometer en funcion
del incremento esperado para la temperatura minima desde hace dos dias (#-2). Supuesto este error porcentual,

_ Errord(t)* P4(t)

100 +P4(t)

proponer como prediccion final ~ P5(¢)

La siguiente tabla viene a resumir los errores porcentuales a los que se ha llegado para cada uno de los meses una vez
completado el proceso de ajuste basado en las cuatro variables explicativas propuestas y después de probar un par de
veces con cada una de ellas desde el Errorl asociado a la prediccion del modelo (7.36), al Error9 resultante de intentar
predecir el Error8 con la variable INC TMIN 2 en su segunda participacion.

De acuerdo al criterio de parada propuesto, el proceso se detiene después de un numero diferente de iteraciones para
cada mes. Se ha marcado con un rectangulo rojo la iteracion desde la cual el error medio y el error mediano deja de
mejorar, las cuales no tienen porqué coincidir. La minima de ellas sirve para establecer el criterio de parada, pudiendo
comprobarse que, en la mayoria de los casos, resulta ser una decision acertada a tenor de lo que se observa en la
evolucion de los errores fuera de muestra, habiéndose marcado en azul la iteracion tras la cual se detendria el algoritmo
en funcidn de lo establecido por el historico. Asi por ejemplo, el empeoramiento de resultados que se produce en el mes
de Diciembre después de la primera iteracion sobre el conjunto de entrenamiento, se refleja también posteriormente en
el conjunto de validacidn, con lo que realizar la parada en ese preciso momento parece haber sido una decision acertada.
Ademas, si comparamos los errores finales en cada caso con los errores obtenidos para el modelo (7.38), recogidos en
la tabla (7.31), se puede apreciar una mejora sustancial generalizada salvo en el mes de Diciembre en el que los
resultados fuera de muestra parecen decantarse ligeramente a favor del modelo ARIMA con funciones de transferencia.
Téngase en cuenta que en ambos casos hemos utilizado el mismo tipo de variables (incrementos de temperatura) e
incluso podriamos decir que hemos empleado un niimero menor de ellas en el desarrollo mediante copulas puesto que
no hemos tenido en cuenta incrementos climaticos a 3 dias que si han sido contemplados en el modelo (7.38).
Dado que, aun con todo y con eso, los resultados a los que se ha llegado pueden considerarse mejores en lineas
generales, estariamos en disposicion de admitir la validez del método propuesto como alternativa de solucion para un

estudio de prediccion a corto plazo de este tipo.
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TOTAL

1

2
3

5.81
5.10
5.45
7.47
.03

4.98 | 3.55|

3.81
3.49
3.26
4.70
4.01

Errores enmuestra (01/11/1997-31/10/2005)

MES MEAN_E1 |  MEAN_E2  MEAN_E3 MEAN_E4 |  MEAN_E5 | MEAN_E6 MEAN_E7 MEAN_E8S8 MEAN_E®9

3.97
3.49
3.19
4.56
3.99
4.56

3.79
3.33
2.04
4.54
3.85
4.21

3.74
3.31
2.04
4.54
3.85
4.01

3.68

3.22

2.89

4.48
3.71
4.01

3.60 3.54 3.54
3.22 3.22 3.22
2.80 2.89 2.90
4.47 a.4s5 a.46
3.71 3.70 3.70
3.66 3.38 3.38

P50_E1 | PSO_E2 | P50_E3

4.64
4.03
4.32
5.97
4.88

3.05
2.85
2.70
3.61
3.45

4.17 | 3.00|

3.29
2.84

3.61
3.35

3.12 3.01 2.85 2.86
2.64 2.62' 2.66 2.66
2.60| 2.28 2.33 2.39 2.41
3.48 3.42 321 3.15|
3.29 3.22| 3.08 3.13
3.57 3.09 3.12 3.03

4.00

2.82
2.67
2.41
3.18
3.13
2.78

PS0_E4 | PSO_ES | PS0_EG | P5S0_E7 | PSO_ES | PSO_E9

2.80
2.66
2.37
3.28
3.12
2.76

TOTAL
1

2

3

11
12

5.49
5.53
3.97
6.85
5.80

5.17 I 3.89|

3.57
3.50
2.41
4.25
3.69

Errores fuera de muestra {(01/11/2005-31/03/2006)

3.64 3.43 3.39 3.31 3.25
3.41 2.98 2.95' 2.95 2.95
2.53 I 2.54 2.54 2.45 2.43
4.16 4.25 3.98 3.67 3.70|
3.57 3.41 3.47 | 3.48 3.49
4.43 3.90 3.93 3.94 3.63

Parar después de 4 iteraciones
Parar después de 3 iteraciones
Parar despueés de 6 iteraciones
Parar después de 5 iteraciones

FParar despues de 1 iteracion

MES  MEAN_E1 MEAN_E2 MEAN_E3 MEAN_E4 | MEAN_ES5 | MEAN_E6 |  MEAN_E7 MEAN_E8S8 MEAN_E®9

3.27
2.95
2.44
3.59
3.49
3.80

3.25
2.95
2.44
3.54
3.48
3.76

TOTAL
1

2

3

11
12

1.30
1.30
3.48
7.45
4.47

2.64

2.90
1.98
2.76
3.006

3.30 | 2.67|

2.63
2.56

2.63
2.83

2.23
1.81
1.71

2.21
1.83
1.69

2.24 2.18|

2.72 | 3.22

2.58 2.33

1.89 1.86|
1.87 | 1.90 1.78

2.90 3.03

2.75

3.41 2.66

3.84

2.69

3.28
3.39

2.26
1.83
1.70
2.12
3.36
2.85

MES | PSO_E1 | PSO_E2 | PSO_E3 | PSO_E4 | PS0_E5 | PSO_E6 | PSO_E7 P50_ES | PSO_E9

2.24
1.82
1.69
1.97
3.31
2.95

E1l = Errorl = Error resultante del modelo ARMA que no utiliza funciones de transferencia
E2 = Error2 = Error resultante de predecir Errorl con la variable INC_TMAX

E3 = Error3 = Error resultante de predecir Error2 con la variable INC_TMAYX 2

E4 = Error4 = Error resultante de predecir Error3 con la variable TINC_TMIN

ES = ErrorS = Error resultante de predecir Error4 con la variable INC_TMIN_2

E6 = Error6 = Error resultante de predecir ErrorS con la variable INC_TMAX

E7 = Error7 = Error resultante de predecir Erroré con la variable INC_TMMAX 2

E8 = Error3 = Error resultante de predecir Error? con la variable INC_TMIIN

E9 = Error? = Error resultante de predecir Error8 con la variable INC_TMIIN_2

Tabla 7.32: Errores de prediccion parciales conseguidos al utilizar iterativamente funciones cépula para explicar
mediante las variables INC_TMAX/TMIN, los procesos de error que van resultando de sucesivos ajustes.
El proceso de error inicial se obtiene tras ajustar un modelo SARIMA(1,0,1)x(0,1,1); con andlisis de intervencion

Observacién

Conviene observar que en este método de ajuste influye el orden en el que van siendo incluidas las variables
explicativas para ir explicando los sucesivos términos de error. Asi,en el caso anterior el orden establecido fue:
INC TMAX, INC TMAX 2, INC TMIN, INC TMIN 2.
Si en su lugar, hubiésemos seguido por ejemplo el orden INC TMAX, INC TMAX, INC TMAX 2, INC TMAX 2,

INC_TMAX, INC_TMAX 2, INC_TMIN, INC_TMIN 2,

INC TMIN, INC TMIN, INC TMIN 2, INC TMIN 2, el resultado hubiese sido el siguiente:

Aplicacion practica: Prediccion de la demanda de gas natural




Errores en muestra (01/11/1997-31/10/2005)

MES| MEAN_E1 MEAN_E2 MEAN_E3 MEAN_E4 MEAN_E5 | MEAN_E6 | MEAN_E7 MEAN_ES8 | MEAN_E9

TOTAL 5.81 3.81 3.80 3.76 3.76 3.62 3.62 3.61 3.61
1 5.10 3.49 3.49 3.49 3.34 3.34 3.32 3.32

2 5.45 3.26 3.24 3.20 3.20 2.94 2.94 2.94 2.94

3 7.47 4.70 4.69 4.56 4.56 4.54 4.54 4.54 4.54

11 6.03 4.01 4.01 3.99 3.99 3.85 3.86 3.86 3.86
12 4.98 3.55 3.55 3.53 3.53 3.38 3.37 3.34 | 3.33

P50_E1 | PSO_E2 | PSO_E3 | PSO_E4 | PSO_ES | PSO_E6 | PSO_E7 | PSO_ES | PSO_E9

TOTAL 4.64 3.05 3.07 3.04 3.07 2.93 2.97 2.94 2.93
1 4.03 2.82| 2.78| 2.84 2.87 2.68 2.65 2.59 2.60 |Parar después de 2 iteraciones
2 4.32 2.70 2.63| 2.59| 2.62 2.37 2.31 2.37 2.3g |Farar después de 3 iteraciones
3 5.97 3.70 3.61 3.58 3.48 3.47 3.42 3.43 | Parar después de 1 iteracion
11 4.88 3.45 3.37 3.35 3.35 3.31 3.21 3.21 Parar despues de S iteraciones
12 4.17| 3.00| 3.03 3.05 3.05 2.77 2.73 2.79 2.71 |Parar después de 1 iteracion

Errores fuera de muestra (01/11/2005-31/03/2006)

MES MEAN_E1  MEAN_E2 MEAN_E3 | MEAN_E4 MEAN_ES5 MEAN_E6 | MEAN_E7 | MEAN_EEB  MEAN_E9

TOTAL 5.49 3.57 3.59 3.53 3.52 3.38 3.39 3.33 3.33

1 5.53 3.50 | 3.50 3.41 3.40 2.99 2.99 2.97 2.97
2 3.97 2.41 2.45 2.54| 2.52 2.52 2.49 2.50 2.50
3 6.85 4.29 4.16 4.15 4.25 4.28 3.97 3.96
11 5.80 3.69 3.71 3.57 3.56 3.47 3.49 3.50
12 5.17 I 3.89' 3.89 3.87 3.86 3.04 3.63 3.62 3.62

MES | PSO_E1 | PSO_E2 | PSO_E3 | PSO_E4 | PSO_ES | PSO_E6 | PSO_E7 | PSO_ES | P50_E9

TOTAL 4.30 2.64 2.63 2.57 2.53 2.58 2.55 2.42 2.40
1 4.30 2.90 | 2.88 2.64 2.55 1.91 1.82 1.75 1.78

2 3.48 1.08 1.82 1.96| 1.96 1.80 1.67 1.68 1.68
3 7.45 3.06 2.63 2.66 2.01 2.08 3.03 3.07
11 4.47 3.06 3.08 2.83 2.84 2.75 2.74 2.74

12 3.30 | 2.67 | 2.60 2.76 2.69 3.47 3.21 3.14 3.11

E1 = Errorl = Error resultante del modelo ARMA que no utiliza funciones de transferencia
E2 = Error2 = Error resultante de predecir Errorl con la variable TNC_TMAX

E3 = Error3 = Error resultante de predecir Error2 con la variable INC_TMAY 2

E4 = Error4 = Error resultante de predecir Error3 con la variable INC_TMIN

ES = ErrorS = Error resultante de predecir Error4 con la variable INC_TMMIN_ 2

E6 = Errort = Error resultante de predecir ErrorS con la variable TNC_TMMAX

E7 = Error? = Error resultante de predecir Erroré con la variable TNC_TMAX 2

ES = Error8 = Error resultante de predecir Error? con la variable INC_TMIN

E9 = Error9 = Error resultante de predecir Error8 con la variable INC_TMIIV_2

Tabla 7.33: Errores de prediccion parciales conseguidos al utilizar iterativamente funciones copula para explicar
mediante las variables INC_TMAX/TMIN, los procesos de error que van resultando de sucesivos ajustes.
El proceso de error inicial se obtiene tras ajustar un modelo SARIMA(1,0,1)x(0,1,1); con andlisis de intervencion

En este caso el resultado sale un poco peor que en el anterior. De entrada podemos ver que el criterio de parada suele
actuar en un menor numero de iteraciones (2-3-1-5-1 frente a 4-3-6-5-1), algo que a priori puede parecer que no es
bueno porque el hecho de que se lleven a cabo mas iteraciones es sindnimo de que en cada una de ellas el error de
prediccion ha ido bajando. Ademas se ha visto que siguiendo esta secuencia de ajuste alternativa, es mayor el numero
de veces en el que la mejor copula para adecuar la relacion de dependencia entre variables es la copula producto o que,

de ser otra, ésta no supera el contraste de bondad de ajuste.
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Esta es una peculiaridad importante del algoritmo: “los resultados obtenidos estan condicionados por el orden en el que
entran las variables explicativas en el modelo”.

Hemos visto que para unas mismas variables explicativas, el procedimiento de ajuste basado en un ARIMA y
complementado con funciones copula proporciona mejores resultados que el que se complementa con modelos de
funcion de transferencia. Sin embargo, de acuerdo a lo observado en la ilustracion (7.48), podriamos pensar que este
ultimo no esta suficientemente bien ajustado dado que el proceso residual no verifica las hipétesis de ruido blanco. Con
vistas a poder comparar los resultados logrados con las copulas con un modelo ARIMA de suficientes garantias, vamos
a llevar a cabo una transformacion especifica de las variables de temperatura que aumenta el poder predictivo de éstas.
Ademas de estas nuevas variables vamos a eliminar parte del histdrico para ensanchar la banda de confianza que
establece si las autocorrelaciones del término de error que deja el modelo son o no significativas y asi facilitar que éste
supere el test de ruido blanco.

En concreto, empezaremos restringiéndonos a los datos recogidos desde el 1 de Noviembre de 2001 al 31 de Octubre
de 2005, es decir, a los ultimos cuatro afios de historico. Para este periodo, de acuerdo a la relacion que existe entre la
demanda y cada una de las variables de temperatura (TMAX y TMIN) vamos a generar unas funciones ad-hoc,

(CURVATMAX y CURVATMIN respectivamente), que recojan esta relacion, la cual presentamos en los siguientes

graficos.
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Ilustracion 7.54: Transformaciones de las variables de temperatura que aumentan su capacidad para predecir la
demanda cuando son utilizadas como modelos de funcion de transferencia en un modelo ARIMA

Aplicacion prdctica: Prediccion de la demanda de gas natural - 225 -



Estas funciones estan definidas a trozos de acuerdo a unos umbrales a partir de los cuales la relacion

demanda/temperatura es diferente:
— Desde el minimo valor registrado para la temperatura hasta el primer umbral 7, la dependencia entre ambas
variables es de tipo lineal. En el caso de la temperatura maxima, este limite lo hemos establecido en 14°C

mientras que en el caso de la minima lo hemos establecido en 8°C.

— Desde el umbral anterior hasta un segundo umbral 73, la relacion entre las variables es de tipo cuadratico.

En el caso de la temperatura maxima este valor es de 38°C y en el de la minima es de 21°C.

— Desde el segundo umbral en adelante, la influencia de la temperatura sobre la demanda se mantiene constante

produciéndose un efecto de saturacion.

Respecto de estos dos umbrales T, y 7>, la funcion se define de manera continua a través de la expresion:

0o T>T,
(T=T,)
F(T)={2+(1,-1) = T=T=T2} (739
T,+T,
=T & T<T,

De acuerdo a la observacion que ya hemos hecho en anteriores ocasiones, el efecto de la temperatura no es el mismo en
los distintos meses del afio y por ello vamos a considerar un par de variables para cada uno de los meses no veraniegos,
una asociada a la temperatura maxima, CURVATMAX MES, 'y otra asociada a la temperatura minima,
CURVATMIN MES. Estas variables valen cero fuera del mes de definicion, mientras que en dicho mes, toman el valor
asociado a la temperatura maxima y minima del dia a través de las respectivas CURVATMAX y CURVATMIN.
Nuevamente, los modelos de funcion de transferencia asociadas a estas variables s6lo contemplan el valor retardado de

las mismas para un maximo de dos dias. Una vez incluidas estas variables en la ecuacion (7.36) resulta el siguiente

modelo:
1-0,.%xB)(1—-0O *B7 Num _intervenciones
(128 x (=00 B0 B e Lt
(1—®,%B) =
2 2 (7.40)
Z Z W yEs jmax(B)*CURVATMAXMES+ Z Z W yes jmin(B)*CURVATM[NMES
MESE{E,..,D} jmax=0 ' MESC T D) o ,

En las siguientes tablas presentamos las estimaciones obtenidas para esta nueva ecuacion asi como el correlograma
asociado al proceso residual. En esta ocasion, no se puede rechazar la hipotesis que plantea que las autocorrelaciones de
dicho proceso son iguales a 0 y, en consecuencia, podemos considerar que éste es ruido blanco, con lo que las
predicciones ofrecidas por (7.40) ofrecerdn mas fiabilidad que las obtenidas por (7.38). Para demostrar que esta mejoria
del proceso residual es una circunstancia asociada a la inclusion de las nuevas variables (CURVATMAX y CURVATMIN
en lugar de INC_TMAX e INC _TMIN), y no al hecho de haber reducido el historico de entrenamiento, se presentan en la
ilustracion (7.55) los procesos residuales asociados a uno y otro modelo. Es decir, presentamos también el resultado al

que se hubiera llegado con las variables INC TMAX e INC TMIN recortando el historico.
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Tabla 7.34: Estimaciones de los parametros del SARIMA(1,0,1)x(0,1,1); con andlisis de intervencion y modelos de
funcion de transferencia asociadas a las variables CURVATMAX/TMIN
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PROCESO RESIDUAL CON VARIABLES TMAXCON y TMINCON

Autocorrelation Check of Residuals

s o > s i |

6 5.47
12 10.19
18 16.94
24 23.32
30 30.97
36 39.63
42 49.07
48 35.09
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PROCESO RESIDUAL CON VARIABLES INC TMAX e INC_TMIN
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Ilustracion 7.55: Test de ruido blanco y correlograma del SARIMA(1,0,1)x(0,1,1); con andlisis de intervencion y
modelos de funcion de transferencia asociados a las variables CURVATMAX/TMIN e INC_TMAX/TMIN

Esta notable mejoria en el ajuste del modelo a partir del nuevo tratamiento de la temperatura, se pone de manifiesto

también en la calidad de los resultados en términos de error tanto sobre el histdrico como fuera de muestra, tal y como

se muestra en las tablas siguientes:
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Historico de entrenamiento: (01/11/2001- 31/10/2005) Histdrico de entrenamiento: (01/11/2001- 31/10/2003)

Modelos de funcion de transferencia: CORVATAMAX ¥ CURVATMIN Modelos de funcion de transferencia: JINC TMAX e INC TMIN

Errores en muestra Errores fuera de muestra Errores en muestra Errores fuera de muestra
TOTAL 3.24 2.57 | | ToTAL 3.08 2.35 TOTAL 4.55 3.38 | | TOTAL 4.52 3.67
1 3.01 2,22 1 2.43 1.59 1 4.30 3.63 1 4.53 3.71
2 2.46 2.14 2 2.60 1.90 2 3.58 3.12 2 3.94 3.19
3 4.25 3.53 3 3.79 3.15 3 5.85 4.82 3 5.23 511
11 3.65 2.62 11 3.61 2.85 11 4.77 3.02 11 4.91 3.85
12 2.82 2.54 12 2.97 2.12 12 4.18 3.33 12 3.95 3.15

Tabla 7.35: Errores de prediccion del SARIMA(1,0,1)x(0,1,1); con andlisis de intervencion y modelos de funcion
de transferencia asociados a las variables CURVATMAX/TMIN e INC_TMAX/TMIN

Los errores medios y medianos de prediccion son claramente favorables al modelo que utiliza las transformaciones
dadas por (7.39) para las variables de temperatura. Los resultados asociados al modelo que utiliza las variables
INC TMAX e INC _TMIN salen incluso un poco peores que aquéllos que fueron obtenidos cuando contemplabamos
todo el histdrico (tabla (7.31)).

Asi, terminamos decantandonos por el modelo (7.40) como alternativa a la solucién propuesta mediante cdpulas.
Incluso podria proponerse un modelo para el que el término de error esta atin mas incorrelado con su pasado, es decir,
que responde todavia mejor a la hipotesis de ruido blanco que sobre €l se hace. Para ello, basta observar el correlograma
de la izquierda presentado en la ilustracion (7.55) y darse cuenta de que las autocorrelaciones de érdenes 2 y 3
presentan cierta significatividad. Basta incluir dos nuevos parametros asociados a ellos en la parte regular de medias

moviles 0, y 8;. El modelo resultante seria un SARIMA(1,0,3)x(0,1,1); que responde a la expresion:

1 _9 *B —_ 9 *Bz _9 *B3 1 _@ * B7 Num _intervenciones
(1-8)x () =0 B0 B0 B0 B) () 8 g
(1-®,%B) =~ A
2 ) (7.41)
Y 2 Oy i B)¥CURVATMAX g+ 2, 2, @yps iy (B)* CURVATMIN
MESE{E,..,D} jmax=0 ) MES€E{E,.., D} jmin=0

Segtin se puede comprobar en la siguiente tabla, el nuevo modelo presenta estimaciones significativas para los nuevos
parametros y ademas no se establecen altas correlaciones entre los parametros basicos del modelo, es decir, aquéllos
que hacen referencia a la parte autorregresiva y a la parte de medias moéviles. En cuanto al test de ruido blanco se

refiere, existe atin menos evidencia empirica para rechazar que las autocorrelaciones del proceso residual valgan cero.
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Conditional Least Squares Estimation

AppProx
Parameter ate | Standard Error Pr > |t] | Lag | Variable
-

-0.11429 0.02905 -3.93 .0001 RCONSUMO o
0.04986 0.02969 1.68 0.00932 2 RCONSUMO o
0.08076 0.02907 2.78 0.0055 3 RCONSUMO o
0.87067 0.01490 58.43 <.0001 7 RCONSUMO o
0.96518 0.0087897 109.81 <.0001 1 RCONSUMO o

Correlations of Parameter Estimates

RCONSUMO | RCONSUMO | RCONSUMO | RCONSUMO | RCONSUMO
Variable Parameter MA1, MA1,2 MA1,3 MAZ2,1 AR1,1

RCONSUMO MAL1,1 1.000 0.215 0.063 0.125 0.3206
RCONSUMO MAL1,2 0.215 1.000 0.210 0.189 0.376
RCONSUMO MAL,3 0.063 0.210 1.000 0.111 0.308
RCONSUMO MAZ2,1 0.125 0.189 0.111 1.000 0.392
RCONSUMO ARL1,1 0.326 0.376 0.308 0.392 1.000

Autocorrelation Check of Residuals

To Lag m Pr > ChiSq Autocorrelations

0.44 0.5062 0.001 0.001 -0.001 -0.014 -0.007 -0.008

7.45 7 0.3836 -0.019 -0.016 0.006 -0.030 -0.023 -0.052
13.49 13 0.4108 0.026 -0.036 0.035 0.010 -0.025 0.015
19.42 19 0.4303 -0.044 -0.016 0.014 0.017 0.036 0.008
27.17 25 0.3476 0.040 -0.034 0.011 0.033 0.020 -0.029
35.43 31 0.2672 0.052 -0.014 0.021 -0.003 0©0.009 0.045
44.02 37 0.1988 0.039 0.015 0.032 0.028 0.044 0.014
49.24 43 0.2377 -0.032 -0.006 -0.003 0.037 -0.029 0.013

Std Error

0.034585 1.00000 | | FHEE AT AR AR A A AA (o]
0.00004128 0.00119 | | | 0.026243
0.00004986 0.00144 | | | 0.026243
-0.0000255 -.00074 | | | 0.026243
-0.0004771 -.01380 | | | 0.026243
-0.0002300 -.00665 | -1 | 0.026248
-0.0002775 -.00802 | -1 | 0.026249
-0.0006667 -.01928 | | | 0.026251
-0.0005577 -.01613 | | | 0.026261
0.00021659 0.00626 | | | 0.026268
-0.0010247 -.02963 | | | 0.026269
-0.0007936 -.02295 | -1 | 0.026292
-0.0017999 -.05204 | = - | 0.026306
0.00089686 0.02593 | - | 0.026376
-0.0012447 -.03599 | = - | 0.026394

0.0012114 0.03503 | - | 0.026428
0.00033337 0.00964 | -1 | 0.026460
-0.0008515 -.02462 | I - | 0.026462
0.00050953 0.01473 | I - | 0.026478
-0.0015203 -.04396 | =1 - | 0.026483
-0.0005557 -.01607 | I - | 0.026534
0.00048422 0.01400 | I - | 0.026540
0.00058475 0.01691 | -1 | 0.026545

0.0012408 0.03588 | - | 0.026553
0.00026929 0.00779 | -1 | 0.026586

Tlustracion 7.56: Test de ruido blanco, correlograma, estimaciones de los parametros y
correlaciones entre ello para el SARIMA(1,0,3)x(0,1,1); con andlisis de intervencion y modelos
de funcion de transferencia asociados a las variables CURVATMAX/TMIN

Lo tinico que podria atacarse a este modelo es el hecho de que puede parecer poco verosimil que la prediccion a
proporcionar para un dia “¢” tenga en cuenta el error que el modelo cometi6 hace 2 y 3 dias. Teniendo en cuenta que los
resultados en término de error sobre el historico y fuera de muestra son muy similares a los que proporciona el modelo
(7.40) podriamos quedarnos con el anterior (SARIMA(1,0,1)x(0,1,1);) de acuerdo a lo que establece el principio de

parsimonia.
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Historico de entrenamiento: (01/11/2001- 31/10/2005) Historico de entrenamiento: (01/11/2001- 31/10/2005)
Modelos de funcion de transferencia: CURVATMAX ¥ CURVATMIN  Modelos de funcion de transferencia: CURVATMAX ¥ CURVATMIN

SARIMA (1,0,1)x (0,1,1), SARIMA (1,0,3)x (0,1,1),
Errores en muestra Errores fuera de muestra Errores en muestra Errores fuera de muestra

TOTAL 3.24 2.57 | | ToTAL 3.08 2.35 TOTAL 3.22 2.52 | TOTAL 3.04 2.37
1 3.01 2.22 1 2.43 1.59 1 3.01 2.14 1 2.36 1.65

2 2.46 2.14 2 2.60 1.90 2 2.45 2.00 2 2.55 1.91

3 4.25 3.53 3 3.79 3.15 3 4.22 3.54 3 3.77 3.06
11 3.65 2.62 11 3.61 2.85 11 3.61 2.38 11 3.58 2.89
12 2.82 2.54 12 2.97 2.12 12 2.79 2.51 12 2.94 2.21

Tabla 7.36: Errores de prediccion de los modelos SARIMA(1,0,1)x(0,1,1); y SARIMA(1,0,3)x(0,1,1);con andlisis de
intervencion y modelos de funcion de transferencia asociados a las variables CURVATMAX/TMIN

Los resultados proporcionados por cualquiera de estos dos modelos de prediccion mejoran los que hemos obtenido en el
ajuste que combina la prediccion del modelo ARIMA con la correccion llevada a cabo mediante funciones copula.

Estos ultimos, extraidos de la tabla (7.32) son los que se presentan en la siguiente tabla:

Historico de entrenamiento: (01/11/1997- 31/10/2005)
Variables explicativas: INC_ THAX ({ 2), INC_TMIIN {_2)

Errores en muestra Errores fuera de muestra
TOTAL 3.61 2.92 TOTAL 3.33 2.22
1 3.31 2.62 1 2.95 1.86
2 2.94 2.28 2 2.54 1.90
3 4.47 3.15 3 3.70 2.18
11 3.71 3.08 11 3.48 3.22
12 3.55 3.00 12 3.89 2.67

Tabla 7.37: Errores de prediccion finales conseguidos al utilizar iterativamente funciones copula para explicar
mediante las variables INC_TMAX/TMIN, los procesos de error que van resultando de sucesivos ajustes.
El proceso de error inicial se obtiene tras ajustar un modelo SARIMA(1,0,1)x(0,1,1); con andlisis de intervencion

La comparacion de unos y otros resultados inclinan la balanza ligeramente a favor de los ARIMA que utilizan modelos
de funcion de transferencia. Sin embargo, teniendo en cuenta que éstos emplean unas variables de temperatura que
poseen un mayor poder de prediccion que las que hemos usado para el ajuste mediante copulas, y que a igualdad de
factores explicativos los resultados obtenidas para estas Ultimas eran mejores, parece interesante plantearse la

correccion del término de error del modelo ARIMA dado por (7.36) respecto de las variables climaticas
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que resultan de aplicar la transformacién (7.39). El inico inconveniente que podemos encontrar es que en este caso, no
estd tan clara la independencia temporal de la variable de temperatura que vamos a utilizar para ir explicando los
sucesivos términos de error que vayan surgiendo conforme vayamos aplicando el algoritmo, circunstancia que segun se
explica en [FERSCA] juega en contra del empleo de funciones copula.

Hemos aplicado nuevamente el algoritmo descrito en el apartado 6.1 utilizando CURVATMAX y su retardo
CURVATMAX 2y CURVATMIN y su retardo CURVATMIN 2 como variables explicativas habiendo distinguido dos

Ccasos:

— En el primero de ellos hemos ajustado el modelo ARIMA (7.36) al historico comprendido entre el 1 de
Noviembre de 1997 y el 31 de Octubre de 2005, siendo el proceso residual resultante el que hemos ido

aproximando de forma iterativa con las variables mencionadas.

— En el segundo de ellos hemos ajustado el modelo ARIMA (7.36) al historico comprendido entre el 1 de
Noviembre de 2001 y el 31 de Octubre de 2005, dado que ha sido éste el utilizado en los modelos de expresion
(7.40) y (7.41) que hasta ahora han proporcionado las mejores predicciones. Un posible inconveniente es que,
dado que el histdrico es de menor dimension, también lo sera el nimero de datos de las sucesivas variables de

error que tendremos para el ajuste de las funciones copula.
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Errores enmmuestra (01/11/1997-31/10/2005)

MES| MEAN_E1 | MEAN_E2 MEAN_E2 | MEAN_E4 | MEAN_ES5  MEAN_E6  MEAN_E7 MEAN_ES8 MEAN_E9

TOTAL 5.81 5.31 4.60 4.79 4.65 4.28 4.14 4.04 3.91
1 5.10 4.50 3.93 377 3.64 3.47 3.38 3.36 3.35
2 5.45 4.75 4.20 4.02 3.89 3.56 3.37 3.33 3.31

3 7.47 7.06 6.25 6.19 6.10 5.36 5.36

11 6.03 5.60 G.39 6.13 5.47 5.31 4.86 4.25
12 4.98 4.61 3.82 3.61 3.49 3.31 3.29 3.29 I 3.26

TOTAL a.64 4.20 3.64 3.64 3.50 3.22 3.11 3.00 2.97
1 4.03 3.31 2.05 2.70 2.75 2.82 2.57 2.47 2.57 | Parar despues de 3 iteraciones

2 4.32 3.49 3.45 3.15 3.23 2.62 2.50 2.49 2.46 | Parar después de 3 iteraciones

3 5.97 5.48 4.77 4.79 4.70 4.51 4.03 4.09 4.13 | Parar despues de 2 iteraciones

11 4.88 4.65 4.04 5.62 5.26 5.06 477 4.22 3.52 | parar despues de 2 iteraciones
12 4.17 3.86 3.26 3.10 3.01 2.90 2.87 2.87 | 2.75 | parar despues de # iteraciones

Errores fuera de muestra (01/11/2005-31/03/2006)

MES | MEAN_E1 | MEAN_E2  MEAN_E3 | MEAN_E4 MEAN_E5 | MEAN_E6  MEAN_E7 MEAN_E8 MEAN_E®9

TOTAL 5.49 5.04 4.19 4.44 4.27 3.95 3.76 3.66 3.59
1 5.53 4.77 3.96 3.77 3.78 3.48 3.05 3.08 3.05

2 3.97 3.91 3.06 3.33 3.09 3.07 2.75 2.82 2.74

3 6.85 6.22 5.67 5.61 5.64 4.91 4.76 4.74 4.73

11 5.80 573 4.11 5.68 5.21 4.75 4.64 4.05 3.87
12 5.17 4.47 4.03 3.77 3.52 3.48 3.52 3.52 | 3.49

PSO_E1 | PSO_E2 | PSO_E3 | PSO_E4 | PSO_ES | PSO_E6 | PSO_E7 | PSO_E8 PSO0_E9

TOTAL 4.30 3.58 3.27 3.45 3.18 2.92 2.75 2.48 2.60
1 4.30 2.63 2.72 2.19 2.75 2.48 2.02 1.96 1.95

2 3.48 3.22 2.39 2.71 2.85 2.64 2.26 2.47 2.30

3 7.45 6.00 4.99 4.54 4.37 4.23 3.57 3.54 3.59

11 4.47 4.82 3.77 4.77 4.94 3.46 4.02 2.20 3.46
12 3.30 3.16 3.33 2.48 2.50 2.35 2.24 2.30 2.60

El = Errorl = Error resultante del modelo ARMA que no utiliza funciones de transferencia
2 = Error2 = Error resultante de predecir Errorl con la variable CURVATMAX

3 = Error3 = Error resultante de predecir Error2 con la variable CURVATMAX 2

4 = Error4 = Error resultante de predecir Error3 con la variable CURVATMIT

ES = Error5 = Error resultante de predecir Errord con la variable CURVATMMIN_2

E6 = Error6 = Error resultante de predecir ErrorS con la variable CURVATMAX

E7 = Error7 = Error resultante de predecir Erroré con la variable CURVATMAX 2

ER8 = Error8 = Error resultante de predecir Error? ¢on la variable CURVATMIN

E9 = Error9 = Error resultante de predecir Error8 con la variable CURVATMIN_ 2

Tabla 7.38: Errores de prediccion parciales conseguidos al utilizar iterativamente funciones copula para explicar
mediante las variables CURVATMAX/TMIN, los procesos de error que van resultando de sucesivos ajustes.
El proceso de error inicial se obtiene tras ajustar un modelo SARIMA(1,0,1)x(0,1,1); con andlisis de intervencion

Modelo entrenado con datos del 1/11/1997 al 31/10/2005
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TOTAL

1

2

3
11

5.93
5.65
5.11
7.53
6.46
4.86

5.45
5.13
a.41
7.13
6.05
4.52

Errores en muestra (01/11/2001-31/03/2005)

MES| MEAN_E1 | MEAN_E2  MEAN_E3  MEAN_E4 MEAN_ES | MEAN_E6  MEAN_E7 MEAN_ES | MEAN_E9

4.84
4.63
3.81
6.37
5.36
4.00

1.69
4.44
3.59
6.26
5.17
3.02

4.45
3.05
3.53
6.19
4.83
3.69

4.14
3.79
3.22
5.66
1.47
3.53

4.06
3.73
3.14
5.45
4.44
3.50

4.02 4.01
3.66 3.63
3.07 3.09
5.43 5.43
4.35 4.33
3.52 3.51

P50_E1 | PSO_E2 | PSO_E3

4.54
4.30
4.28
6.32
4.97
4.17

4.41
3.81
3.15
5.76
4.79

3.64| 3.42|

3.85
3.70
3.30
5.26
4.12

P50_E4 | PSO_ES5 | PSO_E6

3.75
3.27
3.04
4.89
3.77
3.83

3.41
3.12
3.04
4.85
3.56
2.96

3.13
2.91

2.43

4.06

3.52
2.92

PS0_E7 PSO0_ES | PSO_E9

3.04
2.88
2.48
4.30

2.98

2.85 | 2.80

2.43
4.29

2.82

2.85

3.00

2.35
4.41
3.17
2.81

TOTAL
1

2

3

11

5.89
5.58
4.10
7.16
7.06
5.40

5.54
5.05
4.09
6.69
G.89

Errores fuera de muestra (01/11/2005-31/03/2006)

4.63
4.21
3.06
5.75
5.68

4.88 I 4.33 |

4.52
4.14
3.24
5.62
5.45
4.07

4.40
4.13
3.10
5.70
5.27
3.70

4.20
4.00

3.31

5.15

4.99
3.49

3.98
3.73

2.94

4.74

FParar después de 8 iteraciones
FParar después de 5 iteraciones
Parar después de 5 iteraciones
Parar después de 7 iteraciones

Parar despueés de 2 iteraciones

MES| MEAN_E1 | MEAN_E2  MEAN_E3  MEAN_E4 | MEAN_E5 | MEAN_E6 | MEAN_E7  MEAN_E8 MEAN_E9

3.97 3.95
3.77 | 3.69
3.00 2.96
A4.73 4.74
4.81
3.47

11
12

477
5.36
3.27
6.62
4.51
4.61

4.24
3.42
2.86
6.87
5.01

3.50 | 3.16|

3.55
3.80
1.84
4.59
3.90

3.53

3.78
2.36
1.49
3.38
3.44

3.12
3.46
1.93
4.32
4.23
2.76

3.33

3.33

2.89

4.14

3.85
2.28

El = Errorl = Error resultante del modelo ARMA que no utiliza funciones de transferencia
(E2 = Error2 = Error resultante de predecir Errorl con la variable CURVATMAX

(E3 = Error3 = Error resultante de predecir Error2 con la variable CURVATMAX 2

E<4 = Error4 = Error resultante de predecir Error3 con la variable CURVATMIIN

ES = ErrorS = Error resultante de predecir Error4 con la variable CURVATMIN_2

E6 = Erroré = Error resultante de predecir Error5 con la variable CURVATMAX
E7=Error7 = Error resultante de predecir Error6 con la variable CURVATMAX 2

EB = Error8 = Error resultante de predecir Error7 con la variable CURVATMIN

E9 = Error? = Error resultante de predecir Error8 con la variable CURVATMIN_ 2

Tabla 7.39: Errores de prediccion parciales conseguidos al utilizar iterativamente funciones copula para explicar

mediante las variables CURVATMAX/TMIN, los procesos de error que van resultando de sucesivos ajustes.
El proceso de error inicial se obtiene tras ajustar un modelo SARIMA(1,0,1)x(0,1,1); con andlisis de intervencion

Modelo entrenado con datos del 1/11/2001 al 31/10/2005

Los resultados de estos dos tltimos conjuntos de tablas se pueden presentar de forma resumida como sigue:
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Historico de entrenamiento: (01/11/1997- 31/10/2005) Historico de entrenamiento: {01/11/2001- 31/10/2005)

Variables explicativas: CORVATMAX (_2), CURVATMIN( 2) Variables explicativas: CURVATMAX (_2), CURVATMIN( 2)
Errores en muestra Errores fuera de muestra Errores en muestra Errores fuera de muestra
TOTAL 4.43 3.39 | | TOTAL 4.09 3.05 TOTAL 4.19 3.21 | | TOTAL 4.26 3.29
1 3.77 2.70 1 3.77 2.19 1 3.63 2.80 1 3.69 2.85
2 4.02 3.15 2 3.33 2.71 2 3.22 2.43 2 3.31 2.89
3 6.25 4.77 3 5.67 4.99 3 5.66 4.06 3 5.15 4.14
11 4.79 4.04 11 4.11 3.77 11 4.35 3.17 11 4.77 3.55
12 3.29 2.87 12 3.52 2.30 12 4.00 3.42 12 4.33 3.16

Tabla 7.40: Errores de prediccion parciales conseguidos al utilizar iterativamente funciones copula para explicar
mediante las variables CURVATMAX/TMIN, los procesos de error que van resultando de sucesivos ajustes.
El proceso de error inicial se obtiene tras ajustar un modelo SARIMA(1,0,1)x(0,1,1); con andlisis de intervencion

Los resultados obtenidos son bastante parejos pero, en cualquier caso, peores que los que se obtenian con las variables
de incremento de temperatura (véase tabla (7.37)). Es decir, las variables que tan buenos resultados proporcionan
cuando son utilizadas como modelos de funcion de transferencia, no producen el mismo efecto si son utilizadas en el
ajuste mediante copulas. Esto, como hemos sefialado, puede ser una consecuencia del hecho de que existe cierta
estructura de dependencia temporal en estas variables.

Supongamos por ejemplo que un martes 14 de Noviembre se hiciera una prediccion para el dia 15, Psyor, a través del
modelo (7.36) que no tiene en cuenta el efecto de la meteorologia. Tal y como estd planteado el modelo , dicha
prediccion estaria muy condicionada por el dato real de demanda del dia 14 (p = 1), por el dato real de la semana pasada
(D =1) y por los posibles errores de prediccion asociados a esos dias (¢ = 1 y Q = 1). El dia 15 en si no presentaria
ningun tipo de intervencion adicional por no estar reconocido como una fiesta en el calendario laboral. Dado que el
martes y el miércoles son dias laborables, a igualdad de temperatura se podria esperar para ellos un mismo nivel de
demanda. Asi, si la temperatura maxima prevista para el dia 15 fuera de 3°C y la temperatura registrada el dia 14
estuviese comprendida ente 1°C y 5°C, la demanda no sufriria un cambio drastico de comportamiento y el modelo
(7.36) incurriria en un bajo error de prediccion. Sin embargo, para esa misma prevision de 3°C, un registro de 10°C el
dia 14 de Noviembre supondria, casi con total seguridad, que la demanda subiera (podria no ser asi si el cambio de
temperatura se produjera de un viernes a un sabado o de un laborable a un festivo). En este caso, dado que el modelo
(7.36) no recoge el efecto de la temperatura, la prediccion Psyor que proporcionaria el modelo quedaria muy por debajo
del dato real y en consecuencia, el modelo daria lugar a un grave error de prediccion. Vamos a ver que al intentar hacer
la correccion mediante copulas del error que cometeria el modelo el dia 15 en este Gltimo escenario, llegariamos a
resultados claramente diferenciados en funcién de que estableciéramos la relacion de dicho error con el valor de la

variable CURVATMAX o INC TMAX:

—  Si utilizaramos CURVATMAX, simulariamos a través de la copula condicionada, posibles errores que pudiera
cometer el modelo (7.36) cuando la temperatura fuese de 3°C en Noviembre, errores que como hemos visto,
presentan cierta dependencia temporal. Es decir, si la temperatura el dia anterior fuese parecida, el error en que

incurriria el modelo seria bajo, mientras que si el valor de temperatura fuese mucho mayor, el error seria
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alto. En la muestra de aprendizaje que sirve a su vez de soporte a la funcidén cdpula a ajustar, tendriamos
errores altos y errores bajos cometidos en Noviembre para un mismo valor de la temperatura, 3°C. Por ello, las
simulaciones realizadas no tendrian una tendencia clara hacia errores porcentuales grandes o pequefios y la

mediana de las mismas darian lugar a un error intermedio.

— Por otra parte, si utilizaramos /NC TMAX, la copula condicionaria al valor de una caida de temperatura y las
simulaciones se harian en funcion de ese valor. No se condicionaria al hecho de que la temperatura en
Noviembre fuese de 3°C sino al hecho de que se hubiera producido una bajada de temperatura en Noviembre
de 7°C (de 10°C el 14 de Noviembre a 7°C el dia 15). La copula se entrenaria a partir de caidas bruscas de
temperatura en Noviembre ante las cuales no existe tanta dispersion en el término de error. Por lo general, los

errores de prediccion en estas circunstancias suelen ser muy altos.

Para corroborar estas hipotesis de una manera mas formal, podemos utilizar el estadistico de Durbin-Watson el cual
permite identificar la presencia de autocorrelacion positiva o negativa de primer orden, es decir, la existencia de
correlacion entre el valor de la variable cuya dependencia temporal se cuestiona en el instante “¢#” (¥;) y en el instante
t-1 (Y.;) (la hipotesis nula plantea la ausencia de correlacion significativa). Dicho estadistico tiene un rango de

variacion entre 0 y 4 y responde a la expresion:

n

2
Z (Yz_Yr—l)
_t=2
D-W==—"—7—""— (742)
2
2,
t=1
En lineas generales, se puede considerar que valores del estadistico proximos a 2 indican escasa autocorrelacion de la
variable que se contrasta, valores entre 0 y 2 una autocorrelacion positiva, y valores entre 2 y 4 una autocorrelacion

negativa. El célculo de dicho estadistico sobre las distintas versiones de la variable temperatura mdxima, conduce a los

siguientes resultados:

Histdrico utilizado: (01/11/1997-31/10/2005)

Evaluacion del estadistico de Durbin-Watson

TMAX CURVATMAX INC ThIAX
TOTAL 0.0422 TOTAL 0.0387 TOTAL 2.3718
1 0.0611 1 0.0321 1 2.2724
2 0.0415 2 0.0420 2 2.5475
3 0.0295 3 0.0611 3 2.1709
11 0.0374 11 0.0428 11 2.4712
12 0.0560 12 0.0272 12 2.4153

Tabla 7.41: Contraste de dependencia temporal a través del estadistico de Durbin-Watson

La dependencia temporal de la variable original (TMAX) es mas que evidente, pues la temperatura de un dia sera

habitualmente parecida a la del dia anterior. Del mismo modo, la transformacion de dicha variable a través de la
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expresion (7.39) (CURVATMAX) heredara esta propiedad, dado que dos valores de temperatura parecidos (de dos dias
consecutivos) seran transformados en valores también similares. Es por ello que los valores del estadistico no se
mueven en entornos proximos a 2 para ninguna de estas variables. Sin embargo, para la variable INC TMAX el
estadistico de Durbin-Watson si proporciona valores cercanos a 2 lo cual denota la ausencia de autocorrelacion de orden
1. Esta circunstancia resulta obvia si tenemos en cuenta que dicha variable se obtiene al aplicar una diferencia de orden
1 sobre TMAX (a fin de cuentas un proceso autorregresivo de orden 1 en el que el parametro ¢ es igual a 1). De esta
manera queda contrastada la dependencia temporal de la variable CURVATMAX y la independencia de INC TMAX para
la cual hemos obtenido mejores resultados en términos de error de prediccion. Confirmamos asi, la necesidad de
eliminar la influencia temporal al utilizar las funciones copula a las que venimos haciendo referencia o,

alternativamente, emplear familias que sean capaces de reflejar esta dependencia (copulas dependientes del tiempo).
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8. Conclusiones

En esta tesis proponemos una metodologia para realizar predicciones diarias de demanda de gas/electricidad a corto y
medio plazo. Esta orientada fundamentalmente al tratamiento de aquellos casos en los que un porcentaje considerable
de este consumo es de caracter doméstico y se encuentra por tanto muy influenciado por la accion de agentes
climaticos.

Una de las principales novedades que incorpora esta metodologia es el empleo de una clase de funciones denominadas
coOpulas que posibilita, a partir de dos 0 mas variables con sus respectivas marginales, la construccion de distribuciones
multidimensionales que presenten dichas marginales (teorema de Sklar). Estas funciones permiten capturar la relacion
de dependencia existente entre las variables involucradas en el andlisis (demanda y temperatura) y, a partir de ella,
llevar a cabo la generacion de valores de una de las variables condicionando al valor que pueden tomar las restantes.
A través de la media o mediana de las simulaciones, somos capaces de proponer valores esperados para una distribucion
condicionada que, a fin de cuentas, viene a ser la esencia de un estudio de prediccion.

El problema que se suele plantear es determinar aquella funcion copula que genere la distribucion conjunta mas ajustada
a la relacion de dependencia existente entre todas las variables. El criterio de seleccion que hemos utilizado esta basado
en un contraste clasico de bondad de ajuste de distribuciones (contraste de la chi-cuadrado), cuantificado por el valor
que toma el estadistico de Pearson & sobre una particion dada del cuadrado unidad, el cual sirve de soporte a esta clase
de funciones.

Hemos implementado un programa informatico que, para un par de variables y una particiéon de unas dimensiones
especificas, seleccione de manera automatica una funcion copula de acuerdo a este criterio. Partiendo de un conjunto de
familias cuya expresion es conocida y que por sus propiedades se consideran candidatas interesantes, el programa
propone como mejor alternativa aquélla que, respecto de dicho estadistico, presente un menor valor.

Sin embargo, también hemos considerado importante la posibilidad de ofrecer una funciéon copula en aquellos casos en
los que todos los valores calculados para los estadisticos de Pearson correspondientes a las distintas familias, conduzcan
a rechazar el contraste planteado y resulte imposible disponer de una propuesta de ciertas garantias. En estos casos, el
programa proporciona una copula empirica C*, no paramétrica, que garantiza un buen ajuste respecto del criterio de
seleccidn establecido. Dicha copula se genera por extension de la funcién subcopula C™ que, para la particion realizada,
ofrece el menor (y por tanto mejor) valor posible de & (9”). Para construir esta funcion subcdpula hemos planteado un
modelo de programacion fraccional (por la naturaleza de su funcion objetivo), en el que las variables de decision son los
propios valores que debe tomar C” en cada uno de los puntos de su dominio de definicion y en el que el objetivo a
minimizar es el propio estadistico. Este método de construccion de copulas, que presentan un valor dptimo respecto del
estadistico de Pearson, constituye la principal aportacion tedrica de esta tesis.

La subcopula producto es suficiente para demostrar la factibilidad del problema de programacion matematica (teorema
(4.1)) y ademas supone un buen punto de partida para la bisqueda de la solucién 6ptima C™ , dado que, el resultado de
la evaluacion del estadistico sobre los puntos de su dominio, no presenta problemas de nulidad en el denominador.

La generacion de la copula C” se lleva a cabo por interpolacion de los valores ¢”; que resultan de resolver el modelo de
programacion matematica, es decir, por interpolacion del dominio de definicion de la subcopula 6ptima. De esta

manera, se pretende conservar el valor 6ptimo & obtenido para ella.
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Hemos expuesto tres formas distintas de interpolacién, una bilineal (que permite obtener C'zrmzaz), otra mediante
polinomios cubicos de Hermite (que da lugar a C'yzrinre) y una tercera mediante polinomios de Bernstein (a partir de la

cual se genera C zernsrem):

— La primera de ellas es la tnica que conserva el valor del estadistico de Pearson obtenido para C”.
Su construccidn esta siempre garantizada si bien el aspecto escalonado de su correspondiente densidad, resulta
poco verosimil para reflejar una relacién de dependencia, y por ello no consideramos apropiada su utilizacion
con fines predictivos. Resulta conveniente en ocasiones hacer particiones muy finas para las cuales es

necesario disponer de grandes volumenes de datos.

—  Por su parte, la construccion mediante interpolacion cubica no esta siempre garantizada. Es necesario que la
subcopula C” a la que interpola pertenezca a una subclase de funciones que hemos definido como
subcopulas-Vyy (teorema (4.6)). Esta clase estd constituida por subcdpulas tales que el volumen a través de
ellas de cualquiera de los rectangulos contenidos en su dominio de definiciébn es mayor o igual que

2

Semen donde “m” y “n” representan los 6rdenes de la particion realizada sobre el cuadrado
mxn

V=

unidad. Como consecuencia de esta imposicion, se puede asegurar que la subcopula-Viuy generada, C™,
presenta el menor valor posible del estadistico de Pearson (£ ") dentro de la clase de las subcopulas-Vyuy, pero
no asi dentro de la clase constituida por todas las subcopulas (7).

A partir de C", hemos determinado unas condiciones suficientes (teorema (4.5)) que permiten asegurar que la

superficie construida por interpolacion mediante polinomios ctibicos de Hermite es una funcion copula.

Las densidades asociadas a ambas copulas, C'aumess Y C'uerwrs, presentan cambios bruscos de
comportamiento en su afin por interpolar exactamente los valores que toma C" (alternativamente C™").

La primera presenta un aspecto escalonado y la segunda uno muy peculiar ondulado, de continuos
abombamientos. Esta circunstancia, si bien no parece aconsejable para reflejar relaciones “suaves” entre
variables, si puede resultar apropiada para capturar relaciones “multimodales” en las que existan nucleos

dispersos, alrededor de los cuales se concentre la densidad multivariante.

— Finalmente, la densidad de la copula C'perysrey muestra mayor regularidad a costa de “aproximarse” a los
valores de C™ pero, por las propiedades de los polinomios interpoladores (de Bernstein), no logra conseguir
una interpolacion exacta de los mismos. Asi, si bien no se consigue conservar el valor 6ptimo &, su aspecto

mas regular y uniforme si parece mas adecuado para reflejar relaciones de dependencia mas convencionales.

En cualquier caso, haremos hincapié en que sugerimos el empleo de estas copulas “interpoladoras” en aquellos casos en
los cuales ninguna de las familias candidatas presente un valor del estadistico que le permita “superar” el contraste de
bondad de ajuste. De hecho, éste no es el caso que se nos ha planteado al analizar la dependencia que existe entre la

demanda de gas y las variables de temperatura en la serie temporal que hemos analizado.
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Desde el punto de vista practico, hemos incorporado este programa de seleccion de copulas y de construccion de otras
empiricas en aquellos casos en las que el contraste de bondad de ajuste sea rechazado para todas las candidatas, a una
herramienta informatica que hemos implementado y que automatiza el proceso de modelizacion a medio plazo de series
de demanda energética de acuerdo a una metodologia innovadora. El objetivo consiste en predecir el “pico” (valor

maximo) diario de demanda que se puede esperar a un horizonte de dos afios. Para ello, hemos propuesto 3 fases:

— Fase I: Construccion de un histérico en condiciones normales de temperatura.- Dado que a medio plazo el
valor diario de las temperaturas es imposible de determinar, hemos decidido aislar del historico, el efecto de las
variables meteorologicas para, en funcidén de él, realizar una prediccion en condiciones de temperatura que

establecemos como “normales”.

— Fase II: Obtencion de predicciones en condiciones normales de temperatura.- De acuerdo al historico
obtenido, hemos utilizado técnicas de suavizado de curvas, como son las wavelets y los splines de regresion,
para detectar el comportamiento basico de dicho histérico (ciclo anual). La extrapolacion al futuro de esta
componente de baja frecuencia permite “guiar” durante el horizonte de dos afios que se plantea, a la prediccion

diaria realizada por un modelo lineal que tiene en cuenta tinicamente la estacionalidad semanal de la serie.

— Fase III: Simulacién de escenarios climatoldgicos.- A través de funciones copula hemos analizado la
relacion de dependencia que vincula, en cada mes, al incremento existente entre el dato real de temperatura y
el establecido mensualmente como normal, con el incremento porcentual que se produce entre el dato real de
demanda y el dato establecido en condiciones climaticas de temperatura en la fase I. Concretamente hemos
orientado el uso de funciones copula, poco habituales en el ambito de prediccion de la demanda energética, a la
simulacion de las posibles desviaciones que puede experimentar el patron de demanda establecido para el

horizonte de dos afios, ante diferentes escenarios climatologicos.

La herramienta que hemos programado da bastantes posibilidades a un analista familiarizado con todas estas técnicas
expuestas, permitiéndole configurar a través de una relacion de parametros, el tipo de suavizado a utilizar (mediante
wavelets o splines), el grado de suavidad del ajuste, la familia de copulas para llevar a cabo la simulacion, etc.
La determinacion del método de suavizado mas conveniente (en nuestro caso los splines de regresion) estd
condicionado por la calidad de los resultados, evaluados en términos de error sobre datos recogidos en condiciones
normales de temperatura, los cuales constituyen un grueso del historico considerable. Sin embargo, respecto de la clase
de copulas a emplear, el criterio de seleccion se establece en funcion de sus posibilidades para predecir la distribucion
de la demanda bajo supuestos extremos del comportamiento de las variables de temperatura. Por ello, dado el escaso
numero de datos que permite hacer este contraste, la utilizacion de una u otra clase de copulas puede antojarse en
algunos casos un tanto subjetiva, siendo ésta la razén que nos llevado a volcar nuestros esfuerzos en que la herramienta
pueda sugerir la familia mas adecuada de forma automatica.

Como punto de partida, se propone llevar a cabo la fase de simulacion del comportamiento de la demanda bajo
condiciones meteorologicas adversas a través de la distribucion condicionada de aquella copula, de expresion conocida,

que presente un menor valor del estadistico de Pearson. En el caso en el que ninguna de ellas proporcione un buen
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valor, y siempre y cuando la copula que mejor se ajuste a los datos no sea la cépula producto (que refleja
independencia), la herramienta lleva a cabo la simulacion a partir de la distribucion condicionada de alguna de las tres
copulas obtenidas por interpolacién del dominio de la subcdpula que optimiza el valor del estadistico de Pearson, C".
Hemos aplicado la metodologia propuesta al analisis de la demanda de gas natural en Madrid, cuyo histérico de datos
nos ha sido proporcionado por el Departamento de Analisis y Simulacién de la compaiiia Enagas.

Esta serie presenta un porcentaje de consumo doméstico superior al 80%. Respecto de ella, las familias de copulas para
las cuales hemos obtenido un menor valor del estadistico de Pearson han sido la de Gumbel y la de Cola Derecha
Pesada. Este resultado nos ha parecido bastante satisfactorio siendo nuestro objetivo predecir el valor maximo esperado
para la demanda, dado que una y otra familia estan especialmente orientadas a enfatizar la relacion de dependencia entre
sucesos extremos (entre una ola de frio y el “pico” que se puede esperar para la demanda).

Ademas, hemos comparado los resultados obtenidos para estas familias con los logrados mediante las copulas
generadas por interpolacion de C”. Si bien la balanza se inclina a favor de las primeras, hemos observado que en lineas
generales no son muy diferentes a los que pueden proporcionar las segundas, las cuales, por su naturaleza empirica,
también son capaces de amoldarse a las concentraciones de densidad que se producen en las regiones extremas de la
distribucion conjunta. Incluso, en las predicciones llevadas a cabo para algin mes concreto, los resultado obtenidos con
estas copulas “interpoladoras” han llegado a ser mejores, con lo cual estimamos que pueden constituir siempre una

interesante alternativa de modelizacion.

En esta tesis proponemos también una metodologia para realizar predicciones de demanda energética a corto plazo a
través de un algoritmo (apartado 6.1) que, partiendo del proceso residual de un modelo ARIMA ajustado Gnicamente a
partir del historico de demanda, suple el empleo de funciones de transferencia por funciones copula.

De igual manera que en el ajuste a medio plazo, se selecciona (de acuerdo al test de la chi-cuadrado) la funcion copula
que mejor refleja la relacion de dependencia entre el error porcentual cometido por el ARIMA (a predecir) y las
variables de incremento de temperatura de las que se dispone. En caso de que la copula que mejor valor proporcione
para el estadistico de Pearson sea la copula producto, se considera que ambas variables son independientes y se rechaza
la inclusion de la explicativa en el modelo. En caso contrario, la copula es utilizada para corregir la prediccion
proporcionada por el ARIMA y dar lugar a un nuevo proceso residual que, de ser mejor que el anterior (de menor media
y/o mediana en términos porcentuales), sera relacionado con alglin otro de los regresores disponibles. El proceso de
ajuste termina cuando todos ellos han sido tanteados.

El algoritmo funciona bien si las variables implicadas son “ruidosas” y no presentan dependencia temporal. Respecto de
la variable residual, esta independencia esta siempre garantizada dado que, el punto de partida es el residuo de un
modelo ARIMA y es precisamente al ajuste de la parte MA el que hace que el error obtenido sea incorrelado con su
pasado. Por ello, todo se reduce a garantizar la independencia temporal de las variables explicativas. La razon que
justifica esta necesidad, es que durante el proceso de ajuste se utilizan funciones copula bidimensionales que
unicamente analizan la relacion existente entre el par de variables (X, Y), no entre las integrantes de la terna (X, Y, 7)
donde T representa al tiempo.

Las primeras pruebas que hemos realizado perfilan un futuro bastante prometedor en cuanto a los resultados que
podremos llegar a lograr, dado que, los que ya vamos obteniendo y que aqui hemos presentado, son directamente

comparables a los que ofrecen los modelos de funcién de transferencia.
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9. Futuros trabajos

Actualmente estamos incorporando nuevas funcionalidades a la herramienta de prediccion a medio  plazo.
Pretendemos conseguir que participen mas variables en la construccion del historico de demanda en condiciones
climatolégicas normales y de momento hemos comenzado por hacer que se involucren de manera simultanea en dicho
proceso las temperaturas maxima y minima. Con la idea de que el usuario pueda simular escenarios en los que
participen de manera conjunta ambas variables, estamos introduciendo funciones 3-copulas que analicen la relacion de
dependencia de dichas variables con la demanda. Concretamente hemos incorporado la 3-copula de Farlie-Gumbel-
Morgenstern para la cual es sencillo calcular su expresion condicionada y realizar a partir de ella simulaciones, y
estamos trabajando en la incorporaciéon de algunas familias arquimedianas capaces de capturar otras relaciones
interesantes como la de Gumbel (que como hemos visto acentiia la dependencia entre las colas derechas de las
distribuciones), o la de Clayton (que acentia mas la relacion de dependencia entre las colas izquierdas).

De manera adicional a la intencion de mejorar esta herramienta, nuestra atencion esta principalmente centrada en el
desarrollo de otra que permitira el tratamiento a corto plazo de este tipo de series de acuerdo al algoritmo propuesto en
el apartado 6.1. Conforme a algunos de los resultados presentados en esta tesis hemos observado que, partiendo de las
predicciones realizadas por un modelo ARIMA que se construye Unicamente a partir del histérico de demanda, la
informacion aportada por ciertas variables exdgenas (incrementos de temperatura) proporciona mejores predicciones
haciendo uso del citado algoritmo que emplea funciones copula, en lugar de los tradicionales modelos de funcion de
transferencia. Este algoritmo relaciona de manera iterativa a través de una 2-copula, pares de variables en las que una de
ellas es siempre el proceso de error resultante del ajuste anterior. De igual modo que en el sistema de prediccion a
medio plazo, estamos incorporando funciones 3-copulas que utilicen de forma conjunta la informacion aportada por el
par de variables exdgenas (temperatura maxima y minima), en vez de utilizar éstas de manera independiente.

Nuestro interés actual en utilizar funciones copula como parte de una metodologia de predicciéon a corto plazo se
fundamenta, no solo en el hecho de que para un mismo grupo de variables haya proporcionado mejores resultados en
términos de error que los modelos de funcion de transferencia que complementan a un modelo ARIMA, sino en la
capacidad que tienen las copulas de poder dar distribuciones de probabilidad asociadas a la prediccion, algo que en
condiciones climatoldgicas muy adversas puede ser especialmente interesante para el usuario de negocio. Desde este
punto de vista, la desventaja que presenta el modelo ARIMA es que la estimacion ofrecida por éste aparece centrada en
un intervalo de confianza y no contempla posibles asimetrias en la prediccion.

Por otra parte, teniendo en cuenta el alto poder de prediccion que segiin hemos visto, parecen presentar algunas
transformaciones de las variables de temperatura, pero cuya dependencia temporal las hace inapropiadas para su
manipulacién mediante copulas, pretendemos estudiar aquéllas que permitan manejar variables en presencia de esta
dependencia temporal o lo que es lo mismo, cdpulas dependientes del tiempo en las cuales el parametro asociado a la
copula puede venir dado en funcion de €l (véase por ejemplo el caso de la copula gaussiana comentado en el apartado
4.2.2 de [PATTON]). Funciones con estas propiedades podrian llevarnos incluso a plantear la posibilidad de aplicar el
algoritmo que proponemos, para relacionar los procesos de error que iterativamente se van obteniendo con variables
que reflejen la demanda del dia o la semana anterior. De esta manera, las funciones copula no serian utilizadas

unicamente para buscar la relacion del residuo de un modelo ARIMA con variables externas, sino que participarian
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directamente en la identificacion de caracteristicas del historico tales como la tendencia o la estacionalidad, lo cual
podria conducir a que el proceso de modelizacion completo estuviese basado exclusivamente en el empleo de este tipo
de funciones.

Incluso podria plantearse la posibilidad de llevar a cabo el tratamiento de festividades, puentes y periodos vacacionales
(analisis de intervencion) mediante funciones copula. Si bien las variables que recogen este tipo de efecto son discretas
e impiden por tanto el uso del teorema de Transformacion Integral de Probabilidad (teorema (1.2)), existen algunos
autores como Denuit y Lambert (2002) (véase [HEIREN]) que utilizan un método para hacer continuas estas
variables, permitiendo asi la aplicacion de funciones copula a marginales discretas. Podriamos por ejemplo definir las
festividades a través de una variable que tomara 4 valores posibles en funcion de la intensidad de su efecto sobre la
serie (0 = “no festivo”, 1 = “festividad local o comunitaria”, 2 = “puente asociado a festividad nacional” y 3 =
“festividad nacional”), y utilizar el proceso que proponen los autores mencionados para hacer continuas dichas
variables, de manera que puedan ser tratadas por nuestro algoritmo.

Esta linea de investigacion focalizada en el tratamiento mediante copulas de la dependencia dindmica asociada a la
mayor parte de las series temporales, y en la que ya encontramos algunos trabajos (véase por ejemplo [PATTON],

[PATTON2], [BOGASA] o [FERSCAY]), sera la que guie nuestros proximos pasos en el futuro.
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ANEXOS

ANEXO I: Algunas familias de copulas

En este Anexo se presentan algunas de las familias de 2-copulas mas populares y se catalogan de acuerdo a algunos de

los criterios expuestos en el apartado 1.5. La mayor parte de estas familias han sido extraidas de [NELSEN] y [JOE].

Al.1 Familias no paramétricas

Al.1.1 Familias de dependencia extrema

1. Copula cota inferior de Fréchet-Hoeffding
W(u,v)=max(u+v—1,0) (ALl)

2. Copula cota superior de Fréchet-Hoeffding
M (u,v)=min(u,v) (Al2)

3. Copula producto
II(u,v)=uxv (AL3)

Al.1.2 Otras familias

1. Coépula empirica

(n°de pares(x, y)enla muestratales que x<x e y<y,,) (AL4)

c,(+ L=
n

i
n n
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Al.2 Familias uniparamétricas

Al.2.1 Familias elipticas

1. Coépula normal bivariante

Colu,v)=®,(¢7'(u),d™'(v)) (ALS)
. ., o . L 0|1 6 .,
siendo P, la funcién de distribucion normal estandar bivariante (N[ ol'le 1 1 de correlacién

O=corr(®~'(u),®'(v)) y @' lainversade @ que es la funcién de distribucién de una normal

estandar univariante (0,1).

2. Copula de Cauchy
Es un caso particular de la T-Copula (véase (AL.40)) en el que el nimero de grados de libertad es 1 (0 = 1).
No se considera biparamétrica dado que el valor del segundo de los parametros de los que depende viene
fijado.
Ce(u,v)=ti9[tl_](u),t,_l(u)] con §>2 (ALG6)

Al.2.2 Familias de valor extremo

1. Familia de Galambos (1975)
-1

Ce(u,v)zu*v*exp{((—lnu)_g—l—(—lnv)_g)?} con 0=0 (ALT)

2. Familia de Gumbel (1960) o familia de Gumbel-Hougaard (también Arquimediana)

1

C,(u,v)=exp(=[(=Inu)’+(=Inv)’1’) con 6=1 (AL8)

3. Familia de Hiisler y Reiss (1989)

- _(_ -yl
Co(u,v)=exp{—(—Inu)*P (0 +2*9*10g[_lnv .

siendo @' lainversade @ que es la funcion de distribucion de una normal estandar univariante (0,1).
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Al 2.3 Familias arquimedianas

1. Familia de Ali-Mikhail-Haq

uxy
1—0%(1—u)*(1—v)

C,(u,v)= con —1<0=<1 (AIL10)

1—0%(1—1)

El generador de la copulaes ¢, (¢)=In .

2. Familia de Cook y Johnson o familia de Pareto o familia de Clayton

C,(u,v)=max([u"+v=11"°,0) con 0€[—1,0\{0} (ALll)

1 -
El generador de la copulaes ¢, (¢)= 5*(f 1)

3. Copula de Cola Derecha Pesada

-1 =1

Colu,v)=u+v=1+[(1=u) " +(1=v) " =177 con 6>0 (ALL12)

Esta copula es realmente la copula de supervivencia asociada a la familia de Clayton. Por definicion, la copula

de supervivencia asociada a una copula C es C‘(u V)=u+v—1+C(1—u,1-v)

4. Familia de Frank (1979)

(e—S*u_l)*(e—e*v_l)

e '=1

Co(u,v)=—%*ln(l+ ) con OER\{0} (ALI3)

—9*1_1

El generador de la copulaes ¢, (t)=—In—; 1
el —

5. Familia de Gumbel o familia de Gumbel-Barnett

Colu,v)=uxv*exp(—0*Inuxlnv) con 0<0<1 (Al14)

y generador ¢, (1)=—In(1-0xIn¢)

6. Familia de Gumbel (1960) o familia de Gumbel-Hougaard (también de valor extremo)

1

Ce(u,V)zexp(—[(—lnu)0+(—lnv)0]") con 0>1 (ALLS)

El generador de la copulaes ¢, (f)=(=Int)’

7. Familia de Joe (1993)
1

Cylu,v)=1=[(1=u)'+(1=v)' =(1=u)’*(1=v)’]° con =1 (AL16)

El generador de la copulaes ¢, (¢1)=—In[1—(1 —1)°]
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Nelsen (1999)
Cg(u,v)=max(l—[(l—u)o-i-(l—v)o]”o,O) con 6=1 (AL17)

El generador de la copulaes ¢, (1)=(1—1)’

9. Nelsen (1999)
Co(u,v)=max(0*uxv+(1=0)*(u+v—1),0) con 0<0<1 (ALIS)
El generador de la copulaes (¢)==In[0*¢+(1-6)]
10. Nelsen (1999)
0*xuxv—(1—u)x(1-v)
C,(u,v)=max 0] con 021 (AL19
olit,v) [92-(9-1)2*“-“) (1-v) ] (ALI9)
El generador de la copulaes ¢ (f)=1;t
¢ 1+(6—1)*t
11. Nelsen (1999)
uxv
Colu,v)= T con 0<0<1 (AL20)
[1+(1=u’)x(1-17)]°
El generador de la copulaes  ¢,(7)=In(2%¢7°=1)
12. Nelsen (1999)
0, 0 0 0 ol 1
Cylu,v)=max([u *v =2x(1—u )*(1=v")]",0) con O<9§5 (AI1.21)
El generador de la copulaes  ¢,(¢)=In(2—1°)
13. Nelsen (1999)
1
Colu,v)=(1+[(u”' =1/ +(v"'=1)'1)"" con 621 (Al22)
l 0
El generador de la copula es d)o(t):(?— 1)
14. Nelsen (1999)
1
Cy(u,v)=exp(1=[(1=Inu)’+(1=Inv)’=11°) con 6>0 (AL23)
El generador de la copulaes  ¢,(¢)=(1—Int)’~1
15. Nelsen (1999)
_1 _1 1
Colu,v)=(1 41 =1 +(v = 11T con 01 (AL24)
-1
El generador de la copula es $o(1)=(t° =1)
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16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

Nelsen (1999)

=

Cy(u,v)=max({1=[ (1=’ +(1=v" Y112 0) con 0=1 (AL25)

1
El generador de la copula es $o(1)=(1—1")

Nelsen (1999)

Cg(u,v)=%*(S+\/(S2+4*9)),S=u+v—1—9*(%+%—1) con 020 (AI.26)

0
El generador de la copula es ¢0(t)=(7+ 1)*(1—1¢)

Nelsen (1999)

[(1+u)=1]*[(1+v)°=1]
271

Cylu,v)=(1+ )%—1 con 0eR\{0} (AL27)

(1+¢)°=1

El generador de la copulaes ¢, (¢)=—In .

Nelsen (1999)
0

0 0
ln[e(”_”+e(v_l)]

C,(u,v)=max(1+ ,0) con 6=2

(AL28)

El generador de la copula es ¢9(l)=e(’_”

Nelsen (1999)

0
Cylu,v)J=———— con 0>0 (A129)

A
In(e"+e’—e’)
0

El generador de la copula es bylt)=e' — e’

Nelsen (1999)

Ce(u,v)=[ln(exp(u_e)—i-exp(v_e)—e)]_" con 0>0 (AL30)

El generador de la copula es ¢,(¢)=exp(t™’)—e

Nelsen (1999)
1

H1=(1=v)'P =1,001°)" con 0>1 (AL3D)

CE

Cy(u,v)=1=(1={max([ 1-(1-u)’]

1
El generador de la copula es $o(1)=1-[1—(1-1)"1
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23. Nelsen (1999)

C,(u,v)=max ([1=(1=u") s 1=(1=v")=(1=v")x\1=(1=)°,0) con 0<0<1 (AL32)

El generador de la copula es ¢, (¢)=arcsen(1—1t°)

Al.2.4 Otras familias uniparamétricas

1. Familia de Cuadras-Augé (1981)
C,(u,v)=[min{u,v}’*[uxv]"™" con 0<0<1 (AL33)

2. Familia de Farlie-Gumbel-Morgenstern (1956 Morgenstern, 1958 Gumbel, 1960 Farlie)
Colu,v)=uxv*[1+0*(1—u)*(1=v)] con —1<6<1 (AL34)

2. Familia de Kimeldorf'y Sampson (1975)

=1
Colu,v)=(u""+v"=1)" con 0=0 (AL35)

4. Familia de Mardia (1970)

_OH1H0) e (1= @) T, v) 1 X 1=0)

Coylu,
9(” v) ) )

*W(u,v) con —1<0<1 (AL36)

5. Familia de Plackett (1965)

=[1+(9— 1)*(u+v)]—\/[1+(9—1)*(u+v)]2—4*u*v*0*(9— 1)

Cy(u,v) 2% (0-1)

con 0=0 (AL37)

6. Familia de Sarmanov

Colu,v)=usv+uxvx(1—u)*(1—v)*[3%0+5%0x(1=2xu)*(1=2%v)] con 0<0<1 (AL38)

7. Colu,v)=0xmin{u,v}+(1=0)*u*xv con 0<0<1 (Al39)
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Al.3 Familias biparamétricas

Al 3.1 Familias elipticas
1. T-Copula

Co s, v)=t; o[ 15" (), 85" (u)] con 6>2 (AL40)

. 2 .y . . ., . . . . .
siendo #;, la funcion de distribucion conjunta de una variable t-student con matriz de covarianzas igual a

55 *R con R= ! 61’] . 0=corr(t;' (u),6;'(v)) y 6=numero de grados de libertad y siendo
. . . . o
ts la funcidn de distribucion de una t-student con varianza iguala ——

0—2

Al 3.2 Familias de valor extremo

1. Joe (1997)

-1 1

5—i—(—logv)_g*(s)7]§} con 0>1,5>0 (AL4l)

0%

Co.5(u,v)=exp{—[(=logu)’+(~logv)' —((~logu)”
Al 3.3 Familias arquimedianas

1. Joe (1997)
1 -1

Co,ﬁ(u’V)={[(u_6_1)§+(v_e—1)6]34-1}? con 0>0,6=>1 (ALL42)

El generador de la copulaes &, 5(¢)=(t""—1)

2. Joe (1997)

=1
Cy 5(u,v)={1+5 "*log ("™ 4”7 =1)} " con 0,550 (AL43)

El generador de la copula es d)oyé(t):exp(é*(t_e— 1))

3. Joe (1997)

1
Ce'é(u’v)=exp{_[6—1*log(ed*(—logu)+ed*(—logv)_1)]}9 con 921,6>0 (AI44)

El generador de la copulaes ¢, ;(¢)=exp(5*(—Int)’)—1
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4. Joe (1997)

C, 5(u,v)=1=(1=exp {=[(=log(1=(1=1)"))’+(=log(1=(1=v)"))’]*})" con 0=1,6=1 (Al45)

El generador de la copulaes ¢, ,(¢)=[—log(1—(1—-¢)")]’

5. Joe (1997)

-1 1

Cy s, v)=1=(1=[(1=(1=)")° +(1=(1=v)") =117 )° con 0=1,6>0 (AL46)

El generador de la copulaes ¢, ,(t)=[1—(1—1)"]"=1

D[ —

6 ¢, v)=max({1-[(1=u’) +(1=")1°}1°,0) con 0<0<1,6=1 (AL47)

El generador de la copulaes b, ,(1)=(1—1)°

7. Copula arquimediana racional

uxv—=5%(1—u)*(1—v)
1—0%(1=u)*(1-v) ~’

C, s(u,v)=max( 0) con 0<86<1-[6] (AL48)

Al 3.4 Otras familias biparamétricas

1. Familia de Fréchet (1958)
Cy slu,v)ox M (u,v)+(1—a—=B)*IT (u,v)+B*W (u,v) con a+B=<1 (AL.49)

2. Familia Farlie-Gumbel-Morgenstern iterada de Kotz y Johnson (1977)
Co s(u,v)=uxv+0*u*v*(1—u)*(1=v)*[1+5*u*v] con —1<6<1 (AL50)

3. Familia Farlie-Gumbel-Morgenstern de Lin (1987)
Co s(u,v)=uxv+0*uxv*(1—u)*¥(1=v)*[1+5*(1—u)*(1=v)] con —1<0<1 (ALS5])

4. Familia de Marshall-Olkin o familia de Cuadras-Augé generalizada

1-0

C, s(u,v)=min{u ,uxv'™°) con 0<60,5<1 (AL52)

5. Un miembro de la clase Archimax (combinacion de las clases arquimediana y de valor extremo)
-1 -1

Cy s, v) = +v = 1=[(" =1 +(v"=1)"1°)° con 620,5>0 (ALS3)
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6. Familia de Joe (1997)

=

Cy (1, v)=6""%[1={1=[1=(1=0)"T '*[1=(1=6%u) ][ 1=(1=5%v)"1}°] con 0=1,0=5<1 (AL54)

7. Familia de Joe (1997)
1

Ceyﬁ(u,v)=exp{—[(6—10gu)9+(5—10gv)9—69]5+6} con 0>1,5>0 (ALS5)

8. Familia de Joe (1997)

o=

1
Cy s(u,v)=uxv*[1=0%(1—u’)x(1=v")]"" con 0<0<1,5>0 (AL56)
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ANEXO II: Demostracion del lema 4.2

“Sea una particion del cuadrado unidad en n x m rectangulos del mismo darea y sea la solucion optima al problema de

programacion fraccional (4.7) dada por C;j:c*(

i,i)Vie{O,l,L...n} Vje{0,12,..m} que define una

subcopula C* de dominio los puntos de interseccion entre los rectangulos que originan la particion.

Sea Crerure(u,v) la funcion que se obtiene por interpolacion cubica de C* mediante polinomios de Hermite.

OC yprare (”k 0)
ou

0 CHERMITE(OS Vl)
ov

Crgrmre(u,v) cumple la primera de las condiciones para ser copula: Cugryure(u,0) = Crervre(0,v) = 0 para cualesquiera

Si =0Vke{0,1,2,..,n} y =0V1€{0,1,2,..,m} , entonces la funcion

uyv”.

demostracion

Partiremos de la subcépula C° la cual, por definicién, verificard la propiedad (1.2) de manera que

C" (u;,0)=C"(0,v,) Vi€{0,1,2,..,n},j€{0,1,2,...,m}

Vamos a hallar la imagen a través de Cpgrire del punto (u,0). Asociado al punto v = 0 habrd que considerar como

vértices del rectangulo al que pertenece v, = 0 y vu; = 1/m. Teniendo en cuenta que

0 CHERMITE(uk ,0)

EP =0V ke€{0,1,2,...,n} por hipdtesis, y desarrollando la expresion (4.19) para Crermure(u,0) se

obtendria lo siguiente:
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C rierpsirs (u,0)=
2x(u—u,) 3x(u—u) .
Ut (g O )
2%(0—0)° _3>|<(0—0)2 1)+

(1/m=0)’ 3 (1/m—0) i 3 2

[(2*(u—u[) _3*(u—ui +1)*C*(ui,1/m)+(_2*(u_u’) 3%(u—u,)
(u[+1_u[)3 (”‘z+|_ui)2 (”z+1_u[)3 (u[+1_u[)2

—2%(0-0)’ +3*(0—0)2

(1/m=0)  (1/m—0)

[(2*(”_"‘1')3 _3*(u_ui)2

+1)*
(”i+ 1_14;)3 (ui+l_ui)2

—2x(u—u,) 3*(u—u,) 1 C (e, 0]

)xC" (u,,,,1/m)]*

(

)+

0C (u,0)  —2%(u—u,) 3*(u—u,)
+ 2)*6

L]
(&)}
@)
=
T
=)

v (ui+l_ui)3 (ui+l_ui)

(u_”i)3 2*(1”_”1')2 GZC*(ui’O) (u_ui)3 (”_ui)z GZC*(”HHO)
((”i+1_”i)2 (Ui —u;) o ui))*a”av ’ (qu_ui)z (01— ;) *5uav I*
(0-0)  2x(0-0)
((I/m—O)Z (17m=0) 7070

2%(u—u) 3*(u—u) oC (u,1/m) —2x(u—u,) 3*(u—u,’ 0C (u, ,1/m)

1 —_ 1 +1 1 + 1 1 1 +

[((ui+1_ui)3 (ui+l_ui)2 )*av ((ui+1_ui)3 (”i+1_”i)2 )*av

u—u) 2%(u—u,) o*C (u;,1/m u—u,) u—u,y . 0°C (u, ,1/m
( 1) 2_ ( :) +(u—u1.))* ( i )+(( ) 2_( ) )* ( 1 )]*
uiﬂ—ui) (ui+l_ui) oudv (u,-ﬂ—u,-) (”i+1_ui) oudv

1/m=0) (1/m=0
2%(u—u,)’ _3*(u—ui)2
2

(

(

(0-0)’ (0-0) )=
( )

( —2x(u—u,) 3*(u—u,)

+1)%C (u,,0)+( - —)%C (u,,,,01=0
(”i+1_“f) (ui+1_ui)

(u[+ ]—u[)3 (ui+l_ui)
Vu€lu, u,,]

(AIL1)

La igualdad a cero es consecuencia del hecho de que C* sea una subcopula y por tanto, se cumple la primera de las

propiedades de este tipo de funciones (véase (1.2)).

De igual manera, vamos a hallar la imagen a través de Cperurz del punto (0,v). Asociado al punto # = 0 habra que

considerar como vértices del rectangulo al que pertenece #; = 0 y u;; = 1/n. Teniendo en cuenta que

OC ygruare (0, Vi )

oy =0V/€{0,1,2,..,m} ,ydesarrollando la expresion (4.19) para Cugrmire(0,v) se tendria:

C yzraare (0,v)=
2%(0—0)" 3%(0-0)
[((I/n—O)3 (1/n—=0Y)
2%(0—0)°  3%(0—0)
(1/n=0)  (1/n—=0)

2%(v=v,)" 3x(v—v,)’
(vj+1_vj)3 (vj+1_vj)2
. _2 _ ‘3 _ .2
+1)*C(0,v,, ) ]x( *(v ‘}3’) +3*(V v./)z
(vj+1_vj) (vj+1_vj)
Vvely,, v, ]

+1)%C"(0,v,)]( +1)+

[(

)=0

(AIL2)
igualdad que también es consecuencia del hecho de que C” sea subcopula y concluyéndose asi la demostracion del lema.

c.q.d
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ANEXO IlI: Demostracién del lema 4.3

“Sea una particion del cuadrado unidad en n x m rectangulos del mismo darea y sea la solucion optima al problema de

,i)ViE{O,lﬂ,...n} Vj€{0,12,..m} que define una

programacion fraccional (4.7) dada por C;j:c*(i

subcopula C* de dominio los puntos de interseccion entre los rectdngulos que originan la particion.

Sea Crerure(u,v) la funcion que se obtiene por interpolacion cubica de C* mediante polinomios de Hermite.

aCHERM]TE(uk’l)
ou

0 CHERMITE( 1, Vz)

ov

Si =1V ke{0,1,2,...,n} » =1V1e€{0,1,2,...,m} , entonces la funcion

Crervire(u,v) cumple la segunda de las condiciones para ser copula: Cuprure(u,1) = u y  Cugrmre(1,v)=v para

cualesquiera u y v, es decir, C tiene marginales uniformes”.

demostracion

Empezaremos hallando la imagen a través de Cugruure del punto (u,1). Asociado al punto v = 1 habra que considerar

como vértices del rectangulo al que pertenece v, = (m-1))m y v,=1. Teniendo en cuenta que

aCHERM[TE(uk’l)

o =1 Vke{0,1,2,...,n} por hipdtesis, y desarrollando la expresion (4.19) para Crsrinre(u,1) se

obtendria lo siguiente:
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C yeraare (” )1 )=

2>l<(u—u,.)3 _3>|<(u—u,.)2 +1)*C*(u,.,m_l 1+ —2*(u—b3ll-) 3>|<(u—u[)2 )*C*(u,.+1,m—_1)+
(ui+l_ui) (ui+l_ui) m (ui+l_ui) (ui+l_ui)
* m—1 * m—1
((u—u,-)3 _2=«<(u—u,-)2_1_(u_u))*ac(u"’m—)ﬂ(u—u,)3 (u=u,) *ac(u”l’ )]*
(ui+1_ui)2 (ui+|_ui) 7 ou (ui+1_ui)2 (ui+l_ui) Ou
2*(1—21) 3 (1—22)
( m—1, - m—1, T+
(-m=ly om=l
m m
3 2 3 2
e U Y P e Gk M U WS R O
(”i+1_”f)3 (”i+1_”i)2 (”i+1 ”z) (”i+1 ”,)
((u_ul) _2*(u—u,~) +(u Ml))*l'i'((u M,») (u_ui) )*1]*
(MHI—MI.)Z (ui+l_ui) MHI—MI-) u1+1 MI)
2w(1-2=L) =Ly
( m—1.° " m—1 I
(1="—) (1="—)
" m—1 * m—1
2%(u—u,)’ 3x(u—u)’ | 8C(u[,m ) —2%(u—u,) 3x(u—u,) aC(””"m—)
[((u —u)  (u,,,—u,) i )*3\/ (u,—u,)  (u;,,—u)’ )*6v -
2 % m—1 5k m—1
<(u—u,)3 2*(u—ui)2+( B ))*8 C(u"’_)_i_((u—u,-)3 _(u—ul)2 *8C<ui+l’m_)]>|<
(w0 —u,) (4= u;) T S uay (u;,,—1;) (u;—u;)’ Ouodv
2 el
( I RC— =" —))+
(1=2=) (1= =)
2(u—u) 3x(u—u) - 9C(upl) —2x(u—u) Ix(u—u)’ 0C (u.,,1)
(u, u-;f “(u, u_:.)2+1)*av - o _uu)? Tl u_:.)z gy
(u_ui)3 2*(”_”;')2 aZC*(”isl) N (u_ui)3 (”_”i)2 62C*(”i+131)
((uiﬂ_ui)z _(uf+1_uf) ( - 1)) dudv T((uiﬂ_ui)z _(ui+1_ui) *auav I

(1-m=Ly (_m=1y

( m _ m )=

-1.2 m—1
(-l -
(e U S PR U A s e PR
(1= ;) (40— ;) (up1—u;) (41— ;)
(u_ui)3 _2*(14_”,')2 _ *ac*(uiﬁl) (u_ui)3 _(”_ui)z *aC*(qual)
<(ui+1_ui)2 (ui+l_ui) H ul)) Ou +((ui+1_ui)2 (uiﬂ_ui) Ou ]

V”E[”nuiH]

Teniendo en cuenta que C* es una subcopula y que por tanto cumple la segunda de las propiedades de este tipo de

funciones (véase (1.3)), se tiene que C'(u;,1) = u; y que C'(ui+1,1) = u;+;. Como consecuencia,
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C yeruare (” )1 )=

2*(”_”i)3 3*(“_”1')2 _2*(”_”;')3 3*(7"_”1')2

O Ty A A Py PRy
(u_ui)3 2*(1"_”;')2 (u_ui)3 (u_ui)z
((u,.H—u,.)z (ui+l_ui) +(” ul))*1+((ui+l—ui)2 (ui+1_ui))* ]
—2x(u—u,) 3x(u—u,) 2>I<(u—u,.)3i—3>l<(u—ui)2 =
(U[H—u,-)Z (4 —u;) (M,-H—u[)Z I(“i+1_u[) e
Vu€lu,u,.,]
(AIIL1)

De igual manera, vamos a hallar la imagen a través de Cugruure del punto (1,v). Asociado al punto u = 1 habrd que

considerar como vértices del rectangulo al que pertenece u; = (n-1)/n y un; = 1. Teniendo en cuenta que

0 CHERMITE( L, Vz)

ER =1 V1e{0,1,2,..,m} , y desarrollando la expresién (4.19) de igual forma que antes para

Crermre(u,1) se llegaria a:

CHERMITE( 1v)=
3

“2x(1-171) 31l wv=v ) 3x(v—v)’
[( iy r )*V/]*(2 w vj)3—3 s ])2 +1)+
(l_n—l) (l_l’l—l ) (Vj-H_v/) (Vl/+1_vj
n n
_2*(1_}1 1)3 3*(1_11—1)2 —2%(v=v.) 3x(v—v.’
[( —+ v 1% 4 )+
(l_n—l ) (l_n—l ) (V,~+1—V,,-) (V,/+1_"./)
n n
2w(1-170) 3artmly v=v)  2x(v=v)’
[( T ”1 - )*1]*(( . e _v/) +(v=v,)+
e R
n n
Cox(1=27L) gaon=ly s .
[ n—1.2 " —nl N v j)v) _é: Vi)v )):
(1-"=%) (1-2=—) e
n n
n—-1, n—1.
[(_2*(1_}13 )+3*(l_n 2) —2>|<(v—v;.)3 (3*(\/— ’)2+vj)+
a-t=ly o ensly o b e
n n
—2%(1-22 )3 3>|<(1—”_1)2 wloms P (v
[( & + T )]>|<(2 v Vj)2—3 (V_ S—tv—v,)=v
a-t=lygensly T )t )
n n
Vvely,, vl
(AIIL.2)

lo cual concluye la demostracion del lema.

c.q.d
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ANEXO IV: Demostracion del lema 4.4

“Sea una particion del cuadrado unidad en n x m rectangulos del mismo darea y sea la solucion optima al problema de

programacién fraccional (4.7) dada por  c;=C 1#)Vie{09172"“n} Vje{0,12,..m} que define una

i
n
subcopula C de dominio los puntos de interseccion entre los rectangulos que originan la particion.

Sea Cuzrire(u,v) la funcion que se obtiene por interpolacion cubica de una subcépula C* mediante polinomios de

Hermite. Supongamos que las derivadas de segundo orden en el dominio de definicion de la subcopula valen cero, es

2
0" C ypraaire (U5, V;)

ouov

decir, =0 Vie{0,1,2,..,n} ¥V je{0,1,2,..m} , en cuyo caso, Crprmire(u,v) define una
superficie interpoladora de Ferguson Crercuson(it,V).

Si 6CFERGZ§ZN(”“V1') y 8CFERGU§3N(”“V/') Vie{0,12,...n} YV je{0,12,. .m}

proporcionan junto con una relacion de J's y s una solucion del problema de programacion no lineal entera (4.21),

entonces la funcion Crgreuson(U,v) cumple la tercera de las condiciones para ser copula:

chmw ([”1 ”z]x [V1, Vz])= CFERGUSON(”Z, Vz)_ CFERGUSON(”Z,VI)_ C rerguson ( U, Vz) +C rrreuson (”1, V1)> 0 )
Y uy uy v votqu,<u, v, <v,

demostracion

Vamos a ver que las condiciones que deben satisfacerse para que el volumen de un rectangulo arbitrario a través de
Crercuson sea mayor o igual que cero, se traducen en la existencia de una solucion al problema (4.21) dada por una
relacion de valores Dbinarios asociados a las wvariables Js y Ys y a las también variables

OC parguson (. v.i) OC pgrguson (Ui V‘,‘)

ou Y ov

Viel{0,1,2,...nt Vj€{0,12, .. .m}

Realmente, basta establecer estas condiciones respecto de un rectangulo cualquiera (en rojo en el grafico siguiente)
totalmente contenido o coincidente con alguno uno de los m xn que surgen como consecuencia de la particion del

cuadrado unidad dado que el volumen de cualquier otro rectingulo (en gris en dicho grafico) se podra expresar siempre

como suma de los volimenes de los del primer tipo.
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Ilustracion AIV.1: Posibles rectangulos contenidos en el cuadrado unidad

Supongamos un rectangulo B = [u/, u?] x [v/, v/] totalmente contenido en uno de los rectangulos que conforman la
rejilla, por ejemplo B = [u;,u;+;] X [v;v;+:]. Vamos a descomponer el volumen de dicho rectangulo a través de la funcion

Crercuson (aplicando (4.20)) en tantos bloques como pueden ser distinguidos en la matriz:de la geometria de Hermite
(4.18):

—  Un primer bloque asociado al valor de la funcion en cada uno de los vértices de la superficie interpoladora.

— Un segundo bloque asociado al valor de las derivadas de primer orden respecto de U de la funciéon en cada

vértice.

—  Un tercer bloque asociado al valor de las derivadas de primer orden respecto de V de la funcién en cada

vértice.

—  Un cuarto bloque (iria asociado a la funcion Cuzrure pero no a Crereuson) asociado al valor de las derivadas
segundas de la funcion en cada vértice. No mostraremos este bloque dado que al hacer el desarrollo para

CFERGUS{)N saldria igual aO.
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Primer bloque: Correspondiente a los valores interpolados C(u; v))

Crusrane _srooue:

2%(ul—u)  3x(ul—u,)’ —2x(u—u,)’  3%(ul—u,)
2 )*C'(uiJrl’vj)]*

(ui+1_ui)3 (v —u,) ' (ui+l_ui)3 (v —uy)
2%(v2=v )’ 3*(V§_V,)2+1)+
(vj+l_vj)3 (vj+l_vj)2
2% (u;—u,)’  3x(u/—u,)’ =2x%(u/—u,)’ 3x(u;—u,)’
3 2 +1)*C'(u[’vj+l)+( 3 )*C ( 1+l’vj+l)]*
(u[H—u[) (ui+l_ui) (u[+]_ui) (ui+l_ui)
=2x(vi=v)® 3x(vi-v)
)_
(V>/+1_Vj)3 (Vj+1_"j)2
2x(uP—u)® 3x(u—u)? —2%(u’—u) 3x(u’—u)
e U e A e e RN
(v —u) (v —u) ' (ty—u;) (v —u) '
2>l<(vl,—v,-)3 3>|<(v],-—v,)2

+1)—
(V,'+1_Vj)3 (V,'+1_Vj)2
2(i—u) 3xlui-u)’
(ui+1_ui)3 (t1— ui)z
—2>i<(vl.—vj)3 3*(v —v.)
2

_2*(%2_”[)3 3*(“?‘”[)2 /
(u;,,—u,) Jr(u —u) JRC !y v00)]
i+1 i i+1 i

F1)*xC " (u;,v )+

AN
(vj+l_]vj)3 , ( j+1 ,)2 ] , ,
2% (u; —u,;) ( 1) =2%(u;—u,) 3% (u —u;)
3 2 ) (u[’vj)+ 3 + )*C ( ¢+]’vj)]*
(u[H—u[) (u,+1 u[) (ui+l_ui) (qu—u[)
2*(vi—vj)3 3>i<(v§-—vj)2
+1)—
(V>/+1_Vj)3 (V>/+1_Vj)2
2% (ul—u,)  3%(u)—u,) —2%(u)—u,) 3x(u—u,) .
re 2 +1)*C’(u[’vj+l)+( ;T 2 )*xC (u[+]’vj+])]*
(w0 —u) (uy—u;) (U —u,) (4, —u,)
—2>|<(vi.—v,)3 3*(v2—v I
: )+
(V’IVJrl_lvj.)3 3 ( }H v,)zz 1 3 1 2
2%(u; —u; —u, —2%(u;—u;)  3*(u;—u;) ,
) 3l gy 22 L)ty
(11— u;) (t 01 —u;) (t4 01— u;) (01— 1;)
2%(vi=v )" 3x(vi—v,)?
: L+ 1)+
(vj+l_vj)3 (vj+l_vj)2
2%(u)—u,)  3%(u)—u,) =2%(uj—u,)’ 3x(u—u)
3 2 +l)*c’(u[’vj+l)+( 3 2 )*C’(u[+]’vj+])]*
(u =) (v —u;) (v —u,) (4, —u,)
—2>i<(v}—vj)3 3>l<(v;—vj)2 =
(V=) (v
o 2*(14?—}1:.1)3 j3*(u?—u.)2 2% (u)—u,)  3%(u)—u,)
Vo' (B)x[(—— ) [ - ———5 ) ] %
(ui+l_u[) (ui+]_ui) (uH]—u[) (qu—u[)
(2>»<(v§.—vj)3 3*(v§—vj)2)_ 2%(vi=v,) 3*(\;;—1;].)2)]

(V/+1_v/)3 (V,'H_v,')z (VH]_V/)S (V,'H_v/)z

Por comodidad nos va a interesar descomponer el resultado final en dos sumandos iguales:

Ve s B)=

VC’(B) *[(2*( ) _3*(7’{?_%)2)_(
2 (u,+1 ) (uz+]_ui)2 (ui+l_ui)3 (uz+1_uz)2
2%(vi— v3)3 3x(vi—v )’ - (2*(v;—vj)3 3>|<(v;.—vj2)2 1+

[

i
vo=v) (v, =) Vv vy
Ve ’( ) (2*(”1‘2_”1‘) 3*(”?_”1‘)2 _ 2*(”;_7/‘:’)3 3*(”:_”1)2 )]*
2 (ui+l_ui)3 (ui+l_ui)2 (ui+1_ui)3 (ui+1_ui)2
2x%(v.—v ) _3>I<(v>2,—vj)2 : 2x(vi=v))’ _3>I<(v;.—vj)2 )
(V,'+1_Vj)3 (Vj+]_vj)2 (Vj+l_vj)3 (Vj+1_Vj)2
(AIV.1)
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Segundo bloque:Correspondiente a las derivadas primeras respecto de U de Crzrouson en los vértices (u; v))

(B)=

Crugrane _sroous:

(ul—u) _2*(uf—ui)2 oC (u,,v))  (wi=u)  (uj—u,)  9C'(u,,, v,

(ui+l_ui)2 (w1 —u;) i ui_ui))*au +((ui+l_ui)2 _(ui+1 “;)) Ou I
2*(vi—v].) 3*(v —v,)2+1)+

(V,’+I_Vj)3 (,+I V])z

(M?_ui)3 2*(”;‘”;)2 6C’(u,-,v,+1) (u?_ui)3 (uiz_ui)z ac'(”iﬂ»"/ﬂ)
(MH,]—MI-)2 _(ui+]_u1) Hu- ui))*au +((ui+,—ui)2_(ui+|_“i) *au J*
-2 *(vi.—:},)S +3>)<(vf.—vjz)2 -

(V/+1_Vj)‘ (Vj+1_V/)

(("?—u,-f 2w —u)’ (im1r) oC"(u;,v)) ((u —u)  (u-u,) ) 0C (uy,,,v )]
(”i+|—ui)2 (u,,,—u,) T 0u (u,,,—u,) (u,,,—u,)” Ou

2>l<(vlj—vj)3 3*(v —v/)2
(V,’+I_vj)3 (,+I VJ)Z
[((uf—ui)3 C2%(uj—u)’
(ui+l_ui)2 (qu 1)
-2 >!<(v;.—vj)3 +3>I<(vj—vj)2
(V,’+I_Vj)3 (Vj-H_V,’)z
(”;‘%)3 2*(”;_’41')2_‘_ 1 aC’(”"Vj)_i_( ]
(”i+|_ui)2 (w0 —u;) L ou (MH,,—M-)2 (t;00—u;)" Ou
2>I<(vi—vj)3 3*(v —v,)
2

(

( ; L—+1)

(Vj+l_vj)‘ ( /+l j)

(u;_ui)3 ( i i)z ac’(ui’ijrl) (u;_ui)3 (u;_ui)z ac’(uiJrl’ijrl)
[((”i+|_”i)2_(ui+l_”i) +(u_ui))*6” +((u1+1—u,~) _(”,+| ”i))*au I*
-2 *(vi—:},f +3*(vi—vjz)2 n
(V/+1_Vj)‘ (vj+1_vj)

(”;_”i)S _2*(14;_%')2 1_ *ac’(”i:"]) (”;_“i)S _(u;_ui)z o0C " (uy, Vi) "
[((ul-ﬂ—u,-)2 (4 —u;) +lu =) Ou ((ulﬂ—ui)2 (Um—”x)) Ou ]
2>I<(v'j—vj)3 3x(v! —v/)2+1)

(Vj+1_vj)3 ( /+1 -V, )2

(u}—u) 3 2(u! l)z *GC’(ui,ij) (ul—u) _(u;—u) *GC’(uM,ij) .
[((qu_ui)z (qu u,') (u uz)) au +((ui+1_ul) (qu ul)) au ]
-2 >!<(v}—;//-)3 +3>I<(v;—vj2)2 )

(V/+1_V/) (V/+1_V/)

Desarrollando la expresion anterior se llegaria a

_[GC'(u,,vi) _aC’(u,,le) "

C hsnnre_noouer =/ Ly Py
(”?_”if 2*(“:;4_”[')2 2 ' (ull - ui)3 2*(”11 _”i)z 1
(u —u)Z_(M —u) +(ui_ui))_((u u)z _(u —u,) +(u; —u;)) 1%

i+1 i it i i+17 W it i

2x(vi=v,) 3x(vi-v )’ 2x(vi-v) 3x(vi-v )

[(( 3 2 )_ 3 2 )]+
Vj+1_Vi) (Vf+1_Vj) (Vf+1_Vj) (Vf+1_Vj)

[ac'("’iﬂ)v,‘) _acy(uiJrl’ijrl)]

ou ou
(uf_uiy (u?_ui)z (uj—ui ’ (uil_ui)z

)=(

- NE
(u, =) (w=u) (u,,—u,) (u,—u)
(2*(v§—vj)3 3x(vi-v)) B 2x(vi=v ) 3x(vi-v,)

(V/+1_Vf)3 (V,'+1_Vf)2 (v/+l_vf)3 (V,'+1_Vf)2

)]

(AIV.2)
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Las derivadas respecto de U y de V (vectores tangentes) van a ser las variables con las que vamos a poder jugar para
tratar de conseguir que la funcion que estamos definiendo sea 2-creciente y por tanto una copula, dado que los valores
de la funcién vienen fijados de antemano (de hecho son los valores que estamos interpolando) y las derivadas de
segundo orden estamos asumiendo que son iguales a 0 (superficie interpoladora de Ferguson). Vamos a asignar un

nombre a las diferencias entre dichas derivadas (cuyo valor habremos de calcular):

6C’(u[,v‘f) _ 6C'(u[,v‘/«+1)=K1 y aC’(MH,],Vj) _ 8C’(u[+1,v‘f+l) =L1
ou ou v ou ou v

En vez de dichos valores, podemos considerar sin restriccion de generalidad, otros alternativos proporcionales que, por

su forma, nos van a convenir mas de cara a los calculos posteriores. Sean:

6C'(ui’vj) ac’(uwvﬁl) _Kij*VC'(B) ac’(uiJrl’vj) _ac'(qu’VjJrl) _Lij* Ve '(B)

ou T ou _2*(”[+1—U[) Y 3 EP —2*(%“_”’_) , es decir,
_2*(ui+l_ui) aC,(”i:Vj) acl(uwvj-#l)

K= V() = 5] (AIV.3)
_2*(“i+1_“f> ac,(”m"’j) ac,(”iﬂlvjﬂ)

L= m e T e | AIVH

En funcién de ellos, podemos desarrollar la expresion anterior y escribir:

V'(B)
2

2>l<(vlj—vj)3 _3>l<(vl.—vj)2

2>(<(v§.—vj)3 _3>l<(v§—vj)2 =
(Vj+1_vi)3 (VA/+1_V,')2 (vj+1_vj)3 (v/+1_v/')2
{[K;,-*[((uf_uif _2*(14,?_”,‘)2 _'_(”iz_f[) )_((u;_ui)3 _2*(”3_%2)2 (u;_ui)
(u; 0 —u;) (w=u,) (u—u,)

(“1 _ui)3 (uzl _ui)z

(“i+1_u5)3 (ui+l_ui)2
(=) (-u) | (4, _
Lij*[((uiﬂ_ui)} (ui+1_ui)2) (<ui+1_ui)3 (ui+1_ui)2)]}

(B)=( )*[( Nk

C ygrare _pLogue2

(ui+l_u') )]+

i

(AIV.5)

Tercer bloque: Correspondiente a las derivadas primeras respecto de V de Crercuson €n los vértices (u;, v))

El desarrollo se puede hacer de forma analoga al anterior. La unica diferencia es que en este caso, las derivadas de

primer orden son respecto de la variable V, pudiendo igualmente definir:

oC"(u;,v;,) 0C'(u;,,,v;)

V)
Py= V;,(]B) = ov ov I (alv.6)
_2*(vj+l_vj) ac’(”[:‘}jﬂ) acl(uiﬂ’vjﬂ)
0= V.(B) gl ov ov I (a7

En funcidn de ellos, la expresion asociada al bloque 3 seria la siguiente:
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2x(uj—u,)  3x(uj—u)’
3 2 )_( 3 2
(”i+1_”i) (ui+1_ui) (”i+1_”i) (ui+1_ui)

) 2w ) +(V;_Vj)

(AIV.8)
Recopilando las expresiones de los bloques 1,2 y 3 ((AIV.1), (AIV.5) y (AIV.8)) obtenemos la siguiente ecuacion:

Connn (B)=C (6], V)= C (], V) =C (), V) +Clu;, V)=
(VC’(B) [ 2>l<(vi.—vj)3 _3*(\/?—\//.)2 - 2>l<(v;—vj)3 _3*(vlj.—vj)2 s
2 (vj+l_vi)3 (Vj+1_V_j)2 (V_j+1_Vj)3 (Vj+1_V_,')2
2w —u,)  3x(u; =)’ 2%(w;—u) 3x(u,—u)’

{[((ui+1_ui)3 (ui+1_ui)2 ) (ui+1_ui)3 (ui+1_ui)2 )]+
I(’“*[((uiz_ui)3 _2*(”‘?_%)2 (u?_ui) _ (“3—“,-)3 2*(”1'1_7’11')2 +(u3_ui) )]+
! (ui+1_ui)3 (ui+1_ui)2 (qu_ui) (ui+1_ui)3 (ui+l_ui)2 (qu_ui)
(u?_u;)3 (ulz_ui)z _ (uil_ui)3 (uil_ui)z
Lij*[((uiﬂ _ui)3 (ui+1 _ui)z ) (ui+1 _ui)3 (ui+1 _ui)z )]}+
VC,(B) % 2*(”?_%)3 _3*(1”?_”;')2 _ 2*(”1'1_ui)3 _3*(uz'1_ui)2 %
(2 ) [((ui+1_ui)3 (ui+1_ui)2 ) ((ui+1_ui)3 (ui+1_ui)2 )]
2*(v§—vj)3_3*(vi—vj)2 B 2*(\/';—\/‘]-)3_3*(\1;—\1]-)2
{[((V‘/H_V;‘S (Vj+1_Vj)2 ) ((V‘/H_Vj)S (V‘/+1_Vj)2 )]+
(vi-—vj)3 _2*(\/‘?—\/‘/)2 (vi—vj) _(v;—vj)3 2*(\/‘],-—\/,) (v‘],-—vj)
Pij*[((vjﬂ_"jf (Vj+1_vj)2 +(Vj+l_vj)) ((Vj+1_Vj)3 (Vj+1_V,) (V1+1 VJ))]+
A e A G A U
ALy ey L ey i g, L

(AIV.9)

Este es el volumen de cualquier rectangulo contenido en [u;, u;+/]x[v;, v;+/] a través de la funcion (4.20). Los elementos a
determinar van a ser las variables K's, L's, P's y O's, o lo que es lo mismo, las derivadas de primer orden (vectores
tangente) en los vértices del rectangulo. Se trata de saber qué condiciones deben satisfacer para que la ecuacion sea
mayor o igual que 0 pues, en dicho caso, la funcion sera 2-creciente, que es la tercera restriccion que perseguimos para

que finalmente sea una copula.
Sean la funciones:

- F(x)=(2+K;+Ly)*x’ +(=3=2% K ;= L,)*x’+ K ;xx (AIV.10)

1 2
S ke B e il WS 1 did 0 1
con Xx,= < =x, , que son valores comprendidos entre y porque

Uppy—U; U — U,

i i

1 2 2 )
u—u=0 y u zu=x,20 y Uy Sty U= U Sy —u =X, <1 . Ademas, f[0)=0y f(1)=-1
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- g(»)=(2+P;+0,)%y +(=3=2%P,—0,)xy’+P,xy (AIV.11)

1 2
Vo=V, Vo—v
1 .
con =—t—rASx = , ue son valores comprendidos entre O 1 orque
1 — 2

a1V VTV

vlj—ijO Y Vizv,@ 20 y vizsvj+1:>vi_vjsvj+l_vj:>y2s1 . Ademas, g(0)=0y g(1)=-1

- h(z)=2>|<z3—3>l<z2 (AIV.12)

Esta funcion es estrictamente decreciente entre 0 (siendo #(0) = 0) y 1 (siendo A(1) = -1). Por tanto, si
X, =x, ¥ »=<», ,siendo valores comprendidos entre 0 y 1, h(x)zh(x,) y h(y,)=h(y,) olo que es
lomismo, A(x,)=h(x,)<0 y h(y,)—h(y,)<0

eI TPl

Observemos que podemos expresar el volumen del rectangulo B a través de Crzreuson en funcion de “f” ,“g”y “h” de la

siguiente manera:

(B)=C (u;, vi)=C(u;, v;)=Clu;, v})+ Cluy, v;)=

2B )=t e f )2 B () el () ()
(AIV.13)

Esta cantidad se compone de dos sumandos cada uno de ellos con 3 factores:

— El volumen a través de C' de B que es mayor o igual que 0 por ser C' una subcépula y B un rectangulo de su

dominio de definicion.

- La funcion “A” ((AIV.12)) cuya contribucion al sumando es siempre negativa pues

h(x,)=h(x,)<0 y h(y,)—=h(y,)<0

[T

— El tercero de los factores viene representado por las funciones “f” y “g” respectivamente ((AIV.10) y

(AIV.11)).

Por tanto, para que cada uno de los sumandos sea positivo y asi también el resultado global (en cuyo caso la funcion

seria 2-creciente) basta demostrar que las funciones “f”y “g” son estrictamente decrecientes en [0,1] pues x;, x2, y; € »2

estin entre 0 y 1, vy X=X, ¥ /=), , con lo cual, si “f” y “g” son decrecientes, se tendrd que

fx)=f(x) v g(y)=g(y,) ,yasique [f(x;)=f(x)<0 y g(y,)—g(y)=<0

Puesto que ambas funciones responden a la misma estructura, estudiemos para una cualquiera de ellas, por ejemplo “f”,
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qué propiedad deberia satisfacerse para que sea estrictamente decreciente en el intervalo [0,1].

Para que una funcidn sea decreciente en un intervalo, el signo de su derivada en el mismo debe ser menor o igual que 0.

Dicha derivada viene dada por: f’(x)=3*(2+K,.,+L(/)*x2+2*(—3—Z*Kl./.—Li/.)*x—i-Kﬁ (AIV.14)

Analicemos las posibilidades que pueden presentarse:

1.

Si 2+K,;+L;=0 Ia funcion anterior es una recta,
f(x)=2%(=3=2%K,—L,)*x+K,=2%(—1-K)¥x+K,

Para que esta recta sea siempre negativa entre 0 y 1, basta imponer que en los extremos, el valor de dicha recta

sea negativo. Es decir, f'(0)=K;<0 y f'(1)=—2-K,<0=K,>-2
La condicion a imponer sobre L; es consecuencia directa pues, como Ll-,-=—2—K i =>—25L,-,-50
Por tanto, si 2+K,;+L,=0 | entonces /' serd negativasi (K, L;)€[—2,0]x[=2,0]

Definiremos asi una primera condicién R0:  2+K,+71,=0,-2<K ,<0,-2<L,<0 (AIV.15)

Supongamos ahora que 2+K,+L,#0

_(3+2%K,+L,)

wrice= 7T 7 (AIV.16).
(2+K,;+L;)

Entonces /' define la ecuacion de una parabola de vértice X

En los extremos, el valor de dicha parabola es f'(0)=K; y f'(1)=L,  que deben ser menores o
iguales que 0, dado que debe tener signo negativo en todos los puntos del intervalo [0,1].

Asi, en este caso, una primera condicién PO es que K,;<0 y L,<0 (AIV.17).

Para que la parabola se mantenga menor o igual que 0 dentro del intervalo [0,1] debe cumplir una de las

siguientes 3 condiciones:

— Condicion P1.- Que la “x” del vértice sea menor que 0.

— Condicion P2.- Que la “x” del vértice sea mayor que 1.

— Condicion P3.- Que la “y” del vértice (imagen de la “x” del vértice) sea menor que 0.

[Tk 1)

La tinica posibilidad que no debe darse es que la “x” del vértice se encuentre entre 0 y 1 y que su imagen sea

positiva, porque en dicho caso, habria al menos un punto cuya imagen a través de la parabola positiva.
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Analicemos cada una de estas condiciones:

3+2*Kij+L,.j <0 (AIV.13)

La condicién P1 equivale a que m

la cual se dara cuando numerador y denominador tengan distinto signo lo cual implica que se dé alguna de

las siguientes condiciones:

- Condicién P11.- 3+2%K,+L,;<0 y 2+K,+L,>0 (AIV.19)
0

- Condiciéon P12.- 3+2%K,+L,>0 y 2+K,+L,<0 (AIV.20)

Esta region factible viene dada por restricciones lineales donde el operador disyuntivo se puede plantear a

través de una variable binaria 0.

L. ) 3+2%K,+L;
La condicion P2 equivale a que )> I (AIV.2])

3%(2+K,;+L;
Si 3%(2+K,+L,)>0=3+42%K,+L,>6+3%K +3*L,= K +2xL,+3<0
Si 3*%(2+K,;+L,)<0=3+2% K, +L,<6+3%K, +3*L,=K,,+2%L,+3>0

Por tanto, que se de la condicion P2 implica que se dé alguna de las siguientes condiciones:

- Condicién P21.- 2+K,+L,>0 y K, +2%L,+3<0 (AIV.22)
0

- Condicién P22.- 2+K,+L,<0 y K, +2xL,+3>0 (AIV.23)

Esta region factible viene también dada por restricciones lineales donde el operador disyuntivo se puede

plantear a través de una variable binaria 0.

(3+2%K,+L,)

La condicion P3 equivale a que  f(X,,,...)=f ( ATk +L)
ij ij

)<0 (AIV.24)

—(3+2%K,+L,) ,
= I Y-+ K. . Para que esta cantidad sea menor

Basta sustituir para comprobar que  f(x,,,..) 3% (21K 7 L) p
i b

que 0, debe satisfacerse alguna de las siguientes condiciones:

—  Condicién P31.-Si 2+K,+L,>0 (AIV.25)
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el denominador es positivo, y se puede desarrollar la expresion sin cambiar el signo de la desigualdad.

—(3+42% K, + L, <=3%(2+ K+ L,)*K, = K +L;+6xK ;+6x L, +K ;*L,+9>0=
(Kj+L+3 =K, *L,>0=(K +L,+3>K, *L,

Esta condiciéon redunda con que 2+K,+L,;>0,K,<0,L,<0 . Es decir, basta que se den éstas
Gltimas para que se implique que (K ;+L,;+3 V=K ;*¥L; pues, efectivamente

K+L;>=2=K *L+L;<—2%L, =K xL,—1<=2%L,—L;—1=—(L,+1)=
K *L,<1—(L+1) <1

y como consecuencia directa de P31 se tiene que

K+ L,>=2=K,+L,+3>1=(K,+L;+3) =1
con lo cual
K*L,<1—(L,+1P<1<(K,+L~+3)

Por ello, en esta caso, la condicion no lineal resulta redundante.

—  Condicién P32.-Si 2+K,+L,<0 (AIV.26)

el denominador es negativo, y desarrollando la expresion del mismo modo que antes se llega a que
2 ) . s 7 . . s .
(K 5t Ll.j+3) =K,*L; que, como veremos, se estd refiriendo a la region interior de una cénica,

concretamente una elipse.

Efectivamente, la ecuacion general de una coOnica es

2 2
Aot 2%ay *x,+2%ap,*x,+a, *x]+2%a,*x ¥x,+a,,*x,=0 (AIV.27)
que matricialmente se puede expresar de la siguiente manera:

Qoo Qo1 do2 1
I x; x)*¥ay a; a,|¥x|=0 (A1V.28)
X

Ay dyp Ay

siendo 4 la matriz de la conica que en nuestro caso es

9 3 3 31 1

s L L1
A= 2| o bien 3 6| (AIV.29)

1 1 1

Seria indiferente considerar cualquiera de las dos matrices pues bastaria dividir la ecuacién de la

conica por 3 para que la segunda de las matrices planteadas fuera también valida.

Es decir, la ecuacion de la conica que define la condicion P32 es
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1 x; x,|*

1
*|x, =0 (AIV.30)
X3

La clasificaciéon de esta conica se puede hacer en funcién de sus invariantes, que son aquellas
constantes que no varian a pesar de los cambios que efectuemos en el sistema de referencia respecto

del cual se definen.

. . ‘e a a
El invariante cuadraticoes J=| ! "!%=

dp Ay

que por ser distinto de cero denota que estamos ante una cénica con centro uinico.

3 3
Aoy o1 A 31 1 _9
El invariante cubicoes K=l|a, a, a,|= 2 =T¢o
Adp dp 4yl |3 1 1
2

que por ser distinto de cero denota que es una conica no reducible y que, junto al hecho de que J sea

positivo, se traduce en que la conica sea una elipse.

El invariante lineal es /=a,,+a,,=2 cuyo signo es distinto al del invariante ctbico K, lo que se

traduce en que la conica que estamos manejando es una elipse real.

Ademas, el hecho de que en la matriz 4, los términos a;> no sean cero sugiere que la elipse se
encuentra rotada. Del mismo modo, el que los términos ay; y as> no sean cero sugiere que ademas se

encuentra trasladada del origen.

Vamos a considerar la forma canonica de la elipse, y vamos a ver como, aplicandole una rotacion y

una translacion concreta obtenemos la matriz 4.

La ecuacion reducida de la elipse lleva pormatriz 4'=| 0 a',, 0 | (AIV.31)
0 0 a',
K
' —— :—3
donde ay, 7

La ecuacion caracteristica de la elipse es  *—¢*I+J=0 (AIV.32)

con raices 1/2 y 3/2, que permiten obtener la ecuacion en forma reducida:

2 2

3,201 o2 o P g
3+ 2xp tgrg’=0= L2 Lot (A1v33)
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y, a través de ella, la ecuacion canénica de la elipse:  ( %) +( %) =1 (AIV.34)

[\
[@))

(=R )

cuya matriz es (AIV.35)

N
Ir
o N~ o

QN |—

que conduce finalmente a la ecuacion reducida de la elipse en forma matricial, dada por

1
*| x,|=0 (AIV.36)
Xs

Vamos a ver qué transformaciones son necesarias hacer a la matriz canoénica (AIV.35) para llegar a

-1
0

(= )

I x; x,|*

S N|= O

0

N =

obtener aquella otra que representa a nuestra conica en estudio y que viene dado por (AIV.29).
Ya adelantdbamos que dichas trasformaciones iban a traducirse en una rotacion y una traslacion
respecto del sistema de referencia por lo cual, vamos a considerar las matrices que permiten realizar

este tipo de transformaciones.

1 0 0

Para rotar una matriz basta aplicar la matriz de una rotacion M =[0 cosx senx| (AIV.37)
0 —senx cos«x

donde O determina el numero de grados que debe ser rotado el sistema de referencia.

Para expresar [1 X, Xz] respecto de una rotacion del sistema de referencia donde x'; y x”

definen las coordenadas en ese nuevo sistema, haremos

1 x, x2]=[1 x' x’z]*M=>[1 x' x’2]=[1 X xz]*M_1 (AIV.38)

1 0 0
siendo M7'=[0 cosx —sena| (AIV.39)
0 semx cosx

La ecuacion de la conica reducida respecto del nuevo sistema de referencia, sera:

(= )

—senx cosx||x’,

o N~ o

1 0 1
1 x' ]O COSX —sena cosx senx||x' |=0 (AIV.40)
0 senx cosx

| =

siendo la matriz de esta conica:
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-1 0 0
I 0 0 1 0 1 0 0
M*A"*M"=|0 cosx —senx|* 2 *¥|0  cosx senx|=
0 senx cosx 0 0 1110 —senx cos«x
6
-1 0 0
0 1—*cosza+1—*senzo< L*sena*cosa—l—*cosa*sena
2 6 2 6

1 1 1 2 1 2
0 E*sena*cosa—g*cosa*sentx 5*sen O(+6—*COS (0.4

(AIV.41)
31 1
L1
Dado que la matriz 4 que perseguimos tiene la forma A= 3 6
1 1
1 - =
6 3

podemos igualar las 2 submatrices 2x2 situadas en la parte inferior derecha.

En principio, no podemos plantear la igualdad entre las coordenadas ay; y ap, pero esto no es mas
que una muestra de la necesidad de hacer posteriormente una translacion del sistema de referencia.

Asi, igualando ambas submatrices resulta que
1 1 11 1 3
—%COS X *sen ——*Ccos ok senx=—=—sen (2o)=—=sen(2x)=1
2 6 6 6 6

y por tanto, 2a=arcsen(1)=2x=90°=>x=45°

En consecuencia, para hallar la matriz de la elipse rotada basta aplicar a la matriz de la base canodnica

A", la matriz de una rotacion de 45°, como resultado del cual se obtiene:

1 0 0 -1 0 o]l O 0 -1 0 0
V2 =2 1 V2 V2 11
, o |0 — —= 0o —- o]0 — — 0o - =
A porupa =M x A" *M " = 2 2 |* 2 * 2 2 = 3 6
0 Q Q 0 0 l 0 _\/E Q 0 l l
2 2 6 2 2 6 3
(AIV.42)
La ecuacion de la conica respecto del nuevo sistema de referencia sera
-1 0 0
o L]t
1 x’1 x’z* 3 6 |* x’l =0 (AIV.43)
0 I 1] [x,
6 3
Finalmente para expresar ahora I x', x',| respecto de una translacion del sistema de

referencia basta aplicar una matriz de translacion, la cual responde a una estructura del tipo
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c, C,
C= 1 0| (AIV.44).
0 1

SO =

donde C; y C, marcan las coordenadas respecto del nuevo sistema de referencia, es decir, las

coordenadas de la translacion.

De esta forma, si x"”; y x"; definen las coordenadas respecto del nuevo sistema,

1 x' x’2]=[1 x' x”z]*Ca[l x" x”2]=[1 x' x’2]>kC_I (AIV.45)

1 -C, —-C,
siendo C™'=|g 1 0 | (AIV.46)
0 0 1

La ecuacion de la conica respecto del nuevo sistema de referencia, sera:

-1.0 0
I =C =G| |, L Lf[1 oo
1 ox", xS0 1 o [* 3 6[x|-c, 1 olx|x |50 (AIV.A4T7)
0o 0 1 o L 1||-c 0 1f[x,
6 3

La matriz de esta conica seria la que estamos buscando. Por tanto, basta igualar el producto de las tres
matrices centrales de la ecuacion anterior a la matriz asociada a la elipse que buscamos (AIV.29) y de

esta forma se podran determinar los coeficientes de la translacion.

. -10 0

1L =C =G| |, L 1|t o0

01 0 |[* 3 6[%-Cc, 1 0|=
00 1 o L L[|-c, 01

6 3
R 1 1 1 1 1 ]
-1+3—*cf+3—*c1*c2+§*c§ 3 *c1-6—*c2 6_*C‘ 3*(:2 31 1
-1 1 1 1 p L
_ R —_— —_ = =
3 *Cimg*G 3 6 i’ f
-1 1 1 1 1 - -
I 3 3 L
1

;—*Cl—é—*C2=1yg—l*Cl—;—*C2= 15C,==2yC,==2

Por tanto, la region P32 hace referencia a una elipse que ha sido rotada 45°C y trasladada del origen

(0,0) al punto (-2,-2)

Recopilando el conjunto de posibles condiciones (R0,P0,P1,P2 y P3) (dadas por (AIV.15) (AIV.17) (AIV.18) (AIV.21)
y (AIV.24)) que deben cumplir los pares (Kj, L;), podemos hacer el planteamiento analitico de la region factible
asociada a estos pares para que Crereuson sea 2-creciente en el rectangulo [u;, wi+/] X [v;, vi+:]. Dicho planteamiento se

puede expresar mediante restricciones conjuntivas enlazadas por variables binarias:
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K +2%L,;+3<3%(1-9¢,)

—2*Kg—Ly—3s(M)*(l—5l)

2% K+ L,;+3<3%(1-6,)

24+15*J§)*(

—K,=2+L,~3=(5 1-6,)

_K;‘j—Lij—2S4*(1—53)
(K;+L;+3) =K, *L;<9%(1-35,)
51+52+ 63""64:1

K,<0 .

Lij <0 Tlustracion AIV.2: Region de factibilidad del problema que

5,5,8,08,€10,1} Dpermite construir una cépula por interpolacion cubica
1,02,03,04 5

En el grafico anterior se pueden distinguir las zonas asociadas a cada una de las condiciones que hemos ido definiendo.
Para empezar podemos ver que la region esta definida sobre el tercer cuadrante del plano (condicion P0O). Ademas, en
color rojo aparecen las regiones definidas por las restricciones lineales P1 y P2 y, en color azul, la region definida por la
restriccion no lineal P3 a la que pertenece la elipse centrada en el punto (-2,-2) y rotada 45°. En color morado se

muestra la zona de interseccion entre ambas regiones.

Para obtener cada una de las ecuaciones lo que se hace es asociar una variable binaria d a cada una de las 4 regiones

conexas que se van a definir. Estas, no disjuntas, son las siguientes:

— Region 1: Determinada por las condiciones PI1 'y P22: 3+2%K,+1,<0 y 2+K,+L,>0 y
2+K,+L,<0 y K;+2%L,;+3>0

- Region 2: Determinada por las condiciones P12 y P21: 3+2%K,+L1,20 y 2+K,+L,<0 y
2+K,+L,20 y K;+2xL;+3<0

- Region 3: Determinada por las condicion P31: 2+ K+ L, >0

- Region 4: Determinada por las condicion P32: (K ,+L;+3 y— K, *L;<0

La idea de asociar una variable binaria a cada region es que, como s6lo una de ellas & puede valer 1, pues
0,+0,+6;+6,=1 con 6,6,6,0,€{0,1} | la posible solucion factible esté localizada en una sola de las cuatro.
Habra que asegurar sin embargo que las restricciones asociadas a las restantes regiones cuando sus respectivos ¢ (con j

distinto de i) valgan 0, no impongan restricciones adicionales sobre la region asociada a &. Para ello, es necesario que
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en dichos casos, las restricciones definan regiones que, al menos, contengan a la region seleccionada. Para hacer esto, se
debe calcular el vector gradiente asociado a una restriccion y mover ésta en dicha direccion para ver cudl es el ultimo

punto de la region factible al que corta.

Asi por ejemplo, para la region 1 definida por las ecuaciones 3+2%K,+L,<0 y 2+K,+L,>0 vy

2+K,+L,<0 y K,+2%L[;+3=0 | o equivalentemente por 3+2*K,+L,<0 y —K;=2%L,—3<0 | los
vectores gradientes asociados a las ecuaciones  f,=3+2%K,+L,=0 y f,=—K,=2%L,—=3=0 son (2,1)y (-1,-2)
respectivamente. Si movemos cada ecuacidn en la direccion de su vector gradiente, resulta que los ultimos puntos en los

que van a cortar a la region factible (dada por la union de las 4 regiones) van a ser CI=(0,0) 'y

—18—6%(2) —18—6*@)

C2=( 1 7 . Evaluando las ecuaciones en dichos puntos se obtienen las imagenes
fi(ChH=3y fz(C2)=w que van a servir de cotas a las restricciones.

Procediendo de la misma manera para las variables P's y O's que se obtienen a partir de las derivadas primeras respecto
de V, y teniendo en cuenta la definicion de estas variables dada por (AIV.3), (AIV.4), (AIV.6) y (AIV.7), la region
factible puede plantearse en funcion de los vectores tangentes, pasando a ser éstos las variables de decision.
Si asociamos a dichas restricciones una funcion objetivo, lo que tendriamos seria un problema de programacion no
lineal (debido a la restriccion no lineal P32) y ademas mixto, pues hay variables de decision continuas (dadas por las
derivadas de primer orden) y enteras (dadas por los &'s asociados a cada region). La funcion objetivo podria consistir en
maximizar o minimizar las derivadas, lo cual se traduciria en que los vectores tangentes a la superficie interpoladora en
cada vértice de la particion, tuvieran mayor o menor pendiente y, en consecuencia, la superficie fuera mas o menos

suave.

Obsérvese que, si bien, se construye una region de factibilidad para cada par (K, L;) (v andlogamente para cada par
(Pj, Oy) que representan derivadas de primer orden respecto de V), lo importante es que los pares (Kj L;) de dos

rectangulos consecutivos del plano, van a compartir derivadas de primer orden respecto de U.

Una region factible relaciona variables L; y K. El valor de la variable L; de un rectangulo depende de la variable de

.. 6C'(u- 1,Vj) . 2*(ui+1_ui) ac,(unv') ac,(ui’v'ﬂ)
. 0C "(u; 4y, v)) , K: J J
decision e y depende también de i V. ( B) *[ ou ou ]

El rectangulo situado a su derecha, también llevara asociado a esa misma variable , pero en esta

ou

ocasion a través del wvalor de la wvariable K; y a su vez dependerd también de otro L; distinto

1 #[ aC,(uin:Vj) acl(ui-#z’vj-#l)]
“ V."(B) ou ou

Es decir, cada variable de decision Kj; (y del mismo modo, cada Ly, P;0 Oj) recoge las derivadas correspondientes a dos
vértices consecutivos de un rectangulo B que surge de realizar la particion del cuadrado unidad. Dado que un mismo
vértice puede pertenecer a cuatro rectangulos distintos, existiran diferentes regiones factibles que se entrelazan unas con

otras y por ello, las variables de decision no se estiman de manera independiente para una region concreta, sino de
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forma conjunta. Es precisamente esta combinacion de regiones factibles la que integra el problema de programacion

matematica (4.21).

De acuerdo a la demostracion constructiva que hemos desarrollado, la hipotesis de que las variables

9C pgrouson (U, V) 0C rpuson(Uir V)

ou Y ov

Vie{0,1,2,..,n} V,je{0,1,2,..,m} , proporcionen junto con una

relacion de Js y ys una solucion del problema de programacion no lineal entera (4.21), implica directamente que el
volumen de un rectangulo arbitrario totalmente contenido en otro de los que conforman la particion del cuadrado unidad

tenga un volumen mayor o igual que cero a través de Crerguson.

Asi, el volumen de un rectangulo cualquiera trazado sobre el cuadrado unidad serd también mayor o igual que cero pues
se podra expresar como suma de los volumenes de rectangulos parcial o totalmente contenidos en los que definen la
particion. Con ello quedaria probado el cumplimiento de la tercera de las propiedades de las copulas (“ser 2-creciente™)

y consecuentemente el lema.

c.q.d
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ANEXO V: Demostracion del lema 4.5

“Sea una particion del cuadrado unidad en n x m rectangulos del mismo drea y sea la solucion optima al problema de

programacion fraccional (4.7) dada por C;Zc*( ,i)ViE{O,l,Z,...n} Vj€{0,12,..m} que define una

i
n
subcopula C* de dominio los puntos de interseccion entre los rectangulos que originan la particion.

Sea Cuzriare(u,v) la funcion que se obtiene por interpolacion cubica de una subcépula C* mediante polinomios de

Hermite. Supongamos que las derivadas de segundo orden en el dominio de definicion de la subcopula valen cero, es

2
0" C ygraaire (U, Vj)

decir, 300 =0 Vie{0,1,2,..,n} Vje{0,1,2,..m} , en cuyo caso, Cuermc(u,v) define una
uov
superficie interpoladora de Ferguson Crercuson(it,V).
s Cmaonter) , OCmoonlte Vi) i 012,.n) W jet0d 2.m)
u v

proporcionan una solucion del problema de programacion matemdtica (4.26), entonces la funcion Crgreuson(U,v)

cumple la tercera de las condiciones para ser copula:

chmw ([”1 ”z]x [V1, Vz])= CFERGUSON(”Z, Vz)_ CFERGUSON(”Z,VI)_ C rerguson ( U, Vz) +C rrreuson (”1, V1)> 0
Y u, uy v votqu,<u, v <v,

demostracion

Vamos a ver que dada una solucion factible del problema (4.26) entonces también lo es del problema (4.21).
En consecuencia, se podra aplicar el lema (4.4) que conduce al cumplimiento de la tercera de las propiedades de las
funciones cépula.

Sea (K,L)€[-3,0]x[-3,0] y sean las 4 regiones factibles dadas por las condiciones RO, PO, P1, P2 y P3 que
definen la region del problema (4.21) (véase ilustracion (AIV.2)en el Anexo IV):

RF,={(K,L)tq. K<0,L<02+K+L=0}={(K,L)tq.(K, L)cumple RO}

342%x K+ L

RF,={(K,L)tq. K<0,L<0,>—="2"~
=i )t 3%(24K+1L)

<0}={(K,L)tq.(K, L)cumple POy PI1}

34+2%xK+L

RF,={(K,L)tq.K<0,L<0,=>—="2T%_
= Jtq 3%(2+K+L)

>1}={(K,L)tq.(K,L)cumple POy P2}

—(3+2%K+L)

RF.={(K,L)tq. K<0,L<0,
=l )tq 3%(2+K+L)

+K<0}={(K,L)tq. (K, L)cumple POy P3}
Para ver la inclusion de (4.26) en (4.21) , basta ver que (K, L) se encuentra en alguna de las 4 regiones. La demostracion
para el par (P, Q) resultaria analoga.

Como siempre se implicard que K, L<0 (véase la propiedad PO del Anexo IV), basta ver que se cumple alguna de

las propiedades RO, P1, P2 o P3. Vamos a plantear 3 situaciones disjuntas para los valores que pueden tomar (X, L) en
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funcion de su relacion con larecta K+ L=-2

- Si K+L=-2, como —2<K<0 y —-2<L<0=(K,L)ERF,

2 2
- Si K+L>_2:_w<o:_w“@0:([(,LERF}
3%(2+K+1L) 3%(2+K+1L)

- Si K+L<-2 , entonces vamos a distinguir otras tres situaciones disjunta respecto de la relacion del par

(K,L) con laregion dadapor R={(K,L)|[K+2*L+3>0 o 2%*K+L+3=0}

Si K+2%L+3>0=3%K+3%L+6>2%K+L+3=3%(K+L+2)=>2%«K+L+3=

- (2%K+L+3)

K+L+2)=2%K +L+ >1>(K,L)ERF
3x( )22 3 Ke L) > K LIERE,

2% K+ L+3)

- S 2*K+L+320:>((K+L+2) <0=(K, L)ERF,

- Si (K,L)2R <[K+2+%L+3<0 y 2*xK+L+3<0] ,condiciones que conducen a:
K+2%L+3<0=>K+L+3<—L (AV.1)
2¥K+L+3<0=>K+L+3<-K (AV.2)

Ademas, por hipotesis, como (K, L)€[—3,0]x[—-3,0] se tiene que,
—3<K=>-3+L<K+L=>L<K+L+3 (AV.3)
—3<L=>-3+K<K+L=>K<K+L+3 (AV.4)

Como resultado de (AV.1)-(AV.4) resulta que
L<K+L+3<—L (AV.5)

K<K+L+3<-K (AV.6)

y, €n consecuencia,
0<|K+L+3|<K (AV.7)
0<|K+L+3|<L (AV.8)

Por tanto,

0<|K+L+3 <K*L=(K+L+3)V<K*L=>K +L*+2%K*L+9+6*K+6xL<KxL=

AV.
K*+L*+K*L+9+6%K+6%L<0 (AV.9)
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Obsérvese ahora que la ecuacion P3 se puede desarrollar y escribir como:

2 2 2
(34+2%K+1L) _=9-K —6xK—L —6xL—Kx*L (AV.10)
3%(2+K+1L) 3%(2+K+1L)
Como 2+K+L<0 el cociente  anterior sera  menor o  igual que O

S—9—K’—6%xK—L'—6%L—K*L>09+K*+6%K+L*+6%L+K*L<0 . Pero esta condicion se

cumple segin acabamos de ver (AV.9). Luego la propiedad P3 se cumple y, por tanto, (K, L)ERF,

Por tanto los rectangulos del tipo [-3,0] x [-3,0] que definen las regiones factibles del problema (4.26) se encuentran

contenidas en las regiones factibles dadas por PO, P1, P2 y P3 que caracterizan al problema (4.21).

c.q.d
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ANEXO VI: Demostracion del lema 4.6

“Sea una particion del cuadrado unidad en n x m rectangulos del mismo drea y sea la solucion optima al problema de
., . * i . .

programacion fraccional (4.7) dada por ¢;=C (; ,#)VIE {0,1,2,..n} Vj€{0,1,2,..m} que define una

subcopula C* de dominio los puntos de interseccion entre los rectdngulos que originan la particion.

Sea Cuzriare(u,v) la funcion que se obtiene por interpolacion cubica de una subcépula C* mediante polinomios de

Hermite.

2
aCHERM]TE(ui , V/) 0 C yprare (”i , Vj) 0" C yprare (”i , V_,-)

Si
! ou ’ ov Y ouov

Vie{0,l,..,n} Vje{0,1,..m} proporcionan

junto con una relacion de Os y Ys (variables binarias) una solucion al problema de programacion multiobjetivo no
lineal entera (4.35), entonces la funcion Cugraure(u,v) cumple la tercera de las condiciones de las funciones copula:

CHW,,t([ul,uz] x[vl, Vz] ):CHERMITE(uz,vz)_cHERMITE(uz,vl) _CHERMITE(ul, Vz) + wERMITEC (“1,V1)>O

Yo, u, v votgu <u, v<v,

demostracion

De igual manera que se plantea en el Anexo IV, vamos a ver que las condiciones que deben satisfacerse para que el
volumen de un rectangulo arbitrario a través de Cuzrire S€a mayor o igual que cero se traducen en la existencia de una

solucion al  problema (4.35) dada por una relacion de  valores para las  variables

OC ympure (U, Vj) 0 C ygmpre (4, Vj) o C ygraare (1, Vj)

ou ’ ov Y oudv

Vie{0,l,..,n} Vj€{0,1,..m} y una asignacion
de valores binarios asociados a las variables Js y s.

Nuevamente, basta establecer estas condiciones respecto de un rectangulo cualquiera B totalmente contenido en uno de
los mxn que surgen como consecuencia de la particion del cuadrado unidad puesto que el volumen de otro

rectangulo genérico R se podria expresar siempre como suma de los volimenes de rectangulos de tipo B.

Empezaremos aplicando la ecuacion (4.19), escrita en funcioén de las variables de decision K, Ly, P;y O;, a un
rectangulo B = [u//, u?] x [v/, v/] totalmente contenido en uno de los rectiangulos que conforman la rejilla, por ejemplo
B = [u;, ui+i] X [, vj+1]. Por comodidad, continuaremos imponiendo que las variables de decision K, Ly, Pyy Oy, se
muevan en el rectangulo [-3,0] x [-3,0] (problema (4.26)) si bien no hemos de pasar por alto que estas variables tienen
mayor margen de maniobra y pueden moverse dentro de la region no lineal presentada en la ilustracion (AIV.2).
Ademas, las variables de decision asociadas a las derivadas segundas deberan ser mayores o iguales que cero dado que

representan valores de la densidad copula y ésta, como tal funcion de densidad, debe ser positiva.

De esta forma, el volumen del rectangulo B a través de (4.19) viene dado por:
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(B)=

V.'(B) *Lf ()= () TR0 S ()= £ () 1+ K+ g () — g (x,) ]+ L [ ;)= h(x,)] +
gc,ﬂ*[f(xz)—f(xl)]*[f(yz)—f(yl)]+Pl-j*[g(yz) —g(y)1+Q;*[h(y,)=h(y,)]+
ZZMC;#Q*[g(xz)—g(xl)]*[g(yz)—g(yl)]+

2%(7) *[h(x)—h(x)]*[g(y)—g(y) ]+
W*[g(xz)—g(xl)]*[h(yz)—h(yl)]+
Z;Ca’v(ui—ﬂ,vjﬂ)*[h(xz)_h(xl)]*[h(yz)—h(yl)]

siendo

2w, —u,)  0C"(u;,v)) ac,(ui’ijrl)

Kij:VC’(B) *[au j " ou ]
anz*(uﬁl_u[) *[ac’(u[-#]’vj) _aC'(u[H, Vj) ]

" V.'(B) ou Oou
P__zz*("jﬂ_"j)* aC’(”i’Vj)_aC'(”iﬂ;Vj)]

" V.'(B) ov ov
Q“=2*(vj+l_vj)*[ac,(uilvj+l) ac’(uiJrl’ijrl)]

7 V.'(B) ov ov
AU:?/*(IZZ,';])_M,‘)*(V/‘H_V/‘) *[22C ’(uf’vj) ]

c uov

B =2*(ui+l_ui)*(vj+l_vj) *[azcl(ui’vfrl)]

Uy '(B) ouov
C. .=2*(ui+l_ui)*(vj+l_vj) [azc,(uiJrl’vj)]

oy (B) ouov

2*(u[+ —u,)*(v.+ —V-) aZC'(uH- Vi )

Di+1j+l=VC/(B]) L : *[auav E— 1

f(x)=2%x'=3%x" g (x)=x" =2%x"+x, h(x)=x"—x"

k X

_wmu VTV k

= = e{l1,2
i ”i+1_”i,y,‘ Vi~V 2
(AVL1)

Vamos a tratar de presentar esta expresion de una forma mas familiarizada con las que hemos utilizado en desarrollos
anteriores (véase Anexo IV), para asi poder aprovechar algunos de los resultados a los que hemos llegado para la
superficie interpoladora de Ferguson (Anexo IV). Las funciones “f”,“g” y “h” presentadas en la expresion anterior no
se corresponden con las definidas en el Anexo IV. Si es cierto que la funcion que aqui definimos como “f” es la que en
dicho anexo hemos definido como “%”. De cualquier modo, podemos proceder de dos formas paralelas para obtener una

ecuacion con ciertas similitudes a (AIV.9).
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Expresion 1 para la bisqueda de condiciones que permitan que Cyrryire Sea una funcion 2-creciente

VC HERMITE ( B )

ZC'(B) *[f(xz)—f(xl)]*[(f(yz)—f(yl))]+2VC'(B) [ Ce) =/ () TS (o) =/ )1+
) ydmf (1oL )= K 2 Bt g (30— g (1) 1oL g =g 614, +
ZC’(B) *[f(yz)—f(yl)]*[h(xz)—h(xl)]*L,ﬁzVC’(B) *[h(y,)=h(y)1x[h(x,)=h(x,)]% D,y +
ZC’(B) *[f(xz)—f(xl)]*[g(yz)—g(yl)]*Pi,-JerC’(B) *[h(x,)=h(x)]*[g(y,)—g(y)1*C,, ;+
;/C'(B) *[f(xz)—f(xl)]*[h(yz)—h(yl)]*Q,.j+2VC'(B) *[g(x.)—g(x)]*[h(y,)=h(y))]*B, ;. =
ZC’(B) [ f (x)=f (x)Ix[(f (v2)= f (v )+ Py*(g (v2) =g (y)+ QA yy)=h(y,))]+

Zc'(B) #[ g (x,)—g (x)Ix[K % (f (v)= f () + A% (1) =g (0) +B, % (h(yy)=h(y,) ]+
2Vc’<B> *[ ()= ) 1L Ly f (5)= £ (1 )+Crp 48 (12) =g (9))+Dsy o ¥R, =R (3,) 1+
V'(B)

> *[f(xz)_f(xl)]*[(f()’z)_f(Jﬁ))]

(AVI.2)

Expresion 2 para la bisqueda de condiciones que permitan que Cugrvite S€a una funcién 2-creciente

VCHERMITE ( B )

5 *[f(J’z)_f(yl)]*[(f(xz)_f(xl))+K;;*(g(xz)_g(x1))+L;;*(h(x2)_h(x1))]+

*[g(y2>_g(y1)]*[Pij*(f(x2>_f(xl>)+Aij*(g(x2>_g(xl>>+Ci+1j*(h(x2)_h(xl))]+

2
;/C’(B) *[h(yz)_h(J/1)]*[Qi/*(f(Xz)_f(x1))+Bij+1*(g(x2)_g(x1))+Di+l'j+l*(h(XZ)_h(XI))]+
ZC’(B) *[f (3,)=f () 1*[(f (x)=f (x))]

(AVIL3)

Cualquiera de estas dos expresiones serviria para el proposito que nos proponemos. Observemos que el primer sumando
de cada uno de ellos se corresponde con aquellos que componen la ecuacion (AIV.9) y que habiamos demostrado que
éstos eran mayores o iguales que cero cuando Kj, L;, P;y Oy satisfacian las restricciones del problema (4.21) (o (4.26)).
Del mismo modo, el cuarto sumando es también mayor o igual que cero pues es el producto de la mitad del volumen del
rectangulo B por dos cantidades negativas dado que, como vimos, la funcion “f” (equivalentemente la funcion “4” en
(AIV.12)) es decreciente. En consecuencia, nuestro analisis se va a centrar en los sumandos intermedios de dichas
expresiones (el segundo y el tercero). Intuitivamente bastaria con que ambos fueran mayores o iguales que cero o bien,
con que la cantidad que restaran (si alguno de los dos fuera negativo, o ambos) no impidiese que el resultado final fuera

positivo (y asi, que la funcion fuese 2-creciente).

Tomemos por ejemplo el segundo sumando de la expresion (AVI.2) y preguntémonos bajo qué condiciones dicho
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sumando es mayor o igual que cero.

Y B g()= gl LK, *(f ()= £ (9 Ay () g3 By 4l ()= )] (AVLS)

Esta expresion consta de tres factores de los cuales, sdlo tenemos garantia de que sea positivo el primero de ellos pues
representa el volumen de un rectdngulo a través de una subcopula. El valor del segundo podra ser positivo o negativo en
funcion de los valores de x; y x2. Sera sobre el tercero sobre el que podamos ejercer algun tipo de influencia para
conseguir nuestros propositos a través de los valores de 4; y Bjj+;, que estan directamente relacionados con las derivadas

de segundo orden (véase (AVL.1)).
Analicemos entonces el tercer factor, [ K, *(f (y,)=f(y)))+4,;*(g(y,)=g(y)+ B, *(h(y,)=h(y)] (AVLS)

De antemano, sabemos que Kj; se puede mover entre -3 y 0 (tiene mayor maniobrabilidad, pero nos vale ese margen
para esta demostracion), f{y.) - f{y;) es negativo (por ser “f” decreciente, (AIV.12)) y 4; y By, son mayores o iguales
que cero pues su definicion involucra sélo a términos positivos (entre ellos el valor de la densidad cépula en los nodos
de la rejilla que resultan de realizar la particion del cuadrado unidad). Asi, el primero de los sumandos,

K ,-j*(f ()= f(»y)) ,es mayor o igual que cero. Las diferencias dadas por las imagenes de las funciones “g”y “4”
son las que no vamos a tener controladas dado que dichas funciones no son monétonas como pone de manifiesto el

grafico siguiente:

() — g

@ F-@G-OH

Ilustracion AV 1: Representacion grdfica de las funciones f,gy h

En funcién de los valores de dichas funciones, podremos distinguir las siguientes situaciones:

—  Obviamente, si  g(y,)—g(»,)=0 y h(y,)—h(y,)=0 1la expresion (AVL5) es positiva pues sus tres

sumandos lo son.
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- Si g(3)-g»)<0 y h(y,)=h(y,)=0 los sumandos Kyx(f (y)=f(»)) y
Bi,ﬂ*(h(yz)—h(yl)) son positivos y el sumando A,-,*(g(yz)—g(yl)) es negativo. Sin embargo, vamos
a demostrar que K, *(f (v,)—f (y)))+4,*%(g(y,)—g(»,)) es mayor o igual que cero. Para ello, vamos a

g(y,)—g(y)

-8 1
=) 3 (AVLo):

probar que

Alser  f(3,)=f(¥)<0 y g(y,)—g(»)<0 | setendra que

F)=f) 37 fly)=-f(y) 3 (2yi=3y1)—(2y;=3y2) 3
3y, =6y, +3y,— 3y, +6y;—3y, <2y, =3y, =2y, +3y, =y =3y +3y, <), -3y, +3y,©

gn)=gn) 1 _g)=gn) 1 _=2yi+y)=-(n=2y;+y,) 1

m(y))<m(y,) siendom(y)=y’ =3y’ +3y

Basta observar que la funcién m es creciente pues m'(y)=3(y—1)=0 yasi, »<y,@m(y,)<m(y,)
con lo cual estaria probado (AVI.6). Ademas esta acotacion se da con independencia del signo que presente
g(2) - g(v1), s6lo importa que “f” sea decreciente en [0,1]. Las implicaciones de esta acotacion son las
siguientes:

gy)-gly) 1
T <7 =3*g)=g))=f ()= f(y)=
S)=1(y,) 3 1 : 1 ?

Kipx(f(31)=f (0:))=3%K;%(g (y1)—g(32)) = Ky (f (y2) = [ (31))=3%K;*(g (y2)—g (1)
Dado que perseguimos que K ;*(f (v,)—f(y,))+4,;*(g(y,)—g(»,)=0 ,y que 4; es una de las variables
de decision con las que podremos jugar (de hecho estamos tratando de establecer su rango de valores posibles

para garantizar que la funcion sea 2-creciente), basta hacer 0=4,<-3%K,=0=—-4,23*K, (AVL7)

y como gy)—g(y,)<0 | se puede concluir la implicacion que buscabamos, es decir,

Kix(f (y2)=f (3)23%K;%(g(y,) =g (y))) 2= 4;*(g (y,) =g ()=
K*(f(y,)=f(y))+4,#(g(y,)—g())=0
(AVL8)

con lo que la expresion (AVL.5) es también positiva.

- Si g(»)=g(»)=0 y h(y,)=h(y,)<0 los sumandos K, *(f(y,)=f(y)) y Ax(g(y)-g(»)
son positivos y el sumando B,;,*(2(y,)—h(y,)) es negativo. Sin embargo, de igual manera que antes,

vamos a demostrar que K, *(f (,)=f(y))+ B, ., *(h(y,)=h(y,)) es mayor o igual que cero. Para ello,

vamos a probar que %<% (AVL9)

Alser  f(y)=f(¥)<0 y h(y,)=h(y,)<0 | se tendra que
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Wy )=h(y) 1 hy)=h(y) 1 _i=v)=n=yd) 1

S)=fy) 3 f)=f(y) 3 (2y?—3yf)—(2y32—3y§) 3
3y, =3y, =3y, +3y;<2y, =3y, =2y, +3y, @ yi<y;=n(y,)<n(y,) siendon(y)=y

3

[T 1]

Nuevamente, la funcién “n” es creciente n'(y)=3y’=0 y asi, »,<y,=@n(y,)<n(y,) con lo cual
estaria probado (AVI.9). Ademas esta acotacion se da con independencia del signo que presente a(y:) - A(y;),

solo importa que “f” sea decreciente en [0,1]. Las implicaciones de esta acotacion son las siguientes:

h(Yl)_h(yz) <l_=> N 3 _ .
m 3 3 (h(Y1) h()’z))sf()ﬁ) f(yz)

Kix(f (0)=f (3)=3%K % (h(y1) =g (h:))= Ky*( f (y2)= f (91))=3%K ;% (h(y2) = h( 1))

Dado que perseguimos que  K;*(f(v,)=f () +B;;, *(h(y,)=h(y,))=0 , y que By es otra de las
variables de decision, basta hacer 0=<B,,  ,<-3*%K,=0=—B, , ,>3*K, (AVL10)

y como h( yQ)—h( y1)<0 R se puede concluir la  implicacién que buscabamos
Ki/*(f(yz)_f(yl))23*1(1'/*(}1(J’z)_h(.]/1))2_31',/41"‘(h(yz)_h(yl))=>
i/*(f(yz)_f(yl))+Bij+1*(h(Y2)_h(y1))ZO

(AVLI11)

con lo que la expresion (AVL5) es también positiva.

—  Finalmente, si g(y,)—g(»y)<0 y h(y,)—h(y,)<0 el Unico sumando positivo es
K;*(f(y,)=f(») mientras que  A,*(g(y,)—g(»)) y B, *(h(y,)=h(y)) son negativos.
Sin embargo, vamos a demostrar que

Kox(f(y)=f (y )+ A,x(g(y,)—g(»))+B, . *(h(y,)=h(y,)) es mayor o igual que cero. Para ello,

(g(y2)=gy ) +(h(y)=h(y)) 1
f(yz)_f(yl) 3

vamos a probar que (AVIL.12)

Alser  f(y,)=f(»)<0,g(y,)—g(y,)<0 y h(y,)=h(y,)<0 | se tendra que

(&(yo)=gi))+(h(y,)=h(y)) 1 _(e(y)=g(r)+(h(y)=h(r)) 1 _

f(yz)_f(yl) 3 f(yl)_f(yz)

(D1 =2y +2) =3 =25+ »,)+ =0 =(=9) 1

(2yi-3y7)—(2y5-3y3)
3%(2y1=3yi+y,)=3*(2y;=3y3+ y,) <2y =3y/—(2y3=3y3) & 4y, —6y| +3y, <4y;—6y;+ 3y, =
r(y))<r(y,) siendo r(y)=4y’—6y’+3y

2
[T 2]

La funcion “r” es también creciente dado que r’(y)=12y2—12y+3=12(y—;—) >0 y asi,

»<y,=@r(y)<r(y,) con lo cual estaria probado (AVI.12). Ademas estd acotacion se da con
independencia del signo que presenten g(y2) - g(vr) y A(y2) - h(y:), sélo importa que “f” sea decreciente en

[0,1]. Las implicaciones de esta acotacion son las siguientes:
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el AR L3 (1) =g )+ 35—k ()= (32)=

Ky f ()= f(y2)<3%K;x(g(y1)=g(y,))+3% K %(h(y,)=h(y,))

Por otro lado, respetando los rangos de variacion propuestos para A; y Bj+; dados por (AVIL.7) y (AVI.10), y
teniendo en  cuenta  que g(y,)—g(y)<0 y  que h(y,)—h(y,)<0 se tiene que
0=4,%(g(y))—g(y))<=3%K*(g(y)—g(y)))=4;*(g(y,)—g(»)))=3*K;*(g(y))-g(»,) (AVLI3)

y procediendo de igual manera para By,

0=<B, ;. *(h(y)=h(y,))<=3%K x(h(y,)=h(y,)= B, ;. (h(y,)=h(y))=3%Kx(h(y,)-h(y,)) (AVL14)
Asi, sumando estas dos ultimas expresiones, llegariamos a que

A(g(y)=g () 4B, ;. ¥(h(y))=h()))=3% K, *(g (y,) =g (3,)+3% K;%(h(y,)—h(y,))

y como ¥ ()= (0)S3%K;%(g (y))—g(,))+3%K ;x(h(y))=h(y,) , se implica que
A,*(g(y,y)— ( DBk (h(y,)=h(y))=K,*(f(y)=f (y,)==K,;*(f(y,)= f(»)) y por tanto, que
Kx(f(y,)=f(y)+A4,#(g(y,)—g(y))+ B, *(h(y,)—h(y,))=0 , que recordemos, es la expresion

(AVL5).

)
)

Asi, la condiciones (AVI1.7) y (AVI.10) son suficientes para que (AVL.5) sea positiva. Sin embargo, (AVLS5) es sélo uno
de los factores del segundo sumando de (AVI.2) (véase (AVI.4)), el cual no es necesariamente positivo pues depende
del signo de g(x:) - g(x;) que, como hemos indicado, no es constante puesto que “g” no es una funcién monoétona (véase

ilustracion (AVL.1)).

Antes de resolver este problema, notemos que puede procederse andlogamente con el tercero de los sumandos de
(AVI1.2), dado por

;/C((B) *[h(xz)_h(xl)]*[L;j(f()b)_f( ))+C1+1,( (Jb)‘g(J’l))"‘Diﬂjﬂ(h(J/2)_h(J’1))] (AVIL.15)

y demostrar que las condiciones 0=<C,,,;<=3*L, (AVI.16)

y 0= D1+1/++1_ 3*L (AVIL17)

son suficientes  para  que el  tercero de los factores de (AVL15) sea  positivo

[Lg,'*(f(J/2)_f( ))+C,+1/ (g (yz)_g(J/1))+Di+1j+1*(h(yz)_h(J/1))] (AVIL18)

La imposicion de las restricciones asociadas a las variables de decision 4, B, C y D permiten tener controlado el signo
de casi todos los elementos que intervienen en (AVI.2), salvo g(x:) - g(x;) y A(x2) - A(x;). Estas restricciones vienen

dadas por (AVL.7), (AVL10), (AVL16) y (AVL17).

Veremos sin embargo que es necesario afiadir algunas mas para conseguir que la funcion Cueriire sea 2-creciente pues,
como deciamos, existen factores cuyo signo escapa a nuestro control. La intuicion de cuales son éstas otras condiciones

la podriamos obtener haciendo un razonamiento analogo para (AVI.3) al realizado para (AVI.2).
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Procediendo de la misma forma se puede comprobar la necesidad de imponer las siguientes restricciones para llegar a

tener un control de todos los elementos que participan en (AVI.3) salvo g(v2) - g(v)) v A(y2) — h(y)):
0<4,<-3%P, (AVIL19)
0<B,;;,,=-3*%Q,; (AVI.20)
0=C,,;<=3*%P; (AVI2])

y 0=D, ;.. ,=-3%0, (AVI.22)

Son estas condiciones las que, en conjuncion con las obtenidas en la bisqueda de que (AVIL.S) y (AVI.18) sean factores
positivos, nos van a permitir asegurar que la funcion Cuerwmite €s 2-creciente. Para ello, recuperaremos la expresion

(AVIL.2) y estudiaremos los posibles signos de los factores g(x:) - g(x;) y A(xz) - h(x)).

Z ) = f (DI ()= ()4 Py )= 3]+ 0, ()= 3,)) )+

P gm0 I LK #f () £ () A, g g () 4B, () =h )]+
;/C,(B)*[h(xz)—h(xl)]*[L,-j*(f(yz)—f( D Cr #(2(3) =g (W) Dy o+ () =h(3,) 1+
T B ()= £ (IS (3= £ ()]

siendo

0<4,<-3%K,;0<B,,, <=3%K,;;0<C,, ,==3%L;;0<D,,, ., <=3%L,;

ij ij ij’

Como consecuencia de estas restricciones,

k[ f ()= f (x)1*[(f (0,)=f (» )+ Py*(g(y,))—g(¥))+0,*(h(y,)=h(y,))]=0
) >

[Kyx(f (y2)=f (3 )+A *(g ( )= g (W) +Bi i x(h(y,)—h(y1)]120
[L *(f (y)=f(y))+C i+1,% (g(y,)— g(yl))+Dz+lj+1 (h(y,)=h(y,)]1=0
[f(xz) S x)I(f (y,)=f (»,))]120

En funcién de los valores de g(x) - g(x;) y A(x2) - A(x;), podremos distinguir las siguientes situaciones:

- Si  g(x,)—g(x))=0 y h(x,)—h(x,)=0 todos los sumandos de (AVIL.2) son positivos y por tanto la

funcion Cuerure seria 2-creciente

- Si g(x,)—g(x,)<0 y h(x,)—h(x,)=0 , el tnico sumando de (AVI.2) que es negativo es (AVI1.4). Sin
embargo, vamos a demostrar que esta cantidad no es suficiente para contrarrestar el valor positivo acumulado

por el resto de los sumandos, en particular, por el primero y el cuarto, que podemos agrupar en uno solo como:
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V.'(B)
2
Ve'(B)

*[f(XZ)_f(xl)]*[(f(yZ)_f(yl))+Py‘*(g(yZ)_g(yl))+Qy‘*(h(y2)_h(y1))]+

b *[f (xy)=f (x )1 [(f (v2)=f (»1)]=
2B e f G20 () £ () Py (2 8 () 40, 3= 3, )
(AVI.23)

Es decir, vamos a probar que

[f(xz)_f(xl)]*[2*(f(y2)_f(y1))+Pg,-*(g(yz)_g(yl))"’Q;,-*(h(yz)_h(yl))]'l'
[g(xz)_g(xl)]*[K;;*(f(yz)_f(yl))+Ag/*(g(yz)_g(y1))+Bi/+1*(h(yz)_ (»))1=0

o equivalentemente, que

[f(xl)_f(xz)]*[2*(f(y1)_f(Y2))+Pg,'*(g(yl)_g(yz))+Qi/*(h(yl)_h(yz))]z
[g(xl)_g(xz)]*[K;,'*(f(yz)_f(yl))‘l'Ag;*(g(yz)_g(y1))+Bi/+1*(h(yz)_h(yl)

(AVI.24)

Para ello, empezaremos utilizaremos la acotacion (AVI.6) ya probada que recordemos viene dada por

2)— 8 <l
f(x)=f(x) 3
Como f(x,)—f(x,)<0 y g(x,)—g(x,)<0 , dicha expresién es equivalente a la siguiente:

?((zll)):i((xxzz)) <;_ o f(x,)=f(x,)=3%(g(x,)—g(x,)) que es mayor que cero.

Por otra parte, como f (y1 )— f (yz)ZO (por ser “f” decreciente), se verifica también la siguiente inecuacion

[2%(f (v )= f () +Py*(g(y1)=g (1) +Qx(h(y))=h(y,))]=
(S )-f(y ))+P,*( (v)=g (1) +0, % (y,)=h(», ))]=
=[(f ()= () +Px(g(y,)—g(y ))+Q, *(h(y)=h(y)]=

(AV1.25)

Dado que todas estas cantidades son positivas podemos multiplicar sin cambiar el signo de la desigualdad

S(x)=f(x,)=3%(g(x,)—g(x,)) y establecer que

[f ()= () 1 [2%(f (1) = f (D) +Pyx(g (1) =g (32))+ 0y (h(y))=h(y,))]=
3x[g(x)—g o) ¥ [2%(f (y)- f(yz))+P, (g(y1)—g(¥))+Qx(h(y,))=h(y,))

—_

(AVI1.26)
Vamos a probar que esta ultima expresion es mayor o igual que

[g(x1) =g (xo) I [K*(f (32)=f (0))+4;%(g(3,) =g (¥))+B, 1. ¥(h(y,)—h(»)] (AVI.27)
lo cual completaria la demostracion que perseguimos.

Observemos que, como g (x,)—g(x,)<0 |
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3x[g(x,) =g (xy) 1x[2%(f (y,)=f () + P*(g(y)) = g(yz))+Q,, (h(y))=h(y)) 1=
[g(x)=g(x) %[ Ky*(f (y,)=f (» )+ 4,%(g(3,)=g(»)+ B, % (h(p,)=h(y,))]=
(K;+6)%(f (yo)=f(»))+H(A4,43%P)x(g(y,)—g () +( ,,+1+3*Q) (h(y,)=h(y,)<0

(AVI.28)

y que por tanto, bastaria probar esta tltima desigualdad. Por la estructura que ésta presenta, podemos intuir la
conveniencia de que se cumplan restricciones adicionales para 4; y Bj:;, concretamente las que ya fueran

planteadas por las expresiones (AVI.19) 0<4,<-3%P, y(AVL20) 0<B, ., <-3%0,

Estas restricciones si bien no habian sido deducidas del desarrollo de (AVI.2) ya mostramos que si hubieran

resultado de haber procedido de manera analoga para (AVI.3).

Imponer dichas condiciones implica conocer mas signos en la expresion (AVI.28) y asi, sabemos que
0<3<K,+6<6 , (f(y,)=f(»))<0 por ser “f” decreciente ente 0 y 1, A;+3*P,<0 y
B, 1+3%0,<0 | con lo cual los unicos signos que no controlamos son nuevamente los asociados a las

funciones “g”y “h”.

Podemos nuevamente plantearnos cuatro casos:

.« Si gy)-g(»)=0 y A(y,)=h(y,)=0 es facil verificar que (AVIL.28) se cumple pues los tres
sumandos de la expresion son negativos (cada uno de ellos es el producto de un factor positivo y otro

negativo).

El caso mas conflictivo se podria presentar si g (,)—g(»,)<0 y h(y,)—h(y,)<0 pues existen dos
) y (Bi/'+l+3*Qi/')*(h(y2)_h(yl)) , 'y s6lo uno

negativo (K,-,-+6)*( f (J/z)_ f (yl)) . Sin embargo, vamos a ver que la aportaciéon conjunta de los

sumandos positivos (4, +3*P,)*(g(y,)—g(»,)

positivos no va a ser superior a la de este ultimo y que, por tanto, el resultado final sera negativo.

Para ello, vamos a recordar la acotacion que se establece entre las funciones “f”, “g” y “h”
(g(y)=g(y))+(h(y))=h(y,))
S The 1 <= ()= (1)>3%(g(y)=g (1) +3%(h(y,)=h(y,))=
Sy)=f(»n)

=3x(f (y)=f(32))==9x%(g(y))—g(3:))=9(h(y))=h(y,))
(AV1.29)

y que 3<K,+6=>(K;+6)(f(y,)=f(»)=<3(f(y,)=f(»)) pues “f” decrece en [0,1]. Entonces,

podemos deducir que:
(K+6)*(f (y,)=f(y)==3(f(y)=f(»,))==9(g(y,)=g(»,))=9(h(y,)=h(y,) (AVL30)

Si esta expresion es inferior a

(Ag/+3*Pi/)*(g(yz)_g(J’1))+(Bi/‘+1+3*Qi/)*(h(y2)_h(yl)) (AVL31)
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se implicaria directamente la desigualdad presentada en (AVI.28). Es decir, queremos comprobar que
—9(g(¥1)=g () =9(h(y))=h(y,)<(4;+3P;)(g (¥,)— g (¥))+(B, .1 +3Q))(h(y,)=h(y))) o
equivalentemente ~ 0<(A4;+3P,+9)(g(y,)=g(»,))+(B,,;,+3Q;+9)(h(y))=h(y,)) (AVL32).

Pero esta ultima desigualdad es cierta pues ambos sumandos son positivos ya que cada uno de ellos es el

producto de dos factores positivos.

Efectivamente, por hipétesis gy)—g(y,)>0 y h(y)-h(y,)>0 vy ademas,
P;>2=3=3%P,>=9=4,4+3%P;>A4,—9=4,+3xP;+9>4,>0 vy de manera analoga,

0,2-3=8,,,,+3%0,>B,,,,~9=B, ,,+3%x0,+9>B, >0

ij+1

Demostrado este caso, no haria falta verificar los dos que quedan, puesto que en cada uno de ellos la
contribucion positiva es menor ya que solo existe un sumando con ese signo (en vez de dos). Vamos a

comprobar que esto es realmente asi.

Si gn)—g(3)<0 y h(y,)=h(y)=0 , los sumandos (K, +6)x(f(y,)=f (1)) vy
(B, +3%0,)*(h(y,)=h(y,)) son negativos y, en cambio, (4,+3*P,)*(g(y,)—g(»,)) es
positivo. Sin embargo, vamos a ver que la aportacion de este ultimo no es superior a la del primero y que,

por tanto, el resultado final es también negativo. Teniendo nuevamente en cuenta la acotacion

gy)—-gy,) 1
o= T 3= 3 eb)=gn)=/ )=/ (3=
—9%(g(y1)=g(32))==3*(f (y1)=/ (1))

(AV1.33)

y que  3<K,+6=(K,+6)(f(y,)—f(»))=<3(f(y,)=f(»)) por ser “f” decreciente entre 0 y 1,

podemos escribir lo siguiente:

(Kii+6)*(f(Y2>_f(yl))53<f(yz)_f(y1))=_3(f(yl)_f(yz))g_9(g(y1)_g(y2)) (AVI-34)

Vamos a probar que esta Gltima cantidad es inferior a (4,+3%P;)*(g(y,)—g(»,)) lo cual traeria

como consecuencia que
(Ki/'+6)*(f(y2) _f(yl))+(Aij+3 *Pi/') *(g(yz)_g(yl))so (AVI-35)
y completaria la demostracion de que (AVI.28) es también negativo.

Efectivamente, probar _9(g(y1)_g(y2))S(Aij+3*Pij)*(g(yl)_g(yz)) , equivale a probar

0<(A4,;+3%P,+9)*(g(y,)—g(y,)) lo cual es cierto pues ambos factores son positivos ya que

g(»)—g(,)>0 por hipétesis y

P,2=323%P,>~9= A, +3% P,> A,~9= A, +3% P, 49> 4,>0
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+  Finalmente, si  g(»,)—g(»,)=0 y A(y,)—h(y,)<0 , los sumandos (K, +6)*(f(y,)—f(»)) y
(4,+3%P,)*(g(y,)=g(»)) son negativos y, en cambio, (B, ,+3%0,)*(h(y,)=h(y,)) es
positivo. Sin embargo, vamos a ver que la aportacion de este tltimo no es superior a la del primero y que,

por tanto, el resultado final es también negativo. Teniendo nuevamente en cuenta la acotaciéon

( ) (yz) 1

W< =3%(h(y,)=h(y)=<f (7)1 (v,)=
=9%(h(y1)=h()Z=3%(f (y1)=f (1))

(AV1.36)

y que  3<K,+6=(K,+6)(f(y,)=f(»))=<3(f(y,)=f(»)) por ser “f” decreciente entre 0 y 1,

podemos escribir lo siguiente:
(Kif+6)*(f(y2>_f(y1))33(f(y2)_f(y1)):_3(f(y|)_f(yz))s_9(g(y1)_g(yz)) (AVI-37)

Vamos a probar que esta tltima cantidad es inferior a (B,,,,+3%Q,)*(h(y,)—=h(y,)) lo cual traeria

como consecuencia que

(Ky6)%(f (y2) =f (0)+(B, 1 +3%Q, ) %(h(y,)—h(y,))<0 (AVI38)

y completaria la demostracion de que (AVI.28) es también negativo.

Efectivamente, ~ probar —9(h(y,)=h(y,))<(B,;,+3%Q;)*(h(y\)—h(»,)) , equivale a probar
0<(B, ., +3%0,;+9)*(h(y,)=h(y,) que es cierto pues ambos factores son positivos ya que
h()’l)""(}’z)>0 porhipétesisy Q[/‘ 3:B,/+]+3*Q1/>Bu+l 9 1/+]+3*Q +9>B1/+1ZO

En definitiva, si  g(x,)—g(x,)<0 y h(x,)—h(x,)=0 , la expresion (AVI.28) es cierta y, por tanto, el
volumen a través de Cuermre del rectangulo B es mayor o igual que cero, propiedad que convierte a Crgruire €n

una funcion 2-creciente.

Si  gl(x,)—g(x)=0 y h(x,)—h(x;)<0 , el Gnico sumando de (AVI.2) que es negativo es (AVIL.15). Sin
embargo, vamos a demostrar que esta cantidad no es suficiente para contrarrestar el valor positivo acumulado
por el resto de los sumandos, en particular por el primero y el cuarto, que como se puede ver en la expresion
(AVI1.23) podemos agrupar asi:

V.'(B)
2

k[ f ()= f(x)1x[2%(f (3,)=f () + Pyx(g(v,) =g (¥)+Q* (h(y,)=h(y)))]

Es decir, vamos a probar que

[f (xy)=f () 1% [2%(f (y,)=f (¥ ))+P *(g(y)=g (¥ ) +0,;*(h(y,)—h(y))]+
(A ()= (x )% L*(f (v,)=f(y)+Copy x(g(y)=g(y )+ D,y (A y,)=h(y,))120

0, equivalentemente, que
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* —f(y ))+P *(g(y)=g (¥ ) +0,*(h(y,)—h(y))]=
] [L,,*(f( ) Fy)+Coyy x(g(y)=g(y )+ Dy s x(h(y,)=h(y,)) 120

(AVI1.39)
Para ello, empezaremos utilizando la acotacion ya demostrada dada por (AVI.9) que recordemos era

h(x,)—h(x,) <l
f(xz)_f(x1) 3

Como f(x,)—f(x,)<0 y h(x,)—h(x,)<0 |, dicha expresion es equivalente a la siguiente:

%%— e f(x,)=f(x,)=3%(h(x,)=h(x,)) que es mayor que cero.

Por otra parte, como [ (y,)=f(»,)=0 (por ser “f” decreciente), se verifica también la siguiente inecuacion

[2%(f (y)=f (»,)+P,*(g(¥))=g(3)+0,x(h(y,)=h(y,)]=
(S )=f )+ P*(g(y)—g(¥)+0,;%(h(y))=h(y,))]=
_[(f(yz)_f(yl))+Pi/*(g(y2) (yl))+Q;/ (h(y )_h(J/1))]ZO

(AVL40)

Dado que todas estas cantidades son positivas podemos multiplicar sin cambiar el signo de la desigualdad

S (x)=f(x,)=3x%(h(x,)=h(x,)) y establecer que

\%

[f(xl)—f(xz)]*[2*( (¥)=f () +Px(g (y)—g () +Qyx(h(y,)=h(1,))]
3x[h(x))=h(x)1x[2%(f (y)= f (p)+ Pyx(g (y1) =g (»)+ Qyx(h(y)) =h(y,))]

(AV1.41)

Vamos a probar que esta ultima expresion es mayor o igual que
[A(x)=h (o) PLL#(f ()= f (0)+Coy #(8(12) =g (1) 4Dy %A 3,)=h(31))]20 - (AVIL42)

lo cual completaria la demostracion que perseguimos.
Observemos que, como A (x,)—h(x,)<0 |

3x[h(x ) (xz)]*[ *(f(y ) f(J’2))+P *(g(yl)_g(y2))+Qi/*(h(yl)_h(yQ))]Z
[Ax)=h(x,) 1% [Lyx(f ()= f(y ))+C1+1,*(g(yz)—g(yl))+D,-+1_,-+1*(h(yz)—h(yl))]@
(Ly+6)x(f(y,)— f( NH(Crpy+3% P )x(g(y,) =g (¥)) (D ;1 +3%0,)*(h(y,)—h(y,))<0

(AV1.43)

y que por tanto, basta probar esta ultima desigualdad. Por la estructura que presenta ésta, podemos intuir la
conveniencia de que se cumplan restricciones adicionales para Cij; y D;+j;+1, concretamente las que ya fueran
planteadas por las expresiones (AVI21) 0<C,,,<-3%P, y (AVI122) 0=<D,, ., ,<-3*0Q,
Gracias a ellas, podemos conocer el signo de una gran parte de los factores que interviene en (AVI.43):
0<3<L,+6<6 , (f(»,)=f(»))<0 por ser “f” decreciente ente 0 y 1, C,,,;#3%P,<0 y
D, ,-++]+3 *Qi,-SO , con lo cual los tinicos signos que no controlamos son nuevamente los asociados a

[P

2"y “h”, pudiendo presentarse las siguientes posibilidades:
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.« Si gy)-g(»)=0 y A(y,)=h(y,)=0 es facil verificar que (AVIL.43) se cumple pues los tres
sumandos de la expresion son negativos (cada uno de ellos es el producto de un factor positivo y otro

negativo).

«  Analicemos ahora el caso mas desfavorable, en el cual g(y,)—g(»,)<0 y h(y,)—h(y,)<0
En dicho caso, existen dos sumandos positivos (C,-H,-+3*P,-,-)*(g(y2)—g(y1)) y
(Disy ;i1 +3%Q,)%(h(y,)=h(p,)) , y sélo uno negativo (L,+6)*(f(»,)=f () . Sin embargo,
vamos a ver que la aportacion conjunta de los positivos no va a ser superior a la de este ultimo y que, por

tanto, el resultado final sera negativo.

“ 1

Para ello, vamos a recordar la acotacion que se establece entre las funciones “f”, “g” y “h”

(g(y)=gy,))+(h(y)=n(y,) 1
o= <3—2f(y])—f(yz)>3*(g(yl)—g(yz))+3*(h(y])—h(yz))2

=3 (y)) =1 (32))==9%(g(y)) =g (y2)) = 9*(h(y1)=h(,))

(AVL.44)

y que  3<L,+6=(L,+6)(f(y,)=f(»))<3(f(»,)=f(»)) pues “/” crece entre 0 y 1. Entonces,

podemos deducir lo siguiente:

(K+6)*(f (y,)=f(y)==3(f(y)=f(»,))==9(g(y)=g(»,))=9(h(y,))=h(y,) (AVL45)

Si esta expresion es inferior a
(Ci+lj+3 *Pij)*(g(yz)_g(yl))+(Di+lj+l+3 *Qi/)*(h(yz)_h(J’1>> (AVI1.46)

se implicaria directamente la desigualdad presentada en (AVI.43). Es decir, queremos comprobar que
—9(g(»)=g(1:))=9(h(y))=h())<(Ciyy ;+3P;) (g (¥) =g (¥ ) H(Diyy ;11 +3Q) (h(y,)—h(y)))

o bien que 0=<(Cyyy +3P;+9)(g(y) =g () + (D111 +3Q;+9)(A(y))=h(y,) (AVLAT).

Pero esta ultima desigualdad es cierta pues ambos sumandos son positivos ya que cada uno de ellos es el

producto de dos factores positivos. Efectivamente, por hipotesis

g(yl)—g(yz)>0 s h(yl)_h(yz)>o y ademas,

P,2=323%P,>-9=C,, +3xP,2C,,, ~9=C,, +3%P,+9=C,, >0

i+1j
De manera andloga,

9=D >0

Qij2_3:>Di+lj+l+3*Qij2D +3*Qij+9ZDi+lj+l—

i+1 41 i+1j+1

No entraremos en la demostracion de los otros dos casos que son una implicacion directa de éste. Basta
observar que en cada uno de ellos la contribucion positiva a (AVI1.2) seria menor ya que sélo existe un

sumando con ese signo (en vez de dos).

En definitiva, si g (x,)—g(x,)=0 y h(x,)—h(x,)<0 | laexpresion (AVI.43) es cierta y, por tanto, el
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volumen a través de Cperuire del rectangulo B es mayor o igual que cero, propiedad que convierte a Cugruire €n

una funcion 2-creciente.

— El ultimo caso, y también el que mas en contra estaria del hecho de que (AVI.43) fuese positiva, se
presentariacuando g (x,)—g(x,)<0 y h(x,)=h(x;)<0 |, en cuyo caso existirian dos sumandos negativos

en (AVI1.2) que serian los dados por (AV1.4) y (AVIL.15).

Sin embargo vamos a ver que tampoco en esta circunstancia, la aportacion conjunta de ambos es suficiente
para contrarrestar el valor positivo acumulado por los sumandos primero y cuarto que, como ya hemos hecho
en casos anteriores (AVI1.23), podemos agrupar de la siguiente manera:

V.'(B)
2

*[f(XZ)_f(xl)]*[2*(f(y2)_f(yl))+Pij*(g(yZ)_g(yl))+Qij*(h(y2)_h(yl))]

Es decir, vamos a probar que

[f (xy)=f(x)Tx[2%( f (v,)= £ (
[g(x2)_g(xl)]*[Kij*(f(y2)_f
[h(xz)_h(xl)]*[Lij*(f(yz)_f(

Y+ Px(g(y)=g(y)+0,;*(h(y))—h(y,))]+
(y)+4,%(g(y,)—g )+ B, x(h(y ) h(y,)1+
))+C1+1, (g(y)—gy))+ I+1_]+1*( y2)=h(y,))1=0

0, equivalentemente, que

[f(xl)_f(xz)]*[z*(f(yl)_f(J/2))+P(/*(g(y1)_g(y2))+Q,, (h(y))=h(y,)]=
[g(xl)_g(xz)]*[K;j*(f(yz)_f(yl))‘*'A *(g(yz)_g(y1)) ;,+1*( (yz) h(y 1)
[ (x)=h(xy) I Ly (f (0,) = f (3))+Cipy x(g(02)=g(3))+ Dy (A(y,)=h (1) 120

=

(AVL48)

Para  ello, empezaremos  utilizaremos la  acotacion  (AVI.12) que recordemos  era

(g(x,)—g(x,)+(A(x,)—h(x)) _1

<—

f(xz)_f(x|) 3

Como  f(x,)= f(x)<0 y g(x,)—g(x,)<0 ,dicha expresién es equivalente a la siguiente:

(g(x,)=g(x,))+(h(x,)=h(x,))
S (x)=f(x,)

mayor que cero.

<3 f(x)=f (1)234(glr)=g () +3+(h(x)=h(x)  que es

Por otra parte, como f(y,)—f(,)=0 (por ser “/” decreciente), se verifica también la siguiente inecuacion

[2*<f(yl)_f<y2))+Pi/*<g<y1)_g(J’Q))+Q;,-*(h(J’1)_h(J’2))]Z
[(f(yl)_f(yQ))+Pij*(g(yl)_g(yz))+Qij*(h(yl)_h(y2))]=
=[(f(»)=F(y))+P,*(g(y)—g(y)+Qx(h(y,)=h(y,))]=0

(AV1.49)

Dado que todas estas cantidades son positivas podemos multiplicar sin cambiar el signo de la desigualdad

S(x)=f(x,)=3%(g(x,)=g(x,))+3*(h(x,)=h(x,)) y establecer que
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[ (x)= f Ge) I+ 2% (f (0= S (02))+ Pyx(g (1) =g () + 0k (A (y))—h(y,)) 1=
3x[g(x) =g (x )1 [2%(f (y) = f (D)) + Py (g (y1) =g (1)) +Qyx(h(y )= h(,) 1+
3x[h(x))=h(x) [ 2%(f (y)= f (1)) + P, *(g(y D=8 (1) +Qyx(h(y)=h(y)))]

(AVL50)

Vamos a probar que esta ultima expresion es mayor o igual que

[g(x)) =g () IX[Kyx(f (»2)= [ (y )+ Ax(g (y2) =g (y))+ B, *(h(py)=h(y,) ]+
[ ) =R (o) 1 Ly*(f (y2)= 1 (¥ ))+C,+1, (g(y2) =g (¥ )+ Dipy i x(h(y,)=h(y)]

(AVILS51)
lo cual completaria la demostraciéon que perseguimos.
Observemos que, como g (x,)—g(x,)<0 y h(x,)—h(x,)<0

3x[g(x)) g(XZ)]*[2*(f(y1)_f(y2))+Py‘*(g(yl)_g(yZ))+Qy'*(h(yl)_h(yz))]+
3*[h('xl)_h('xz)]*[2*(f(yl)_f(yz))+Pij*(g(yl)_g(y2))+sz (h(y,)=h(y,)]1=
[g<xl)_g<x2)]*[Kij*(f(yQ)_f< ))+A *(g (J’Q)_g<y1))+3,/+1 (h(yo)=h(y))]+
[Ax)=h(xy) Ix[ Lyx(f (yy)= f(y ))+C,+1/ (&) =g (¥ )+ Dy ¥ (o) =h(y)))]e
(Ky+6)*(f (y2)=f (y ) +(A4;+3%Py)*(g (y,)—g(y )+ (B, ;41 +3% Q) %(h(yy)=h(y,)+
(Li+6)*(f (y) = f(p))H(Cipy ;435 Py)*(g (1) =g (1) +(Diyy 41 +3%0;)*(h(,)—h(y,))<0

(AVL52)
y que por tanto, basta probar esta tltima desigualdad.

Atendiendo a las demostraciones de los casos anteriores, basta darse cuenta de que las condiciones
(AVI.19)-(AVI.22) son suficientes para que se dé la desigualdad (AVI.52) no siendo necesario repetir los

cuatro casos que podrian plantearse para las funciones “g”y “i”.

Dado que las restricciones adicionales (AVIL.7), (AVIL10), (AVI.16), (AVIL.17) y (AVIL.19)-(AVI1.22) se dan por

hipotesis, puesto que éstas son una traduccion directa de que las variables
oC Lv,) oC L)) o°C ny ,
HERMITE(”; V_,)’ HERM[TE(”; V,) y HERM[TE(”; V_,) Vie{0,1,..,n} Y j€{0,1,..m} proporcionen
ou ov oudv

junto con una relacién de Js y Ys una solucion del problema de programacion multiobjetivo no lineal entera (4.35), se
implicara, de acuerdo a la demostracion que hemos desarrollado, que el volumen de un rectangulo arbitrario totalmente
contenido en otro de los que conforman la particion del cuadrado unidad tenga un volumen mayor o igual que cero a
través de  Crzrmire.

De igual manera que deduciamos en el Anexo IV, el volumen de otro rectangulo cualquiera trazado sobre el cuadrado
unidad sera también mayor o igual que cero pues se podra expresar como suma de los volimenes de rectangulos parcial
o totalmente contenidos en los que definen la particion. Asi, quedaria probado el cumplimiento de la tercera de las

propiedades de las copulas (“ser 2-creciente”) y consecuentemente el lema.

c.q.d
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ANEXO VII: Demostracion del teorema 4.6

“Sea una particion del cuadrado unidad en n x m rectangulos del mismo darea y sea la solucion optima al problema de

programacion fraccional (4.7) dada por  c;=C ,i)ViE{O,l,Z,...n} YV j€{0,1,2,..m} que define una

i
n
subcopula C* de dominio A={los puntos de interseccion entre los rectangulos que originan la particion,}.

La condicion necesaria y suficiente para poder definir una cépula Crgrouson por interpolacion del dominio de C" a

través de las condiciones suficientes establecidas en los lemas (4.2), (4.3) y (4.5), es que C* sea una 2-subcopula-Viun

2

siendo Vyy=7——"—
3xm*n

demostracion

Vamos a probar las implicaciones en cada uno de los sentidos.

=) Supongamos que tenemos una copula Crzreusov cuya definicion responde a (4.20) y tal que el valor de sus

derivadas primeras respecto de Uy ¥ responde a las condiciones establecidas en los lemas (4.2), (4.3) y (4.5), las cuales

permiten la definicion de dicha copula.

Es decir, tenemos una relacion de valores (variables del problema (4.26)) para las derivadas respecto de U y V,

OC parguson (¥ v,) - 0 Cpgrguson (i, V) Vie{0,1,2,..,n} Vj€{0,12,..m}

tal :
EP , E ales que

Fle 0
. FERGgSZN(”"’ )=0‘v’ke{0,1,2,...,n} y

acFERGUSON(O9 Vz)
ov

=0V1€{0,1,2,..,m} (lema (4.2))

oC 1
. FERGgSON(uk: )=1Vk€{0,1,2,...,n} y
u

0C pereuson (1, V/)

ov

=1V1€{0,1,2,..,m} (lema(4.3))

»  Proporcionan una solucion factible al problema (4.26) (lema (4.5))

Sea Vv el volumen minimo que deben tener cada uno de los nxm rectangulos (que resultan de hacer la particion del

cuadrado unidad) a través de la funcion C” (y por tanto a través de Crrrguson) por obtenerse ésta por interpolacion de C.

ver qu i MINE ue C" es 2-subcopula-Vy.
Vamos a ver que necesariamente ¥y = or tanto que C

3xm*n
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Consideremos de forma genérica la rejilla que divide el cuadrado unidad en nxm rectangulos:

(m-1)m

i

2m

1m

0 1/m 2 3m (m-1yn 1
im

Ilustracion AVIL 1: Particion n x m del cuadrado unidad

Vamos a analizar en primer lugar las variables de decision asociadas a hileras horizontales, la primera de las cuales se
mueve en la ordenada v = 0. Estas variables responden a la nomenclatura de P's y Q's y son las que relacionan las

primeras derivadas de la copula respecto de V (véanse (4.24) y (4.25)):

b =Y, *[6C (u;,v)) _oc¢ (u,-H,vj)]
v V(B) ov ov

:2*(vj+1—vj)*[8C*(ui, Vi) 0C (u.y,v,.,)
V.(B) ov ov

o ]

Basaremos el andlisis en variables P's , siendo indiferente el haberlo hecho para variables O's puesto que unas y otras
estarian referidas al suelo (v)) y al techo (v;+;) de los rectangulos de cada hilera horizontal, circunstancia irrelevante para
este estudio. Si fuéramos absolutamente puristas con la notacion, deberiamos utilizar variables P's para la ordenada 0,

variables Q's para la ordenada 1 y cualquiera de las dos para ordenadas comprendidas entre 1 y m-1.

Entonces, como Py, pertenece a la region factible asociada al problema (4.26), debe ser menor o igual que 0 y, mayor o

igual que -3 . Ademads, también por hipdtesis, suponemos que deben darse las condiciones impuestas por los lemas (4.2)

y (4.3).

Teniendo en cuenta todo esto, podemos hacer el desarrollo siguiente:

1
2x— " * %
m 90C(0,0) 0C (u0) 0C (u, 0)
= - < >
Py, Vo [, oy 1=0==7 20 (AVILI)
1
2*— . * *
p o_m *[ac (0,0) 9C (u,0) __53.0C (1,0) _3%Vyxm (AVIL2)
0,0 = < .
Ve 0V ov ov 2

Del mismo modo, Como P,.;o debe pertenecer a la region factible,
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2%=— * * * *
Pn_lo m *[ac (uﬂ—UO) _aC (190)]S0:>[6C (un—lﬂo)_l]so2[ac (un—UO)]Sl (AVIIS)
Vi OV ov ov ov
2*1— * *
Pn_10= m *[aC (un—lﬂo) _aC (170)]2_33[6C (un—190)_1]2_3*VM1N*m
Y Vw0V ov ov 2
[_aC*(un—UO) ]S_1+3*VMIN*m
ov
(AVIL4)
En funcidn de las ecuaciones (AVIL.2) y (AVIL.4) se tiene que:
oC (ul,o) oC (un—190)<3*VMIN*m _1+3*VM1N*m :_1+3*VM1N*m (AVIIS)

av ov ~2 2
Por otra parte, teniendo en cuenta la cota inferior para el resto de las P's de las variables de ordenada 0, se tiene que:

1

2%k — « X * *
p —_m oC (”1,0) 0C (u,0) oC (”1,0) 0C (u,0) . =3%V ,yy*m (AVIL6)
o=k - >-3] - 1=
Y Vw0V ov ov ov 2
2*1— * * * %
P2,0=V m_ 2C (MZ’O) _aC (”3,0) ]2_32[6C (u2,0) _aC (u3,0) ]2_3*VM[N*m (AVIL7)
MIN v ov ov ov 2
2*1— * * * *
m 0C (u,_,,0) 0C (u,_,,0) 0C (u,_,,0) 0C (u,_,,0) . =3%V,,,*xm
P = * - >-3 - >
"0V [6v ov ] :[av ov ] 2 (AVIL8)

La suma de estas n-2 expresiones da lugar a

0C (u,,) _6C'*(u,,_1,0) ]2—3*VM1N*’"*("_2) (AVILY)
ov ov 2

Asi, juntando las expresiones (AVIL5) y (AVIL9) se llega a que

=3V kmx(n=2) <[ac*<u1,0> 0C" (u,_,,0)

3 3y 5 1==14+3%V,,,*m (AVIL10)
Atendiendo a los extremos de la expresion anterior, podemos establecer finalmente que,

3%V yyxm*(n=2)
2

<=143%V, yxm=>V =

AVIIL.11).
3km*xn ( )

A este mismo resultado se podria haber llegado para otra hilera horizontal cualquiera. Efectivamente, si consideramos

las variables de decision asociadas a una ordenada arbitraria “j”, se tiene que:

Como Py, debe pertenecer a la region factible, debe ser menor o igual que 0 y, mayor o igual que -3

1
2*— * * ®
m 0C(0,v,) 0C (u,v)) 0C (u,v)) . (AVIL12)
= L 2 < > J > .
P, o *[ 5 = J=0=— >0 Vje{0,1,...m}
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L
m, ocC (O,vj)_(?C (ulyv‘/)]2_3:>6C (“1,VA/)S3*VM1N*’"
S Vi OV ov ov 2

2 %
P

Vjefol,...,my (AVILL3)

Del mismo modo, Como P,.;; debe pertenecer a la region factible,

1
2%— . ! '
0C" (u,,,v;) 9C'(1,v) oC (u,.,v)
pom i1 V;) Vil 1< —— T 1<
T *[av Em ] 0:>[av 1<0=
oc” Y,

[M]gl Vj€{o,l,..,m;}

ov
(AVIIL.14)
2*1_ * * *

, . " *[ac (un—l’vj)_ac (I,Vj) ]2_3:[M_1]2M:
n=1,j Van ov ov ov 2
_ac(”—"-l"}f')]<_1+w Y je{0,1,..,m}
ov

(AVIL15)

En funcién de (AVIL.13) y (AVIIL.15) se tiene que

aC*(ul)v/.) BC*(un_l,vj) <3*VM,N>I<m 1+3*VM,N*m
ov ov 2 2

=—14+3%V *m Y j€{0,1,..,m} (AVIL16)

Por otra parte, teniendo en cuenta la cota inferior para el resto de las P's asociadas a la ordenada “j ", se tiene que:

1
PLFIZ/ZIE*[gf*(ul)v,)_gf*(uz)\/,)]2_3:[25*(141)\/!-)_Zf*(uz)vj)]2;3*V‘M,N*m V(00 m) (AVIL17)
2*% 0C (u,v;) 0C (uyv)) 0C (u,v,) 0C (uyv,) . =3%V ¥m AVILIS
Pomp g g S e [ S R S M Y (0, m) (AVIL18)
2*% oC (u,_,v) 8C (u_,,v) oC" (u,_,,v) 0C (u,,v). —3%V, *m
P,_,= VM,N*[ IV el Co k] R F SE= V€01, m)
(AVIL19)

La suma de estas n-2 expresiones da lugar a

8C*(u],vj) 6C*(un_,,vj) >—3*VM,N*m*(n—2)
ov ov 2

[ YV je{0,1,...m} (AVIL20)

Asi, teniendo en cuenta (AVIL.16) y (AVIL.20) se llega nuevamente a que

3%V, xm*(n—=2) 0C (u,v,) C (u,_,, v,
MIN < 1,7 n—1 J

2 “Lov “ov 1<—143%V,km ¥ j€{0,1,..,m} (AVIL2])
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=35V yyxm*(n=2)
2

2
<=143%V, yxm= VM’NZ3*m*n

y en consecuencia a que (AVIL.22)

El mismo razonamiento aplicado a las hileras verticales nos va a conducir a la acotacion de Vv en funcion de la

dimension “n”. Dichas hileras van asociadas a variables K's y L's (véase (4.22) y (4.23)).

1

V. (B)

_2%(u—u;) 0C (u,v,) oC (u,,v,,,)

y ! AR LA L.
i~y _(B) Sy on Y L

*[aC*(u[+l’ Vj) _ aC*(“H—] er+1>]
ou ou

_ 2*(“f+1_u->

Dado que el utilizar unas u otras resulta nuevamente irrelevante, emplearemos por ejemplo las variables K's.

Ce

Supuesta una hilera vertical cualquiera asociada a la abscisa “i”, entonces K;o debe pertenecer a la region factible
asociada al problema (4.26) y por tanto, debe ser menor o igual que 0 y, mayor o igual que -3 . Esto, junto con el hecho
de que se verifican las condiciones impuestas por los lemas (4.2) y (4.3) sobre las derivadas primeras, permite hacer el

siguiente desarrollo:

1

2*— * * *

n_0C (u.0) 0C (u,-,vl)]soﬁgc (u;,v)) Ly (AVIL23)
u

K,\= >0 Vie{0,1l,..

* —
Vv Ou ou

1
n  0C (u,0) C (u;,v,)

2%
= *
Viw Ou Oou

K, = aC*(ui)vl)<3*VMlN*n

. - (AVIL24)
ou 2

Vi€l0,1,...,n}

1=-3

Del mismo modo, Como K;,..; debe pertenecer a la region factible,
2 sl

n
i’m—l_V *[a P
MIN u u

aC’*(ui’vm—l)
ou

oC (ui’vm—l) _ac (ul,l) ]S0=>[2C (”i} vm—l)
u

K ~1]<0=

[ 1=1 Vie{o,1,...,n}

(AVII25)

1

2%k— « . .

K, = n *[GC (u;,vm—1)_ac (M1,1) ]Z—3$[M—I]ZM:>
Y Viw Ou Oou ou 2

ou

REJ P
[ ]s—1+2¢" Vie{0,1,...,n}

(AVIL26)
En funcién de (AVIL.24) y (AVIL.26) se tiene que:

ZS(u,,vl)_ZS (4, v,,_,) S:;*VMIN*}’I_1+;*VMIN*H=_1+3*VM1N*H Vie(00..n} (AVIL2Y)

Por otra parte, teniendo en cuenta la cota inferior para el resto de las K's asociadas a la abscisa “i”, se tiene que:

1
Dk— * * * *
_“n 0C (u;,v,) 0C (u;,v,) OC (u;,v,) 0C (u;,v,) _=3%V,,y*n . (AVIL.28)
K[']_VMW* e Em 1= 3:>[au 7 ]22 Vie{0,1,..,n}
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1

0 2C wvs) _9C (w,v,)

0C (uy,ve) OC (yvy) o =34V vy v (AVIL29)

K[’ZZVM,N ou ou 1== 2[811 ou 2
26k oC (u,v ) 0C(u,v ) oC (u,v _,) 0C (u,v _)) 3%V, *n
__hn ir Vm=2 i? VY m=1 _ it Ym=2 i V=1 - MIN .
Ki'm_z_VMm *[au 3 1= 3:>[6u EP ]22 Vie{0,1,..,n}
(AVIL30)
La suma de estas m-2 expresiones da lugar a
(u, “(u, =3V -2
[GC (u,,v,) oC (ul,vm_l)]Z *V , oknx(m—2) Vici0l, ..} (AVIL3I)

Oou “ou 2
A partir de las expresiones (AVIL.27) y (AVIL.31) se obtiene la relacion

=34V knx(m=2) 0C (u,v,) 0C (u,,v, )
2 " Ou ou

1<—143%V,%n YVi€{0,1,..,n} (AVIL32)

=3V, knk(m—2)
2

2
<—14+3=% VMIN*n:VMINZm

y en consecuencia a que (AVIL33)

Asi, por cualquiera de las vias ((AVIL.11), (AVIL.22) y (AVIL.33)) se llega a que la condicidon necesaria para poder

encontrar solucion al problema (4.26) es que V= o lo que es lo mismo, que C" sea 2-subcopula- Vi con

3xm*n

2

MIN=
3km*n

V

2

<) Supongamos ahora que C"es 2-subcopula-Vyy con VM’sz

Sea entonces C° la soluciéon optima al problema de programacién  fraccional dada  por
c=C"(L,L) Vie{0,12,..n} VY j€{0,12,..m} . Veamos que se puede definir Crrrguson dada por (4.20)

n m

cuyo valor para las derivadas de primer orden respecto de U 'y V viene dado por

0 C pgrouson (l j_)

ou n'm

oc o
O~ rERgusoN (1 f_)=;7 Vie{0,1,2,...n} V,j€{0,1,2,..m} (AVIL34)

>

_J
m’ Ov n’'m

Es decir, vamos a ver que con esta definicion se van a dar las condiciones para que se cumplan los lemas (4.2), (4.3) y

(4.5). Efectivamente,

Fle ; oC ;
- RGOSV (L g)\—0 \/i€{0,1,2,..,n} y —LERGUON (o J)—0 \/ je{0,1,2,..,m} (se cumple el
ou n ov m

lema (4.2))
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aC
o rereuson (L M=y N ef0,1,2,..,n) p
ou m

i
_’
n m

=—=1 VI[e€{0,1,2,...,m} (secumple también el lema (4.3))

9C rgrguson (ﬁ=1 L)
ov n m

S|

Proporcionan una solucion factible al problema (4.26) dado que, teniendo en cuenta que ., —ui—% s

aC . . aC . . . . _
y que [M(l_,]_)_ FERGUSON (l_’]+l )]=]__]+l _-1 (AVIL3S)
ou n'm’° Ou n’'m m
wL
se tiene que 2*(ui+l_ui)*[aCFERGUSON (l_ j_)_aCFERGUSON (l_ f+1)]= n *i<0 (AVIL36)
Viin ou n'm’ Ou n’'m Vi m

Por otro lado, como consecuencia del hecho de ser 2-subcopula-Vy, y considerando (AVIL.35) resulta que

2 3knxkVyy 1 =1 _=3%nxV,,
V,.> > o> T MIN
MIVE Samkn 2 mom 2 -

9C rrrguson (l_ J )_aCFERGUSON (l_ jtl )]2_3*n*VMIN -

ou n'm’ du n'm 2
2*1_*[6CFERGUSON l_)j_ _ 0 Crprouson (l_]-l-l )]

n_Ou n_m_ Ou n_m >3
V sy B

ou n'm’ Ou

aCFERGUSON (i ] )_aCFERGUSON (i j+1 )]
n’'m

2*(”i+1_”5)*[
>-3

VMIN
(AVIIL37)

La conjuncion de (AVIL36) v (AVIL37) da lugar a la primera de las restricciones asociadas a las derivadas

respecto de U del problema (4.26).

Para la segunda, basta observar que, igualmente,

[Mﬂ(i+l ’L)_aCFERGUSON (H'_l J+1 )]:L_ji:i (AVIIL38)
m m m

ou n ou n m m

con lo cual, los desarrollos que conducen a las acotaciones (AVIL.36) y (AVIL.37) son exactamente los

mismos.

Respecto de las restricciones asociadas a las derivadas en V,

>

oC i j, oC i+1 j i i+l -1
[8VFERGUSON (n i/l)_avFERGUSON (n_ Zg)]=;_n_=n_ (AVIL39)

0 C rgrauson (l_ Jt1 )_aCFERGUSUN (H'_l J+l ) :i__i-i-_l:—_l (AVIL40)
n

y ov n’'m ’

ov n m n on

donde para cualquiera de ellas se puede hacer un razonamiento analogo al realizado para las derivadas en U.
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. 1 . . . .
Teniendo en cuenta que V. —V j=; y procediendo por ejemplo a partir de (AVIL.39) se tiene que:

1
2%—
2*(vj+]_vj)*[aCFERGUSON <l_ L)_aCFERGUSON (H‘l L)]z m *i<0 (AVILA4Y).
Vv ou n’'m’ Ou n m wuy

La conjuncién de esta tltima expresion con la hipétesis de que C” es 2-subcopula-Vyy permite obtener la otra

acotacion,
2 3xmx ) 1 =1 =3*xmx*xV
Vo= = MN >~ >~ MIN
3xm*n 2 n n 2

[aCFERGUSON (i ]) 0 C prrguson <i+1 j )]>_3*’7”*VM1N:>

>

Ou n'm’ Ou n P )
2*1_*[‘T§CFEM(L’L)_‘%FEM i+1 L)]
m__Ou n'm’ Ou n m

VMIN

OC rprouson (l J ) 0 C pgrouson (i+l j )]

>

2*(vj+1_vj)*[8u n'm’ Ou n m

>-3
Viay

(AVIL42).
De esta forma, los vectores tangentes en el dominio de definicion de la subcopula definidos por (AVIL.34)

constituyen una solucion factible del problema de programacion matematica (4.26) y por tanto se cumplen las

condiciones del lema (4.5).

Asi, hemos encontrado una relacion de valores para las derivadas primeras (AVIIL.34) que satisfacen las condiciones
suficientes establecidas en los lemas (4.2), (4.3) y (4.5). Esto permite asegurar que la funcion Crgreuson construida por

interpolacion cubica de C” es una copula, quedando completada asi la demostracion de este teorema.

c.q.d
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ANEXO VIII: Contrastes de bondad de ajuste a una distribuciéon dada

T3]

Los test de bondad de ajuste nos van a permitir contrastar si una muestra de “n” valores, {x,, ..., x,} procede de una
distribucion conocida Fy. En otras palabras, si F es la verdadera funcion de distribucion de la muestra, el test que se
plantea es:

H,:F=F,

H,:F#F,
Para llevarlo a cabo, se trocea el rango de variacion de la distribucion a contrastar en una serie de clases y se comprueba
si el nimero de valores muestrales observados en cada una de las clases (O;) se parece al numero de ellos que cabria
esperar (E;) bajo el supuesto de que se distribuyeran segtin F).
Para distribuciones unidimensionales estas categorias serian intervalos, mientras que por ejemplo para distribuciones
bidimensionales (2-copulas), serian rectangulos.

Formalmente, segiin se explica por ejemplo en [NEWBOLD], supuesta una particion en K clases, la hipotesis nula

K
vendria a especificar las probabilidades p; p,_, Px (con Z p;=1 ) de que una observacion x; (0 x; en el caso

i=1
bidimensional) se encuentre en cada categoria.

(T3]

Dado que hay “n” observaciones muestrales, el nimero esperado de datos en cada categoria bajo H, seria E;=nx* p,
Este valor representa la probabilidad de que una observacion muestral se encuentre en la clase “i” siendo tales
observaciones las que van a permitir contrastar la hipotesis. Si el nimero de valores muestrales observados en cada
categoria es muy proximo al que se espera, entonces existira evidencia a favor de la hipotesis nula y se podra decir que
los datos se ajustan a la distribucion de probabilidad supuesta F.

Una forma obvia de medir esta proximidad es comparando la diferencia entre ambas cantidades en concepto de
distancias, es decir, en valor absoluto o bien en términos cuadraticos para que no se produzca un efecto de
compensacion entre unas y otras que pudiera conducir a una conclusion errénea.

En términos cuadraticos, el contraste de la Chi-cuadrado establece esta comparativa a través del estadistico de
Pearson, el cual responde a la expresion:

; (Oi_Ei)z

P=Ll
E.

i

(AVIIL])

Efectivamente, este estadistico cuantifica la diferencia entre el nimero de valores muestrales en una clase “i” (0;) y el
valor esperado en ella (E)). Por ello, valores bajos del estadistico de Pearson conducirdn a no rechazar la hipotesis nula.
Se puede demostrar que P~X i_ .« yasi,cuando P>X f(_ L« dicha hipoétesis es rechazada.

Este contraste necesita muestras de gran tamafio y su potencia crece conforme crece el nimero de clases. Existe un
convenio empirico que aconsejan el empleo de este contraste cuando el tamafio muestral es mayor que 30, el nimero de
intervalos considerados (clases) es mayor que 5 y la frecuencia tedrica de cada clase (£;) es mayor o igual que 5 (de no

ser asi, se recomienda reagrupar las clases).
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Alternativamente, cuando el tamafio de la muestra no es muy grande ( (n~30) ), se utiliza el contraste de
Kolmogorov-Smirnov que mide la distancia a la que haciamos referencia en términos absolutos. En este caso, el
estadistico del contraste representa la méxima diferencia entre la funcion de distribuciéon empirica de la muestra F,(x) y

la distribucion teorica a contrastar, es decir,

Dn=supremo| F\,(x)=Fy(x)| (avInL.2)

Kolmogorov y Smirnov estudiaron la distribucion asintética de este estadistico. Si H, es cierta (F = Fy), segin el
teorema de Glivenko-Cantelli se tiene que

supremo|F (x)=F(x)| 20 Ay 3)

Por tanto, valores bajos de D, conducen a “admitir” que los datos se ajustan a la distribucion de probabilidad supuesta

Fy 0 mas estrictamente hablando, a no rechazar la hipétesis H.

ANEXO VIII: Contrastes de bondad de ajuste a una distribucion dada - 308 -



ANEXO IX: Contraste de Kruskal-Wallis

El test de Kruskal-Wallis permite realizar un analisis de la varianza desde la perspectiva no paramétrica. Segin puede

consultarse por ejemplo en el capitulo 15 de [NEWBOLD], el contraste plantea si “k” muestras

{ X}z Vi€{L2,. .k} corresponden a distribuciones con una misma media, es decir,

Hy:pu=p,=...=pu,
H,:p#u; para algunos i, je{1,2,..

k) (AIX.1)
o equivalentemente, si [/ define la media global de las “k” poblaciones combinadas y F; la diferencia entre dicho valor y

la media de la poblacién del i-ésimo grupo (  F,=pu,—pu Vi€{12,... .k} ),
H, F\=F,=..=F,=0 (AIX.2)

Bajo el enfoque no paramétrico, este problema se transforma en realizar el test respecto de los rangos {R;}

asociados a las observaciones muestrales {X;} . La ventaja respecto del test ANOVA es que (inicamente presupone
la aleatoriedad en la extraccion de las muestras sin hacer referencia a las hipotesis de homocedasticidad y normalidad
que éste precisa. Por ello, acostumbra a utilizarse cuando el analista intuye que la poblacion que esta analizando tiene

una distribucion significativamente diferente de la Normal.

Los pasos a seguir para realizar este contraste son:

k
1. Ordenar las z n.=n observaciones 1{X;} de menor a mayor asignando a cada una de ellas su rango

i=1

{R;} (posicion). En caso de existir datos repetidos, se puede proceder de la siguiente manera:

Supongamos que tenemos 4 datos repetidos que ocupan las posiciones 2, 3,4 y 5, es decir,
18 (1),22.3(2),22.3 (3),22.3 (4), 22.3 (5), 25 (0),...

2+3+4+5

4 =3.5 'y asignar a los 4 datos este

Entonces, se puede tomar la media aritmética de los rangos

rango. El dato sexto y los sucesivos (salvo nueva repeticion), conservarian su rango.

2. Para cada una de las “k” muestras, calcular R; como la suma de los rangos {Rg,} de sus observaciones

(también en orden creciente). La hipotesis Hy sera falsa si estas cantidades son muy diferentes.
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3. Calcular el estadistico del contraste de las medias poblacionales

12 5 R;
K—w n*(n+1),-§=1 L=3x(n+1) (AIX3)

i

que, bajo Hy, se distribuye segiin una Chi-cuadrado con k-1 grados de libertad

4. Comparar el valor del estadistico con su valor teérico Xi_, « Yyrechazar Hysi K—-W=>X " P
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ANEXO X: Analisis mediante wavelets

Las wavelets son unas herramientas matematicas utilizadas habitualmente en el ambito de las series temporales
(eliminacion de ruido, analisis de sefiales geoldgicas y sismicas, etc.) y en el de procesamiento de imagenes (lectura de
huellas digitales, reconocimiento de firmas, decodificacion de sefiales de sonido, etc.). Su traduccion exacta seria “onda
pequeiia” (diminutivo del término inglés wave que significa “onda” u “ola”), aunque normalmente las veremos
referenciadas en nuestra literatura a través de las palabras “ondicula”, “ondeleta” u “ondita”. De acuerdo a su nombre,
las wavelets son ondas que crecen y decaen en un periodo de tiempo limitado en comparacion con las funciones seno y
coseno que mantienen su oscilacion a lo largo de toda la recta real. La mayor parte de las explicaciones que a

continuacion se presentan pueden ser encontradas en los capitulos primero y cuarto de [PERWAL].

Analiticamente, una wavelet es una funcion integrable y oscilatoria ¢/ cuya media es cero, o lo que es lo mismo, una

funcidén que satisface las dos propiedades siguientes:
1. Suintegral es cero, es decir, f w(u)du=0 (AX.1)

Esta primera condicion asegura que cualquier actividad de la wavelet en el eje real positivo se verd

compensada por otra de signo contrario dandole asi el aspecto de una onda.
2. Es cuadrado-integrable, es decir, f ¢ (u)du=1 (AX.2)

Esta segunda propiedad implica que para cierto 0<e<1 | se podra determinar un intervalo [-7, T] tal que

T

T (T, )
f Y (u)du<l—c yasi, f W (u)du~1 y f W (u)du~0 cuando €—0
=T =T (—o0,=T)

Asi, la actividad de la wavelet esta restringido a un intervalo de tiempo pequefio en comparacion con la recta

real.

En el contexto de las series temporales, estas funciones miden como varia el valor medio de una serie entre dos periodos
de longitud A. Valores de A suficientemente grandes permiten detectar comportamientos suaves o de baja frecuencia (en
los histéricos de demanda de gas que se presenta en las aplicaciones practicas de esta tesis irian referidos a periodos de
365 dias que definen el ciclo anual) mientras que valores pequefios de dicho parametro identifican cambios rapidos (de

una semana a otra) y, en el caso extremo, una sefial de error (de un dia a otro).

A continuacion se presenta la idea intuitiva que justifica esta cualidad de las wavelets para medir variaciones del nivel

en que se mueve una funcion.

b
El valor medio de una funcién x(.) sobre un intervalo [a,b] viene dado por «(a,b)= (bia) f x(u)du (AX.3).
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En consecuencia, fijado un instante de tiempo “¢ ”, el valor medio de la funcion en el intervalo de longitud A centrado

en dicho instante vendra dado por A(A,f)= (t——t + f x(u)du (AX.4).

La variacion de este valor medio entre dos intervalos consecutivos (A, ¢) y (¢, t+A) vendrda dada por

t+2A

D(/\,t)=A()\,t—i—%)—A()\,t—%):%f x(u) du——fx ) duu= fq;,u Vx(u)du (AX.5)

-1 .
— si t—A<u<t

donde  Wiamda ()= (AX.6)
X Si t<u<t+A

que para A =1y t=0, es proporcional a la primera wavelet que encontramos en la literatura, debida a Alfred Haar

— si —1<u=<0
HAAR(u)= V2 (AX.7).

(principios del siglo XX), y que responde a la expresion ¢ 1
ﬁ si O<u<l

HAAR(t)

.Dado que @ (1)= \/»*Wlo() Y o« ¢o(t) , de la misma manera se implica que

W (1,0)= fw”“R (u)x (u)du Tq/lp(u)x(u)duw(l,o)

—00 —00
La extrapolacion de la funcion de Haar a un instante arbitrario “ ¢ y una escala cualquiera A proporciona la wavelet

— si t—A<u<t
HAAR V2A
At (u)=

1 .
— si t<u<t+A
V2A

(AX.8)

©

que permite, de igual forma, definir la familia de funciones W "™**(A, ¢) f Wi (u)x(u)du o« D(A,t)

-0

Se define A como el parametro de escalamiento o dilatamientoy “¢ ” como el de translacion o desplazamiento.

La coleccion de variables  {W ™ (A, t):A>0,—o<t<w} recibe el nombre de transformada wavelet continua
(CWT) de Haar de la funcién x(.). Esta transformada es proporcional a la diferencia entre dos medias adyacentes de
escala A, la primera comenzando en el instante “ ¢ ” (sobre el intervalo (¢, t+A)) y la segunda terminando en dicho
instante (sobre (z-A, 7)) quedando asi justificado el hecho de que estas funciones permitan medir la variacion del valor

medio de una senal entre dos periodos de tiempo consecutivos.
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A través de otro tipo de funciones wavelets se puede hacer que las medias calculadas sobre dichos intervalos se
encuentren ponderadas en funcidn de su proximidad a un punto interior de los mismos. Por ejemplo las CWT asociadas
a wavelets gaussinas, las cuales se obtienen a partir de la derivacion de la funcion de densidad gaussiana, pueden ser
proporcionales a la diferencia entre dos medias ponderadas asociadas a periodos consecutivos. Las transformadas
continuas correspondientes a otras wavelets de esta familia o de alguna otra como la popularmente conocida como
“sombrero mexicano” (segunda derivada de la funcion de densidad gaussina) recogen la variacion entre una media
ponderada asociada a un periodo de tiempo y la media de otras dos calculadas sobre los dos intervalos circundantes a €l.

El siguiente grafico ilustra la forma que presentan las funciones wavelets citadas.

=
Pl 05 i

05 o

0 | 0

0
: ! 05

L i

1

1
! 05
o 0r

g 0 5 5 0 5 £ 5 " 0

Wavelet de Haar 7 Wavelet Gaussiana ¥/

Wavelet Gaussiana WGE Wavelet Sombrero Mexicano W_MH
Ilustracion AX.1: Algunas funciones wavelets

Ademas de las presentadas en dicho grafico existen otras muchas clases de wavelets como las daublets, las symmlets o
las coiflets, por citar algunos de los ejemplos mas conocidos. Asociada a cada una de estas familias existen unos
representantes 0 “padres” denominados “wavelet padre” y “wavelet madre” a partir de los cuales se pueden obtener

todos los miembros restantes mediante operaciones de escalado (o dilatacion) y translacion (o desplazamiento).

De igual manera que sucede con las funciones copula, uno de los problemas principales consiste en determinar qué
familia de wavelets puede ser mds apropiada para el tratamiento de una determinada sefial en funcién de las
caracteristicas de ésta. De hecho, una parte importante de la investigacion actual en este campo esta focalizada en la
construccion de funciones wavelets (“cabezas de familia”) que proporcionen una descripcion informativa y eficiente de
la sefal que se desea analizar en funcion de las propiedades de ésta. Esto se traduce normalmente en la busqueda de
aquellas restricciones a imponer sobre las funciones wavelets (adicionales a (AX.1) y (AX.2)) para poder realizar con
ellas un analisis 1til. Una de las propiedades que goza de mayor popularidad, garantiza la reconstruccion de una sefial

x(.) a partir de la CWT asociada a una wavelet determinada (J, si su transformada de Fourier, dada por

©

t,l/(f)=f W (u)e ™™ du , verifica que O<Cw=f
0

—o0

lw(u)f
f

df <o (propiedad de admisibilidad) y la sefial

x(,) satisface que f xz(t)dt<00

—00
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La reconstruccion se puede conseguir a través de la expresion

©

x(t)=CLf[f W(A,t)*%*w(%)dﬂ*%d?\
y 0

—©

y la consecuencia directa es que la CWT contiene la misma informacién que la funcién x(.) pero presentada de forma
diferente, descompuesta como suma de funciones que se mueven a diferentes velocidades o frecuencias. Asi, de la
misma manera que el analisis de Fourier consiste en descomponer una sefial como una combinacion de funciones senos
que se mueven a diferentes frecuencias, el analisis mediante wavelets permite la descomposicion en versiones escaladas

y trasladadas de una wavelet madre.

Si bien la CWT, como su propio nombre indica, permite el tratamiento de sefiales continuas, existe una coleccion de
variables equivalente para la descomposicion de funciones discretas definidas sobre un conjunto finito de instantes “¢ ,
Y 's,@ como son las series temporales y que van a ser las que verdaderamente nos van a interesar. Asi, a través de la
transformada wavelet discreta (DWT) podemos expresar una serie temporal como combinacion lineal de funciones
wavelets (¥ 's,pque se obtienen por dilatacion o translacion de sus “padres” y que miden la variacion de la sefial x(.) a
distintas escalas. Las wavelets mas relacionadas con su “padre” (¢'s) van asociada a las partes mas suaves (S = suave o
del inglés smooth) o de baja frecuencia de la serie y en contraposicion, aquellas que heredan las caracteristicas de la
“wavelet madre” ({'s) resultan apropiadas para la representacion de las partes mas detalladas (d = detalles o del inglés
details) o componentes de més alta frecuencia. Es decir, los “padres” de una clase generan una base de  L’(IR) dada

por una relacion de funciones wavelets en funcion de las cuales es posible representar una sefial.

X(f)=z SJ,k¢J,/c(Z)+Z d/,ka,k(t)—'_Z dJ—l,k(IjJ—l,k(t)+'--+Z dl,kqjl,k(t) (AX.9)
k k k k

Los coeficientes de esta combinacion van asociados a un instante concreto “¢ ” y a una escala de orden 2 (escalas

“dyadic”). Por ejemplo, el coeficiente d;, informa sobre el comportamiento de la funcién x(.) cerca del instante

k 1 . . -
? en la escala ; . De esta forma, las wavelets consiguen adaptarse a caracteristicas locales de la sefal x(.).

J

En forma matricial la expresion anterior se puede escribir como X =z D;+S, (AX.10)
j=1

que define un analisis multirresolucion (MRA) de la serie temporal X y que originalmente fue investigada por
Stéphane Mallat ¢ Yves Meyer (1989). A través de esta ecuacion, la serie queda representada como suma de J + 1
vectores denominados “cristales” que vienen a ser componentes de la serie X que se mueven a diferentes escalas o
niveles de resolucion (de ahi el calificativo de “multirresolucion”). En nuestro caso, los niveles de resolucion mas altos
(Ss, Ds, etc.) son los que emplearemos para la deteccion del comportamiento ciclico anual del histérico de demanda

construido bajo unas supuestas condiciones “normales” de temperatura.

Otra aplicacion del MRA podria ser llevar a cabo un blanqueado de la serie eliminando el ruido mediante la sustraccion
de la componente de mas alta frecuencia (D;) que vendria a representar las variaciones de consumo que se producen de
un dia al siguiente. Sobre nuestro historico de datos original estas variaciones estarian relacionadas con, aparte
obviamente del efecto del calendario (impacto de un dia festivo respecto al anterior) con los cambios de temperatura

que puedan provocar el que la demanda suba o baje de un dia al siguiente.
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ANEXO XI: Analisis mediante splines de regresion

Los splines son unas herramientas matematicas que resultan muy utiles en muchas ramas de la ciencia como son el
disefio grafico, el procesamiento de sefiales, la bisqueda de soluciones numéricas a ecuaciones diferenciales, etc.
Dentro del &mbito de las series temporales suelen ser utilizadas para la estimacion de valores desconocidos no recogidos
en el historico (missings) o bien, como es nuestro caso, para realizar predicciones de un comportamiento basico (de baja
frecuencia) subyacente a los datos. La gran popularidad que han ganado los splines se debe a la simplicidad con que
pueden ser construidos y, sobre todo, al reducido coste computacional que conlleva su uso. La mayor parte de las

explicaciones que a continuacion se presentan pueden ser encontradas en el capitulo segundo de [GREEN].

Los splines son basicamente curvas definidas a trozos mediante polinomios que vienen a representar una aproximacion
de una funcién “f” cuyo valor se desconoce salvo en una relacion de puntos de su dominio. El grado de estos
polinomios suele ser bajo con la idea de que la aproximacion a “f”” no presente fuertes oscilaciones tan poco deseables y
verosimiles. De hecho, como veremos, el proceso de construccion del spline se basa en buscar aquella curva “g” que
minimice el error cuadratico respecto de “f” a la que vez que se penalice las posibles fluctuaciones que puedan
producirse, con vistas a reducir al maximo el error resultante del ajuste (penaliza el sobreajuste). El spline que se utiliza

mas frecuentemente es el de grado 3 (spline cubico) cuya definicion analitica es la siguiente:

Sean f,%,,...,f, una serie de puntos dados en un intervalo [a,b] (denominados nodos) y tales que
a<t,<t,<..<t,<b . Un spline cabico es una funcién “g” definida en [a,b] que satisface las dos condiciones

siguientes:

1. En cada uno de los intervalos (a, tl):(tl, tz), e (t,,, b) , “g” es un polinomio ctbico

2. En cadat, “g” asi como sus dos primeras derivadas (g’'y g'’) son continuas. Por tanto las tres funciones son

continuas en todo el intervalo [a,b]

Cuando se verifica de manera adicional que la derivada segunda y tercera de “g” en “a”, y “b” toma el valor 0

(condiciones frontera naturales) el spline recibe la denominacion de spline cubico natural.

Para escribir la ecuacion del spline, basta dar su definicion en cada uno de los trozos en que ha sido dividido su dominio

de definicion. Por ejemplo, un spline definido sobre el intervalo [a,b] de acuerdo a la particion anterior seria
g(t)=d*(t—t,) +cx(t—t,)+bx(t—t)+a, Vt,<t<t,,,i=0,1,..,n,t,=a,t,, ,=b (AXLI)

La razén que justifica el empleo de este tipo de funciones como aproximacion de una curva dada es la siguiente.
Supongamos que tenemos una serie temporal Y(?), es decir, la respuesta de una variable Y en una relacion de instantes

de tiempo “¢ 7. Podemos plantear el ajuste de Y en funcion de “¢” a través de la ecuacion Y(t)=g(t)+e(t) (AX1.2)

En el caso en el que g(?) sea una recta nos encontrariamos con el tipico modelo de regresion lineal. Sin embargo, si el

[TPNe]

ajuste de una recta resulta inapropiado, una alternativa clasicamente considerada consiste en proponer para “g” un
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polinomio de orden bajo y proceder a la estimacion de sus coeficientes a través del método de los minimos cuadrados.
Al utilizar esta técnica debe ponerse especial cuidado dado que siempre puede encontrarse un polinomio de orden n-1
que pase por los “n” pares (z,Y(f)) de manera que el error cuadratico medio es exactamente cero y por tanto minimo.
Para ello, bastaria considerar la poligonal que pasa por todos ellos, es decir, unir mediante lineas rectas todos los pares.
Pero no es necesario tomar una funciéon tan poco “estética” como la poligonal, de la cual conocemos su falta de
diferenciabilidad en los puntos de uniéon. También es posible fijar unas condiciones de suavizado sobre éstos y construir
otra curva distinta con derivada continua en todos los pares y que pase por todos ellos. Es decir puede disponerse de una
curva suave “g” que interpola todos los puntos y cuyo error de ajuste es 0 y por tanto minimo. El sobreajuste de una
curva a unos datos consiste precisamente en esto, reducir inconscientemente el error sobre la muestra sin tener en cuenta
que la funcidn resultante no serd buena para sacar conclusiones: “la interpolacion abusiva de los valores muestrales se
mueve en contra de la extrapolacion del resultado a otras muestras distintas”. Por ello, una posible alternativa a la hora
de estimar la curva es penalizar el sobreajuste, es decir, castigar la presencia de bruscas oscilaciones que buscan pasar lo
mas cerca posible de los pares muestrales. A este respecto existe el método de los minimos cuadrados penalizados que

estima aquella funcién “g” que minimiza la suma de cuadrados penalizados dada por la expresion

S(g)=2 (Y, ~g(t)+ax[ {g"(x)} dx (AXL3),

i=1

El primer término de la expresion anterior es el error cuadratico medio, cantidad que trata de minimizar el método de
minimos cuadrados. El segundo es una evaluacion del grado de fluctuacion de la curva “g”. La motivacion de este
término como medida de la oscilacion de una curva, es que dos funciones g; y g que difieran Gnicamente en una
constante o en una funcion lineal, tengan la misma medida de oscilacion, algo que parece deseable dentro del contexto
de la regresion. Si bien podrian tomarse otros funcionales de g, el empleo de la integral del cuadrado de la funciéon

presenta ventajas importantes desde el punto de vista computacional.

El pardmetro a cuantifica la importancia que se da a uno u otro término. Valores grandes de a conducen a curvas
especialmente suaves pues el objetivo se centra en minimizar la medida de fluctuacion. Por el contrario, valores
pequetios quitan importancia a dicha medida y centran la atencion en la minimizacion del error cuadratico medio, dando

lugar a curvas mas variables (mas ajustadas a los datos).

Resulta que si S[a,b] representa el conjunto de todas las funciones suaves en el intervalo [a,b], el miembro de este

b
conjunto que interpola los pares (#, y(¢;)) y minimiza el valor de f {g"'(x)}’dx es un spline cubico natural con

nodos ¢. Es esta propiedad la que sustenta el empleo de los splines como métodos de aproximacion de curvas.

Ademas, existe un teorema que demuestra que este spline puede ser siempre construido y para ello basta con resolver un
sistema no singular de ecuaciones lineales para las derivadas de “g” en los nodos #. La complejidad lineal del problema
(O(n) operaciones aritméticas) se traduce en una sencillez computacional especialmente deseable para su

implementacion y aplicacion.

Una de las principales utilidades que se saca al empleo de los splines, es la posibilidad de aproximar una funcién “f” a
través de una combinacion lineal de ellos (de una base de splines), planteando un modelo de regresion en el que

participan como regresores para explicar la variable dependiente “f™.
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A modo ilustrativo vamos a mostrar como podria llevarse a cabo la construccion de los elementos de la base en funcion
de la cual quedaria representada nuestro histérico de demanda. La idea es mostrar la facilidad con que ésta pueda ser

construida, propiedad que como deciamos hace especialmente atractivo el empleo de este tipo de funciones.

Dado que nuestra intencion es que la curva suavizadora de nuestro historico (el Ciclo) se comporte de forma periddica
(anual), no debemos considerar una clase de splines cualquiera, sino que resulta conveniente considerar un espacio

constituido pos splines periodicos orientados a reflejar esta propiedad. Sea entonces,
Sp={ seC' [a,b] tq s(t)=s(t+365),s o +3650k. 1, 436500 ERSE Vie{l2,.., n} keN}

Dado que S, es hilbertiano por ser un subespacio de L*(a, b), una base del mismo estd compuesta por funciones

¢, W,ES, que verifican las siguientes propiedades:

wle)=[0 I =0 (axig

0 - (=0 si i
(t.)=0 ; w.'(¢t)=
w,(t)) w;'(t;) [1 . j=i} (AXLS5)

Bastaria determinar el valor que deben tomar los coeficientes de la ecuacion (AXI.1), dada por
d(t), w(t)=dx(t—t,) +cx(t—t,V+bx(t—t,)+a, V1,<t<t,,,
para garantizar la satisfaccion de dichas propiedades.
En el primer caso, dos de los coeficientes se estiman de forma inmediata:
¢.(t)=a=1 (AXL6)
b, (t)=3%d *(t,—t,)+2%c,x(t,—t)+b=0=b,=0 (AXL7)
Los otros dos, se calculan a partir del valor de la funcién @y su derivada en .
bt )=d *(t,,, =) +cx(t,,,—t,)+1=0 (AXLS)
¢, (t)=3%d *(t,,,—t,+2%cx(t,,,—t,)=0 (AXLI)

La resolucion del sistema proporciona los valores buscados:

CFm (AXI.10)
i+ i

d= 2
i—m (AXI.11)
i+1 i

En consecuencia,

———x(r=1,P+1 V<t<t,, (AXL12)
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En el segundo caso, dos de los coeficientes también se estiman de forma inmediata:
w,(t;)=a,=0 (AXI.13)
W, (t,)=3%d *(t,— 1) +2%c;*(t,—t,)+b=1=b=1 (AXL14)

Los otros dos, se calculan igualmente a partir del valor de la funcién ¢ y de su derivada en ¢
Wt )=d*(t,  —t) +ex(t,, —t)+(t,,,—t,)=0 (AXL15)
W, '(t,, )=3%d *(t,, ,—t)+2xcx(t,,,—1,)+1=0 (AXL16)

La resolucion del sistema proporciona los valores buscados:

(AXI.17)
d= 1
[_—(t uy 2 (AXI.18)
i+ i
En consecuencia,

__ 1 Rt
Wi(t)_(tiﬂ_ti)z*(t ti)

%*(t—t,.)%(t—ti) Vi<t<t,, (AXL19)

(ti1—1))

Debe tenerse en cuenta que la variable “z” no crece de forma constante con el tiempo a lo largo de toda la recta real sino
que lo hace exclusivamente dentro de cada intervalo [1,365] definido sobre ella, es decir, los intervalos [#.;, #+,] estan
contenidos siempre en el segmento [1,365]. Asi, por ejemplo si el primer dia que forma parte de nuestro histdrico es el 1
de Abril de 1997, se le asociara a dicho dia el valor ¢ = 1, al dia 2 de Abril de 1997 el valor 2, al dia 31 de Marzo de
1998 el valor 365 y al dia 1 de Abril de 1998 nuevamente el valor ¢ = 1. Procediendo sucesivamente de esta forma, las
expresiones (AXI.12) y (AXI.19) definen funciones periddicas que, se puede comprobar, verifican las propiedades

(AXI1.4) y (AXIL.5) y definen por tanto una base.
En el caso en el que el numero de trozos fuera 12, los valores a los que harian referencia los intervalos serian

12%i

365

y cada funcidn estaria centrada en el dia 1 de cada mes abarcando el periodo de 60 dias comprendido por
los meses que empiezan y terminan dicho dia.

Finalmente presentamos en un grafico la forma que tienen algunos de los elementos de la base de S, en funcién de los
cuales se expresard la serie temporal que define el histérico de demanda. Cada par de funciones
(¢, w,) Yie{l2,..,12} vy con él cada intervalo [7,,¢,,,] Vi€{1,2,..,12} | va referido a un mes concreto

del afio (Enero, Febrero, ...., Diciembre).
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Hlustracion AXI. 1: Base de funciones splines utilizada para suavizar el historico de demanda

ANEXO XI: Andlisis mediante splines de regresion - 319



ANEXO XI: Analisis mediante splines de regresion - 320



Bibliografia

[ARMGAL], Margaret Armstrong y Alain Galli (2002), "Sequential non gaussian simulations
using the FGM Copula", Cerna Working Paper.

[AZTRI], Antonio Aznar y Francisco Javier Trivez (1993), "Métodos de prediccion en
economia, Vol. II", 1* ed., Barcelona, Ariel Economia.

[BOGASA], Eric Bouyé¢, Nicolas Gaussel y Mark Salmon (2001), "Investigating dynamic
dependence using copulae", Financial Econometrics Research Center.

[DOSCH], Jadran Dobric y Friedrich Schmid (2005),"Testing goodness of fit for parametric
families of copulas-an application to financial data", Communications in Statistics:
Simulation and Computation, Vol. 34, N° 4, pp. 1053 — 1068.

[ENAGAS], Enagas, http://www.enagas.es.

[FERSCA], Jean-David Fermanian y Olivier Scaillet (2005), "Some statistical pitfalls in
copula modelling for financial applications", Technical report.

[FIREAST], R.Fildes, A.Randall y P.Stubbs (1997), "One day ahead demand forecast in the
utility industries: Two case studies", Journal of the Operational Research Society, Vol. 48,
N° 1, pp. 15-24(10).

[FOVAFEHU], James D. Foley, Andries van Dam, Steven K. Feiner y John F. Hughes
(1995), "Computer graphics. Principles and practice", 2* ed., Addison-Wesley Publishing
Company Inc.

[FRENERO], Gregory A. Fredricks, Roger B. Nelsen, Jos¢ Antonio Rodriguez-Lallena
(2005), "Copulas with fractal supports", Insurance: Mathematics and Economics 37, 42—48.
[GIDEDU], S.Gil, J. Deferrari y L.Duperron (2002), "Modelo generalizado de prediccion de
consumos de gas natural a mediano y corto plazo", Tercer Congreso Latinoamericano y del

Caribe de gas y electricidad, Santa Cruz de la Sierra, Bolivia.

Bibliografia - 321


http://www.ingentaconnect.com/content/pal/01605682;jsessionid=4uk3p1ca2gbb9.alice

[GREEN], P.J. Green (1994), "Non parametric regression and generalized linear models" ,
London, Chapman and Hall.

[GUTIER], Ester Gutiérrez Moya (2003), "La demanda residencial de energia eléctrica en la
comunidad autonoma de Andalucia: un analisis cuantitativo”, Tesis doctoral Universidad de
Sevilla: Facultad de Ciencias Econdmicas y Empresariales.

[HEIREN], Andréas Heinen y Erik Rengifo (2003), "Multivariate autoregresive modelling of
time series count data using copulas”", CORE Discussion Paper 2003/25, Université
Catholique de Louvain.

[HILIE], Frederick S. Hillier y Gerald J. Lieberman (2001), "Investigacién de operaciones",
7% ed., México, McGraw-Hill.

[HUSASC], Matthew Hurd, Mark Salmonn y Christoph Schleicher (2005), "Using copulas to
construct foreign exchange distributions with an application to the sterling exchange rate
index", CEPR Discussion Papers 5114.

[JOE], Harry Joe (1997), "Multivariate Models and Dependence Concepts", London,
Chapman and Hall.

[KETTLER], Paul C. Kettler y Fred Espen Benth (2006), "Dynamic copula models for the
spark spread", Pure Mathematics, N° 14.

[LIU], Wei Liu (2005), "Distributions of currencies portfolio Return: A copula methodology".
[LYXUE], Ly Fie Sugianto y Xue-Bing Lu, "Demand forecasting in the deregulated market: a
bibliography survey", School of Business Systems, Monash University 3800 Victoria,
Australia.

[MATTEIS], Roberto De Matteis (2001), "Fitting copulas to data", Diploma Thesis, Institute
of Mathematics of the University of Zurich.

[MEHRA], M.Mehra (2002), "Demand forecasting for electricity".

Bibliografia - 322



[MOLIFE], Rashed Molife (2003), "Using copulas as a measure of dependence between
competing causes of mortality", London.

[MUHAIJI], Muhammad Riaz Khan y Ajith Abraham (2003), "Short term load forecasting
models in Czech Republic using soft computing paradigms", Journal-ref: International Journal
of Knowledge-Based Intelligent Engineering Systems, IOS Press Netherlands, Vol. 7, N° 4,
pp- 172-179.

[NELQUERO], R.B. Nelsen, J.J. Quesada-Molina y J.A.Rodriguez-Lallena (1997),
"Bivariate copulas with cubic sections", Journal of nonparametric statistics, Vol. 7,
pp- 205-220.

[NELSEN], R.B. Nelsen (1999), "An introduction to copulas", New York, Inc,
Springer-Verlag.

[NEWBOLD], Paul Newold (1998), "Estadistica para los negocios y la economia",
4 ed., Prentice Hall.

[PARVAL], Leandro Pardo y Teofilo Valdés (1987), "Simulacién. Aplicaciones practicas en
la empresa", Madrid, Diaz de Santos S. A.

[PATTON], Andrew J. Patton (2001), "Modelling time-varying exchange rate dependence
using the conditional copula", Universidad de California de San Diego, Discussion Paper
N°01-09.

[PATTON2], Andrew J. Patton (2001), "Estimation of copula models for times series of
possibly different lengths", Universidad de California de San Diego, Economics Working
Paper Series, Numero 2001-17.

[PEMEX], PEMEX: Gas y petroquimica bdsica, http://www.gas.pemex.com.

[PERWAL], Donal B. Percival y Andrew T. Walden (2000), "Wavelet methods for time

series analysis", Cambridge, Cambridge University Press.

Bibliografia - 323


http://www.gas.pemex.com/

[PERWHI], Tony Perchard y Clive Whitehand (2000), "Short term gas demand forecasting",
en Ellul Led.Proceedings of the 32nd Annual Meeting on Pipeline Simulation Interest
Group.Savannah.

[QUEGAR], Vicente Quesada Paloma y Alfonso Garcia Pérez (1985), "Curso basico de
calculo de probabilidades", Madrid, ICE.

[ROMANO], Claudio Romano (2002), "Calibrating and simulating copula functions: an
application to the italian stock market", Working paper N° 12, CIDEM.

[SANSAT], Alessio Sancetta y Stephen Satchell (2004), "The Bernstein copula and its
applications to modeling and approximations of multivariate distributions", Econometric
Theory 20: 535-562.

[SASDOC], SAS Institute,http://v8doc.sas.com/sashtml.

[SEGERS], Johan Segers (2004), "Extreme-Value Copulas".

[SIXTO], Sixto Rios Insua (1993), "Investigacion operativa: optimizacion", 2% ed., Madrid,
Centro de Estudios Ramos Areces, S.A.

[VACHUNTA], Vanaja Iyer, Chun Che Fung y Tamas Gedeon (2003), "A fuzzy neural
approach to electricity load and spot price forecasting in a deregulated electricity",
TENCON 2003: Conference on Convergent Technologies for Asia-Pacific Region, Vol. 4,
pp. 1479-1482.

[VANLAM], F. Vandenhende y P.Lambert (2002), "Local dependence estimation using non-
parametric archimedian copulas".

[VENTER], Gary G. Venter (2001), "Tails of copulas", en Proceedings ASTIN Washington,

USA, pp. 68-113.

Bibliografia - 324


http://v8doc.sas.com/sashtml

	Índice
	0. Introducción
	0.1 Estado del arte
	0.2 Objetivos
	0.3 La tesis

	1. Funciones cópula
	1.1 Introducción
	1.2 Definición
	1.3 Teorema de Sklar
	1.4 Capacidad de las funciones cópula para reflejar relaciones de dependencia
	1.5 Tipos de cópulas

	2. Elección de la cópula que mejor refleja una relación de dependencia
	2.1 Introducción al problema
	2.2 Determinación de las distribuciones marginales
	2.3 Propuesta de un conjunto inicial de familias de cópulas candidatas
	2.4 Determinación de la cópula óptima dentro de una familia
	2.5 Selección de la mejor familia a partir de las cópulas representantes

	3. Metodologías para la construcción de funciones cópula
	3.1 Método de inversión
	3.2 Métodos geométricos
	3.3 Métodos algebraicos
	3.4 Método de construcción de cópulas arquimedianas
	3.5 Método de construcción de cópulas con soporte fractal

	4. Construcción de cópulas con valor óptimo del estadístico de Pearson
	4.1 Etapa I: Construcción de la subcópula que minimiza el estadístico de Pearson
	4.2 Etapa II: Construcción de una cópula por interpolación de una subcópula

	5. Simulación de valores para las cópulas construidas por interpolación
	5.1 Simulación de valores para algunas familias de cópulas conocidas
	5.2 Simulación de valores para la cópula construida por interpolación bilineal
	5.3 Simulación de valores para la cópula construida por interpolación cúbica
	5.4 Simulación de valores para la cópula construida por interpolación mediante polinomios de Bernstein

	6. Empleo de funciones cópula para predecir
	6.1 Empleo de funciones cópula como modelos de función de transferencia
	6.2 Empleo de funciones cópula para explicar dependencia dinámica

	7. Aplicación práctica: Predicción de la demanda de gas natural
	7.1 Introducción
	7.2 Predicción de la demanda de gas natural a medio plazo
	7.3 Predicción de la demanda de gas natural a corto plazo

	8. Conclusiones
	9. Futuros trabajos
	ANEXOS
	Bibliografía

