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Capitulo 1

INTRODUCCION

PRELIMINARES.

De los posibles estados de la materia el estado liquido constituird el centro de atencién
de este trabajo. Su estudio conlleva ciertos inconvenientes que no estan presentes en otros
casos y asi, por ejemplo, mientras que en los gases diluidos en general se puede despreciar
el efecto de las interacciones entre sus atomos o moléculas, en el caso de los liquidos su

mayor agregacion impide llevar a cabo este tipo de aproximaciones.

En principio un primer acercamiento intuitivo al estudio de la materia pasaria por la
observacion y medida de propiedades del sistema que se desee analizar. En este sentido
la Termodindamica proporciona una serie de relaciones matematicas entre las diversas
propiedades experimentales de los sistemas macroscépicos en equilibrio. Sin embargo, no

necesita ningin punto de referencia molecular.

Mas alla de la observacién o cuantificacion de los fenémenos que tienen lugar en la
naturaleza estd la justificacién ultima de los mismos. En respuesta a ello, una posible via
para afrontar la caracterizacion de los liquidos vendria dada por el tratamiento de todas y
cada una de las particulas de una muestra concreta en términos de sus posiciones y veloci-
dades (espacio fdsico), tal y como requiere un tratamiento clasico mediante las ecuaciones
del movimiento de Newton. A partir de las posiciones de cada ente, y previo conocimiento
de la naturaleza de sus interacciones, seria posible determinar la energia potencial, mien-
tras que un tratamiento de las velocidades daria cuenta de la energia cinética. En concreto
la Mecanica Estadistica se encarga de estudiar los sistemas macroscopicos desde un punto

de vista microscopico o molecular.

Sin embargo, es facil imaginar que el elevado niimero de grados de libertad existente

en sistemas constituidos por tantas particulas introduzca complicaciones en los calculos.
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En este aspecto la relacién entre la Mecénica Estadistica y la Termodinamica facilita
el camino acudiendo al uso de funciones de densidad de probabilidad que predicen la
frecuencia de aparicion de las particulas en las regiones del espacio fasico. Suponiendo
que el sistema es ergddico, y por tanto tiene accesibilidad a todos los puntos del espacio
de fases, es posible establecer la equivalencia entre las propiedades estadisticas de un
sistema concreto observandolo en diferentes instantes de tiempo (promedios temporales)
y un conjunto de sistemas (que forman un colectivo) con las mismas caracteristicas que
el anterior, pero examinados en un mismo instante. Con esta filosofia las funciones de
densidad de probabilidad en combinacién con la idea de colectivos de sistemas permiten
una relacién directa entre las propiedades microscopicas y macroscopicas de un sistema

determinado a través del calculo de promedios.

Esta tesis aborda fundamentalmente el estudio de la estructura microscépica de los
liquidos empleando herramientas tedricas y de simulacién, y dejando a un lado las medi-
das experimentales que, en este caso, se han empleado como punto de referencia. Ademas,
hemos trabajado con liquidos simples, esto es, constituidos por particulas o atomos ca-
racterizados por una isotropia microscépica, pudiendo asi simplificar los tratamientos y

hacer incidencia inicamente en los grados de libertad traslacionales.

[J Una vez definido el marco de actuacion en el que se va a desarrollar este trabajo es
preciso aportar las herramientas adecuadas para llevar a cabo los calculos. Por un lado
se hard uso de la Teoria de Ecuaciones Integrales, que establece la relacion entre las fun-
ctones de correlacion entre particulas y el potencial de interaccion intermolecular. Esta
metodologia estd ampliamente desarrollada en el caso concreto de que las funciones utili-
zadas se refieran a la relacion entre pares de particulas (funciones pares). En el caso de las
teorias tipo Ornstein Zernike, el punto de partida es una ecuacién integral determinada
a la que se acopla otra ecuacién llamada relacion de cierre. La relacién de cierre también
contiene una serie de funciones pares entre las cuales estd la funcion puente, y son precisa-
mente las aproximaciones que se realizan para determinar esta funcién las que dan lugar
a las diferentes teorias. Paralelamente existen ecuaciones integrales triples que relacionan
funciones de correlacién de tres particulas, y puesto que son una parte importante de este

trabajo se describirdan convenientemente en el capitulo [2]

Adicionalmente se empleard la simulacion por ordenador que, como se explicard mas
adelante, intenta reproducir las caracteristicas de un sistema 'imitando’ el comportamiento

de las particulas que lo forman.

[ Por otra parte, el estudio microscopico de un sistema fisico requiere el conocimiento
de las interacciones entre las particulas que lo forman, esto es, el potencial intermolecular.

La energia de interaccién se puede separar en diferentes contribuciones en funcién del



nimero de particulas que se estén considerando. Mas adelante se vera que la primera de
esas contribuciones (V;(r)) hace alusién a la existencia de un campo externo como puede
ser un campo gravitatorio, eléctrico, etc, o como el presente por ejemplo en los sistemas
sometidos a confinamiento (capas, poros, matrices, ...). Nosotros prescindiremos de esta
contribucion puesto que tnicamente trabajaremos con sistemas homogéneos, en los que
todas las posiciones ocupadas por las particulas son equivalentes. La segunda contribucién
del potencial es el denominado potencial de interaccion par (Va(ri2)), que establece la
energia potencial entre pares de particulas en funcion de la distancia que las separa. Esta es
la contribuciéon mas importante al potencial intermolecular en sistemas homogéneos poco
densos y su determinacion constituye en si un amplio campo de estudio. En este trabajo
se consideraran exclusivamente potenciales de este tipo entre los cuales los mas utilizados
por su sencillez y buenos resultados son el denominado potencial de esferas duras (HS)
y el potencial de Lennard-Jones (LJ). En los sistemas més densos donde la probabilidad
de acercamiento entre tripletes de particulas en una regién dada del espacio es grande,
se hace necesaria la consideraciéon de un término adicional; el potencial de tres cuerpos
(V3(r123)). Normalmente cuando se trata de particulas esféricas el potencial de tres cuerpos
resulta del principio de exclusién de Pauli por solapamiento de las nubes electrénicas y
de las interacciones entre los momentos dipolares fluctuantes de las mismas. Mientras
que el primer efecto tiene menos importancia y es mas dificil de modelar, el segundo
estd descrito de una manera apropiada en muchas ocasiones a través del potencial de tres
cuerpos de Auwilrod-Teller. En este trabajo no se hara uso de este tipo de potenciales,
aunque es necesario hacer una mencion especial a su existencia puesto que en los casos en
los que si se utiliza cobran gran importancia las funciones de distribucién triple, objeto

de estudio de esta tesis.

El principio de aditividad par, que supone exclusivamente la contribucién de V5 al
potencial, proporciona en general buenos resultados porque los efectos triples se pueden
incluir parcialmente en los 'potenciales pares efectivos’ (Allen y Tildesley, [1987; (Gubbins
y Quirke, [1996]). Normalmente los potenciales pares usados en simulacién son de este tipo,
incluyendo todas las contribuciones de N-cuerpos. Sin embargo, una consecuencia de esta
aproximacién es que los potenciales pares necesarios para reproducir datos experimentales
pueden depender de la densidad, la temperatura, etc. En el capitulo 4| se resumiran de

manera breve los principales potenciales empleados en cada etapa de la tesis.

0 Como ya se ha mencionado anteriormente, a la hora de estudiar un sistema es nece-
sario atribuirle un potencial de interaccién a las particulas que lo integran para dar lugar
a un modelo determinado, y la validez de éste dependera de su capacidad para reproducir
las propiedades experimentales del referido sistema. En este sentido habra que recurrir

a los cédlculos de simulacién usando el modelo hipotético y posteriormente compararlos
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con los resultados obtenidos mediante la experimentaciéon. Si el acuerdo entre ambos es
satisfactorio podra aceptarse el modelo como adecuado para representar el sistema en
cuestion, de manera que en este contexto la simulacién se emplea como 'test de modelos’.
Una vez que un modelo ha quedado suficientemente corroborado gracias a la experimen-
tacion estara listo para ser utilizado por otros métodos de la Mecanica Estadistica. Asi,
por ejemplo, podra ser introducido en el formalismo de la teoria de ecuaciones integrales
con el objeto de caracterizar al sistema. Ademas, en el supuesto de creaciéon de nuevas
aproximaciones teodricas el empleo de estos modelos dara lugar a resultados que, al ser
contrastados con los datos de simulacion de referencia, permitiran la aceptacién o rechazo
de esas nuevas aproximaciones. En tales condiciones los modelos se emplean como ’'test

de teorias’.

[J Una de las propiedades méas empleadas en el estudio de la estructura de liquidos
es la funcién de distribucion par (g®(r)), que para sistemas homogéneos representa la
probabilidad de encontrar una particula a una distancia dada r de otra, respecto a la
misma probabilidad para un sistema de particulas no interaccionantes. La transformada
de Fourier de esta funcién estd directamente relacionada con el denominado factor de
estructura (S®(k)), el cual a su vez se puede medir experimentalmente por ejemplo
mediante difraccién de neutrones. He aqui, pues, un ejemplo claro de la relacion entre
dos propiedades (¢?(r) y S®(k)) de cuya comparacién se puede dilucidar la validez del

modelo que ha sido empleado en los calculos de la funciéon de distribucién.

Existen también algunos experimentos que permiten calcular de forma indirecta el
efecto de las correlaciones de tres cuerpos, y aunque no son tan concluyentes como los
destinados al calculo del factor de estructura par, han servido para validar aproximaciones
tedricas de indole diversa. De entre ellos cabe destacar los estudios de dependencia del

factor de estructura con la presién (Egelstaff et al, 1969).

MOTIVACION DE LA TESIS.

Entre los sistemas mas ampliamente analizados destaca el agua por su importancia en
procesos industriales y su implicacién en los sistemas bioldgicos. Consecuentemente su es-
tudio ha suscitado un gran interés y ha dado lugar a una gran cantidad de contribuciones
tanto desde el punto de vista de la teoria como de la simulaciéon. En uno de esos traba-
jos [Lombardero et al.| (1999) utilizaron un determinado modelo de interaccion para las
moléculas de agua, y obtuvieron una serie de resultados termodinamicos y estructurales
empleando una teoria de ecuaciones integrales molecular. Se observé que en condiciones
normales de presién y temperatura el tratamiento teérico producia resultados més bien
pobres. Por otra parte, y en contra de lo que cabia esperar, se observo una disminucion

de la estructura par del liquido al bajar la temperatura. Todo ello nos indujo a considerar



el andlisis de las funciones de correlacion de tres cuerpos para aclarar estos resultados.

Una de las caracteristicas mas importantes que presenta el agua es su gran tendencia
a la formacién de enlaces de hidrégeno, que en las fases liquidas y sélidas conducen a la
creacién de una red tetraédrica estable. La estabilidad de este entramado no es debida
Unicamente a la fuerza del enlace de hidrogeno, sino que también se da la circunstancia
de que los centros de asociacién en el agua se disponen en una ordenacion tetraédrica
alrededor del oxigeno. Asi, el angulo de enlace del agua es 105° — muy préximo al angulo
tetraédrico (109°) — mientras que los pares de electrones no enlazados se sitian aproxi-
madamente en las otras posiciones tetraédricas. Esta malla de enlaces de hidrégeno da
lugar a una serie de propiedades atipicas en el agua entre las que se encuentran su elevado
punto de fusién y de ebullicién, su alta constante dieléctrica y tensién superficial, su baja
compresibilidad, el hecho de que su densidad méaxima se presente a 4° C'y que el liquido

se contraiga respecto al solido durante la fusion.

Existen modelos para representar el agua que tienen en cuenta la geometria molecular
aceptando la existencia de centros de interaccion con carga dentro de la molécula. En
estos casos su estudio plantea ciertos inconvenientes tanto desde el punto de vista de la
simulacién como de la teoria, puesto que el establecimiento de un modelo de potencial en
el que se considera la anisotropia microscopica de la molécula obliga a tener en cuenta
de un modo explicito los grados de libertad orientacionales, con la consiguiente compli-
cacién de los calculos e incremento en el tiempo utilizado para llevarlos a cabo. Algunos
potenciales consideran a la molécula como un ente rigido, es decir, sin considerar la po-
larizacion molecular ni el dangulo de flexién de forma explicita (TIP4 (Jorgensen, 1982),
SPC (Berendsen et all [1981), SPCE (Berendsen et all [1987))), otros tienen en cuenta
que los enlaces son flexibles ([Lie y Clementi, [1986)), otros incorporan de manera explicita
efectos de N-cuerpos a través de la polarizabilidad (Halley et al.l (1993), e incluso algu-
nos permiten su disociacién, como es el caso del modelo de fuerzas centrales (Lemberg y
Stillinger, 1975)).

En el ya mencionado trabajo de Lombardero et al.|(1999) se hace un estudio completo
del modelo SPCE del agua mediante teoria de ecuaciones integrales y simulacion. Los
calculos tedricos se desarrollaron segtin la aproximacién molecular de la cadena hiperreti-
culada de referencia (RHNC), y los resultados fueron comparados con los correspondientes
a simulaciones de dindamica molecular. Como sistema de referencia para la teorfa RHNC
se empled el fluido de esferas duras, que en general proporcioné datos termodinamicos
aceptables. Como ya se ha dicho, a bajas temperaturas se obtuvieron resultados inespera-
dos para la estructura par que parecian poner en tela de juicio la idoneidad de la relacion
de cierre utilizada. Por un lado se llevaron a cabo calculos en condiciones termodindmicas

ambientales, esto es, a una temperatura de 298,15 K y densidad p = 0,997 g/cm?. En
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estas condiciones se observd que las funciones de distribucion atomo-atomo RHNC, es
decir, g(oz)o(r), g(ozl)q(r) y gg}{(r), diferian sustancialmente de los resultados de simulacién.
Asimismo, otro detalle que llamaba la atencion es que la teoria HNC, que no utiliza ningin
sistema de referencia, proporcionaba resultados similares a la RHNC. Es decir, parecia
que la inclusién del sistema de referencia de esferas duras no tenia ningin efecto en los
resultados estructurales. Ademds, como se observa en la figura [I.1| para una densidad
de p =1 g/cm? la funcién de distribucién ggg(?") a 700 K posee mas estructura que la
correspondiente a 400 K, mientras que a 300 K se aprecia nuevamente un aumento de la

estructura par.

En definitiva, una explicacion de estos fenémenos parecia requerir el analisis de las
funciones de distribucién mas alla de la contribuciéon par. Con esta idea en mente se
llevaron a cabo cédlculos de la funcién de distribucion de tres cuerpos en el agua que
revelaron la importancia de dicha funcién en el analisis estructural de este sistema. En
el capitulo |3] se detallan estos resultados como un ejemplo de calculo de ¢ mediante
simulacion, y se comprobara que la disminucién de la estructura par estd asociada a un
aumento en la estructura triple resultado del ordenamiento tetraédrico de los atomos de

oxigeno.

Puesto que en la bibliografia existian numerosos ejemplos del calculo de la funcién
de distribucién ¢® en sistemas de un tnico componente, los resultados de simulacién de
Lombardero et al.| (1999) constituian en este aspecto una aportacién més, pero a nivel mo-
lecular. Ademsds, en el citado trabajo se habian empleado las correlaciones de tres cuerpos
para aclarar los resultados de la variacion de la estructura par con la temperatura. En este
sentido las aportaciones hechas desde el punto de vista de las funciones de distribucion
triplete estimularon el interés por tales funciones, convirtiéndose en el centro de este tra-
bajo de tesis. En particular, nuestro interés se ha centrado tanto en sistemas puros como
en mezclas de liquidos simples generalizando diversas aproximaciones tedricas, y haciendo
especial hincapié en la informacién que las funciones de distribucién triple ofrecen sobre

la geometria local.

ORGANIZACION DE LA TESIS.

0 El fundamento tedrico relevante en la descripcion de los liquidos estd parcialmente
esquematizado en el capitulo [2] donde tinicamente se recogen los principios bésicos para
el establecimiento de puentes de union entre la estructura microscépica de los liquidos
y sus propiedades macroscépicas a través de la Termodindamica Estadistica. Asimismo se
avanzan las relaciones fundamentales que seran de gran utilidad en la determinacién de

las correlaciones de tres cuerpos.
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Figura 1.1: Funcién de distribucién par oxigeno-oxigeno (9(02()) (r)) a partir de simulacién MD
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U En el capitulo [3| se hace un breve resumen de las dos técnicas de simulacién
que se han empleado en este trabajo. La simulacién por ordenador intenta reproducir
el comportamiento de sistemas reales por medio de calculos en colectivos de particulas
que interaccionan entre si a través de un potencial intermolecular dado. La simulacion
Monte Carlo (MC) genera configuraciones de particulas vinculadas a una probabilidad
de transicion de un estado inicial a otro final en funcién de la diferencia de energia entre
ambos. La simulacion de Dindmica Molecular (MD), sin embargo, resuelve las ecuaciones

del movimiento asociadas a las particulas que integran el colectivo que se esté tratando.

[ Los potenciales intermoleculares utilizados a lo largo de la tesis se han recopilado en

el capitulo 4| haciendo una breve referencia a su relacién con los sistemas que representan.

0 El capitulo [5| esta dedicado al calculo tedrico de correlaciones de tres cuerpos en el
contexto de la teoria de Barrat, Hansen y Pastore (Barrat et al.,|1988) o teoria BHP. Segin
estos autores es posible describir la funcién de correlacion directa triple ¢ (15,713, 793)
de un sistema como un ansatz de factorizacién consistente en el producto de tres funciones
pares (idénticas), las cuales en el limite de baja densidad se comportan como la funcién
de correlacion total par h®(r) = ¢ (r) — 1. En el formalismo de la teoria BHP la funcién
de distribucién triple g® (712, 713, 793) se puede obtener a partir de una ecuacién integral
triple en la que previamente se ha introducido ¢® de forma apropiada. Por simplicidad
esta ecuacion integral se resuelve en el espacio de Fourier, y con posterioridad la funcién
de distribucién triplete obtenida a partir de ella se invierte para calcular ¢ (r12, 713, T23)-
Una manera de comprobar la validez de esta aproximacién consiste en la comparacion
directa con datos de simulacién para determinar hasta qué punto el ansatz para ¢ es
apropiado. En el mencionado capitulo ademés de hacer una revisién de esta teoria en
el caso de un solo componente, se llevara a cabo una extension de la misma al caso de

mezclas, lo que constituye una de las aportaciones originales de este trabajo.

00 El capitulo [6] contiene los detalles relacionados con la teorfa de Ornstein-Zernike
inhomogénea (I0Z) para el cdlculo de funciones de distribucién de tres cuerpos. En este
formalismo cada triplete de particulas se coloca en un sistema de referencia ficticio en el
que una de las particulas se situa en el origen de coordenadas y se considera como fuente
de un potencial perturbativo. Esto permite que el sistema pueda ser tratado dentro de
un contexto correspondiente a los sistemas inhomogeneos. Esto constituye el método de
la particula fuente de Percus (1964). Ademds, al considerar un potencial perturbativo

centrado en la particula fuente, se rompe la equivalencia entre las posiciones del triplete.

La ecuacion integral inhomogénea que se usa en el marco de esta teoria se resuelve en
el espacio real mediante una transformacion de Legendre discreta. Aunque la metodologia

que acompana este calculo estd convenientemente descrita en este capitulo, los detalles



especificos propios de sistemas con potenciales discontinuos se recogen en el apéndice

Una de las contribuciones originales de esta tesis se centra en la extensién al caso
de sistemas multicomponentes de la teoria de I0Z, y con el fin de estimar la validez de
esa generalizacion se ha tomado como ejemplo el caso de mezclas binarias realizandose

calculos para los potenciales de esferas duras y Lennard Jones.

También se ha aplicado la teoria I0Z al caso de un solo componente en un fluido
superenfriado con ordenamiento tipico icosaédrico. Tomando como referencia la simulacion
MD se han comparado los resultados obtenidos mediante diferentes teorias, y entre ellas
también la RHNC. Nuevamente, al igual que en el caso del agua, se ha comprobado que el
sistema de referencia proporcionado por el fluido de esferas duras no es capaz de capturar
los detalles de la estructura par derivadas de geometrias locales muy diferentes a la propia

del potencial de esferas duras.

[ Las funciones de correlacién directa de tres cuerpos son especialmente importantes
en el contexto de algunas teorias que estudian el fenémeno de cristalizacion, asi como en
las propiedades dinamicas de sistemas superenfriados. En el capitulo 7| se recopilan los
resultados de factores de estructura y funciones de correlacién directa de tres cuerpos en el
espacio de Fourier obtenidos mediante simulacién MC, y se comparan con los tratamientos

teodricos desarrollados en este trabajo.

0 En el capitulo (8] se recogen las aportaciones de las teorias BHP e I0Z a un caso
concreto de sistema multicomponente como es el de una mezcla binaria en electrolitos.
En sistemas asociativos como los que se trataran aqui las correlaciones entre mas de
dos particulas juegan un papel muy relevante dado que incluso a densidades bajas la
geometria local derivada de las condiciones de electroneutralidad se aparta notablemente

del comportamiento ideal.

00 El apéndice [A] contiene una breve descripcion de la ecuacién Ornstein-Zernike par

y algunas de las relaciones de cierre que se han empleado en los diferentes capitulos.

0 El apéndice |B| hace una breve revision de los principales métodos numéricos utili-

zados en la resolucién de las ecuaciones integrales de este trabajo.






Capitulo 2

MECANICA ESTADISTICA

2.1. Introduccion

Desde un punto de vista puramente practico el estudio de los liquidos se lleva a cabo
a través de la observacién y medida experimental de una serie de propiedades que ca-
racterizan al sistema en cuestion. Estas propiedades macroscopicas se relacionan de una
manera directa con la composicion quimica de la sustancia, es decir, con las particulas
microscopicas que la componen, de modo que en ultimo término el comportamiento ma-
croscopico de un sistema esta directamente relacionado con su comportamiento molecular.
Por este motivo el estudio tedrico de los liquidos emplea como herramienta la Mecanica
Estadistica a fin de poder manejar conceptos y funciones que estan intimamente ligados
al comportamiento de atomos y moléculas, y que al mismo tiempo se relacionan con las

magnitudes macroscépicas.

La importancia de este tipo de tratamientos no solamente esta asociada a la caracteri-
zacion y justificacion de las propiedades observadas en un sistema dado, sino que también
cobra gran relevancia a nivel predictivo permitiendo determinar el posible comportamiento

real de sistemas en determinadas condiciones.

2.2. Fundamentos de la Mecanica Estadistica.

El hamiltoniano de un sistema de un solo componente con N particulas se expresa

Ccomao:

Y pY) = 53+ V() 2.1)
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donde m es la masa de la particula, r¥ = (ry, 12, ...,ty) v PV = (P1, P2, ..., PN ), siendo 7;
y p; (1 <1i < N) respectivamente las posiciones y momentos de las N particulas, y cuya
combinacion describe el espacio de fases del sistema. El primer sumando de es la
energia cinética F,. y V es la energia potencial. En la practica el término correspondiente a

la energia potencial se puede descomponer en distintas contribuciones segtin la expresion

N N N
L1 | iy
VN(N) = E (i) + BT g Va(ig) + 3l E Va(igk) + ... (2.2)
i=1 i=1,j=1 i=1,j=1,k=1

El término V5(ij) se refiere al potencial de interaccién entre pares de particulas, V3(ijk)
es el correspondiente a los tripletes, y asi sucesivamente. En este trabajo tinicamente se
empleardn potenciales pares como los que se describirdn en el capitulo 4, desestimandose
todos los términos V,,(r), para n > 3. El primer término (®(i) = Vi(i)) corresponde
al acoplamiento de un potencial externo, y aunque no se utilizarda de forma explicita
en ningun sistema de los que se estudia en este trabajo, su presencia resulta de gran
importancia por dos motivos. Por un lado es fundamental para introducir el formalismo
del funcional de la densidad que nos permite deducir la ecuacion de Ornstein-Zernike,
y por otro lado juega un papel esencial en el contexto de la ecuacion integral Ornstein-

Zernike inhomogénea, tal y como se explica en el capitulo [6]

La caracterizacién de un sistema determinado se puede satisfacer de modo completo a
partir de las coordenadas del espacio fasico y las ecuaciones del movimiento de Hamilton.
Sin embargo, como se mencionoé en el apartado anterior, el estudio de sistemas microscopi-
cos obliga a manejar un elevado nimero de particulas, y por tanto en principio resulta
practicamente imposible afrontar el anélisis de un sistema con un gran nimero de grados
de libertad empleando la Mecanica Clésica a través de las ecuaciones de Hamilton. Pa-
ra solucionar este inconveniente la Mecédnica Estadistica se sirve de la Hipdtesis ergodica
(McQuarrie, [1976)), en la que se supone que la evolucién temporal de un sistema le permite
recorrer todos los puntos accesibles del espacio fasico. De este modo se puede recurrir al
empleo de funciones de densidad de probabilidad (Diaz, 1979) P®™)(r" p") para calcular

el valor promedio de una variable en términos de las posiciones y los momentos
<A>= //AN(rN,pN)P(N’(rN,pN)drNde, (2.3)

donde PW )(rN ,p") representa la probabilidad de que en un instante t la particula 1
esté entre ry y r; + dr; y su impulso entre p; y p1 + dpi, la particula 1 esté entre ry y

ro + dry vy su impulso entre py v p2 + dpo, etc.

En algunas ocasiones no es necesaria toda la informacién que proporciona P™")| sino
que unicamente interesa una densidad de probabilidad en términos de coordenadas y

momentos de un niimero pequefio de particulas P(™ (r", p"). Para obtener esta funcién se
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integrard P respecto de las coordenadas y momentos de las (N —n) moléculas restantes.

://P(N)(rN,pN)drN"de”. (2.4)

Anélogamente se pueden definir las funciones de distribucién f™)(r",p"), de modo

que fM (N, pV)
se encuentre en el elemento dr;dp; alrededor de r; y qi, cualquier otra particula esté en

drV dp” represente la probabilidad de que cualquiera de las N particulas

drodps alrededor de ro v o, ete. Si todas las particulas del sistema son iguales, habré N!

maneras posibles de colocar las moléculas, cumpliéndose la relacién
N, pt) = NPV, ph). (2.5)

De forma similar a como ocurria con P?Y) puede que tnicamente nos interese la probabi-
lidad de que un subgrupo de n moléculas se encuentre en el elemento de volumen dr"dp”
alrededor de r" y p”, independientemente de las posiciones y momentos de las (N — n)
moléculas restantes. Puesto que hay N!/(N —n)! maneras de elegir n moléculas entre las
N del sistema, se tiene que

[l p—

o )p(n)( ", p"). (2.6)

Teniendo en cuenta la definicién m 2.4) ™ puede expresarse también como

O p) / / PO, pN) (27)
—n)
Si ahora despejamos PV) de ) y P de , v las sustituimos en (2.4), llegamos a

7, p) N //f dr™ " dpN (2.8)

A partir de la manipulacién de estas funciones de densidad de probabilidad se pone de
manifiesto la relevancia de la identidad de las particulas que constituyen un sistema dado.
Este detalle cobra mayor importancia aun en el calculo de las funciones de distribucion, y
en concreto supone una gran ayuda a la hora de generalizar dichas funciones para el caso

de sistemas multicomponentes, tal y como se vera en capitulos posteriores.
Concretamente la densidad de probabilidad f,(r™, p", N) de un sistema de N particu-
las en el colectivo candnico se describe como

1 _ayexp[=BHy(rY, p")]
f(N)<I'N, N):ﬁh 3N QN(];[/,T) , (29)

donde h es la constante de Planck, 8 = (KT)™! y Qn(V,T) es la funcién de particién

candnica

Qn(V,T) = h—3N / / exp[—BHy (xY, p™)]deN dp”. (2.10)
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El promedio en el colectivo de una funcién G(r,p) dependiente de las posiciones y los

momentos de las particulas se define como

G://G(r,p)fo(rN,pN)drNde. (2.11)

En sistemas conservativos se puede llevar a cabo la integraciéon sobre los momentos
en (2.10), dando lugar a un factor A = (2rmKpzT)/? por cada grado de libertad. Esto

conduce a

—3N
Qv(V.T) = — VNZN(V,T), (2.12)

donde Zy es la integral de configuracién
Zn(V,T) = / exp|— BV (xV)]dr (2.13)

En el colectivo candnico la conexion entre la Mecanica Estadistica y la Termodinamica se

establece a partir de la relacién
F=—-KgTlogQn(V,T), (2.14)

siendo F' la energia libre de Helmholtz, es decir, el potencial termodindmico correspon-
diente al sistema con N, V y T fijos. En definitiva con esta expresiéon hemos conseguido
relacionar una magnitud macroscépica (F) con otra microscépica o estadistica (Qn(V, T)).
Adicionalmente, en un sistema ideal el potencial de interaccion entre las particulas es nulo
(Vy = 0), y entonces la integral de configuracién es proporcional al volumen del sistema
(Zy = V), y la funcién de particién canénica viene dada por la expresién

) A—SN
QY(V,T) = vy (2.15)
N!
Utilizando las expresiones anteriores la funcién de particion del sistema se puede reescribir
como
ANV, T
Qn(V,T) = ﬁM. (2.16)

VN

Tomando logaritmos en ambos lados la energia libre se separa de forma natural en una
contribucion ideal, y otra de exceso. De esta manera se define un funcional Fj; como la

parte ideal de F'y F,, como la contribucién debida a las interacciones entre las particulas.

F=Fy+ F.,. (2.17)

Si se hace uso de la aproximacién de Stirling y de la expresion (2.14)) se tiene que la

energia libre por particula es

F,
6Nd =logp+3A — 1. (2.18)
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Por otra parte, también resulta de gran utilidad relacionar los potenciales termo-
dindmicos con otras variables termodinamicas, y esto se consigue a través de la trans-
formada de Legendre. Asi, por ejemplo, es posible demostrar que F es la transformada
de Legendre de la energia interna considerando T y V como variables independientes
(F = U —T58). Teniendo en cuenta el hecho de que F, al igual que los otros potenciales

termodinamicos, es una funcién de estado y por tanto tiene diferencial exacta, se deducen

P=- (g—‘F/)T; (2.19)
S=— (%)V; (2.20)

(o)
v = (3m), o

que como se verd mas tarde son de gran utilidad en los cédlculos de propiedades termo-

estas relaciones

dinamicas.

Si se considera el colectivo gran canénico (1,V,T) se puede definir la densidad de

probabilidad f,(r"V,p", N) para N particulas a temperatura T de la siguiente forma:

ih—?’N exp(N ) eXp(_ﬁHN(I'N7 PN))

Rl TN = =1, V. 1) | 22
donde = representa la funcién de particién gran candnica
- 1,
E(p,V,T) = Zﬁh 3Nexp(Nﬂu)//exp(—ﬁHN(rN,pN))drNde (2.23)
N=0"""
= ) exp(NBp)Qn(V,T) (2.24)
N=0
= Y Lz, (225)
N=0"""
y la actividad z se define como
Bu
2= (j\_3 (2.26)

La variable p es el potencial quimico y es la conjugada del nimero de moléculas. Se
puede definir como la derivada parcial del potencial termodinidmico F' en funcion del

numero de particulas. En particular, para el gas ideal

) o Fid
Bt = ( gN ) =logp + 3log A. (2.27)
v,T
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Comparando esta expresién con (2.18)) se llega a la conclusién de que para el gas ideal
(2.28)

z=p.

Para la densidad de probabilidad de equilibrio se cumple que
(2.29)

0 =—p3"logZ,

siendo ) el gran potencial.
La probabilidad de que el sistema contenga N particulas independientemente de sus

coordenadas y momentos se obtiene integrando adecuadamente ({2.9))

P(N) = //fa(rN,pNW)drNde = lZ—ZN(V,T). (2.30)

exp(NAHQN(V,T) = =2
Teniendo en cuenta ([2.11]), en el colectivo gran canénico el valor medio de una propie-

dad X que depende de las coordenadas de las particulas se define como

[ —

<X >=> XP(N) (2.31)
N=0
En concreto
- 1 0= dlog =
N >= NP(N) == = . 2.32
=Nz Z (V) =Zdlogz Jdlogz (2:32)

N=0
La desviacion cuadratica media de N proporciona una medida de la fluctuacion en el

ntimero de particulas alrededor de su valor medio: < N? > — < N >2. Concretamente,

una expresion para esta desviacion se obtiene de

O< N> 0?log=
= =< N?>— < N >2% 2.33
opu o(Bpm) (2:33)
de modo que se cumple la propiedad
< N?>— <N >? 1 O<N>
= . (2.34)
<N > < N> 00u
A temperatura constante se tiene la relaciéon (Diaz, |1979; [Hansen y McDonald, 1986])
(2.35)

< N?>—< N>?

donde x7 = 1/p(0p/OP)r es la compresibilidad isoterma.

Finalmente, de las ecuaciones (12.9)), (2.22) y (2.30) se deduce que los colectivos canéni-

co y gran canonico estan relacionados de la siguiente forma
(2.36)

foeV, pN,N) = P(N) f{M N, p")
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2.2.1. Densidad de particulas de equilibrio y funciones de dis-
tribucion.

La integracién de las funciones f™ respecto de los momentos da lugar a la densi-

dad de particulas de equilibrio p™ (r™), de modo que p™(xr") es N!/(N — n)! veces la

probabilidad de encontrar n particulas del sistema con coordenadas en el elemento dr”

independientemente de las otras particulas y de todos los momentos.

En el colectivo candnico la densidad de equilibrio se obtiene a partir de ([2.9))

N! %ffexp[—ﬁHN(rN,p)]drN_”de

(n) _
v = ) v (V. T)
N!' [exp[—BVn(rN)]dr™—")
~ (N -—n) Zn(V,T) ’ (2:37)

y cumple la condicién de normalizacion

(n) dr" = L‘ 2.38
[ A - (2.39)
Partiendo del concepto de funcién de densidad de probabilidad es posible definir las

funciones de correlaciéon g™ (r1, ...,r,) de la siguiente forma

n 1 n)/.n
Py, ra) = [ W (a)gl (). (2.39)

La funcién g™ (ry, ...,r,) se denomina funcién de correlacién puesto que si las molécu-
las fueran independientes unas de otras, entonces p™ serfa simplemente un producto de
densidades p™ (probabilidad de sucesos independientes), de donde g™ representa el efec-
to de las correlaciones que se establecen entre las particulas por accion de los potenciales

intermoleculares us, ugs, ... etc.

Del mismo modo, en el colectivo gran candnico se define la densidad de probabilidad

de equilibrio en funcién de (2.30) y -
1 2 N\ (N =)

N>n ~ N>n

y cumple la condicién de normalizacion

/ ) (1) — <(N%'n>,> | (2.41)

Teniendo en cuenta las condiciones de normalizacién (2.41) paran =1y n = 2 se

tiene que

/ / PO (r1,15) — pD () pD(1s)|drrdrs =< N2> — < N> — < N 52 (2.42)
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Si el sistema es homogéneo, p(!)(r) = p vy haciendo uso de (2.41) y (2.35) se llega a una
ecuacion que relaciona directamente la funcién de distribuciéon par y la compresibilidad

isoterma

< N?P>—<N>?

1+ p/[g(z)(r) — 1]dr = pKTxr. (2.43)

La relacién entre la densidad de n particulas y la funcién de distribucion es similar a

la expresada para el colectivo candnico

P (ry, . 1) = H PV (x)g™ (x"). (2.44)

Insertando la ecuacion ([2.40]) en (2.44]) y haciendo el cambio de variable (N —n) =m

se obtiene la expresion

— " n n n - Zm n—+m n n

= (g) g (") = exp[-BV(x")] + %/.../exp[—ﬁVner(r Y de A 2.45)
m=1 ’

En el limite de baja densidad, p — 0, z — 0, p/z — 1 y = — 1, de modo que la

expresion anterior se convierte en
g™ (r") ~ exp[—[V,(")]. (2.46)

Es decir, en el limite de baja densidad la funcién de distribucion equivale a la exponencial

del potencial de interaccion.

Funcién de distribucion radial y triple.

El caso particular de n = 2 es el correspondiente a las correlaciones pares y da ori-
gen a la funcién de distribucién par ¢ (r1,ry), de gran importancia fundamentalmente
por dos motivos. En primer lugar se puede determinar experimentalmente a través de
difraccion de rayos X o de neutrones, y su comparacion con la misma funcion calculada a
partir de un modelo de potencial determinado puede servir como un punto de referencia
para la aceptacién o rechazo de dicho modelo. Ademas, en aquellos sistemas donde las
interacciones pares sean dominantes, su conocimiento permite caracterizar la mayor parte

de propiedades macroscopicas del sistema.

En un liquido homogéneo e isétropo de moléculas de simetria esférica g® (ry,r3) de-
pendera tunicamente de la distancia relativa entre las moléculas 1 y 2, pudiéndose expre-

sar como ¢?(r). El significado fisico de esta funcién queda determinado en virtud de
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las ecuaciones (2.6)), (2.44) y (2.41)), a partir de las cuales se concluye que pg(r)dr es la

probabilidad de que dada una molécula en el origen de r, se encuentre otra molécula en

dr. Esta probabilidad estd normalizada como sigue
/ pg(r)mridr = N —1 ~ N, (2.47)

De hecho, pg(r)4nr?dr es realmente n(r)dr, esto es, el nimero de moléculas situadas entre
r y r + dr alrededor de una molécula central. Consecuentemente la densidad local del
liquido podra obtenerse como el producto de la funcién de distribucion par y la densidad
correspondiente al seno del liquido (p(r) = pg(r)), tal y como se expresa de forma general

en la ecuacién (12.44)).

Asimismo, la funcién de distribucién de tres cuerpos ¢'®) (r,s,t) representa la probabi-
lidad de encontrar tres particulas con distancias relativas entre ellas r, s y t. Aplicando las
definiciones correspondientes se puede demostrar que el niimero de tripletes con distancias

r, s v t se calcula integrando la funcion de distribucién del colectivo

W3(T,S,t) = ///pg\?;)(rl,rg,rg)drldrgdrg. (248)

2.2.2. El potencial de fuerza med:ia.

Para un sistema homogéneo e isétropo ademas se cumple

P (1, ceyrn) = g3 ()" (2.49)

Si sustituimos este valor de ,05\7) (r1,...,m) en el miembro de la izquierda en (2.37)) (y

prescindimos del subindice N) tenemos

g(n) (Tn) — i N! fexp[_ﬁVN(rN)]dr(Nin) (250)
p" (N —n)! Zn(V,T)
Ahora definamos la cantidad w™ (r™) como
g™ (") = exp[—fu™ (x")] (2:51)

Sustituyendo (2.51)) en (2.50)), tomando logaritmos en ambos lados y posteriormente

tomando el gradiente respecto a la posicién genérica j de una de las n particulas, se llega

a

J(=V;Vn (x")) exp[— BV (xV)]drV )
J exp[—BVi (rN)]dr(N =)

_ V™ = (2.52)
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Puesto que —V;Vy es la fuerza que actiia sobre la molécula j para cualquier configuracién

fija ry,...,ry, entonces se tiene que el segundo miembro en (2.52)) es la fuerza media f;n)

que actia en la particula j, promediada sobre las configuraciones de las n + 1,..., N

moléculas que no estan fijas en el grupo 1, ..., n. Por lo tanto,

£ = v ™, (2.53)

En particular, w® (ryy) es la interaccién media efectiva entre dos particulas que estdn
separadas por una distancia r, tanto directa como mediada por las N — 2 particulas

restantes del fluido.

Si ahora asumimos que el potencial de fuerza media de un triplete determinado cumple

el principio de aditividad par, entonces se tiene la expresién para w®
w® (r1,7r9,73) ~ w(2)(r1,7’2) + w® (ry,73) + w(2)(7"2,7‘3), (2.54)
y esto conduce a la aproximacién de superposicion de Kirkwood (KSA) (Kirkwood, 1935)
9 (r1,ra,m3) ~ g2 (r1,12)g® (r1,73)9" (ra, 75). (2.55)

La interpretacién probabilistica de esta expresiéon indica que, si se asume que las particu-
las 1, 2 y 8 son independientes entre si, entonces g (ri,7y,73) es igual al producto

g (r1,7r9)g? (r1,7r3)g? (ra, r3) asociado a la probabilidad de sucesos independientes.

Adicionalmente, si a (2.54)) se le anade un término correspondiente a una contribucién

de tres cuerpos irreducible, entonces se tiene la expresion

9(3)(7’17 T9,T3) ~ 9(2)(7“1, 7“2)9(2)(7”17 7“3)9(2)(7“2, 7“3)6_573, (2.56)
que constituye esencialmente un grado de aproximacion mayor a la expresion ([2.55).

Asimismo, si se observa la expresién (2.46) se comprueba que en el limite de baja
densidad el potencial de fuerza media y el potencial intermolecular coinciden. Esto es,
segtn (2.52)) se tiene que las n particulas que se consideran fijas no se ven afectadas por

las N — n particulas restantes.

2.2.3. La ecuacion de fuerza.

La relacién entre la funcion de distribucion radial y las funciones de correlacién de
orden mayor se puede obtener tomando el gradiente de g(r12) respecto a la posicién de
una particula. Asumimos que las particulas interaccionan a través de un potencial par

central, V(|ry — ra|), y entonces podemos escribir la energia potencial Vy de la forma

N
Vn(ry, orn) = V(re) + Z V(r1;) + (Términos independientes de r) (2.57)
i=3
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De las ecuaciones ([2.40)) y (2.44) se tiene para n = 2

1 — 2N
P = 2 3 gy [ (2.58)

—_—
—
—

N=2

Tomando el gradiente de ¢ respecto a la posicién de la particula r;, y teniendo en

cuenta ([2.57)

1 — 2N N
PQVng@) (Tu) = —ﬁi Z m / VHV(TQ) + Z VT’1V(T1,-)] e—ﬁvN(rN)drN—Q
N=2 ) i=3
1oAY —BVn (xN)
= BV, V()= Y gy | ¢ sy (2.59)
== !
L =Y 3 —BVw ()
- ﬁE Z m / Z VnV(rli)e N dI‘g...dI‘N. (260)
~ N=2 ) i=3

Podemos simplicar convenientemente el miembro de la derecha haciendo uso de diversas
ecuaciones. En primer lugar puede utilizarse la ecuacion (2.40) para n = 2 en el primer
sumando. Ademas, en el segundo sumando hay (/N — 2) términos iguales que se obtienen
de sumatorio en ¢, y cuyo valor puede ser determinarse tomando por ejemplo ¢ = 3. En

tal caso se tiene

ZN N
p2vr1g(2)(rl2) = _ﬁp292<T12)vrlv<rl2> - ﬁ m/vrl‘/(Tlg)eﬁVN(r )dr(3261)

[1]] —
NE

Nuevamente teniendo en cuenta (2.40) y (2.44) para n = 3 se llega a la ecuacién

Vmg(?) (r12) = —592(7"12)Vr1 V(ri) — ﬁp/g(g)(rla ro,13)V,, V(ri3)drs. (2.62)
Esta ecuacion relaciona las funcines de distribucién par y triple. Si particularizamos

la expresion (2.51)) para n = 2 tenemos
9 (r19) = e PP 2), (2.63)

y sustituyendo en (2.62)) finalmente se llega a la expresion
2 9(3)<r17r27r3)
- Vﬁw( )(Tlg) = —V,,IV(rlg) - p/ erl‘/(’f’lg)drg. (264)
12

El miembro de la izquierda representa la fuerza total sobre la particula I cuando otro
atomo se encuentra a una distancia ri5 de él. En cuanto al miembro de la derecha, existen

dos contribuciones

= el primer sumando se refiere a la interaccién directa entre las particulas 1y 2
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» el segundo sumando establece la interaccion entre el &tomo 1 y un tercer tomo &
situado en rs. La fuerza V, V(ry3) estd promediada con el factor ¢ /¢® que da la

probabilidad de encontrar la particula & en rs3, existiendo particulas en ry y rs.

A partir de la ecuacidn de fuerza (2.64) se establece un punto de partida para la
creacion de teorias de mediante las cuales se puede determinar g(r) a partir de un potencial

par determinado V' (r).

2.3. El funcional de la densidad y teoria de Ornstein-Zernike.

Los métodos de diferenciacion funcional son muy ttiles a la hora de deducir ciertas
expresiones que involucran derivadas respecto a la densidad. Si consideramos un sistema
de particulas que interaccionan a través de fuerzas pares, y sujetas a un campo externo

®(r), la energia potencial total se reduce a

V(1,...,N) :Z(I)(i)—i—zvz(z’,j). (2.65)

En estas condiciones la funcién de particién en el colectivo gran canénico (2.23) puede

expresarse como

(1]

00 N N

1 .
> ﬁ//| [27G) [ eV d1...dN, (2.66)
N=0" " i=1 i<j

1<

donde

2" = zexp[—Bo(i)]. (2.67)

En el caso de que ¢ # 0, la densidad de n particulas dada en la expresién ([2.40]) se

convertira en

p™(1,...,n) =

(1] =

i /.../Hz*(i)He_ﬁv(i’j)d(n+ 1)...dN. (2.68)

1<j

Si se aplican las reglas de la diferenciacién funcional se comprueba que p™ es la derivada

funcional de = respecto a z"

1 o=
M1, .., n) = =27 (1)..2" . 2.69
P ) = 22 (-2 () ey (2:69)
Paralelamente se puede definir una funcién de densidad de n particulas truncada
n . . 0" log =
P (1, ) = 2*(1)...2*(n) (2.70)

6z%(1)...02%(n)’
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Asi, si la funcién de distribuciéon de n particulas se relaciona con la funcion de densidad

(n)(1 )
(n) P, n
g™ (1,...n) = =—~—,

Hi:l P(l)(z)

la funcion de densidad truncada se relaciona con la correspondiente funcion de correlacion

(2.71)

total mediante

(m)
1.
Bty = 2z (L) (2.72)

Hz‘:1 p(l)(i> .

De esta forma, a partir de (2.72)) y (2.70)) se tiene
2*(1)...25(n)  d"logZ=

RM(1,...,n) = . 2.73
( ) p(1)...p(n) 6z*(1)...02*(n) (273)

Concretamente, para n = 2, de (2.69), (2.71]) y (2.73) se deduce que
hP(12) = ¢g@ —1, (2.74)

que representa la funcién de correlacién total.

2.3.1. FEcuacion Ornstein-Zernike par.

En el apéndice [A] se hace una revisién general de las distintas aproximaciones que
surgen en el contexto de la ecuacién OZ par. Aqui nos centraremos en la deduccion de
esta ultima. Concretamente, en el caso par la ecuacion ([2.69)
5=

dz*(1)02*(2) (2.75)

1 k *
p? = =2"(1)...2"(2)

Ademas empleando las expresiones (2.69) y (2.73]) puede demostrarse que

5p» 5 §log =
[ *(2 (1
d log 2*(2) a >5Z*(2)Z ( )52*(1)
dlog=02*(1 6°log =
(1) (2) — "=
o W
= pW5(1,2) + pW(1)pM(2)h?(1,2) (2.76)

~—

)

(o)
~—
(o9

+

Definimos ahora la funcién de correlacion directa como

dlog[p™(1)/2*(1)]
opt(2) ‘

c(1,2) = (2.77)

Esta ecuacién se puede reorganizar de manera sencilla en

dlogz*(1) 1
5p02)  p(1)

5(1,2) — ¢(1,2). (2.78)
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Si ahora se hace uso de la diferenciacion funcional se puede demostrar que

_ logz*(1) [ dlogz*(1) 6pM)(3)
o1,2) = dlog 2*(2) _/ dpM(3) dlog z*(2)

(2.79)

Introduciendo ([2.76]) y (2.78]) en la expresion anterior se obtiene la ecuacién Ornstein-
Zernike par

h(1,2) = ¢(1,2) +/p<1>(3)c(1,3)h(3,2)d3. (2.80)

De aqui y de (2.74]) se infiere que ¢(12) representa las correlaciones directas entre las
particulas 7y 2 en el fluido.

2.3.2. La funcion de correlacion directa y el funcional de la
densidad.

El Hamiltoniano ({2.1)) se puede reorganizar del modo siguiente
H(N, p") = E.(p") + U(x™) + ®(i), (2.81)

donde ya se han separado explicitamente la contribucién debida al potencial intermolecu-

lar U(r"™) y el término ® (i), que describe el acoplamiento a un potencial externo v
Qi) = /p(r)z/;(r)dr. (2.82)

Si se considera un colectivo gran canénico de particulas, y se define la densidad de

probabilidad de equilibrio a partir de f, como

_ exp(NBu) exp(—BHy (™, p"))
=, V,T) ’

f (2.83)

Cuando se considera un sistema en presencia de un campo externo, en virtud de (2.28) la

actividad local se define como
2*(r) = 2" = zexp|—L¢(1)]. (2.84)

Si ademés recordamos que la actividad z atiende a la expresién (2.26f), la actividad ([2.84))
da pie a definir el potencial

U= p— b, (2.85)

Mermin| (1965) demostré que en el colectivo gran candnico a una temperatura determi-

nada y con un potencial quimico dado, dos potenciales externos ¥ distintos no conducen
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a la misma densidad de equilibrio. Esto permite definir la energia libre como un fun-
cional de la densidad F[p(r)] independiente del potencial ¥, de manera que la cantidad
Q= [U(r)p(r)F[pW]dr + F[p(r)] sea un minimo e igual al gran potencial cuando
se considera la densidad de equilibrio en el colectivo gran canénico en presencia de W.

Teniendo en cuenta el trabajo de Mermin| (1965) se toma el funcional Q[f] como

Q] =) ﬁ //drNdef(HN — uN + 37 tnf). (2.86)
N=0

Para la densidad de probabilidad de equilibrio se cumple
Qlf,] = - HnZE = Q, (2.87)

y ademas () posee un minimo en f, satisfaciéndose la condicién

(5?—J[f])f:fo = 0. (2.88)

Como f, es una funcién de ¥, p, también es un funcional de . Para un potencial de
interaccién dado V' (r), se puede demostrar que sélo un potencial ¥ puede determinar una
densidad p, determinada. Puesto que ¥ determina f,, entonces f, es un funcional de p,.

Es posible pasar de () a la energia libre F' a través de la transformada de Legendre

FlpY] = Q[\If]—l—/p(l)(r)lll(r)dr (2.89)

= FulpW] + Fualp™]. (2.90)

Si sustituimos en la expresion anterior ¥ por su valor de ([2.85)) obtenemos:

Flo) =t [ p0)dr — [ 0 w)ote, (2.91)
y haciendo la derivada funcional respecto a p(r) se llega a
0Fp]

Algunos autores (Evans, [1979) denominan al término 0F[p]/dpVr potencial intrinseco
(fin). La ecuacién (2.92) es fundamental en la teoria de fluidos no uniformes, ya que

conocido Fp], ésta es una ecuacién explicita para la densidad de equilibrio.

En un sistema ideal el potencial de interaccion se anula, y segin (2.18) y (2.89) Fj4[p]
se reduce a

Fulpl = [ 57 p(x){log A%(r) — 1) (2.93)
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y el potencial intrinseco se convierte en

oF[p]
dpW(r

) = B In(A%p(r) (2.94)

tras hacer la derivada funcional respecto a p(r) en (2.93). Ademaés, en este caso la ecuacion

(2.92)) da lugar a p,(r) = z exp[—p1], recuperando nuevamente la ecuacién ([2.84)).

Cuando se incluye el efecto de las interacciones entre las particulas el potencial intrinse-
co, y también p, dejan de ser funciones sencillas de la densidad local. En tal caso, al
relacionar (2.90)), (2.92)) y (2.93) se obtiene

=3 og A’ (r) + ) — p (2.95)

Funciones de correlacion directa.

Como ya se ha mencionado anteriormente, al considerar los efectos de interaccion entre
las particulas el potencial intrinseco ya no puede identificarse con el potencial quimico de
un fluido uniforme de densidad igual a la densidad local, y esta complicacion introduce la

jerarquia de las funciones de correlacién directa.

Teniendo en cuenta las ecuaciones ([2.90)) y (2.94) se tiene

Brinlpsr] = n(A%p(r)) — Vp;x], (2.96)
donde,
Dl ] = 2.97)

es la contribucién debida a las interacciones entre las particulas, y la densidad de equilibrio
vendra dada por
po(r) = z e P¥telpoit], (2.98)

De la expresion anterior se deduce que —31c(V[p; 1] es el potencial efectivo adicional que

determina la densidad de equilibrio p,.

Adicionalmente, (2.97) indica que c¢![p;r] es el primer miembro de la jerarquia de
funciones de correlacién generadas por F,[p]. Asi pues, F,, es el funcional generador de
las funciones de correlacién directa de n particulas ¢(™

ScmN(1,...,n—1) 0"GF,,

c"™(1,...,n) = 50 () = 5p0(1)0p0 () (2.99)

como se puede comprobar para n = 2 a partir de (2.87)-(2.90) y (2.76)-(2.77).
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2.4. Factores de estructura.

La difraccion de la radiacion por parte de la materia esta relacionada con la distri-
bucién de las posiciones atémicas si la longitud de onda de la radiaciéon es del orden de
magnitud del espaciado interatémico. Si el rayo de la radiacién incide en una muestra
y los rayos difractados por los diferentes atomos tienen amplitudes y fases similares, en-
tonces se produce una interferencia y la muestra actuara como una rejilla de difraccion.
En estos casos la distribucion de la intensidad difractada contine la informacién sobre la

distribucién de los atomos.

En determinados experimentos la intensidad difractada esta relacionada con el factor
de estructura estatico S(k), donde hQ = k, — k es el momento transferido a la especie
en el proceso de difraccion. Estos factores de estructura son la cantidad experimental de

indole microscopica mas importante en el estudio de liquidos.

La intensidad difractada por un atomo aislado esta relacionada con el cuadrado de su
amplitud difractada, a, de modo que para el sistema de N atomos esta componente de la
intensidad es Na?. Ademds de este término, habra una serie de términos proporcionales
ay.,Ai(>;a)", y cada uno de ellos corresponde a la difraccién de interferencia del sis-
tema tomando i dtomos de cada vez. Cada término en esta serie es (3 a)’ o N'a’, que

estd multiplicado por un coeficiente combinatorial

Numero de grupos de i atomos diferentes 1

A

= = —. 2.100
Numero de maneras de elegir i &tomos de los N N1 ( )

Por tanto, la intensidad proveniente de la difraccién de una muestra es proporcional a la
suma de muchos términos, cada uno de los cuales es proporcional a N'A; = N. Entonces,
el factor de escala para cada término estd dado por el término correspondiente en la

siguiente serie
Intensidad difractada ~ (Na?); + (Na®)y + (Na®)3 + (Na')s + ..., (2.101)

donde los subindices 1,2,... indican el valor de i. Si a es suficientemente pequeno el tercer

término y los siguientes son despreciables frente a los dos primeros proporcionales a a?.

Calculo de la intensidad.

Para calcular la intensidad de los dos términos importantes en (2.101]) se supone que
el sistema estd dividido en dos bloques, donde cada uno es lo suficientemente grande
como para representar el seno del sistema, y al mismo tiempo lo suficientemente pequeno

como para producir una atenuacion despreciable cuando la radiacién pase a través de
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él. Entonces, cada atomo en el bloque ’percibe’ la misma radiacién incidente a la misma

amplitud.

En estas circunstancias, la intensidad difractada se relaciona con el desplazamiento de
fase () entre pares de dtomos a través de la férmula

I~a® ) exp(id) (2.102)

pares

La figura muestra cémo se calcula ¢. Si la radiacién de vector de onda k viaja una
distancia r proyectada sobre k, el producto kr es 27 veces el nimero de longitudes de
onda en esta distancia. Por lo tanto, la diferencia de fase en el observador para el rayo 1
difractado por el &tomo j en rj, comparado con el rayo 2 difractado por el atomo 7 en r;

€S
k,r;; — kri; = Qr;j, (2.103)

donde r;; = r; —r; y Q = k, — k. Esta cantidad es ¢, y la intensidad por tanto
serd » exp(iQr;;). Cuando una particula (por ejemplo un neutrén) entra en una muestra,
la difraccion ocurre para este estado térmico de la muestra en particular en ese momento
dado. Si el experimento se repite durante un tiempo y se detectan diferentes particulas di-
fractadas, entonces se puede hacer un promedio térmico del sistema (< ... >). El resultado

final es

Intensidad observada = a* <Z eXp(iQrij)> x S(Q). (2.104)

]

En la figura los subindices (i,j) se refieren a los diferentes dtomos. Sin embargo,
eliminando esta restricciéon en el caso de la ecuacion e incluyendo los términos para
los cuales i = j, entonces los dos términos importantes en pueden ser incluidos
automaticamente en . Una vez que a intensidad se ha normalizado conveniente-
mente en la ecuacion , es igual al factor de estructura estatico S(Q) del que se

hablara mas adelante.

Como ya se ha visto en apartados anteriores las funciones de distribucién se pueden
expresar en términos de la densidad local de particulas. Haciendo uso de la definicién
general de la densidad de n-particulas aplicado al caso de n = 1, y de la ec. (2.37)), se
llega a la expresion

< p(r) >= pW(r) (2.105)

Los componentes de Fourier de la densidad p(r) son:

n

Pr = /exp(—ikr)p(r)dr = Zexp(—z’kri) (2.106)

i=1
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Rayo 1 Ko Ko T

Rayo 2 k i

O

Observador en €l
"infinito’

Figura 2.1: Diagrama que muestra el desplazamiento de fase que tiene lugar en los diferentes rayos
difractados por los atomos ¢ y j. Las lineas sélidas muestran los rayos, mientras que las lineas discontinuas
muestran la construccién geométrica.

y la funcién de autocorrelacion de densidad en el espacio de Fourier es el denominado

factor de estructura S(k)

1
S(k) = N < pkP-k > . (2.107)

Desarrollando esta tltima expresion se consigue relacionar directamente S (k) y

g@(r)
Sk)=1+ p/exp(—z'kr)g(r)dr. (2.108)

Esta expresién también se puede escribir como
S(k) =14 (2n)%pd(k) + ph(k), (2.109)

de manera que despreciando el término que contiene la funcién § (que se refiere a la

difraccién en la direccién incidente) se tiene que
S(k) =1+ ph(k). (2.110)
Teniendo en cuenta la ecuacién de compresibilidad en el limite de & — 0 se llega a la
expresion
S(0) = pKTxt = XT/XT" (2.111)

siendo x% = [(/p la compresibilidad del gas ideal. Sabemos que cerca del punto critico

la compresibilidad isoterma diverge, lo que significa en virtud de la ecuacién (2.111)) que
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el factor de estructura adquiere un pico muy grande en el origen. Esto a su vez implica
que la funcién h(r) se hace de muy largo alcance, o dicho de otro modo, las correlaciones

espaciales decrecen muy lentamente al aumentar la distancia. Asimismo, combinando las

ecuaciones (2.110)), (2.111)) y (A.4]) se llega a una expresién que relaciona la funcién de

correlacion directa y la compresibilidad isoterma

pi(0) = 1= xr /x5 (2.112)
Asi, cerca del punto critico pé(0) — 1y por tanto ¢(r) conserva la naturaleza de corto

alcance a la que se hace referencia en el apéndice [A]

En cuanto a las correlaciones de tres particulas, el factor de estructura triple se define

como

1
SOk K) = N < PRPKP-kk > (2.113)

y aplicando la definicién (2.106)) y desarrollando convenientemente se relaciona el factor

de estructura con la funcién de correlacién total triple h® (Egelstaff, 1994)

SOk, K) = SP(k)+5S? (K)+5? (k + K')—2+p° / / h® (r, 1) exp(ikr) exp(—ikr)drdr’.
(2.114)

En sistemas multicomponentes se pueden encontrar expresiones similares a las ante-

riores, de manera que para un sistema de N particulas con componentes (p, v, &, ...)

1 4
S (k) =~ < plp’xc > (2.115)
3 1 y
S,L(w)f(k7 k/) = N < pﬁpk’pg_k_k/ > . (2116)

2.5. La ecuacion de Ornstein-Zernike triple.

La segunda derivada en evaluada para la densidad de equilibrio se conoce con el
nombre de funcién de correlacion directa de Ornstein-Zernike (OZ) del fluido no uniforme.
También es posible deducir otras funciones de correlacion a partir de expresiones similares,
y expresar la ecuacién OZ por medio de dichas funciones. En particular, el tratamiento de
la ecuacion integral de Ornstein-Zernike en términos de las derivadas funcionales empleado
por Barrat et al.| (1988)) resulta especialmente 1til para tratar con correlaciones entre mas

de dos particulas.

Estos autores escriben las ecuaciones integrales Ornstein-Zernike utilizando las fun-

ciones H™

H™(1,.on) = <[p(1) = pV(1)]..[p(n) — p!V(n)] >

0" log =
= 2.11
dlogz(1)...0log z(n)’ (2.117)
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que se relacionan con las funciones de correlacién total A a través de la ecuacion (2.73),
y también las funciones K, cuya relacién con la funcién de correlacién ¢™ total se

escribe a continuacion

SMWBF

5W(0).- /)
_ (=1)"(n —2)! o) o) .
(oL (1)) 6(1,2)...6(1,n) (1,...,n). (2.118)

KM™(1,..,n) =

Aplicando la regla de la cadena a (2.117) y (2.118) puede demostrarse que cumplen

las relaciones OZ generalizadas (Barrat et al., [1988))

/K@)(l, 3)H?(3,2)d3 = §(1,2) (2.119)

/ K®(1,2,3)H?(3,4)d3 + / / K®(2,3)H®(3,4,5)K¥(5,1)d3d5 = 0. (2.120)

Si se expresa K(® en términos de ¢®, y H® en términos de h(?, se recuperan las relaciones
de OZ de dos particulas. Andlogamente la ecuacién (2.120), una vez expresada K@) en
términos de ¢®, y H® en términos de h®), constituye la ecuacién Ornstein-Zernike de

tres particular (OZ3) (ver ecuacién (2.128) més abajo).

En el caso particular en que se consideren fluidos isotrépicos y homogeneos existe
una invariancia translacional y rotacional que da lugar a una serie de simplificaciones. En
primer lugar la densidad de una particula p") se convierte en la densidad macroscépica del
sistema p = N/V. Por otro lado, las funciones pares pasan a depender inicamente de las
distancias entre las particulas correspondientes r = |r; —rs|, y andlogamente las funciones
de tres particulas ya no son funciones de las posiciones absolutas de esas particulas sino
de sus distancias relativas (r = |[r; — 3| y ' = |r1 — r3]) y la orientacién entre ellas a
través del dngulo 6 (cosf = (rr')/rr’. En estos casos las relaciones OZ se convierten en

las siguientes expresiones después de hacer su transformada de Fourier

K@(RH? (k) =1 (2.121)

K@k K)H® (K) + K (k) H (k, K)K? (k +K) =1 (2.122)

Como se comenté anteriormente, la funcién de distribucién par g‘® se relaciona direc-
tamente con el factor de estructura, el cual a su vez puede medirse experimentalmente.
Por este motivo resulta interesante escribir las relaciones OZ en términos de los factores de

estructura par y triple. Utilizando las definiciones de factor de estructura en términos de
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las correlaciones de densidad (ecs. (2.107)) y (2.113])) y relacionandolas con sus homdélogos

en términos de las funciones de correlacién par y triple (ec. [2.117)) se concluye que

SP (k) = (1/p)H® (k) (2.123)

SO (k,X) = (1/p)H® (k,K). (2.124)

Utilizando las expresiones para H™ del apéndice |C| (Barrat et al., |1988) finalmente se
obtienen las ecuaciones OZ que contienen las funciones de correlacion en una forma mas

util a la hora de hacer los calculos

SO k)1 = pc@ (k)] =1 (2.125)

S®(k, k') = S?(k)SP(K)SP (k + K)[1 + p?c® (k, K. (2.126)

Este factor de estructura, expresado en términos de las funciones de correlacion total,

adopta la siguente forma

S (k,K) = 6uu,
+ 5wxuxvphw/(k,) + 60y Ty PRy (K) + 0007 phy (K + k')
+ 3,770 / e~ M=y B 3) (p r)drdr’. (2.127)

vy

Relacionando (2.126]) y (2.127) se consigue la expresién final de la OZ3 en el espacio de

Fourier

MOk, K) = hAk)h2(K) + h2(K)h*(k + K') + R2(k)h2(K') +
3 (k, X) + pé(k)e(k') ek + k)
(1= pe@(k))(1 = pe® (k))(1 — pe@ (k + K))

(2.128)

La transformada de Fourier inversa de ([2.128]) permite calcular la funcion de distribucion
de tres cuerpos como

g, r') = A, r') +h(r) +h(') + h(r +r|) + 1. (2.129)

2.5.1. Ecuacion triple de Ornstein-Zernike en sistemas mul-

ticomponentes.

La utilizacién de las ecuaciones (2.117) y (2.118]) aplicadas a una mezcla de compo-

nentes u, v, etc., da lugar a la ecuacion OZ3, que tratada convenientemente relaciona el
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factor de estructura triple S® y la funcién de correlacién directa triple ¢®, como veremos

seguidamente

En primer lugar tenemos que en el espacio real las ecuaciones OZ par y triple en

sistemas multicomponentes tienen la forma

> [ K020 = 5,012 (2.130)
Y

Z/K ) (1,2,3)HP(3,4)d3 + Z// VH) (3,4,5)K2(5,1)d3d%2-161)

donde simplemente (2.119) y (2.120)) se generalizan considerando la naturaleza de las

particulas (especies) como un grado de libertad discreto. Desde el punto de vista practico
es mas sencillo trabajar con la transformada de Fourier de las expresiones anteriores. Si

nos centramos en el caso triple

Z / / / K (1,2,3)H?(3,4)d3e ™ e~ 24142 +
Z / / / / K<2 (2,3)H) (3,4,5)K2) (5,1)d3dbe e~ 2d1d2 = 0. (2.132)

Con el objeto de facilitar los calculos se toma el origen de coordenadas en la particula
4, y por tanto se tendra que r4, = 0. Seguidamente se analizard la ecuacién (2.132)) término

a término, comenzando por el primer sumando

Z / / / K (1,2,3)HP(3,4)e™ ™ e~ 2dr1dr2dr3 =
— Z\///Kéfﬁ'y ()(3 4) —ikry —’LkI‘2 —zkrg ’Lkl‘g —Zk’l‘3 zk r3dr1dr2dr3
= Z / / / K, (1,2,3)HP (3, 4)eKrs) e (ramxs) o =0t G, eyl —

- Z 9 (& K)HP (k+X), (2.133)

donde se ha tomado el cambio de variables

r —rsg = I'/l (2134)
Yo —Is = TI9

rs = Ig,
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siendo el Jacobiano de la transformacion (Boas|, [1983)

ory ory orq
or’q or’s or’s
— | o o) 0 / / r_
drldrgdrg = (911“’21 8;’22 35’23 dr 1dI' QdI' 3 =
81‘3 6r3 81‘3
or’ 1 31"2 81"3

dI'll dI'IQ dI'/3 = dI‘ll dI'/Q dI‘lg .

[ e
o = O
= o O

(2.135)

Respecto al segundo sumando de
Z / / / / VHE) (3,4,5) K2 (5,1)d3d5e ™ e~ r2q142
Z////K(2 ven(?’ 4 5)K(2)(5 1)e —ikry o —ik'ra p—ikrs pikes o —ik'rs ik'Ts g e o i
Z////K(2 H%;(?’ 4 5)K(2)(5 1)~ klra=rs) g=iki(ra=rs) p—ikrs o =ik'rs g g, (g drs

Z / / / / VHP.(5,3,4) K2 (1, 5)e*rmrs)gmik!(ramrs) g mikrs o =iK'rs gy, i, drydrs(2.136)

_ Z//// 3 H\2(v5, 1) K (1)

= Kég)( )Hf;)e(ss, Ss)Kc(m)(Sl) ks pmik's'y o —iks's o —iK'Ss 15/ (19/o 8 5 S5

= KPK)HS (kX)KP (k).

nye

. B i N i
—1‘5)6 ik(r1 r5)€ ik/(r2 r5)e zkrse ik r"drldrgdrgdrg)

(2.137)

En este caso el cambio de variable empleado es

Sll ry — Iy (2138)
/

S2 ro —r3

S/3 rs
/

Sy rs,

y al igual que sucedia en ([2.134)), el determinante del Jacobiano es la unidad. Puesto que
en la expresién final se deseaba tener la funcién ng,(k, k'), en (2.136)) se ha llevado a cabo

3)

una permutacion simultanea en los argumentos y los subindices de Hye,(3,4,5) para estar

de acuerdo con los argumentos de la exponencial correspondiente. La misma operacion se

2 . . .
ha llevado a cabo en H,(,a)(5, 1) en consonancia con la exponencial asociada.

Agrupando ambos sumandos la ecuacion OZ3 para mezclas queda expresada del modo

siguiente

(3)
Z K3 (k K)HP (k + X))

ZK(2 k)Y (k, k) K2 (k) = 0.

(2.139)
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A continuacién utilizaremos la definicion de la ecuacion OZ2 ([2.130]) para manipular

la ecuacién (2.139)

ZK (k, K)H? (k + k)1, +ZZK (K)HS) (k, K) K2 (k) HP) (k) = 0
Z 9 (& K)HP (k +K)HP D)+ B KD (K HE(k,K) KR (k)60 = 0
o B

ZK(3) k, k) AP (k+ K)HR (k) H7) (K) + Z ©) (I, K') 3,0 = 0

aﬁv

Z ) (& K)HP (k+X)HE) (k) HY) (K) + H)

abe

(k,k') =0

abe

A (kK) ==Y K (kK)HZ () H) (K)ID (k+K) =0

afy

Haciendo uso de la definicién de K™ en términos de la funcién de correlacién directa
(2.118), v de la definicién de H™ en términos de los factores de estructura (ecuaciones
(2.123)) y (2.124)), es posible reorganizar Eq. (2.139) para escribir

/ 1 / A A / A /
Sk k) ==>" (—Faaﬁaw &) (k, k)) pS@ (k)pSy7 (K)pSP (k + K.

afy o

Por ultimo realizamos el cambio de variable
a = e=>a=/ (2.140)
= o=>b=v

v o= n=>e=¢,

y llegamos a una expresion de la ecuacion OZ3 que asocia el factor de estructura triple y

la funcion de correlacién directa triples

! / ! 1 ~ !
SOK) = SO RS H)SD [k +K) (—55 T P2k k >) (2.141)

ean

Siguiendo razonamientos similares a los hechos en el caso de un solo componente

podemos deducir las expresiones para el cdlculo de la funcién de distribucién de tres
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cuerpos en mezclas. Mas concretamente, si se desarrollan los promedios en (2.116)) se llega

a

S (k,K) = 6,
Oy Ty Pl (K) + Oy @y Py (K) + 00T phos [k + K'])
T,T, T, 0° / e" M= B3 (p p)drdr’. (2.142)

vy

Puesto que las ecuaciones (2.141]) y (2.142)) expresan los factores de estructura triple

, . s s 3 . , .
en términos de la funcién de correlacién total c,(“,)y(r, r’) en el primer caso, y en términos
de la funcién de distribucion total hfw)v(r, r’) en el segundo, es posible llegar obtener una
tercera ecuacion que relacione estas dos tltimas expresiones,

7(3)
haﬁv

k) = Y [(Leﬁae(k)ﬁ@e(k’) + S5 hac(K) e (—k — ) + Suchge(K ) e (—k — K')

€

+ peﬁae(k)ﬁﬁe(k/)ﬁvﬁ(_k - k/)

+ Z 523)77(k7 k/) [50475577576

eon

+ 5&75%/00;%0(1{) + 504(7576?77%6?7(1{,) + 5a056npjl76(_k - k)
+ 5vepopnhaa(k)hﬁn(k,) + 0pnPoPchac (K)hye(—k — k') + 5aopnpehﬁn(k,)h%(_k ~ k)
- peboprlias(K)hay (K)o ~k — K] (2.143)

Esta es la forma usual de la ecuacién OZ3 en el espacio de Fourier para sistemas mul-
ticomponentes. La transformada de Fourier de (2.143]) llevada a cabo convenientemente
(ver apéndice|C]) conduce a la funcién de correlacién total triple, y ésta dltima a la funcion

de distribucion de tres cuerpos mediante la expresion

gL ) = B () + b () b () + b (r ) 1 (2.144)



Capitulo 3

SIMULACION

3.1. Introduccion.

La simulacién por odenador constituye uno de los métodos de estudio de la Mecénica
Estadistica dado que supone una via de unién entre los detalles microscopicos de un
sistema (masa de las particulas, geometria molecular, ...) y las propiedades macroscépicas
(ecuaciones de estado, factores de estructura...). Una ventaja fundamental de esta técnica
radica en que trata el hamiltoniano de un sistema de forma exacta, y gracias a ello puede
proporcionar resultados para problemas que de otro modo unicamente podrian resolverse
de forma aproximada. En este sentido la simulacién constituye un test de teorias, mientras
que al ser comparada con resultados de experimentos reales representa un método de
validacién de los modelos utilizados en dicha simulaciéon. Ademads, esta técnica permite
llevar a cabo calculos que en condiciones experimentales resultan poco factibles ya sea

por la dificultad que entranan, su peligrosidad o el coste econémico asociado.

Al principio de una simulacién las particulas del sistema se situan en sus posiciones
iniciales dentro de una caja de simulacion, que normalmente es ciibica, ya sea distribuidas
segun una estructura cristalina determinada o bien al azar. A continuacién en cada paso de
simulacion las particulas se mueven, en el caso de la Dindmica Molecular (MD) guiadas por
las trayectorias resultantes de resolver las ecuaciones del movimiento, o bien en el caso de
la simulaciéon Monte Carlo (MC) generando una cadena de Markov de configuraciones con
probabilidades de transicion adecuadas al colectivo deseado. Tras un ntimero determinado
de pasos de relajacion el sistema continia su trayectoria y entonces es posible medir las

propiedades asociadas a las posiciones (y velocidades en el caso de MD) de las particulas.

Cuando se pretende estudiar las propiedades en el seno de un fluido, la caja que

contiene las particulas del sistema en principio podria suponer un inconveniente a la
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Figura 3.1: Representacion de las condiciones de contorno periédicas.

hora de calcular las interacciones intermoleculares, dado que las particulas situadas en la
superficie de la caja de simulacién estarian sometidas a fuerzas diferentes de las que se
encuentran en la zona central de la misma. Para evitar este efecto de superficie se aplican
al sistema las condiciones de contorno periodicas, que consisten en replicar el sistema
idealmente de forma infinita para cubrir todo el espacio. De esta manera, y tal y como
se muestra en la figura (3.1} a lo largo del proceso de calculo cuando una de las particulas
abandone la caja que la contiene entrard en una caja contigua, y de un modo andlogo
otra particula entrard en la caja para restablecer la densidad del sistema.

3.1.1. Truncamiento del potencial.

El célculo de propiedades del sistema sujeto a las condiciones de contorno periédicas
ha de hacerse de forma cuidadosa puesto que en algunos casos (potenciales del tipo Cou-
lomb, interacciones dipolares, ...) no todos los métodos resultan apropiados. En el caso de
sistemas con interacciones de corto alcance se tiene que la energia potencial total de una
particula determinada estda dominada por interacciones con las particulas vecinas que se

encuentran dentro de una distancia limite o radio de corte r.. Entonces, seria logico igno-
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rar las interacciones con particulas que se encuentran a distancias mayores, y minimizar
el posible error cometido haciendo que r. sea lo suficientemente grande. Si el potencial
de interaccién no es estrictamente igual a cero para distancias mayores o iguales que 7.,
entonces se cometeria un error sistematico en el calculo de las propiedades del sistema
(energfa, ...) que deberfa ser corregido anadiendo una contribucién de largo alcance que

compense el valor desestimado.

Existen diferentes modos de truncar los potenciales en una simulacién (Allen y Til-
desleyl, 1987, Brooks et al.l 1985 Linse y Andersen, 1986), y algunos de ellos son citados

a continuacion

0 Truncamiento simple. Consiste en ignorar las interacciones entre particulas que estén
separadas por una distancia mayor que una dada r., por lo que el potencial presen-
tard una discontinuidad en el radio de corte.

[J Truncamiento y desplazamiento. Es el método que se empleard en el capitulo 8| dedi-
cado al estudio de electrolitos. Consiste en truncar el potencial a una distancia r. y

desplazarlo de modo que desaparezca la discontinuidad que implica el truncamiento.

[0 Criterio de minima imagen. En principio cada particula del sistema interacciona
con todas las imagenes de todas las particulas en las cajas adyacentes. Sin embargo,
para potenciales de corto alcance se puede restringir esta suma haciendo una apro-
ximacién consistente en suponer que la particula 1 de la figura interacciona con

todas las particulas que estan contenidas en el cuadrado centrado en ella misma.

3.2. Simulacion Monte Carlo (MC).

La hipétesis ergddica (McQuarrie, |1976) establece que el promedio temporal de una
magnitud dada y su promedio configuracional en un colectivo determinado son equivalen-
tes. Gracias a ello, y como ya se adelantd en la ecuacién (2.11)), el cdlculo de los valores

de equilibrio de una magnitud genérica M se puede hacer de la forma

[ Mexp(=Hn(x",p")/(KpT))dr"dp”

<M >= [exp(—Hy (eN, pN)/(KpT))drNdpV

(3.1)

Consecuentemente, en una simulacion deberian llevarse a cabo las integrales en un espacio
de configuraciones 6-N dimensional, lo que seria impensable desde un punto de vista
practico, aun teniendo en cuenta la aproximacion de que las fuerzas entre las particulas
son independientes de la velocidad y las integrales respecto al momento puedan hacerse
analiticamente. Para evitar este inconveniente existe la alternativa de llevar a cabo la

integracion sobre una muestra aleatoria de puntos en lugar de unos puntos establecidos.
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La técnica de simulacién MC (Allen y Tildesley, [1987; [Frenkel y Smit, |1996) consiste
en la representacion de un sistema determinado mediante un colectivo de particulas que
recorre el espacio fasico gobernado por una probabilidad de transiciéon asociada a la funcién

de particiéon propia de cada colectivo.

3.2.1. FEl método de Metropolis.

El método de Metrépolis (Metropolis et al.,[1953)) en una simulacién MC en el colectivo
NVT define la probabilidad de transiciéon de un estado genérico ¢ a otro f, asociada a la
diferencia de energia entre los estados inicial y final (A = Ey — E;). Asi pues, si la energia
del estado final £y es menor que la del inicial £; el movimiento realizado es aceptado
directamente. En caso contrario se genera un numero aleatorio £ entre 0 y 1; si & <
exp(—AE/(KgT)) se mueve la particula a su nueva posicién y si & > exp(—AE/(KgT))
entonces se devuelve la particula a su posicion antigua y la configuracién antigua se

considera como la nueva.

De este modo, cada configuracién del sistema se genera tras el desplazamiento de una
particula a cualquier lugar dentro de un cubo de lado 2«, de tal modo que sus nuevas
coordenadas son

T =T+ &

y—y+&
z— z+E&,, (3.2)

siendo &; la magnitud del desplazamiento en la direccion 1.

Puesto que una particula puede moverse en cualquier punto dentro del cubo de lado
2a, al cabo de un nimero grande de movimientos podra alcanzar cualquier punto en el
cubo completo. Dado que esto es cierto para todas las particulas del sistema sera posible
alcanzar cualquier punto del espacio configuracional, motivo por el cual el método es

ergbdico.

3.3. Simulacion de Dindmica Molecular (MD).

La técnica de simulacién MD consiste basicamente en la resolucién de las ecuaciones
del movimiento del sistema aplicadas a las particulas de un colectivo determinado. A
diferencia de la simulacién MC en este caso la presencia del tiempo en las ecuaciones del
movimiento juega un papel importante permitiendo el calculo de propiedades dinamicas
del sistema, como por ejemplo coeficientes de difusién. Sin embargo, puesto que esta
tesis esta enfocada fundamentalmente a la caracterizacion estructural de liquidos, no se

hara una alusion explicita a este tipo de propiedades.
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En definitiva la dindmica molecular resuelve las ecuaciones de movimiento clasicas para
un conjunto de particulas que interaccionan mediante un potencial determinado, de ma-
nera que, prescindiendo de la existencia de posibles potenciales externos estas ecuaciones

estan representadas por

f(r;) =m; TS (3.3)
donde a; es la aceleracion de la particula i, y
ov
= 3.4
=g (3.4)

Entre los métodos de resolucion de estas ecuaciones uno de los més ampliamente utiliza-
dos es el método de las diferencias finitas. La idea fundamental consiste en que dadas las
posiciones, velocidades y otra informacion dindmica del sistema en un tiempo t, es posible
obtener esta misma informacién a un tiempo posterior (¢ + At). El intervalo At depen-
dera de las circunstancias particulares de cada problema, pero en general serd menor que
el tiempo aproximado que tarda una molécula dada en recorrer su propia longitud. Un
ejemplo de este tipo de métodos es el denominado predictor-corrector, en cuya primera
fase se 'predicen’ a un tiempo (¢ + At) los valores de las posiciones de las particulas (r;),
sus velocidades (v;), aceleraciones (a;), y derivadas terceras de la posicién respecto al
tiempo, a partir de desarrollos en serie de estas magnitudes truncados convenientemente.
En una segunda etapa se 'corrigen’ estas variables anadiéndoles un término de correccion

que involucra las ecuaciones del movimiento.

Sin embargo, existen otros métodos més ampliamente utilizados por su sencillez y su
bajo coste en recursos de memoria, entre los cuales destacan el algoritmo de Verlet y sus

variantes.

3.3.1. Meétodo de Verlet ’leap-frog’

Primeramente se describiran las caracteristicas principales del algoritmo empleado
por |Verlet| (1967)) para la resolucion de las ecuaciones del movimiento. Este método de
integracion de las ecuaciones del movimiento es una solucién directa de las ecuaciones
(3-3), y se basa en las posiciones r(t), las aceleraciones a(t), y las posiciones r(t — At) del
paso anterior. Partiendo de las posiciones r(¢) en un instante determinado se calculan las
fuerzas, y a partir de éstas ultimas las aceleraciones a; de modo que puedan adelantarse

las nuevas posiciones
r(t + At) = 2r(t) — r(t — At) + At?a(t). (3.5)

Para determinar la energia cinética también son necesarias las velocidades v ()

vit) = r(t + At)2;tr(t — At)

. (3.6)
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Las ecuaciones v (3.6) se obtienen respectivamente de sumar y restar r(t + At)
y r(t — At) calculados mediante desarrollos de Taylor alrededor de r(¢) hasta segundo
orden. Aunque este algoritmo es sencillo y cumple las propiedades de conservacion del
momento lineal, resulta algo inestable puesto que la trayectoria se genera a partir de la
ecuacion en la que ha de anadirse una cantidad muy pequena a la diferencia entre

dos cantidades grandes.

Con el fin de mitigar esta inestabilidad se desarroll6 el esquema del método’leap-frog’,
en el que se parte de velocidades que se encuentran en la mitad del paso de tiempo.
Inicialmente se parte de las posiciones r(t) para calcular las aceleraciones a(t) a través de

las fuerzas correspondientes. Posteriormente se calculan las velocidades

Vit + %At) - %At) + At a(t), (3.7)
y a continuacion las nuevas posiciones
Pt + At) = r(t) + At v(t+ %At). (3.8)
En el proceso también es posible calcular las velocidades
v(t) = %(v(t + %At) Fv(t— %At)) (3.9)

3.3.2. Termostato de Berendsen.

A lo largo de una simulacién MD es posible acoplar el sistema a un bano térmico
para asegurar que la temperatura media del sistema se mantenga cercana a la tempera-
tura deseada 7.y, consiguiendo el efecto de un termostato. En tal caso las ecuaciones del
movimiento se modifican respecto a las de otros métodos y el sistema ya no muestrea con-
figuraciones en el colectivo microcanénico (NVE), sino que ahora en principio lo hard en
el colectivo canénico (NVT). Existen diferentes variantes de termostatos (Hoover} |1985;
Berendsen et al., [1984; Evans y Morris, |1984), de entre los cuales se ha optado por el
termostato de Berendsen et al.| (1984) debido a su sencillez y rapidez, y a continuacion se

exponen sus caracteristicas fundamentales.

En este tipo de termostato la temperatura instantanea del sistema es guiada hacia la
temperatura deseada T, incluyendo una componente asociada a la fuerza de friccion de

las particulas en las ecuaciones del movimiento

T

Esta ecuacién representa el ajuste de las velocidades por paso de tiempo desde v hasta A

>\:1+ﬁ(£—1>. (3.11)

T,

v, siendo A
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El parametro 71 es la constante de tiempo de este acoplamiento, y en los casos estudiados
en esta tesis se ha estipulado valor en 0,4 ps. El cambio en temperatura por cada paso de

tiempo se puede hacer exactamente igual a (T, — T')At/7r, teniéndose finalmente:

A= l1+f—; (%—1)]1/2. (3.12)

La integracion continua de la forma

Vit + %At) _ {v(t - %At) + At%} A (3.13)
Vit + %At) _ % [v@ - %At) vt %At)} (3.14)
vt + Al) = r(t) + Atv(t + %At). (3.15)

Esto es, con el método Verlet ’leap-frog’ se calcula la velocidad y durante el calculo se

lleva a cabo un proceso de iteracién con el fin de conseguir autoconsistencia en A, v(t) y
T.

3.4. Simulacion en sistemas con interacciones de largo alcan-

ce de Coulomb.

Los sistemas cargados presentan interacciones de Coulomb de largo alcance. En estos
casos el hecho de utilizar una caja de simulaciéon de tamano finito podria representar un
problema si se llegasen a despreciar contribuciones importantes a la energia del sistema.
Las técnicas de simulacion cuentan con diversos métodos para evaluar el efecto de las

fuerzas de largo alcance, y a continuacién se enumeran algunos de ellos

[0 método del campo de reaccién,
[ sumas de Ewald,

[0 sustitucion de las fuerzas Culémbicas de largo alcance por potenciales de alcance
finito y el posterior uso de la teoria de perturbaciones para corregir los efectos del

potencial de largo alcance.

En algunos casos es posible sustituir las fuerzas Culémbicas de largo alcance por
potenciales de alcance finito sin realizar correcciones de largo alcance sin que esto afecte
excesivamente a las propiedades estructurales de interés. Esto se analizara con més detalle
en el capitulo[8l No obstante, en aquellos casos donde se han estudiado las interacciones de
Coulomb completas, hemos recurrido a la técnica de las sumas de Ewald que se describe

bremente a continuacion.
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3.4.1. Sumas de Fwald.

El método de las sumas de Ewald ha sido el empleado en este trabajo para contabilizar
las contribuciones de largo alcance a la energia potencial. Supongamos un sistema de
1 particulas con cargas positivas y negativas ¢;, que necesariamente ha de cumplir la
condicién de electroneutralidad ) ¢; = 0. La energia de Coulomb debida a este sistema,

se expresa del modo siguiente

N
1
Ucoul = 5 Zl ql(I)(’l”Z) (316)

donde ®(r;) es el potencial electrostédtico en la posicién de la carga i

45

®= Z |75, + nL| (3.17)
La suma expresada en estd mal condicionada, y para mejorar su convergencia es
conveniente reescribirla suponiendo que alrededor de cada particula i existe una distribu-
cién de carga difusa que compensa ¢;. De esta manera el potencial electrostatico debido
a ¢ proviene unicamente de la fraccién de ¢; que no ha sido apantallada, y que a su vez
decrece rapidamente con la distancia. Pero en la realidad lo que se desea calcular es el
potencial debido a las cargas puntuales, y no a las cargas apantalladas, por lo que debe
corregirse el hecho de haber anadido esa carga apantallada a cada particula. La energia
de Coulomb final tendra una contribucién debida al fondo continuo de carga, otra debida
al término esptreo de la autointeraccién, y la contribucién en el espacio real debida a las

cargas apantalladas.

N N

1 47V 1

Ut = 5 - loK) Peapl =1 /4a] — (a/m) VD S7 2 + 53" qugerfe(ary) (3.18)
k0 i=1 i#j

donde « es el parametro que controla la convergencia de las sumas de Ewald. La funcion

p es la distribucién de carga utilizada para calcular el potencial electrostatico, a partir

del cual, a su vez, se ha determinado la contribucién a (3.18)) en el espacio de Fourier.

3.5. Cdlculo de funciones de distribucion mediante simula-

cion.

El célculo de la funcién de distribucién par ¢g®(r) en simulacién se realiza de forma
sencilla aplicando las definiciones correspondientes y considerando los promedios sobre las
diferentes configuraciones del sistema en el colectivo que se esté empleando (Allen y Til-
desleyl, [1987). Aplicando los mismos principios es posible realizar cdlculos de la funcién de

distribucién triple ¢'® (r,r’). Para ello se considerara un sistema de N particulas idénticas
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contenidas en una caja ciibica de volumen V| en la que se asume la existencia de condi-
ciones de contorno periddicas en todas las superficies. En el equilibrio, la probabilidad de
encontrar un triplete con una particula en r; en el elemento dr;, otra particula en ry en

el elemento dry y una tercera en rsz en el elemento drs es, segin la ecuacién ([2.37))

P (11, ra,15) = NN - lev(N —2) / / exp[— BV (™)) drN 3. (3.19)

En un sistema homogéneo e isétropo p (ry, ry, r3) depende tinicamente de las posicio-
nes relativas de las particulas y por lo tanto se trata de una funcion simétrica respecto al
intercambio de sus argumentos. En tal caso la funcién de distribucién triple vendré dada

por la expresién

Pg\?;) (7“12, 13, 7’23)
P '

9](\:;’) (12,713, T23) = (3.20)

Es decir, en el mencionado sistema g](\‘?)(r, s,t) representa el nimero de tripletes ws(r, s, t)
con distancias r, s y t, respecto al nimero de tripletes con las mismas caracteristicas en el
gas ideal wi(r, s,t). Estas cantidades se obtienen integrando la densidad de probabilidad

correspondiente

wg(r,s,t):///pg\?)(rl,r%rg)drldrgdrg, (3.21)

para obtener asf el factor de normalizacién de ¢®en términos de las dimensiones del
tridangulo que se considere. Algunos autores han examinado de forma exhaustiva esta
integral (Tanaka y Fukui, [1975; |Baranyai y Evans| 1990) haciendo hincapié en las confi-
guraciones especialmente complicadas debido al tamano de uno o varios lados del triplete

considerado.

Andlogamente es posible expresar la funcién de distribucion triple respecto a dos
coordenadas radiales y una angular definiendo g](\?) (r,s,0). Esta definicién resultard par-
ticularmente 1til en el capitulo |p| al tratar las correlaciones de tres cuerpos mediante la
teoria BHP, puesto que entonces se resolvera la ecuacion OZ3 en el espacio de Fourier y
se definiriran todas las funciones triplete en términos de estas mismas coordenadas. De
forma similar, en el capitulo[6]se resolverd la ecuacién OZ2 inhomogénea en el espacio real
factorizandola en polinomios de Legendre con el fin de obtener las correlaciones triplete
en el contexto de la aproximacién de Attard para ¢®. Utilizando estas nuevas variables

el niimero de tripletes se expresa como

ws(r,s,0) = ///p(3)(r1,r2,r3)dr1dr2dr3 (3.22)

= p3V87r2/7’dr/sds/sen9d8 (3.23)
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donde se ha tenido en cuenta el hecho de que para el gas ideal ¢©®(r, s, 6) = 1.

Desde el punto de vista de la simulacién el célculo de ¢®(r,s,0) se lleva a cabo
contando los tripletes de particulas a partir de las configuraciones obtenidas por simulacion
MC o MD, y normalizando este valor respecto a ese mismo ntmero para el caso del gas
ideal

w3 ws(r, s,0)

3)
gN (T, 3, 6) = id = 2 iAr kEAr IAO . (324)
Wit PV PG ar [5G ar (0500000 ag

Como se observa en la expresion anterior, en simulacion la funcién de distribucién de tres
cuerpos ¢ (r, s,t) se calcula de manera similar a ¢ (r), aunque con algunas complicacio-
nes adicionales. Por una parte es necesario tener muestras lo suficientemente grandes de-
bido a que se estan estudiando correlaciones entre tres particulas y la estadistica serd mas
pobre que cuando unicamente se estudian correlaciones pares. Por otro lado, dado que en
principio el tiempo de célculo de ¢ escala con N3 — siendo N el ntimero de particulas
del sistema — el primer requerimiento de muestras grandes hace que el tiempo de céalculo
se dilate de un modo poco deseable. Este problema se agrava ain mas en los sistemas
con varios componentes (u, v, ...), puesto que la estadistica afecta a cada funcién 9;(3/)5 de

manera independiente.

Hay que tener ademas presente que para determinar funciones pares se ha de tener
en cuenta pares de particulas separadas por distancias inferiores a L./2, dado que de otra
forma se incluirian correlaciones espureas entre réplicas de la misma particula. Esta restric-
cién afecta también a la funcion de distribucion triple. Como se mencioné anteriormente,
su calculo en simulacion se lleva a cabo contando los trios de particulas del sistema. Si se
toma como origen una particula determinada, como por ejemplo la particula 1 de la figura
[B.2] y se calcula la distancia a todas las demds, se observard que en algunos casos puede
que 12 < L/2y ri3 < L/2, pero sin embargo 3 > L/2, de forma que a través de este
par de particulas se introducen correlaciones entre réplicas. Por lo tanto, el triangulo 123
no podria ser contabilizado en los calculos de g (r, s,6), y estrictamente sélo los tripletes

con r,s < L/4 satisfacen completamente la condicién de minima imagen para cualquier
(r,s,0) dados.

3.6. Cadlculo de factores de estructura.

La cantidad fundamental en el estudio tedrico del fenémeno de cristalizacion es la
funcién de correlacién directa triple &3 (k, k'), que como se ha visto en el capitulo [2se re-
laciona con el factor de estructura triple S (k, k') mediante de la ecuacién OZ3. En este
apartado se describira el modo de calcular S (k, k') a partir de las configuraciones de una

simulacién. Una vez conocido este factor de estructura la funcién de correlacién directa
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&3 (k,K') se calcula facilmente a partir de la ecuacion OZ3 . Uno de los primeros
trabajos en los que se hace referencia al cdlculo de funciones de correlacion directa triple
mediante simulaciéon (MD) es el debido a Haymet| (1985)). Sin embargo, estos resultados
estaban seriamente afectados por el error estadistico de modo que no resultaban apropia-
dos para un analisis objetivo. Segin senala Haymet, las contribuciones mas importantes
de segundo orden provienen de términos constituidos por tripletes de vectores de onda
que forman un tridngulo equildtero, y donde el modulo de dicho vector corresponde al
primer pico del factor de estructura par. Posteriormente Rosenfeld et al.| (1990) llevaron
a cabo calculos extensivos de estas cantidades mediante simulacion MC para un fluido
de esferas duras, restringiéndose tinicamente a las configuraciones de triangulo isésceles

debido a los elevados costes computacionales de dichos calculos.

Cuando se describié anteriormente el proceso de céalculo de la funcién de distribucion
¢® se mencioné que la periodicidad de la caja de simulacién imponfa ciertas restricciones
a las configuraciones triplete que podian ser exploradas. En el caso de los factores de
estructura triples también existen ciertas limitaciones impuestas por las condiciones de
contorno periddicas, y asi por ejemplo Unicamente podran observarse fluctuaciones en la
componente de Fourier de p(r) con una longitud de onda inferior a la longitud de la caja

de simulacion L. Més concretamente, las fluctuaciones permitidas son aquellas con vector

de onda
2
k = f(kx, ky, k) (3.25)
y médulo
2
= =V, k5, 82), (3.26)

donde k,, k, y k. son nimeros enteros.

En definitiva, la determinacién de S®(k,k’) se llevara a cabo evaluando el promedio
(2.113]) teniendo en cuenta que la transformada de Fourier de la densidad viene dada por
(2.106)). El vector k de estas ecuaciones es el expresado por (3.25]), y el vector r representa

las posiciones de las particulas obtenidas obtenidas de las configuraciones de simulacion.

En el caso de sistemas multicomponentes también es posible determinar las funciones

de correlacién directa a partir de los resultados de simulacién de los factores de estructura
3)
Suuf

5%

23
y considerando tnicamente las particulas del tipo marcado por el subindice. Asi, por

(k, k') correspondientes, tal y como se vera en el capl’tulo . Igual que en el caso puro,

(k, k) se obtiene promediando las componentes de la densidad que correspondan,

ejemplo, si se considera una mezcla binaria de particulas a y (3, en el calculo de Sgga(k, k')

unicamente han de considerarse las posiciones de las particulas de tipo a.
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® ® ®

Figura 3.2: Representaciéon del criterio de minima imagen para un triplete determinado.

En una mezcla el factor de estructura S;(Li)g
®3)

e (K, K'). Esto implica que una misma funcién 55’35 (k, k) contribuira a

distintos factores de estructura, acoplando el conjunto de ecuaciones en un sistema lineal

(k, k') es proporcional a un sumatorio en las

distintas funciones ¢

que habra de ser resuelto para calcular las funciones de correlacion directa triple.

3.7. Cadlculo de errores.

Los céalculos de simulacién por ordenador estan sujetos a errores sistemdticos y es-
tadisticos (Allen y Tildesley} 1987). Los primeros se deben generalmente a una fase de
equilibrado inadecuada, a un tamano reducido de la muestra, etc, y ha de ponerse espe-
cial cuidado en su control y eliminacién (cuando resulta posible). Los errores estadisticos
generalmente estan producidos por la utilizacion de una muestra finita y de un nimero
de sucesos finito en el cdlculo de promedios. En lo que respecta a los valores de simulacion
de la funcién de distribucién triple ¢ el error aproximado se intuye por la fluctuacién
de los valores representados en las graficas correspondientes. En el caso de las magnitudes
en el espacio de Fourier Sl(ﬁ,)(k), 5B

73
errores debiod a la fluctuacion estadistica asociada a estas funciones.

(k,K') y 6@5(& k') si ha sido necesario el calculo de

Suponiendo una propiedad genérica GG, su error estadistico se estimaria calculando la
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varianza o de la distribucién de valores de G; a lo largo de todos los pasos de simulacién
Nsim

Nsim

Z(Gi — <G >am)? (3.27)

En ocasiones sucede que el valor de (G; se almacena con una frecuencia que hace que
los datos estén bastante correlacionados y por tanto no sean independientes. Con el fin
de contrarrestar este efecto se divide la simulacién en bloques que estén estadisticamente
descorrelacionados y posteriormente se aplica un factor de correccién a la propiedad G.
En este caso particular la distribucién esté constituida por N, valores de G promediados
a partir de un nimero determinado de pasos de simulacién n, (promedio de bloques), de

modo que Ng;,, = N, X ny. La varianza adquiere la forma

Ny

(< G ) = Nib ;<< G > — < G >am)?. (3.28)
En principio el valor de n; deberia estimarse de modo que los bloques proporcionaran va-
lores de G independientes. Un ejemplo de este tipo de calculos fue realizado por [Friedberg
y Cameron| (1970) para determinar el error en la presién en un liquido molecular. Estos
autores definfan un parametro ¢ que relacionaba las varianzas calculadas paso a paso y
por medio de bloques, de tal forma que para un valor determinado de n; se alcanzaba una
meseta en ese parametro. El error en la presion tinicamente debia ser reescalado conve-

nientemente teniendo en cuenta ese valor de n;. Volviendo al caso de la variable genérica

G

T
st'm

o(<G>) = ( )1/20(< G >sim)- (3.29)

. . 3 .
Teniendo en cuenta que en este caso cada triplete Siy)g(k, k') lleva asociado un error
resultaria muy tedioso hacer el andlisis anterior, de modo que el nimero de pasos que

componen cada bloque (n;) se ha elegido de manera aproximada.

3.7.1. Funcion de distribucion de tres cuerpos en el caso del

agua.

En la Introduccion de este trabajo se atribuyd un peso especial al calculo de las co-
rrelaciones triplete en el agua realizado por Lombardero et al| (1999) como motivacién
principal para realizar esta tesis. En el mencionado trabajo se habia empleado una aproxi-

macion tedrica para el calculo de diferentes propiedades en el agua. Entre esas propiedades
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se aludié6 a la funcién de distribucién par y a su variacion anémala respecto a la tempera-
tura. Como muestra la figura [1.1], esta inconsistencia surgié al encontrar que una funcién
ggé(r) a una temperatura dada poseia mayor que otra a una temperatura menor. Por
esta razén se realizaron cédlculos de simulacién de la funcién de distribucion de tres cuer-
pos gg%o(ru, o3, B123), con distancias r12 = re3 que corresponden a las posiciones de los
maximos de la funcion g(OQC))(r). En la figura se observan los resultados de 9(03())0 en
funcién del angulo 693 para distintas temperaturas. A medida que disminuye la tempe-
ratura se observa el crecimiento de un méaximo situado desde fpoo = 100° hasta 120°,
lo que indica la aparicion de la estructura tetraédrica. Este ordenamiento tetraédrico, sin
embargo, queda promediado en las funciones pares cuya unica dependencia es radial, y
ese es el motivo por el que 9(02)0(7“) a 400 K parece poseer menos estructura que a 700 K.
Por otro lado, la ausencia del pico de segundos vecinos es caracteristica en fluidos con
orden tetraédrico, como en el caso del silicio liquido y amorfo (Stillinger y Weber] [1985).
Asi pues, esta parece ser la causa de la imposibilidad de la teoria RHNC para reproducir
los datos de simulacion. A temperatura ambiente el agua segtin el modelo SPCE est4 cerca
del punto de cristalizacion, y las moléculas tienden a organizarse en estructuras abiertas
que presentan un orden local caracteristico del sélido. Segin explica Rosenfeld| (1994)
la funcién puente del sistema de referencia que se emplea en el estudio teérico deberia
contener las caracteristicas geométricas basicas del sistema que se esta estudiando, y por
lo tanto es l6gico que el fluido de esferas duras, que cristaliza en estructuras empaqueta-
das compactas, no posea los rasgos geométricos propios del agua a temperatura ambiente.
Aunque el potencial par sea el responsable de la organizacion tetraédrica, de todas las fun-
ciones pares involucradas en la relacién de cierre iinicamente la funcion puente da cuenta
directa de las correlaciones de tres o mas particulas. Puesto que el maximo de densidad
del agua también esta directamente ligado a los cambios en los niimeros de coordinacion
locales, es comprensible que el sistema de referencia esférico no pueda reproducir este

hecho tampoco.

Por otra parte, existen otros sistemas con un orden local muy marcado como por
ejemplo el acetonitrilo (Fries et al., |1994)), en los que la teoria HNC parece proporcionar
buenos resultados a bajas temperaturas, donde el orden comienza a parecerse al del séli-
do. Igual sucede con la teoria HNC para la acetona y cloroformo (Richardi et all |1998b),
los cuales experimentan grandes correlaciones espaciales. Sin embargo, ninguno de estos
sistema cristaliza en ordenamientos tetraédricos, y ademas su funcién de distribucién par
centro-centro (puesto que son moléculas) posee un segundo pico nitidamente marcado.
Estos hechos indican claramente la necesidad de indagar més profundamente en la in-
fluencia de la geometria local en las aproximaciones de ecuaciones integrales. Ademéds
ponen de manifiesto la importancia que tiene el conocimiento de las correlaciones de tres

cuerpos para comprender la fenomenologia de los fluidos densos, incluso cuando se analiza
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Figura 3.3: Funcién de distribuciéon de tres cuerpos entre los atomos de oxigeno a partir de simulacién
MD para r13 = r13 = 2,75A, que corresponde al méximo de gg)o(r).

el comportamiento de propiedades pares.






Capitulo 4

FUERZAS INTERMOLECULARES
Y POTENCIAL DE
INTERACCION.

De los estados fundamentales de la materia este trabajo se centrara en el estudio de
liquidos. Principalmente se hara hincapié en los liquidos simples, definidos como aque-
llos constituidos por atomos o moléculas de geometria aproximadamente esférica, y sus
mezclas. No obstante, y de forma puntual, también se ha prestado cierta atencién a un

sistema molecular como es el caso del agua.

Como ya se mencioné en el capitulo 2] un sistema determinado se puede caracterizar
por el comportamiento de las particulas que lo constituyen. En este sentido, desde un
punto de vista clasico las propiedades termodinamicas, estructurales, etc., de un siste-
ma podran analizarse como resultado de dos contribuciones fundamentales. Por un lado
esta aquella proveniente del movimiento térmico de las particulas y que origina la energia
cinética del sistema, y por otra parte estd la originada por las interacciones intermolecu-

lares entre esas particulas, y que da lugar a la energia potencial.

Uno de los pasos fundamentales en el estudio de los liquidos conlleva la creacién
de potenciales que sean capaces de reproducir tanto la termodindmica como otra serie
de propiedades del sistema. Prescindiendo del primer término en la ecuacién (2.2)), el

potencial intermolecular se puede descomponer de esta forma

N N
1 o1 y
Vw(N) =5 121\/2(@7”5 Zk Va(ijk) + ... (4.1)
i=1,j= i=1,j=1k=1

Aqui consideraremos tunicamente el primer término de (4.1)) o contribucién par, cuya

caracteristica fundamental en el caso de los liquidos es la fuerte repulsion existente entre
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las particulas cuando la distancia que las separa es pequena. Este efecto de volumen
excluido de corto alcance es consecuencia del solapamiento de las nubes de electrones de
las capas mas externas de los &tomos y por consiguiente del principio de exclusién de Pauli.
Por el contrario, las fuerzas de tipo atractivo son mas suaves y su efecto se manifiesta a
distancias intermoleculares mas grandes. Dada la escasa probabilidad de encuentros de
tres o mas particulas en sistemas diluidos, por lo general se consideran despreciables los
potenciales triples o de mayor orden. Sin embargo, no ha de olvidarse que en muchos
casos la aportacion del potencial de tres cuerpos es sumamente importante, como por
ejemplo en liquidos densos. También hay sistemas en los que las particulas que los forman
experimentan fuertes enlaces direccionales, y por ello los modelos de potencial de los
célculos necesitan tener en cuenta las fuerzas de tres cuerpos (Stillinger y Weber, [1985))
para reproducir las propiedades de dichos sistemas. Algunos autores (Anta et all (1994),
por ejemplo, han demostrado la influencia de las fuerzas de tres cuerpos en el diagrama de
fases de liquidos simples. No obstante, la determinaciéon de magnitudes que involucran tres
particulas plantea un problema adicional tanto en la simulacién como en la teoria, porque
la evaluacién de funciones de tres cuerpos es computacionalmente muy costosa. Por este
motivo a veces se incorpora esta contribucion triplete en los potenciales pares a través
de lo que se denomina potenciales efectivos. A diferencia de los potenciales puros éstos
poseen la caracteristica de que dependen de variables termodindmicas como la densidad,

o la temperatura.

Uno de los potenciales intermoleculares mas sencillos es el de esferas duras, también
denominado HS ("hard-sphere’)

V(r):{go Zij} (4.2)

En el capitulo |5 se empleara este potencial para validar la extensién a sistemas multi-
componentes de la teoria de Barrat et al. (1988)) para el estudio de correlaciones de tres
cuerpos. También se utilizara en el capitulo[6], donde se estudiard la funcién de distribucién
de triple en una mezcla binaria empleando la teoria I0Z extendida a varios componentes.
La sencillez del potencial HS permite gran nimero de simplificaciones en los calculos y
por ello es de gran utilidad en el estudio de liquidos simples, sin olvidar ademés que re-
presenta uno de los sistemas de referencia mas importantes en el estudio de la mecénica

estadistica y que es bastante adecuado para modelar liquidos densos a altas presiones.

Una descripcién més realista de las interacciones pares en fase liquida debe, no obs-
tante, incluir las fuerzas atractivas de dispersién. En liquidos monoatémicos estas fuerzas
se derivan de las fluctuaciones de la nube de carga, que dan lugar a la formaciéon de mul-

tipolos instantaneos. La interaccion dominante es la dipolo-dipolo fluctuante, que decae
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como 1/7°. Esta es la componente esencial en el potencial de Lennard-Jones (LJ)

vo-u[@"-©)] @

que ademés incluye habitualmente un término repulsivo 1/r~12. Este potencial reproduce
muy bien las interacciones entre pares de atomos de gases nobles y de ciertas moléculas
de geometria pseudoesférica. En el presente trabajo se empleard en el capitulo [0] en el

estudio de correlaciones de tres cuerpos en mezclas binarias de fluidos de Lennard-Jones.

Los fluidos de LJ y de esferas duras presentan un comportamiento a alta densidad
similar, con tendencia a la cristalizacién en estructuras de alta coordinacién (fcc, bec,
hep). De hecho, el potencial de esferas duras es un excelente sistema de referencia para
el potencial de Lennard-Jones dentro de un tratamiento perturbativo. Sin embargo, hay
algunos sistemas que incluso modelados mediante potenciales pares efectivos, presentan
tendencias a coordinaciones locales esencialmente diferentes. Tal es el caso del potencial
de Dzugutov (Dzugutov, [1992)), que es el primer potencial par conocido que induce orden
icosaédrico en sistemas de un solo componente. Este ordenamiento icosaédrico (coordi-
nacion 5) es responsable de la facilidad para vitrificar que presentan los sistemas con

interacciones de este tipo. La expresién concreta de este potencial es
V(r) =ui(r) +ua(r), (4.4)

donde

r>d,

us(r) = { Beap(:5) r<? } (4.6)

0 r > b.

w(r) = { ;)4(7”” —B)exp (%) r<d } (4.5)

En la figura [4| se hace una comparacién entre el potencial de Dzugutov y el potencial LJ,
ya que ambos serdan empleados posteriormente en el capitulo [6} Como se ve en la figura,
el potencial de Dzugutov presenta dos zonas repulsivas y una zona atractiva, cuyo rango
y magnitud respectivas estan ajustados para que la interaccion potencie la coordenacion

D.

Los sistemas cargados requieren también una atencion especial, y en concreto en esta
tesis el interés se ha centrado principalmente en los electrolitos. La particularidad de los
electrolitos radica en el hecho de que la existencia de iones en el medio pone en juego
las interacciones de tipo culémbico, caracterizadas por su lento decaimiento originado
por la depencia con r~! del potencial de interaccién. En estos sistemas también exis-

ten efectos de apantallamiento resultado de las condiciones de neutralidad de carga. Un
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Figura 4.1: Comparacién entre el potencial de Dzugutov (linea sélida) y el LJ (linea discontinua). Este
tltimo se ha desplazado para ilustrar la coincidencia de los dos potenciales alrededor del minimo y de la
region del ntcleo.
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ejemplo de potencial ampliamente utilizado en el estudio de electrolitos es el potencial de
Ramanathan-Friedman (RF) (Ramanathan y Friedman, 1971), constituido por una
parte repulsiva blanda y una parte de largo alcance representada por medio del potencial
de Coulomb. El capitulo [§ de este trabajo estd enteramente dedicado al estudio de elec-
trolitos empleando el potencial RF para describir las interacciones entre las particulas del

sistema. El potencial RF esta descrito por la expresion

5377, 75|quq| (Tu+1m\" .
ultf(r) = o 7"5) p - +ul, (1), (4.7)

donde us,, (r) representan el término de Coulomb

2
c 4udv€
= £ 4.
uuu<r) er ( 8)

q, la carga de la particula (en unidades de la carga fundamental), € la constante dieléctrica,
e la carga del electrén, y r, y r, representan el radio de los iones p y v. Como vemos, el
disolvente sélo interviene a través de la constante dieléctrica e (representacién de McMillan
y Mayer] (1945)). A pesar de la sencillez del tratamiento McMillan-Mayer, resulta bastante
adecuado para el estudio de disoluciones iénicas hasta fuerzas idénicas elevadas, siempre y

cuando los efectos de solvatacién no sean muy relevantes.






Capitulo 5

TEORIA DE BARRAT, HANSEN
Y PASTORE (BHP)

5.1. Introduccion

La funcién de distribucion de tres cuerpos constituye una herramienta muy 1util en la
descripcion de la estructura de fluidos. En concreto, es de gran utilidad en la caracteriza-
cion de sistemas cuyo comportamiento no puede explicarse en términos de modelos simples
como el sistema de esferas duras o el fluido Lennard-Jones. Asi, por ejemplo, la funcién
de distribucién triple proporciona informacion estructural fundamental para entender la
distorsién de Peierls y el ordenamiento quimico en la aleacién GeTe liquido (Raty et al.,
2000). También en un sistema como el agua, el analisis de la funcién de distribucién triple
explica coomo la disminucién de la estructura par al enfriar la muestra cerca del punto
triple estd relacionada con un incremento en el orden local tetrahédrico de las moléculas
de agua (Lombardero et al., |1999).

Hoy en dia existen diversas teorias que permiten el calculo de las correlaciones de tres
cuerpos, vy su aplicabilidad depende fundamentalmente de las caracteristicas del sistema
que se desee estudiar. Uno de los ejemplos mas sencillos para ilustrar esto lo propor-
ciona la aproximacién de superposicién de Kirkwood (KSA). Si bien es cierto que esta
aproximacién no resulta demasiado exitosa en sistemas con una alta densidad o con una
fuerte asociacion, sin embargo si suele reproducir adecuadamente la funcion de distri-
bucién triple en sistemas simples a baja densidad, donde las particulas no estan muy
correlacionadas. Alternativamente a la aproximacién KSA, |Jackson y Feenbergl (1962])

propusieron la siguiente factorizacién en el espacio de Fourier

SO (kK) = SO(k+K NSRS H). (5.1)

n
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Al comparar esta expresién con la ecuacion triple de Ornstein-Zernike (2.126)) se observa

claramente que (5.1) implica la desestimacién de las correlaciones triples
P (r,r') = 0.
Esta aproximacion se conoce con el nombre de aproximacién de convolucién (CA).

Normalmente resulta muy 1til expresar la funciones de correlacién de tres cuerpos en
fluidos homogéneos en términos de tres variables triangulares r, ' y |r — r’|. En tal caso

la funcién de correlacién directa triple ¢® cumple las siguientes propiedades de simetria

O(r,r') =P, r) = O (=r, |r - 1)) (5.2)

Como correccién a la aproximacién CA, lyetomi e Ichimaru| (1983) consideraron una

expansién de ¢® en términos de la funcién de correlacién total h(®
A, ) = KD E)AD (AP (v —r'|). (5.3)

Sin embargo, esta expresion presenta el inconveniente de que da lugar al valor ¢® (r, ') =
—1 independientemente de la densidad a la que nos encontremos, para todos los tripletes
cuyas distancias r, ' y |r — 1’| sean menores que el valor del rango de repulsién entre
particulas, donde h( (r) = —1. En definitiva, era necesario disponer de teorias para el
calculo de ¢® que cumplieran ciertos requisitos, a saber, precisién, sencillez y economia

tanto en tiempo de calculo como en recursos de memoria.

5.2. Generalidades sobre la teoria de Barrat, Hansen y Pas-
tore (BHP)

En 1987 Barrat, Hansen y Pastore (Barrat et al., 1987, 1988) propusieron una expresion
para la funcién de correlacién directa ¢® que mantenia la estructura de la ec. 1}
puesto que ésta tltima respeta las propiedades de simetria de , pero sustituyendo las
funciones de distribucién total por unas funciones pares arbitrarias ¢(r). El nuevo ansatz

de factorizacion se expresa de la siguiente forma
(e, r') = t(r)t(r)(|r —r']), (5.4)

con la funcién desconocida t(r). Esta expresion se transforma en el espacio k en

1
(27)?

donde la tilde indica la transformada de Fourier.

&) (i, ) = / F( (K — kDK + K]) dK”, (5.5)



5.2 Generalidades sobre la teoria de Barrat, Hansen y Pastore (BHP) 61

La determinacién de la funcién ¢(r) se hace utilizando la regla de la suma (2.99), a

3)

partir de la cual se establece la siguiente relacién entre ¢® y ¢® en el limite de fluidos

homogéneos (Baxter, [1964)

(2)
8cap(7“) = /0(3)(r,r')dr’

= t(r)/t(r’)t(]r —r'|) dr'. (5.6)

p es la densidad del sistema, y en algunas ocaciones nos referiremos a la derivada dc® () /0p
como C, de forma abreviada. Es importante destacar que en esta teorfa la tnica informa-

cién sobre el sistema que se requiere como dato de entrada es la funcion de correlacion
directa c¢? para calcular las derivadas de (5.6)).

La introduccién de la funcién ¢® en la ecuacién OZ3 permite la determinacién de la

() tal y como se explicard a continuacién. En

funcién de distribucion de tres cuerpos g
definitiva, el ansatz de la teoria BHP juega un papel similar al de la relacion de cierre en
la teoria OZ, puesto que al introducir su valor en la ecuacion integral se cierra el célculo

permitiendo la determinacién de la otra incégnita (h®) en (2.127).

En resumen, el célculo de la funciéon de distribucion triple por medio de la teoria BHP

consta de los siguientes pasos

0 Célculo de dc®(r)/dp. El tnico dato de entrada necesario en el contexto de esta
teoria es la derivada de la funcién de correlacién directa ¢ (r) respecto a la den-
sidad p. Para calcular ¢ (r) se puede emplear la teorfa de ecuaciones integrales
homogénea OZ con alguna relacion de cierre adecuada, y en concreto aqui para
obtener (9c'® (r)/9p) se utilizara el método de las derivadas finitas que se explicita

mas adelante.

00 Caélculo de t(r). La funcién ¢(r) del ansatz BHP se calcula resolviendo la ecuacién

integral formulada por la regla de la suma ([5.6) empleando como tnico dato la
derivada C,,.

0 Caélculo de &3 (k,k’). Una vez conocido el valor de t(r) es necesario calcular la
funcién ¢® para introducirla en la ecuacién OZ3. Por cuestiones de tipo practico
resulta mas sencillo resolver la ecuacion OZ3 en el espacio de Fourier, lo que implica
que todas las funciones involucradas en dicha ecuacion han de estar en el espacio k.
Por lo tanto, el paso siguiente en el cédlculo es, primeramente hacer la transformada

de Fourier de la funcién t(r), y posteriormente calcular &%) (k, k') a partir de (5.5)).

O Obtencién de h®(k,k'). Una vez conocida &3 (k, k') se introduce su valor en
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la ecuacién OZ3 transformada de Fourier. De esta forma se consigue la funcién

h® (k,K).

0 Obtencién de h®)(7,r7). Finalmente se hace la transformada de Fourier doble in-

versa de h®) (k, k') para obtener h®)(r, '), y a partir de ella y empleando la ecuacién
(2.129) la funcién de distribucién de tres cuerpos ¢® (r,r’).

En la figura se presenta a modo de esquema el algoritmo de calculo de la funcién

de distribucién de tres cuerpos ¢g®®(r,r’) en el contexto de la teoria BHP.

La teoria BHP ha sido ampliamente utilizada no solamente como referencia para com-
parar con los resultados de correlaciones triplete proporcionados por otras teorfas (Rosen-
feld et all (1990; Zhou y Ruckenstein|, |2000; (Curtin y Ashcroft, 1987), sino también por
su importancia en el estudio de los fenémenos de cristalizacion dado que proporciona de
una manera directa la funcién de correlacién directa triple (Barrat et al., [1988). Existen
algunos estudios de transiciones de fase, como por ejemplo de la transicion sélido-liquido
(Likos y Ashcroft, |1993) en los que también se hace uso del ansatz BHP para compa-
rar los distintos resultados de ¢® (k, k’). A pesar de que existen referencias bibliograficas
que mantienen la unicidad de la funcién ¢(r) de (Barrat et al., 1988; Khein y Ash-
croft], 1999), hemos encontrado que es posible encontrar varias funciones que satisfacen la

condicién ((5.6]), en concordancia con las observaciones de otros autores (Belloni), [1998]).

La estructura del ansatz de la teoria BHP y el caracter no lineal de la ecuacién integral
induce a pensar en la existencia de multiples soluciones para la funcién ¢(r) de la ecuacién
(5-4). En principio esta no unicidad en ¢(r) no deberfa afectar al calculo de la funcién
de correlacion directa triple, puesto que todas las funciones ¢(r) que cumplen la regla
de la suma necesariamente satisfacen el ansatz (5.4), y por lo tanto proporcionan el
mismo valor para c¢® (r, r'). No obstante, en sistemas multicomponentes esta multiplicidad
de soluciones aumenta considerablemente las complicaciones en la convergencia de los

métodos numeéricos.

5.3. Generalizacion de la teoria BHP para sistemas multicom-

ponentes.

En general la disponibilidad de teorias que permitan el calculo de las correlaciones de
triples en sistemas multicomponentes es de gran interés, e incluso fundamental en casos
donde la presencia de varias especies ocurre de forma natural. Un ejemplo de este tltimo
sistema lo constituyen las especies ionicas en los electrolitos. Ademas, la diversidad de la

naturaleza de los componentes en una mezcla determinada puede dar lugar a diferentes
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ENTRADA
¢® homogenea
(e — Ape)
(e + Ap)

}
CALCULO DE 27
(Diferencias finitas)

Tomando ANSATZ factorizacién
¢ (x, 1) = t(r ) (e — ')

GMRESNL

Calculo de t(r)

6(2) T
s = t(r) [+(r)t(x —x']) dr’

Glt) = 25 —t(r) [ t(r")t(|r — ') dr’

tiry TF tk)

—

i

& (k,K) = gy [ HR)E(k = K')E(K +k"]) dk”

073
h3) = FOZ3(B(3)7 &)

l

CALCULO DE ¢®(r,r’)
3k K) TH hO(r,r)

Figura 5.1: Diagrama de flujo para la obtencién de ¢ (r,r’) mediante la teorfa BHP. Los sfmbolos TF
y TH aluden respectivamente a la Transformada de Fourier, y a la transformada de Hankel-Fourier.
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Figura 5.2: Sistema de referencia

fenémenos de orden local, por lo que resulta de gran interés disponer de teorias que sean

capaces de tratar adecuadamente estos casos.

La generalizacién de la teoria BHP al caso de mezclas es conceptualmente simple,

aunque conduce a la formulacién de un problema numérico de dificultad considerable.

Ahora en el ansatz de factorizacién de la Ec. (5.4) intervienen funciones pares ¢(r)

diferentes, y en consecuencia su nueva expresion es
3 v v v
e (r,1') = Hf (1,205 (1, 3) 115 (2, 3). (5.7)

En el sistema de coordenadas de la Fig. esta expresion se convierte en

3 v v v
e (e.1) = 18 (e = (M (). (5.8)
En el espacio k la funcién cfi,)s(r, r’) se transforma en
‘) (k,K) = L[ e (K (|k — K" (K + K"|) dk” (5.9)
Cuwg X =53 [t Hé v : :

De forma anéloga al caso puro, la funcién tﬁf (r) se calcula gracias a la regla de la

suma generalizada a sistemas multicomponentes

oc? (r)
£ _ (3)
g—p,, = / Cpe (T, 1" )dr’

— () / 1 (Y (1 — ) d (5.10)
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Figura 5.3: Posibles tipos de configuracion triplete en una mezcla binaria.

cuya transformada de Fourier viene dada por

9c? (k)
£ _ =3 I _
S—py = & (kK =0). (5.11)

®3)
223
independientes, es decir, habria n? maneras diferentes de agrupar simultdneamente las

Si se considera un sistema de n componentes habra n? funciones de correlacién c

particulas de tres en tres en el espacio. Por lo tanto, en el caso de una mezcla binaria de
componentes o y 3 como el que se estudiara en este capitulo se tendran cuatro funciones
cf;)g independientes, a saber, c@a, c(;gﬂ, cS’o)éﬁ y c(ﬂ?ga. En la figura se ha dibujado
esquematicamente la disposicion espacial de los tripletes de particulas representados por

las correlaciones de tres cuerpos que se acaban de mencionar.

En la prictica estas funciones ¢® estdn representadas por matrices que recogen de
manera explicita la dependencia de dicha funcién con sus variables. Por ejemplo, es posi-
ble expresar ¢® en términos de dos variables espaciales y una variable angular 6 (siendo
cosd = rr’/(rr")). En particular, esta representacion resulta adecuada para la manipula-
cién efectiva de la ecuacién OZ3 en la que se introducird posteriormente la funcién ¢,
En una mezcla dada el nimero de estas matrices es superior al de funciones de correlacion
a las que representan. Esto se debe a que, para una combinacion dada de las que aparecen
en la figura [5.3] es posible situar el origen de coordenadas en tres sitios diferentes, y es

precisamente la asignacion de ese origen lo que puede dar lugar a una rotura en la simetria
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de las matrices.

Con el fin de visualizar de una manera mas explicita esta rotura de simetria se escri-
birdn a continuacién las matrices anteriores para la mezcla binaria, en funcion de las tres

distancias del triplete a las que se hace alusién en la figura (/5.2))

e (r,x') = 1557 (|r — v/ )30 ()55 (1), (5.12)
cShs(r,x') = 1337 (jr — N (e (), (5.13)
ey, x') = 1227 (e — e (s’ (o), (5.14)
e (rx) = 207 (Jr — S5 (r) 5 (), (5.15)
o (0, 1') = oo (|r — ¥ e (r)tioe (o), (5.16)
e (.x') = 190 (jr — Y ()t (), (5.17)
S,y = 1520 (jr — 0 () (), (5.18)
s,y = 207 (jr — el ()5 (o). (5.19)

Si en la figura|5.3[se asigna el circulo blanco a la particula a y el negro a la particula 3,

entonces la ecuacion (5.12)) hara referencia a la configuracion (a) de dicha figura, mientras

que (5.13]) hard referencia a la configuracién (b). Las ecuaciones ({5.14))-(5.16)) se relacionan
con la configuraciéon (c), y (5.17)-(5.19)) con (d).

En resumen, hay que distinguir entre las correlaciones de tres cuerpos representadas
(3)

(23
para almacenar los datos correspondientes a cada funcién ¢

y las matrices que se emplearan en los célculos

(3)
(2%

caso nos movemos en el plano referente a la disposicion de las particulas en el espacio, en

por las funciones de correlacion total ¢

Mientras que en el primer

el segundo caso nos estamos refiriendo al aspecto puramente matematico. Esta distincion
ha de tenerse muy presente al hacer los calculos, y en algunos casos puede ayudar al lector
a la hora de analizar las posibles relaciones de simetria que se establecen en los sistemas

multicomponentes al calcular este tipo de propiedades.
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Haciendo uso de las relaciones de simetria antes mencionadas las cuatro funciones de

correlacién independientes i, cggiﬁ, cf'ﬂ)ﬁ, y 0(536)5 se relacionan con las seis incégnitas

tgfi” a través de estas ecuaciones

Delt) _ oy [meeasee ey = [ eanm @20
i) st [y —vhan = [ a2
W0 _ ) [ o = [ 62)
%ﬁg) — 0 (r) / £25 ()55 (v = v/))dr' = / o (r, 1)’ (5.23)
W00 _ e [eente - - [dwom G
aéﬁ? —70) [P = xDar = [ ) frx)ar' (5:25)

Las ecuaciones ([5.20) y (5.25]) estén desacopladas y pueden resolverse de manera inde-
pendiente — de forma similar a como se hace en el caso de un solo componente —, mientras

que las otras cuatro ecuaciones estan acopladas dos a dos.

(3)
pr§?

caso proporcionada por la teoria BHP, es posible calcular la funcién de distribucién de

En definitiva, una vez que se dispone de la funcién de correlacion directa ¢, ., en este

tres cuerpos haciendo la transformada de Fourier de la ecuacion (2.128)) y posteriormente

calculando 95:,)5 gracias a la expresion ([2.144)).

5.3.1. Algoritmo de cdlculo en la teoria BHP.

Funciones ’t(r)’ del ansatz de factorizacidn.

En los sistemas multicomponentes en lugar de tener una ecuacién (5.10|) aparece un

sistema de ecuaciones. Puesto que las ecuaciones (5.21)) y (5.22)), y (5.23)) y (5.24)), respec-

tivamente, estan acopladas, la dificultad del cdlculo aumenta respecto al caso de un solo

componente. Para ilustrar el proceso de resolucion del ansatz se tomara como ejemplo
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el sistema acoplado constituido por el grupo de ecuaciones (5.21)) y (5.22)), que de forma
abreviada se escribe
Cor — taa(tag * tag) = 0 (5.26)

Chy — tap(too * tga) = 0. (5.27)

Las funciones C,_

la densidad, y el simbolo * indica la operacién de convolucién. El sistema de ecuaciones

y C,,, son las derivadas de las funciones de correlacion par respecto a

se ha resuelto empleando el esquema numérico correspondiente al método GMRESNL,
de manera semejante a como se hace en sistemas de un solo componente. Este algoritmo
presenta numerosas ventajas frente al método tradicional 'steepest-descent’ Barrat et al.
(1988)), puesto que evita el célculo de las derivadas funcionales del sistema de ecuaciones.
Los detalles sobre este método numérico se recogen en el apéndice[B] Su aplicacién correcta
requiere en primer lugar una discretizacion de las funciones utilizando una rejilla en la
coordenada r. Las dos funciones ¢,, se introducen en el vector t, y a continuacién se
resuelve el sistema de ecuaciones. En este caso el operador no lineal M correspondiente

en el método GMRESNL representa las operaciones de convolucion que actian en las

ecuaciones ([5.26])-(5.27)).

Las funciones se han discretizado en una rejilla de 2048 puntos con un tamano de red
de 0,0050, donde o es el diametro de la esfera mas grande de la mezcla. En esta ocasion
el valor utilizado para el pardmetro e del método GMRESNL (ver ec. (B.7)) en apéndice
es del orden de 0.001, y se han utilizado diez direcciones de busqueda. El criterio de

convergencia seguido requiere el cumplimiento de la siguiente condicion en la iteracién n
9c?@
|| ap tN(tn * tn)“
c(2)

1%,

€, (5.28)

donde el sumatorio se ha llevado a cabo sobre el niimero de puntos de la rejilla empleada
en la discretizacion de las funciones. El valor de ¢ alcanzado para el sistema de ecuaciones
desacoplado es del orden de 107! mientras que para el caso acoplado no superé 1074
En general, la convergencia se alcanz6 en un rango de 10 a 100 iteraciones, en funcién de

los parametros empleados en el cédlculo.

En vista de estos resultados parece evidente que en el caso desacoplado el método GM-
RESNL es claramente mas eficiente que el método ’steepest-descent’ utilizado original-
mente por [Barrat et al|(1988]). Mientras que estos autores llegan a valores del pardametro
e (ec. (B9a) de (Barrat et al.,|1988)) del orden de 1072, en el presente trabajo se consigue
un valor equivalente de ¢ (ec. ((5.28))) de 1071.

Una vez resueltas las ecuaciones (5.20)-(5.25)) se consiguen las funciones t,,(r). En

las figuras [5.4(a) — (c) se presentan dichas funciones Como puede observarse presentan
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(r)

tUVE
v

Figura 5.4: Gréfica superior: Funciones tﬁzw(r) del ansatz de factorizacion de la teoria BHP.
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un decaimiento lento a medida que se aumenta la coordenada espacial, y poseen las
discontinuidades propias de las funciones de correlacién directa par asociadas. Por otro
lado, para distancias menores que el valor de r ligado a la repulsiéon en la regién del
solapamiento no poseen el valor —1 tipico de las funciones de correlacién total h,, (), lo
que implica que, como era de esperar, la aproximacién t(r) ~ h(r) tiene una validez muy

limitada.

5.4. Correlaciones de tres cuerpos en una mezcla binaria de

esferas duras.

Puesto que se pretende validar la presente extension de la teoria BHP para el caso
particular de sistemas multicomponentes, es necesario utilizar como referencia un sistema
sencillo que esté bien caracterizado y del que se conozca suficientemente su comportamien-
to. Con este fin se ha considerado el estudio de las correlaciones de tres cuerpos en una
mezcla equimolar de esferas duras aditivas cuyos componentes son a y 3, con o, = 0,8
y 03 = 1,0, siendo o = 0;/0pp. Los cdlculos se han realizado para una fraccién de

empaquetamiento 1 = %pagﬂ = 0,4.

Los resultados obtenidos a partir de la teoria BHP han de contrastarse con datos de
referencia para el mismo sistema, que en este caso se han obtenido mediante simulacion. En
particular, las funciones de distribucion han sido calculadas a partir de las configuraciones
de una simulacién MC estédndar en el colectivo candnico con 1100 particulas (550 de cada,
tipo). El muestreo para hacer los célculos de las funciones par y triple se ha llevado a

cabo sobre 400 configuraciones.

En cuanto a la teoria, tanto la funcién de distribucién total como la funcién de correla-
®3)
2223
a partir de la ecuacion OZ con una relacion de cierre autoconsistente. Esta incorpora por

cién directa empleadas para calcular g, /. en las diferentes aproximaciones, se han obtenido
un lado el criterio de consistencia entre la compresibilidad isoterma y el virial, y por otro
lado entre el potencial quimico y el virial segin la aproximacién de Verlet modificada

(VM) (Lomba et al., [1996)). La relacién de cierre se escribe formalmente como

92 (r12) = exp{—Bvu (r12) + h{(r12) — 2 (r12) + Byue(riz)} (5.29)

donde 3 = 1/KgT,y B¢ es la funcién puente

D (1, w)su%(rl2)2
2[1 + Quuspe(r12)]

Qu = w(l,1 = pa},/3) ¥ Sue = Puve — Cue es la funcién de correlacién indirecta. La

Bue(riz) = —

(5.30)

funcién de interpolacién puede expresarse como

b —1

(I);w(ru; 1/}) =1 + [1 =+ tanh(r12 - O-;w)] 9 y (531)
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Figura 5.5: Funciones de distribucién total par. Simbolos: resultados de simulacién, lineas: OZ con relacién
de cierre VM autoconsistente.

donde los pardametros ¢ y w en este caso particular adquieren los valores respectivos
1,38663 y 1,31199.

Puesto que el unico dato de entrada necesario en la teoria BHP es la funcion de
correlacion directa par, las funciones de correlacion de tres cuerpos resultantes estaran
condicionadas por la calidad de estas funciones iniciales. En la figura se representan
las funciones de distribucién total pares correspondientes a la mezcla de esferas duras
obtenidas con la aproximacién VM autoconsistente (Lomba et al.,|1996). El buen acuerdo
entre simulaciéon y teoria ilustra la fiabilidad de la teoria a nivel par, y consecuentemente
la conveniencia de dichas funciones como fuente de datos iniciales para resolver la apro-
ximacion BHP. Alternativamente se podria acudir a una parametrizaciéon de la funcién
de correlacion directa de igual modo a como se hace habitualmente en el caso puro para
esferas duras (Barrat et al., [1988)). A pesar de que en mezclas existe un tratamiento de
este tipo (Enciso et al., [1987)), no es de esperar que su uso afectase significativamente al

resultado final, en vista del acuerdo presentado en la figura [5.5

Una de las posibilidades mas sencillas para el cdlculo de la derivada de la funcién de

correlacion directa respecto a la densidad es el método de diferencias finitas, que es el que
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se ha empleado en este trabajo.

Ocii(r) _ e (r)(pe + Dpe) = i (r) (pe — Ape) (5.32)
6p€ 2Ap§ 7

con Apg = 0,01. Alternativamente existen otros métodos que permiten el calculo explicito
de estas funciones diferenciando tanto la ecuacién integral OZ como la relacion de cierre
que corresponda, y construyendo asi un nuevo sistema de ecuaciones que relaciona las
funciones de correlacién pares y sus derivadas respecto a la densidad (Barrat et al., [1988;
Belloni|, |1988)). Este procedimiento permite una mayor precision y se emplea normalmente
cuando se resuelven ecuaciones autoconsistentes tipo HMSA en condiciones de convergen-
cia dificil (altas densidades, bajas temperaturas). En condiciones normales el método de
diferencias finitas es suficiente, como demuestra la calidad de los resultados de la aproxi-
macion SCVM de la figura [5.5| empleados en este trabajo. En la figura [5.6| se presentan
las diferentes funciones 80&21,) /Ope para este sistema, y como cabia esperar, al tratarse de
una mezcla de esferas duras, se observa que las derivadas conservan la discontinuidad en

el mismo lugar que las funciones cffl,) de partida.

5.4.1. Multiplicidad de soluciones.

El formalismo de la teoria BHP para sistemas multicomponentes conserva la estructura
del ansatz original ([5.4]), y por lo tanto en principio es de esperar que también en este caso

. .. . 3 . ,
aparezca una multiplicidad de soluciones en c}(w)g(r7 r’). Sin embargo, ademds en cada una

de las ecuaciones ‘D" es posible multiplicar una de las funciones tﬁzg(r) por una
constante arbitraria c y la otra por 1/¢, de modo que el producto se mantenga constante.

Esto implica la existencia de infinitas soluciones, lo que complica ain méas los calculos.

Una manera de ilustrar la existencia de diferentes soluciones ¢(r) para el ansatz BHP
consiste en invertir el proceso de calculo. Es decir, partiendo de una funcién ¢(r) conocida
(t1), calcular la funcién 9c'® (r)/0p, y posteriormente utilizar esta derivada para introdu-
cirla en (5.6) y determinar ¢(r) (t5). Si t; # to, entonces habra quedado demostrado que
no existe una unica solucion que satisface . A continuacién se recogen los resultados

obtenidos tras llevar a cabo este calculo en el tipo de sistema de ecuaciones acoplado

representado por (5.21) y (5.22]).

En la figura (a) se han representado las dos funciones #%(r) de partida. Se trata de
dos funciones escalén, que al ser introducidas en la expresién (5.6|) dan lugar a las derivadas
86&) (r)/0p, de la figura (b) Partiendo de estas derivadas, y ademéds toméandolas como
estimaciones iniciales para tﬁzg (r), se resuelve la ecuacién 1} y se consiguen las nuevas

soluciones #¢(r). Como se observa en la figura las nuevas t4¢(r) son diferentes de

(2

las que se utilizaron en el calculo de las derivadas de Coié

que a su vez son también
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Figura 5.6: Gréfica superior: derivadas respecto a la densidad de las funciones de correlacién directa para
la mezcla con 1 = 0,4. Grafica inferior: detalle de la grafica superior en la regién de las discontinuidades
en las derivadas.
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Figura 5.7: Funciones tl’jl’jf(r) de partida y derivadas Bcfi) (r)/0p, obtenidas al aplicar (|5.6]).

solucion de . Este es uno de los casos en que los dos conjuntos de soluciones se
relacionan mediante toq = Ctaa ¥ tag = (1/¢)tap. Junto con este tipo de multiplicidad
también encontramos soluciones espureas que son resultado de resolver la ecuacion integral
discretizada, y que normalmente se identifican por una dependencia muy marcada de las
condiciones de discretizacién (pardmetros N y Ar), y por la presencia de comportamientos
que no tienen justificacion fisica (las funciones t adquieren valores elevados para distancias

grandes).

5.4.2. Funciones de correlacion directa de tres cuerpos.

Introduciendo las funciones tﬁl’jg(r) en las ecuaciones 1’ se obtienen las funciones

(3)
[BZ3

posteriormente en la ecuacion OZ3 con el fin de calcular las funciones de distribucién de

de correlacién directa triple en el espacio k. Estas funciones ¢, . (k,k’) se introduciran
tres cuerpos de las que se hablara posteriormente. Como ejemplo se muestran en la figura
algunos resultados de Eiggé(k, k') frente a ko para diferentes configuraciones (z = cos 6
=0, 1 y-1), donde 6 representa el angulo entre k y k' en una configuracién de tridngulo
isésceles determinada por los vectores k, k', y k —k’ (kK = k). En un primer anélisis se
observa que estas funciones no solamente presentan la misma tendencia que los resultados

obtenidos por |[Rosenfeld et al| (1990)) para el caso puro, sino que ademds muestran un

10
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6 ——= (0 —

t,0)
n
|

Figura 5.8: Funciones ¢4+ (r) solucién de la ecuacién 1D

acuerdo razonable con los datos de simulacién que se presentaran en el capitulo [7}

Ademas, en la figura|5.10[se incluyen resultados de El(i)g(k, k') frente a cos 6, donde los

valores de k corresponden en cada caso a los primeros picos en las funciones iLW(k). Se
®3)
223
BHP - Eq. (5.4) — y por otro la aproximacién correspondiente a la expansién de ¢® (r, r')

han representado dos aproximaciones para ¢, . (k, k'); por un lado el ansatz de la teoria
en términos de la funcién par h®(r) — Eq. —. Las dos aproximaciones presentan
el mismo comportamiento, aunque se observan mas diferencias entre ellas sobre todo a
angulos pequenos, esto es, para valores de k pequenos. Si se comparan estos resultados con
los correspondientes al articulo de Barrat et al.|(1988) para el caso de un solo componente,
se observa que cualitativamente la tendencia es similar, y también aparecen diferencias
mayores entre las aproximaciones antes mencionadas para angulos pequenos. En concreto,

es digno de mencién el desacuerdo para § = 0 y § = 7 en la configuracién triplete
&k, K.

5.4.3. Funciones de distribucion de tres cuerpos.

®3)
%3 5
BHP previamente han de calcularse las funciones de correlacion directa 6;36(k, k') por me-
(3)
223

Para poder obtener las funciones de distribucién de tres cuerpos g, (r,r’) en la teoria

dio de la ecuaciéon |) Posteriormente se inserta ¢

el fin de obtener I;Jl(?yg(k, k'), y tras hacer su transformada de Fourier inversa, hl(f’y)g(r, r').

De los cuatro primeros términos de la ecuacién ([2.128]) se puede hacer la transformada de

(k,k’) en la ecuacién ([2.128]) con
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Fourier inversa directamente, mientras que el término restante ha de invertirse numéri-
camente por medio de la transformada de Hankel-Legendre, tal y como se muestra en la
ecuacion (A3) del trabajo de Bildstein y Kahl (1993).

En el estudio de las funciones de distribucion de tres cuerpos es muy comun el empleo

de otra magnitud asociada que corresponde al cociente entre ¢ y la aproximacién KSA

L(r,s,t) = g% (r,s,) /g% (r)g? (s)g® (), (5.33)

y que en cierta manera representa las desviaciones de la funcion triplete respecto al com-

portamiento ideal. En la grafica superior de las figuras [5.1145.12] se representan los re-

sultados de ggi)g(r, r’) de simulacién y de varias teorias para configuraciones de contacto,

mientras en la grafica inferior se incluyen resultados de las funciones I'y¢(r, 1) corres-

pondientes. Se denominan configuraciones de contacto en esferas duras a aquellas para

(3)
%3

también llamado valor de contacto. Su estudio resulta especialmente importante en el caso

las cuales r en g, (r,r, ) estd muy préxima al valor de o (didmetro de la esfera dura) o
del potencial de esferas duras puesto que a partir de él se pueden obtener las propiedades
termodindmicas del sistema (Alder, [1964).

Al observar las gréficas de las diferentes funciones gﬁ)g(r,r’ ) en las configuraciones

de contacto (Figs. [5.11}5.13)), llama la atencién el hecho de que en todos los casos los
valores de la aproximacién KSA difieren notablemente de los valores correspondientes a
la simulacién. Ademds, en tales casos la funcién I'(r, s, #) muestra una forma caracteristica
con un maximo bastante acusado. Hay que resaltar que estos mismos rasgos caracteristicos
en la funcion de distribucién triplete han sido observados previamente para el caso de un
solo componente, como se constata por ejemplo en los trabajos de Bildstein y Kahl (1994])
y Miller y Gubbins (1993) para un sistema de esferas duras. En cuanto a los valores de
las teorias CA y BHP, los resultados presentados para esta mezcla muestran una mejora
considerable respecto a los valores de la aproximacién KSA en todo el rango de valores

de 6 para las configuraciones de contacto.

Como cabia esperar, a medida que se incrementa el valor de los argumentos r y s de la
3)
123
el acuerdo entre simulaciéon — y en general también CA y BHP — y la aproximacion KSA

funcién g, . (r, s, 0), esto es, para configuraciones que se alejan de los valores de contacto,
mejora sustancialmente. Este hecho se pone de manifiesto en las gréaficas [5.14H5.16] en las
que se ha mantenido la misma escala en el eje y para la funcién I'(r,s,8) con el fin de

facilitar las comparaciones con las configuraciones de contacto.

A pesar de que la mezcla que se estd estudiando no es demasiado asimétrica en lo que
respecta al tamano de las particulas, esta asimetria es suficiente como para dar lugar a
ciertos efectos estrechamente relacionados con el tipo de potencial empleado. Si se obser-

van las funciones gSﬁa y g/(;’ﬁ)ﬁ en las configuraciones de contacto (Figs. |5.11]) se vera cémo
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la segunda presenta un pico alrededor de 115° bastante més acusado que la primera. Dado
el alto valor de la fraccién de empaquetamiento existente en esta mezcla es de esperar que,
aunque de forma muy ligera, la particula mas grande se vea en mayor medida afectada por
los efectos de empaquetamiento y por tanto presente una estructura con un orden sensi-
blemente mas definido que el correspondiente a la particula mas pequena. Estos efectos se
acentian notoriamente cuando la diferencia de tamano entre las particulas se incrementa

mas aun, tal y como se vera en el capitulo

En las figuras|5.12|se aprecia como la funcién ggg 5

angulos mas pequenos respecto a su homologa gg;)a. En definitiva ésta es la manifestacién

empieza a adquirir valores no nulos a

de las repulsiones entre los nicleos del potencial de las esferas duras. La distancia de
aproximacién entre dos esferas duras pequenas es menor que entre las grandes, por lo que
el valor del angulo 6 cuando las dos particulas iguales estan en contacto ha de ser también

menor 3) )
para g,,s que para gz,
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Capitulo 6

TEORIA ORNSTEIN-ZERNIKE
INHOMOGENEA

Hasta hace unos anos el estudio de las ecuaciones integrales inhomogéneas se centraba
fundamentalmente en los fluidos confinados, en las interfases, en las transiciones de mo-
jado, o en general en los fenémenos de superficie. Sin embargo, en 1989 Attard utilizo el
método de la particula fuente desarrollado por [Percus (1964) para calcular la funcién de
distribucién ¢® a partir de la ecuacién integral Ornstein-Zernike inhomogénea (I0Z). La
sencillez de este método aplicado al calculo de las correlaciones de tres cuerpos radica en
el hecho de considerar un sistema sometido a un campo externo esféricamente simétri-
co, de modo que la ecuacién de Ornstein-Zernike puede factorizarse de forma sencilla en

polinomios de Legendre.

En el presente capitulo se utilizara este tratamiento para estudiar la estructura par
y triple de un sistema puro modelado con el potencial de Dzugutov, que como se men-
cioné anteriormente reproduce las condiciones de vitrificacién de ciertos sistemas a bajas
temperaturas. Asimismo se llevara a cabo la generalizacion para sistemas multicompo-
nentes de la teoria IOZ propuesta por Attard para el estudio de la funcién de distribucion
de tres cuerpos, y se mostraran resultados para una mezcla de Lennard-Jones y otra de

esferas duras.

6.1. Teoria de Ornstein-Zernike inhomogénea para sistemas

de un solo componente.

Como ya se ha mencionado anteriormente la idea de Attard consiste en emplear el

método de la particula fuente de Percus para aplicar la teoria de ecuaciones integrales
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inhomogénea al estudio de las correlaciones triplete. Si se considera una de las particulas
de un triplete dado como fuente de un campo perturbativo, es posible utilizar el for-
malismo de la ecuacién de Ornstein-Zernike inhomogénea (IOZ) para llevar a cabo la
caracterizacién estructural del fluido en términos de correlaciones pares y de tres cuer-
pos. El potencial externo inducido por la particula fuente genera un perfil de densidad
inhomogéneo que puede relacionarse con las funciones de correlacién par. Estas dos tulti-
mas cantidades pueden relacionarse a través de la jerarquia Yvon-Born-Green (YBG)
(Hansen y McDonald, 1986), o a través de la ecuacién de Triezenberg-Zwanzig-Wertheim-
Lovett-Mou-Buff (TZWLMB) (Triezenberg y Zwanzig, 1972; Kjellander y Sarman) [1990).
Ademaés del perfil de densidad, es necesaria una relacién de cierre para complementar la

ecuacion 10Z.

Es importante recordar que en este tipo de aproximaciones la eleccion de la particula
fuente del triplete condiciona los resultados de las funciones de correlacién, dado que en
principio las posiciones de las particulas en dicho triplete no son necesariamente equi-
valentes. En general la consecuencia de esto es que las funciones de distribucién triple
no seran unicas y las diferencias entre las distintas posibilidades dependeran ligeramente
de qué particula se elija como fuente. Los efectos de esta deficiencia de la teoria ya han
sido analizados en detalle con anterioridad por |Attard| (1991)). Adicionalmente, en el caso
de mezclas se vera que, debido a las aproximaciones hechas al resolver la ecuacion inte-
gral, algunas funciones pares también pueden ser diferentes dependiendo de qué tipo de

particula se tome como fuente.

También se ilustrara aqui la misma fenomenologia mostrada con anterioridad por
Attard, y que establece que cuando las funciones pares se obtienen de forma consistente
con las de tres cuerpos, los resultados mejoran considerablemente los obtenidos mediante

aproximaciones equivalentes aplicadas a la teoria OZ homogénea.

6.1.1. Fundamento teorico

La ecuacion OZ inhomogénea establece la relacion entre la funcién de correlacion
2 . o 2 : :
total hl )(rl, r9) y la funcién de correlacién directa e )(rl, ry) en presencia de la inhomo-

geneidad,

hL()Q) (I‘h I'Q) = CE)Q) (I‘h I'Q) + /dr4p(r4)c£2) (I‘h I'4)hg2) (1'4, I'Q). (61)

Esta ecuacién se deduce inmediatamente del formalismo OZ (ver secciény apéndice
simplemente al considerar la dependiencia espacial de la densidad y la rotura de la
invariancia translacional de las funciones pares. Ademas, el método de Percus implica que

la fuente de inhomogeneidad en el fluido es una de las particulas del mismo, y que de
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Figura 6.1: Sistema de referencia para la teoria IOZ. La particula fuente se encuentra en el origen de
coordenadas.

ahora en adelante denominaremos particula o (particula fuente).

A pesar de que la tercera particula (particula fuente) no aparece explicitamente en la
ecuacion integral , estd implicita en la notacién utilizada f,(ry,r2), y su presencia
indica que las particulas 1 y 2 estan sujetas a la influencia del potencial externo inducido
por la particula 0. Como consecuencia de esto la funcién de distribucion par inhomogénea
géQ)(rl,rg) obtenida mediante la ecuacién representa la probabilidad de encontrar
las particulas 7y 2en ry y ry respectivamente, condicionado a tener la particula o en r,.

Por ello la funcién de distribucién de tres cuerpos ¢©® se puede expresar como

9(3)(7’077‘1,7”2) = 9(2)(7”1)9(2)(7"2)9(()2)(1'1,1‘2)7 (6.2)
mientras que el perfil de densidad inhomogéneo proporcionara la funciéon de distribucién

correspondiente al seno del fluido, esto es,

p(r1) = pg(ror) (6.3)

donde p es la densidad del fluido homogéneo.

El sistema que nos ocupa presenta simetria axial dado que el potencial externo depende
unicamente de la distancia al origen, donde esta situada la particula fuente. En el sistema
de referencia esquematizado en la figura |6.1| a la particula fuente "o’ se le ha asignado
la etiqueta 3, y como se observa el potencial par V(rjs) depende de la separaciéon de

las particulas respecto al origen y del angulo entre los vectores r; y ry. Esta simetria
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axial permite expresar la ecuacién integral (6.1) en términos de las coordenadas polares

(Attard, [1989)
5(2)(7”1, o, 012) = h@)(ﬁﬂ”z, 012) — 0(2)(7“1,7’2, t12)
= /dr4,0(7"4)c(2) (7"1,7”4,914)h(2)(7"4,7“2,942), (64)
y ademas facilita el camino para su factorizacion en polinomios de Legendre. Empleando
la transformada continua de Legendre — ver ecuaciones ((C.4) y (C.5)) en el apéndice |C|—,

y aplicando las propiedades de ortogonalidad de los polinomios de Legendre se obtienen

los coeficientes

~

§n(T1,T2> = hn(rl,m) — én(”f’hq&)
AT o . .
- 2n + 1 A d7’47’ip(7’4)0n(7’1, T4)hn(r47 T2>7 (65)

donde ~ indica la funcién transformada de Legendre de orden n. Esta integral se ha tratado
siguiendo el método empleado por Fushiki| (1991). El tratamiento de largo alcance en (6.5)
supone que a partir de una distancia dada R se considera el régimen del seno del fluido,
y por tanto las funciones en esa regién son las correspondientes al sistema homogéneo

. 7 . /\w
designadas genéricamente como f*°(r;,r;)

47
2n +1

§n(r17 TQ) -

R
{/ dmrip(m)én(rl, r4)hn(rg,72)
0

+ / dmrip(m)én(rl,m)l}n(m,m)}. (6.6)
R

Teniendo en cuenta que la transformada de Legendre de la funcion de correlacion indirecta

en el seno del fluido, §*°(ry,r2), se escribe del siguiente modo,

47
2n+1

+ / dryr?pee (ry, 74) hS (14, 7"2)} : (6.7)
R

R
§°(ry,my) = [/ dmripézo(rl,m)hf(m,rg)
0

entonces si en se aproxima p(r) a p en el segundo sumando, éste queda igual al
segundo sumando de (6.7)), por lo que puede reescribirse la integral en (6.5)) como

4
2n+1

R
— / dmripézo('r’l,m)hf(m,7’2)}. (6.8)
0

R
Sp(ri,re) = §2°(ry,m2) + {/ dmrip(m)én(rl,7"4)hn(7“4,7"2)
0

Puesto que hay tres funciones incégnita en la ecuacién (6.4)) son necesarias dos ecua-

ciones mas para resolver el sistema. Una de ellas es la relacion de cierre que conecta el
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potencial par con la funcién de correlacion par, y la otra es el perfil de densidad gobernado

por el potencial externo.
Entre las posibles relaciones de cierre aqui consideraremos la aproximaciéon HNC
h(z)(ﬁ,?‘z,@m) = eXp[h(Q)(Tl,T’Q,@lQ) - 0(2)(7“1,7‘2,912) — BV (r1,72,012)] — 1, (6.9)

siendo 8 = (kgT)~! el inverso de la temperatura, asi como la la relacién de cierre propuesta
por [Zerah y Hansen| (1986))

{1 _exp [m(T12) (_Uatt(ﬁﬂ”% b12) + s (1,72, 912))] -1 }(6.10)

m(?“12>

9(2) (Tla T, 912) =

X exp [_ﬁvrep(rla T2, 012)] :

Aqui m(r2) = 1 —exp(—a r12), y el pardmetro de mezcla « ha sido obtenido requiriendo
la consistencia termodinamica en la aproximacién a nivel de dos particulas, esto es, a
nivel homogéneo. El potencial de interaccién de Lennard-Jones que se empleara en este
capitulo se ha dividido en este caso en la parte repulsiva vy, (1), y atractiva vy (r), segin
la descomposicién de Weeks et al.| (1971). Siguiendo el método empleado por Attard
(1989), todas las funciones angulares se pueden factorizar en polinomios de Legendre segiin
se explica en el apéndice A efectos practicos las ecuaciones — se escriben
en términos de las funciones s(ry,re,0) = h(ri,r2,0) — ¢(r1,r2,0) y c(r1,re,0), que se

comportan mejor que la funcién h(ry, rq, 6).

El perfil de densidad puede evaluarse a partir de diversas relaciones que, si bien son
exactas, no conducen necesariamente a los mismos resultados dado que en tltimo término
se lleva a cabo una aproximacién en la relacién de cierre de la ecuacién 10Z. En este
trabajo se ha empleado la ecuacién TZWLMB (Triezenberg y Zwanzig, |1972; Lovett ef
al., [1976; [Wertheim, |1976)

Vi p(ry) = =Bp(r1)V,, V(ry) — Bp(ry) /dl‘2p(f2)h(1‘17T2)Vr2V(1“2)a (6.11)

donde V(r) representa el potencial externo originado por la particula fuente. Puesto que
en este caso especifico la particula fuente serd una particula cualquiera del sistema, V(r)
coincide con el potencial intermolecular y analogamente el perfil de densidad sera pro-
porcional a la funcién de distribucién par. Esta ecuacién no es mas que la ley de fuerza
(March y Tosil 1976)) en términos de funciones inhomogéneas.

Previamente a su utilizacién, es necesario proyectar (6.11]) sobre r. Si ademads se desa-
rrolla la funcion A del segundo sumando en polinomios de Legendre, se obtiene la ecuacion
integro-diferencial

p'(r1) = —=Bp(r))V'(r1) — %ﬂﬂﬂ(rl) /000 drap(r)hy (r1,12)V'(r2), (6.12)
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donde izl(rl, T9) es el coeficiente de grado 1 del desarrollo en polinomios de Legendre de
h(r,r"). Como vemos, las fuerzas en el fluido se determinan sélo por uno de los coeficientes

del desarrollo de la funcion de tres cuerpos.

La ecuacién anterior se puede integrar con ayuda de la condicién de contorno p(rs,) —

pv (pp corresponde a la densidad del seno del fluido) llegando a la expresion

4

o(r1) = p 61:]9{— /0 h {ﬂvl(rl) -8 /O h drgp(rg)rgﬁl(rl,TQ)V/(TQ)} drl}. (6.13)

Haciendo uso de la proporcionalidad existente entre el perfil de densidad y la funcién de
distribucién par, y resolviendo la integral del primer término en (6.13)), dicha ecuacién se

convierte en

g(rl):ewp{—ﬁV(ﬁ)—/Ooodm%ﬁ/ooodrgpg(rg)rgﬁl(rl,rg)V’(rg)}, (6.14)

En el caso de los potenciales de Lennard-Jones y Dzugutov que son de corto alcance,

el limite superior de integracién de la expresion (6.14)) se fija en re = 1,90

47T Tcut

Tlim ~
g(rl):exp{—ﬁV(rl) - / drl?ﬂ d7’2,09(7°2)7"§h1(7”1,7“2)V/(7“2)
0 Tcore

~

2T1im A7 Teut
_ / dm?ﬁ dropg(ry)rahse(ry, rg)V'(rg)}(G.lf))
Tlim Tcore

Como se observa en la expresion anterior la integracién sobre r; se ha desdoblado en dos
partes, teniendo en cuenta que a partir de una distancia dada r;;,, se considera el régimen
del seno del fluido. En este régimen las funciones de distribucion se han considerado como
las del sistema homogéneo y se les ha asignado la notacién genérica ’ f*°’ para distinguirlas
de las funciones ’f’ dentro de la zona de influencia de la particula fuente. Por lo tanto,
la primera integral de 0 a 7, involucra funciones inhomogéneas mientras que la segunda
de 2ry, a 7, considera funciones homogéneas. En cuanto a la integral respecto a ry, se
ha llevado a cabo entre los limites 7., ¥ Tewt POrque para distancias menores que 7. S€
sabe que la funcién de distribucién par tiene un valor de 0 (condicién de ’core’), y para
distancias mayores que r.,; €l potencial de interaccion se hace cero, por tanto también su

derivada y en consecuencia el integrando se anula.

6.1.2. Proceso de cdlculo.

El proceso de resolucion de la ecuacion 10Z junto con la relacién de cierre y el perfil

de densidad se puede resumir en los siguientes pasos

[0 Se toma una solucién inicial para s(rqy,re, ) y para el perfil de densidad p(ry), por

ejemplo los correspondientes al sistema homogéneo.
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Cuadro 6.1: Parametros del potencial par de Dzugutov.

m A c a B d b
16 582 1.1 187 128 0.27 1.94

[J Se calculan las contribuciones a las funciones h y ¢ correspondientes al segundo
sumando en (6.6), y para ello se emplea la ecuacién (6.7)). Estas contribuciones, al
involucrar funciones en la region del seno del fluido, permaneceran constantes a lo

largo de todo el proceso.

00 Con estas datos iniciales se resuelven las ecuaciones (6.4]) y o — (6.10), en fun-

cion de la relacién de cierre que se considere —. El método empleado en este caso para
resolver la ecuacion integral es el GMRESNL. Si se ha empleado una aproximacién
inicial lo suficientemente buena para el perfil de densidad, entonces el calculo aca-
baria aqui y posteriormente habria que calcular las funciones de distribucién de tres
cuerpos a partir de la expresion . En tal caso las teorias empleadas se denominan
IHNC o THMSA, segtin se empleen las relaciones de cierre 0 respectiva-
mente. Para nombrar las teorfas hemos empleado la terminologia de [Fushiki| (1991)

en la que la I denota que se trata de una aproximaciéon inhomogénea.

[0 En caso de que se desee mejorar el perfil de densidad, habra que recalcularlo a
partir de la expresion y volver al paso anterior hasta obtener unas funciones
s(ry,m2,0) v g(r) consistentes. En este caso las teorias empleadas se denominan
HNC3 y HMSAS.

Este proceso se resume en el diagrama de flujo de la figura [6.1.2] en el que se ha

designado a la contribucién del seno del fluido en genéricamente como 8°.

6.1.3. Correlaciones pares y triples en fluidos simples. Liqua-

do LJ y liquido Ih superenfriado.

Como ya hemos comentado, el ordenamiento icosaédrico (Ih) juega un papel esencial
en la formacion de vidrios en los sistemas simples. El potencial de Dzugutov fue disenado
especificamente para reproducir este tipo de comportamiento en los sistemas puros, y en
este caso se empleard en el estudio de las correlaciones par y triple contrastandolo los
resultados con los de un sistema LJ truncado (ver Fig. [4). En la tabla

En este apartado se ilustra la aplicabilidad de la teoria IOZ para estudiar sistemas
con diferente comportamiento a altas densidades. Por un lado se considerara un fluido

de Lennard-Jones truncado a densidad reducida p*=0.85 y T*=0.73 correspondiente a un
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ENTRADA
g (r) y s?)(r) homogéneas
|

Célculo de coeficientes
Sinicu him'c (8007 hoo)

Contribucién seno fluido
b
I

T
GMRESNL

RELACION CIERRE

RESOLUCION DE I0Z

(6.1)

Nueva $

RELACION DE CIERRE

(6.9)
!

PERFIL DE DENSIDAD
(TZWLMB)

g= FTZhO
}

MEZCLA DE SOLUCIONES
g= OégOld + (1 _ a)gTZ
1

=y N

IRC RC3

RELACION DE CIERRE

Figura 6.2: Diagrama de flujo para la obtencién de ¢®® (r,r’) mediante la teorfa I0Z.



6.1 Teoria de Ornstein-Zernike inhomogénea para sistemas de un solo

componente. 95
2 1 l I 1 1 1 1 I 1 1 1 1
I
I
1 |— p—
-
m
é | -
>

rlo

Figura 6.3: Potenciales pares empleados en este apartado; el potencial Ih estd dado por la ecuacion 4.4
(linea sélida) y el LJ (linea discontinua). Este tltimo se ha desplazado para ilustrar la coincidencia de
los dos potenciales alrededor del minimo y de la regién del nicleo.

estado superenfriado. Por otro lado se estudiara un sistema icosaédrico a densidad redu-
cida p*=0.88 y a las temperaturas T*=1.6 y T*=0.5, correspondientes respectivamente al
liquido propiamente dicho y a un estado superenfriado. Con el fin de evaluar la capacidad
de la teoria I0Z para reproducir este tipo de sistemas se han empleado como referencia
resultados de simulacion. En concreto, se han llevado a cabo simulaciones MD en el colec-
tivo canénico (NVT) por medio del programa DLPOLY] (1994)). En todos los casos se han

empleado 1372 particulas en la caja de simulaciéon con condiciones de contorno periédicas.

El estado superenfriado (7*=0.5) se consiguié realizando una serie de pasos de en-
friamiento acoplando un bafio termostatico a temperatura 7, (t) al sistema. Para ello se
empled un termostato de Berendsen (Berendsen et al., |1984) y asi ir enfriando el sistema
linealmente en el tiempo siguiendo la ecuacién Ty (t)=T:-~t, donde v es la velocidad de
enfriamiento, y ¢ el tiempo de simulacién. El proceso de enfriamiento se llevé a cabo con
v = 4 x 10 sec™! comenzando desde T*=1.6 hasta llegar al estado superenfriado. El

paso de tiempo de la simulacion fue de 2,5 fs y la longitud total de 175 ps, de los cuales
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a(r)

a(r)

rlo

Figura 6.4: Funciones de distribucién par obtenidas mediante simulacion y teoria. Grafica superior: sistema
LJ a T*=0.73. Grafica inferior: sistema Ih a T*=1.6

150 ps fueron de calculo.

Las funciones de distribucion par para el sistema LJ se muestran en la grafica superior
de la figura [6.4 donde aparecen tanto los datos de simulacién como los de diferentes
aproximaciones teéricas. En primer lugar observa que la aproximacion HMSA concuerda
de manera excelente con los datos de simulacién. Por otra parte, cuando se utiliza esta
aproximacién al nivel de tres particulas dentro de la teoria HMSA3, se obtienen resultados
practicamente indistinguibles de los anteriores. Hay que recordar que en este caso en la
teoria HMSAS3 el pardmetro de mezcla « de la relacién de cierre es el correspondiente a
la aproximacién a nivel par (HMSA). Esto se debe a que el célculo de la compresibilidad
isoterma a partir del teorema de fluctuacion para la aproximacion inhomogénea no seria
suficientemente preciso como para incluirlo en un ciclo de consistencia termodinamica

como el requerido por la aproximacién HMSA (Attard, |1991)).

En cuanto al sistema Ih en el estado liquido (7%=1.6) las funciones ¢‘®(r) se muestran

en la gréfica inferior de la figura[6.4] Cuando se emplea la aproximacién HMSA los resulta-
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Figura 6.5: Funciones de distribucion par para el liquido superenfriado Th obtenidas mediante diferente
simulacién MD y diferentes aproximaciones tedricas.

dos son semejantes a los comentados para el caso del potencial LJ, mientras que al utilizar
la teoria HNC3 la mejora respecto a la aproximacion HNC par se hace mas visible, tal y
como observé ya Attard en 1991. A pesar de esto hay que senalar que la aproximacion
HNC3 no mejora los buenos resultados proporcionados por las teorias HMSA y RHNC.

Cuando el sistema se enfria la situacién cambia radicalmente. En primer lugar, la ecua-
ciéon HMSA es incapaz de alcanzar la consistencia termodinamica. La mejor consistencia
se consigue para el caso de a = 0, esto es, para la aproximaciéon SMSA (’soft core Mean
Spherical Aproximation), con unos resultados francamente pobres. Asi pues, unicamen-
te se muestran aqui resultados con las ecuaciones HNC y HNC3, que se representan en
la figura [6.5| junto con los calculos RHNC empleando el criterio de optimizacién de la
energia libre (Lado et al., [1983). Si se observa esta grafica el primer detalle que llama la
atencion es que las aproximaciones pares — HNC y RHNC — claramente ignoran el hom-
bro que aparece en el segundo pico correspondiente a la segunda esfera de coordinacion.
Este rasgo es caracteristico del proceso de vitrificacién Dzugutov| (1992) y estd asocia-
do a la coordinacién local tipica de los sistema vitreos. Este fallo de las aproximaciones
pares es compatible con los cdlculos realizados por [Zerah y Hansen| (1986), gracias a los

cuales se demostraba que la teoria HMSA no era capaz de reproducir los resultados de
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simulacién para el potencial de esferas blandas més alld de la transicién vitrea (Y=1.92,
siendo T = p*(T*)~'/%)). En cuanto a las aproximaciones a nivel de tres cuerpos, ya se
ha mencionado que la teoria SMSA3 no da buenos resultados, cosa que por otro lado no
ha de sorprender demasiado dado el caracter lineal de esta aproximacién. Sin embargo la
teorfa HNC3, aunque sobreestima la importancia de los picos (caracteristica comtn de la
HNC a altas densidades), si logra localizar de manera acertada su posicién y también la

forma del hombro en la segunda esfera de coordinacion.

Como se ha mencionado anteriormente, este hombro es una consecuencia directa del
proceso de vitrificacién y esta directamente relacionado con el orden preferencial icosaédri-
co de los sistemas con potencial de Dzugutov superenfriados Dzugutov] (1992). Este tipo
de ordenamiento se aleja del comportamiento tipico de los sistemas de esferas duras o
LJ, y para una correcta descripcién del mismo se necesitan aproximaciones que inclu-
yan al menos las correlaciones triples, dado que estos efectos se escapan a los promedios

implicitos en las teorias pares.

Con el fin de dar alguna idea de la estructura triple de estos sistemas se ha analizado
el comportamiento de la funcién 7(r,s,t) = In[¢g® (r,s,t)/g(r)g(s)g(t)]. El denominador
del argumento no es mas que la aproximacion de superposicion de Kirkwood. En realidad
7(r, s,t) es esencialmente un potencial triple de exceso de fuerza media si se considera que
la KSA representa el limite de baja densidad (ideal) de las correlaciones de tres cuerpos,
esto es, g®(r,s,t) = g(r)g(s)g(t)exp[—7(r,s,t)]. A modo de ejemplo se ha representado
en la figura [6.6| la funcién 7(r) = 7(r,r,r) para configuraciones de tridngulo equildtero a
distancias correspondientes a los primeros picos de ¢(?(r), tanto en el caso del liquido LJ

como en el Th superenfriado.

La separacién de 7(r) respecto al valor cero mide la correccién a la aproximacién de
Kirkwood de tal forma que los valores positivos significan que el triplete es méas probable de
lo que predice la teoria KSA, mientras que los valores negativos indican que tales tripletes
suceden menos frecuentemente de lo que indica el ansatz clasico. Asi pues, para el liquido
LJ los resultados de la teorfa HNC3 estan de acuerdo con los resultados de simulacion
y en especial a distancias cortas, de forma que se confirman los buenos resultados de
esta aproximacion para este tipo de sistemas (Attard, |1991} [Bildstein y Kahl, [1994)). En
la grafica inferior de la figura se observa que en el Th superenfriado las desviaciones
de la aproximaciéon KSA son positivas y muy grandes a distancias cortas, en contraste
con la tendencia mostrada por el fluido LJ. Este comportamiento es reproducido de forma
cualitativa por la HNC3, aunque en general esta teoria se desvia bastante de los resultados
de simulacién para distancias medias. Estas desviaciones se pueden atribuir en parte a
las diferencias de amplitud en ¢®(r), que al estar multiplicadas en el denominador de

7(r) se magnifican ain més. La validez de esta idea se confirma a continuacién al analizar
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Figura 6.6: 7(r) calculado mediante la aproximacién HNC3 se compara con los resultados de simulacién

para el caso LJ y el liquido Th superenfriado.
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Figura 6.7: Los resultados de teoria y simulacién de la funcién de distribucion triplete en configuraciones
de tridngulo isésceles para el caso LJ son representados frente a 6 para valores de r correspondientes
a los dos primeros maximos de g®(r) (ver Fig. La intensidad de g (r,r, ) para ro = 2,06 se ha
multiplicado por 5 para poder ser representada en la misma escala del eje que la correspondiente a la
primera capa de coordinacién.

directamente las correlaciones de tres cuerpos.

Otro modo de analizar la topologia de corto alcance de estos sistemas es calcular la
funcion de distribucion triplete para configuraciones de triangulo isdsceles, esto es, para
g®(r,s,0) conr = s,y donde § una vez més es el &ngulo entre r y s. Estas funciones se han
calculado y representado en las figuras y para el liquido LJ y el Ih superenfriado
respectivamente, y los valores de r corresponden a los dos primeros maximos de ¢®(r), y
también a la posicién del hombro en el liquido Ih superenfriado. Ahora el acuerdo entre
simulacion y teoria para los casos LJ e Th es bastante bueno. Por otro lado, hay grandes
diferencias en el comportamiento de las correlaciones triplete para estos dos sistemas. En
particular, el maximo de g®® (r,r,6) correspondiente a la segunda esfera de coordinacién
presente en 100° para el liquido Th superenfriado (90° en el fluido LJ) que se desdobla
en otros dos (80° — 90° y 110° — 120°). Este comportamiento inicialmente podria estar
directamente ligado a la mayor coordinacion del liquido Th superenfriado, que como se
observa es reproducido cualitativamente de forma correcta por la aproximacién HNC3.
En cuanto a los cinco maximos que aparecen en la segunda esfera de vecinos, se podrian
asociar a la coordinacién de orden cinco tipica del orden icosaédrico, aunque seria necesario

un analisis geométrico mas exhaustivo para confirmar esta hipdtesis.
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Figura 6.8: Igual que la figura[6.7] pero para el caso Ih superenfriado. Para mayor claridad cada valor de r
correspondiente a los dos primeros méximos de ¢(®) (1) mas la posicién del hombro del segundo pico (ver
Figl6.5), se ha representado por separado desde arriba hacia abajo (ver leyendas).



102 TEORIA ORNSTEIN-ZERNIKE INHOMOGENEA

En definitiva se ha analizado la capacidad de la ecuacién 107 empleando la relacién
de cierre HNC para determinar la estructura par y triple de un sistema caracterizado
por un orden de corto alcance icosaédrico que tipicamente se desvia del comportamiento
clasico de los liquidos como el LJ o el fluido de HS. Puesto que la aproximacién HNC3
es capaz de reproducir la estructura par de forma adecuada dando cuenta del hombro
en la segunda esfera de coordinacion tipico de los sistemas icosaédricos, queda patente la
utilidad de la informacién relativa a las correlaciones de tres cuerpos en la descripcién de

estos sistemas.

6.2. Generalizacion de la teoria I0Z para sistemas multicom-

ponentes.

6.2.1. Ecuacion de Ornstein-Zernike Inhomogénea

La ecuacion integral inhomogénea

En el caso de una mezcla de n componentes (u, v, ...) la ecuacién 10Z relaciona

sz <z 2 <z . .
la funcién de correlacion par total h,(w)v(rl, ry) con la funcién de correlacién directa par

C,(ﬁ/)l(rl, r7),
hgy)l(?"l, T2, ng) = CELQV)Z(Tl, T, 012) + Z / (17”4p)\1(7“4)Cfi\)l(’l"l7 T4, 914)h5\21/)1(7‘4, T, 942)(616)
=1

Las particulas p y v corresponden a las coordenadas r; y ry, y la tercera particula 7,
situada en el origen del triplete, representa la fuente de la inhomogeneidad en el sistema.
Asimismo, estas variables se relacionan de la siguiente forma a través del teorema del

coseno cos 0;; = r;x;/rr;.

Es necesario destacar que, a diferencia de como ocurre en un sistema puro (Fushiki,
1991} Attard, |1991), en esta ocasién si aparece la particula fuente de manera explicita
en la notacién de la teoria, puesto que al tratarse de un sistema multicomponente la
identidad de la particula fuente puede cambiar y por este motivo debe especificarse en
cada caso. De ahi que en lo sucesivo se designe a la particula fuente subrayando su indice

correspondiente.

2 x (n + 1)/2 ecuaciones como

En general, en una mezcla de n componentes hay n
la ecuacién integral (6.16) que relacionan las n? x (n + 1)/2 funciones inhomogéneas

independientes fﬁ)l(rl ,Ta).

Dado que este sistema posee simetria esférica, es posible hacer el mismo tratamiento

que en el caso puro (Attard, 1989, 1991)) y factorizar la ecuacién integral Ornstein-Zernike
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en polinomios de Legendre, obteniendo los coeficientes

> v 1% 4 u AV
B (r1,72) = &m " (r1,72) + ZmZ 1 /\Z:l/dmrip,\v(m)éum/\’y(rl,m)h;\nw(m,7“2). (6.17)

Al igual que en (6.5)) las funciones sobre las cuales aparece el simbolo ~ representan
los coeficientes de la transformacion de Legendre de las correspondientes funciones pares

inhomogéneas.

En el caso particular de una mezcla de dos componentes « y 3, como el que se estu-
diard en este capitulo, las seis ecuaciones obtenidas a partir de (6.16)) son

h((:v2o)zg(rl7 T2, 612) = Cgo)zg(rb T2, 912) + / dr4pag(r4)ct(x2o)zg(rla T4, €14)h’go)zg(,r47 T2, 842)

+ dr4pﬁg(7ﬂ4)cgg)g(rl7 T4, 014)]12202&(7”47 o, 9@18)

hgg)g(ﬁ,h,gu) = C%Jﬁﬁzﬁm) + d7"4pag(7"4)023202g(7”177“4,914)h£¥25)g(7’4,7“2,942)

dr4pﬁg(r4>cg2,6)’g(rl7 T4, 014)h232/5)’g(7n47 T2, 94&619)

2)

hgggg(ﬁﬂ“z,&z) = Cf@(ﬁﬂbﬁu) + d7“4,0ag(7"4)0gag(7”1,7“4,914)h&25)g(7"477“2,942)

drapsa(ra)cihy (71,14, 010)h), (14,72, 0465,20)

h(;g)g(ﬁ,?"z, th2) = C/(g?g(ﬁ, ro,012) + d7”4pa§(7“4)0,(@'2c3g(7"1, T4, 914>h((3@)g(r47 7, 042)

+ d?"4pﬂg<T4>C(ﬂQﬁ)§(Th T4, ‘914)h(ﬁ2ﬂ)@<r4’ T2, 946621)

hgo)cg(ﬁ,ﬁ,@u) = 02420)@(7’1,7”27912) + dmpag(m)cfgﬁ(rl,r4,914)hg20)6§(r4,r2,042)
d v 614)h ) 0,4.22
+ 7‘4,0@(7”4)0&[3@(7"1,7“4, 14) ﬁaé(m,rg, 1£0.22)

h(Q)

agp(r1,72,012) = Cfg)g(ﬁﬂ"m@m) + dT4Pag(7“4)Cf;g(7"17T4,914)hgg)g(r4>7“2,942)

+

— T Y e T T — Y~ —

dr4pﬂ§(7’4)cggg(?"17 T4, 914)hggé(r4, T9, 0465.23)

Las tres primeras ecuaciones corresponden al grupo que contiene la particula a como

particula fuente, y las tres tltimas constituyen el grupo con particula fuente (.
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De este modo, la ecuacion (|6.16f) consta de tres conjuntos de incognitas: hf,,)l (r1,72,012),

2 . . .
cfw)l (r1,72,0h2), y el perfil de densidad py,(r). En consecuencia, son necesarias dos ecua-
ciones mas ademas de la ecuacion integral: la relacion de cierre y el perfil de densidad.
Como ya hemos visto éste ultimo esta relacionado con la funcién de distribucion par segin

la expresion

Pur (1) = PuGun (1) (6.24)

El tratamiento de largo alcance en (6.17) es el mismo que se ha empleado en el caso

puro en la ecuacién

La relacién de cierre

Como ya se ha explicado con anterioridad, la relaciéon de cierre relaciona el potencial
de interaccion con las funciones de correlacion par. Su forma genérica para un sistema

inhomogéneo en la formulacién de la particula fuente seria la siguiente

9,(3,)1(7"17 T2, 012) = eXP{—ﬁUW(rm) + h,(f,,)y(ﬁ? T2, 012) — C,(EV)«,(?"L T, 012) + Buul(rb T2, 012)$.25)

Las diversas aproximaciones a la funciéon puente dan lugar a las distintas relaciones de
cierre que ya hemos visto: HNC, HMSA, SCVM, etc...

El perfil de densidad

En los sistemas inhomogéneos la densidad de equilibrio no es invariante translacional.
Esto sucede también cuando se aplica el formalismo de la particula fuente al estudio de
correlaciones de tres cuerpos; la densidad deja de ser constante y ya no puede sacarse
fuera de la integral en la ecuacién , de manera que ha de encontrarse una expresion
para el perfil de densidad correspondiente que relacione la distribucién de densidad y la
funcién de correlacion par. Existen diversas ecuaciones que establecen esta conexion, y
aqui al igual que en la seccién se ha utilizado la ecuaciéon TZWLMB (Kjellander y
Sarman, 1990; [Triezenberg y Zwanzig) 1972). Su expresién general es la expresada en la

ecuacion ((6.11)), y su generalizacién a mezclas es inmediata.

Una vez integrada la ecuacién (6.11)) para sistemas multicomponentes adquiere la

forma

r 47T n fe’e) ~ A
,05127)(7“1) = Pp €XP {—5‘/#7(7”1) - / dh?ﬁZ/ dTﬂ%P@(ﬁ)hl; 7(T17T2)v):y(r2)}6‘26)
a 0 =10 a
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y para una mezcla de n componentes es posible escribir n? expresiones como esta, a partir

de las cuales se obtienen las n? funciones de distribucién atomo-atomo de la mezcla.

El tratamiento de largo alcance para ([6.26)) es el mismo que se ha empleado en el caso

puro

Tlim 47T n Tcut Y
Gun(r1) = exp{—ﬁvw(rl) — / dﬁ?ﬁZ/ drgrgp,\g,\l(rg)h/f 1(7“1,7"2)‘//\'7(7"2)
0 A=1 Y Tcore -
2T1im d 47T n Tcut d 5 iL/»l)\l#)O V/ 2
- 1 ?52 rar3PAGNy (12) Iy (r1,72) Al(r2) (6.27)
Tlim A=1 Y Tcore

La funcion de distribucién de tres cuerpos en una mezcla se calcula por medio de la

factorizacion

gﬂl(rl, T9,c08015) = gw(rl)gw(rg)gﬁl(rl, T9, €08 012), (6.28)

donde la funcion 91(121/)1 (r1, 72, cos f12) representa la probabilidad de encontrar las particulas
p 'y v respectivamente a distancias ry y 72 de la particula fuente v, 65 es el dngulo entre

los vectores ry y r2, ¥ g,.(7;) es la funcién de distribucién par homogénea.

6.2.2. Correlaciones de tres cuerpos en una mezcla de Lennard-

Jones.

En apartados anteriores se ha mostrado la importancia de la teoria I0Z en la carac-

terizacion estructural de liquidos simples.

En este apartado se ilustrara la validez de la extensién de la teoria I0Z en sistemas
multicomponentes — desarrollada en el apartado anterior — estudiando dos mezclas aditivas
de Lennard-Jones con diferente relacién de didmetros, a saber 0,0/033 = 0,8 ¥ 0aa/08s =
0,5. En estos sistemas las relaciones de cierre empleadas son la HNC y la HMSA, que
combinadas con la ecuacion TZWLMB dan lugar a resultados que, como se vera, estan
de acuerdo con los datos de simulacion de referencia. En concreto, se mostrara que en el
caso mas asimétrico estas teorias claramente superan los resultados de la aproximacion

HMSA autoconsistente a nivel de dos particulas.

Para obtener las funciones de distribucion par y triple primeramente hay que resolver

las ecuaciones (6.16)) y (6.25) junto con las relaciones del perfil de densidad (6.11)). Al

igual que en el sistema LJ puro de la seccién [6.1] aqui hemos empleado la relacién de
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cierre HMSA que para mezclas se generaliza a la expresion

9,(3,)1(7”1, r9,012) = exp{—pv"(r12)}

(G

y (1 B eXP{m(Tm)[h;(Eu)l(ﬁ, T2,012) — C;(?u)l(ﬁ, T2, 012) — ﬁvlgw(rw)]} -1

f(riz)

donde m(ri2) = 1 — exp™*"2 es la funcién de interpolacion y el potencial v, (r12) queda
dividido en un nicleo blando de repulsién v} y una cola atractiva vh” siguiendo el criterio
introducido por Weeks et al.|(1971). Para fluidos uniformes el parametro « se determina
mediante consistencia termodindmica, requiriendo que la presion calculada mediante el
teorema de fluctuacion y la ecuacién del virial estén de acuerdo. Sin embargo, en este caso
dicho procedimiento resulta impracticable dada la dificultad en estimar la compresibilidad
a partir de la ecuacién 10Z (Attard, [1991). Asi pues, siguiendo las mismas pautas que en el
trabajo de Kjellander y Sarman| (1990) en estos calculos se ha utilizado el mismo parametro
a que el obtenido para el fluido homogéneo en las mismas condiciones termodindmicas. Es
conveniente resaltar en este punto que cuando ae — 0 se recupera la aproximacion SMSA,
mientras que o — oo reduce la ecuaciéon a la aproximacién HNC. Recordemos que
en una mezcla de n especies aparecen n X (n + 1)/2 relaciones independientes igual a la
ecuacion . A modo de comparacién, en los célculos llevados a cabo para el potencial
LJ se han empleado tanto la aproximaciéon HNC como la HMSA a nivel de dos particulas
en la relaciéon de cierre, lo que ademdas proporciona las estimaciones iniciales para las
ecuaciones HNC3 y HMSAS3.

Si se observa detenidamente la ecuacién se comprueba que cada ecuacion en
este sistema contiene funciones con la misma especie como fuente, de modo que para una
mezcla dada en principio el mencionado sistema se dividiria en varios grupos de ecuaciones,
cada uno conteniendo tnicamente funciones con un mismo tipo de particula fuente. En el
caso particular de una mezcla binaria como la que nos ocupa se tendrian dos grupos, uno
formado por las ecuaciones — y el otro constituido por las ecuaciones —
. Como ya hemos comentado anteriormente, la ruptura de simetria que acompana al
intercambio de la particula fuente dentro de cada triplete implica que po3 ¥ pgo 10 han de
ser necesariamente idénticas. Sin embargo, en este trabajo se ha asumido la aproximacion
Pas = Ppas que como se mostrarda més adelante se cumple de manera razonable. Esto
permite el desacoplamiento del sistema de ecuaciones en los dos grupos que se
acaban de mencionar, siempre y cuando el perfil de densidad en ambos, que es el Unico

factor de acoplamiento, sea calculado con el mismo grado de precision.

El método empleado para resolver cada subsistema de ecuaciones acoplado es el al-
goritmo general de minimizacién del resto para sistemas de ecuaciones no lineales (GM-
RESNL). Este método ya se ha utilizado en el capitulo |5 para estudiar correlaciones de

o
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tres cuerpos en una mezcla de esferas duras dentro del contexto de la teoria BHP (Jorge et
al., 2000), e incluso en la propia teoria IOZ para resolver la ecuacién HNC3 en un liquido
puro simple (Lomba et al. |2001). Adicionalmente, con el fin de mejorar la estabilidad de
la convergencia en los cdlculos se ha adoptado un algoritmo de mezcla (Broyles, 1960)
tanto para la funcién de correlacién directa como para el perfil de densidad. El lector

podré encontrar una explicaciéon més detallada en el apéndice [B]

En este tipo de problemas los requerimientos de memoria aumentan rapidamente con
el niimero de especies y con el niimero de puntos en la malla de las funciones discretizadas,
haciendo los cédlculos bastante tediosos. En este sentido se puede hacer una gran simpli-
feacion si se ti ; funeid ik , . (2) 0

cacién si se tiene en cuenta que una funcién par inhomogénea genérica f~ (71,72, 012)
es simétrica respecto al intercambio de las variables r; y 79, independientemente de la
identidad de la fuente . Asi pues, las dimensiones de las matrices asociadas se pueden

reducir a la mitad.

En cuanto a los detalles numéricos, las funciones pares homogéneas calculadas en las
aproximaciones HNC y HMSA se han discretizado en una malla de 2048 puntos con un
intervalo de 0,040, siendo o el parametro de alcance del potencial de Lennard-Jones de
la particula mas pequena. Con el fin de economizar recursos se ha establecido un nticleo

de corte de 0,70 en las funciones para dar cuenta de las fuertes repulsiones a cortas

distancias. Las soluciones del sistema de ecuaciones inhomogéneo (6.16)), (6.29)) y (6.26)

se han obtenido empleando 150 puntos en la coordenada radial, y 60 nodos angulares
en la transformada discreta de Legendre. Para el método GMRESNL se han utilizado 5
direcciones de busqueda, y la convergencia en las funciones de correlacion y el perfil de

densidad se consiguié con el cumplimiento de la condiciéon

Ngq n n
\/Ziﬂ(]\[“fi;_1 1_ 1)’ <e (6.30)

para cada funcion fﬁ)l Y Pury- Aqui Ng es el nimero de puntos y n designa una determinada
iteracién. En este caso concreto el parametro ¢ se fijé en un valor de 1073. En total
los célculos llevados a cabo en estas condiciones requirieron alrededor de 200 Mbytes de
memoria para cada grupo de tres ecuaciones acopladas que pueden ser resueltos de manera

independiente.

Como se comento al principio de este apartado, la validez de la extension de la teoria
IOZ en el caso de sistemas multicomponentes se ha verificado haciendo calculos para dos
mezclas de LJ, denominadas A y B, con las caracteristicas que se recogen en la tabla
En ambas mezclas se tiene que p = po + pg, €, = pu/p vy T = KgT'/€nq. Los pardmetros
de interaccion en el potencial de Lennard-Jones son €,, = €43 = €33, ¥ se ha empleado la

regla de Lorentz para definir 0,3. Como unidad de longitud se ha utilizado 0,4.
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Cuadro 6.2: Caracteristicas de las disoluciones estudiadas.
Mezcla  0aa/0sp3 pod ., To T  oaHMsA
A 0.8 0.5302 0.5 1.0 0.16382
B 0.5 0.1063 0.25 0.85 0.13826

Los resultados de referencia con los que se han comparado los datos de teoria se han
generado por medio de simulaciones de Dinamica Molecular en el colectivo candénico con
una muestra de 864 particulas. La temperatura en estos célculos se ha estabilizado usando
un termostato de Berendsen (Berendsen et al., [1984) con una constante de tiempo para el
acoplamiento de temperatura de 0,4 ps, siendo el paso de tiempo de simulacion de 0,001
ps. En cuanto al periodo de equilibrado se ha estipulado en 5 x 10* pasos de tiempo,

mientras que el nimero de pasos de produccién ha sido de 2,5 x 10°.

Al igual que en el caso de un solo componente la ecuacion I0Z requiere una estimacion
inicial para las funciones de distribucién par inhomogéneas y el perfil de densidad p, (7).
Como valores iniciales se han tomado las correspondientes cantidades obtenidas con las
ecuaciones integrales homogéneas en las aproximaciones HNC y HMSA. Estas funciones
se representan en las figuras y para las dos mezclas descritas en la tabla [6.2]
Primeramente llama la atencion la mejora significativa de la aproximacion HMSA sobre
la HNC para el sistema A visible en la figura[6.9} Sin embargo, a medida que se incrementa,
la asimetria en la relacién de parametros o la calidad de las predicciones tedricas empeora,
y asi en la gréfica se observa la dificultad de la HMSA para reproducir los primeros
picos en gna ¥V gop- Por otra parte, esta deficiencia de la mencionada aproximacién ha
sido documentada con anterioridad en mezclas similares (Ould-Kadour y Pastore, [1994).
A pesar de que los resultados de la teoria HNC muestren en este caso el desplazamiento
caracteristico en todas las posiciones de los picos, en general presentan un mayor acuerdo

con la simulacion.

En ocasiones anteriores (Attard}[1991; Lomba et al.,[2001) se ha podido comprobar que
la utilizacién de las mismas relaciones de cierre a nivel de tres particulas en la ecuacion
I0Z conduce a mejoras considerables en las funciones de correlaciéon par. En este caso
nuevamente confirman este hecho las figuras [6.11f(a) y [6.11(b), en las que se representan
resultados de g, para las aproximaciones HNC3 y HMSA3 para los sistemas A y B
respectivamente. La capacidad de este método para mejorar las relaciones de cierre a
nivel de dos particulas es mas pronunciado en el caso de la aproximacion HNC a medio
alcance, donde el desplazamiento de las posiciones de los picos es corregido, mientras que

a cortas distancias la mejora sobre los resultados de la teorfa HMSA para la mezcla mas
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Fig. 1

Figura 6.9: Funciones de distribucién par calculadas a partir de ecuaciones integrales homogéneas versus
simulacién para la mezcla A. La notacion se explica en la leyenda.
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Figura 6.10: Funciones de distribucién par calculadas a partir de ecuaciones integrales homogéneas versus
simulacién para la mezcla B. La notacién se explica en la leyenda.
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Figura 6.11: Funciones de distribucién par para la mezcla evaluadas a partir de ecuaciones integrales
inhomogéneas por medio de la ecuacién ([6.16)), comparadas con resultados de simulacién MD. La notacién
se explica en la leyenda.
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Figura 6.12: Dependencia de la estructura del fluido con la eleccién de la particula fuente, ilustrada por
medio de las funciones de distribucién de mezcla gog # gga-

asimétrica es digno de menciéon. En general, por tanto, puede decirse que la aproximacion
HMSAS es ligeramente superior a la HNC3.

Se ha mencionado a lo largo de este capitulo el hecho de que el intercambio de las
particulas en un triplete determinado conduce a diferentes aproximaciones para la misma
funcion. Esta caracteristica es inherente a la teoria, aunque en el caso de mezclas tiene
la consecuencia inmediata de limitar el desacoplamiento del sistema de ecuaciones .
A pesar de esto, en este trabajo se ha desacoplado el sistema de ecuaciones y consecuen-
temente g,s ¥ ggo se han considerado como una funcién tunica. Esta suposicién es una
aproximacién dado que g,, es proporcional al perfil de densidad de las particulas p al-
rededor de la fuente 7, e intuitivamente su valor deberfa ser mejor cuanto menor es la
perturbacion inducida por la particula fuente. Es decir, se esperaria obtener mejores re-

sultados cuando la particula fuente es pequena. Este hecho se puede ilustrar comparando
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JaB Y 9sa en la figura m para los sistemas A y B. Primeramente se observa que el mejor
acuerdo entre g,3 y gga Se obtiene cuando la asimetria es menor, esto es, en la mezcla
A. Ademds, este mismo argumento explicaria las desviaciones de g,3 de los resultados
de simulacion en las dos mezclas, tanto para la aproximacion HNC3 como para la HM-
SA3. Puesto que la particula 3 es mas grande en el sistema B, también han de esperarse

discrepancias mayores respecto a la simulacion en esta mezcla.

Teniendo en cuenta que para fluidos simples la relacién de cierre HMSA es consisten-
temente superior a la HNC, un detalle que llama poderosamente la atencion en la figura
6.12(b) es el hecho de que cuando la particula fuente es (3 el desacuerdo con los resultados
de simulacién sea mayor para la aproximacion HMSA3 que para la HNC3. Sin embargo,
hay que recordar que el parametro de mezcla en la teoria HMSA es determinado para
la ecuacion integral homogénea, que como se ha visto en la figura [6.2.2| no reproduce
adecuadamente la altura de los picos. Asi pues, no seria de extranar que este parametro
resultara inapropiado para la teoria inhomogénea, lo que daria una posible explicacion al
comportamiento de la grafica m(b) En este sentido se podria utilizar la discrepancia
entre las funciones g,,’s para implementar un posible criterio de consistencia en el sistema

completo ((6.18)-(6.19)) con el fin de buscar una ecuacién integral aproximada mejor.

En cuanto a la estructura triple, en las figuras se representan las seis posibles
funciones de distribucién de tres cuerpos para la mezcla A, mientras que en las figuras|6.16)
- [6.18 se hallan las correspondientes a la mezcla B. Los resultados se comparan con las
aproximaciones KSA y CA, y en la parte inferior de cada gréafico se representan también

las funciones I'(r, s, 0)

g;(gl)l(rla 72,08 f12) B g/(fu)l(rly 7, c0s b12)

9 (11) Gy (T2) G (112) a 9 (T12)

Ly (11,72, cO8 012) = (6.31)

Las configuraciones recogidas en las figuras anteriores representan tripletes con dis-
tancias entre particulas correspondientes a los primeros picos en g,,. Adicionalmente, y
con el fin de facilitar la comprensién de los datos, en la grafica superior de cada caso se
ha dibujado el tipo de configuracién triplete que se analiza. El objetivo de agrupar las
graficas de dos en dos en cada figura es el de comparar de una manera mas directa el
efecto de la particula fuente, puesto que en todos los casos se representan configuracio-
nes homologas, entendiendo por esto que la una se convierte en la otra por sustitucion
simultanea de todas las particulas. En cuanto a la mezcla A, en general se observa que
la teoria HMSA3 proporciona la mejor aproximacion a los datos de simulacién. Una de
las virtudes que caracteriza a esta teoria, y de la cual ya se ha hablado en el caso de
un solo componente, es la facilidad para capturar de forma cualitativa y cuantivativa la

tendencia de la estructura triple. Concretamente en la figura[6.13] (a) se ve cémo la teorfa
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Figura 6.13: Funciones giyg(mf, Sue, 0) v T pne(rue, sue, 0) para la mezcla A.
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HMSAS3 tiene la misma tendencia de los datos de simulacién aunque existe un despla-
zamiento entre ambos para todos los valores del angulo #. Cuando se analiza la misma
configuracién con las particulas de tamaro ligeramente mayor (figura[6.13](b), en la zona
de angulos grandes el acuerdo cuantitativo es bastante bueno resultando algo peor para

angulos menores.

Un patron similar se repite en la figura [6.14] en la que se ve claramente que las apro-
ximaciones HNC3 y HMSA3 son superiores a la aproximacion de convolucién. Tanto en
la grafica [6.14] (a) como en la [6.14}(b) los datos correspondientes a la teorfa HMSA3 se
ajustan a los de simulacién en mayor medida, aunque en el segundo caso las diferencias
cuantitativas son mayores que en el primero. En principio la justificaciéon de esta dife-
rencia entre las dos gréaficas se podria achacar al hecho de que la particula fuente mayor

produce mayores perturbaciones en el medio, y en consecuencia aproximaciones peores
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para la funciéon par inhomogénea. Sin embargo, los resultados de la figura [6.13| no apo-
yan excesivamente este argumento. De hecho una comparacion del efecto de la particula
fuente quizas resultase méas apropiado para mezclas mas asimétricas, tal y como sucede
con la mezcla B. En este sentido la funcién par g, es la que mejor puede ilustrar este

argumento, tal y como se mostré en la figura [6.12]

Por 1ltimo, en la figura[6.15|se representan las dos configuraciones que son asimétricas
respecto al intercambio de argumentos. En ellas nuevamente se constata la superioridad
de la aproximacion HMSA3 sobre las demads, asi como los buenos resultados en valor

absoluto de esta teoria respecto a la simulacion.

La mezcla B presenta una asimetria mayor en el tamano de particulas, por lo que en
principio se espera observar de una manera mas acusada el efecto que provoca la particula

fuente en la estructura triple. Las graficas correspondientes a este sistema se encuentran
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agrupadas en las figuras -[6.171 Uno de los rasgos que més llama la atencién en estas
graficas es que la teoria CA difiera de manera tan acusada de los datos de simulacién.
Puesto que esta aproximacién desprecia completamente la correlacién de tres cuerpos
(cf’y)s(r, r') = 0), estos resultados dan idea de la importancia de dichas correlaciones en
el sistema que nos ocupa. Otro detalle importante es el hecho de que en general las
discrepancias entre la aproximacién KSA y el resto de teorfas se ha incrementado respecto
a la mezcla A, motivo por el cual la escala y en las gréaficas de I'e(7pe, Sue, 0) se ha

aumentado ligeramente en algunas configuraciones.

Las graficas (a) de las figuras|6.16] [6.17| y [6.18| representan configuraciones que en el

formalismo de la teoria I0Z contienen como particula fuente la particula de menor tamano,
mientras que las graficas (b) contienen como fuente la particula mayor. Los argumentos de
estas funciones corresponden a primeros picos en la funciéon de distribucién par correson-
diente. Hasta ahora se ha visto que para tales configuraciones la funcién Iy e(r e, Sue, 0)
normalmente presenta una forma creciente caracteristica alcanzando un pico a angulos
cercanos a los 100°, para descender nuevamente a angulos mayores. Este comportamiento
se observa en las graficas (b) referidas anteriormente, mientras que cuando la particula
fuente es la més pequena la tendencia cambia de modo que en I'j,¢(r e, Spe, §) n0 se ob-
serva ese decrecimiento para los angulos mas grandes. Esas discrepancias respecto a la
teoria KSA incluso para angulos grandes indicarian que dicha aproximacién estaria infra-
valorando sustancialmente las correlaciones triplete en las mencionadas configuraciones.
Este argumento contribuye también a explicar los pobres resultados de la teoria CA en
todo el rango de valores de 6, y en especial para los dngulos grandes. Continuando con
las graficas (a) es importante resaltar que en los tres casos tanto la teoria HNC3 como
la HMSA3 reproducen de manera adecuada la estructura triple de esta mezcla, aunque
la altura del primer pico en ggg(mg, Sue,0) queda mejor ajustada con la aproximacion
HNC3. A este respecto cabria recordar los comentarios hechos sobre la figura|6.12 a tenor

de la influencia de la eleccion de la particula fuente en las funciones g, .

6.2.3. Correlaciones de tres cuerpos en una mezcla de esferas

duras.

En este apartado se ilustraran los resultados de funcion de distribucion de tres cuerpos
para una mezcla binaria de esferas duras obtenidos con la teoria IOZ propuesta por Attard.
En concreto, emplearemos como ejemplo la misma mezcla que se utilizé en el estudio de
la teoria BHP en el apartado del capitulo , esto es, una mezcla con o,4/033 = 0,8.

Cuando se trabaja con sistemas modelados por potenciales discontinuos, como es el

caso de las esferas duras, el formalismo de la teoria I0Z aplicado al cdlculo de funciones



6.2 Generalizacién de la teoria I0Z para sistemas multicomponentes. 121

de distribucién triple es esencialmente el mismo que el que ya se ha visto para potenciales
continuos. La tnica diferencia entre los dos casos estriba precisamente en que ha de darse
un tratamiento especial a las funciones de distribucion discontinuas a la hora de hacer la

transformacion de Legendre, como se explicard mas adelante.

Al igual que en el apartado anterior, ahora también han de resolverse las ecuaciones
y junto con las relaciones del perfil de densidad con el fin de determinar
las funciones de distribucion par y triple. En este caso se ha utilizado una relacién de
cierre autoconsistente, la aproximacién SCVM Lomba et al| (1996), ya que proporciona
muy buenos resultados a nivel de dos cuerpos. Siguiendo las ideas de [Fushiki| (1991)) los
parametros de autoconsistencia se han tomado de la solucion de la ecuacion homogénea,
al igual que se hizo en el caso puro para el potencial de Dzugutov y en el caso de mezclas
para el potencial de Lennard-Jones. Puesto que las funciones de distribucién obtenidas
con esta relacion de cierre son extremadamente precisas, se han tomado directamente de
la ecuacion homogénea y no se han iterado de manera autoconsistente en el formalismo
de la teoria I0Z. Consecuentemente la iteracion en el perfil de densidad se ha eliminado
del sistema de ecuaciones, motivo por el cual se ha denominado a esta teoria SCVM
inhomogénea (ISCVM). La relacién de cierre se escribe formalmente como

gﬁ)l(h,ﬁ, 012) = exp{—[v(r2) + hf,,)ﬁ,(hﬂ“m 012) — 02237<T17T27 012) + By (11,72, 012]$.32)

donde 3 = 1/KgT, 115 = (r? + 12 — 2rirycosb15)/2, y By, es la funcién puente. Como
en casos anteriores la particula fuente () se ha subrayado para distinguirla de las demds

particulas del triplete. En este caso al tratarse de la aproximacion SCVM la funcién puente

es

B (7, ¢>SMV1(T)2
2[1 + QWSWj(T)] 7

By (11,79, 012) = (6.33)
donde Q,, = w(1,1 = pa;,/3) ¥ Sy = My — Gy es la funcién de correlacién indirecta.
La funcién de interpolacién se expresa

v —1

P, (r1, 72, 012;¢) = 1 + [1 + tanh(ryp — OW)]T’ (6.34)

donde los pardmetros ¥ y w se han tomado de la solucién de la ecuacién homogénea (Jorge
et al., 2001; Fushiki, [1991; Kjellander y Sarman, 1990)) en la que se impone consistencia
entre la compresibilidad del virial y del teorema de fluctuacién, y entre el potencial quimico
y la presion del virial. Como ya se mencioné en el apartado su valor es ¥ = 1,38663 y
w = 1,31199.

Hay que recordar que en el capitulo 5[ también se empled esta relacion de cierre en el

célculo de la funcién C, a partir de la cual se obtuvieron las funciones de distribucién
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triple segtn la teoria BHP, y la figura|[5.5|ilustra los excelentes resultados que proporciona

para mezclas de esferas duras aditivas.

Para resolver la ecuacion 107 las funciones triplete se han expandido en polinomios
de Legendre segun la expresion . Al trabajar con el potencial de esferas duras la
discontinuidad ocasionada por el nicleo repulsivo introduce dificultades a la hora de eva-
luar las transformadas de Legendre, y para afrontarlas se ha seguido el procedimiento
sugerido por |Attard (1989) que se ha resumido en el apéndice @ Para resolver las ecua-
ciones y se ha hecho la misma aproximacién que en el caso del potencial de
Lennard-Jones, y por ello se ha desacoplado el sistema de ecuaciones en dos grupos de tres
ecuaciones. Cada uno de ellos se ha resuelto también empleando el método GMRESNL.
Las funciones pares SCVM se han discretizado en una red de 2048 puntos con tamafo
de malla de 0,01250 (o es el didmetro de la particula més grande). Se han utilizado 120
puntos para la coordenada radial, y la transformada discreta de Legendre se ha llevado
a cabo con 64 nodos angulares. Los resultados de ggg(rug, Sue, ) v Tywe(rpe, s0e,0) para
esta mezcla se representan en las figuras para las configuraciones de contacto,
esto es, con valores de 7, = 0,,. Ademads, se han incluido los resultados de la teoria BHP
que también aparecen en el capitulo [5| para poder establecer una comparacién entre las
dos teorfas. Tal y como resaltaron Bildstein y Kahl| (1994) para el caso de un solo com-
ponente, los resultados mas precisos se obtienen con la ecuacién integral inhomogénea
(PY3), y més concretamente en este caso con la aproximacién ISCVM. Hay que recordar
que los resultados de la teoria BHP estan afectados de las imprecisiones que conlleva la
transformada inversa de Fourier, la cual implica un problema numérico serio en el caso
de funciones inhomogéneas. También se puede comprobar que los resultados de la aproxi-
macién ISCVM son menos precisos cuando la particula grande se toma como fuente. Este
hecho se pone especialmente de manifiesto al comparar entre si las graficas de las figuras
y . Finalmente hay que destacar que los resultados de ¢®® proporcionados por
la teoria ISCVM presentan un acuerdo con la simulacion mayor que el correspondiente
al sistema Lennard-Jones empleando la relacién de cierre HMSA descrito en el apartado
[6.2.2] Esto hecho se debe probablemente a que el doble criterio de consistencia impuesto
sobre la relacion SCVM hace que esta aproximacion sea mas precisa en el sistema de

esferas duras.
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Capitulo 7

FACTOR DE ESTRUCTURA Y
FUNCION DE CORRELACION
DIRECTA TRIPLES EN MEZCLAS
DE LIiQUIDOS SIMPLES.

Las funciones de correlacion directa de tres cuerpos juegan un papel esencial en el
estudio de los fenémenos de cristalizacion en el marco de las teorfas del funcional de la
densidad (Likos y Ashcroft] 1992, 1993)). Existen aproximaciones de distinta naturaleza
para la funcién de correlacién directa ¢, como por ejemplo las que se originan en el marco
de la Teoria del funcional de la densidad (DFT) (Tarazona, |1984; Curtin y Ashcroft}, (1987}
Denton y Ashcroft, [1989; |Rosenfeld} [1989), o la propuesta por Barrat et al. (1988) a partir

3) se emplea como

del ansatz de Ichimaru| (1982). Adicionalmente, en algunos casos c
magnitud intermedia en el proceso de célculo de las funciones de distribucion triplete
Bildstein y Kahl (1993, 1994)). Pero no solamente las propiedades de equilibrio estan
vinculadas a ¢®. Asi, recientemente [Sciortino y Kob| (2001 demostraron que la inclusién
de la funcién de correlacién directa triple en el marco de la teoria MCT (Mode Coupling
Theory, MCT) es fundamental para reproducir la dependencia con el vector de onda
del factor de Debye-Waller en silice superenfriada. No obstante, la determinacion de la
funcién de correlacion directa triple supone un problema considerable tanto desde el punto
de vista tedrico como desde el marco de la simulacién (Rosenfeld et al., [1990), incluso en
los sistemas puros. Consecuentemente, el tratamiento de los sistemas multicomponentes
presenta dificultades atin mayores. A este respecto, en el Capitulo [5] se ha presentado la
extension a mezclas de la teoria BHP. Esta teorfa junto con la teoria de |[Rosenfeld| (1989),

son los dos tnicos procedimientos de cdlculo de ¢ para sistemas multicomponentes que
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segun creemos se han desarrollado hasta la fecha.

En capitulos anteriores se han analizado las aproximaciones BHP e 10Z en términos
de las funciones de distribucion de tres cuerpos en mezclas. Sin embargo, en ambos casos
existe un vacio en lo que respecta a la eficiencia de dichas aproximaciones para reproducir
la funcién de correlacion directa triple de mezclas. Asi pues, en el presente capitulo se
analiza la calidad de estas aproximaciones a nivel de ¢®, para lo cual se ha tomado
como ejemplo la mezcla de esferas duras aditivas de los capitulos 5] y [0} En este sentido
la determinacién del factor de estructura triple requiere simulaciones mas largas y un
procedimiento méas elaborado que el de la funcién de distribucién triple. Como sabemos,
el factor de estructura triple se relaciona de forma directa con la funcién de correlacién

directa de tres cuerpos a través de la ecuacion OZ3.

Tanto en la teoria BHP como en el formalismo 10Z se emplearan como datos de
entrada los correspondientes a la aproximacion SCVM (Lomba et all 1996)), puesto que
ya se ha comprobado con anterioridad que proporciona resultados de una gran calidad.
Como se recordard del Capitulo 5 la teoria BHP tnicamente empleaba como dato de
entrada las derivadas de la funcién de correlacion directa par respecto a la densidad,
que en este caso han sido calculadas por el método de diferencias finitas — ec. —a
partir de las funciones ¢ asociadas a la teorfa SCVM homogénea. Adicionalmente las

2) obtenidas a partir de la aproximacién SCVM homogénea son

funciones pares h® y ¢l
tomadas como aproximacion inicial y para definir el comportamiento de largo alcance de
las respectivas funciones inhomogéneas en el formalismo de la ecuacién IOZ. En este caso
por no considerar la iteracion sobre el perfil de densidad, la aproximacion considerada es

la ISCVM (Jorge et al., [2000).

En definitiva, ambas teorias parten de aproximaciones a nivel par homogéneo equiva-
lentes, y por eso en principio las diferencias en los resultados obtenidos se pueden atribuir

al tratamiento tedrico empleado en cada caso para describir las funciones triples.

7.1. Simulacion del factor de estructura triple y cdlculo de
c® (kK.

En el capitulo |3 se presentaba una revisién general del proceso de célculo de las
funciones de distribucion y de correlacion directa de tres cuerpos mediante simulacion,
tanto en fluidos puros como en mezclas. Sobre todo en este tltimo caso se observa en
la bibliografia una escasez de resultados, por lo que resulta de gran interés llevar a cabo
nuevos calculos que proporcionen datos de referencia, por ejemplo para comparar con

resultados generados por diferentes teorias.
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Este capitulo esta dedicado al calculo de los factores de estructura triple en una mezcla
binaria mediante la técnica de simulacién, asi como a la obtencién de las funciones de co-
rrelacion directa de tres cuerpos. Los resultados obtenidos servirdan como referencia para
compararlos con los correspondientes a dos teorias que ya han sido extendidas para siste-
mas multicomponentes: la teoria BHP en el capitulo[5] y la teoria IOZ en el capitulo[6] En
concreto, se ha utilizado la técnica de simulacién MC para obtener las configuraciones de
las particulas de una mezcla equimolar de esferas duras con fraccién de empaquetamiento
n=(n/6)(p/2)(c3, + 033)=0.4 — siendo p la densidad total — y una diferencia de tamafio
correspondiente a 04a/033 = 0,8. Los factores de estructura S,(ﬁ,) k) y S Wg(k, k') se han
calculado evaluando los correspondientes promedios (Hansen y McDonald, [1986), y sus

expresiones son las que aprecen también en capitulo

1 %
S (k) =~ < plp”xc > (7.1)

1 14
Sk, K) = v < PP i 1o > (7.2)

donde N es el numero de particulas, y los componentes de Fourier de la densidad p(r) =
> 6(r —r;) son

N

Pk = Z e~ ki, (7.3)

i
Desarrollando ([7.1)) y (7.2)) con ayuda de (7.3)) se consiguen nuevas expresiones que resul-
tardn mas ttiles a la hora de hacer los cédlculos durante la simulacién, a saber

1 Ny Ny
_ N <Z efikrf Zeikr;> (74)
i=1 j=1

1 NI»L Nl/ Nf
5(3) _ N <Z e—ikrf Z efik’r;-’ Z 6—i(k+k')rf> ’ (75)
=1 j=1 =1

Una vez que se tienen los factores de estructura par y triple la funciéon de correlacién
directa éf’y)s(k, k') puede calcularse resolviendo un sistema de ecuaciones lineal derivado

de la ecuacion de Ornstein-Zernike triple,

S, k) =Y P (k)S2(K)SE ([ +K')) ( 3000y + p7C ~£€;17<k,k'>) (7.6)

eon

Dado el gran ntimero de configuraciones posibles obtenidas por combinacion de los

vectores de onda k y k/, para simplificar los calculos, y siguiendo las pautas de |Rosenfeld
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N

Figura 7.1: Configuracién de triangulo isésceles en el espacio k.

et al. (1990)), en este trabajo nos hemos limitado al cdlculo de configuraciones de tridngulo
isésceles correspondientes a |k| = |k’| = k y cosf = kk'/|k||k’|, de manera que el valor
méximo de |k + k’| queda restringido a 2k (ver Fig. [7.1).

A continuacién se exponen con mas detalle los pasos fundamentales en el calculo de
los factores de estructura mediante simulacién, y también se indica cémo se obtienen las

funciones de correlacién directa triple a partir de ellos

[l Primeramente se establecen las condiciones iniciales para el calculo, esto es, los
pasos de simulacién que se emplearan en los promedios, el nimero de vectores k, la

longitud de los bloques para el calculo de errores, etc...

En lo que respecta a los vectores k, se toma la expresién (3.25) del capitulo , y por

ejemplo se supone que cada componente de k satisface la condicién

k,;na:v — k;’nam — k;naa:’ (7‘7)
lo que proporciona una condiciéon limite para el médulo de k equivalente a

ki = k24 k) + k2. (7.8)

Asimismo, se toma un numero determinado de configuraciones triplete (k,k’) a
estudiar al que llamaremos kconf. Como se ha mencionado anteriormente, en este
caso se analizan exclusivamente configuraciones de tridngulo isdsceles con |k| =
k'| = ky 0 < |k+k| < 2|k|. En concreto, se ha tomado kconf = 9 configuraciones,
a saber: |k| =1.26, 2.31, 3.36, 5.46, 6.93, 7.35, 7.77, 9.45 y 10.71.

[0 A continuacion se calculan los vectores k con médulo menor que ky;,,,. En particular,
en este caso nosotros hemos separado los vectores en tres contribuciones segtin estén
contenidos en los ejes, en los planos o en el espacio situado dentro de los cuadrantes
definidos por el sistema de coordenadas de la figura

- Ejes (2 componentes k; han de ser 0).
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- Plano (1 componentes k; han de ser 0).
- Espacio (Todas las componentes k; han de ser # 0).

Las componentes k; de los vectores k se almacenan en variables k,(idk, asig) que

van a estar identificadas por dos datos
- un numero (asig) que es diferente para cada componente de cada vector
- una variable idk que hace alusién al médulo del vector k al que pertenece.

En funcién del valor de |k| habrd méds o menos vectores k compatibles con ese
modulo. Asi, por ejemplo, habrd muy pocos vectores con un valor de |k| pequeno
de manera que para esos casos la estadistica serd mas pobre. El nimero de vectores
k compatible con un valor del médulo determinado se almacena en una variable
nv(idk).

[0 En este paso comienza el calculo propiamente dicho de los factores de estructura.
Asi pues, primeramente se leen las coordenadas de las particulas y se almacenan en

los vectores r.

0 Puesto que se calculardn S,(ﬁ,) (k) y Sﬁ)ﬁ(k, k') a partir de (7.11)) y (7.12]), en primer

lugar han de evaluarse las exponenciales exp|—ikyrq;] (con d = z,y, z) para todas

las particulas del sistema tomando k4 desde 1 hasta EJ'**. También en este paso se

calcula su compleja conjugada.

00 A continuacién se toma uno de los valores de |k| (que designaremos como keleg) de

entre los kconf que se desea estudiar.

00 Después se elige el nimero de tripletes — |k, |k'|, |k + k| —, al que denominamos
como nsup, que se van a considerar para cada keleg. En este caso nosotros hemos

establecido un limite superior de nsup = 60.

O Seguidamente se elige cada pareja de vectores k y k’ al azar (teniendo en cuenta
que el médulo se ajuste al valor keleg) y para cada una de ellas se calcula: k + K/,
k + K|, cosbae = kKK'/|k|[K/|, v por tltimo "1 e~kri y STV o=t kr) - qonde
los superindices en r se refieren al tipo de particula en la mezcla. En realidad los

sumatorios anteriores se llevan a cabo de forma explicita como sigue

Ny

. L R N )
2 (6 zkzxie zk:yyie zkzzi> (79)

i=1

Ny
Z <6i(kx+k;)z7ez‘(kﬁk;)yfei(kﬁk;)z;‘) (7.10)
=1
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00 Una vez calculados los sumatorios (7.9)) y (7.10) para cada tipo de particula se

calculan las cantidades directamente relacionadas con ((7.4)) y (7.5)), esto es

S@ = (Ze ihery Ze"“) (7.11)

mm _ Z —ikr! Z e—zk’ Zefz (k+k')r 7 (712)

y se van almacenando en variables para poder calcular posteriormente sus prome-
dio. En particular, para una mezcla binaria S o (K, k') las cantidades anteriores se

calculan de forma explicita como sigue

1 No Nq
—ikpz® —ikoy® —i a}: —ikl xS ikl g™ —ik! 22
S((x?:)za = N{E (6 ke x§ e ikyys e zkzzl) ( ikl x® 5 e zk’yyl e zk’zz1>

i=1 J=1
Na
Z (ei(km—i-k;)xl el(ky+k )i e’ i(ko+k,)zp )}’ (713)
=1
] Ng Np
. 3 . B . B ’ B ’ B
g(3) — _{Z (6*11%% e hyY; p—ik=z; > Z ( —ikzx *Zkyyl e~ k% )
BBBrun
N i=1 J=1
Np
Z <ei(kz+k;)xfei(ky+k;)yfei(kz+k;)Zf) }, (7.14)
=1

1 Na Na
3 3 a g a g a ik it ik e
Su(wzg — N{E (8 iky e ikyys e ik 2§ ) E < ik e kg Y e ik’ 2§ )

i=1 J=1
Ng
Z < pilkotk)a] Jilky+k))y] ilkatk.)z] > } (7.15)
=1

1 (Ye N
5(3’3 — _{ (efikzxio‘efikyyiaefikzzia) < —iklx ?efzk:yyZ efzk;zf>
afa,run N § : E :

i—1 j=1

Nao
Z (ei(kz-&-k;)a:? ei(ky+k'y)y;16i(kz+k;)z;¥> }’ (7.16)

=1

.. etcétera
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[0 Cuando se han terminado todos los calculos con las nsup parejas k, k’ se vuelve al

paso 5 y se considera el siguiente valor kconf, esto es, el siguiente valor de |k|.

[0 Cuando se han terminado los cédlculos con los kconf valores del moédulo de k se
vuelve al paso 3 y se leen las nuevas coordenadas de las particulas, repitiendo todos

los pasos de nuevo.

Una vez finalizada la simulacién se calculan los promedios y los errores en los factores
de estructura.

Por tltimo, con los resultados de S,(ﬁ,) (k) v Sﬁ)é

sistema de ecuaciones (7.6 para determinar las funciones de correlacién directa triples.

(k,k’) de simulacién se resuelve el

La simulacién se ha llevado a cabo para una muestra de 500 particulas. Se han em-
pleado 6,3 x 107 pasos de simulacién, llegando con ello al mismo orden de magnitud de las
simulaciones llevadas a cabo recientemente por |Sciortino y Kob| (2001) para evaluar las
correlaciones triples en silice liquida. El error estandar en las magnitudes se ha estimado
utilizando promedios sobre bloques de pasos, conduciendo a variancias por debajo de 0,4 %
para el factor de estructura par S,(fy) (k), alrededor de 10 % para el factor de estructura
triple S\ (k, k') , y desde 1 a 30 % para ¢ (k, K').

14

Puesto que en los capitulos [f] y [f] se ha detallado tanto el formalismo como los detalles
numéricos de las dos teorias a emplear, esto es, BHP e ISCVM extendidas al caso de
mezclas, a continuacién unicamente se recordara el procedimiento para la obtencién de

los factores de estructura y la funcién de correlacion directa.

7.1.1. La ecuacion integral inhomogenea.

Las funciones pares homogéneas SCVM se han discretizado en una malla de 2048
puntos con tamano de red de 0,01250 (siendo o el didmetro de la particula més grande).
El niimero de puntos de malla en la coordenada radial es de 250, y la transformada de

Legendre discreta se ha hecho con 64 nodos angulares.

Una vez resuelta la ecuacion integral se obtienen las funciones de distribucion pares
3)
123
correlacion total triple viene dada por la exprexién

inhomogéneas, que estan relacionadas con g, (r,r') a través de (6.28). La funcién de

hi) (r,x') = g,(j?,)l(r, r') = hyy (r) = hoy (') = By (Jr + 1)) = 1, (7.17)

pvy
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v

Figura 7.2: Sistema de coordenadas para los vectores k.
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que a su vez se relaciona con el factor de estructura triple mediante la ecuacion

S (k,K) = 00,1,

pvy

+ 5lwxuxvpﬁW(k/) + 5u7$uxvpﬁw(k') + 5W$vaphw(|k +k'|)
+ z,7,7,0° / e~ M= B 3) (p r)drdr’. (7.18)

pvy

Finalmente, una vez conocido este factor de estructura la funcién de correlacién directa

triple se determina a partir del sistema de ecuaciones ([7.6]).

7.1.2. Teoria BHP.

El nicleo de la teoria BHP lo constituye el ansatz para cf’y)g (r,r') dado por la ecuacién

(5.7). Una vez que las funciones #4%(r) se han calculado a partir de ([5.10)), se hace su

transformada de Fourier y se calcula Eiggg(k, k') utilizando 1) El factor de estructura

Si?,)g(k, k') se puede obtener a partir de cii)g(k, k') mediante la ecuacién 1) Todos los

detalles numéricos de estos calculos se pueden encontrar ampliamente desarrollados en el
Capitulo o]

Adicionalmente, la transformada de Fourier de la expresién (5.10)) es

(2)
06 (k) _ o)
8/)1, g

Las derivadas de la funcién de correlacién directa en el espacio k respecto a la densidad se

(k, X = 0). (7.19)

pueden evaluar a partir de los resultados de la ecuacion SCVM para la mezcla mediante

el método de diferencias finitas (5.32)).

Dcli (k) _ i) (k) (pe + Dpe) — el (k) (pe — Ape) (7.20)
Dpe 20p¢ 7

7.2. Factores de estructura.

Una de las cantidades importantes que aparecen en las aproximaciones tedricas de este
capitulo es la estructura par del fluido. En la figura [7.3] se han representado los factores
de estructura parciales de la mezcla binaria obtenidos mediante promedios de simulacion,
y se comparan con los correspondientes a la aproximacion SCVM. Como se observa el
acuerdo entre ambos es casi perfecto, lo que proporciona las garantias suficientes para
emplear la funcién de distribucion par SCVM como dato de entrada para la ecuacién
ISCVM, y como medio de obtencién de las derivadas de la funcién de correlacion directa

par en el formalismo de la teoria BHP.

En las figuras [7.4] y se representan los factores de estructura triple de la
mezcla de esferas duras correspondientes a configuraciones isésceles. Para poder llevar a
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ko

Figura 7.3: Factores de estructura par SP(LQV)(I@) para una mezcla de esferas duras calculados mediante
simulacién (simbolos) y la ecuacién integral SCVM (lineas).
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cabo un estudio comparativo se han representado resultados de la teoria BHP y de la
teoria ISCVM, asi como los datos de simulacién MC con sus respectivas barras de error.
Para mayor claridad estas barras se han colocado sélo sobre algunos puntos elegidos para
dar una idea general. Cada figura contiene dos gréaficas que son idénticas excepto por el

valor de los argumentos de S ) (k,k,z),y en general se han elegido como valores de k las

%3
- . : . (2)
posiciones de los primeros picos en las funciones S, .

En vista de estos resultados puede decirse que ambas aproximaciones tedricas pro-
porcionan resultados casi dentro del error estadistico de la simulaciéon. Sin embargo, se
comprueba que para una configuracion dada, los datos ISCVM exhiben ciertos bucles
artificiales que se deben al procedimiento de la transformada de Fourier. La alternativa
que existe para suprimir estos efectos espireos es aumentar el nimero de puntos en la
coordenada radial y disminuir el intervalo de integracion de la coordenada angular en las
funciones homogéneas. A este respecto cabe mencionar que los calculos que se presentan
en este trabajo estan en el limite de los recursos computacionales disponibles. En defini-
tiva, y excepto por este detalle, podria decirse que las dos teorias aportan resultados de

precisiéon comparable.

7.3. Funcion de correlacion directa triple.

Como ya se menciono anteriormente, una vez se dispone de datos de simulacion para

los factores de estructura S,(ﬁ,) y S (8) (k,k,z) se puede resolver el sistema de ecuaciones

derivado de la ecuacion OZ3 :ngel espacio de Fourier para mezclas, y obtener asi las
funciones de correlacion directa triple éfgg (k,k’). Puesto que inicamente se han analizado
configuraciones isosceles, las funciones Efi)g(k, k,x) se representan en las figuras ,
y [7.9) Como se observa los resultados tedricos estan practicamente dentro de las barras
de error de los datos de simulacién, y al igual que sucedia con los factores de estructura
triple, también ahora los resultados ISCVM presentan los bucles caracteristicos debidos
a la transformacién de Fourier de h®)(r,r') en . Sin embargo, estas oscilaciones
aparecen magnificadas en 62335(k, k') debido precisamente a la forma en que esta cantidad
es obtenida. Este efecto se entiende mejor si se analiza la expresion que relaciona ¢ (k, k')
y S®)(k,K) en el caso de un solo componente,

Ak, K) = % ( SOk, k) - 1) : (7.21)

P2 \ S@(k)SAK)S?(k + k')

donde se observa que a medida que S® (k) — 0 los errores se magnifican en ¢® (k, k).

Como consecuencia de esto en las figuras anteriores se han seleccionado tinicamente dos
valores de k omitiendo explicitamente las correlaciones triplete correspondientes a k =5.46,
ya que las oscilaciones en este ultimo caso son particularmente grandes en la zona de cos 6

préoxima a —1.
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@m% 6(/)%
05|
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- 0
X
(a) Stmbolos huecos: ko = 5,46. Simbolos rellenos: (b) Simbolos huecos: ko = 7,35. Simbolos rellenos:
ko = 6,93 ko =777

Figura 7.4: Factor de estructura triple para una configuracién isésceles de particulas iguales nga (k,k,x)
y S[ggﬂ)ﬁ(k, k,x) vs = cos 6. Los sfmbolos representan los resultados de simulacién. La linea discontinua
representa la teoria BHP y la linea continua la teoria ISCVM.



7.3 Funcién de correlacién directa triple. 139

0.4

— —
< 3
~ ~
N3 N3
= =

& &

c5 8%

)]

S

0.4

=< 02 <
~ ~
=3 =3
[N [N
e 8 8
(%) (%]
-0.2
-0.4

(a) Simbolos huecos: ko = 5,46. Simbolos rellenos: (b) Simbolos huecos: ko
ko = 6,93

ko = 7,77

= 7,35. Simbolos rellenos:

Figura 7.5: Factor de estructura triple para una configuracién isésceles de particulas S(gga(k,k,x) y
Sgl)ﬁ(k‘, k,x) vs x = cos . Leyenda como en la figura [7.4
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(a) Simbolos huecos: ko = 5,46. Simbolos rellenos: (b) Simbolos huecos: ko = 7,35. Simbolos rellenos:
ko = 6,93 ko =777

Figura 7.6: Factor de estructura triple para una configuracion isésceles de particulas ngﬁ(k,k:,x) y

Sgga(k, k,x) vs x = cosf. Los simbolos representan los resultados de simulacién. Leyenda como en la
figura |7.4
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Figura 7.7: Dependencia angular de la funcién de correlacion directa triple en el espacio de Fourier para
, . (3) (3)
particulas iguales caaa(k, k, ) y cﬁﬁﬁ(k, k,x).
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Figura 7.8: Dependencia angular de la funcién de correlacion directa triple en el espacio de Fourier para
(k7 kv x) Yy ng@(’ﬁ k7 I)

particulas cfﬁ)a
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Figura 7.9: Dependencia angular de la funcién de correlacion directa triple en el espacio de Fourier para

particulas S\ (k, k,

x)y Ségﬁ)a(k, k,x).
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Figura 7.10: cfy)é(k, k,x) vs ko para una configuracién de tridngulo isésceles en una mezcla binaria de

esferas duras para varias configuraciones. Los simbolos corresponden a la simulacién MC (cuadrados
huecos, = 1; tridngulos hacia arriba, = 0; circulos huecos, x = —1) y los circulos rellenos a la regla
de la suma ([7.19) para x = —1 . Las curvas denotan los resultados BHP.

Por 1ltimo, en la figura se ilustra la dependencia con k de la transformada de
Fourier de la funcion de correlacion directa en configuraciones isosceles. Ademas de los
resultados de simulacién propiamente dichos, en el caso de cosf# = —1 se ha incluido
el valor correspondiente a la regla de la suma , también calculado directamente
a partir de la simulaciéon. En primer lugar puede comprobarse que los resultados de la
teoria BHP son muy buenos en todos los casos. Los datos de la aproximaciéon ISCVM no
se han incluido en esta figura debido a que para valores de k pequenos las oscilaciones
esptireas distorsionan considerablemente los resultados de ¢® (k, k'), aunque por otro lado

el acuerdo con la simulacién es bastante bueno para valores de k£ mayores.

En definitiva, se observa que tanto la formulacion ISCVM como el ansatz BHP pro-
porcionan una alternativa razonable para el cdlculo de correlaciones triplete, siempre y
cuando la estructura par de partida sea conocida a través de una buena aproximacién. No

obstante, a efectos de célculo de ¢® la teoria BHP es, por construccién, més adecuada.



Capitulo 8

ELECTROLITOS

8.1. Introduccion.

Las soluciones iénicas son liquidos constituidos por un disolvente de moléculas polares
y neutras, y un soluto que se disocia en iones positivos y negativos. Existe una gran
variedad de estas soluciones, como por ejemplo las soluciones iénicas macromoleculares
que contienen macroiones (particulas coloidales cargadas, micelas, cadenas poliméricas
cargadas, etc) y contraiones de tamano mucho menor (Linse, 1991; Linse y Lobaskin)
2000) . Sin embargo, en este trabajo el interés se centrara en las soluciones de electrolitos
clasicas, constituidas por cationes y aniones cuya diferencia de tamano y carga no es muy
grande.

En general los sistemas ionicos poseen ciertos rasgos caracteristicos que les confieren
propiedades especificas y diferentes de las de otros sistemas multicomponentes, como son
el cumplimiento de la neutralidad de carga macroscépica, y la existencia de portadores de
carga moviles. En cuanto a la condiciéon de electroneutralidad, implica que en un sistema
donde hay n especies, si p, = N, /V es el nimero de iones por unidad de volumen de la
especie v, y su carga ¢, = z,¢e — siendo e la carga fundamental —, entonces ha de cumplirse
que Zzzl qupp = 0. Precisamente la presencia de estas cargas en el medio da lugar en
algunos casos al fendmeno de asociacién o agregacion, por el que los iones se agrupan
en conjuntos basicamente neutros. La formacion de estos agregados de particulas puede
afectar tanto a propiedades termodindmicas (presién osmoética), propiedades dindmicas
(conductividad eléctrica) o incluso a la actividad quimica de las especies involucradas en

el proceso de agregacién (Friedman y Larsen), [1979al).

Un efecto tipico de la asociaciéon es el comportamiento anémalo de la aproximacion

HNC a bajas densidades y elevadas fuerzas iénicas Gillan| (1979). Un tratamiento como el
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de la HNC es correcto en lo que a la formacion de pares se refiere (reproduce exactamente
el segundo coeficiente del virial), pero sin embargo no puede dar cuenta correctamente
de fenémenos que involucran a tres o mas particulas. He aqui una de las motivaciones
fundamentales de esta parte del trabajo. Una vez analizada la capacidad de aproximacio-
nes de tres cuerpos como la HNC3 para reproducir las caracteristicas estructurales tipicas
de sistemas con coordinaciones poco frecuentes, los electrolitos constituyen un campo de

estudio muy apropiado para estas teorias, como veremos en este capitulo.

La peculiaridad de la restriccién de neutralidad de carga introduce determinados con-
dicionantes en los sistemas electroliticos en cuanto al orden local que van a adoptar las
particulas. Estos condicionantes se pueden analizar en términos de la teoria de respuesta

lineal (Stillinger y Lovett, [1968)), como veremos seguidamente.

En un electrolito la respuesta lineal del sistema a una perturbacion provocada por un
campo electrostatico externo ha de analizarse en funcién del nimero de ondas del campo
incidente. Asi, la respuesta lineal a tal perturbaciéon genera un potencial electrostatico

medio de la forma
U(r) = [¢o/e(k)]sen(kr), (8.1)

donde € es la constante dieléctrica del sistema y k es el vector de ondas. Esta respuesta
puede considerarse como resultado de dos efectos aditivos [Stillinger (1968)]. Por un lado
se pone de manifiesto una respuesta de tipo dieléctrico exclusivamente (sin redistribucién

de masas en el sistema) que consiste en
» orientacion de dipolos permanentes,
= induccién de multipolos tanto en los iones como en el disolvente,
= interacciones entre los multipolos,

y por otro lado tienen lugar los efectos de conduccion idnica que modifican los perfiles de

densidad de las especies presentes en el medio.

Una consecuencia de estos fenémenos es que el estado final de equilibrio alcanzado
después de aplicar un campo externo determinado puede caracterizarse por una fuerza

media aplicada en cada tipo de i6n v de la forma

F,(r)=F,,(r)+F.,. (8.2)

Es decir, F),, es la fuerza media proveniente de los efectos de polarizacién dieléctrica,

y F., la fuerza media correspondiente a la distribucién de carga de los iones. Puesto que
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en un sistema electrolitico el efecto de un campo externo aplicado tiende a ser apantallado
completamente, se cumple la siguiente condicion

lim[e(k)] " = 0. (8.3)

k—0

Paralelamente, la expresién implica igualmente que los potenciales de fuerza media
anteriormente mencionados también se anulan. Si se expresan las fuerzas en términos
de la densidad de carga idnica final, y se relacionan dichas densidades con la funcién de
correlaciéon par idnica correspondiente, es posible llegar a los dos condiciones de Stillinger-

Lovett .

—6k 2 = Z Z2p; / [Z Z Zjlejplgjl(r)TQI drridr, (8.4)
i=1 0 j=1 i=1
—7Z; = / Zijjgij(T)] 4rr?dr, (8.5)
=1 =1
siendo .
K = (4ne’[ekT) Y Z7pi. (8.6)

i=1

Las magnituders a la derecha de (8.4 y (8.5) son los denominados momentos de
Stillinger-Lovett. Estas dos condiciones son exactas en el limite termodinamico para un
potencial de Coulomb con alcance infinito. E1 momento expresado en la ecuacion (8.4) no

es mas que una combinacién lineal del criterio de electroneutralidad local

n

—Zg = / [ E zupugw(r)] dr, (8.7)
p=1

y el significado fisico que encierra es precisamente que la carga total alrededor de un ién

« es precisamente —z,. Asi pues, la carga cancelada por los iones que se encuentran a

una distancia r de otro dado, o carga de exceso (ge,) se definird como:

exe = Ny~ (7’) - n++(7’), (8-8)

donde n;; es el nimero de coordinacién
ni; = pj/ A (r") 2 gy (r")dr’. (8.9)
0

8.2. Modelado de los sistemas i10nicos.

Uno de los modelos mas bésicos en el estudio de sistemas cargados es el denominado
OCP (one-component plasma) (Weis et al., 2001)) que estd formado por particulas discre-

tas cargadas y un fondo de carga opuesta, sin estructura, que neutraliza globalmente el
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sistema. En principio este modelo representaria el punto de referencia bésico en el estudio
de fluidos con carga y seria equivalente al modelo de esferas duras en el estudio de fluidos
simples neutros. Puesto que en definitiva lo que pretende la modelizacién molecular es
caracterizar de la forma mas fiel posible los sistemas reales, lo logico es aumentar cada
vez mas el nivel de complejidad de los modelos de forma que recojan mas detalles de los
sistemas de referencia. A tal efecto se ide6 un modelo que consideraba de forma explicita
la presencia de aniones y cationes, y con el fin de impedir el colapso de los iones de carga
opuesta se introdujo un potencial repulsivo a corta distancia. Cuando dicho potencial es
el de esferas duras el modelo resultante se denomina modelo primitivo (PM), y cuando
ambos iones poseen igual tamano y carga absoluta modelo restringido primitivo o RPM.
El modelo RPM corresponde a una descripcién tipo [McMillan y Mayer| (1945) porque
incorpora el efecto de las moléculas de disolvente a través de la constante dieléctrica del
medio disolvente. Por lo tanto, con esta clase de modelos no pueden ponerse de mani-
fiesto ciertos efectos debidos a la estructura molecular del disolvente. Si se pretende ver
explicitamente estos fendmenos de solvatacion habria que modelar el efecto del disolvente

considerando de forma explicita las moléculas que lo forman.

En un nivel mayor de complicacion el potencial de Ramanathan-Friedman (Ramanat-
han y Friedman, [1971) modela las interacciones entre los iones del medio considerando
por una parte una contribucion repulsiva a corta distancia y una parte interactiva de
largo alcance representada por el potencial de Coulomb. Este es el modelo de potencial

empleado en este trabajo.

Uno de los inconvenientes que presentan los sistemas iénicos es el largo alcance de las
fuerzas derivado de potenciales de interaccién de tipo culombiano, cuya dependencia con
r~! hace que el lento decaimiento de dicha funcién complique considerablemente los calcu-
los. Esta problematica se presenta tanto al utilizar métodos de simulacion como teorias de
ecuaciones integrales, y en cada caso la aplicacion de ciertas recetas permite el célculo de
las propiedades de estos sistemas. En lo que respecta a la simulacion, en el Capitulo (3] se
describié brevemente el método de las sumas de Ewald para calcular la energia potencial
de los electrolitos. Paralelamente, en el caso de la teoria de ecuaciones integrales existen
diversos tratamientos que permiten trabajar con los potenciales de largo alcance como el
potencial de Coulomb. Un ejemplo de estos métodos consiste en la renormalizacion de la
ecuacién OZ de manera que quede expresada en términos de funciones de corto alcance
(Allnatt, |1964).

Por otra parte, en lugar de modificar los métodos de calculo se puede recurrir a la mo-
dificacién del propio potencial de interaccion, pero respetando aquellas propiedades que
le hacen ser apto para la modelizacién del sistema i6nico. Normalmente lo que se hace

en estos casos es truncar el potencial para que su contribucién se anule para distancias
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intermoleculares grandes, pero manteniendo el comportamiento de las fuerzas que actiian
entre los atomos del sistema. Dada la dificultad de aplicar los métodos de renormalizacion
a los tratamientos Ornstein-Zernike de tres cuerpos, en esta tesis hemos optado por la
utilizacion de una version truncada y desplazada del potencial de Ramanathan-Friedman.
Este tipo de potenciales se ha empleado profusamente en la bibliografia, llegando a es-
tablecerse convenientemente sus limites de aplicabilidad, dentro de los cuales nos hemos

mantenido en este trabajo.

8.3. FEstudio de la estructura ionica.

Resulta dificil encontrar métodos tedricos que permitan caracterizar las propiedades de
disoluciones acuosas en margenes grandes de concentraciéon. Para el caso de disoluciones
diluidas de electrolitos completamente ionizados la teoria de Debye-Hiickel proporciona
expresiones matematicas que describen el comportamiento limite de los coeficientes de
actividad en disoluciones muy diluidas. La teoria de Bjerrum es en cierto sentido una
extension de la teoria de Debye-Hiickel combinada con la ley de accion de masas, todo
ello aplicado a una solucién iénica donde se considera la presencia de cierta estructura
debida a la existencia de una mezcla de iones libres y pares iénicos. De este modo es posible
establecer un equilibrio entre los iones y los pares neutros, pudiendo calcular una constante
de equilibrio de la solucion. La caracterizacion del sistema se puede llevar parcialmente a
cabo a través de la fraccién de iones que estan emparejados y del coeficiente de actividad
de los iones libres. Esta teoria de asociacion par proporciona resultados razonables para
propiedades termodindmicas dentro del contexto del modelo RPM (Friedman y Larsen,
1979al), y en concreto para los coeficientes osméticos, aunque tiene grandes carencias en
cuanto a los resultados que se derivan de la estructura relacionada con los pares iénicos
+—.

Desde el punto de vista de las ecuaciones integrales, se sabe que la aproximacién HNC
funciona especialmente bien para los potenciales de largo alcance, y en especial para los
sistemas de Coulomb, resultando una aproximacién muy precisa en la descripcion de solu-
ciones de electrolitos diluidas y moderadamente concentradas (Abernethy y Gillan) [1980).
Los resultados estructurales que proporciona esta aproximacién permiten en cierto modo
predecir la existencia de agregados entre iones mas alla de la estructura par (Friedman vy
Larsen), [1979a)), motivo por el cual resultan especialmente ttiles a la hora de justificar la
reactividad quimica en ciertos sistemas. Estas predicciones han sido obtenidas a partir de
una teoria que da solamente correcciones de dos cuerpos, y ha sido corroborada a través
de la técnica de simulacién MC con un estudio de la proporcion relativa de agregados
(Rossky y Friedman), [1980).
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Para sistemas a densidad muy alta (en el régimen de sales fundidas), la HNC puede ser
mejorada utilizando una funcién puente de referencia de esferas duras (RHNC) (Lado ef
al.,11983) con relativamente buenos resultados (Hansen y McDonald, [1986). Sin embargo,
en el régimen de electrolito fuerte la aproximaciéon HNC presenta deficiencias importantes
que son debidas al creciente papel que juega el fendémeno de asociacién al aumentar la
fuerza iénica (Gillan, |1979). A este respecto se han introducido mejoras reformulando la
forma del funcional de la funciéon puente con ayuda de la simulaciéon por ordenador, tal
y como hicieron Duh y Haymet| (1994) en la aproximacién INV. En esta misma linea
Bresme et al.| (1995) desarrollaron la ecuacién integral INV-C. Ambas aproximaciones son
bastante aceptables en casos en los que la HNC no puede reproducir la estructura de
electrolitos, pero su naturaleza semifenomenolégica ha frenado posteriores mejoras. Por
otra parte, las aproximaciones basadas en la teorfa de asociacién de Wertheim (1986|) como
la ecuacion integral multidensidad (Kalyuzhnyi y Stell, |[1993) representan una alternativa

prometedora para dar cuenta explicita de los fenémenos de agregacion en electrolitos.

8.4. FEl potencial truncado y desplazado.

La validez del potencial de Ramanathan-Friedman (Ramanathan y Friedman, 1971)
para reproducir las propiedades de sistemas electrolitos ha motivado su uso en el presente
trabajo. Como ya se adelantaba en apartados anteriores este potencial es parecido al
RPM, pero sustituyendo la parte repulsiva de esferas duras por un potencial blando que
decae con el inverso de una potencia en r. Adicionalmente, algunos autores (Clarke et al.,
1986}, [Linse y Andersen|, [1986)) demostraron que la estructura de un liquido iénico simple
podia ser descrita usando un potencial par efectivo de corto alcance, lo que estimulo el

empleo de un procedimiento similar en esta tesis.

El potencial de Ramanathan-Friedman se puede dividir en un ntcleo de corto alcance
y una cola de Coulomb, que en este caso ha sido truncada y desplazada para evitar el
tratamiento especial que necesitan las interacciones de largo alcance. El potencial asi cons-
truido se denominard con las sigas tsc (‘truncated and shifted Coulomb’) V¢ mientras
que al potencial que conserva integra la contribuciéon de Coulomb nos referiremos como

fep (full Coulomb potential’. Su forma explicita es

uff(?”) +us, — Pu(rts) 0<r<rmr
Vise(r) = i (1) + Pu(r) — Pu(res) 10 <7 <7Ts o, (8.10)
0 > Ty

RF

donde u,,

(r) es el potencial de Ramanathan-Friedman, u,,(r) representa el término de
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Coulomb, y P, (rs) es la magnitud del desplazamiento en uj,,(r)

5377,75|quqy| (10 +10\"
RF ) nlv “w v
_ 8.11
ny (T) (ru + Ty) r ( )
2
C q ql/e
U (1) = 22—, (8.12)

siendo ¢, la carga de la particula, € la constante dieléctrica del medio, y e es la carga
del electrén. La funcién P,,(r) es un polinomio de interpolacién utilizado para suavizar
los efectos espureos que se producen en la estructura par a causa del truncamiento del

potencial, y su cédlculo se realiza siguiendo las siguientes premisas

"

P (r) = U,Cwl(ﬁ); PL(re) = up, (11);  Pu(re) = ug,(re);  Pl(rs) =0, (8.13)

donde 7; es el radio de truncamiento del potencial total, r; es el limite superior en dis-

tancias para el cual se realiza el desplazamiento en el polinomio P,y "y ”

representan
respectivamente la primera y segunda derivada. En todos los calculos que se han estu-
diado en esta contribucion ;s se ha calculado siempre como r;; = r; + r,, donde 7, es el
radio de la particula mas pequena. De aqui en adelante se hara referencia a r;; como la
distancia de truncamiento queriendo resaltar que se trata del limite mas alla del cual el
potencial V//>¢(r) se anula. En la bibliograffa se pueden encontrar numerosos casos en los
que las interacciones electrostaticas han sido modificadas en una manera similar a la que

nos ocupa en este capitulo (Brooks et al., |1985)).

8.4.1. Teorias HNC, HNC3 y BHP.

El analisis de las funciones de distribucion par o triple utilizando diversas teorias per-
mite conocer hasta que punto éstas son capaces de reproducir la estructura del sistema.
Aunque se han llevado a cabo tanto simulaciones como céalculos de teoria con la aproxi-
macién HNC tal y como se mencionaba en apartados anteriores, es interesante evaluar
en qué medida otras aproximaciones pueden también contribuir a la caracterizacién de
los sistemas iénicos. En este sentido los célculos de este capitulo se refieren fundamental-
mente a teorias OZ y OZ inhomogénea en sus aproximaciones respectivas HNC y HNC3,

mientras que la teoria BHP se ha empleado inicamente en casos puntuales.

El hecho de que los electrolitos estén constituidos por aniones y cationes permite la
aplicacion inmediata de la teoria 10Z extendida para sistemas multicomponentes. En
particular, su puesta en practica resulta muy sencilla dado que en capitulos anteriores
se tomé como ejemplo una mezcla binaria, que es precisamente el caso que nos ocupa
ahora. En lo que respecta a la teorfa I0Z usada por Attard para el calculo de ¢®, en este

capitulo se ha utilizado la aproximacién HNC3 que incorpora la obtencién de la funcion
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de distribucién par homogenéa a través del perfil de densidad de forma consistente con
la estructura triple del fluido. En concreto, la evaluacion de este perfil se ha llevado a
cabo gracias a la ecuacion TZLMBW (Triezenberg y Zwanzig, [1972), tal y como se indica
en el capitulo |§| Como ya se mencioné alli, el sistema de ecuaciones para una
mezcla binaria consta de seis ecuaciones: — tienen como particula fuente «
y — tienen como particula fuente 3. En el caso particular de los electrolitos
en lugar de hablar de particula fuente o o 3 se hablara de particula fuente + o —. El
unico factor de acoplamiento entre estos dos subsistemas de tres ecuaciones es el perfil
de densidad p,3, ya que aproximadamente se cumple que p,s = pgo. Ahora bien, en
todos los calculos de esta tesis se ha desacoplado para disminuir los requerimientos
de memoria y tiempo de céalculo, y tras resolver los sistemas de ecuaciones desacoplados
independientemente se ha comprobado que los perfiles de densidad que se obtenian de
(6.18)-(6.20) v (6.21))-(6.23) eran algo diferentes, tal y como se ilustraba en la figura

para una mezcla de LJ. Basandonos en esto podemos afirmar que, cuando se considera

un electrolito cuyos iones tienen diferente tamano o diferente carga absoluta, al aplicar
la ecuacién I0Z antes mencionada en general se tendrd que p,_ # p_, ya que el efecto
perturbativo de la particula fuente depende de la identidad de ésta, y la discrepancia
entre p,_ y p_y estd asociada al grado de asimetria en las particulas de la mezcla que se

considere.

En el supuesto de que los dos componentes ionicos tengan igual tamano e igual carga
absoluta, la condicién py_ = p_, es exacta y en consecuencia el sistema se trans-
forma en dos grupos de ecuaciones que son idénticos excepto por la identidad de la carga.
Este hecho reduce el nimero de ecuaciones a la mitad puesto que ahora — y
— pueden desacoplarse sin necesidad de hacer ninguna aproximacién. Tanto en
el caso de electrolitos con iones simétricos (en tamano y carga absoluta) o asimétricos
(en tamano o carga absoluta), cada sistema de tres ecuaciones se ha resuelto por me-
dio del algoritmo GMRESNL (Saad y Schultz, 1986} |[Fries et al., [1994)) presentado en el
apéndice [B] Las funciones pares homogéneas calculadas con la aproximacién HNC se han
discretizado en una rejilla de 2048 puntos con un intervalo de malla variable (0,040-0,080)

dependiendo del caso concreto.

En cuanto a la teoria BHP, tinicamente se ha utilizado para electrolitos 3:3 cuando
cationes y aniones tienen el mismo tamano, de modo que se han podido realizar apro-
ximaciones similares a las de la teoria IOZ con la consiguiente reduccién del nimero de

ecuaciones a la mitad. En concreto se cumplen las siguientes igualdades

tao de (5.20) = ¢35 de (5.25),

fe%0’ _ BB«
teeb de (5.21 =155 de (5.23),
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t29% de (5.21) = 25" de (5.23),

afa _ BaB
ton de (5.22) = tj35" de (5.24)),

to5" de (5.22) = 03" de (5.24),

y paralelamente también se cumple

(2) C(2) r

Desalr) e ((5.20) = 222 de (5.25),
Po P3

C<2) T 0(2) T

Yoo ge (5.21) = 252 ge (5.23),
Po rB

(2) e (r
deeat) e (5.22) = 22

Opgs

de (5.24)).

Las derivadas de la funciéon de correlacién directa se aproximan a partir de los re-
seultados de la ecuacién HNC para el RF. Asi pues, inicamente habra que resolver una
ecuacion desacoplada y un sistema de dos ecuaciones acopladas para cada caso. Para re-
solver estas ecuaciones se ha empleado el método GMRESNL — ver apéndice |B| —, siendo
el parametro € 0.001. El criterio de convergencia seguido estd marcado por la ecuacion
, consiguiéndose un valor del pardmetro € que oscila entre 107° y 1071° para la
ecuacién desacoplada, y entre 1072 y 1075 para el sistema acoplado. Las funciones pares
se han discretizado en una malla 2048 puntos con un tamano de malla de 0,040, y en este

caso se han empleado entre 10 y 20 direcciones de bisqueda.

8.4.2. Simulaciones en el colectivo canonico.

En este capitulo se presentaran resultados para soluciones de electrolitos 3:3 y 1:3 a
una temperatura 7' = 298,16 K. En la mayoria de los casos la constante dieléctrica del
disolvente empleado corresponde a la del agua (e = 78,358), excepto en algunos casos
para electrolitos 1:3 en los que se ha empleado ¢ = 36,4 correspondiente al acetonitrilo.
En la Tabla se recogen las caracteristicas mas generales de las soluciones que se han
estudiado, como por ejemplo la relacién entre didmetros de los iones A = o4, /o__, la
concentracién molar ¢, la fuerza iénica I, y el pardmetro 7, del potencial V/5(r), siendo
r* =r/o__. También se incluye el nimero de particulas N, y el nimero total de pasos
N empleados en las simulaciones. El valor del parametro A = 1,707 se ha utilizado para

. . e, . . ., . . ., 2
reproducir la posicién del primer pico en la funcién de distribucién par gil para una
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Cuadro 8.1: Caracteristicas de las disoluciones de electrolito estudiadas. La fuerza idnica estd definida
por I =13 caq? y la fraccién de empaquetamiento por n = m(p_o2 _ + pyo% ) /6.

Electrolito oy/o_ ¢(M) I 715, Nyt Ngx 1072

089 80.0 6.5 500 1350

778 70.0 6.5 864 300

3:3 1.0 8.89 &80.0 6.5 1372 300
778 70.0 7.5 1372 300

H,O 889 80.0 75 1372 300
2.0 089 8.0 185 1372 300

1.67 15.0 16.5 2048 150

3.0 089 &80 185 1372 150

1:3 1.707 133 80 125 1728 150
H50 2,50 15.0 125 2744 150
3.0 0.89 5.35 185 2744 150

1:3 1.707 133 80 125 1728 150

CH;CN

disolucion de LaClz a ¢ = 0,05M modelada mediante el potencial de esferas duras por
Hribar et al.| (2000).

Todos los resultados de simulacion presentados en este capitulo corresponden a la
técnica de Dindmica Molecular y han sido realizados con el programa estandar DLPOLY]
(1994). La estabilizacién de temperatura se ha llevado a cabo utilizando el termostato
de Berendsen (Berendsen et al., |1984) con una constante de tiempo de 0,4 ps, siendo el
paso de simulacion de 0,001 ps. Por regla general el periodo de equilibrado se ha realizado
durante 5 x 10* pasos, v en la tabla I se indica el nimero de pasos de produccién para
cada caso particular. En los casos en los que se ha utilizado el potencial de Coulomb
integro (sin truncamientos) las interacciones de largo alcance se han calculado mediante

el método de las sumas de Ewald mencionado en el Capitulo [3]

8.4.3. Influencia del truncamiento del potencial.

Para evaluar hasta qué punto el modelo de potencial truncado reproduce el electrolito
en la concepcién de McMillan y Mayer| (1945]) se han comparado los resultados de funcién
de distribucién par ¢® en el sistema que interacciona a través del potencial tsc, y el
potencial de referencia fcp. En concreto, la figura .(a) se refiere al electrolito 3:3 con \ =
1,0 y concentracién 7,78M (ry, = 6,5), y la figura[8.1](b) a un electrolito 1:3 con A = 1,707
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y ¢ = 2,5M. El primer caso es bastante extremo dada su alta fuerza iénica, lo que resulta
evidente por el largo alcance del ordenamiento iénico en los resultados correspondientes
al potencial fep. De hecho, en estas condiciones el sistema comienza a parecerse a una sal
fundida. Sin embargo, aparte del desplazamiento de fase de los momentos entre simulacién
y teoria en la regién de medio y largo alcance, y de las marcadas oscilaciones de las
correlaciones tsc, la primera esfera de coordinaciéon queda adecuadamente reproducida
por las interacciones del potencial truncado. En consecuencia, podemos esperar que los
fenémenos de agregacion iénica y el ordenamiento local en este modelo sean considerados
de forma apropiada. En el segundo caso referente al electrolito 1:3, que ademas corresponde

a una fuerza iénica mucho mas débil, el acuerdo entre ambos modelos es muy satisfactorio.

La utilizacién de un potencial truncado que elimina la contribucién de largo alcance
de Coulomb produce ciertos efectos espureos en la funcién de distribucion. En concreto

se observa la apariciéon de un pico en las funciones de distribucion gf}r y g(_QL y un valle

en g(fz cerca del lugar de truncamiento. Esta caracteristica se aprecia por ejemplo en
las funciones de distribucion par representadas en la figura en la zona de r}, = 6,5
para el caso (a) y de rj, = 12,5 para (b) (ver tabla [.1). Este fenémeno, que ya ha
sido caracterizado con anterioridad (Linse y Andersen) [1986), es debido a un exceso de
coiones a distancias proximas a la de truncamiento. Con el fin de estudiar la influencia
del parametro de truncamiento r;s sobre el potencial, como ya hicieron otros autores
anteriormente (Brooks et al. 1985} Linse y Andersen, |1986), se han llevado a cabo célculos
de los momentos de Stillinger y Lovett para diferentes soluciones de electrolito. Puesto
que los momentos y (8.5)) se cumplen para un sistema en el que las interacciones de
Coulomb no estan apantalladas en modo alguno, es posible emplear dichas condiciones
como test para comprobar si los resultados de simulacién para un sistema con potencial
de corto alcance son equivalentes a los que proporciona el potencial de Coulomb. Un modo

de comprobar lo anterior seria calcular las siguientes cantidades

ZMi(r) = —1— (1/Z,) /

T
0

b
Z ijjg,»j(r')] 4 (r')2dr’ (8.14)

n n

SMr)=—1— (47re2/6ekT) /07" [Z Z Ziijingij(T/)TQ] 47r(7~’)2d7"’, (8.15)

i=1 j=1

Teéricamente los citados momentos calculados para el potencial V//>°(r) se parecerdn
mas a los correspondientes al potencial de Coulomb cuando mas grande sea el valor del
pardmetro 1. Una muestra de ello se recoge en la figura [8.2] en la que se han repre-

sentado los momentos ZM; y SM para una disoluciéon de electrolitos 3:3 con A = 1,0 a
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Figura 8.1: Funcién de distribucién par de simulacién MD para un el potencial de Coulomb truncado
y desplazado (tsc, lineas) y el potencial de Coulom integro (fcp, simbolos) en: a) un electrolito 3:3 con
A=10yr;, =6,5ac=778M;b) un electrolito 1:3 con A = 1,707 y ¢ = 2,5M.
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Figura 8.2: Momentos de Stillinger y Lovett para una disolucién de electrolito 3:3 con A = 1,0
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dos concentraciones diferentes. Aunque de forma muy leve, en ambos casos se observa
que la discrepancia entre los momentos calculados con el potencial fcp y tsc comienza
a distancias menores cuanto menor es el valor de 7, y por tanto cuanto mas drastica
es la reduccién de la contribuciéon de largo alcance. Estas diferencias son mucho menores
cuando el valor de 7}, se incrementa hasta 18,5, tal y como queda expresado en la figura
donde estan representadas estas mismas magnitudes para dos disoluciones de electro-
lito 3:3 y 1:3 con una asimetria correspondiente a A = 3,0, ambas a una concentracion de
c = 0,89 M. El grado de acuerdo entre los potenciales fcp y tsc queda reflejado en estas
graficas a través de la similitud entre simbolos y lineas en un rango amplio de distancias.
De hecho, a pesar de que las discrepancias entre fcp y tsc sean considerables para valores
de r grandes, esto no supone demasiados problemas puesto que en general lo que se es-
pera es que el acuerdo sea bueno hasta distancias proximas al valor de truncamiento del
potencial, que corresponde a la zona en la que se ven con mayor claridad los efectos de la

agregacion.

También pueden observarse en las graficas de la figura las diferencias en el efecto
de neutralizaciéon de carga entre los electrolitos 3:3 y 1:3. En el primer caso tanto ZM_
como Z M, toman un valor inicial de —1 y van creciendo rapidamente antes de comenzar
a oscilar a medida que aumenta la distancia. Sin embargo, en los electrolitos 1:3 en el
periodo inicial se observa cémo ZM_ disminuye de forma significativa antes de empezar
a tomar valores mayores que —1. Este fenémeno indicaria que en las proximidades de
la zona de contacto de los aniones inicialmente hay una region en que la carga negativa
no sélo no tiende a neutralizarse, sino que aumentaria ligeramente. Este efecto es debido

Unicamente a la superioridad numérica de aniones frente a cationes en la disolucion.

8.4.4. Efecto de la astmetria del tamano i16nico.

En la mayoria de los casos los cationes y aniones de una disolucién de electrolito no
poseen el mismo tamano. Para evaluar cudl es el efecto de la asimetria de tamanos en la
estructura microscopica se han realizado célculos de simulacién para tres disoluciones de
electrolito 3:3 a una concentracién de ¢ = 0,89M y a diferentes valores del parametro de
asimetria de tamano, a saber, A = 1,0,2,0 y 3,0. Los resultados de los momentos y
para estas soluciones se encuentran en la figura , donde los simbolos corresponden
al potencial fcp y las lineas al potencial tsc. En las graficas se observa que la discrepancia
mayor entre los potenciales fcp y tsc se produce para el caso A = 1,0, porque como se
indica en la tabla el pardmetro r;, es muy pequeno y por tanto las diferencias entre
los potenciales fcp y tsc son mayores. Sin embargo, para A = 2,0 y A = 3,0, donde los
parametros ry, son iguales, el grado de similitud entre el potencial truncado y desplazado

y el de Coulomb es méas grande.
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8.4.5. FEstructura par.

La idoneidad de la utilizacion del potencial tsc para reproducir la estructura de elec-
trolitos ha quedado reflejada en los resultados de simulacién de estructura par de la figura
[8.1] En general el mismo grado de concordancia se ha obtenido en todos los casos estudia-
dos a lo largo de esta tesis, haciendo hincapié en el hecho de que la diferencia entre tsc y
fecp se hace mas grande cuanto mayor es la distancia de truncamiento, y por tanto cuanto

menor es la reducciéon de la contribucion de largo alcance en el potencial de Coulomb.

En lo que respecta a la teoria, en la figura [8.5 se observa por ejemplo la funcién
de distribucién par evaluada en las aproximaciones HNC y HNC3. Las discrepancias
entre simulacion y teoria se hacen mas aparentes en el primer maximo de las funciones
de distribucién entre particulas iguales (en el caso 1:3 en g, ., que corresponde a las
particulas mas grandes). Este pico es debido a la presencia de agregados de particulas
con carga alternante (+—+ o ——), lo que parece sugerir la necesidad de un andlisis mas
alla de la estructura par con el fin de conseguir una descripcion precisa del sistema. En
ambos casos puede verse la mejora sustancial de la aproximacion HNC3 sobre la teoria
HNC, lo que estda de acuerdo con resultados previos en fluidos puros (Attard, [1989) y
mezclas (Jorge et al., [2001). Algunas leyendas de estas graficas nos muestran dos valores

de gf)_

, uno senalado con + y el otro con — refiriéndose a la particula fuente usada en
cada caso. Si nos remitimos al apartado [8.4.1] cuando se hablé de la teoria HNC3 para
casos con asimetria de tamano o valor absoluto de la carga, se mencion6 que para facilitar
los calculos se suponia que p,_ = p_, con el objeto de desacoplar el sistema de ecuaciones
de la ecuacién integral. Aunque no se muestran resultados para la totalidad de sistemas
de la tabla , se ha comprobado que la aproximacion del desacoplamiento en es

legitima dado que en todos los casos el desacuerdo entre gfl y g(_Qi no es muy relevante.

En general los mismos efectos observados para la disolucion recién comentada se pue-
den hacer extensivos a otros casos estudiados. En la figura se perfila la estructura
par de una disolucion de electrolito 3:3 con A = 2,0 a una concentracién ¢ = 1,67 M y
e = 78,358. La concordancia entre los datos de simulacion MD para los potenciales fcp
y tsc se hace patente en la grafica superior de la figura, en la que tnicamente se obser-
van discrepancias entre los dos potenciales cerca del radio de truncamiento de la cola de
Coulomb. En cuanto a la grafica inferior, no sélo se aprecia la calidad de la estructura
par generada por la teoria HNC3, sino que también se observa como nuevamente la apro-
ximacion de gfl obtenida a partir del sistema de ecuaciones con aniones como particula

fuente es superior a la correspondiente a g(fz (+).
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8.4.6. FEstructura triple.

Una de las propiedades mas ampliamente utilizada en el estudio de la estructura de
liquidos es la funcién de distribucion par. Sin embargo, a medida que crece la complejidad
de los sistemas, ya sea por la aparicién de efectos de orden local, de tipo asociativo, etc.,
hay que aumentar también la complicacion de las herramientas utilizadas para caracte-
rizarlos. En este sentido, a lo largo de esta tesis se ha comprobado que la funcién de
distribucion triple ha sido de gran ayuda para la clarificacion de los resultados de estruc-
tura en el agua (Lombardero et al.,[1999), asi como en la caracterizacién de la estructura
par y triple en un sistema con potencial de Dzugutov (Lomba et al., 2001). Hemos com-
probado también que la estructura par generada en consistencia con la estructura triple

es considerablemente mejor respecto a la misma aproximaciéon a nivel de dos cuerpos.

Aqui una vez mas la caracterizacion de la estructura triple en las disoluciones de
electrolitos se va a llevar a cabo a través de la funcién de distribucion de tres cuerpos
¢®). Para cada disolucién estudiada se presentaran resultados de las aproximaciones KSA,
HNC3, y en algin caso también se haran cdlculos de la funcién de distribucién de tres

cuerpos mediante la teoria BHP.

En la figura se presentan resultados de g,(fy)7 (r,s,012) para un electrolito simétrico
3:3 comparando dos estados de alta y baja densidad. Los valores de r y s elegidos corres-
ponden a las posiciones de los picos relevantes en la funcién de distribucion par. El hecho
de que la aproximacién BHP proporcione valores de ¢® distintos de cero para angulos
bajos — que para las configuraciones dadas corresponden a particulas que solapan —, se
debe a la imprecision numérica debida a la transformacién multidimensional inversa de
Fourier de la ecuacién OZ3 (Jorge et all [2001). Este hecho es caracteristico de la inversién
discreta de transformadas de Fourier de funciones que presentan un escalén (no necesaria-
mente discontinuo) para r ~ o (0 > 0). Aparte de estos inconvenientes esta aproximacién
reproduce cualitativamente el comportamiento de las distribuciones triples de particulas
de igual carga, al igual que la teoria HNC3, y en contraste con la aproximaciéon KSA. Hay
que hacer notar que las deficiencias observadas en la HNC3 provienen de las imprecisiones
en la determinacion del pico en la funcién de distribucién par que interviene en el calculo
de ¢ a través de . Este hecho se aprecia especialmente en la region de angulos
grandes (r grande). Este es el tinico estado y sistema para el que hemos realizado calculos
BHP dado que las dificultades de convergencia asociadas a la multiplicidad de soluciones
han hecho impracticable su resolucién para fuerzas iénicas mayores o para asimetria de

carga y/o tamano.

A medida que la concentracién aumenta, la funcién de distribucion g(_?’l_ = gf}r+

desarrolla un maximo adicional situado alrededor de 90°. Aunque la KSA capta este
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de arriba son para ¢ = 7,78 M y los tres de abajo para ¢ = 0,89 M.

detalle, lo sobreestima notablemente invirtiendo las alturas relativas de los picos respecto
a la simulacién. En g(_?’) _ se muestra que el maximo a 85° se difumina a medida que la
densidad disminuye y se convierte en una meseta que alcanza 180°, es decir, estructuras
practicamente lineales. Esto es una senal tipica de la presencia de agregados abiertos en
el régimen de baja densidad. Finalmente, en g(f’l + se observa que a concentraciones bajas
la atraccién +— coloca el maximo a angulos bajos mientras que la tercera particula se
hace notar a altas concentraciones induciendo una estructura que recuerda a la funcién
de distribucién par, con un primer pico que aparece a distancias determinadas por la

repulsion del ntcleo de la tercera particula. Este efecto, sin embargo, si es captado por la
KSA.

Es conocido el hecho de que la aproximacién de superposicion de Kirkwood en general
da buenos resultados a bajas densidades, donde supuestamente las correlaciones entre
particulas no son demasiado fuertes y por lo tanto pueden ser desestimadas. En concreto,
existen diversos trabajos donde se ha analizado en profundidad el rango de validez de esta
aproximacién (Krumhansl y Wang;, |1972; [Wang S.-S. y Krumhansl, |1972; Tanaka y Fukui,
1975). Sin embargo, una de las caracteristicas que puede observarse en préacticamente la
totalidad de los estados termodinamicos estudiados en este trabajo es que a pesar de
las bajas densidades la KSA es apenas cualitativa, mostrando una clara superioridad
la teoria HNC3. Esto queda reflejado en las distintas graficas en las que se representa

g,(g,)y(r, r’). Un ejemplo de ello se muestra en la figura en la que se han representado
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1.67 M. Las configuraciones son las mismas que las que se presentan en la gréafica

las distintas funciones triplete para una disolucién acuosa de electrolito 3:3 con A = 2,0 a
una concentracién ¢ = 1,67 M. Como se observa en esta figura la teoria HNC3 es capaz
de captar los detalles cualitativos de la estructura triple, a pesar de que en algunos casos
cuantitativamente no consigue ajustarse a los datos de simulacién. En la figura este
hecho se hace mas evidente ain puesto que la diferencia entre los rasgos caracteristicos
de la simulacion y la aproximacion KSA es méas grande todavia. Si nos remitimos a la
expresién de ¢® para la teorfa I0Z observamos que tiene la misma naturaleza que la
aproximaciéon KSA en la medida en que ambas desarrollan ¢©® como un producto de tres
funciones pares. Mientras que en el segundo caso las tres funciones pares del desarrollo
corresponden a ¢®, en el caso particular de la teorfa HNC3 dos de esas funciones son
¢® mejoradas a través del célculo del perfil de densidad, y la tercera es la funcién g((f)
inhomogénea que esencialmente capta la influencia de la tercera particula en un triplete
determinado. Realmente es esta ultima funciéon inhomogénea la que con su peso en la
expresién de ¢ consigue en mayor medida reproducir la estructura triplete. Prueba de
ello es que en los casos en los que se ha empleado la teoria de I0Z sin optimizacién en
la funcién de distribucion par también se aprecia una mejora sensible en la estructura

triplete.

Continuando el andlisis de las disoluciones con electrolitos 3:3, es interesante fijarse

en el caso de concentracion 0,89 M y parametro A = 2,0; esto es, la tnica variacion
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que se esta considerando respecto a la disolucion de la figura [8.8 es una disminucién en
la concentraciéon. Tedricamente se espera que al tratarse de una densidad de iones mas
baja los resultados de la aproximacién KSA sean mejores que cuando la concentracién
es 1,67 M, y en efecto asi se constata al comparar las figuras 8.8y Hasta ahora los
resultados de la aproximacion KSA analizados son consistentes en lo que respecta a su
mayor capacidad para asemejarse a la simulacion a medida que disminuye la densidad.
Sin embargo, cuando nos remitimos al caso en el que cationes y aniones tienen el mismo
tamano y la concentracién sigue siendo 0,89 M (ver gréficas de la parte inferior en Fig.[8.7)),
observamos que el acuerdo entre la aproximaciéon de Kirkwood y la simulacién no es
tan bueno como en el caso homdlogo para A = 2,0. De hecho, los valores de ¢* en la
KSA sobreestiman abiertamente los datos de simulacién. Esta aparente incoherencia en
la estructura triplete se debe al fenémeno de asociacién ya mencionado anteriormente. A
pesar de encontrarnos a una densidad baja, el hecho de que las particulas tiendan a formar
agregados hace que se establezcan entre ellas correlaciones significativas que no pueden ser
desestimadas por una teoria que intente captar el comportamiento estructural del sistema.
Por ese motivo la aproximacion KSA no es capaz de reproducir esta fenomenologia, ya
que precisamente al factorizar ¢® en funciones pares se produce un desacoplamiento entre
los pares de particulas que constituyen un determinado agregado, y por tanto quedan
enmascaradas correlaciones de mayor orden. Llama la atenciéon como para este caso la
teoria HNC3 no solamente es capaz de perfilar las tendencias generales de la estructura

triple, sino que ademas puede cuantificar con unos margenes de error bastante pequenos
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los valores concretos de ¢(®.

Tedricamente la constatacién del fenémeno de asociacion deberia hacerse a través de
un andlisis de los agregados existentes en el medio, estableciendo un criterio de distan-
cia minima de clustering (Bresme y Abascal, [1993) y contando los diferentes tipos de
agregados (Abascal y Bresme, |1994; Rossky y Friedman), [1980). Aunque este estudio no
se ha llevado a cabo en el presente trabajo, si es posible analizar parte de la estructura
de asociacion del sistema atendiendo a las funciones de distribucién de tres cuerpos. La
figura [8.11] representa un fotograma de una configuracién perteneciente a una solucién
como la de la parte inferior de la de la figura 8.7 Esta configuracién muestra que en
promedio existen huecos importantes entre las particulas, y que ademas éstas se disponen
en estructuras bastante abiertas. Mayoritariamente aparecen grandes agregados abiertos
que basicamente recorren todo el sistema (percolan). La alternancia de aniones y cationes
en estas cadenas da lugar a que la funcién g@r,(r, s,0) empiece a crecer bruscamente en
torno a 60° y se mantenga hasta el limite superior en €, considerando como valores de r, _

y s._ los correspondientes al primer maximo en gfl El comportamiento de ggsl_(r, s,0),

g@r_(r, ')y g(_31+(7", s,0) es consistente con esta imagen del sistema.

Recientemente se han llevado a cabo investigaciones sobre el efecto de la asimetria
en los tamanos de iones correspondientes a modelos primitivos de electrolitos (Romero-
Enrique et al., 2000; [Yan y de Pablo, |2001). En estos trabajos se describe el comporta-

miento del sistema cerca del punto critico, donde surgen fluctuaciones de concentracion



8.4 El potencial truncado y desplazado. 169

Figura 8.11: Fotograma de una configuraciéon de simulacion MD para un electrolito 3:3 con A = 1,0 a
c=0,89 M

que dan lugar a la formacion de agregados. En concreto se evidencia el hecho de que a
medida que aumenta la asimetria en el tamano de los iones también lo hace la tendencia
a la asociacion. Ademds, se hacen referencias a la formacion de estructuras concretas y a
cémo la asimetria en el tamaifio incide directamente en el tipo de agregado atendiendo a
razonamientos energéticos y estéricos. Aunque los estados termodindamicos mencionados
hasta ahora aqui no se encuentran cerca de la regién critica, cabria preguntarse hasta
qué punto este tipo de fenomenologia se puede extender a sistemas como los que nos
ocupan en este trabajo. Se ha visto que para electrolitos 3:3 a concentracion 0,89 M con
A = 1,0 existen indicios de agregacién con la formacién de estructuras abiertas. Cabria
esperar que con el aumento de la asimetria de tamano en los iones — A = 2,0 — la asociacion
aumentase y las cadenas fueran mas evidentes atin. Sin embargo no parece que sea esto lo
que suceda en vista de los resultados de las figuras y Esta tltima figura recoge
un fotograma de una configuracién del sistema correspondiente al caso de electrolito 3:3
con A = 2,0 y una concentracion 0,89 M. En esta ocasiéon los iones se disponen de un
modo mas homogéneo a lo largo del espacio sin dejar huecos vacios significativos en el
medio. Segun cabria esperar, al aumentar el parametro A en igualdad de los otros factores
deberia notarse un aumento en el nimero de cadenas o estructuras abiertas en el medio,
acompanado de valores crecientes en g(_?’J)r_(r, ')y gf’z L(r,1’) a partir de valores de 0 en

torno a 60° o 70°.
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Figura 8.12: Fotograma de una configuracién de simulacién MD para un electrolito 3:3 con A = 2,0 a
c=0,89 M

Teniendo en cuenta que la diferencia de tamanos idnicos no es tan grande como la

estipulada en los trabajos de [Yan y de Pablo| (2001)), se incrementé algo més el pardmetro

de asimetria con el fin de observar la tendencia de los resultados. La figuras [8.14] y [8.13
toman como referencia la misma disolucion de antes pero ahora haciendo que el didmetro
del cation sea tres veces mayor al didmetro del anién (A = 3,0) con ¢ = 0,89 M. Ademés
de no existir vestigio alguno de la presencia de cadenas en el medio, las funciones de
distribucién de tres cuerpos no muestran rastro de estructuras lineales sino que, mas bien
al contrario, parecen reflejar la presencia de estructuras mas cerradas o empaquedas. Asi lo
indican por ejemplo las funciones gfLr(r, s,0) cuyo valor disminuye considerablemente
para angulos grandes, poniendo en entredicho la existencia cadenas caracterizadas por

estructuras triplete con angulos predominantemente abiertos.

. Por qué se obtienen comportamientos inversos a los esperados cuando se incrementa
el pardmetro A7 La respuesta a esta pregunta se encuentra al comparar entre si las figuras
[R.11], B.12 y [8.14] Aunque se mantiene la concentracién constante en los tres casos, el

aumento del parametro de asimetria supone no solamente una mayor disparidad en los

tamanos de los iones, sino que también implica una disminuciéon importante del volumen

libre de los iones en la disolucion. De este modo, a pesar de que estéricamente sea mas
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Figura 8.13: Funcién de distribucién triple g/(f’y)v(r, r’) para un electrolito 3:3 con A = 3,0 y concentracién

0.89 M.

favorable que las estructuras sean mas abiertas, la falta de espacio en el sistema impide
esa expansion de los agregados con la consecuente predominancia de un efecto de empa-
quetamiento tipico de los sistemas densos. En otras palabras, en estas condiciones no es
posible estudiar aisladamente el efecto de la asimetria iénica puesto que dicho efecto lleva

asociado un aumento del grado de empaquetamiento del sistema.

Para ilustrar como la carga altera la estructura triple del fluido incluso en casos donde
los efectos de empaquetamiento son dominantes, en la figura [8.15[se presentan resultados
obtenidos para una mezcla equimolar neutra de esferas blandas (sélo repulsiones del nicleo
de Ramanathan-Friedman — ec. —), correspondiente a un sistema con A = 3y
n = 0,1806. En la misma gréfica se hace una comparacién de estos resultados con los

homologos del sistema 3:3 cargado. Lo primero que se observa es una gran disminucion
®3)

en g (—— ahora denota los aniones y las particulas pequenias) debida a las repulsiones

entre las cargas que dominan el comportamiento de las particulas pequenas. Esta repulsion
es también la fuente de la desaparicion del pico a 30° presente en g@l .. Por otra parte,
la organizacion de las particulas grandes esta condicionada fundamentalmente por efectos
estéricos. En resumen, como se esperaba las cargas afectan a la reorganizacion de las
particulas pequenas en una 'matriz’ de particulas grandes que conserva su orden local

relativo a pesar de la presencia de las cargas.

Para separar los efectos de asimetria de tamano de los efectos de empaquetamiento

habria que reducir drasticamente las concentracioens, y en esas condiciones estariamos
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Figura 8.14: Fotograma de una configuracién de simulaciéon MD para un electrolito 3:3 con A = 3,0 a
c=0,89 M

enla situacién descrita por [Yan y de Pablo| (2001)). Desafortunadamente, no es posible

conseguir la convergencia de la ecuacion HNC3 en su formulacion actual para ese tipo de

sistemas.

Con el fin de dar una idea tridimensional de la funcién de distribucién triplete, y por
completar el estudio de la asimetrfa en el tamafio iénico, en las figuras[8.16(a) y (b) y
se muestran las funciones de distribucién ¢® para configuraciones de trigngulo isésceles
(g®)(r,7,0)) para la disolucién de electrolito 3:3 a ¢=0.89M y \ = 1.

En la grafica (b) se pone de manifiesto la aparicién de agregados lineales a distan-
cias pequenas de r a través del rapido crecimiento de g(_?’J)r_(m,, ry_,0) a dngulos bajos
(préximos a 20°), que se mantiene hasta practicamente el limite superior de 6. En esta
misma grafica se observa la desaparicion del fenémeno de agregacién, tal y como se deduce
de la rapida disminucion de g(i)r, (r,7,0) al aumentar la distancia en la zona de angulos

grandes.

En las figuras se representan igualmente las funciones de distribucién g (r, s, 6)
para configuraciones de triangulo isésceles en el caso de electrolitos 3:3 a concentracién
0.89M y A = 3,0. En la grafica (a) se muestra el crecimiento progresivo de ggl_(r, r,0)

al aumentar la r, casi de manera uniforme para todos los dngulos. En contraste, en la
grafica (b) gf’}r +(r,7,0) se presenta toda una zona de valores nulos en la totalidad
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Figura 8.15: Funcién de distribucién triple para una mezcla de esferas blandas 3:3 con A = 3,0 y fraccién de
empaquetamiento 1 = 0,1806 (equivale a ¢ = 0,89 M), frente al electrolito correspondiente 3:3. Circulos:
sistema neutro. Tridngulos hacia arriba: sistema cargado. Se han pintado también las lineas como guia
visual.

del intervalo 8 = 0° — 180° para una franja de valores de r pequenos. Esto indica preci-
samente la ausencia de configuraciones triplete en esa regién, apoyando la idea de que el
sistema se dispone en una especie de matriz de particulas grandes cuyos huecos ocupan
las particulas pequenas —los aniones en este caso—. Asimismo puede apreciarse como los
cationes alcanzan rapidamente una distribucién uniforme al aumentar € para casi todas

las distancias.

Paralelamente, en la grafica (a) vemos que para cada angulo 6 9(—341— (r,7,0) empieza
a aumentar a distancias r,_ pequenas hasta llegar a un valor aproximado de r._ = 3,0, a
partir del cual comienza a disminuir. Por otra parte, para una distancia r, _ determinada
existe un incremento rapido de g@r_(r, r,6) al aumentar 6 hasta alcanzar una distribu-
cién aproximadamente uniforme. Este tultimo comportamiento estd de acuerdo con los
comentarios hechos sobre la gréfica m(a), y también apoya la imagen del sistema que
se comentaba entonces. En la grafica [8.19(b) la situacién es similar en lo que respecta
a la variacién de ¢® con r para un 6 dado — aunque la perspectiva no permite apreciar
totalmente este detalle —, pero sin embargo en este caso para cada distancia r, _ se aprecia
un primer pico més pronunciado en gf’Lr(r, r,6) al aumentar 0. También en esta gréfica
se observan de manera especial las consecuencias de la restriccién del niicleo del poten-
cial V,(r) impuesta por la repulsiéon de carga y el tamaiflo iénico. En concreto el mayor
tamano del catién hace que para un r,_ dado g(_?’J)r_(r, r,0) empiece a adquirir valores no

. 3
nulos a angulos menores que giLr(r, r,0).
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Figura 8.16: Electrolitos 3:3 a concentracién 0.89 M y A = 1,0 (e = 78,358).
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Figura 8.17: Electrolitos 3:3 a concentracién 0.89 M y A = 1,0 (e = 78,358).

Por tltimo, en las graficas (a) y[8.20{(b) se representan las configuraciones g(_31+(r, r,0)
(3) 9 . 3) . .
y g54_(r,7,0) respectivamente. Nuevamente en g4 _(r, 7, 6) se pone de relieve la ausencia

configuraciones con distancias r,, pequenas para todo el intervalo de 6.

8.4.7. Influencia del disolvente.

El disolvente empleado en una disolucién de electrolitos tiene gran influencia en propie-
dades dinamicas como la conductividad de la disolucién (Fuoss y Kraus| |1933) o estaticas
como la propia estructura de la disolucion. En este trabajo se han empleado constantes
dieléctricas de 78,358 y 36,4, que corresponden respectivamente al agua y al acetonitrilo.
En lineas generales el incremento de la constante dieléctrica del medio en una disolucion

de electrolito tiende a apantallar las fuerzas de largo alcance. Este efecto tiene lugar por-
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Figura 8.18: Electrolitos 3:3 a concentracién 0.89 M y A = 3,0 (¢ = 78,358).
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Figura 8.19: Electrolitos 3:3 a concentracién 0.89 M y A = 3,0 (e = 78,358).
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Figura 8.20: Electrolitos 3:3 a concentracién 0.89 M y A = 3,0 (¢ = 78,358).

que la mayor polaridad de las moléculas hace que éstas se orienten mas facilmente ante
la presencia del campo creado por las cargas iénicas del soluto, de modo que en promedio
las fuerzas de Coulomb de los electrolitos pierden su efecto. Por el contrario, los disol-
ventes constituidos por moléculas mas apolares se orientan mas dificilmente y por ello su

presencia no afecta tanto a la interaccion entre los iones del medio.

En la figura se analiza el efecto de la disminucién de la constante dieléctrica en la
disolucién de electrolito 1:3 que pretende modelar el LaClz. Al disminuir € se observa un
incremento considerable de la altura de los picos denotando una mayor asociacion en el
sistema. Es decir, la disminucién del apantallamiento incrementa tanto la repulsién de ++

en gf’l 4, como la atracciéon +— en g(_gl . Paralelamente, el desplazamiento hacia angulos

. 3 . .2 ,
menores del pico en g(,z 4 es una consecuencia de la mayor atraccién entre las particulas

+—. En la grafica superior de esta figura se comprueba nuevamente que la funcién gf’l i
estd dominada por efectos estéricos, y por eso los resultados de KSA son peores que para
gf)LF. El desplazamiento vertical en los datos de HNC3 para dngulos grandes se debe una

vez mas a una infravaloracién de los picos en la distribucién par.

La influencia de la constante dieléctrica en sistemas cargados se acentua a bajas den-
sidades, donde las asociaciones entre particulas son bastante fuertes incluso llegando a
la formacién de grandes agregados. En la figura [8.22] estén representadas respectivamen-
te configuraciones correspondientes a sendas simulaciones de disoluciones de electrolitos
3:3 — A = 1,0 — en agua y acetonitrilo, a una concentracién 0,11 M. Mientras que en la
configuracién perteneciente a la grafica (a) el sistema esté equilibrado, en el caso (b) no

se ha conseguido estabilizar la disolucién y por eso aparecen grandes ntcleos de particu-
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las que bien pueden corresponder a la formacion de gotas, esto es, muy probablemente
nos encontramos dentro de la curva de coexistencia liquido-vapor de este sistema. En el
caso (a) pueden distinguirse pequenos grupos de particulas repartidos homogéneamente
por todo el sistema, mientras que en el caso del acetonitrilo los agregados son muchisimo
mas pronunciados. Es decir, en las mismas condiciones de temperatura, concentracion y
simetria en los iones, cuando el disolvente es acetonitrilo el fendmeno de asociacién en
mucho mas acusado y parece inducir una transicién gas-liquido donde el gas esta forma-
do por agregados neutros de pequeno tamano (bésicamente pares). Es estudio de este
tipo de sistemas abre una via potencial de investigacién muy interesante, dado que es-
te tipo de condensaciones de sistemas idnicos presenta una fenomenologia experimental

extremadamente rica (Glasbrenner y Weingartner, [1989).
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Figura 8.21: Influencia de la constante dieléctrica en la funcién de distribucién triple para una disolucién
de electrolito 1:3 con A = 1,707 y ¢ = 1,33 M. Los circulos blancos son resultados de simulacion MD
para € = 78,358, y los circulos negros corresponden a € = 36,4. Los datos de la aproximacién KSA estdn

representados por lineas discontinuas, y los de HNC3 por lineas continuas. Las lineas finas son para
€ = 78,358 y las gruesas para € = 36,4.
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(b) € = 36,4.

(a) e = 78,358.

Figura 8.22: Electrolitos 3:3 a concentracién 0.11 M para diferentes valores de la constante dieléctrica.






Capitulo 9

RESUMEN Y CONCLUSIONES

O La funcién de distribucién radial g(r) proporciona una descripciéon muy valiosa sobre
la estructura de un liquido, pero a veces también resulta insuficiente, incluso para fluidos
monoatomicos. Un andlisis mas profundo en términos de las funciones de correlacion de
ordenes mayores aporta la informacién correspondiente a la disposicion en el espacio de

tres o mas atomos.

La idea sobre la que se ha fundamentado todo este trabajo de tesis es el estudio de
las correlaciones de tres cuerpos en sistemas puros y mezclas de liquidos simples. En este
sentido se han analizado tanto la funcién de distribucion triple ¢®(r, s, ) como la funcién
de correlacién directa triple en el espacio de Fourier ¢®)(k, k’). Para llevar a cabo este
estudio se han empleando diferentes puntos de vista, y asi por ejemplo se ha utilizado
la simulacién por ordenador (Monte Carlo y Dindmica Molecular) y también la teoria de
ecuaciones integrales tipo Ornstein-Zernike. En cada caso ha sido necesario desarrollar las
herramientas adecuadas especificas para los sistemas multicomponentes dada la escasez

de resultados para estos sistemas en la biliografia.

A continuacién presentamos un resumen de los puntos mas relevantes que se han

abordado en el presente trabajo

= Generacion de sendos programas — para sistemas puros y mezclas binarias — pa-
ra el calculo de funcién de distribucién de tres cuerpos ¢ (r,s,0) a partir de las

configuraciones de una simulacion.

» Determinacién mediante simulacién de las funciones de distribucién ¢®(r, s, 8) dtomo-
atomo para el HyO con el fin de justificar, entre otros, el comportamiento inesperado

de la estructura gg())(r) par frente a la temperatura.

» Extensién al caso de mezclas de la teoria BHP para el cdlculo de funciones de
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(3)
g

mezclas de esferas duras empleando como datos iniciales los correspondientes a la
teoria SCVM.

correlacién de tres cuerpos, y su validacién mediante calculos de g, /.(r,s,60) en

» Andlisis del ansatz de ¢®(r, s,t) de la teoria BHP, y estudio de la multiplicidad
de las funciones t(r) para el caso de mezclas empleando como ejemplo la funcién

escalon.

= Extensién a sistemas multicomponentes de la teoria IOZ en la formulacién de Attard

para el célculo de ¢g®(r,s,0), y validacién de dicha teorfa mediante célculos en
mezclas de LJ (HMSA3) y mezclas de esferas duras (ISCVM).

= Desarrollo de un programa que calcula los factores de estructura S& (k) y Sﬁ)g(k, k')
en mezclas binarias de liquidos simples a partir de las configuraciones de una simu-
lacién, y también de un programa de célculo de las funciones de correlacion directa
triple de mezclas Ef;)g(k, k). Ambos c6digos implementan el célculo de los errores

asociados a las magnitudes anteriores.

= Andlisis de la estructura par y triple de un sistema modelado con el potencial de
Dzugutov que reproduce el comportamiento de vitrificacién de un metal liquido a
bajas temperaturas. Los calculos de estructura se han llevado a cabo en las apro-
ximaciones tedricas RHNC, HNC y HNC3, y se han empleado los resultados de
simulacion MD como referencia. Asimismo se han realizado comparaciones con el
mismo sistema en condiciones propias del liquido, y también con un fluido de LJ

usando diferentes aproximaciones.

» Estudio de electrolitos 3:3 y 1:3 segun el tratamiento de McMillan-Mayer empleando
el potencial truncado y desplazado de Ramanathan-Friedman. Este potencial consta
de un nicleo repulsivo (potencial RF propiamente dicho) y de una cola conveniente-
mente truncada y desplazada (potencial de Coulomb). En concreto se ha estudiado
la estructura par y triple de cada disoluciéon haciendo hincapié en su relacién con
diferentes aspectos como son: la concentracién de las especies idnicas, la asimetria
de tamano en los iones, y el efecto del disolvente a través de la constante dieléctrica

del medio.

[J Un analisis detallado del trabajo resumido en los puntos anteriores permite extraer

las siguientes conclusiones

[0 La teoria BHP en el caso de sistemas multicomponentes proporciona buenos resul-
tados para g©®(r, s,0) y ¢® (k, k') para mezclas binarias de esferas duras a partir de

la estructura par generada por la aproximacién SCVM.
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0 La aproximacion al célculo de ¢g®(r, s,#) mediante la teoria I0Z en mezclas bina-
rias da resultados buenos para sistemas binarios de LJ con asimetrias de tamano
razonables, cuando se emplean como datos para el fluido homogéneo los obtenidos
a partir de las teorias HNC y HMSA.

0 El célculo de la funcién de distribucién triple ¢ (roo, s0o0,0) en el agua permite
justificar el comportamiento inesperado de ¢®(rop) con la temperatura como un
efecto atribuible al promediado implicito en las funciones de distribucién par. La
funcién ¢® (o0, soo, ), sin embargo, al considerar las correlaciones con terceras
particulas pone de manifiesto los fenémenos derivados del orden local tipico por

ejemplo de los sistemas tetraédricos como el agua.

[J La obtencién del perfil de densidad y de la funcién de distribuciéon par inhomogénea
de modo consistente dentro del formalismo de la ecuacién 10Z ideado por Attard
para el clculo de ¢g®(r,s,#) permite obtener funciones de distribucién pares de
gran calidad. La inclusién de las correlaciones triplete en el cdlculo permite que estas
funciones pares reproduzcan rasgos tipicos de la estructura de liquidos asociados a
un orden local especial. En el caso del potencial de Dzugutov se ha comprobado
que la teoria HNC3 es capaz de reproducir el hombro caracteristico que aparece en
el segundo pico de la funcion de distribucion par, y que es caracteristico del orden

icosaédrico del sistema de Dzugutov superenfriado.

0 La teorfa BHP proporciona directamente resultados de ¢ (k, k'), y las funciones de
distribucién triple g (r, s, ) han de calcularse haciendo la transformada inversa de
h®)(k, k). Sin embargo, en el formalismo I0Z empleado por Attard se obtienen de
modo directo las funciones de distribucién triple ¢®® (r, s, 6), mientras que c¢® (k, k')
ha se calcularse a través de la ecuacion OZ3 previa transformada de Fourier de doble
de h®)(r,s,0). Por todo lo anterior se concluye la teorfa IOZ en el formalismo de
Attard es mas apropiada para el calculo de funciones de distribucién triple, mien-
tras que las cantidades transformadas de Fourier y la propia funciéon de correlacién

directa triple se obtienen de modo mas sencillo a partir de la teoria BHP.

En resumen, disponemos de un conjunto bastante completo de técnicas complementa-
rias para predecir la estructura triple de fluidos densos y sistemas con grados apreciables
de agregacién, proporcionando asi la base para el desarrollo de teorias de cristalizacion
mejoradas, teorias de acoplamientos de modos para el estudio de fenémenos dinamicos,
o incluso teorias sofisticadas para la descripcion de estados electrénicos y espectros de

absorcién en medios desordenados.






Apéndice A

LA ECUACION
ORNSTEIN-ZERNIKE PAR.

A.1. Introduccion.

Dentro de las teorias que estan enfocadas al cdlculo de las funciones de distribucion

par pueden distinguirse dos grandes grupos

[ aquellas que se obtienen a partir de la expansion en términos de una variable inten-

siva, como por ejemplo la expansién diagramatica en términos de la actividad.

0 las que se derivan de una jerarquia de ecuaciones que relaciona p™(ry,...,r,) con

P (e T, ).

La ecuacion de Ornstein-Zernike (OZ) pertenece a este primer grupo mientras que la
ecuacion de fuerza ([2.64)) al segundo.

La ecuacién OZ par define la funcién de correlacién directa ¢ (r5) como una de las

contribuciones en que puede dividirse la funcién de correlacién total par h(®(r)
h(2) (1‘12> = C(z) (1‘12) + /p(l)(rl)c(z) (I’lg)h(Q) (I‘32)d[’3. (Al)

La otra contribucién viene dada por el segundo miembro en (A.1) y da cuenta de la
influencia propagada directamente de la particula 7 sobre la tercera particula 3, que a

su vez ejerce su influencia sobre 2 directa o indirectamente. Esto se ve mas claramente
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desarrollando algo mas
h(rlg) = c(rlg)—|—/p(r1)c(r13)c(r23)dr3+//p(rg)p(r4)c(rlg)c(rg4)c(r34)dr3dr4
+ ///p(rg)p(r4)p(r5)c(r13)c(r24)c(r35)dr3dr4dr5, (A.2)

donde hemos omitido los superindices que reflejan el caracter par de estas funciones, tal

y como se hard en lo que sigue.

El alcance de ¢(ri2) es comparable al del potencial par V,(r12), mientras que h(r2)
generalmente tiene un alcance mayor, muy especialmente en las proximidades del punto
critico, donde su integral espacial diverge. Ademas, la estructura de ¢(rj3) es mucho mas
simple que la de h(ryz). Todos estos comentarios acerca del alcance de las funciones han
de considerarse con cierto cuidado en los fluidos idnicos. En estos sistemas entran en juego
fendmenos de apantallamiento que por ejemplo hacen que el alcance de h(r) decrezca de
manera exponencial a distancias intermoleculares grandes, mientras que ¢(r) conserva el
alcance similar al del potencial de interaccion. En estos casos, por tanto, el alcance de

¢(r) es mayor que el de h(r).
Para un fluido isétropo la relacién OZ adquiere la forma

h(r) =c(r) + p/c(r')h(|r —r'|)dr'. (A.3)

Si se hace la transformada de Fourier en los 2 miembros de (A.1]) se llega a la ecuacién

> C

M) =T

donde las tildes ’~’ sobre las funciones indican precisamente la transformada de Fourier.

(A4)

A.2. La relacion de cierre.

En definitiva, la ecuaciéon OZ2 (A.1)) se puede considerar como una definicién de la
funcién de correlacién directa c¢(rys). Si se dispusiera de otra ecuacién que relacionara c(r)
con g(r) o h(r), entonces para un potencial par intermolecular determinado se tendria un

sistema de dos ecuaciones con dos incognitas. A la ecuacion genérica
_ [RC
c(r) = F*(Va(r)) (A.5)
comunmente se le denomina relacién de cierre.

Antes de describir la expresion general para la relacién de cierre introduciremos una
serie de definiciones. Sabemos que la funcién de distribucién par de un gas diluido viene

dada por
glr) = 0 (A6)
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de manera que en general la funcion de distribucion par de un fluido se puede expresar en
términos de la g(r) del gas diluido multiplicada por un factor de correccién que considere
las desviaciones del comportamiento (A.6) a bajas densidades

g(r) = y(r)e V', (A7)
donde
y(r) = e Blw(r)=V(r) (A.8)

w(r) = —B(w(r) = V(r)). (A.9)

Si se hace un desarrollo de diagramas de w(r) es posible demostrar que esta funcién se

puede separar en dos contribuciones
w(r) =~ — B(r), (A.10)

donde 7 es la denominada funcién de correlacién indirecta (y = s =h —c¢) y B(r) es la

funcién puente. Utilizando estas funciones se puede reescribir (A.7))
g(r) = e AVN+1=B), (A.11)

Esta ecuacion facilita mucho los célculos puesto que permite expresar la funcion de dis-
tribucion radial en términos de funciones que intervienen directamente en la ecuacion
integral OZ.

A.2.1. La relacion de cierre de Percus-Yevick.

La funcién de correlacién directa se introdujo para representar en cierto sentido la
correlacion entre dos particulas en un sistema que contiene las N — 2 particulas restantes.

Por tanto, resulta razonable representar esa correlacion directa como

C(T) = Gtotal (T) - gindirecta<r)7 (A12)
donde gotai (1) es la funcién de distribucion radial (2.63)) , v Gindirecta(r) €s la funcién de

distribucion radial pero sin la contribucién directa debida al potencial de interacciéon V(r)

or) = e B _ A=V
= g(r)e™™ —y(r)
= [(r)g(r), (A13)

donde f(r) es la funcién de Mayer
flr)y=ePV0 1. (A.14)

Esta aproximacion para c¢(r) se denomina aproximacién de Percus-Yevick (PY).
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A.2.2. La aproximacion HNC.
Si se lineariza la ecuacién ([A.13)) se llega a otra aproximacién

c(r) = e ™ —1—Blw(r) - V(r)]
= g(r) =1 —lny(r)
= f(r)g(r) +y(r) — 1 —Iny(r). (A.15)
Esta es la denominada aproximacién de la cadena hiperreticulada (HNC), y ademas su-

pone que la funcién puente es nula. En tal caso escribiendo (A.15) en funcién de (A.11)
y teniendo en cuenta que B(r) =0

o(r) = e VO _ () — 1, (A.16)

A.2.3. La aproximacion RHNC.

La teoria RHNC (reference hypernetted chain) consiste en suponer que la funcién

puente es igual a la de un sistema de referencia conocido y bien caracterizado.
B(r) = By(r), (A.17)
de manera que la relacién de cierre quedaria de la forma
o(r) = e BV () +7+Bo(r) _ y(r) —1. (A.18)

Por lo general el sistema elegido es el de esferas duras, aunque lo deseable es que se tratte
de un marco de referencia que conserve las propiedades fundamentales del fluido que se

quiere estudiar.

Siguiendo a [Rosenfeld y Ashcroft (1979) en el que proponian que B(r) debia ser esen-
cialmente la misma para todos los potenciales V' (r), Lado et al. (1983) consideraron V,(r)
como funcién un parametro ajustable cuyo valor éptimo debia determinarse requiriendo
la minimizacion de la energia libre. El tinico parametro a optimizar cuando el sistema de
referencia es el de esferas duras es precisamente el didmetro de la esfera d, y en tal caso

el criterio de minimizacién de la energia libre proporciona la condicion

p [ arlat) - gnsr 22D — g (A.19)

A.2.4. La aproximacion HMSA.

La idea de combinar diferentes teorias con el fin de obtener una buena aproximacion

en la relacién de cierre fue considerada por Rogers y Young (1984), quieres emplearon
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las relaciones de cierre PY (a distancias cortas) y HNC (a distancias largas) para dar
lugar a la denominada ecuacién integral Rogers-Young (RY). La combinacion se realiza
de forma que la compresibilidad isoterma obtenida a partir del teorema de fluctuacion y
de la ecuaciéon del virial sean consistentes. Esta aproximacion da buenos resultados para
el potencial de esferas duras, pero no obstante es inadecuada para potenciales blandos.
A partir de la ecuacién RY, |Zerah y Hansen (1986) propusieron una nueva ecuacién
integral autoconsistente que interpola entre las relaciones de cierre HNC y ’soft core
MSA’ (SMSA), que es una extensiéon de la MSA adecuada para potenciales blandos. Esta
aproximacién denominada HMSA se basa en la separacién del potencial par en su parte
repulsiva y atractiva V = V" + V" que siguiendo la formulaciéon WCA (Weeks et al.l
1971) adquiere la forma

VA = V(r)=V(rm),r <rm

= 0,7 >rpy (A.20)
VP (r) = V(rp),r <rnm
= V(r),r > rp, (A.21)

siendo r,, la posiciéon del minimo de potencial.

La relacion de cierre HMSA adquiere la forma

_ {1 _ o [mrie) (Va7 Ora) 5B a7z, Or2)| 1 (}“-m

m(?“12>

9(2) (Tla ra, 912)

X exp [=0V™®(ry,re, 012)],

donde m(r12) = 1 — exp(—a ri3) es la funcién de mezcla y « el pardmetro que controla
la consistencia termodinamica, imponiendo la consistencia entre las ecuaciones de estado

del virial y compresibilidad isoterma obtenida a partir del teorema de fluctuacién

<c’9§_f) = (pKpTxr)™" =1+ ph(0). (A.23)
virial

A.2.5. La aproximacion SCVM.

La funcién puente de Verlet (Verlet|,|1980) propone una dependencia funcional de B(r)

con la funcién v de la forma

1 agy?

B(r) = =

(A.24)

donde los pardmetros as y a se ajustan tomando como referencia propiedades de un
sistema conocido. Con posterioridad Labik et al| (1991) modificaron (A.24) para darle la
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forma mas general

1 2
By = L) (A.25)
214 a(p)y(r)
siendo a un parametro dependiente de la densidad y de la geometria molecular. Habitual-
mente as = 1. La expresién (A.25) se conoce con el nombre de aproximacion de Verlet
modificada (VM) y da muy buenos resultados para el sistema de esferas duras, diatémicas

y esferocilindros duros.

Forzando la consistencia local entre la presion del virial y la compresibilidad isoterma
(A.23)), y entre la presion del virial y el potencial quimico

P [0,

A.26
p 9 (A.26)

se impone un doble criterio de consistencia para determinar as y a(p) que proporciona muy
buenos resultados para mezclas de esferas duras (Lomba et all [1996). La aproximacion
asi formulada se ha denominado SCVM (self consistent Verlet’s Modified) En sistemas
multicomponentes la ecuacién estd relacionada con la ecuacion de Gibbs-Duhem
(McQuarriel 1976))

i Y (‘jlip) . (A.27)



Apéndice B

METODOS DE RESOLUCION
NUMERICA DE ECUACIONES
INTEGRALES

B.1. GENERALIDADES

A lo largo de este trabajo de tesis nos hemos encontrado con diversos tipos de ecuacio-
nes integrales que, una vez discretizadas, se convierten realmente en ecuaciones algebraicas
no lineales con N incégnitas, donde N es el niimero de puntos en el que hemos discretizado
el espacio r (y en su caso el espacio k). Las distintas ecuaciones presentadas se pueden

agrupar en dos tipos genéricos que condicionan el método de resolucién de las mismas

[0 Ecuaciones de la forma
x = G(x), (B.1)

donde x = (1, ..., zy) representa la funcién solucién discretizada y G es un operador
no lineal dado. Dentro de este tipo de ecuaciones se encuentran los tratamientos
derivados de la ecuacién Ornstein-Zernike (HNC, RHNC, SCVM,...) donde = =

h(r)—c(r) = s(r), y el operador G representa las cuatro transformaciones siguientes

o(r) = exp[—ﬁV(T‘) +s(r) + B(r)] = 1 —s(r),

ék) = 47T i rc(r)sen(kr)dr

sy o pek)
(k) = ,oc(k:

s(r) = / 5(k) sen(kr)dk (B.2)

22y
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Este tipo de ecuaciones es susceptible de ser resuelta por el método de Picard, en el
que ;41 = G(x;) se itera hasta convergencia. El método de Picard se puede esta-
bilizar introduciendo un procedimiento de mezcla de soluciones como el propuesto
por Broyles| (1960))

z; = wx; + (1 —w)z_1, (B.3)

donde el pardmetro w adquiere los valores (0 < w < 1), y se puede acelerar em-
pleando procedimientos de extrapolaciéon como el propuesto por Ng| (1974). Estos
métodos son habitualmente suficientemente robustos para resolver las ecuaciones

tipo OZ en los casos mas habituales.

Junto a ellos, se han desarrollado diversos métodos hibridos de Newton-Raphson
(NR) como el de|Gillan| (1979), el de Labik et al. (1985), o métodos Newton-Raphson
con técnicas de gradientes conjugados como el propuesto por [Zerah (1985). Todos
estos métodos presentan condiciones de convergencia local (en las cercanias de la
solucién) cuadrética pero tienen el inconveniente de que es necesario construir el

Jacobiano del operador no lineal G[x], 1o que no siempre resulta una tarea sencilla.

Ecuaciones irreducibles de la forma
0 = G[x]. (B.4)

En este caso se trata de aquellos sistemas en los que no es posible llevar una x al
miembro de la izquierda en (B.4)) (y por tanto adoptar la forma ) sin introducir
singularidades en el miembro de la derecha. Tal es el caso de la ecuacién BHP.
Este tipo de ecuaciones debe resolverse necesariamente mediante métodos del tipo
Newton-Raphson o similares, como es el método de pendiente méaxima (steepest-
descent) (Barrat et all [1988)). En los tltimos anos se han venido desarrollando
unos algoritmos especialmente adecuados para este tipo de problemas, y que no
requieren el conocimiento explicito del Jacobiano del operador G[x]. Tal es el caso del
malgoritmo general de minimizacién del resto para sistemas no-lineales (GMRESNL)

que pasamos a detallar a continuacién.

En el algoritmo GMRESNL hay dos elementos esenciales

O Linearizacién de la ecuacién G[x] = 0 mediante una iteraciéon de Newton-
Raphson
JAx =0, (B.5)
donde x = x;11 —X; 5 Jij = %]9\3?

O La ecuacién lineal (B.5) se resuelve utilizando el algorigmo GMRES [Press
et al| (1992), que es béasicamente una modificacién del método de gradientes

conjugados.
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Junto a ello hay otras caracteristicas esenciales del GMRES. Por una parte la ecua-
cién (B.5) no se resuelve exactamente (en caso contrario el método se reduciria
a un método de Newton-Raphson normal), porque J no se evalia explicitamen-
te. Para ello, se va a desarrollar Ax en el subespacio formado por los vectores
{Po, IPo, ---, J"Po} — donde p, = G[z,] ¥ x, es la solucién inicial — que se conoce con
el nombre de subespacio de Krylov (Saad y Schultz, |1986). Se construye una base
ortonormal {p., ..., p, } mediente un procedimiento de Gram-Schmidt modificado, y
de esta forma

JAX:J;akp;:;ak (gi) : (B.6)
Es decir, en vez de calcular el Jacobiano solamente hay que calcular las derivadas
direccionales de G en un nimero prefijado m de direcciones de busqueda. Si m = N
(nimero de incognitas) tendremos el método de NR, pero para m < N se resuelve
de forma inexacta. De ahi que este tipo de método se conozca como métodos de
NR inexactos en el subespacio de Krylov. Los coeficientes a;, en se obtienen de
acuerdo al criterio GMRES, esto es, minimizando el residuo ||G(x,11)|| = ||G(x,) +

JAX||. A efectos practicos el algoritmo se esquematiza como sigue.

La derivada direccional G en un punto dado x en la direccién p, G(x;p), viene

dada por
G(x: p) = lim G[x + ep] — G[x]

e—0 €

= Jg[x|p, (B.7)

donde Jg es la matriz del Jacobiano de G. Ahora es necesario construir una secuen-
cia de x,, que han de tender hacia la solucién x; ambos estan contruidos a partir

de la relacion

Xp41 = X, + 0X. (B.8)
Expendiendo 0x en términos de k direcciones de busqueda ortogonales p;, j =
1,...,k, es decir , 0x = 2521 a;p;, con
G [x]
po=———. (B.9)
|G [
Las barras verticales ||...|| representan la norma de la funcién, que en la versién

discretizada representa el médulo del vector. Las otras p;’s se construyen a partir
de un proceso de ortonomalizacién tipo Gram-Schmidt. Los coeficientes a; de la
expansion se calculan teniendo en cuenta que ha de minimizarse la norma ||G[x,] +

Ja[x,]0x]], es decir

1G] + Y a3 ()Pl = IGB] + ) 4, G, py)ll- (B.10)

j=1 j=1
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Tras el proceso de minimizacién se obtienen los coeficientes resolviendo el siguiente
conjunto de ecuaciones lineales en a;
k
Z azG(mnapl)G(wmpz) = TOG(xnapj) (Bll)
i=1
que puede tratarse de un modo adecuado mediante el proceso de descomposicion QR
(Press et al.|1992). Una vez obtenidos los {a;}, se construye dx, ,,1 y se vuelve al
paso (B.7)) iterando hasta conseguir la convergencia. La parte que conlleva més es-
fuerzo computacional en este proceso es la evaluacion de las derivadas direccionales,

por lo que es crucial elegir adecuadamente el nimero de direcciones de buisqueda.

El método tiene la enorme ventaja de que una vez programado es totalmente inde-
pendiente de la forma explicita del operador no lineal GG. La convergencia local es
quasi-cuadratica y la convergencia global se puede controlar mediante un método de
Broyles. Es posible también incorporar estrategias mas elaboradas para conseguir

que el método sea globalmente convergente.



Apéndice C
Transformacion de Fourier multiple.

Se define la transformada de Fourier inversa de una funcién cualquiera como

1 iKkr
f(r) = (27T>3/f(k)ek dk, (C.1)
y analogamente
f(r,x') = # / f(k)e*re™ ™ dkdk’. (C.2)

La transformaciéon de Fourier miltiple (en este caso doble) de una funcién genérica
multidimensional f(r,r’) que depende de las variables r = ||r||, v’ = ||r/|| ¥ del dngulo 0

formado por los vectores r y r/

f(kK) = / / f(r,r)e e qrdy! (C.3)
puede expresarse en términos de transformadas de Hankel.

En primer lugar se desarrolla la funcién f(r,r’,0) en una serie de Legendre
For' 0) =Y filr.r')Py(cost). (C.4)
1=0

Los coeficientes de esta transformacién son
R 204+ 1) [*
filr,r") = %/ f(r, 7", 0)Py(cosh)d(cosh), (C.5)
1

y se obtienen de la condicién de ortogonalidad de los polinomios de Legendre (Boas, |1983;
Attard], [1989)

1
2
[ dePu@) i) = 52 (C6)
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siendo x = cosf. Desarrollando las exponenciales (Messiah| |1983) mediante un desarrollo

de Neuman se tiene

- 2041
ek = Z <T+) 1(kr)Py(cosh), (C.7)
1=0
siendo j;(x) la funcién esférica de Bessel de orden [. Empleando esta expresién (C.3)) se

transforma en

flkK) = i (2m + 1)(2n 4 1)7™*™"

I,m,n=0

/ / drdr'r?r” fi(r,v") jom (k) j (K'r")
/ / / / (c080ky)d(cosOyryr ) i), i)y P (cOSOryr ) Py (cOSOir ) Py (oSO )

Teniendo en cuenta tanto el teorema de adicién de los arménicos esféricos (Boas, [1983;
Attard, [1989)

|
P;(cosbs3) = P;(cosbt3)Pj(cosbty) + 2 Z j—i-—??Z;;P (cosbs) Pj(costy)cos(mes), (C.9)
como las propiedades de ortogonalidad de los mismos antes citadas, la ecuacién (C.8]) se

transforma en

f(k,K) ZPl (cosbhae ) 1673 ( //drdr’ 202 fy () gy (k) o (K. (C.10)

La transformada de Fourier inversa se haria de un modo similar, pero considerando la
ecuacion (C.2) en lugar de ((C.3]). El resultado final seria

f(r ZPZ (cOSOypps )4 . //dkdk; k2K fy(k, K (kr) (K, (C.11)

con los coeficientes

ik, 1) = @ /_ K 0)P(cost)d(cost) (C.12)

El coste computacional de estas expresiones es elevado, dada la necesidad de efectuar
una transformada de Hankel bidimensional que no es susceptible de ser expresada en
términos de F'F'T's (transformadas répidas de Fourier). Por otra parte, en la préctica no
se puede llevar a cabo la transformada de Legendre continua expresada en las ecuaciones
y , sino que ha de recurrirse a la modalidad discreta de N puntos

2

A

f(r,r",0) 1(r, ") P(cosh) (C.13)

N
Il
=)
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con los coeficientes descritos por la expresion

N

L2+ ,

fi= —5 wif(r,r' ), Py(x;), (C.14)
i—1

y donde nuevamente los valores x; = cosf); son las abscisas y

2 1

(=27 Byl o)

w; =

los pesos correspondientes a la cuadratura de Gauss-Legendre (Attard, [1989; Press et al.,
1992)). Esta cuadratura es exacta cuando f(r,r’,x;) es un polinomio de grado menor o
igual a (2N-1). Para una funcién genérica g el método de cuadratura gaussiana para N

puntos se expresa del siguiente modo

/_1 g(t)dt = szg(xl) (C.16)

Los puntos z; en el intervalo [-1,1] son las abscisas, y para un N dado son las raices del

polinomio de Legendre de grado N.

En el caso de la transformacién discreta de Legendre la condicion de ortogonalidad

(C.6) se convierte en

N
2
P () Pr(2;) = —— . 1
> i@ Pal) = O (€a7)

Esta condicion también se puede expresar de otro modo

N-1

2 1
;) o1 o) Paas) = =i, (C.18)

puesto que de ((C.14]) se tiene que z; son las raices del polinomio de Legendre de grado
N, y por tanto Py(z;) = Pn(z;) = 0.






Apéndice D

Transformada de Legendre en

sistemas con potencial discontinuo

El formalismo de la particula fuente aplicado a sistemas con potenciales discontinuos,
como es el caso de las esferas duras, conlleva ciertas dificultades de tipo numérico. Mas
concretamente, al hacer la transformada de Legendre directamente en una funcion discon-
tinua se pierde dicha discontnuidad cometiéndose un error del orden de la grid empleada
en el calculo. Para evitar esto es necesario dar un tratamiento especial a las funciones

discontinuas.

Una funcién discontinua f,,, se puede contruir en términos de los parametros a,,, (r1, 72, T) =
hfl,)l(rl, 79, Tyuw) ¥ b (11,72, TWS = (8h£21,)1(r1, T2,%)/0%)y—r,,, que representan respectiva-
mente los valores de la funcién de correlaciéon total y su primera derivada en el angulo de
contacto (7, = cosf,,)

fun(x) = 0 —1<z<T,
Ay + buyl(aj — Tuw) Tw <x<1 (D.1)
Asi pues, cuando esta funcion se le anade a la funcién de correlacién total h,(fy)l(rl, T, T)

anula su discontinuidad en el punto de contacto.

Por otro lado, la funcién Eq.(D.1]) tiene una transformada de Legendre analitica

Sy 2n+1 b ) 20+ 1 5 2n+1
n o = (au — bWTW)T[TWPn(TW) — Poi ()] + RN (n—1)(n+2)

(2n+1)(n+1)
(n—1)(n+2)

X Po(Tuw) — Ty

Pn+1(7-,u1/)} (D2)
paran > 2,y
A(;“q = (@ = b T ) (1 = 7)) /2 + by (1 — ij)/4 (D.3)
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A{Wl = 3w — b Tw)(1 — Tiu)/4 + by (1 — T )/2 (D.4)

v
paran =0y 1.

. 2 . ., .
Primeramente se suma f,,, a h,(w)l para conseguir la funcién continua y de comporta-

miento suave A’ /(fl,)v (W l(f,j)v = h;(fy)l + fun), v posteriormente se hace su transformada de

. N pVYy ,1, . .
Legendre numérica para obtener A/, —. Por ultimo se resta la transformada analitica de
n
o vy
hn -

fu~ con el fin de conseguir la transformada de la funciéon de correlacion total (
NV puvy

! — £
R, = - fn 7).
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