LEYES DE CONSERVACION:

. conservacion de masa;: Ec. de continuidad
. conservacion de momento: Ec. de movimiento
- conservacion de energia: Ec. de Bernoulli.

Ecuaciéon de continuidad

Sea un elemento fluido de masa Odm y volumen JXxdyodz el principio de
conservacion de masa implica:

d _ d _
a(a'm) =0 = - (00xdydz) = |

desarrollando

oy

%p5x5y52+pd(: )5y52+pd(d )5x52+pd(df)5x5y 0



dividiendo por el volumen 0xdydz

c;,o+p 1 d(5x)+p 1 d(5y)+p 1 d(9z2)
t ox dt oy dt oz dt

teniendo en cuenta que at

haciendo las variaciones infinitesimales ¢ derivadas parcialeso ,
tenemos finalmente:

d_p+p(au+av+awj=0

dt ox o0y 0z
1dp__4ivy 1d0__qm
o dt p dt
1
como pP=— 1av, O
v, v, dt




Conservacion de masa desde la  Descripcion Euleriana

Sea V un volumen de control encerrado en una
superficie A, la cantidad de fluido que atraviesa una

superficie diferencial dA es

ov A ylaguesaledetodalasuperfie §Ap\7m&
dA

Aplicado el teorema de Gauss la cantidad de fluido que
sale del volumen de control sera

§ oV (A = L div(o)dv ()

Por otra parte, la masa encerrada en el volumen de control es J pdV , suvariacion
local (con el tiempo) ijvpdv , que representa la variacion de \?nasa en dicho volumen,
por lo que la cantidad anterior (1) sera igual a la disminucion de masa en el volumen de
control.

—jv‘;—fdv = jv div( pv)dV



refiriendonos a un volumen elemental dV

y a la unidad de volumen %—’f =—div(ov)

—%—’fdv = div( pv)aV

0 escribiendo

Ecuacion de continuidad.
0p _
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it [{poV)
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o dt
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v, dt
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Compresibilidad e incompresibilidad . Barotropia

Se puede definir un coeficiente de compresibilidad segun T _dp

dp
En fluidos incompresibles =g, porloque
272 =0, con lo que la derivada materiaﬁ]£ = gz BOLp =
dp dt dp dt
Se puede decir que en fluidos incompresibles
C;—'f = y por la ecuaciéon de continuidadV =0
Se define el coeficiente de piezotropia ﬂ:g—p. En fluidos homogéneos =0
P
Si el fluido es baroétropo : la densidad es funcion exclusiva de la presion
[ =77
dpo 0p
- = f— =
do  op P=pP)




CLASIFICACION DE LAS FUERZAS EN FLUIDOS .

Fuerzas masicas:

Se aplican sobre la masa de un fluido como consecuencia de la presencia de un campo
de fuerza externo. No existe contacto con el fluido. Son proporcionales a la masa
donde se aplica.

Ejemplo: gravedad. : : :
g=-0(gz) =—kg Con gz potencial gravitatorio.

Fuerzas de superficie:

Se ejercen sobre superficies por el resto de
particulas de fluido mediante contacto. Son
proporcionales al area donde se aplican. En

Ejemplo: fuerzas de presion, fuerzas
viscosas.

general tienen componentes normal vy dF = dF,
tangencial a la superficie | dF,
dF dF
A partir de ellas se definen tensiones: I =—" T S
£ " dA > dA

Fuerzas de linea:

Actuan a lo largo de una linea. Son debidas a la cohesion entre las particulas que
constituyen el fluido. Estas no intervienen en las ecuaciones de movimiento, sélo en las
condiciones de contorno.

Ejemplo: Fuerzas debidas a la tension superficial 6



Tension en un punto.

A partir de las fuerzas superficiales se puede definir la tension en un punto. Viene
representado por un tensor

Dado un elemento fluido de forma de paralelepipedo, las fuerzas por unidad de
superficie que actian sobre cada cara representan las tensiones . Si el volumen del
elemento fluido tiende a cero, se puede hablar de la tensidon en un punto que se
representa por una matriz (tensor)

3 Tension
1 T
— 23 I, Ty, Ty
> T=|T 4 4
T, 21 22 23
T21 Z-31 Z-32 Z-33
1 2

En general el tensor es simétrico (Z; =T ). Puede diagonalizarse.

Los elementos de la diagonal principal representan las tensiones normales T7;; (presion).
El resto de los elementos representan las cizallas (tensiones tangenciales o tensiones

cortantes): .
Z'ij conli#j, T, 413 193



a1y, dx a7y, dx
(T" P) lll 2l_ ”+a_xl'll Tl) dX2 dx_;
a7y, dx 87y, dx
e L
973, dx 87y dx
+(T3| 3; '_22 31 8_3; 73) dxl dxz
x, A
_9u dy
. axl 2
or,, 0r,, OrT or,
o e L 214 — 31 gy dx,dx, = —=dV
gy - 3145 ox, O0X, 0%, oX.
ax3 2 ]
% 121+31722‘%1
—
X

Fig. 4.6 Surface stresses on an element moving with the flow. Only the stresses in the x, direction
are labeled.



Conservacion de momento. Ecuacion de movimiento.

Segun la ley de Newton % = Zlf, fuerzas por unidad de m

du ~
por unidad de volumen ,od—ltJ => pF

separando fuerzas masicas (debidas a la gravedad) y las fuerzas debidas a la tension,
y por componentes

| orT.
% =g +l_'1 (2)
dt P 0X;
or,
donde a—" representan las fuerzas supatéis por unidad de volume
X.
o | - dy _ 107
por unidad de masa la ecuacion de movimiento queda: — =0t
dt P 0X;



extendido a un volumen finito:

[, o%av =[ pgav+] v 3)

]

reordenado

du a7,
& pg - ldv =0
jv{p P9 ax}

I

también empleando el teorema de Gauss en el dltimo término de la ecuacion
(3) queda:

%jtpuidv = [, pgdV +§ 7,dA
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Ecuacion constitutiva.

es la relacion entre la tension y la deformacién en un medio continuo (Ley de Hook)

» en fluido en reposo: I =-pd con p tensiones normales (presion)
ij ij

« en fluido en movimiento existen también tensiones tangenciales.

I, =—p9g; +0; (4)

ahora p la vamos a suponer como la termodinamica (segun una ley de estado).

J; incluye todas las tensiones como consecuencia del estado de movimiento, por
tanto del campo de deformacién

_ ou,
v ; —- sedescomponeen: %4 _1/0u #9010y _ou
X, ox, 2\ ox, 0x | 2(0x, 0x
hacemos e = 1| 9% Ay Arrni P .
& =5 ox i ox | término simétrico que representa la deformacion.
j _
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suponiendo una relacion lineal entre la tension y la deformacién, que para el caso

de tensiones simétricas y medio isotropo queda segun:
g, =2/, +/]errm5ij

donde €., = L L y H, A son dos coeficientes gue dependen del estado
termodinamico del medio.

con esto las tensiones quedaran: I, =— pa'ij + 2,qu + /]emma'ij (5)

ademas A y  estan relacionadas entres si. Segun la hipétesis de Stokes:

2
A=-=
=

Sustituyendo en (5) queda la ecuaciéon constitutiva:

I :—(p+%,uD BV)a-ij + 26, (6)
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Ecuaci6n constitutiva: 7, =—(p+2400)3J; + 2L, (6)

Esta relacion es consistente con la relacion de Newton T = y(%
y
con lo que si se cumple (6) diremos que el fluido es newtoniano .

A : du. . 0u, o .
Los terminos no diagonales son: 7, =y —+—-| con i#] terminos de cizalla

ox; 0%

oS t&rmi di | (1.1 [ =—p+2u 16ui+au1
os términos diagonales (p. ej. (1,1)): == -t

g (p- €. (1,1)): T 30x %
representan las tensiones normales : presion (negativa) + un término proporcional a

ou
la diferencia entre la tasa de expansion en la direccion 1 a—xi
L, : : : 1du

y la tasa de expansion promedio para las tres direcciones en un punto ——+

3 ox

13



ECUACION DE NAVIER-STOKES

De la ecuacion de movimiento (2) p% = pg +%

dt axj

., . . — 2
y de la ecuacion constitutiva (6) I = ( p+2 0] EV) é?l +2/8,

se obtiene: p% = 00, +aix(_p5” + 206, — 5 U Wé_ij)

: . oe.
o mejor pﬂ——@+pgi+2y & 240 (ODm) (@)

dt 0X, ox; 3 0%
como =1 %+% = zaqj f— azui + azuj
S 2\ ox, 0% 0x, OX,0X, 0X0X,

ou, 0%u.

, 29 m):_zi£ij:__2 4

3 0x 30% | 0X, 30x.0X,

14



con lo que operando con los dos ultimos términos de (7) se tiene

pIh=-P by +ﬂ{D2ui *3

0
o o —(O W)} (8)

0x

ecuacion de Navier-Stokes

ahora qu es la Laplaciana de

Toxox | Ox] T ol

- oy _0u 0y 0u



Casos particulares:

fluido incompresible  [J[¥ =0 = p% =-Op+ pg + O
t

—>

fluido ideal: incompresible y no viscoso ,OE =—1P+08  Ecuacion de Euler

esta Ultima ecuacion para la unidad de masa: o =——+g

— —

Se puede poner segun la descripciéon Euleriana — =— +V [V

(demostracion al final de apuntes fluidos_2.

. [V
y teniendo en cuenta VIV =——-VXxrotv
2 Pinche

la ecuacion de Euler queda en términos de aceleraciones locales

ov_ Op 0Ov: _ o
= +V Xrotv + g

ot Jo,
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La aceleracion local es igual a las fuerzas unitarias:
externas (Q),

_Hp debidas a la presion
yo,

y dos términos dependientes del campo de velocidades

2
D(VEJ (gradiente de E )

y VvXxroty (rotacion)

La ecuacion de Navier-Stokes quedara también:

v_ 0y
a p

OV o
———7+v><rotv+g+,u]2v
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CONSERVACION DE ENERGIA. ECUACION DE BERNOUILLI.

Se consideraran solo fluidos incompresibles, es decir:  divv =0

2
La energia cinética por unidad de volumen es: E_ :'OV7

o ov ) . |.Lpv _ ou
R AU N E LN "
extendiendo esto a un volumen de control:
P T .V S & [ a7 04
1 ) L s sy w2
(a) (b) (c) (d) (e)

Interpretacion:

Variaciones locales de energia cinética en un volumen de control:

(@)
(b)
(€)
(d)
(€)

flujo de energia cinética a través de la superficie de contorno S
trabajo de la presion sobre la superficie S (trabajo de compresion)

trabajo de las fuerzas viscosas sobre S (componentes normales de 7 sobre S)

aporte de energia de fuerzas externas (energia potencial)

(2)

pérdida de energia por efecto de la viscosidad (componentes tangenciales de T}8



En caso de fluidos ideales, en los que no interviene la viscosidad la ecuacion se
reduce mucho.

ot{’v 2
Existe conservacion de energia.

En el caso de fluidos ideales se puede escribir la ecuacién clasica de Bernouilli a partir de
la ecuacion de Euler. (Ec. Mov) :
ov_ Op 0OV

=——- +VXTrotv + @
ot Jo, 2

reordenando y agrupando los gradientes

2 —
Y ov _ _ ., .
[ P Yy gz |=——+VXrotv Ecuacion de Bernouilli
p 2 ot
_p. v, , . o
B = ; > gZ llamando parametro de Bernouilli D,B = ——— +VXrotv
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: : A _ _ _
en caso de flujo estacionario 3 =0 - UpB=vVxrotv que dice que [ es

constante a lo largo de las lineas de corriente ya que VIS =0

Si ademas: el movimiento es irrotacional rotv=0 (la velocidad deriva de un
potencial Vv=[¢ ), se cumple:

2
\Y L e
,3 = B +—+ gz=cte. Ecuacion de Bernouilli (tipica).
o
0 2 s B YT Aal? 1
Representa la conservacion de energia: —_ energia “potencial” del campo de presiones,

2 L , P
V" energia cinética, gz energia potencial campo externo.

2

2
, : v _ ., :
También se escribe: P+ ,03 +pgz=cte. conservacion de presiones:

2
p presion hidrostatica, pV? presion dinamica, ©9Z presion potencial

20



Demostracion de la expresion
o pv° . pOV? ou,
— |~ |=-divVv +p|-(Tv) [+ pvig-1;;
(7 el o) m] i, 2

Recordando la ecuacion de movimiento para la unidad de volumen segun la componente i

du; ou; ou; op  OTjj
p—=p —+ uj — == +
dt ot aXJ aXi aXJ

+ 00 (1)

donde se ha considerado como fuerza externa solo la gravedad y donde se ha puesto de
forma expresa el gradiente de presiones, dejando el resto de las fuerzas superficiales
(gradiente del tensor de esfuerzos) en segundo término del miembro de la derecha.

Gy

0 ,0v2
Por otra parte, sabemos que — = P U; P (2)

21



Ahora reordenando (1)

ou; _ _ ou; _ ap + aTij ¥ 0g (3)
|

multiplicando v escalarmente por (3) y teniendo en cuenta (2)

aui 0 ,0V2 an ap az-ij
2o at[zj Pifliox, Max  ax, OO
:‘“ja 1=y %P 2 _TijaUI"'PUi 9i

an 2 aXi aXJ aXJ

lo que en forma de productos escalares entre vectores queda

9 pv? ov° . ou;
— | |=-vl ~—(—+p|tdv(rtl¥)-T1;; - +pV 4
5’[[ 2} [ 5 P (TLV) - 7j; ox PV LY (4)
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Aplicando ahora divieA)=AlOa+adivA 0O - Alla=adivA —div(a A)

gueda 5 5 5
—v[ﬂ]['o;/ + p}[p;/ ¥ pJ divv—diviiv['o;/ + p}]
ycon divv=0 por serincompresible

_Vm(ﬂf , p]:_dw[v(pf , p]]

por lo que (4) queda finalmente
0 ,ov2 : ,ov2 ou;
—| —— |=-—div|vV +tp|-T|+povg-Tj;
m[z} {{2 P PVHY 1 ox,

como queriamos demostrar.
23




Demostracion de:

v v = —V Xrotv (1)

Sean dos vectores: AyB

Desarrollando el gradiente del producto escalar O(AB)=0AB+0OBLA (2)

por otra parte se puede escribir (con Ja tensor tanspuesto de OA ):

OAB-BMA=0AB-0OAB=(0A-TA)B=

3
((rotA))[B =B x rotA &

0 a &
Siendo ((@) el tensor asociado a un vector a=(a,a,,a,): -a, 0 a,
a -a O
Despejando de (3) B DA =0A B -B xrotA (4)
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Igualamos los dos vectores a V | esdecirr A=B=vV

El gradiente del producto escalar de un vector por si mismo

WV =0OFE) =V + 0OV =20V ¥

gue reordenando este resultado:

V2

OV [ = D( ) y sustituyendo en (4):
2

VIOV =0vVV-

<
X
K
o
—
<
I
(]
7~ N\
N | So
N—
|
<
X
ha
o
—
<

volver
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